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Resumo

Neste trabalho, foi estudado a dinamica eletronica sob a influéncia da interacao Cou-
lombiana e o efeito da interagao com a rede usando o modelo SSH, como também o
estudo do par magnon-rede e a transferéncia de estados quanticos com desordem corre-
lacionada. No contexto da interacado de Coulomb, o termo elétron-elétron em uma rede
unidimensional cria uma sub-banda de estados ligados, desacoplando-se inicialmente da
banda principal de estados para U = 8, também observado para U = 12. O Hamiltoniano
permite considerar termos de interagao elétron-elétron locais e também nao locais. Pode-se
observar o surgimento de uma nova sub-banda devido a interacdo entre os primeiros
vizinhos e o alargamento desta sub-banda devido a interacao local entre as particulas. A
dindmica do sistema sob a ag¢do de um campo elétrico externo mostra que a interagao
entre as particulas promove um movimento coerente, resultando em modos de oscilacao
com frequéncia dobrada. A propagacao eletronica sob o efeito da interacao elétron-rede foi
investigada no formalismo de nao-linearidade ctibica. Introduziu-se o acoplamento entre o
elétron e a rede através da distribuicao de hopping. Foram resolvidas as equagoes acopladas
para o sistema elétron-rede e calculada a posicao eletronica em funcao do tempo. Foi feita
uma investigacao detalhada da dinamica do elétron e da rede para uma ampla gama de
intensidades de acoplamento elétron-rede. Os resultados demonstram que dependendo
da condigao inicial considerada e da intensidade da interagao elétron-rede, é possivel
obter a formacgao do par elétron-rede. Os resultados também revelam que, dependendo
da velocidade inicial da rede e do grau do termo elétron-rede, é observado uma repulsao
entre a deformacao da rede e o elétron. No trabalho envolvendo a interacao méagnon-rede
em uma cadeia de Morse nao linear, onde o acoplamento entre o magnon e a rede foi
feito através do termo de exchange no Hamiltoniano de Heisenberg, os resultados indicam
que a formacao do par magnon-rede acontece para valores especificos de interagao e que
dependem das condigoes iniciais. Também foi observado que com o aumento da diferenga
de tempo entre a propagacao do magnon e a rede, os valores necessarios para promover o
acoplamento diminui. Por fim, no tltimo trabalho foi explorado a transferéncia de estados
quanticos sob a influéncia de campos magnéticos desordenados e com acoplamentos de
troca com desordem correlacionada de longo alcance. O magnon a ser transmitido esta
em uma rede no estado fundamental ferromagnético. Para campo diferente de zero, a
localizacdo de Anderson é induzida no canal, mas uma transmissao melhor que a classica

ainda é possivel para campo com intensidade moderada.

Palavras-chave: Elétron-elétron; elétron-rede; nao-linearidade; mégnon-rede; estados

quanticos.



Abstract

In this work, the electronic dynamics under the influence of Coulombic interaction and
the effect of interaction with the lattice using the SSH model were studied. Additionally,
the magnon-lattice pair and the transfer of quantum states with correlated disorder were
investigated. In the context of Coulomb interaction, the electron-electron term in a one-
dimensional lattice creates a sub-band of bound states, initially decoupling from the main
band of states for U = 8, also observed for U = 12. The Hamiltonian allows for the
consideration of local and non-local electron-electron interaction terms. The emergence
of a new sub-band due to interaction between nearest neighbors and the broadening of
this sub-band due to local interaction between particles can be observed. The system’s
dynamics under the influence of an external electric field show that particle interaction
promotes coherent motion, resulting in oscillation modes with doubled frequency. Electronic
propagation under the effect of electron-lattice interaction was investigated in the cubic
nonlinearity formalism. The coupling between the electron and the lattice was introduced
through the hopping distribution. The coupled equations for the electron-lattice system
were solved, and the electronic position as a function of time was calculated. A detailed
investigation of the electron and lattice dynamics was conducted for a wide range of
electron-lattice coupling intensities. The results demonstrate that, depending on the
initial condition and the intensity of the electron-lattice interaction, the formation of
the electron-lattice pair is possible. The results also reveal that, depending on the initial
velocity of the lattice and the degree of the electron-lattice term, repulsion between lattice
deformation and the electron is observed. In the study involving magnon-lattice interaction
in a nonlinear Morse chain, coupling between the magnon and the lattice was achieved
through the exchange term in the Heisenberg Hamiltonian. The results indicate that
the formation of the magnon-lattice pair occurs for specific interaction values dependent
on initial conditions. It was also observed that with an increase in the time difference
between magnon propagation and the lattice, the values required to promote coupling
decrease. Lastly, in the final study, the transfer of quantum states was explored under the
influence of disordered magnetic fields and exchange couplings with long-range correlated
disorder. The transmitted magnon is in a lattice in the ferromagnetic ground state. For a
non-zero field, Anderson localization is induced in the channel, but better-than-classical

transmission is still possible for moderate field intensity.

Keywords: Electron-electron; electron-lattice; nonlinear; magnon-lattice; quantum states.
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Introducao

Ao longo dos anos, foram desenvolvidos estudos com o objetivo de descrever as
propriedades eletronicas em estruturas cristalinas. No modelo de Bloch [1, 2|, o sistema
em estudo é caracterizado por fungoes de onda estendidas, que representam estruturas
cristalinas. Nesse modelo, os elétrons seguem a aproximacao do elétron independente,
nao interagindo entre si e estando sujeitos a um potencial periédico, sendo denominados
elétrons de Bloch. Entretanto, ¢ sabido que os sélidos encontrados na natureza nao sao
perfeitamente cristalinos. Em casos de presenca de defeitos na estrutura do cristal, estes
nao podem mais ser descritos por um potencial peridédico, por isto, as fungoes de onda
nao serao mais estendidas. Em 1958, Anderson propdés um modelo [3] adequado para
descrever sistemas que apresentam desordem, a qual pode ser categorizada como desordem
estrutural, caracterizada por uma distribuicao aleatoria dos atomos no sélido, e desordem
composicional, que ocorre quando a rede do cristal é composta por ions diferentes e sitios
vazios, por exemplo. Anderson declarou que a presenca de desordem pode alterar a funcao
de onda, resultando na falta de difusao eletronica, o que confere ao sistema um carater

isolante.

Na teoria de Bloch, a interacao entre elétrons nao esta presente. A abordagem
desse tema é realizada no modelo de Hubbard [4], que considera N elétrons interagindo em
uma rede com M sitios. Ao considerar uma banda de estados ocupada por dois elétrons
sob a influéncia de um campo elétrico constante, verifica-se que, nessas condicoes, as
particulas executam um movimento oscilatério denominado oscilagoes de Bloch [5]. Essas
oscilagoes tém uma magnitude cerca de duas vezes a do campo elétrico. Em um anélogo
optico, foi conduzido um estudo tedrico-experimental de duas particulas correlacionadas
em uma rede foténica por Corrielli et al. [6], com um sistema expresso pelo Hamiltoniano
Bose-Hubbard estendido. Foi demonstrado que a dindmica de duas particulas em uma
rede unidimensional pode ser mapeada para o movimento de uma particula em uma rede
bidimensional. Essa rede 2D foi fabricada em um substrato de silica. No decorrer deste
estudo, observaram-se pela primeira vez as oscilagoes fracionarias de Bloch (duplicacao da
frequéncia para dois bésons). Em uma simulagdo experimental das oscilagoes de Bloch
conduzida por Zhang et al. [7], foram utilizados circuitos elétricos projetados para dois
anyons'. Ao mapear os auto-estados, foram verificadas as oscilacdes de Bloch de dois
bésons e dois pseudo-férmions®. Além disso, constatou-se que o perfodo de oscilacao
dos bdésons é quase o dobro do periodo de oscilagao para dois pseudo-férmions. Em um

sistema Optico com dois atomos bosonicos interagindo, a presenca de oscilacoes de Bloch

Os anyons s@o quase-particulas quanticas com estatisticas intermediarias entre as de bésons e férmions

2 Particulas que, embora sejam bdsons, comportam-se como férmions em diferentes sitios da rede.
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fortemente correlacionadas foi verificada por Preiss et al. [8]. Longhi [9] formulou uma
proposta tedrica para a realizagao fotonica das oscilagoes de Bloch em um sistema de dois
elétrons correlacionados em uma rede peridédica unidimensional. O autor sugeriu monitorar
o caminho espacial percorrido pelo feixe 6ptico. Em um estudo conduzido por Krimer et

al. [10], foi modelada a interagdo béson-béson em redes 6pticas 2D.

No modelo de Anderson mencionado anteriormente, a mobilidade dos atomos da
rede nao foi considerada, ou seja, a teoria foi construida a partir da aproximacao de
Born-Oppenheimer. Se o sistema apresentar um acoplamento elétron-fonon, isso resultara
em uma dependéncia da temperatura com a resistividade elétrica, indicando que o aumento
da temperatura levara a um aumento no nimero de fonons, resultando em maior dispersao
de elétrons [2]. A interagao elétron-fonon pode ser compreendida melhor quando associada
a uma quase-particula chamada polaron. Em 1933, Lev Landau postulou a possibilidade de
um elétron em movimento em um cristal iénico ser capturado devido a sua interagdo com
os fénons da rede [11]. No entanto, somente em 1946, Pekar definiu o termo polaron e o
descreveu como um estado em que o elétron esta fortemente acoplado a polarizagao induzida
pelo deslocamento dos atomos ao redor do elétron, gerando um campo de polarizagdo no
cristal [12, 13]. Portanto, devido a essa interagdo, o elétron possui maior mobilidade do

que em um cristal com desordem estrutural [1].

Sistemas que exibem interagao elétron-fonon podem manifestar maior suscetibili-
dade no transporte de cargas através do confinamento de elétrons em “ondas solitarias”
(solitons), definidas como fenémenos ondulatérios nao-lineares e altamente estaveis [14].
Para induzir o transporte eletronico por meio de excitagoes solitonicas, é necessario in-
troduzir o termo de acoplamento elétron-fonon na energia on-site [15] ou no hopping [16].
O acoplamento com o hopping é realizado pelo modelo SSH (Su-Schrieffer-Heeger), que
postula que uma forga atuando entre atomos vizinhos em uma rede pode ser representada
pela adicao de um termo nao-linear cibico ou quartico, introduzindo corregoes cuibicas e
quadréticas na lei de Hooke [17]. Essas corregoes sao conhecidas como -FPU (y-Fermi-
Pasta-Ulam) e 8-FPU (f-Fermi-Pasta-Ulam). Em 1929, Morse [18] apresentou um modelo
descrevendo a propagacao de modos vibracionais em redes nao-lineares, estudando as
propriedades fisicas de uma rede unidimensional com potencial representado por uma

exponencial dependente da distancia entre sitios vizinhos [19, 20, 21].

Para contextualizar um dos trabalhos dessa tese, sera discutido adiante o conceito
de redes nao-lineares®. Uma 4rea digna de atencdo é a propagacao de ondas actsticas
em superficies (Surface Acoustic Waves - SAW). Em um trabalho pioneiro conduzido
por Lord Rayleigh [22], foi investigada a propagagdo de ondas em uma superficie de um

solido elastico isotropico e homogéneo. Décadas depois, outros estudos foram realizados

3 Redes ndo-lineares referem-se a sistemas fisicos cujo comportamento ndo pode ser descrito por relacdes

lineares simples, ou seja, que as interagoes entre os componentes do sistema ndo seguem uma relagao
linear de causa e efeito.
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para explorar materiais fundamentados nos principios fisicos das SAW [23]. Na pesquisa
conduzida por Mayer [24], foi realizado um estudo teérico sobre SAW em meios nao-lineares.
No trabalho realizado por McNeil et al. [25], os autores deslocaram um elétron ao longo
de um canal utilizando SAW. No estudo experimental feito por Takada et al. [26], foi
demonstrado que em heteroestruturas semicondutoras como GaAs/AlGaAs, a propagagao

eletronica entre pontos quanticos distantes pode ser alcancada utilizando SAW.

No ambito deste trabalho, aborda-se mais um topico relevante relacionado as
quase-particulas conhecidas como magnons, as quais estao associadas a excitacao coletiva
de spins em solidos magnéticos. A origem dos magnons decorre das interagdes entre os
spins dos elétrons nos atomos magnéticos de um material. Em materiais magnéticos,
como ferromagnetos ou antiferromagnetos, os spins dos elétrons apresentam alinhamento
ordenado. Quando uma perturbacao externa é aplicada, tal como um campo magnético ou
uma variacao na temperatura, os spins entram em um estado excitado, e essa excitacao
coletiva dos spins ¢ denominada magnon. Magnons possuem propriedades notaveis e
desempenham um papel significativo na teoria da magnetizacao de sélidos, contribuindo
para a compreensao das propriedades magnéticas desses materiais. Sua relevancia é
crucial para a compreensao das tendéncias magnéticas em materiais e para o avango no
campo da fisica de materiais magnéticos. No estudo conduzido por Luo et al. [27], foi
documentada a primeira observac¢ao da hibridizagdo coerente de magnons e fonons em um
monocamada antiferromagneto FePSes por espectroscopia magneto-Raman. Em outra
pesquisa realizada por Xu et al. [28], foi experimentalmente demonstrado um novo caminho

fundamental para investigar o acoplamento entre magnons e fonons.

Por fim, o ultimo tépico de interesse é referente a informacao quantica, que esta
relacionada as propriedades e caracteristicas da informagao, intimamente vinculadas aos
principios da mecéanica quantica. Um dos conceitos fundamentais na teoria da informacao
quéantica é o bit quantico (qubit). Enquanto os bits classicos representam informagao como
0 ou 1, os qubits sao unidades basicas de informagao na computagdao quantica e podem
existir em uma superposigao de estados, representados como |0) e |1), ou combinagdes
lineares de ambos. Essa propriedade permite que os qubits realizem calculos em paralelo,
explorando o conceito de superposicao. No ambito da informacao quantica, destaca-se a
transferéncia de estados quanticos, um processo que envolve o transporte de informacoes
quanticas de um sistema quantico para outro, frequentemente separados espacialmente.
Esse processo desempenha um papel significativo em contextos como computacao quantica,
comunicagdo quantica e criptografia quantica. Um aspecto relevante sobre esse tema
é o compartilhamento de informacoes. Em sistemas quanticos, é possivel compartilhar
informacoes de maneiras que se distinguem fundamentalmente das formas de comunicacao
classicas. Isso engloba a transferéncia de qubits entre sistemas quénticos, possibilitando o
processamento ou a leitura de informacoes em locais remotos. No contexto historico, o

trabalho precursor sobre comunicacao quantica de curta distancia foi proposto por Bose
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29], que desenvolveu teoricamente um esquema utilizando um sinal ndo modulado e uma
cadeia de spin como canal para comunicac¢oes quanticas de curta distancia. Nesse esquema,
o estado a ser transmitido é inserido no inicio da rede e recebido posteriormente no final

da mesma.

O presente trabalho esta estruturado da seguinte forma: no Capitulo 1, é elaborada
uma fundamentacao teodrica sobre as propriedades de transporte em sistemas cristalinos e
desordenados, abordando especificamente o teorema de Bloch e a teoria de localizagao de
Anderson. Além disso, sao apresentados modelos que consideram a influéncia da interacao
coulombiana no transporte eletronico. A seguir, é tratado o comportamento de um elétron
sob a influéncia de um campo elétrico constante e uniforme utilizando uma abordagem
semi-classica. Em seguida, ¢é feita uma breve descricao da teoria que considera a interacao
elétron-fonon. Nas secoes subsequentes, sao definidas ondas acusticas de superficie em
sistemas com acoplamento elétron-rede, e redes nao-lineares sdo abordadas no contexto
de transporte eletronico. Posteriormente, é realizada uma breve revisao dos conceitos de
spin e magnon. Por fim, é introduzida, no ambito da conjectura de informacao quantica, a
defini¢do de qubit e determinado o protocolo de transferéncia de estados quanticos. No
Capitulo 2, é apresentado um estudo sobre elétrons interagentes em uma rede cristalina
unidimensional. Em seguida, ¢ mostrado o formalismo utilizado nesse estudo, tanto
com quanto sem a presenca do campo elétrico, e os resultados obtidos sao apresentados
juntamente com as conclusoes. Logo depois, no Capitulo 3, é abordada uma investigacao do
transporte eletronico na presenca de interagao elétron-rede, considerando que a rede possui
um potencial nao-linear ctibico. O formalismo adotado para esse estudo foi o do modelo
SSH, e na préxima secao sao apresentados os resultados e conclusoes. Avancando para o
Capitulo 4, é apresentado um estudo sobre a dinamica do magnon acoplado com a rede,
em que a rede possui potenciais anarmonicos descritos por exponenciais. Os resultados
obtidos sao apresentados juntamente com as conclusoes. Logo depois, no Capitulo 5,
explora-se o modelo de Heisenberg unidimensional para spin 1/2 na presenga de desordem
correlacionada nos termos de troca, no contexto de transferéncia de estados quanticos. Por

fim, o Capitulo 6 é constituido das conclusoes gerais e perspectivas para futuros trabalhos.
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1 Fundamentacao Teodrica

1.1 Modelo de Bloch

Com a descoberta do elétron realizada por J. J. Thomson em 1897, surgiu um
crescente interesse em estudar a condugao elétrica nos solidos. Trés anos apés essa desco-
berta, uma teoria de conducao elétrica e térmica foi proposta por Drude [30], fazendo uso
da bem-sucedida teoria cinética dos gases. As principais consideragoes feitas por Drude
para o desenvolvimento de seu trabalho foram as seguintes [1]: além das colisdes, os fons
nao tém nenhum efeito no movimento dos elétrons; os elétrons nao interagem entre si; a
colisdo nao depende da configuragao dos elétrons no instante em que elas ocorrem. No
entanto, na natureza, os elétrons em um sélido estao sujeitos a interacao com ions da rede
e, inclusive, a interacao entre eles proprios. Em decorréncia disso, novos modelos foram

propostos, como o Modelo de Bloch [31].

Figura 1. Rede unidimensional com potencial periddico.

Fonte: Autor (2022).

Os elétrons nao interagentes se aproximam de uma rede unidimensional periddica
formada de N fons monoatoémicos com uma constante de rede a (ver Fig. 1). Como os fons
sao todos iguais, a energia potencial da interacao entre os elétrons e esses ions tem sempre

o mesmo valor em qualquer sitio, logo, a energia potencial obedece a relagao:
Viz)=V(e+a)=V(x+2a)=V(x+3a)=---=V(z+ (N —1)a), (1.1)

onde —a/2 < x < a/2. Como n = N —1, o potencial é escrito da seguinte forma V' (x +na),
no qual, —a/24+na < x < a/2+na, e n assume os seguintes valores (n = 0,1,2,--- /N —1).

Por conta disso, um ion na posi¢ao x = 0 corresponde a outro na posicao x = Na, assim,

V(z) =V(x + Na). (1.2)

Na teoria de Bloch é possivel determinar os estados eletronicos de redes cristalinas

e o seu Hamiltoniano é composto por um termo cinético, referente ao deslocamento dos
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elétrons na rede, e um termo potencial, que corresponde a interacao elétron-ion. Logo, a
equagao de Schrodinger unidimensional é dada por:

B dPP(x)
- 2m da?

Ho(x) +V(2)®(2) = EO(2). (1.3)

Como V(z) obedece a relagao (1.2), a Eq.(1.3) pode ser reescrita da seguinte forma:

—h? d?®(x + Na)

H®(z+ Na) = 5 e

+ V(x4 Na)®(x + Na) = E®(x + Na). (1.4)

Dessa forma, as fungoes de onda ®(x) e ®(x + Na) tém o mesmo autovalor de energia E,

que diferem entre si apenas por um fator de fase 7, ou seja,
O(x + Na) = N d(x) AN =1. (1.5)

2imn
N
Portanto, a fungao de onda ®(z) para uma rede linear com periodicidade a é definida por:

A funcao v = exp ( ) pode satisfazer a relagao anterior, no qual,n =0,--- , N—1.

2imn

O(x) = exp ( N

a

Ju() (1.6)
no qual u(z) é uma fungao arbitraria em a e obedece a expressao u(x + na) = u(x).

O teorema de Bloch pode ser escrito para um cristal tridimensional usando o vetor
R = nia; + nsas + nzag, onde n; sao nimeros inteiros e a; sao vetores primitivos da rede,
que equivale ao espagamento a em uma determinada dire¢do. Logo, a fungdo de onda ®(r)

na presenca de um potencial periddico é expressa da seguinte forma:
Oy (r) = exp (tk - r)uy(r), (1.7)

onde uy(r) satisfaz a relacao ux(r +R) = uk(r) e k é o vetor de onda. Tendo conhecimento
da Eq.(1.7), Bloch sugeriu que as autofuncoes da equagao de onda eletrénica para um
potencial periddico tratam-se de um produto de uma onda plana exp (ik - r) por uma

fungdo uy(r), que apresenta a mesma periodicidade da rede cristalina [2].

Figura 2. Func¢ao de onda de Bloch.
Fonte: Autor (2022).

A funcao de onda de Bloch, em geral, ndo é periddica, mesmo que o potencial seja

periédico. Isso pode ser verificado calculando ®y(r + R):

Py (r + R) = e® Ry (r + R) = & Rekry, (v) = e*B P, (1), (1.8)
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assim, quando a funcao de onda é deslocada por um vetor R, é obtido a mesma funcao
de onda multiplicada por uma fase. A funcao de Bloch estd ilustrada na Fig. 2, assim,
é possivel observar que a onda plana (linha tracejada) pode ser interpretada como um
“envelope” senoidal, que possui oscilagoes de grande comprimento de onda, em cima do

qual é superposta uma funcao periddica que oscila rapidamente.

Como Bloch desconsiderou a interagao entre as particulas presentes no sélido e nao
previu a presenca de impurezas que poderiam interferir na condugao, uma nova teoria
foi desenvolvida por P.W. Anderson e apresentada a comunidade cientifica. Essa teoria
incorporava o efeito da desordem e como ela interferia na fungao de onda eletronica. O

modelo de Anderson sera detalhadamente abordado na Segao (1.3).

1.2 Modelo Tight-Binding

Em fisica da matéria condensada, um modelo tedrico conhecido como modelo tight-
binding descreve a estrutura eletronica de varios solidos cristalinos, incluindo isolantes,
semicondutores e metais. Ele é usado para estudar as propriedades eletronicas de sélidos
com elétrons fortemente confinados a 4tomos individuais. Para desenvolver esse modelo, é
necessario examinar o comportamento de elétrons nao-interagentes em uma cadeia atomica.
Para simplificar, o limite estatico da cadeia é considerado, ou seja, sem fonons. Inicialmente,
supoe-se a presenca de apenas um orbital' por sitio na rede. No limite em que a — oo, 0s
elétrons ficam fortemente localizados em seus respectivos ions, e nada acontece. Esse limite
é conhecido como limite atdmico [32]. Nesse limite, as fungoes de onda dos sitios vazios sao
ortogonais, ou seja, (n|m) = 0,,. Agora, gradualmente aproximam-se os 4tomos, de modo
que as fungoes de onda possuam um pequeno “overlap”. Isso permite que um elétron possa
mover-se para sitios vizinhos com uma amplitude de probabilidade —7T', mais conhecida

como hopping. Essas situacoes estao ilustradas na Fig. 3.
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Figura 3. (a) Atomos desacoplados. (b) Atomos acoplados através da energia de hopping.

Fonte: Figura adaptada de Costa et al. (2020) [33].

L Um orbital é a regido do espaco onde existe probabilidade de se encontrar o elétron.
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Contudo, ainda deve-se assumir que (n|m) = 6,,, de modo que esses estados dos
sitios ainda formem um conjunto completo, isto é, >, |m) (m| = 1. Isto é verdade de
maneira geral quando se toma |m) ndo como uma func¢ao de onda atdémica, mas como uma
combinacao de fungdes de onda atomicas. Essas sdo conhecidas como fungdes de Wannier.

Portanto, é possivel escrever o Hamiltoniano tight-binding da seguinte forma:
H =Y In) (o] =TS [n) (], (19)

onde ¢y representa a energia on-site. O primeiro termo sao diagonais e o segundo sao

nao-diagonais. Para uma rede 1D esse Hamiltoniano pode ser escrito da seguinte maneira:
H=¢Y |n)(n|=T> (In) (n+ 1|+ |n) (n —1]). (1.10)

Para encontrar as autoenergias do problema a solugao deve ser dada por modos
normais, como no caso das vibragoes da cadeia harmonica. Por isso, a seguinte solugao é
possivel:

1 —tikna
kel2ZB
Essa solugao ¢ a transformada de Fourier do estado |n). Devido a periodicidade da

rede, contudo, k é momento cristalino e pertence a primeira zona de Brillouin. Fazendo a

E—EU

+2t

Figura 4. Banda de energia para um modelo tight-binding com um orbital por sitio. A
energia ¢ plotada em fun¢do do vetor de onda na primeira zona de Brillouin.

Fonte: Simon (2013) [32].
substituigao desta solu¢do no Hamiltoniano (1.10), obtém-se:

H =Y (k) |k) (K], (L12)

com €(k) = ¢g — 2T cos ka. H é diagonal com autovalores dados por €(k). Esse é o espectro

ou relacao de dispersao. Essa relacdo mostra que os elétrons podem assumir um valor
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maximo (e + 27°) e um valor minimo (ey — 27"). Isso quer dizer que os elétrons detém
auto-estados apenas dentro de uma banda de energia, como mostrado na Fig. 4. A diferenca
entre a E,,5x e Eyn fornece a largura da banda. No exemplo W = 47T, essa é uma
medida da energia cinética dos elétrons. Se T' # 0, os elétrons diminuem a energia se

deslocalizando.

1.3 Modelo de Anderson

Em um trabalho publicado em 1958, P. W. Anderson [3] apresentou um modelo
que considera os elementos principais para o estudo da natureza dos estados eletronicos
em sistema com desordem, e com isso, estudar uma vasta variedade de fenémenos em
metais. O Hamiltoniano desse modelo é descrito em termos da energia cinética do elétron

e da energia potencial do sitio, que no formalismo de segunda quantizagao é dado por:

H = Zenchn — Z TrmC o, (1.13)

n n#m
onde T, ¢ a amplitude de hopping ou elemento de matriz do Hamiltoniano entre os
sitios n e m e diminui rapidamente com a distancia entre eles. O termo ¢, ¢ a energia do
sitio n e se trata de um ntmero aleatério que estd dentro de um intervalo de largura W,
chamado de largura da desordem. Esse termo simula um potencial aleatério (ver Fig. 5)
e pode ser escolhido de uma certa distribuicao de probabilidade, seja ela gaussiana ou
uniforme, por exemplo. Os coeficientes ¢! e ¢, sdo os operadores de criacdo e aniquilacdo,

respectivamente, de um elétron no sitio n.

Usando a equagao de Schrodinger independente do tempo H |®) = E'|®), em que
|®) representa o conjunto dos autoestados do Hamiltoniano H. Utilizando a expansao
dos autoestados nas bases de orbitais atémicos (|®) = 3, fn |n)) e projetando |®) na
Eq.(1.13), é obtido:

Se considerar que os potenciais estao distribuidos sobre uma rede retangular e que
sO existem amplitude de hopping de mesma amplitude entre os p primeiros vizinhos, a

expressao (1.14) toma a forma:

m=1

no qual, a soma se estende em torno dos p vizinhos mais préoximos do sitio m. O modelo

de Anderson tem comportamento diferente para duas situagoes, sao elas:
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Figura 5. (a) Potencial Periddico; (b) Potencial Aleatério.

Fonte: Autor (2022).

« Rede Cristalina: Para um sistema cristalino (estados estendidos) linear, deve-se
considerar que W = 0, com isso, a energia de sitio ¢, sdo as mesmas, que por

conveniéncia, é tomada €, = 0, logo, a Eq.(1.15) pode ser reescrita como:

Efn = _T(fn—l + fn+1)- (116)

Para resolver a Eq.(1.16), a solucdo proposta é do tipo f, = foe™™*, feito isso,
chega-se a solugdo: F = 27 cos(k). Como demonstrado na se¢ao (1.2), esse resultado
representa a largura da banda cristalina da teoria de Bloch (—2T < E < 2T'). Para o caso
unidimensional, onde o niimero de vizinhos mais proximos é p = 2, a largura da banda
cristalina é B = 4T'. Generalizando esse resultado para um sistema de D dimensoes com

numero de vizinhos p a largura da banda ¢ B = 2pT.

« Rede Desordenada: Para um sistema desordenado (estados localizados), deve-se
considerar que W # 0 e T = 0, a solugao do problema seriam os orbitais atomicos.
E o caso nao trivial (T" e W nao nulos) foi investigando por Anderson com o auxilio

da teoria de perturbacao.

1.3.1 Teoria de Escala

A teoria de escala foi proposta por Abrahams, Anderson, Licciardello e Ramakrish-
nan para explicar a dependéncia da transicao metal-isolante com a dimensao do sistema
[34]. Os autores propuseram que a condutidncia generalizada g é responsavel por essa
mudanca de fase, considerando temperatura nula. O ponto de partida foi a reinterpretacao
do modelo de Anderson feito por Thouless [35], nele o sélido é formado por blocos de
volume [P que comportam varios sitios, logo, o sistema todo ¢ gerado por diversos blocos
acoplados uns aos outros. A energia on-site (€,) é substituida pelo espagamento médio
entre os niveis (AFE) e o hopping (T) pelo deslocamento §E causado por mudangas nas

condigoes de contorno. Para atravessar cada bloco, um elétron gasta um dado tempo ¢4,
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onde esta quantidade e JF se relacionam através da relacao [36]

0E = h

= —. 1.17
» (117)

Com a anélise dessa equagao, é possivel notar que quanto maior for o tempo gasto
para o elétron atravessar o bloco, menor sera a sensibilidade do sistema. Agora, assumindo
que o elétron atravessa o bloco em concordancia com o movimento browniano,

L? L?
f dy
onde L é a dimensao do bloco e Dy se trata da constante de difusao. Reescrevendo a

Eq.(1.17) da seguinte forma
ty, = —. (1.19)

Substituindo a Eq.(1.19) na Eq.(1.18), tem-se

SEL?
Dy=——. (1.20)

Agora, substituindo a Eq.(1.20) na relacdo de Einstein (0 = e*D;n(FE)), é obtido

que

2 2
e 0FEL'n(E ho
0:—()—>5E:7. (1.21)
h e2L*n(FE)
Esta equacao relaciona a variagao na energia dos blocos e o nimero de estados
por volume. n(E) pode ser reescrita em fungdo do espagamento médio entre os niveis da

seguinte forma

1/AE
n(E) = T (1.22)
ou
o (1.23)
- n(E)Ld '
Agora, definindo a relacao
1 E
= — 1.24

em que g é a condutancia. Essa razao ¢é interpretada como a intensidade da desordem no
sistema (andlogo a W/J no modelo de Anderson). Os estados estendidos sao suscetiveis

a mudanca nas condi¢oes de contorno, ou seja, 0F > AF, ao contrario do que acontece
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com os estados localizados (§F < AE) que nao apresentam esse comportamento. Agora,
substituindo as Eqs.(1.21) e (1.23) na Eq.(1.24), obtém-se

h
g(L) = —QULd_2. (1.25)
e
Esta equacao ¢ valida apenas a estados estendidos no limite macroscopico. O termo
L% 25 se trata da condutancia de um cubo d-dimensional de lado L e condutividade o,

assim, g(L) é a condutancia generalizada em unidades de €?/L.

De acordo com Abrahams et al. [34], a principal suposigao que deve ser compreendida
é que para um sistema suficientemente grande, a funcao de dependéncia com a condutancia

¢ dada pela taxa de variacao com L

~ Olng

B9 = o

(1.26)

No limite de grandes condutancias (g — 00), pode-se usar a dependéncia em L da

condutéancia. Fazendo uso da Eq.(1.26), tem-se

. Oln Oln(o L2
lim () = 008 = OOLT)

=00 ~omL - omr 4% (1.27)

Portanto, para esse limite, 8 pode assumir os seguintes valores

+1, para d = 3;
B(00) = {0, para d = 2; (1.28)
—1, para d=1.

Como pode ser verificado na Fig. 6, com g pequeno, ou seja, no limite de baixo
acoplamento e forte desordem, o teorema de Anderson prevé que os estados eletronicos

sao localizados e decaem exponencialmente com a distancia.

Dentro de um volume de dimensao L, a amplitude da fun¢ao de onda de um elétron
localizado no bloco é da ordem de e~7%, onde v é o expoente de Lyapunov (inverso do
comprimento de localizagdo A, v = 1/)\). Fazendo uso novamente da Eq.(1.26) é obtido

que

) _ Olng
lim 6(g) = 77— =ng. (1.29)

Assim, (g) se aproxima de —oo quando ¢ tende a zero, sem depender da dimensao.

E importante ressaltar que em d = 3 existem dois comportamentos, sao eles:
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p—

B

0 Condutancia Generalizada g

Figura 6. Comportamento qualitativo de 5(g) para d = 1,2 e 3 na teoria de escala.

Fonte: Figura Adaptada de Abrahams et al. (1979) [34].

« Para valores menores que um certo g. [3(g) < 0], as curvas indicam que a condutancia

generalizada ¢ diminui quando L cresce;

» Acima de g. [#(g) > 0] o comportamento é contrario, ou seja, ¢g cresce quando L

cresce.

O ponto no diagrama [g., 5(g.) = 0] é chamado de ponto fixo instével. Para d =1 e
d = 2, o diagrama indica que g sempre diminui quando L cresce. Essa diagramacao indica

a dependéncia da transicao de Anderson com a dimensao.

Na literatura, encontram-se numerosos trabalhos que tratam da transicao metal-
isolante. Em [37, 38], é conduzida uma revisao tedrica dos avangos conceituais até entao
desenvolvidos sobre sistemas desordenados, examinando também alguns experimentos
realizados. Devido a coeréncia da mecanica quantica das fungoes de onda de elétrons em
materiais com imperfei¢oes, ocorreu uma revisao na teoria da condutividade elétrica [39].
Belitz et al. [40] elaboraram uma teoria geral de escala de transi¢bes metal-isolante e
correlatas. Além disso, sao discutidas ideias fisicas relevantes e abordagens fenomenologicas

para a transicao metal-isolante.

1.3.2 Desordem Correlacionada

Anderson foi o pioneiro no estudo das propriedades de localizacao de sistemas
desordenados [3], demonstrando a presenga de estados localizados devido & desordem no
sistema. No entanto, quando sao introduzidas correlagoes locais, nem todos os estados

permanecem localizados, indicando a existéncia de estados estendidos que modificam as
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propriedades de condugao [41]. Para introduzir essa desordem, as correlagbes podem ser
derivadas de sistemas fisicos conhecidos, como o DNA, ou pode-se empregar séries aleatorias
com correlagdo. A adigdo de desordem correlacionada ou sequéncias pseudo-aleatérias
revela um comportamento nao convencional do modelo de Anderson unidimensional. Em
1989, Flores [41] demonstrou que a introdugao de correlagoes entre o hopping e o potencial
diagonal (energias on-site) no Hamiltoniano de Anderson resulta na transmissao da fungao

de onda.

Sequéncias com correlagoes de longo alcance exibem uma densidade espectral que
segue uma lei de poténcia, ou seja, S(k) = 1/k*, onde S(k) representa a transformada de
Fourier da funcgao correlagao de dois pontos. Utilizando essa correlacao, de Moura et al.
[42] demonstraram que a correlacao de longo alcance induz uma transigdo metal-isolante
em sistemas unidimensionais, e a desordem nesse sistema segue o Movimento Browniano
Fracionario (MBF) com uma densidade espectral dada por S(k) « 1/k%, sendo a o
parametro que controla o grau de correlagao da sequéncia. Para este estudo, os autores
empregaram uma densidade espectral do tipo [43]

N/2
x; =x(t;) = Z(S(wk)Aw)l/2 cos (wxt; + ¢r), (1.30)

k=1

no qual se trata da posicao de uma particula nos instantes t; = i7, onde 7 é o intervalo entre
duas observagoes sucessivas. wr, = kAw, em que Aw = 27/T é a frequéncia fundamental e
¢y sao as fases distribuidas entre [0, 27| que se comportam como uma fonte de ruido da

série. Tomando 7 =1 e S(wy) = 1/wg, a Eq.(1.30) pode ser reescrita da seguinte maneira

N/2 1—a11/2 )
2 2mik
.= § ( ko |20 , 1.31
) k=1 [ N ] oo < N " ¢k> ( )

onde « é responsavel por controlar as correlagoes desta sequéncia. Por exemplo, para
a = 0, se obtém uma sequéncia aleatoria, ou seja, sem correlagoes, também conhecido
como ruido branco. Para o = 2, é possivel obter o Movimento Browniano Simples, ou
melhor, a sequéncia obtida nao possui correlagoes entre os incrementos. Com a intencao
de usar a sequéncia x; no modelo de Anderson representado as energias on-site (¢;), de

Moura et al. [42], reescreveram a Eq.(1.31) da seguinte forma

N2 () omik
€ = kZ::l oy cos( N +gbk>, (1.32)
onde C(a) é selecionada de forma que obedeca a Ae; = 1/(€2) — (&;)* = 1. Isso faz com que

as amplitudes da sequéncia ndo dependam do tamanho da rede. Um gréfico da Eq.(1.32)

para N = 2 x 10 é ilustrado na Fig. 7.

Sequéncias aleatoérias com correlacoes de longo alcance se caracterizam por nao

apresentarem comprimento de escala caracteristico [44]. Em 1998, Russ et al. [45] estudaram
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Figura 7. Ntumeros gerados pela Eq.(1.32) com pardmetros de correlagao dados por o = 0,2
e 4.

Fonte: Autor (2023).

o modelo de Anderson 1d com desordem que apresenta correlacao de longo alcance. O
potencial diagonal exibe uma fungao de correlagao da forma C(l) o< [77, onde v é uma
constante positiva. Neste trabalho foi demonstrado que todos os estados eletronicos sao

localizados, mas o comprimento de localizacao diverge para v — 0.

Na préxima se¢ao, é descrito um modelo que considera a interagao repulsiva entre

elétrons presentes em um soélido.

1.4 Modelo de Hubbard

Até agora foram descritos os modelos de Bloch e Anderson, ambos desconsideravam
a interagao entre os elétrons presentes no sistema. Na década de 60, Johh Hubbard
[4, 46, 47] propos um modelo que considera essa interagdo e descreve a dindmica dos

estados eletronicos do sistema. O Hamiltoniano de Hubbard é dado por:
H=U) CLTchchm -T Z(CLTCmT + CL&mi)v (1.33)
n n,m

onde CLT ¢ o operador de criagao de um elétron de spin up no sitio n e ¢, ¢ o operador
de aniquilacao de um elétron de spin down no sitio m. U é a energia de Coulomb sobre
o sitio, com isso, o segundo termo do Hamiltoniano aponta que a energia do sistema é

crescente em U quando dois elétrons de spins opostos ocuparem o mesmo sitio.

Na literatura é possivel encontrar uma variagao do modelo de Hubbard, o chamado
modelo de Hubbard estendido [48], que inclui um termo de repulsdo coulombiana entre

elétrons de sitios vizinhos. O Hamiltoniano é dado por:

H=U Z CLTcmchcw +V Z clenct ey —T Z(CLTCmT + cjwcmw, (1.34)

<n7m> n,m
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no qual a interacao coulombiana entre dois elétrons em sitios vizinhos é V. A notacao
(n,m) representa a soma sobre os possiveis pares de sitios vizinhos mais préximos. Na Fig.

8 é possivel visualizar como se comporta cada termo do Hamiltoniano.

— '.‘
o @ O o e o o o
e o o e o o o
T T
) TN V [
® ©

C 4 (~ .':: (' 4 L
® o @ ®

Figura 8. llustragdo do modelo de Hubbard estendido. Os elétrons se movem através do
hopping T entre os primeiros vizinhos, e interagem entre si através da interagao
local U e nao local V.

Fonte: Figura adaptada de Pavarini et al. (2016) [49].

Em 1968, E. H. Lieb e F. Y. Wu [50] encontraram uma solugao exata para o modelo
de Hubbard unidimensional. Depois disso, muitas tentativas foram feitas para encontrar
uma solucao exata para esse modelo para dimensoes espaciais maiores (d > 1), mas até o
momento encontrou-se muita dificuldade para realizar esse estudo, exceto, para alguns

casos limites (7'=0e U = 0) e até mesmo para dimensdes espacias infinitas (d = oo) [51].

Na secao seguinte é feita uma descri¢ao semi-classica do comportamento de um

elétron em uma rede unidimensional na presenca de um campo elétrico externo.

1.5 Elétron na presenca de um campo elétrico externo

Na teoria semi-classica a interagao elétron-ion é desenvolvida quanticamente usando
a estrutura de bandas €(k), sendo obtida, a partir da solugao da equagao de Schrodinger e
a interacao entre o elétron e o campo elétrico é descrita classicamente. Com o uso dessa
abordagem é possivel descrever um elétron em uma rede unidimensional, e para isso, as
equagoes classicas de Hamilton para a posi¢ao r e momento p devem ser usadas,

oH , oH

I‘:% [§ p:—g

(1.35)
A quantizacao do momento do elétron é usada tomando p = hk, onde k é o vetor de onda.
Para obter a velocidade de um pacote de onda deve-se usar a primeira equagao de (1.35),
logo,

or 0H

== = 1.
ot  Op (1.36)

V=T
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O Hamiltoniano do sistema é

H=T+V = 213:1 +V(r)= 7122:;2 + V(r) =e(k) + V(r). (1.37)

Substituindo (1.37) em (1.36),
_ Ole(k) + V(r)] _ Oe(k) N oV (r) _ de(p/h) _ 10e(k)

N op op op op  h Ok’ (1.38)
Agora, fazendo uso da segunda equacao de (1.35)
. oH Jdle(k + V(r))] de(k) OV (r)
b= T T or -~ o o
hk = _agir) ——VV(r). (1.39)

Como V(r) é a energia potencial de um elétron em um campo eletrostatico uniforme,
a relacio —VV (r) nada mais é do que a forca classica atuando sobre o elétron, logo, a

relagdo (1.39) pode ser reescrita da seguinte maneira:
hk = (—e)F, (1.40)
onde F é o campo elétrico externo. Integrando (1.40) no tempo

h/ot a;;dt — (—e)F /Ot dt = Hk(t) — k(0)] = (—e){F;

t. (1.41)

Pode-se considerar que uma banda (ver Fig. 9) é ocupada por apenas um elétron.
Como a trajetéria do elétron no espaco reciproco é dada pela Eq.(1.41), logo, em um
espaco de tempo o elétron mudaria seu vetor de onda k pela mesma quantidade. Assim,
dado um intervalo de tempo longo, o elétron atravessaria no espaco reciproco toda a
extensao da 1.2 zona de Brillouin até ser refletido, ou seja, o vetor k vai de B" até A e de
A até B, reaparecendo em B’. Agora, a velocidade dada pela Eq.(1.38), como ilustrado na
Fig. 9 para uma rede unidimensional, em que ela é proporcional a de/dk, e para essa rede
k(t) = k(0) — eF't/h, o eixo k pode ser interpretado como o eixo —t, ou seja, 0 movimento

do elétron é oscilatorio. Estes movimentos oscilatérios sao conhecidos como oscilagoes de
Bloch [5, 52, 53].

Supondo que o vetor k esteja inicialmente em B’, entao, k(0) = —7/a e definindo
T como o tempo gasto para realizar uma oscilacao completa, ou seja, o tempo gasto para
k sair de B’ e chegar a B, assim, a Eq.(1.41) é reescrita como:
(—e)F N 2 (—e)F N 21h
= T= — = .
h a h (—e)Fa

(1.42)

(1.43)
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v(k)

&(k)

—T/a T/a
Figura 9. Dindmica de um elétron em uma banda.

Fonte: Autor (2022).

onde F ¢ a intensidade do campo elétrico externo, (—e) é a carga elementar do elétron e a

é o espacamento da rede. Tomando h = a = (—e) = 1, por simplicidade, é encontrado que
=F, (1.44)

que é a frequéncia das oscilagoes de Bloch, e sdo da ordem da intensidade do campo

elétrico.

Na préxima secao, sera considerado que os ions possuem mobilidade, logo, descre-

vendo melhor o que acontece na natureza.

1.6 Interacao Elétron-Fonon

No modelo de Anderson [3] abordado na Segao (1.3), foi realizada uma descrigao
da dinamica eletronica em sistemas desordenados. Inicialmente, assumiu-se que os ions da
rede nao tinham mobilidade. No entanto, para uma descri¢do mais precisa dos fendomenos
observados na natureza, é crucial incorporar o movimento dos ions. Ao considerar essa
possibilidade, torna-se vidvel incluir os modos vibracionais da rede (foénons), e é necessario
analisar o espalhamento da funcao de onda eletronica por esses modos vibracionais. Muitos
estudos que abordam a interacao elétron-fonon empregam a aproximacgao adiabatica,
conhecida como aproximagao de Born-Oppenheimer [54]. Essa aproximagao pressupoe que
as forcas de interacdo entre elétrons e ions possuem a mesma magnitude, o que implica que
a variagao do momento linear de ambos estd na mesma ordem de grandeza. Dessa forma,
os ions da rede exibem uma certa mobilidade, ainda que muito inferior em comparacao ao

movimento dos elétrons [55, 56.

Conforme destacado por Kittel [2], a interagdo elétron-fonon estd associada a

uma quase-particula conhecida como polaron. Em cristais idnicos, nos quais a estrutura
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é composta por ions positivos e fons negativos, essa interagao é mais intensa devido a
forte interacao coulombiana entre ions e elétrons. Por outro lado, em cristais covalentes,
formados por atomos, essa interagdo é menos intensa devido a fraca interagao entre
os atomos neutros e os elétrons. Quando sistemas nao-lineares sdo considerados, essa
caracteristica pode resultar em uma interacdo intensa entre elétrons e fonons, gerando
mobilidade. Neste estudo, consideraremos que os ions realizam movimentos oscilatorios
ao redor de suas posi¢oes de equilibrio. Assim, o sistema elétron-rede pode ser descrito
por um Hamiltoniano que compreende uma parte quantica, responsavel pela dinamica
eletronica, e uma parte classica, referente aos fonons, conforme sera detalhado na secao
(1.8).

Na secao seguinte, sera tratado a dindmica eletronica na presenca de deformagoes

da rede, mais especificamente as ondas actsticas de superficie e os sélitons.

1.7 Ondas Acusticas de Superficie (SAW) em sistemas com acopla-

mento elétron-rede

Em um trabalho pioneiro em 1885, uma descricao qualitativa das chamadas On-
das Actsticas de Superficie (SAW) foi realizada por Lord Rayleigh [22]. Demonstrou-se
teoricamente que essas ondas podem propagar-se sobre um soélido elastico ou um meio
suficientemente rarefeito. Trata-se de ondas mecénicas (actsticas) que se propagam em
solidos através das deformagoes no material, como a variacao da distancia entre os atomos.
Quando essas ondas se propagam no material, cada atomo oscila em torno de sua posicao

de equilibrio.

A dindmica eletronica na presenga das SAW tem atraido interesse da comunidade
cientifica. Foi investigado experimentalmente por He et al. [57] o transporte de elétrons
correlacionados com o auxilio de SAW em canais quase-unidimensionais. Esses elétrons
foram transportados através de trés canais separados por microns formados em uma
heteroestrutura. As SAW capturam os elétrons e os conduz para dois canais reduzidos
conectados a um canal balistico aberto. Hermelin et al. [58] demonstrou experimentalmente
usando uma fonte e detector de um tnico elétron se propagando isoladamente dos outros
elétrons em um canal unidimensional. Este canal é colocado entre dois pontos quanticos,
e um SAW transporta este elétron através do canal com uma velocidade 3pum ns™t. As
eficiéncias de emissao e recepgao sao de 96% e 92%, respectivamente. Na pesquisa realizada
por Miseikis et al. [59] foi feito um experimento em grafeno sob o efeito de (SAWs) em
uma superficie piezoelétrica. Foi mostrado a existéncia de uma corrente acustoelétrica

atravessando a estrutura do grafeno.

Para entender melhor a dinamica eletronica mediada por ondas acusticas, é preciso

compreender o conceito de séliton, que se tratam de pulsos “isolados” que viajam através
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da rede, por exemplo, com velocidade constante e tem a caracteristica de manter a sua
forma mesmo apds uma colisao. Para realizar o transporte de cargas por meio de excitagoes
solitonicas, é preciso adicionar o termo de acoplamento elétron-fonon no termo de energia

on-site [60] ou no termo de hopping [16].

Prosseguindo com o arcaboucgo tedrico necessario para compreender o trabalho
a ser desenvolvido nesta tese, na préoxima secao, serd apresentado o conceito de redes

nao-lineares.

1.8 Redes N3o-Lineares

Nesta se¢ao, o objetivo é compreender as propriedades de redes nao-lineares. Para
isso, serd apresentado dois potenciais, sao eles: potencial FPU [17] e o potencial de Morse
[18, 19, 20, 21]. O primeiro, trata do estudo de caracteristicas vibracionais em redes
nao-lineares. As forcas agindo entre sitios vizinhos em uma rede finita é descrita por termos
quadraticos e cubicos, que vem acompanhado por constantes que descrevem a intensidade
da nao-linearidade. O modelo FPU pode ser dividido em duas abordagens. (y-FPU) que
trata dos termos quadraticos e o (S-FPU) que corresponde aos termos cibicos. O segundo
modelo considera que os potenciais da rede sao descritos por uma exponencial. Cada

modelo sera detalhado nas sequentes subsecoes.

1.8.1 Potenciais FPU

O modelo FPU consiste basicamente em estudar forgas anarmodnicas, assim, as
abordagens v-FPU e 5-FPU podem ser retratados em uma série de poténcia, em que o
truncamento acontecera no termo ctbico, ou seja,

2
d*qn
dt?

m

k(QnJrl - Qn) - k(Qn - Qn71>
+ 7[<Qn+1 - Qn)z - (qn - anl)Q]
+ 6[<Qn+1 - QH)B - <Qn - anl)g]v (1-45)

onde ¢, representa a posicao no sitio n, k, é a constante classica da mola, v e § sao
constantes de nao-linearidade. Fermi et al. [17] realizaram um estudo para entender o efeito
de incluir termos nao-lineares a forca entre particulas em uma rede unidimensional. Foram
estudados potenciais com termos ciibicos e quarticos, que para uma rede unidimensional

com N sitios sao dados por:

k. . 9y .
Uy—rpu = 5(]2 +i )+ g( S+, (1.46)
€,
U ko o B, 4 147
B—FPU — z(jn+]n—1) + 4(]n+jn—1)7 ( . )
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onde j, = ¢n+1 — ¢n- Com o uso do formalismo de Hamilton, o Hamiltoniano para essa

rede é dado por:

N p2 k N ) )
Hppy =) = + = [(@h+1 — @) + (@0 — @n-1)7]
Zom gl
,.Y N
+ 6 Z[(Qn-i-l - Qn)3 + (Qn - Qn—l)B]
n=1
B < 4 4
+ g 2@ =)' + (@0 = an)'), (1.48)
n=1

no qual p, é o momento linear causado devido as vibragoes atomicas, v e 5 sdo constantes
de nao-linearidades ctibica e quartica, respectivamente. Com a andlise dos termos, é possivel
notar que os fatores sdo normalizados na energia potencial, ou seja, 1/4, 1/6 e 1/8, sendo
obtidos dividindo os fatores que multiplicam as energias harmonicas, ciibicas e quarticas
por 2 (dois). Isso foi feito para evitar que a energia potencial por massa seja contada duas

vezes devido ao somatorio. Assim, com o uso das equagoes de Hamilton, tém-se

. 8ZJFPU pn
n = = —) 1.49
4 opn m (1.49)
b = _OHppy
" g,
A
m dt2 = k[(qn+1 — 2q, + anl)]
+ 7[(Qn+1 - Qn)Q + (Qn - Qn—l)z]
+ Bldnt1 = @)’ + (G0 — ¢n1)’]. (1.50)

Portanto, as equacgoes classicas que ditam a dinamica das vibragoes da rede nao-linear sao
obtidas, isto é, descrevem o comportamento dos fonons. Agora, para estudar a dindmica
de um elétron nessa rede nao-linear deve-se ter um Hamiltoniano completo na forma
H = Hge + H,ege, n0 qual, o Hamiltoniano da rede serd dado pelo modelo FPU (Hgpy ).

O Hamiltoniano tight-binding eletronico unidimensional é:

N N
H,. = Z enchn + Z Tn+1,n(cjl+1cn + lecn_i'_l), (1.51)
n=1 n=1
onde o hopping é T, 11, = Tye~*an+1=an) ~ Aqui, se tem um sistema com acoplamento

elétron-rede, no qual, a é o termo responsavel por esse acoplamento.

Com a operagdo de H nas fungbes de Wannier (|1(t)) = X, fu|n)), é possivel
escrever a equacao de Schrodinger dependente do tempo e também chegar as equagoes
que descrevem o comportamento das vibracoes da rede em um sistema com acoplamento

elétron-rede, isto é,

mdf:ligt) = enfo(t) + Toe 1m0 £ (8) + Toe™ =01 o (1) (1.52)
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d*q,
m
di2

k gn+1 — QQn + Qn—l)

Bl(qns1 — ) — (Gn — qﬂ71>3]
afem(amri=an) (¢f w1 fn At fasrf)
e A AR A Ay (1.53)

+ 4+ o+

(

7[(Qn+1 ) - (qn - anl)Z]
[(
[e”

1.8.2 Potenciais de Morse

Na literatura existem abordagens envolvendo potenciais anarmonicos descritos
por exponenciais, uns dos mais conhecidos e usados é o de Morse [18], sendo descrito da

seguinte maneira:
Untorse(qn) = De2a(an=n=1) _ 9 pe=aldn=dn-1), (1.54)

onde D e a sao a profundidade e largura do potencial, respectivamente. O potencial de
Morse é muito utilizado em pesquisa envolvendo interacoes interatémicas e também seus
comportamentos vibracionais [61]. Como feito na subsecdo anterior (1.8.1), ambos os
potenciais podem ser representados usado o formalismo de Hamilton, que para uma rede

unidimensional com N sitios para o potencial de Morse é dada por:

N N
Pn
Hprorse = Z o+ Z UMorse(Qn)~ (155)
n=1 2m n=1
Novamente com o uso das equacoes de Hamilton, as equagoes de movimento para esse
potencial sao:
d*qn
m
dt?

Da[(z _ 6—a(Qn+1—Qn)]e—a(qn+1—qn)
_ [2 _ 6—a(Qn_Qn—1)]e—a(qnqn_l)]' (156)

Progredindo com a mesma anéalise da subsecao anterior, um elétron é adicionado a uma
rede nao-linear que obedece ao potencial de Morse, logo, o Hamiltoniano completo é
H = H.. + Hprorse, assim, mais uma vez com o uso das equagoes de Hamilton, as equagoes

que ditam a dinamica classica sao obtidas,

a?f,
m dt“}; Da[(2 _ e_a(Qn+1_Q7L)]e_a(Qn+1_Qn)
- [2- e—a(qn—qn—l)]e—a(qnqn_1)]
-+ OéTO[(f;_A,_lfn + fn+1fr]:) - (f;[fnfl + fnfri—l)] (157)

1.9 Ferromagnetismo

Materiais ferromagnéticos sao reconhecidos por apresentarem magnetizacao mesmo

na auséncia de campo magnético, fenémeno conhecido como magnetizacao espontanea. Ao
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contrario dos materiais paramagnéticos, nos quais a magnetizagdo surge apenas na presenca
de um campo magnético, os materiais ferromagnéticos foram objeto de investigacao por
Pierre Curie no século XIX, enquanto ele explorava a magnetizacao em relagdo a tempera-
tura. A pesquisa revelou que substancias ferromagnéticas exibem uma temperatura critica,
chamada temperatura de Curie, acima da qual perdem seu comportamento ferromagnético.
Em 1907, Weiss [62] propos a existéncia de um campo molecular originado da interagao
entre elétrons, os quais tendem a alinhar seus momentos magnéticos. Para temperaturas
abaixo da temperatura de Curie, o efeito do campo molecular supera as flutuacoes térmicas,

permitindo que o material exiba comportamento ferromagnético.

Independentemente, Heisenberg [63, 64] e Dirac [65, 66] demonstraram que a origem
do campo molecular proposto por Weiss residia em uma interagao de troca (exchange)
entre os spins dos elétrons. Essa interacao de exchange, de natureza quantica, explica a
interacao coletiva entre os momentos magnéticos, sendo responsavel pelo ordenamento
magnético. Nas subsegoes subsequentes, sera fornecido um detalhamento sobre o conceito

de spin e o modelo de Heisenberg aplicado a materiais ferromagnéticos.

1.9.1 Spin

A existéncia do spin? do elétron foi proposto para explicar os resultados obtidos
no experimento de Stern-Gerlach, o mesmo foi proposto em 1922 por Otto Stern e
Walter Gerlach, onde foram feitas medidas do momento magnético de atomos de prata.
Considerando que um forno emite atomos de prata em direcdo a uma regiao onde ha um

campo magnético ndo uniforme, como descrito na Fig. 10 a).

a) Anteparo Resultado Esperado Resultado Obtido
spin up b)
me 7 7
—
Forno
- .
‘spin down

Figura 10. a) Esbo¢o do experimento de Stern-Gerlach; b) Resultado experimental que
Stern e Gerlach esperavam obter e o resultado obtido. A teoria classica verificava
que o feixe deveria ser espalhado verticalmente de forma continua.

Fonte: Autor (2023).

Ao passar pelo campo magnético, os atomos sao defletidos, pela Mecanica Classica

os atomos vao apresentar momento angular L e o momento magnético é dado por

p =1L, (1.58)

Um momento angular “intrinseco”, em que nao é possivel escrevé-lo em termos das coordenadas da
b
particula e dos componentes do momento linear.

2
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onde v é uma constante denominada de razao giromagnética®. Supondo que o campo
magnético esta orientado na direcao z, a acao de uma forca magnética sobre os atomos é

dada por:
F,,=V(u-B). (1.59)

Por outro lado, vai ter a acao de um torque magnético 1,,, tal que

dL

dL
Lo —uxBo T (1.60)

dt

A taxa de variacao de L é perpendicular ao proprio L e B. Logo, a componente L paralela

a B é constante. Assim,

F,=V(u-B) = V(u.B.)

0B. __ 0B.

Esta forca faz a deflexdo dos atomos de prata. Como o momento angular L deve apresentar
um valor continuo, espera-se que haja uma distribuicao continua dos atomos, como ilustrado
na Fig. 10 b). Os resultados do experimento de Stern-Gerlach mostraram que os atomos
atingiram o anteparo em duas regioes simétricas em relagao ao feixe incidente (ver Fig.10
b)). Isso mostra que o momento magnético dos d&tomos nao pode estar associado ao
momento angular orbital classico L = r X p, visto que este deve possuir uma distribuicao
continua para a componente L., centrada em L, = 0. Neste caso, os atomos de prata
possuem um momento intrinseco S, em que as componentes apresentam distribuicao

discreta.

O spin do elétron ¢ um momento angular que existe independentemente do estado
de movimento no qual a particula se encontra. O niimero quantico do spin s para o elétron

¢ igual a 1/2. O moédulo do spin é igual a
S =hy/s(s+1). (1.62)
O operador de spin S? ¢é definido como:
S*=52+5.+52 (1.63)
Suponha que um vetor de estado [¢) seja autovetor de S?, com
% |v) = ). (1.64)
Como [S?,S.] = 0, deve-se escrever uma base de autovetores de S? e S, da seguinte forma:

S? |k, s,m) = s(s + 1)h* |k, s,m) ; (1.65)

3 O médulo do coeficiente de proporcionalidade entre o momento angular e o momento magnético
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S, |k, s,m) =mhlk,s,m), (1.66)

onde o vetor de estado |k, s, m) é um vetor de estado na base S,, k retrata a energia
cinética da particula e m é denominado de niimero do momento magnético e esta associado
a componente do spin no eixo z. Se s for inteiro (bdsons), todos os valores de m serao
inteiros; caso s seja semi-inteiro (férmions) todos os valores de m serao semi-inteiros. Os

valores de m para um dado s sao:

m=—s,s+1,....,s—1, (1.67)

2s+1 estados

ou seja, para cada valor de s existem 2s + 1 estados de m. Outros operadores que se
deve da a devida atencao sao S, e S_, denominados de operadores de levantamento e

abaixamento, respectivamente. Esses operadores aplicados ao estado |k, 7, m) resultam em

S |k, jom) = /s(s + 1) —m(m +1) [k, j,m + 1); (1.68)

S_ |k, jym) = \/s(s + 1) —m(m — 1) |k, j,m — 1), (1.69)

no qual, sao definidos a partir de Sy = 5, +145,, onde S, e S, sdo as componentes x e y

do operador de spin.

1.9.2 Magnon e Modelo de Heisenberg

Considerando uma substancia ferromagnética em seu estado fundamental, se uma
perturbacao for aplicada a um dos seus spins, isso resultara em uma perturbagao coletiva
de todos os spins do sistema. Essa perturbacgao é conhecida como ondas de spin, e sua
quantizagao é referida como méagnon. Os magnons sao quase-particulas formadas por
excitagoes coletivas em materiais magnéticos. Bloch [67] formulou esse conceito para

elucidar a reducao da magnetizacao espontanea em materiais ferromagnéticos.

Para fornecer uma descri¢cao mais detalhada das ondas de spin, a formulacdo do
modelo de Heisenberg para magnons em sistemas ferromagnéticos sera apresentada a

seguir. Considera-se um sistema de dois elétrons que interagem através do potencial

62

U(I’l, I'Q) =

(1.70)

471'607"127

onde rj5 = |r; — ryf, que se trata da distdncia entre os elétrons. Como cada elétron deve
ser representado por sua respectiva funcao de onda, entao, para se escrever uma funcao de
onda para o sistema é preciso ter uma combinacao linear das fungoes de onda dos elétrons

A e B, ou seja,

Wy(ry, o) = ;§[¢A(r1)¢3(r2) + pa(r2)dp(r1)]. (1.71)
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Calculando o valor esperado da energia através da relagao
€ = /\I/ft(rl, I'Q)U\I/:t(rl, rg)d3r1d3r2. (172)

Lembrando que as particulas sdo idénticas e a interacao entre elas independem do spin,
assim, a funcao de onda s6 depende das coordenadas espaciais. Dito isso, substituindo

(1.70) e (1.71) em (1.72), tem-se

/¢A r)op I"2) ! ¢A(I‘1)¢B(F2)d31‘1d31‘2

87‘(’6

£ [onmen r2>—¢A<r2>¢B<r1>d ridr;
£ [ ie)on(n)— : oalr)on(es)dr
+ / 51 (e2)03( mf Sa(e:)on(e) e d%ns]

/QbA r <Z5B rz) ! <Z5A(I'1)<Z5B(r2)d I‘1d 1)

47‘(’6

+ /¢A r gbB I'Q) 1 ¢A(r2)¢3(r1)d I'ld I’2:| . (173)

A partir da Eq.(1.73), pode-se definir £ como a energia média do sistema e Jrroca a

interagao de troca (ezchange) da seguinte forma

5= 1o [ 63m06b0) - oate)onlr) e (1.72)

47T€

1
Jrroca = [/ ¢u(r1)op 1“2) ¢A(r2)¢3(r1)d rid r2} ) (1.75)
logo, o valor esperado da energia ¢ dado por

e=F+ JTROC’A- (176)

A escolha do sinal na Eq.(1.76) depende do estado dos spins, ou melhor, se o estado é

singleto (s = 0) ou tripleto (s = 1). Estes estados podem ser organizados como

s =Lm=—1) = |{})

|60 = 15 = 1,m = 0) = H[ITh) + {IN)]; (1.77)
5= 1Lm = 1))
6 = {Is = 0,m = 0) = L[11) — 1) (1.78)

onde o conjunto de estados {|}3)} simboliza os estados dos dois elétrons no espago dos

spins e cada seta representa um elétron. Assim, o valor esperado da energia depende se o
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estado é singleto ou tripleto, com isso, € deve ser escrito em termos de S; e S,. Partindo

da relagao
S? = (S; +S,)* =57 +S5+2S;-S,. (1.79)
Aplicando o operador S? da Eq.(1.79) no estado |k, s, m), obtém-se
S? |k, s,m) = S% |k, s,m) + S5 |k, s,m) +2S; - Sq |k, 5,m). (1.80)

Fazendo uso da Eq.(1.65), sabendo que os autovalores de S? e S2 sio 1/2(1/24-1)k* = 3h%/4.

Por fim, deve-se aplicar (k, s, m| em ambos os lados da Eq.(1.80), logo,

1 —3h%/4, se s = 0 (singleto);
S, .8, = 8ty 3ps /4, se 5 =0 (singleto) (1.81)
2 4 h?/4, se s = 1 (tripleto).

Portanto, a Eq.(1.76) pode ser reescrita como

Definindo F como o referéncial de energia, o Hamiltoniano de Heisenberg que descreve a

possibilidade de dois elétrons trocarem de estados é dado por
H=—-JS;-S,, (1.83)

no qual, .J se trata da constante de troca que descreve a interagao de troca de spins em

um cristal, e estes spins interagem aos pares.

Supondo que os elétrons da camada de valéncia estejam suficientemente localizados,
de tal forma que se possa associar um spin a cada atomo, ou seja, é considerado uma rede
linear com N fons. O Hamiltoniano que prevé a interagao entre os spins destes ions é dado

pela seguinte equacao:

H=-> JS:"S;, (1.84)

2
onde J; ; € a constante de troca exchange, S; e S; sao operadores de spin que atuam nos sitios
i e j, respectivamente. Se os spins de uma rede de N ions estiverem alinhados paralelamente
uns aos outros, tem-se o chamado ordenamento ferromagnético, e por consequéncia disso
a constante de troca deve ser positiva. Se os spins estiverem alinhados antiparalelamente
uns aos outros, chama-se de ordenamento antiferromagnético, e a constante de troca deve

ser negativa.

Nas préxima secao sera apresentado a fundamentacao tedrica referente ao trabalho

desenvolvido no Cap.5.
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1.10 Informacao Quantica

1.10.1 Qubit

O bit (abreviagao de binary digit) representa o conceito fundamental na informagao
e computacao classica, podendo assumir valores de 0 ou 1. Com o avanc¢o da mecanica
quantica, surgiu o equivalente quéntico, conhecido como qubit (abreviacao de quantum bit).
Sistemas quéanticos de dois niveis, como o elétron com spin 1/2, podem ser representados
por qubits. Os dois estados possiveis do spin do elétron, spin up representado por |0) e
spin down representado por |1), permitem expressar o qubit como uma combinacao linear

dos vetores base |0) e |1) [68], ou seja,

[¥) = al0) + B[1), (1.85)

onde « e 3 sao nimeros complexos normalizados que satisfazem a relacio |a]? + |3]* = 1.
Os coeficientes « e [ da expansdo do estado |¢)) com respeito a base {|0),]1)} sdo as
probabilidades de obter o resultado correspondente a 0 dada por |a|?, e a 1 dado por |5*. A
Eq.(1.85) significa que o qubit é uma superposigao dos estados |0) e |1) no mesmo instante
de tempo. Este é um efeito tipicamente quantico, ou seja, nao possui analogo classico.
Se uma medida for realizada, pode-se encontrar o qubit no estado |0) com probabilidade
|a|? ou no estado |1) com probabilidade |3]?. Diferentemente do bit classico que s6 pode

assumir no mesmo instante de tempo os valores 0 ou 1.

Para se ter uma representagao geométrica do qubit, pode-se tomar o = cos(6/2) e

B = e?sen(0/2), com isso, é possivel reescrever a Eq.(1.85) da seguinte maneira

[0) = cos (Z) 0) + e®sen (g) 1), (1.86)

no qual 6 e ¢ sdo nimeros reais e definem um ponto na esfera de Bloch, como ilustrado na

Fig. 11. Com 6 e ¢ variando entre 0 < 0§ < 7w e 0 < ¢ < 2w, respectivamente. E possivel

102

1y
Figura 11. Representacao da esfera de Bloch de um qubzt.
Fonte: Nielsen et al. (2010) [68].

escrever os estados |0) e |1), tomando § = 0 e # = 7 na Eq.(1.86).
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1.10.2 Transferéncia de Estados Quanticos

A proposta de transferéncia de estados quanticos (QST - Quantum State Transfer)
ao longo de uma cadeia de spins foi apresentada por Bose [29]. O autor sugeriu a preparagao
de um estado em uma das extremidades de uma rede unidimensional de spins sob a
influéncia de um campo magnético constante. O objetivo é transmitir esse estado para a
outra extremidade com certa fidelidade, considerando que a interacao entre os spins ocorre

apenas entre primeiros vizinhos.

Para compreender o protocolo QST, o restante da subsecao serda baseada nas
referéncias [29, 69]. O Hamiltoniano que descreve o sistema proposto por Bose (ver Fig.
12 (b)) é dado por

H=-) Jo'c"— i B!, (1.87)
(i.5) i=1
onde (i,j) simbolizam os pares de spins, J;; é o termo de interagdo entre os spins,
o = (04,04,0,) sdo as matrizes de Pauli e B é o campo magnético. Esse sistema deve
estd no estado fundamental, ou seja, todos os spins estao alinhados paralelamente na
dire¢ao -z, e matematicamente podem ser expressos por |0) = |000...0), onde |0) denota
o estado do spin no estado fundamental (ver Fig. 12 (a)). E escolhido que J;; < 0, isso
significa que a cadeia de spin descreve um ferromagneto, ou seja, o estado fundamental
nesse tipo de material na presenca de um campo magnético é aquele onde todo os spins
estao apontados na direcao do campo. Para que se chegue a configuragao desejada, a
temperatura do sistema deve ser diminuida. No protocolo QST na extremidade esquerda
da rede se tem a fonte (Alice) que prepara um estado de entrada arbitrario da forma
lj) = |00...010..0), onde j = 1,2,...y Sy ooy 7y ..., N, em que o spin do j-ésimo sitio foi
flipado para |1), enquanto todos os outros spins estao no estado fundamental. Devido a
evolucao natural da rede, esse estado de propaga para o restante dos spins. Devido a isso,
o receptor (Bob) adquire um estado que varia com o tempo. Para finalizar o protocolo de
comunicac¢ao, Bob espera o momento ideal para receber o estado enviado por Alice, ou
seja, ele espera um intervalo de tempo tao longo quanto ele possa esperar. Isso garante
que é escolhido o momento ideal para que o estado de spin no final da rede seja o mais

proximo possivel daquele que Alice pretendia transmitir.

Uma medida bastante utilizada para verificar a eficiéncia da QST é a fidelidade,
ela mede o quanto o estado quantico preparado por Alice é recebido por Bob. Para deduzir
essa medida é necessario supor que o estado preparado por Alice é representado por [¢;,)
e que o estado de spin que Bob mede no momento ideal ¢, é representado pelo operador
densidade po.:(to), devido a isso, existe a possibilidade de que o estado de saida possa ser
misto. A fidelidade é definida por

F = (Yin|pout (t0)|Vin) , (1.88)
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no qual essa medida esta sempre entre 0 e 1. O valor 1 significa uma transferéncia perfeita.

W {22222 22222222 10 &-25 1
1 N

nice § [ NNFNFANFTNRY ) 7 Bob

(@) ®

Figura 12. (a) Esquematizacao para uma rede de spins unidimensional em um campo
magnético externo; (b) Canal arbitrario em uma rede com N spins, onde os
vértices simbolizam os spins e as arestas representam as interacgoes entre os
spins interagentes.

Fonte: Bose (2003) [29].

Para generalizar a Eq.(1.88), deve-se assumir que a fonte s estd no inicio da rede e
um receptor r se encontra situado no final da rede. O restante da cadeia é chamada de
canais de spins. No tempo t = 0 Alice coloca na fonte o estado que deseja transmitir para
Bob, no qual esse estado de entrada |1;,) pode ser representado pela Eq.(1.86). Portanto,

nesse instante de tempo o estado da rede é

|T(0)) = cos (Z) 0) + esen (g) |s) . (1.89)

Feito isso, é preciso esperar que o estado inicial evolua para um estado final mais proximo

possivel de

|T(t)) = cos (Z) |0) + esen <g> r). (1.90)

A interagao de troca entre os spins é feita de um sitio para o seu vizinho mais préximo,
ou seja, sai de ]00...01,0,,1...0) e vai para |00...00,1,41...0), assim, considera-se que o
nimero total de excitacao é mantido. Dito isso, tem-se que o operador da componente z
total dos spins (XN, 0%) comuta com o Hamiltoniano H, matematicamente descrito por
[H, >N, 0!] = 0, isso significa que essa componente ¢ conservada. Logo, indicando que o

estado |s) deverd evoluir como uma superposicao dos estados |j), assim,

J=1

() = cos 5 )00+ sen (§) 3 e 51

— cos (5] 00+ eosen () jﬁ;fy,s(t) i, (1.91)

onde f;4(t) = (jle"*|s) é definido como a amplitude de transi¢io do j-ésimo para o

s-ésimo sitio. Em geral, o estado receptor é misto, ou seja, ¢ descrito por um conjunto de
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estados puros {[¢;)}, associado cada um a uma probabilidade p;, de modo que }=; p; = 1.
O operador densidade? [70], também conhecido como matriz densidade, associado a esse

estado misto é definido como
p =03 ) (. (1.92)
J

Em particular, para um estado puro, no qual |¢)) é conhecido com exatidao, o operador

densidade é dado por
p=v) (| (1.93)

O estado do r-ésimo spin pode ser obtido através do trago parcial dos estados de
N-1(|¥(%)) (¥(¢)]). Segundo Nielsen et al.

[68] a razao para fazer isso é porque a operacao de traco parcial é a tinica operagao que dé

todos os outros spins a partir de poue = 1712

ghiyessy

origem a descricao correta de quantidades observaveis para subsistemas de um sistema

composto. Logo, pyu: evolui no tempo conforme a relagao

Pout(t) = P(t) [out (1)) (Vour ()] + (L — P(t))[0) (O], (1.94)

com

a0 = s (0 (5) 100+ esen (3) £ ) (1.95)

onde
P(t) = cos® (g) + sin® <§>| Frs ). (1.96)

Agora, suponha que seja decidido que Bob ira captar o r-ésimo spin (e, portanto, completar o
protocolo de comunicagao) num tempo predeterminado ¢ = ¢o. A fidelidade da comunicacao
quantica através do canal é calculada em média sobre todos os estados de entrada puros

na esfera de Bloch

1
F = [ Wl poulto) 1) 2 (197)

onde [1;,,) sdo os estados de entrada. Depois de alguns calculos (que podem ser encontrados
no Apéndice A) é possivel chegar na relagao

L @ @)
2t 3T T e
no qual fy(t) é a amplitude de transicao da excita¢ao do primeiro ao ultimo spin. Note que
se fn(t) =1 resulta em F(t) = 1, ou seja, a QST é perfeita. Utilizando o protocolo QST,
Bose [29] verificou que a fidelidade é maxima para N = 2 e 4. Quase perfeita para N = 8,
obtendo uma fidelidade em torno de F' = 0.994. E acima de 90% para N = 7,10,11,13 e
14.

4

F(t) (1.98)

O operador densidade descreve o estado estatistico de um sistema quantico e foi criado por J. von
Neumann em 1927.
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1.10.3 Emaranhamento

Emaranhamento é definido como a propriedade de correlacées entre dois ou mais
sistemas quanticos [71, 72|, ou seja, nao é possivel descrever independentemente um sistema
quantico de outro, entdo os sistemas estao emaranhados. Se considerar dois bits classicos,
eles podem assumir os seguintes valores: 00, 01, 10 e 11. Agora, para dois qubits é considerar
o espago gerado por {]|00),|01),]10),|11)}. Entao, qualquer estado de dois qubits pode

ser escrito como
[y = a|00) + £ 101) +~|10) +d[11), (1.99)

onde «, 3, v e § sdao as amplitudes de probabilidade de obter o par 7j. Considerando o
estado [¢_) = 1/+/2[|01) — |10)], se este estado for emaranhado, ndo se pode escrever na

forma
) = [0} ® Jw) (1.100)

Tomando |v) = «|0) + 1) e |w) = ~v|0) + J |1), logo,

Vo) = |v) @ |w)
= [a]0) + 8] @ [7]0) + 6 |1)]
= a7|00) + ad |01) + B |10) + 86 [11). (1.101)

Assim, fazendo uma comparagao de |¢)_) com o resultado obtido na Eq.(1.101), é encontrado
que ay =0, ad = 1/4/2, By = —1/v/2 ¢ Bd = 0, o que se trata de uma contradicio ja que
ao menos um dos coeficientes seja nulo. Portanto, |1)_) é um estado emaranhado e esse
estado faz parte de um conjunto de estados emaranhados conhecidos como estados de Bell
(71, 73], sao eles:

02) = —=[101) + |10) (1.102)

1

|0+) = \/5[|00> + 1], (1.103)

Uma aplicagdo muito conhecida para estados emaranhados é o teleporte quantico
[74]. Por exemplo, caso se queria enviar um estado quantico qualquer de A para B, e para
fazer isso é necessario um par de particulas emaranhadas e um canal de comunicagao
classico. Em A é realizada uma medida no qubit a ser enviado e na particula emaranhada e
os projeta em um dos estados de Bell. Feito isso, A comunica a B classicamente o resultado,

logo, B pode recuperar o estado que A preparou.
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1.10.4 Concorréncia

Para quantificar o emaranhamento do sistema mais simples possivel como de dois
qubits nao é uma tarefa facil, assim, sera discutido o quantificador chamado concorréncia.
Para assimilar esse conceito, a presente subsegao serd desenvolvida seguindo a referéncia [75].
Tomando um estado qualquer [¢), é possivel escrevé-lo como uma combinagao linear dos
vetores da base {|i)}, ou seja, |¢)) =X, fi i), onde f; sdo as amplitudes de probabilidade.

Com isso, o operador densidade p pode ser escrito como
p =) (Wl =3 > fif; i) (il - (1.104)
(]

Com o objetivo de medir o emaranhamento entre um par de qubits, e fazendo uso da base
computacional {|00),|01),|10),|11)} deve-se escrever o operador densidade reduzido p

para tal. Assim,

: (1.105)

o
o O O O

0
b
d
0

o O O 2

onde a = 1—|fi]> = |f;]>, b= |fil’, c = fif;, d = fi f; e e = | f;]. Portanto, a concorréncia

para um estado misto bipartido é
C(p) = max {0, (As — Az = Aa — M)}, (1.106)

onde os \; sao os autovalores em ordem decrescente da matriz Hermitiana R = /\/pp\/p-
Uma forma alternativa de encontrar esses mesmo autovalores é dizer que os \; sdo as raizes

quadradas dos autovalores da matriz nao-Hermitiana pp, no qual
p= (0" ©a")p" (0" @ 0a”), (1.107)

oY é a componente y das matrizes de Pauli e p* é o complexo conjugado na matriz p.
O célculo de p, da matriz pp e dos seus respectivos autovalores podem ser encontrados
no Apéndice B. Portanto, tirando a raiz quadrada de \; da Eq.(B.8) a expressao para a

concorréncia ¢ dada por

Clp) = 2|fill £, (1.108)

no qual C varia de 0 a 1, de modo que se pode tomar a concorréncia como uma medida

de emaranhamento por si sé.
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2 Sistema de Dois Elétrons em uma Rede

Cristalina

2.1 Introducao

Em um sistema que envolve interagao elétron-elétron, ocorre uma competicao entre
o termo cinético (hopping) e o termo potencial. O hopping refere-se & dindmica dos elétrons
entre os atomos vizinhos, enquanto o segundo termo representa a interacao Coulombiana
entre eles [4]. Em contextos de modelos tedricos, essa interagao entre elétrons pode ser
incorporada por um modelo matematico que permite a dupla ocupacgao eletronica em um
atomo dado (ou sitio na rede topoldgica). Com a possibilidade de tal dupla ocupagéo,
acompanhada de spins opostos, uma repulsao Coulombiana local entre eles é considerada.
Este modelo foi extensivamente estudado, notavelmente pelo fisico John Hubbard. O
modelo de Hubbard original aborda o problema com um grande niimero de elétrons,
mas pode ser adaptado para lidar com poucos elétrons (por exemplo, dois); o modelo de
Hubbard para dois elétrons com spins opostos tem sido amplamente explorado na literatura,
pois oferece uma compreensao simplificada de alguns aspectos relacionados a interagao
elétron-elétron local. De maneira geral, o papel da interacao Coulombiana é intuitivamente
simples de entender: se o custo energético associado a dupla ocupacao for significativamente
alto, a ponto de inibir a propagacao do elétron na rede, o sistema geralmente exibe um
comportamento isolante, também conhecido como isolante de Mott [76]. Caso o sistema
contenha desordens, como elementos distintos na rede ou irregularidades espaciais, surgirao
barreiras de potencial que modificarao as reflexdes da onda eletronica entre elas. Isso
resultarda em interferéncias construtivas e destrutivas, levando a localizagao da funcgao
de onda em uma regiao finita da rede. Consequentemente, os estados eletronicos estarao
localizados, e o solido apresentard um carater isolante, fenémeno conhecido como isolante

de Anderson [37].

Foi demonstrado que a interacao do tipo Hubbard entre elétrons em um sistema
unidimensional com potencial aleatério exerce uma influéncia nao monotonica no fenémeno
de localizagdo de Anderson [77]. Shepelyansky [78] esclareceu que os estados ligados de duas
particulas interagentes sdo responsaveis pelo enfraquecimento da localizacao de Anderson,
além de provocarem o dobramento da frequéncia das oscilagoes de Bloch [79, 80]. Um
estudo especifico sobre o dobramento da frequéncia das oscilagbes de Bloch em um sistema
de dois elétrons em uma rede unidimensional sob a influéncia de um campo elétrico foi
conduzido por Dias et al. [81]. Observou-se que, para uma condi¢ao inicial em que os

elétrons estao inicialmente préximos, é possivel detectar o dobramento da frequéncia.
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Em estudos recentes sobre o sistema de dois elétrons, examinou-se a dindmica
de emaranhamento em uma caminhada quantica dissipativa [82]. Em outra investigacao,
analisou-se o impacto da interagdo harmodnica entre elétrons nas propriedades termodina-

micas de um ponto quantico® [83].

No estudo conduzido por Loos et al. [84], foi realizado o calculo da energia de
correlagao de alta densidade em sistemas de dois elétrons na superficie de uma esfera
e também confinados em uma caixa esférica. A andlise abordou a dindmica de dois
elétrons interagentes movendo-se em uma rede unidimensional, onde as interagoes ocorrem
localmente e entre primeiros vizinhos. Os resultados revelaram que as interagoes locais
desempenham um papel na dinamica correlacionada, enquanto as intera¢oes entre primeiros

vizinhos induzem uma caminhada quéntica [85].

Foi conduzido um experimento que segue o modelo de Harper-Hofstadter para
descrever particulas méveis de forma coerente confinadas em uma rede na presenca de
um campo magnético. No caso de duas particulas, as interagoes entre elas alteram o
autoespectro, resultando em estados espalhados e ligados. Essas interagoes quebram a
simetria entre as particulas, proporcionando um caminho para o preenchimento preferencial
de estados de uma determinada quiralidade [86]. Além disso, outro experimento foi realizado
para emular o modelo de Hubbard unidimensional de duas particulas em um sistema
fotonico. Ao atingir o regime de interagao forte, demonstrou-se a formacgao de estados
ligados através de observagoes diretas de tunelamento de pares [87]. Adicionalmente,
investigou-se os efeitos da interagdo entre dois bésons em uma caminhada quéntica, e
o limite de interacao fraca desse efeito foi experimentalmente mensurado utilizando a

propagacao da luz em redes fotonicas nao lineares [88].

Neste trabalho, o sistema envolve dois elétrons com spins opostos, sujeitos a uma
interacao do tipo Hubbard que decresce exponencialmente com a distdncia. A analise
abordou a evolucao temporal dos pacotes de ondas eletronicas, envolvendo a diagonalizacao
do Hamiltoniano, além da aplicacao de um tratamento analitico. Os resultados revelaram
o surgimento de uma sub-banda de estados ligados, observando-se que ela se desloca na
energia e reduz sua largura a medida que U aumenta. A andlise da evolugdo temporal

destacou o fenémeno de dobramento de frequéncia dos modos de oscilagao.

2.2 Modelo e Formalismo

O Hamiltoniano de Anderson-Hubbard para esse sistema no formalismo de segunda

quantizacao é dado por:

H=T Z Zciwcmﬁ + U Z e_DU‘n_m‘ﬁn,lﬁm,Q + Z Z enﬁn,oa (21)

(n,m) @

! Nanoparticulas ou nanocristais de material semicondutor com dimensdes variando de 2 a 10 nm.
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onde cL7a(cn7a) sao operadores de criagdo (aniquila¢do) para uma particula com spin
o= :I:% e sitio n e com 1), , = CL,aCn,o- €, ¢ a energia de interagao elétron/ion no sitio n.

Os estados de posigao na representagdo de Wannier podem ser escritos da seguinte forma:
|®(n,m)) = fam|n,oym, o'y, (2.2)
n,m

sendo |n,o;m,o’) o estado de um elétron com spin o, no sitio n, e o outro elétron com spin
o', no sitio m. Com a finalidade de estudar o comportamento estatico dos dois elétrons é
necessario resolver a equacao de Schrodinger independente do tempo, para isso, é feita a

substituicao da Eq.(2.1) na referida equacgao, logo,

H(®(n,m) =T 3 S ¢l ey |®) + U S e Puln=mly 5, |0)

(n,m) o n,m

+ 3D nling [®) = E[®(n,m)). (2.3)

Com o objetivo de solucionar a Eq.(2.3) é preciso escrever o Hamiltoniano de forma
matricial, logo, para ajudar no desenvolvimento dos calculos da resolugao da equacao de

Schrodinger, os termos dessa equacao sao reescritos da seguinte forma:

Hl =T E(n,m) Eo‘ CIL,UCmyo';
H = H2 = Uzn,m eiDU‘nim‘ﬁn,lﬁm,Q; (24)
H3 = Zn Zcr Gnﬁn,cr

Considerando que ambos elétrons estejam no mesmo orbital atémico, ou seja, n = m para

as trés equagoes de (2.4),

o Para Hy,

H; |(I)> =T Z ZCL’acm,U Z fn,m |n7 g,m, U/> )
(n,m) © n,m

=T 3 fapmy(chigeny + chinyens +chgenrng +c jenrny) Ingny) s

ny,my
=T Y fry,my(In+1p,ny) + [ngn+ 1) + [n— Ly, ng) + |ng,n = 1))).(2.5)
ny,my
o Para H,,
Hy |®) = UY e PImrled el cny 32 frgmy ng,my)
n ny,my
= U Z fnTamilnT7n¢> : (26>

T4,y

o Para Hj,
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H3’(I)> = ZZGnCL,gCn,ton,m|n70;m70/>

= Z fmmiz% TCnT"‘C ¢Cn¢>|nT’n¢>

= Z fnmm‘t(en + €n> |nT>n¢>

ny,my

= Z fn‘r»m,LQEn ‘nTa n¢> . (27)

ny,my

Com o uso das Eqs.(2.5), (2.6) e (2.7), é possivel reescrever a equagdo de Schrodinger para

dois elétrons no mesmo sitio na forma

El®) = > frp,my[T(In+ 14, ny) + [ng,n+ 1)) + |n — 14, ny) + [ng,n— 1))

n4,my

+(U + 2¢,) Ins,ny)]. (2.8)

Agora, considerando m =n + 1 em (2.4),

o Para Hy,

Hi|®)=T > for,m(n+1lyn+1)+|npn+2)) +|n—1,n+1)

n4,my
+ne,ny)). (2.9)
e Para Hs,
Ho |®) =Ue ™ P" > frg,my ng,n+1)). (2.10)
ny,my
o Para Hj,
H3|®) = > foom, (€n+ €ng1) Ing,n+ 1) (2.11)

nTm‘L

Reescrevendo a equagao de Schrodinger usando (2.9), (2.10) e (2.11),
E|®) = Z fre,my[T(In+ 1y,n+1) + |ny,n+2)+|n—1y,n+1))+|ngy,ng))

+ (en+€n1 +Ue P Ing,n +1))]. (2.12)

Por fim, considerando m =n + 2 em (2.4),

o Para H,

Hi|®) =T Y frr,m(In+ 14,04+ 2)) + [ng,n+3)) +|n—Ly,n+2)

n4,my
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o Para H,,
Hy |®) = Ue™?P" > frp,my Inp,n+2)). (2.14)
ny,my
o Para Hj,
Hj|®) = Z fnT,m¢<€n + €nt2) |nT7 n+ 2¢> . (2.15)
ny,my

Reescrevendo a equagao de Schrodinger usando (2.13), (2.14) e (2.15),
E|®)= ) fap,m[T(In+1yn+2)) + |ngn+3) +[n—Ln+2)+[ngn+ 1))

ng,Mmy

+ (€ + €nga +Ue?PV) ng,n +2))].  (2.16)

Aplicando (®| nas Eqgs.(2.8), (2.12) e (2.16) e considerando somente os termos nao

nulos dos somatorio,

e Paran=m,

Efn,n - T(fn+1,n + fn,n+1 + fn—l,n + fn,n—l) + (2671 + U)fn,n (217>

e Param=n+1,

Efn,nJrl = T(fn+1,n+1 + fn,n+2 + fnfl,n+1 + fn,n) + (‘En + €n+1 + UeiDU)fn,nJrl- (218)

e Param=mn+2,

Efn,n+2 = T(fn+1,n+2 + fn,n+3 + fn—l,n+2 + fn,n+1) + (En + €n42 + Ue_QDU)fn,n+2- (219)

Finalmente, comparando (2.17), (2.18) e (2.19), a equagao de Schrodinger indepen-
dente do tempo é dada por:

Efn,m = T(fn+1,m + fn,erl + fnfl,m + fn,m71> + (€n + €m + UeiDUmim')fn,m' (220)

Essa ¢ a relagao de recorréncia para as amplitudes de probabilidade f, ,, que foram
obtidas a partir da equacao de Schrodinger. Com o uso dessa relacao é possivel obter a
representacao matricial do Hamiltoniano H, que é construido a partir de um espaco de

Hilbert expandido, da ordem de N2, sendo N o tamanho da rede. Assim, para uma rede
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unidimensional de 3 sitios, a matriz é dada por:

N=3]| |1,1) 11,2) 1,3) [2,1) 12,2) 12,3) 3,1) 3,2) 13,3)

(1,1] |26, +U T 0 T 0 0 0 0 0

(1,2| T ea+e+Ue? T 0 T 0 0 0 0

(1,3 0 T €1+ e+ Ue2Pv 0 0 0 0 0

e (2,1] T 0 0 e+e+Ue v T 0 T FJ 0 (2'21>

(2,2| 0 T 0 T 2, + U T 0 T 0

(2,3 0 0 0 T  e+e+Uet 0 0 T

(3,1] 0 0 0 T 0 0 €5+ € + Ue™?Pv T 0

(3,2| 0 0 0 0 T 0 T €5+ €+ Ue Pv T

(3,3 0 0 0 0 0 T 0 T 23 + U

2.2.1 Analise Analitica

Nesta secao, sera feita uma andlise analitica desse sistema de duas particulas para
entender melhor a estrutura de bandas. O sistema de N? equagoes ¢ dado pela Eq.(2.20)
e como a rede ¢ puramente cristalina, as energias de interacao elétron-ion sdao nulas
(€n, = €, = 0). Da Eq.(2.20),

Efn,m = T(fn+1,m + fn,erl + fnfl,m + fn,m71> + UeiDUmim'fn,m- (222)

Assumindo uma mudanca para coordenadas de centro de massa dos dois elétrons, com o

uso de:
fn,m = eik(n-{-m)ax(n - m)? (223>

onde k é o momento do centro de massa e a é o espagamento da rede, de modo que
substituindo (2.23) em (2.22),

Ex(n—m)=Te*(x(n+1—m)+x(n—m—1))+e " (x(n—1-m)
+x(n—m+1)] + Ue Pvln=mly(n —m).  (2.24)
Com a substituicio de r = n —m e 2cos (ka) = e*® + e~
Ex(r) = 2T cos (ka)[x(r — 1) + x(r + 1)] + Ue=Pulrly(r). (2.25)
Considerando a presenca de estados de paridade par, serd realizada uma andlise para

algumas situacgoes.

« A situagdo em que nao ha interagao entre os elétrons (U = 0), logo, a Eq.(2.25) é

dada por:

Ex(r) = 2T cos (ka)[x(r — 1) + x(r + 1)]. (2.26)
Como ndo tem interacdo entre as particulas é possivel fazer x(r) = €, assim, a Eq.(2.26)
torna-se:
Ee™® = 9T cos (ka)[e'—De 1 gilr+Daal,
= 2T cos (ka)(e "% 4 %);
E = 4T cos(ka) cos (qa), (2.27)
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onde k e ¢ sao momentos do centro de massa e a é o espacamento da rede. Tomando
os limites cos (ka) cos (qa) = 1 e cos (ka) cos (qa) = —1, a largura da banda de estados
cristalinos esta no intervalo —47 < E < 47T, concordando com as previsoes apresentadas
pelo modelo de Bloch [1].

« Para o caso em que os autovetores tém paridade par, tem-se a relacao x(—r) = x(r),
uma vez que a fungio de onda é simétrica e hé interagao entre os elétrons (U # 0).

Com isso, é considerado um parametro, tal que,

X(r+1) = Bx(r).
1. Para r =0 em (2.25),

Bx(0) = 2T cos(ka)lx(~1) + x(1)] + Ux(0);
= 4T cos(ka)x(0) + Ux(0).

Simplificando a expressao e isolando [,

E-U
b= AT cos(ka)’ (2.28)
2. Parar =1 em (2.25),
Ex(1) = 2T cos(ka)[x(0) + x(2)] + Ue P x(1).
Com o uso da relagao x(r + 1) = Bx(r),
Efx(0) = 2T cos(ka)[x(0) + 52x(0)] + Ue™ PV 5x(0);
(E —Ue™Pv)3 = 2T cos(ka)(1 + B?);
84 1 E—-Ue?"v (2.29)

B 2T cos(ka)
Substituindo (2.28) em (2.29),

E—-UePv  E-U N AT cos(ka)
2T cos(ka) 4T cos(ka) E-U "’
E?* —2EUe v + 2U0%e7Pv — U? — 16T% cos?(ka)] = 0.

Para Z = 2U%Pv — U2 —16T? cos?(ka) = U?(2e Pv=1 —16T"? cos(ka), a seguinte equacio
de 2° grau é obtida:

E? —2EUe Pv 4+ 7 =0.

Com o uso de Bhaskara,

E = Ue™Pv £ /16T cos? (ka) — U2(2e~Pv — e=2Dv — 1), (2.30)
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onde o sinal (£) depende do sinal de U. Entretanto, nesse estudo foi considerado apenas o

caso U > 0. Dessa forma, ¢é possivel encontrar uma sub-banda de estados com largura

U< E<Ue™P 4 /162 — U2(2e-Pv — e-2Dv — 1), (2.31)

Para o caso onde os autovetores tem paridade impar, ou seja, x(—r) = —x(r), a mesma

largura da sub-banda é encontrada.

2.2.2 Sistema sob efeito do Campo Elétrico

Com o interesse em investigar o comportamento de dois elétrons sob influéncia de
um campo elétrico uniforme e constante, é adicionado ao Hamiltoniano (2.1) um termo
que representa a influéncia de um campo elétrico constante e uniforme sobre as particulas
por toda a rede. Assim, o Hamiltoniano é

H=TY Y emoe+UD eI h s+ 33 (6n + eFn)iy,,  (2.32)
(nym) @ n,m noa
onde F é o campo elétrico externo paralelo a rede, e é a carga das particulas e n é o
operador posicao da particula. Agora, para estudar o comportamento dinamico dos elétrons
sob efeito do campo elétrico, é preciso resolver a equagao de Schrodinger dependente do
tempo, dada por:

H |®(n,m)) = mjt ®(n, m)) . (2.33)

Substituindo (2.32) em (2.33),

H|®nm) =T Y c cne|[®)+UD e~ Puln=mlg o |®)

(nym) @ ’
d
+3°) (en + eFn)i, |P) = ih— |®(n,m)). (2.34)

Repetindo o que foi feito na secao anterior, é possivel reescrever essa equagao da seguinte

forma
Hy=T Z(n,m) o CL,UC’N%U;
H=Hs=UY, e Pvm=mlf, 1,0 (2.35)

HG = Zn Zo’(en + an)ﬁn,U'

A diferenca entre os Hamiltonianos (2.34) e (2.1) é termo que contém a influéncia
do campo elétrico. Os demais termos H; e Hy da Eq.(2.3) sdo iguais, respectivamente, aos
termos Hy e Hs da Eq.(2.35). Com isso, os calculos desenvolvidos adiante serdo somente

para Hg. Considerando n = m,
He|®) = Y > (en+eFn)cl coo > fum|n,osm,o’);

= Z fnmm¢ Z(En + an) (CL,TCTL,T + C:rz,icmi) |nT7 ni) )
n

T4,y

= D Joym2(en+eFn)ng,ny). (2.36)

Tg,Mmy
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Com o uso de (2.5), (2.6) e (2.36), a equagao de Schrodinger dependente do tempo toma a

forma:

d
hoy [2(n,m)) = D fropmy[T(In+1pny) + |ngn+ 1) +[n— 1, ny) +[ng,n — 1))

nTm¢

+ (26, +2eF'n+U)|ng,ny)l. (2.37)
Agora, tomando m =n + 1,

He|®) = > foym (o +eFn—+ep1+eF(n+1))|ng,n+1,). (2.38)

’I’LT7m¢

Reescrevendo a equacao de Schrodinger dependente do tempo usando (2.9), (2.10) e (2.38),

d
fis 1@m)) = 3 frrmy[T(jn+ Tyn 4 10) + npn+2y) + [0 — Ty, n +1,) + [ng,ny))
ny,my
+ (enteFn+e,n+eF(n+1)+Ue PV)|ny,n+ 1)) (2.39)

Finalmente, considerando m = n + 2,

Hg |®) = Z Jrpm, (€n + eFn+ o+ eF(n+2)) [ng,n +2y) . (2.40)

Por fim, a equagao de Schrodinger dependente do tempo usando (2.13), (2.14) e (2.40), é

dada por:
d
th 1 ®(nym)) = 3 frgmy[T(In+ 1y n+2y) + [npyn +3,) + fn = 1,0+ 2)) + [, n + 1)
ny,my
+ (en+eFn+enn+eF(n+2)+Ue V) |ng,n+2))]. (2.41)

Aplicando (®(n,m)| nas Eqgs.(2.37), (2.39) e (2.41),

e Para n =m,

d
Zh%fn,n = T(fnJrl,n + fn,n+1 + fnfl,n + fn,nfl) + (2671 + 2eFn + U)f”v” <242)

e Param=mn-+1,

. d
Zﬁ%fn,n+1 = T(fn+1,n+1 + fn,n+2 + fnfl,n+1 + fn,n)
+ (en+en1 FeFn+eF(n+1)+Ue V) fo . (2.43)

e Param=mn+2,
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L d
Zh%fn,n—i& = T(fn+1,n+2 + fn,n+3 + fn—l,n+2 + fn,n—i—l)
+ (en+enpoFeFn+eF(n+2)+Ue?P0)f, 010 (2.44)

Comparando (2.42), (2.43) e (2.44), a equagao de Schrodinger é

B Fan®) = TCFairn(®) + Frmr )+ faoam®) + fum1(2)
+ (en+ €m +eF(n+m)+Ue Puinmly £ (1), (2.45)
Com essas equagoes ¢ possivel estudar a evolugao temporal dos pacotes de onda eletronicos.
Assim, para resolvé-las numericamente, o método da expansao de Taylor do operador de
evolucao temporal é usado, apresentado no Apéndice C. Neste problema, é considerado
a condicao inicial em que os dois elétrons estao posicionados no centro da rede, ou

seja, ¢, = N/2. Os parametros para realizar os célculos foi um passo no tempo de

At ~ 1,0 x 1073, onde o nimero de termos na expansao de Taylor ¢ da ordem de ng = 12.

As principais medidas sao: Densidade de estados,

DOS(E) = 3" 8(E — Ej). (2.46)

A posi¢ao média do pacote de onda (centroide) para um dado tempo ¢,
(n); (1) = nil fum ()], (2.47)

com ¢ = 1,2. A probabilidade de Dupla Ocupagao (PDO),

PDO(t) = 3 | fun(®)]?) - (2.48)
A probabilidade de Ocupagao de Primeiros Vizinhos (PO1V),
POV = ( Y [fum®). (2.49)
n=m=+1

A probabilidade de Ocupagao de Segundos Vizinhos (PO2V),

PO2V(t) = > |fam@®)]?). (2.50)

n=m=£2

2.3 Resultados e Discussoes

Nesta secao, sao discutidos os resultados de dois elétrons em uma rede unidimen-
sional sob a influéncia de um campo elétrico externo. Na Fig. 13, que foi obtida através
da diagonalizagdo numérica de uma rede unidimensional de N = 100 sitios, os resultados
sao referentes a DOS em relacao a energia E para U =6, U =12 e U = 18, com Dy =1,

Dy =0,5e Dy = 0,25, respectivamente. Na Fig. 13 no caso em que U = 6, pode-se ver o
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aparecimento de uma sub-banda de estados ligados, cuja largura é dada pela Eq.(1.40).
Com um pouco mais de atengao, é possivel observar alguns picos na banda principal
(estados nao-ligados), mesmo depois da formagido de uma sub-banda. Com o aumento do
valor de U, como para U = 12, novas sub-bandas se formam. Também é preciso notar que

a posicao na energia da primeira sub-banda formada esta na ordem do valor de U.

300 DU=1 —
200+ U=6 —
100~ (a) —
0 A
n 300 —
r D, =0.5 b
O 200+~ U —
Q100k b U=12 .
L (b) L i
0 T ‘ ‘ b T
300 —
L D,=025 ]
200+ —
ol | \ A b
-20 -10 0 10 20
E

Figura 13. Densidade de estados em func¢ao da energia para (a) U = 6 e Dy = 1; (b)
U=12e Dy =0.5; (¢) U =18 e Dy = 0.25. Para U > 0 aparece uma sub-
banda de estados ligados. Com o aumento dos valores de U, mais sub-bandas
surgem.

Analisando a PDO, PO1V e PO2V em funcao da interagdo U. Como mostrado
na Fig. 14 para Dy = 0.25 a PDO tem um valor maximo em torno de U = 15, onde a

sub-banda de estados ligados se separa da banda de estados principal. Como a interacgao

T I T I T I T 0,4
0,6 _ 0,35
05 0.3
Qo4 12025
03 1= 02

A0 10,15l
0,2 _ —_ 0,1
0,17 - 005

O 1 I 1 I 1 I 1 I O 1 I 1 I 1 I 1 O 1 I 1 I 1 I 1
10 20 30 40 0 10 20 30 40 0 10 20 30 40

U U U

Figura 14. PDO, PO1V e PO2V para Dy = 0.25 e F=0.5. A PDO mostra uma probabi-
lidade méaxima em torno de U = 15 tendo um leve decaimento para valores
maiores de U. A PO1V tem um decaimento pra os valores iniciais de U, mas a
partir de U = 10 assume valores maiores a medida que U aumenta. A PO2V
toma sempre valores baixos se comparados com a PO1V.
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entre os elétrons é de aproximadamente uma exponencial, o decaimento do PDO é mais
lento para pequenos valores de Dy;. A separacao da sub-banda de estados ligados da banda
principal beneficia os estados de ocupagao dos primeiros vizinhos, aumentando o valor da
PO1V. Como o PO1V continua assumindo valores finitos ao longo do tempo, isso indica
um dominio do hopping para primeiros vizinhos. A PO2V assume valores menores do que
os PO1V, indicando a predominancia de um movimento coerente dos dois elétrons para os

primeiros vizinhos.

Na Fig. 15 em que Dy = 0.5, é possivel observar que o ponto maximo assumido
pela PDO é em torno de U = 10 e seu decaimento é mais rapido comparado ao que foi
observado na Fig. 14. Como resultado, o valor de PO1V para U = 40 é maior que o
verificado na Fig. 14, ao contrario dos valores de PO2V, que continuam caindo conforme

aumentamos Dy.

1
0 10 20 30 40 0’0 10 20 30 40 0 10 20 30 40

U U U

Figura 15. PDO, PO1V e PO2V para Dy = 0.5 e F=0.5. Para esse caso, a probabilidade
maxima da PDO é em torno de U = 10 com um decaimento mais acentuado.
A PO1V assume valores cada vez maiores a partir de U = 10. Por fim, a PO2V
continua tomando valores baixos.

Com a andalise das Figs. 16 e 17, percebe-se com o aumento do valor de Dy, o ponto
maximo de PDO assume valores menores de U, isso indica que a sub-banda de estados
ligados se separa da banda principal para interacoes mais fracas. Um decaimento mais
intenso também pode ser observado para valores crescentes de U. Com relacao a PO1V,
é observado valores cada vez maiores, pois a interacao favorece a associacao de saltos
coerentes associados a estados ligados, seu carater repulsivo diminui a PDO decorrente
da superposicao com estados nao-ligados. A PO2V diminui para grandes valores de U,

indicando o dominio de caminhada quantica para os primeiros vizinhos.
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Figura 16. PDO, PO1V e PO2V para Dy = 1 e F=0.5. O ponto maximo da PDO em
relagdo a U continua diminuindo. E para PO1V e PO2V a tendéncia é a mesma
dos resultados observados nas Figs. 14 e 15, ou seja, a PO1V assumindo valores
maiores com o aumento de U e a PO2V tomando valores baixos.

IIIII
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40 0 10 20 3
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Figura 17. PDO, PO1V e PO2V para Dy = 2 e F=0.5. A tendéncia da diminuicao do
ponto maximo da PDO em relagdo a U ¢é preservada. Com a andlise das PO1V
e PO2V é possivel concluir que a dindmica de primeiros vizinhos é favorecida.

Com a analise da dupla ocupagao ¢é verificado que os pontos maximos da PDO
assumem valores menores conforme aumentamos Dy, desse modo, foi plotado a Fig. 18
para visualizar o comportamento da interacdo U em funcao de Dy. Com isso, verificou-se
que o surgimento da duplicacdo da frequéncia ocorre para valores cada vez menores de U
a medida que Dy é aumentado. Considerando a situacdo em que os dois elétrons estao
inicialmente posicionados no centro da rede e usando a equacao de Schrodinger dependente
do tempo, é possivel calcular o centroide (ver Fig. 19) e pode-se observar que os elétrons
apresentam um comportamento oscilatorio. A sub-banda de estado ligado muda de energia
e diminui de largura conforme U cresce. Isso causa uma disputa entre os estados ligado e
nao ligado, com isso, surge um regime em que a dinamica coerente dos elétrons ¢é favorecida.
Calculando a transformada de Fourier dos centroides, ¢ mostrado um modo dominante de

oscilagdo em w = 2F e outro com menor amplitude em torno de w = F. O primeiro modo
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16 Dobramento de frequéncia |

Figura 18. Comportamento de U em fungao de Dy para valores de frequéncia dobrada.
Para valores de U e Dy acima da curva, é possivel obter o dobramento da
frequéncia das oscila¢oes de Bloch. Para valores abaixo da curva, o dobramento
da frequéncia nao é observado.

¢é resultado do movimento coerente entre os elétrons e o segundo causado pelos estados

nao ligados, que representa as oscilagoes nao coerentes.
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Figura 19. Posi¢do média z(t) de dois elétrons em uma rede com N = 100 sitios na presenga
de um campo elétrico com intensidade de F' = 0.5. Primeiro quadro: Dy = 1
e U = 6; Segundo quadro: Dy = 0.5 e U = 12; Terceiro quadro: Dy = 0.25 e
U = 18. No lado direto é mostrado a transformada de Fourier x(w), onde ¢é
observado uma frequéncia dominante em w = 2F.
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Em resumo, neste capitulo foi estudado um modelo de dois elétrons com spins
opostos em um sistema unidimensional. O termo de interacao elétron-elétron foi considerado
de tal forma a ter uma intensidade U e um decaimento exponencial com distancia efetiva
dada por 1/Dy. No limite de Dy grande esse modelo converge para o modelo de dois
elétrons com interagdes locais (ou seja, no mesmo atomo). Para Dy pequeno as interagoes
entre elétrons é em atomos vizinhos. Usando métodos numéricos foi mostrado que a
interacao elétron-elétron cria uma sub-banda de estados ligados, separando-se inicialmente
da banda de estados principal para U = 6, também observada para U = 12. No limite
de Dy pequeno os resultados mostram o surgimento de uma nova sub-banda devido a
interacao entre os primeiros vizinhos e o alargamento desta sub-banda devido a interacao
local entre as particulas. A dinamica do sistema sob agdo de um campo elétrico externo
mostra que a interagao entre as particulas promove um movimento coerente, resultando

no surgimento de modos de oscilagdo com frequéncia dobrada.
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3 Sistema com Acoplamento Elétron-Séliton

e Interacao Cibica

3.1 Introducao

Diversas pesquisas recentes tém explorado sistemas com interac¢ao elétron-foénon,
como demonstrado por Kurzhals et al. [89], que utilizaram o acoplamento elétron-fonon
para evidenciar estados supercondutores no YNi2B2C. Em um estudo conduzido por
Chatelain et al. [90], observou-se a presenga de acoplamento elétron-féonon coerente e
incoerente no grafite, empregando difragao eletronica ultrarrapida. Varios outros trabalhos
91, 92, 93] abordam essa tematica. Sistemas com acoplamento elétron-rede tém sido objeto
de varias pesquisas que indicaram que essa interacdo em uma rede nao linear facilita o
transporte de carga [94, 95, 96, 97]. Em um cenario com um Hamiltoniano tight-binding
descrevendo um elétron em uma rede unidimensional, como proposto pelo modelo SSH de
Su et al. [16], os termos fora da diagonal (hopping) sdo dependentes das vibragoes da rede,
ou seja, ha a presenca da interagao elétron-fonon. Considerou-se que o termo de hopping

depende da distancia entre os atomos vizinhos através de uma funcgao linear.

Davydov contribuiu significativamente para a descri¢ao da dindmica eletronica na
presenca de vibragoes da rede, como evidenciado em diversos de seus trabalhos [60, 98, 99,
15]. Em seu formalismo, ele proporciona uma descrigao da interagao dos modos de exciton’
com os fonons da rede. No contexto de redes nao lineares, uma ampla gama de pesquisas
demonstra a possibilidade do transporte de cargas mediado por solectron?® [100, 101]. No
estudo conduzido por de Moura [56], foi teoricamente demonstrado que as excitagdes
solitonicas na presenca de uma rede com nao linearidade cibica podem impulsionar a

dindmica eletronica ao longo da cadeia.

Com o passar do tempo, observa-se um aumento no interesse da comunidade
cientifica em relagao aos materiais SAW, ou seja, materiais baseados em ondas acusticas
de superficie [23]. No estudo conduzido por Mayer [24], foram explorados métodos tedricos
para a analise de SAW e o efeito da nao-linearidade em sua propagacao. Um dos efeitos
examinados incluiu a alteracao da frequéncia das SAW devido a tensoes estaticas e campos
elétricos aplicados externamente. Trabalhos experimentais recentes tém se concentrado
em SAW, como a investigacao da dindmica de tunelamento realizada por Kataoka et
al. [102], empregando uma escala de tempo de sub-nanosegundos. Ondas acusticas de

superficie (SAWs) foram empregadas para gerar pontos quanticos dindmicos em um canal

Quase-particula formada pelo par elétron-buraco

2 Quase-particula derivada do acoplamento elétron-séliton
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unidimensional, transportando um elétron cada na velocidade da SAW. Em outra pesquisa
conduzida por Kataoka et al. [103], a evolugdo temporal de uma fun¢io de onda de um
unico elétron foi investigada utilizando pontos quanticos em movimento definidos por
SAW. Dada a limitacao da largura da banda que afeta a dindmica coerente do sistema,
um procedimento foi proposto para superar esse desafio. Pontos quanticos percorrem um
potencial estatico, e diferentes regides de confinamento resultam na excitagdo dos elétrons
em uma superposicao de estados. Em um estudo experimental realizado por Hsiao et al.,
[104] foi investigada a geragao de fétons individuais, sem o uso de pontos quénticos. Os
autores conduziram o transporte de um tnico elétron em um potencial minimo de um

SAW para uma regiao de buracos para formar um ezciton.

Neste estudo, a propagac¢ao de um elétron em uma cadeia anarmonica com interagao
ctbica entre os sitios vizinhos foi investigada. O termo de hopping segue uma funcgao linear
entre dois sitios vizinhos, aderindo ao modelo SSH. Esse termo incorpora o acoplamento
elétron-rede. Assim, por meio da solucdo numérica das equacoes que governam a dinamica
do elétron e da rede, torna-se possivel examinar um pacote de ondas inicialmente localizado.

Na proxima secao, detalharemos o modelo utilizado neste estudo.

3.2 Modelo e Formalismo

O acoplamento entre as massas da nossa rede serd descrita pelo modelo y-Fermi-
Pasta-Ulam (FPU), ou seja, é considerado que os sitios vizinhos estejam acoplados por molas
através de um potencial ciibico. Para esse modelo o Hamiltoniano pode ser escrito como

H = H,.+ H,eqe, onde H,. descreve a parte eletronica e H,..4. descreve o comportamento

da rede.
ele — Z TnJrl n n+1cn +c CnJrl) (31)
n=1
N p2 1 N ) )
rede Z ?n + Z Z Qn+1 — Qn) + (Qn - Qn—l) ]

1

[(qn+1 —¢n)” + (@0 — @n1)"], (3.2)

n=1

|_|

||M2ﬁ

6
onde deve ser ressaltado que todas as massas sdo iguais a unidade (m,, = 1). ¢! (¢,) sdo
operadores de criagao(aniquilagiao) para uma particula no sitio n. p, descreve o momento
da n-ésima massa e g, representa o deslocamento da massa no sitio n da sua posicao de

equilibrio. Os elementos de hopping 1,11, sao dados por:

Tn+1,n = _[1 - a(Qﬂ+1 - qn)]v (3'3)

onde é possivel visualizar uma dependéncia da distancia entre dois sitios vizinhos como
descrito pelo modelo SSH [16], que se trata de uma aproximagao de primeira ordem para

Toi1n = exp [—a(gns1 — qn)]. O a descreve o acoplamento elétron-rede.
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Agora sera deduzido explicitamente as equacoes que governam a dindmica eletronica
e as velocidades de vibracao da rede. Para fazer essa deducao, deve-se comecar reescrevendo

a Eq.(3.1),

H.. = ZTan In) (n+ 1|+ [n + 1) (n]). (3.4)

n=1

Atuando H. em um estado |¥(t)),

Hee |9(2) ZTan ) (n+ 1]+ |n+ 1) (n]) [¥(2)) (3.5)

n=1

Usando a fungao de onda dependente do tempo na representacdo de Wannier |U(t)) =

S fur(t) |'), logo, a operacao de He em |¥(t)) é dada da seguinte maneira:
Hee |‘I’ = He Z fr ’” Z frrHeie W>
Fazendo uma andlise de He |n'), é possivel observar que:
Hee [n') =Y Tasrn(|n) (n + 1) + [0+ 1) (n|n')), (3.6)
como (n|n') = 9,7, entdo a Eq.(3.6), torna-se:
Hee|n') =Y Thvin(In) Ongin + [0+ 1) 6pn). (3.7)
Assim, pode-se reescrever a Eq.(3.5) da seguinte forma

ele |\Ij Z fn’ n+1 n ‘n> n+1,n’ + Z fn’ n+1 n |n + 1> 5n,n’- (38>

nn’

Sabendo que Y,/ Yn0pn = > Yy, para n =1/,
Hepe |W(t) an+1 Togin 1) +an Totin|n+1). (3.9)
Logo, > fu(&)Tht1n In+ 1) =3, fine1(t) Tonm—1 |m), assim, tomando m = n,
an Toiin|n+1) = an ()Tt [n) -
Reescrevendo a Eq.(3.8), fazendo uso destes resultados,
Hee [W(t)) = Z[fn—f—l( )Tt + foa(O)Tan] ) . (3.10)
Portando, a equacao de Schrodinger dependente do tempo é dada por:
gy S a0 I0) = 3 o+ Foa (6Tl )

> mdfgi ) — for1(O) a1 — fa1 () Tnp-1| [n) = 0. (3.11)
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Como Hg. atuou em |¥(t)), pode-se reescrever a equacgao de Schrodinger para cada

componente f,, da fungdo de onda da seguinte forma (h = 1):

A0
dt

= Tn+1,nfn+1 (t) + Tn,n—lfn—l(w‘ (312)

Considerando o termo de hopping definido da Eq.(3.3), chega-se na equacdo que descreve
a dinamica eletronica neste modelo com acoplamento elétron-rede.

df(t)
Z# = _[1 - Q(Qn-i-l - Qn)]fn-i-l(t) - [1 - a(Qn - Qn—lﬂfn—l(t)' (313)
Uma vez deduzida a equagao que rege a dindmica do elétron, deve-se deduzir a equagao que
descreve a evolucao temporal das vibragoes harmonicas da rede. Para fazer isso, deve-se
utilizar o formalismo de Hamilton para encontrar a equagao que controla as vibragoes
atomicas. Do ponto de vista da mecénica cléassica, a equagao de Hamilton para o momento

pn, pode ser escrita como p, = —0 (H) /0q,, onde (H) = (¢(t)|H | (t)). Logo,

pult) = G2 = S0,
anlt) = —£n<\If<t>|{ZlTn,nH(\nHMnr+rn><n+1\>}
+ Z{p;+jl{(Qn+1_Qn)2+(Qn_Qn—1)2]}}

£ 5 @ =00+ = a1 9. (3.14)

Como apenas o termo de hopping T, ,+1, € o termo de energia potencial classica dependem

da posicao ¢,, desta forma, a derivada —0 (H) /0g, serd composta pelos termos abaixo:

wlt) =~ (1) {Z Tomenlln-+1) ol + ) 1) |
+ lez { Gn+1 — + (Qn - anl)Q]}
+ 52 {0 = 00"+ (@ = )} 190, (3.15)

No primeiro termo ¢é possivel observar que os termos de ordem n — 1 e n contém a posi¢ao
Gn, € serao submetidos a derivada parcial, os demais termos do somatoério nao contém ¢, e,
portanto, suas derivadas se anulam. Para o segundo somatoério, os termos de ordem n — 1,

nen+ 1 contém a posigdo g,. Assim, a Eq.(3.15) toma a forma:

a,(t) = 3?111 {ZTM 1(ln—=1) (n| +|n) (n —1]) + Tp1n(ln) (n + 1| + |n + 1)
+ ;Z{ (Gnt1 — qn) >+ (gn — Qn—l)Q]}
+ 33 {0 = 0" + (@ — 0.} 190

()}

(3.16)
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Substituindo os respectivos termos de hopping como definido na Eq.(3.3) e atuando (¥(t)]
e |¥(t)), tém-se:
0

an(t) = gl = algn = )] QP (D)In = 1) {nW(0)) + (P (B)[n) (n = 11T (1))
= [ =algnr = g)I((U(B)[n) (n + 1V (X)) + (W (@)|n + 1) (n](2)))]
= e 0O { (@ @)+ a0 — a1} 000)
— e WO15 s = ) + (10— )} 00O (3.17)
Lembrando que:
(W(t)|n — 1) (n|V(t) fo n|n - 1) an n|n n 1fn- (3.18)
(5nn 1 5nn
Analogamente,
(W(t)ln) (n+ 11W()) = fil furr. (3.19)
Portanto, reescrevendo a Eq.(3.17) como:
o) = =g (11 =l = aa NS+ i)

— 1= algnir — @)l farr + fafli)]
= e VO {0 = @)+ @ - 0P} 900)
0 1

- a7 <\Il(t)‘ g {(Qn-f—l - Qn)g + (Qn - Qn—l)g} |\Ij(t)> . (320>

Por fim, deve-se calcular a derivada e fazer uso de (¥ (¢)|W(t)) = 1, com isso,

an(t) = a(fifurs+ faflin) —alfl 1 fo+ faoi )
(Qn-f—l - qn) - (Qn - Qn—l)

+
+ (@1 = @0)* = (@0 — @n1)?)- (3.21)

Para esse estudo, é o elétron inicialmente localizado no meio da rede, ou seja,
no sitio N/2. A funcdo de onda para (t = 0) é |U(t =0)) = >, fu(t = 0)|n), onde
fn(t = 0) = 6,,n/2. Para resolver numericamente essas equacoes, é feito o uso de dois
métodos. Primeiro, para as equagoes quanticas (Eq. 3.13) o método usado foi o da expansao
de Taylor de alta ordem, detalhado no Apéndice C. Para as equagoes classicas (Eq. 3.21)
é utilizado o método de Verlet [105]. Esse método é uma solugao direta da equagao de
movimento de Newton (F,, = m,q,). Dada a posi¢do em um tempo inicial ¢, é calculado

essa mesma posi¢cao em um tempo t + At, assim, usando a expansao em série de Taylor,

dqn(t) d2Qn< ) At 2 3
A =v
7 t+ pTE 5 t° + O(t )
2

an(t) + pu(t) At 4+ an(t)A;. (3.22)

@ (t+ AL = q,(t) +

112
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O momento é dada pela seguinte equacao:

pu(t + At) = p,(t) + Azt[an(t) + a,(t + At)]. (3.23)

Neste trabalho, é detalhado a formacgao do par elétron-séliton em modelos com néo
linearidade ctbica. E feito um estudo para investigar a propagacio de um elétron se movendo
em uma rede FPU, e investigar a ocorréncia do par elétron-séliton e sua dependéncia
da condicgao inicial e da interacao elétron-fonon. Para esse problema, a condigao inicial
para a posicao e a velocidade dadas é: ¢,(t = 0) = 0 e p,(t = 0) = vyd,, /2, Para essas
condigoes iniciais, é excitado os modos solitonicos nao lineares que o modelo ciibico pode
exibir. Dadas essas condigoes, tendo conhecimento da forga inicial e consequentemente
a aceleragao inicial. Apés um intervalo de tempo At, é feito o uso da Eq.(3.22) para
calcular as novas posicoes, com isso, ¢ usada a equagdo de movimento de Newton para
obter uma nova forc¢a, de posse desta quantidade, é possivel calcular uma nova aceleragao.
Por fim, com o uso da Eq.(3.23) para fazer uma corregao na velocidade usando a média
das aceleragoes. Esse método pode ser usado recursivamente para obter a posicao e a
velocidade no tempo t. Como as massas sao todas iguais, o problema estudado nesta tese,

o método é usado para calcular a posi¢cao e o momento no tempo t.

Os parametros usados para fazer os calculos foram um passo no tempo na ordem
de At ~ 2 x 1073 com o niimero de termos na expansao de Taylor do operador de evolucio
temporal da ordem de ng = 10. A analise sera feita seguindo a propagacao do elétron e da
deformagao da rede. O estudo da propagacao do elétron serd feita usando a grandeza n.,
definida por:

ne =3 (n— N/2)|f (0] (3.24)

n

Foi calculada a velocidade eletrénica (V.) usando um ajuste linear da curva n, x t. A
deformacao pode ser estudada usando a probabilidade de deformacoes I1,,, determinada
da seguinte forma:

An
T T A

onde A, = (1 —e~(@=%-1))2 De forma similar que foi feita na parte eletronica, calculou-se

11, (3.25)

a propagacao do centroide da deformagao da rede ny, dada por:

ng=>» (n— N/2)I,. (3.26)

n

Por fim, foi obtida a velocidade das deformacoes da rede (V1) fazendo um ajuste linear na
curva ny, X t.

3.3 Resultados e Discussoes

Nesta secao sera feita a andlise dos resultados sobre a dindmica elétron-rede

para o modelo cubico nao linear, para isso, foi considerado uma rede unidimensional de
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N = 10° sitios, mas por conveniéncia numérica, inicialmente foi considerado um tamanho
de Ny = 200 sitios, a medida que a funcao de onda eletrénica (e/ou as vibragoes da rede)

chegam ao limite da cadeia, ela é auto-expandida, ou seja, o valor de Ny é aumentado.

Na Fig. 20 foi plotado a velocidade do elétron e da rede em relagao ao acoplamento
elétron-rede com a velocidade inicial (vy) variando de 0.5 até 1.5. Examinado esses
resultados, é possivel ver que a V;, se mantém aproximadamente constante, ou seja, V7,
independe do acoplamento elétron-rede. Outra circunstancia que pode ser observada é
uma certa dependéncia da amplitude de V;, da velocidade inicial [106]. Isso indica o tipo
de nao-linearidade que foi considerada neste modelo, ou seja, redes com nao-linearidade
cubica que foram iniciadas por um pulso promovem o aparecimento de um modo solitonico
estdvel nao linear [107]. Com a anélise da velocidade eletronica, representada pela linha
pontilhada, é constatado a dependéncia de V, da interagao elétron-rede e da velocidade
inicial. V, e V, apresentam em sua maioria medidas muito diferentes para diversos valores

de a e vy, isso indica que o elétron e o modo solitonico se propagam com velocidades

divergentes.
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Figura 20. Velocidade do elétron (V) e da rede (V1) versus o acoplamento elétron-rede («)
para a) vg = 0.5, b) vg = 1 e ¢) vy = 1.5. As respectivas curvas das velocidades
foram obtidas fazendo um ajuste linear nas curvas de n, x t (e ny X t) para
um tempo maximo de 10* unidades de tempo.
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Na Fig. 21 foi trocado o sinal da velocidade inicial em comparacao com a Fig. 20,
feito isso, é possivel notar que os sinais das velocidades V, e V, da Fig. 21 sao invertidos
se comparados com os da Fig. 20. Portanto, é notério que se trata de uma causa direta
da mudanca de vy. Consequentemente, a velocidade da excitacao solitonica depende da

magnitude e do sinal do impulso inicial.
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Figura 21. Velocidade do elétron (V;) e da rede (V) versus o acoplamento elétron-rede
() para a) vg = —0.5, b) vg = —1 e ¢) vy = —1.5. Resultados para V, e V, sob
condicOes iniciais em que a vy é negativa.

Na Fig. 22 foi feito o calculo da distancia normalizada entre o elétron e a vibragoes da
rede (D._r/D,,), dada por: D._1, = |n.(t)—ng(t)|i,,, onde D, representa o valor maximo
de D._;. Examinando esses resultados, é possivel observar que a distancia normalizada
entre o elétron e as deformagoes da rede se mantém separados para muitos valores de a.
Se esses resultados forem comparados com os das Figs. 20 e 22 é possivel verificar que em

regioes onde V, e Vy, sdo préximas, a distancia D,._j/D,, tende a zero.
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Figura 22. Distancia normalizada entre o elétron e a deformacao da rede versus a interacgao
elétron-rede () para a) vo = 0.5, b) vo =1 e c) vg = 1.5.

Comportamento semelhante pode ser verificado quando ¢ feita a analise da Fig.
23 e a comparada com a Fig. 21. Os resultados apresentados até aqui sugerem que o par
elétron-rede pode existir apenas por alguns pequenos intervalos especificos. Para a maioria
dos valores de «, os resultados sugerem que a funcao de onda do elétron e a deformacao

da rede sao mantidas separadas.
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Figura 23. Distancia normalizada entre o elétron e a deformagao da rede versus a interagao
elétron-rede () para a) vg = —0.5, b) vo = —1 e ¢) v9 = —1.5.

Na Fig. 24 foi feito um grafico que mostra a distribuicao de hopping ao longo
do tempo e espago para o = 5 (elétron distante do modo solitonico) e a = 25 (elétron
proximo do modo solitonico) considerando uma velocidade inicial de vy = 1. Para o = 5, a
distribuicao de hopping é cerca de -1 em grande parte da rede e, em uma pequena regiao
da rede, a intensidade do hopping mostra um crescimento discreto. Para a = 25, é obtido
um comportamento semelhante a da distribuicao para @ = 5, uma diferenca é notada na
intensidade do hopping que é cerca de 8, ou seja, muito maior em comparacao com o caso
analisado anteriormente. A principal causa desse efeito é a magnitude do acoplamento
elétron-rede ser muito mais intenso. Essa regiao para o = 25 é exatamente onde se tem a
deformacao solitonica. Esse tipo de “onda de hopping” promove o aprisionamento de uma
fracao finita da funcao de onda. No entanto, a quantidade da fungdo de onda capturada

pelo “perfil de hopping” depende do valor de o e também de vy.
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Figura 24. O hopping 1,11, versus t e n para a = 5 e o = 25. O hopping tem compor-
tamento diferente se considerado diferentes intensidades para o acoplamento
elétron-rede.

Na Fig. 25 foi calculado a fracao da funcao de onda, dada por: (Fie. = [|fn(t &
tm)|?maz) versus o acoplamento elétron-rede o. Com a andlise do item b), onde vy = 1,
o valor de F,..( = 5) é muito inferior se comparado com F,,,.(a = 25), por exemplo.
Examinado a regiao onde « varia no intervalo de [24-30], o “perfil de hopping” captura
cerca de 40% da funcao de onda. Observando essa mesma regiao nas Figs. 20 e 22, é
possivel ver que V, =~ V, e D,_1/D,, — 0. Agora, tomando o« = 10 e mantendo vy = 1,
pode-se verificar que V, e V,, assumem valores muito diferentes e a distancia normalizada
foi maxima. Portanto, averiguando esses resultados, eles indicam uma repulsao entre o
elétron e a deformacao da rede. Ao analisar os célculos de F,,,, para este caso, é possivel
ver que a deformagcao da rede foi incapaz de capturar uma fragdo da fun¢do de onda, ou
seja, Fia(a = 10,99 = 1) &= 0. Assim sendo, com base nas Figs. 24 e 25 conclui-se que
para a < 20 a distribuicao de hopping dentro da cadeia é, em geral, incapaz de capturar
uma fracdo dominante da funcdo de onda eletronica. Para o > 20, dependendo do valor de
Vg, € possivel promover a formagao do par elétron-rede. Em geral, para aqueles intervalos
em que Vo =V e D._1/D,, — 0, a fragdo F,., da funcao de onda eletronica capturada
pela deformagao da rede foi grande. Nossos célculos revelam que quando V., ~ Vj e

D._1/D,, — 0, a deformagao da rede aprisionou pelo menos 30% do pacote de onda inicial.
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Dependendo do valor de vy e «, cerca de 50% do estado eletrdnico foi mantido em torno

do pulso solitonico.
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Figura 25. Fragao da fungdao de onda presa pela deformacao da rede solitonica versus a
interagao elétron-rede («) para a) vg = 0.5, b) vg =1 e ¢) vy = 1.5.

Na Fig. 26 foi feita a andlise da dindmica elétron-soliton considerando novas
condigoes iniciais, por exemplo, é alterado o estado inicial do elétron, que agora sera
dado por: |W(t =0)) =, fu(t = 0)|n), onde f,(t = 0) = 0,,,(n/2)—50- Assim, no mesmo
tempo (¢t = 0) a rede cldssica é excitada usando g,(t = 0) =0 e p,, = Vo0, n/2 € O elétron
¢é totalmente localizado a 50 sitios distantes do centro da rede. Feito isso, o elétron se
espalhara livremente em torno da posi¢ao inicial nos tempos iniciais, enquanto o modo
solitonico se propaga para o lado esquerdo. Para ilustrar a dinamica eletronica, é plotado
nas Figs. 26 (a) e (b) a amplitude da funcio de onda |f,|* versus t e j = n — N/2.
Lembrando que a posi¢do j = n — N/2 = 0 representa o centro da cadeia. Na auséncia de
interacao elétron-séliton (a = 0), o pacote de ondas de elétrons se espalhard balisticamente

até o limite da cadeia (ver Fig. 26 (a)). Na presenga do acoplamento elétron-séliton (a = 1),



76

o elétron inicialmente se espalha na cadeia; no entanto, depois que o modo solitonico
encontra o elétron, o pacote de ondas ¢ levado para o lado esquerdo (ver Fig. 26 (b)). Na
Fig. 26 (c), é possivel ver o efeito do encontro elétron-séliton na posigdo eletronica ao
longo do tempo. Para tempos iniciais, o centroide do elétron permanece fixo em cerca de
—50 (0 ne = 0 representa o centro da cadeia; portanto, n, = —50 é precisamente a posigao
que inicialmente o elétron é localizado). Para t ~ 25 o modo soliténico encontra o elétron
e o arrasta para a esquerda (ver Fig. 26 (c)). E observado que, para o = 1, a velocidade
da deformagcao da rede e o pacote de ondas eletronicas sao aproximadamente os mesmo.
Por fim, analisando a Fig. 26 (d), que para a = 1 a distancia normalizada entre séliton e
elétron é pequena, sugerindo assim a existéncia de um par elétron-séliton. Portanto, para
esta nova condic¢ao inicial, os resultados sdo qualitativamente semelhantes. Sempre que
a excitagao solitonica encontra um amplo pacote de ondas eletronicas, ainda é possivel

estabelecer uma excitacao elétron-soliton e controlar efetivamente a propagacao do elétron.
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Figura 26. Dinamica elétron-séliton para: (a) auséncia de acoplamento elétron-rede (o = 0);
(b) presenca de acoplamento elétron-rede (o = 1); (c) posigao do elétron e
da deformacao da rede em fungao do tempo ¢ para o = 0 e (d) distancia
normalizada entre o elétron e a deformacao da rede versus a interagao elétron-
rede.
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Foi investigado o problema de dindmica eletronica em uma rede com nao-linearidade
cubica. O método da expansao de Taylor do operador de evolugao temporal foi usado
para resolver as equacoes referentes a dindmica eletronica. Para as equagoes classicas,
responsaveis pela dinamica da rede, foi usado o formalismo da velocidade de Verlet. Com
o uso desse formalismo numérico, foi descrito em detalhes a formacao do par elétron-rede
e suas particularidades através do calculo de diversas grandezas fisicas. Foi investigado
a possibilidade do par elétron-rede e sua dependéncia da velocidade inicial da rede e do
acoplamento elétron-rede. Fazendo a analise dos resultados, é possivel observar que eles
indicam a condicdo necessaria para promover a dindmica elétron-séliton. Foi discutido
a fracao da funcdo de onda eletronica capturada pelas deformagoes da rede. O hopping
eletronico versus o tempo e a posicao da rede foi investigado. Com o estudo da forte
interacao elétron-rede, o perfil de hopping exibe um pico intenso que facilita o controle de
elétrons. Os resultados demonstram que os pares elétron-soliton ocorrem para alguns valores
especificos de a e vy. Portanto, os calculos indicam que a fenomenologia da propagacao
elétron-séliton é um efeito raro. Para obter um perfil de dindmica cooperativa envolvendo
o elétron e o pulso solitonico proximos com a mesma velocidade, é preciso ajustar vy e «

em pequenos intervalos especificos.
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4 Estudo da propagacao do par Magnon-

Séliton em uma cadeia de Morse

4.1 Introducao

Nos tltimos anos, ha uma producao significativa de trabalhos sobre a dindmica
do mégnon acoplado a rede. Na pesquisa conduzida por Chen et al. [108], a propagagao
do magnon foi investigada usando uma estrutura do método Boltzmann que incorpora a
interagao magnon-foénon e diversos termos de espalhamento. As equacoes efetivas foram
resolvidas, e os autores detalharam alguns fenomenos anormais observados em varios
experimentos. No estudo de Zhang et al. [109], foi demonstrado que o acoplamento
magnon-fonon controla o efeito Hall térmico em uma rede quadrada ferromagnética com
interagdo Dzyaloshinskii-Moriya. Sasaki et al. [110] explorou a possibilidade de usar SAW
para controlar a magnetizacao de um filme ferromagnético de Ni. Li et al. [111] relataram
a existéncia da formacao coletiva de pares magnon-fonon antiferromagnéticos no isolante
Cry03. Morais et al. [112] investigaram a propagagao de estados de magnon acoplados aos
modos harmoénicos de uma rede linear. Eles consideraram uma aproximacgao adiabatica para
deduzir uma equacao quantica eficaz para descrever a dinamica do magnon, demonstrando

a existéncia de uma transicao de auto-aprisionamento para o estado de magnon.

Em outro estudo, a propagagdo do magnon foi investigada em um potencial Fermi-
Pasta-Ulam. A dindmica de spin foi examinada utilizando um Hamiltoniano quéantico
de Heisenberg com o estado fundamental ferromagnético. A interacdo magnon-rede foi
incorporada considerando os termos da interacao spin-spin em funcao da distancia entre
eles. Ao resolver as equagoes que governam a dinamica do problema, foi demonstrada a
existéncia do par magnon-soliton [113]. Além disso, a dindmica do mégnon foi estudada ao
formular o Hamiltoniano de Heisenberg em uma cadeia de Morse nao linear. Os autores
mostraram que a deformagao da rede incorpora uma fragao finita da funcao de onda de
spin no regime robusto de acoplamento spin-rede, resultando na geracao de uma excitagao

méagnon-rede mével [114].

Neste trabalho, o problema da dindmica do magnon em uma rede de Morse foi
investigado. O acoplamento spin-spin foi realizado utilizando o modelo de Heisenberg,
em que a intensidade da interacao spin-spin é ajustada por uma exponencial dependente
da distancia entre os spins vizinhos mais proximos. Essa estrutura proporciona uma
interacao spin-rede eficaz, e um nico parametro ajustavel controla a intensidade dessa
interacao. A dinamica do par magnon-rede foi explorada considerando uma ampla gama

de condigoes iniciais. Os calculos indicam que a formagao do par magnon-rede depende
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significativamente da largura da condicao inicial. Além disso, foi examinada a dependéncia
da propagacao do par magnon-rede em relacao a diferenca nas escalas de tempo entre a
propagacao do spin e da rede. Os resultados sugerem que a formacgao de pares magnon-rede
ocorre para uma pequena quantidade de interagdo magnon-rede a medida que a diferenca

na escala de tempo aumenta.

4.2 Modelo e Formalismo

O modelo utilizado neste trabalho constitui-se de uma rede unidimensional de spin
1/2 em uma cadeia de Morse nao linear [115]. Logo, o Hamiltoniano completo do sistema

¢ H = Hgpip + Hyege- No qual, Hypiy se trata do Hamiltoniano de Heisenberg dado por:

N
Hspin = - Z Jn,n+1sn : Sn+17 (41)

n=1

onde a interacao entre os spins n e n + 1 depende exponencialmente da distancia de

primeiros vizinhos dos sitios da rede, ou seja,
Jnms1 = Je @ Xns1=Xn), (4.2)

no qual X,, é o deslocamento do spin n da sua posicao de equilibrio. E Possivel observar
uma dependéncia da distancia entre dois sitios vizinhos na rede de Morse. O parametro
a determina a intensidade do acoplamento entre o magnon e a rede. Enfatizando que se
trata de um sistema com uma geometria unidimensional. Portanto, sem vibragoes na rede,
todos os spins estao em posigoes igualmente espagadas (em equilibrio, a distdncia entre
0s spins vizinhos mais proximos é o espacamento da rede, um parametro adimensional
ls = 1). Porém, o modelo considerara que os spins podem se mover em torno de sua posigao
de equilibrio. O movimento espacial dos spins produz variagoes no valor da interacao
spin-spin. B serd considerado que essas variagoes seguem essa dependéncia exponencial
mostrada anteriormente. O termo H,.q. ¢ um Hamiltoniano classico tipo Morse que
descreve os deslocamentos longitudinais em relagao as posi¢oes de equilibrio e modifica os
comprimentos de ligacao entre os sitios. Portanto, a dindmica da rede pode ser modelada

usando os potenciais de Morse [116, 117, 118] descritos da seguinte forma:

H =3 { i+ DI - (=B, — X)), (43)

onde p, sdo os momentos das moléculas quando excitadas, M, sao as massas destas
referidas moléculas. A constante D aponta a energia de desintegracao de uma ligacao e B

representa a rigidez do potencial de Morse.

A partir deste ponto serda deduzido explicitamente as equagdes que governam a

dindmica do magnon e as velocidades de vibracao da rede. A Eq.(4.1) pode ser reescrita
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como
Hpin = Z Jnms1[SpSn 1+ SESH L+ S2SE ] (4.4)

Sabendo que
S5 = 5(ST+5;) e Sy =257~ 57, (1.5

com isso, substituindo na Eq.(4.4)

SaSniit 7 (S++S )(Sps1 + Spy1)

N
Hspin = - Z Jn,n—|—1

1 _ _
— 87 = 88— Si)

N
1
= =2 Jun {SZSZH + 5 [S7Sa + STS + 58T
n=1
+ Sy Smi — ST St + SESu + 87 Sty — Sy S

N
= - Z Jn,n+1 {stz—i-l + - ( SJFS?Z—H + 2871 S:—i—l)}
n=1

N 1 B -
= =Y uon {858 + 5 (5750 + 5,85) | (4.6)
n=1

Atuando Hgp;, em um estado fundamental ferromagnético denotado como |¢;), no qual

61) = Si [ 6}, ¢ obtido que

z 1 al
spzn |¢l Z Jn n+1 n+1 ’¢l> - 5 Z Jn,nJrl n+1 |¢l>
n=1

I II

1 N
- 5 Z Tbn+1Sn Sn-i—l |¢l> (47>
I
Manipulando o primeiro termo (I)
N
= — Z Jnn15555 11 | 1) = Z Jnnt15555151 |o) -
n=1

Adicionando o termo nulo destacado na equacao seguinte

N
I = — Z Jn7n+1(S§SZ+1Sf - SZSZJFSZ+1 + SZSZJFSZJrl) ‘¢0>
n=1

N
= - Z Jn,n+l[Sz(Syzl+1S+ S+S§+1) + SSS;_SZ—H] ’¢0> .

n=1

Usando a relagdo de comutagao [S7, S;'] = Sjf oy, tem-se

N
== Junt1 S5 S i10n10 + SS S5 4] 160) -
n=1
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Adicionando mais um termo nulo

N
I = > Junt1[SiSyiiOn1a + S5S/Shy — 8780551 + 575855511 |¢0)
n=1

n~n+

N
= =2 Jnnn[SiSha0nry + (S8 = S°S% + 5787 S5 1] [9o) -
n=1
Usando novamente a relacao de comutacao
N
I = =) JonsalSiS010nera + (Sy0ns + S787) S5 1] o)
n=1
N
= - Z Jn n+1 n+1 n+1,l ’¢0> - Z Jn,nJrlS:(sn ZSZ+1 ‘¢0>
n=1

S eSS ) (48)

n=1

Nas fungoes deltas presente na Eq.(4.8) deve-se selecionar apenas os termos nao nulos, ou

seja, toma-se que n +1=[1=n=1[01—1en =1, assim,

N
I = —Ji-1,571S] [¢0) — Ji+1S7 SEq [¢o) — Z Jnn+1S7 8555 1 |¢0) (4.9)

Como no estado fundamental todos os spins estao alinhados na dire¢ao negativa de z, o
operador S? aplicado ao estado |¢p) assume o valor maximo de —S para qualquer sitio da

rede diferente de [. Assim,

N
I=J-1uS ) — Jus1S S5 [do) — > 1575 o) - (4.10)
n=1
Adicionando mais um termo nulo

N
I = JouS1d) + Jura (S Siiy = SiaS +SE1S) 1) — Z Tnn 1525 |60)
—_— Y n=1
N
= - Z Jn,n+152 \o) + Ji—1S |u) — J1i+1501 \P1)
n=1

N
= = Jnns15%00) + S(Jimry + Jiis) [é1)

n=1

= Eolo) + S(Ji—1y + Jis) o) (4.11)

onde By = — YN | J,,415% Agora, manipulando o segundo termo (II) da Eq.(4.7)

1 X _
M= ; Jnns1S, Sty o)

Sabendo que |¢;) = S; |#g) e substituindo na equacio anterior, é obtido que

1 N
= =23 Junt1 Sy S i [0) (4.12)
n=1
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Somando o termo nulo —S; S, S;" + S, 1S, S, e fazendo uso de [S;", S| = 25764,
tem-se
1N
= - Z it |[Sn S S = 81 Sn S+ S8y S| o)
. v
= =5 2 Jnnnt[(S Sas = 8180 S + S (225700 + 5775,)] o)

1

n
72577.-«—16"’”4*1

1 N
= _5 Z Jn,n+1 2571—‘,—1571 n+1Sl+ - 257T+1S7§5n,l> ’¢0> + S:{HSZJFSE |¢0>] (4'13)
n=1

Mas S, |¢po) =0 € 6ppi1 =0, V n, assim,

N
II = Zjn,n_,_ls,,—;_lszén,l |¢0>

n=1

= Jl’l+15ﬁ15f |¢0>
= _Jl,l-l—lSl—:—l(S |¢0>>
= —Juu1S(S [60))

= —Jy1Sdr1) (4.14)
no qual foi usado que: S7 o) = —S|¢o) e Sy [¢o) = |¢u41). Por fim, manipulando o
terceiro termo (III) da Eq.(4.7)
1 N
I = _§Zt]n,n+ls Sr:Jrl ’¢l>
n=1
1 N
= _5 Z Jn,nJrlS:{Sr:—i-lSl—i_ ’¢0> : (4-15)
n=1

Somando o termo nulo —S;7S;"S, . + S;FS;S, ., , tem-se
I = Tnn+1[Sy Spia S = Sy S Sy + 8788, o)

Tnne1[Sy (S ST = S7S41) [do) + S8 (Syya 1d0))]. (4.16)

l\D\»—t [\')\r—t

g2t

Sabendo que [S;, 1,5, = 257 10,41, € Spyq [o) = 0, é obtido que

Il =—3 ZJnn+1 n (=257 0ns14) |60)]- (4.17)

n=1

Para esse caso, para selecionar os termos nao nulos é tomado na delta de Kronecker que
n =1[—1, assim,

T = J-15,(57 |60)) = —=Ji-1251(S |o))
= —J-1S(S; 1 o)) = —Ji-1uS i) (4.18)
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onde foi usado que S;" | |¢o) = |¢1_1) € S7 |¢o) = —S |po). Portanto, a acio do Hamiltoniano
H,,in, sobre o estado |¢;) é dado por

Hpin |01) = Eo |1) + S[(Ji—10 + Ji1) |60) — T |fre1) — Jimrg | d1-1))- (4.19)

A Eq.(4.19) mostra que um desvio no sitio [ nao fica localizado em [, ou seja, existe uma
propagacao pela rede através dos seus vizinhos [ + 1 e [ — 1. Entao, como existe interacao
entre os spins, uma excitagao inicial de um spin para cima, depois de decorrido um tempo
t, havera uma probabilidade de outro spin esteja para cima. Portanto, essa propagacao
demonstra a excitagao coletiva do sistema, formando a onda de spin. Outra conclusao que
se pode obter analisando a Eq.(4.19) é que |¢;) nao é um autoestado de Hgpp,, pois um
desvio no sitio [ nao fica localizado em [. Logo, para construir o estado desta configuracao,

defini-se |[¢)) como o estado de um méagnon, isto é,

) = AZfz 1), (4.20)

onde f; sdo as amplitudes de probabilidade de acontecer um desvio no sitio . E possivel

demonstrar que [¢)) é autoestado de Hyy;, usando a equagao de Schrodinger (Hgpin |10) =
E14)), logo,

N
HSPin |1/’> - AZfl(HSPin|¢l>>
=1

N
= A> [Eo+ S(Jicig + Jusa) fr|o) — ST fi| o)

=1

— Sheufiltin)] = EY), (4.21)

ou ainda,
N N
S S Jicag + ) fild) — Jusa fildi) — Jicfi o) = € filé) (4.22)
=1 =1

onde € = E' — Ej. Considerando S = 1/2 (ferromagnetismo) e multiplicando a equacao

anterior por (¢;|, é possivel obter

N
S+ ) fi (65l00 = T i 6l

=1

N
— Jienfi(oildii)] = €D fi(djldn) (4.23)
=1
para <¢J|¢l> — 0451 — 17 s€ ] - lv IOgO,

(Jirs + Jige)fi = S fim1 = Jigeafin = 2€f;. (4.24)

Essa ultima equagao se trata da relacao de recorréncia e com ela é possivel obter a

representacao matricial do Hamiltoniano no subespaco formado por todos os estados de
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um “spin-flip”. Também é possivel obter os autovalores e autovetores do Hamiltoniano com

o uso de rotinas numéricas apropriadas. Fazendo uso da Eq.(4.2) e considerando € = ih/dt

df<t) T —a(X;—X;_1 —a(Xj41—X; —a(X;—X; 1
'L# — 5 [(6 (Xj=Xj-1) +e (Xj+ XJ)) fj(t) —e (X=X~ )fj—l(t)
efa(Xf“*Xj)fjH(t)} ’ (4.25)

onde 7 = J/(hQprorse) é 0 pardmetro de adiabaticidade, ele determina o grau de separacao
da escala de tempo entre os processos de méagnons (rapidos) e actsticos (lentos). Qpsorse =
\/2DB?/M,, é a frequéncia das oscilagdes harmonicas em torno do minimo do potencial
Morse. Aqui serd usado J = 0.1, o que estd alinhado com pesquisas anteriores [99, 119]. O
valor de 7 serd ajustavel, mas em trabalhos anteriores foi tipicamente escolhido em torno
de 10 [113, 119] devido a diferencas nas escalas de tempo entre a propagacao quantica
e classica. No entanto, sera explorado os efeitos da variagao de 7 em torno deste valor.
Agora, serd deduzido as equagdes que regem as vibragoes harmonicas da rede. Para isso, é
necessario utilizar o formalismo de Hamilton, onde a taxa de variagdo do momento pode
ser escrita da seguinte forma: p; = —0 (H) /0X;, no qual (H) = (V(t)| H [¥(t)). Assim,

a9
pj - = (9X] —_aX] <Hsp'm+Hrede>

= —86)@[; Z[(Eo + S(Jjc1y + i) L (ol ds) — ST fi fi (D] djra)

— STuf Gl - 5 <\P<t>\z{pj+D[1—exp<—B<Xj—Xj_1>>12}\\v<t>>

j=1

= aX ZZ (Bo+ S(J15 + Jiw) f fi015 = STj a1 fi Fidu g0

= SUoaafi gl = o (WO {2+ Dl = exp(-BOX; — X,-))F | 900

0 . .
= _aX [Z[(EO + S(Jj—l,j + J]7]+1))f] f] - SJj,j+1fj+1fj
Jog

— Shfiabl - g (OIS { S+ Dl = exp(-BX, - X 19(0).

onde foi usado que |A|? = 1, ou seja, a fun¢ao de onda é normalizada ((¥(¢)|¥(¢)) = 1).

Substituindo a Eq.(4.2) na equagdo anterior,

. a * —a(X;—X; —(Xjp1—X; *
i =~y oIEf i+ ST(e O e
I
— SJeia(Xj+17Xj)f>'k+lf] SJe X Xi-1) j— 1 fill
@ 2

- o {3

Nos termos referentes ao primeiro somatorio é possivel observar que os termos de ordem

-+ D[1 - exp(—B(X; — le))]Z} W(t).  (4.26)

j—1e j contém a posi¢do X, e serdo submetidos a derivada parcial 9/0X;. Os termos
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restantes do somatério nao contém X; e, portanto, suas derivadas se anulam. Para o
segundo somatorio, os termos de ordem j e j + 1 contém a posi¢ao X;, assim, sabendo

disso e calculando a derivada, a Eq.(4.26) toma a forma:

P = ajgefa(Xj*Xjfl)(f;fj + fifi) + aJSe*a(Xj“*Xj)(f;fj + fiafie)
— aJSe KX (e fit f7 i) + ad Sem KX (fr fo frfi)

+ QBD[[l _ 6—(Qn+1—Qn)]e—(Qn+1—Qn) _ [1 _ 6_(‘171_anl)]e_B(qn_qnfl)]' (4'27)

Para que essas equacoes fiquem adimensionais, é usado a unidade de tempo Q.. (t —
Qprorse)- A energia contém unidade de (2D), no descocamento foi adotada a unidade de
B~! e a unidade de momento ¢ (y/2M; D)~ [120].

X,
dt?

= aJSe TN i fr L fion) + a Sem XD (P f 4 L fi)
— aJSe TN f 4 [ fi) + @ Sem TN f 4 fr )

J J
+ [1 _ ef(XijXj)]e*(Xjﬂ*Xj) _ [1 _ e*(Xj*Xj—l)]ef(Xerﬂ)‘ (4.28)

Tomando S = 1/2, é obtido que

2Y .
dd;(] {1 _ e*(vaLl*Xj)} e~ (Xiri—=X;) _ {1 _ e*(Xj*Xjfl)} e~ (Xi=X;-1)
Ja —a(X;i—X; * * —a(Xip1—X; * *
t 5 [6 X0 fy+ fry fima) — e XD fi 4 fro fin)

e NSy S i) = e TS i [ )] (429)

Para resolver numericamente as Eqs.(4.25) e (4.29), é feito o uso de dois métodos. As
equagoes que ditam a dindmica do méagnon, o método escolhido foi o da expansao de
Taylor de alta ordem, apresentado no Apéndice C. Para as equagoes classicas, o método

utilizado sera o Verlet [105], apresentado no final da secao 3.2.

Os parametros utilizados para a realizacao destes célculos foram um passo no
tempo na ordem de At ~ 1,0 x 1072 com ng = 10, que é o ntimero de termos da expansio
de Taylor do operador de evolugao temporal. O intervalo de tempo maximo usado nos
célculos foi da ordem de t,, = 1,0 x 10*. As condicdes iniciais utilizadas no trabalho sdo:
fi(t = 0) = AeU-N2*/1o5) X (t = 0) = 0 e p;(t = 0) = vpel=N/2*/U91) onde A ¢ a
constante de normalizagao, vy é a velocidade inicial, og e o, sao as larguras das respectivas
gaussianas. Para fazer a andlise, as principais medidas que serao feitas sao a propagacao
do méagnon, que pode ser observada usando a quantidade ng que representa a posi¢ao

média da excitagdo da onda de spin, onde é definida como

ns(t) = (7 — N/2)If; ()] (4.30)

J
As propriedades da rede podem ser analisadas usando a posicao média da deformacao da

rede, definida da seguinte maneira
30 = N/2)[1 — e N2
¥, — e =Xz '

ny(t) = (4.31)
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Da mesma maneira que foi feita no Capitulo 3, para obter as curvas das velocidades do
magnon (Vs) e das deformagoes da rede (V7,), é feito um ajuste linear das curvas ng x t
e ny, X t, respectivamente. Com a andlise dessas grandezas, sera verificado a existéncia
do par méagnon-rede, que de maneira geral acontece quando ng ~ ny e Vg ~ V. Outra
grandeza em estudo é a propagacao do modo solitonico ao longo da rede, que pode ser

calculada da seguinte forma

B
Z; = . 4.32

onde B; = [1 — e~(Xi=X;-1)]2 Esta quantidade representa uma probabilidade generalizada

de que ocorra deformagao em torno do sitio j.

4.3 Resultados e Discussoes

Na Fig. 27, foi feito o plote da deformacgao da rede Z, para diversos valores do
acoplamento magnon-rede (o = 0, 1,2, 3), velocidades iniciais (vg = 1), 05 = 0.5 e o, = 0.5.
E possivel notar que Z, independe do valor de a, ou seja, a deformacao da rede exibe um

modo solitdnico estavel que se propaga ao longo da cadeia.

Figura 27. A deformagao da rede Z,, versus t e n, onde n = j — N/2 = 0 representa o
centro da cadeia. Os calculos foram feitos para vg = 1, 0g = 0,5, o, = 0, 5,
T=10ea=0,1,2,3

Para encontrar a velocidade do magnon (Vs) e a velocidade da rede (V) em relacao
a a, como mostradas na Fig. 28, o ajuste linear das curvas ng x t e ny X t foi realizado nos
ultimos 20% do intervalo de tempo completo (t,,). Analisando esses resultados, nota-se que

Vy, é aproximadamente independente a «. Por outro lado, a propagacao do spin depende
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fortemente do parametro de interacao spin-rede oe. Como a deformagao da rede é governada
pela Eq.(4.29), é possivel ver que quando « é pequeno, os dois primeiros termos dominam
os termos que dependem diretamente de « e das fungoes de onda. Portanto, a velocidade
do séliton permanece aproximadamente constante, entretanto, quando « aumenta, os
termos finais tornam-se mais significativos e tém maior impacto na propagacao dos sélitons,
causando um ligeiro aumento na velocidade. Por outro lado, o comportamento da dinadmica
do spin é ditada pela Eq.(4.25), que mostra uma dependéncia significativa na magnitude
de « tanto na diagonal (primeiro termo) quanto fora da diagonal (dois tltimos termos).
Como tal, era de fato esperado que o valor de « influenciasse a velocidade do magnon. Ao
analisar todas as curvas para varios dos 7 considerados, hd uma correspondéncia entre a
velocidade do mégnon e da rede (Vs &~ Vi) para um valor especifico de . Este resultado
sugere que para este valor particular de a;, 0 magnon e a deformacgao da rede viajam na
mesma velocidade. E importante enfatizar que é a primeira indicacdo de que o magnon e
rede podem se mover em uma espécie de “propagagao correlacionada” (como uma formacao
de par magnon-rede). E possivel ver também que & medida que o parAmetro 7 aumenta,

este valor de a@ em que as velocidades sao iguais torna-se menor. Para compreender este
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Figura 28. Velocidades do magnon [Vs (linha sélida preta)] e da deformacao da rede [V,
(linha pontilhada vermelha)] versus a. Considerando que vy = 1, 05 = 0,5,
oL =0,5e7=25até 15.

fendmeno, é preciso enfatizar que quando 7 aumenta, os termos fora da diagonal na equagao
de Schrodinger tornam-se mais eficazes. Isto resulta em um acoplamento mais forte com a

deformagao da rede, mesmo para valores menores de «.
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Também foi calculado distancia média entre o magnon e a deformacao da rede,
dada por D = |np(t — o00) — ng(t — o0)|. Enfatizando que D representa também uma
medida da possivel existéncia do estado do par magnon-soliton. Em geral, os estados
ligados exibem um valor menor de distancias internas intrinsecas. Na Fig. 29 foi feito o
plote de D/ D4, versus a, onde D, representa o maximo da distancia entre o magnon e
a posicao da rede. Comparando esses resultados com os da Fig. 28, é possivel observar que
para o mesmo valor de o em que Vi, &= Vg, nota-se que D/ D4, =~ 0, ou seja, o madgnon
e a posicao da rede estao préximos, sugerindo assim a existéncia de pares magnon-rede.
Assim, o valor critico de av em que D/Dype =~ 0 estd em boa concordancia com o valor
critico encontrado usando as curvas de velocidade versus « (ver Fig. 28). Portanto, todas
as medidas de D /D, 4., Vs e VI, sdo grandezas topoldgicas que caracterizam a propagagao
do magnon e a deformagao da rede. Os calculos demonstram numericamente que para
alguns valores especificos de oo = «., a distancia D é pequena, e 0 magnon e a deformagao
da rede viajam na mesma velocidade. Este resultado indica fortemente a formacao de um

par magnon-séliton para estas situacoes especiais.

T T T T T
1® 1=2.5 — 1
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025 0.25
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Figura 29. Distancia normalizada entre o magnon e a deformacao da rede (D/D,y,q,) versus
«. Calculos feitos para vg =1, 05 = 0,5, 0, = 0,5 e 7 = 2,5 até 15.

Na Fig. 30, foi feito um grafico do valor critico de a versus 7. Lembrando que
para o = «, o sistema apresenta uma formacao do par magnon-rede, ou seja, a excitacao
magnética se move junto com a vibracao da rede e na mesma velocidade. Outro ponto
importante ressaltar ¢ que a diminuicao de a. com 7 é uma consequéncia direta do papel

desempenhado por 7 nos termos fora da diagonal na Eq.(4.25). A medida que 7 aumenta,
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o termo fora da diagonal também aumenta, assim, aumentar a interacao spin-spin efetiva

facilita o acoplamento entre o spin e as deformagcoes da rede.

Figura 30. O valor critico de a, versus 7 para g = o, = 0.5.

Nas Figs. 31 e 32 foi considerado novamente vy = 1 e valores alternados de og e

or, para 0.5 e 1, respectivamente. Os valores de 7 foram preservados. E possivel observar

‘ ‘ ——
| =2.5 i 1= =5 a
0.8 - _
GS—0.5 L 65_0.5 |
o=l - 0.75 1 o,=1 i
PP EETTRPPR |
a | | 3 P ]
wn 1771 v
> 04 > 0s5p — V|
-V
L ] H LA
— Vg
2+ 4 0251 _
0 VL
0 | | | 0 T B [ -
0 1 2 3 0 05 1 15 2 25 3
o o
\ ‘ \ \ I ‘ ‘ ‘
1+ =10 | 1L =15
L 6,=0.5 i | 6,=0.5 |
075F c,=1 i 0751 o,=1 |
g TP i g T T |
n xn
> 05 — Vg 457 osk —v, A
I \ A i \ A
0.25+ — 0.25 |
0 L | | 0 | | |
0 1 2 3 0 1 2 3
o o

Figura 31. Velocidades do méagnon [Vs (linha sélida preta)] e da deformagao da rede [V,
(linha pontilhada vermelha)] e versus « calculados usando vy = 1, og = 0, 5,
op=1e71 =25 até 15.

que os resultados sao qualitativamente os mesmos obtidos nas Figs. 28 e 29, ou seja, a
medida que o valor de 7 aumenta, a formacao do par magnon-rede é obtida para um valor
especifico de @ = a,.. Foi obtido também que & medida que 7 aumenta, «, diminui (ver

Fig. 33). Nas Figs. 34 e 35 é mostrado que os resultados considerando og =1 e o, =1, e
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Figura 32. Disténcia normalizada entre o magnon e a deformacao da rede (D/ D, ) versus

a calculada para vy =1, 05 = 0,5, o,
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Figura 33. O valor critico de a, versus 7 para g = 0.5 e o = 1.

=1ler=2,5até 15.

mantendo a mesma faixa de valores de 7 e vy. Os resultados obtidos sao semelhantes aos

das figuras anteriores. Parece que o par magnon-rede s existe quando « é igual ao valor

critico .

Este valor critico diminui a medida que 7 aumenta, conforme mostrado na Fig. 36. Fazendo

uma sintese dos resultados obtidos até aqui, um pulso de velocidade gaussiana vibracional

inicial foi introduzido na rede, e uma quantidade finita da energia inicial se propaga ao

longo da rede através do modo solitonico nao linear. Este comportamento foi observado
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Figura 34. Velocidades do magnon [Vs (linha sélida preta)] e da deformacao da rede [V,
(linha pontilhada vermelha)] e versus « calculados usando vy = 1, 05 = 1,
o, =1e71 =25 até 15.

Figura 35. Distancia normalizada entre o mégnon e a deformacao da rede (D/ D4, ) versus
a calculada paravg =1, 09 =1,0, =1e 7 =2.5up to 15.
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Figura 36. O valor critico de a, versus 7 para og = o, = 1.

rastreando a posicao da rede ao longo do tempo, com os calculos indicando que uma
fracao finita da energia inicial permaneceu presa em uma regiao finita da rede. Este pulso
localizado poderia viajar ao longo da rede com uma velocidade constante V. Além disso,
a equacao quantica foi inicializada usando um pacote de onda de méagnon gaussiano, e os
calculos mostraram que o pacote de onda dominante exibia um perfil solitonico com uma
posigao dada por ng(t) ~ Vgt. Calculando Vg e V7, foi demonstrado numericamente que
dependendo do valor do acoplamento magnon-rede, é possivel obter uma boa indicagao
da formagao do par magnon-soliton. Para certos valores de a = «., os calculos indicaram
que ng ~ nr, e Vs &= V. No entanto, foi descoberto que condigoes iniciais amplas também
podem levar a propagacao do par magnon-séliton. O valor critico para a ocorréncia desse
par depende da largura das condi¢Oes iniciais e do valor de 7. O parametro 7 mede a
diferenca de escala de tempo entre o magnon e a deformacao da rede e atua como a
intensidade da interacao spin-spin efetiva dentro das equacoes quanticas. Esta interacao
spin-spin também é a chave para a interacio magnon-rede. A medida que 7 aumenta,
os termos spin-rede tornam-se mais fortes, facilitando promover a formacao de pares

magnon-soliton.

Por fim, é preciso examinar como os resultados variam com o valor de vg. Espe-
cificamente, é necessario ver como a formacao dos pares magnon-soéliton é afetada pela
forca do impulso inicial. Para isso, foi realizado diversos experimentos numéricos com
diferentes valores de vy, 0 que permite observar as assinaturas dos pares magnon-soéliton.
Analisando os resultados, foi descoberto que no intervalo de valores de vy entre 1 e 10,
existe um par magnon-soéliton quando « é igual a um certo valor, denotado como «a.
Contudo, este valor critico depende do valor de vg. Por exemplo, os resultados obtidos para
os =0 =1e7 =10 (consulte a Fig. 37 (a)) revelaram que quando v, é baixo (menos de
3), o valor critico permanece estavel em torno de a, = 1.205, enquanto para valores de vy
maiores que 3, o valor critico diminui aproximadamente pela metade. Esta diminuicao de

a. com o aumento de vy pode parecer contra-intuitiva, mas acredita-se a causa se deva
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principalmente & intensidade do modo soliténico. A medida que o impulso inicial cresce,
o sOliton ganha mais intensidade, resultando num aumento da interagao spin-rede que
favorece o pareamento magnon-séliton. Os calculos mostram que independentemente dos
valores de o, e 0g, os resultados permanecem qualitativamente os mesmos. A velocidade
do par magnon-séliton (Vsz) também depende da velocidade inicial vy. Na Fig. 37 (b),
foi observado que para vy pequeno, Vs;, x vy e para vg > 3, Vgr v8'55(5) E essencial
observar que os resultados mostrados na Fig. 37 nao dependem dos valores de o, g e 7.
Geralmente, a medida que a velocidade aumenta, o modo solitonico torna-se mais rapido,

resultando em um par magnon-séliton mais rapido.

i T T T
= \
=10 N 55\5
o = \ -
L A

o=1 Ve -

1.6 ‘ 2
(@) |

14

0.8

(b) |

0.6

R
In(v,)

Figura 37. a) O valor critico a. versus vp; b) A velocidade do par mégnon-séliton Vg,
versus vg. Os calculos foram feitos para o =o0g =1e 7 = 10.

Neste capitulo, foi investigado o comportamento de um estado de magnon em uma
cadeia de Morse nao linear, considerando o acoplamento magnon-rede através do termo
spin-spin de Heisenberg que depende diretamente das posi¢oes do spin. As condigdes iniciais
foram um pacote de onda gaussiana para o estado de magnon e um pacote de impulsos
gaussiano para a rede. A intensidade da velocidade e a largura desses pulsos gaussianos
iniciais sdo parametros ajustaveis no modelo. Também foi variado as escalas de tempo
entre a dinamica do magnon e da rede. Foi fornecido uma anélise numérica detalhada
de como os pares magnon-soliton se propagam e sua dependéncia desses parametros.
Os resultados revelam que as propagacoes dos pares magnon-soliton sao atingiveis para
valores especificos da interacao magnon-rede (chamado de a, neste modelo) e que este
valor critico é altamente dependente da largura dos pulsos gaussianos iniciais. Os calculos
numéricos indicam que aumentando a velocidade do pulso gaussiano inicial diminui o valor
critico da interagao spin-rede (a.). Além disso, & medida que a diferenga de tempo entre
a dinamica do magnon e da rede aumenta, a intensidade do acoplamento magnon-rede
necessaria para promover a formacao de pares diminui. No geral, este estudo ressalta a
importéancia das condigoes e as especificidades da dindmica méagnon/rede na existéncia

de pares magnon-séliton em cadeias nao lineares. Foi demonstrado que uma diferenca
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de tempo de 7 > 10 produz uma existéncia mais confidvel do acoplamento magnon-rede,

consistente com pesquisas anteriores.
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5 Transferéncia de Magnon em Cadeias com

Desordem Correlacionada

5.1 Introducao

A dindmica das ondas de spin tem atraido consideravel atencao na ultima década,
devido as suas aplicagoes promissoras em tecnologia da informagao [121]. Além de originar
uma fisica rica, essas ondas oferecem vantagens sobre o transporte eletronico convencional
em termos de dissipacao de energia [122]. Trabalhos experimentais recentes tém explorado
o uso de magnons para controlar paredes de dominio magnético [123]. Essas paredes
representam regioes em um material magnético onde a orientagdo dos dominios magnéticos
adjacentes se separa. Os dominios magnéticos, por sua vez, sao definidos como regioes em
um material onde os momentos magnéticos dos atomos ou magnéticos elementares estao
alinhados uniformemente em uma direcao especifica, resultando em uma magnetizacao
local. A formacao de paredes de dominio magnético ocorre quando ha uma transi¢ao
na direcdo da magnetizagao em um material. Os magnons também sao empregados na
formagdo de condensados de Bose-Einstein' [124] e para facilitar um transporte eficiente
[125]. Devido as suas propriedades, as ondas de spin também encontram aplicagoes no
processamento de informagao quantica [126]. A transmissdo de curta a moderada distancia
tem se mostrado viavel em cadeias de spin com parametros estaticos, que operam na
evolugao temporal natural do sistema. Portanto, o perfil topolégico do sistema desempenha
um papel crucial na entrega da saida desejada, como ilustrado no trabalho conduzido por
Almeida [127], onde foi considerado um canal assimétrico unidimensional conectando dois

spins, um posicionado em cada extremidade.

Na pesquisa conduzida por Gualdi et al. [128], foram investigadas as condigdes mais
gerais sob as quais uma cadeia de spin de interacao ferromagnética finita de longo alcance
atinge fidelidade unitaria e o menor tempo de transferéncia na transmissao de um qubit
de entrada desconhecida. Outras configuragoes incluem cadeias de spin 1/2 escalonadas
[129, 130] que exibem propriedades topoldgicas ricas. A transferéncia de estado quantico

de muitos qubits também foi explorada [131].

Neste trabalho, explorou-se o modelo quantico unidimensional de Heisenberg para
spin 1/2 com acoplamentos de troca desordenados e campos magnéticos nao uniformes.
Especificamente, a interacao spin-spin foi submetida a uma distribuicao de desordem

correlacionada com o espectro da lei de poténcia s(k) oc k=7, onde k é o vetor de onda

1O condensado de Bose-Einstein é um estado da matéria que ocorre em temperaturas extremamente

baixas, muito préximas do zero absoluto, onde os efeitos quanticos dominam o comportamento das
particulas.
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de modulagao e § é um expoente ajustavel. Os resultados demonstraram que a desordem
correlacionada pode aprimorar a qualidade dos protocolos de transferéncia de estado
quantico em comparagdo com o caso nao correlacionado [132]. Portanto, a interagao entre
desordem e correlagoes foi investigada em um protocolo de transferéncia de méagnon.
No canal, o campo magnético assumiu valores aleatorios independentes distribuidos
uniformemente dentro de uma determinada largura de desordem. Nas extremidades da
cadeia, os campos magnéticos foram considerados como parametros ajustaveis, responséaveis
por explorar os modos magnon no espectro. O processo de transferéncia de estado quantico
envolve a preparagao de um magnon em um lado da cadeia e permitir sua reconstrucao
(tanto quanto possivel) no outro lado ao longo da evolugao temporal. A qualidade do
protocolo foi avaliada pela fidelidade de transferéncia [29] e pela concorréncia [75]. Os
resultados indicaram que a presenca de correlagoes no acoplamento spin-spin desordenado

promove altas fidelidades de transferéncia sob campos magnéticos fracos

5.2 Modelo e Formalismo

O modelo considerado neste trabalho serd o modelo quantico de Heisenberg unidi-
mensional com N particulas de spin 1/2 sob o efeito de um campo magnético nao uniforme

H,,. O Hamiltoniano deste sistema é dado por

N
H=-> {J,S,-Sot1 +H,-S,}, (5.1)

n=1
onde .J,, sdo os acoplamentos de troca que conectam os primeiros vizinhos. O protocolo
de transferéncia de magnon ocorre entre o primeiro e o ultimo sitio da cadeia (n =1 e
n = N) atuando como fonte e receptor, respectivamente, e o campo magnético externo H,,
vai atuar nesses mesmos spins, para os demais ele é nulo. O acoplamento de troca entre a
fonte e o sitio N = 2 e entre o receptor e o sitio N — 1 é definido por J; = Jy_1 = Jo, 08
demais acoplamentos no canal apresentam um tipo de desordem correlacionado de longo

alcance (ver Eq.(1.32)), definido como

i/ /2 2mnk
g, = Z k cos | —— + o |, (5.2)
k=1 N
onde ¢ é uma fase aleatéria uniformemente distribuida no intervalo de [0, 27]. O expoente
£ é um parametro ajustavel para controlar o grau de correlagoes. Quando g = 0, os
acoplamentos .J,, sao nao correlacionados obedecendo uma distribuicao gaussiana. Para
B > 0, correlagoes de longo alcance se estabelecem e modificam o perfil de localizagao
dos modos. Na verdade, o modelo de Anderson apresenta apenas desordem diagonal,
mas quando 3 > 2, os incrementos da série tornam-se persistentes e culminam em uma

transigdao de estados localizados para nao localizados [42].



97

Para fazer o estudo das ondas de spin é necessario obter a equacgao de Schrodinger
para esse tipo de sistema. Considerando inicialmente que nao se tem a presenca de campo
magnético (H,, = 0), assim, nessas condi¢oes chega-se ao Hamiltoniano referente a Eq.(4.1),
consequentemente, a equagao de Schrodinger independe do tempo (ver Eq.(4.24)) referente

a esse Hamiltoniano é dada por

(Jn + Jn-1) fo = Infrrr — Jn1fao1 = 2¢fy. (5.3)

Agora, considerando H,, # 0 apontando na direcao z, deve-se ter um termo H,, = Ggugh,,
onde h, é o campo magnético, Gy é o termo giromagnético e puy ¢ o magneton de
Bohr. Assim, incluindo o termo —H,, - S,, no Hamiltoniano, o resultado na relagao de
recorréncia é a adicao do termo 2H, f,, logo, a equacao de Schrodinger dependente do

tempo considerando € = ihd/dt é escrita como

d
(Jn + Jn—l + 2Hn)fn - Jnfn—i—l - Jn—lfn—l - QZthn (54>

O campo magnético nao uniforme no canal sdo nimeros aleatorios distribuidos unifor-
memente com uma largura de desordem h, ou seja, H, € [—h/2,h/2] paran # 1 e N. O
campo que atua nos spins externos ¢ fixado em Hy = Hy = Esi. Os estados de magnon
apresentam um tnico spin flipado em um determinado local n, ou seja, |n) = S |g), onde

|g) denota o estado fundamental ferromagnético.

Para resolver esse conjunto de equagoes (5.4), serd adotado o método do operador
de evolugao temporal [133]. A grande vantagem desse método é a precisao numérica,
mas com alto custo computacional devido ao calculo que exige a diagonalizacao total do
Hamiltoniano. Assim, considerando um sistema quantico descrito por um Hamiltoniano H,

a evolucao temporal de um estado quantico qualquer é dado da seguinte maneira

(1)) = e HH7 [(0)) (5.5)

—iHt/h

onde [1(0)) é o estado no tempot =0ee é o operador de evolugao temporal. Agora,

fazendo a expansao de |¢(t)) e [(0)) na base dos orbitais |/) da seguinte forma

|6(1)) = Xl:fz(t) ) (5.6)

[¥(0)) =>_ fi(0) 7). (5.7)

!
Substituindo (5.6) e (5.7) em (5.5), é obtido que
DoAY 1) = M7 fi(0) 1) (5.8)
I I

Como o conjunto {|/)} ¢ uma base do espago de Hilbert, pode-se usar esse conjunto

para escrever H na forma matricial ou expandir os seus autovetores. Logo, seja |¢;) um
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autovetor de H, ou seja, H |1);) = E |1);), é possivel expandir |¢);) na base de orbitais da

seguinte forma
i) =22 1) (5.9)
1

Assim, fazendo uso de {|);)} para expandir o estado inicial |¢)(0)), tem-se

by = S0 ] 13 —Z[Zcﬁ o] [ 3= 50y 0] s
= Z e [iO)[{m|D)] [45) (5.10)

Lm,j

Tomando H como Hermitiano, é possivel escrever a Eq.(5.10) da seguinte forma

W(O» = Z ( ml‘wj chfl ‘w]

_ gjlz e £(0 ] ;) - (5.11)

Fazendo uso da Eq.(5.11), reescreve-se a Eq.(5.5) como

o0) = P O) = Y |5l ]m

- ¥ )] ) - - S ) (512)
Agora, substituindo as Egs.(5.6) e (5.9) em (5.12), tem-se
WULED> S| BT . (5.13)
Tomando A; = ¥, £1(0)¢], é obtido que
SO = 3 A 5 ). (5.14)

]m

Fazendo uma mudanca de variavel do tipo m — [ do lado direito e depois de | — n na
Eq.(5.14) é obtido que
o falt)ln) = 2D Ajche E n)

falt) = D Ajde Bt (5.15)

Portanto, se for tomando o modelo de Anderson unidimensional, este formalismo é inte-
ressante considerando redes pequenas com N < 10%, por exemplo. Para sistemas maiores,

técnicas como o método de Taylor sao mais recomendaveis.

O estado de um qubit para t = 0 dado por |¢(0)) = co|g) + ¢1 |1), é preparado no

primeiro sitio da rede de spins. A propagacao deste estado ocorre no subespago de um
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magnon. Para uma rede de N sitios, a amplitude de transicao para a outra extremidade da
cadeia é dado por fy(t), assim, a fidelidade de saida de todas as amplitudes possiveis {cg, ¢; }
que cobre toda a esfera de Bloch é dada por uma funcao monotonica de tal amplitude,
a chamada fidelidade média (ver Eq.(1.98)). Também é calculada a concorréncia (ver
Eq.(1.108)) entre as partes comunicantes. Outra quantidade fisica de interesse desse

trabalho ¢é a funcao
d(E;) = N(laj| — [b;]), (5.16)

onde que, para um determinado autovalor Ej, |a;| e |b;| representam as amplitudes méxima
e minima, respectivamente. Essa funcao é usada para medir o grau de localizacdo dos
estados no canal (N =2 a N — 1), ou seja, para cada autoenergia E; serd encontrado os
valores maximos e minimos do pacote de onda. Em um sistema que apresente caracteristicas
de isolantes (estados localizados) essa funcao aumenta com N. Para estados estendidos
laj| =~ |b;| a fungao d(E;) torna-se menor e aproximadamente independente de N. Portanto,
usando esta medida topoldgica é possivel detectar modos estendidos em todo o espectro.

Por fim, tem-se a probabilidade total de ocupacao no canal, dada por

N-1
Fo=) |fal® (5.17)
n=2

Quando essa quantidade atinge o seu valor maximo (F, = 1), isso indica que nao aconteceu

a transferéncia do estado através do canal.

5.3 Resultados e Discussoes

Na Fig. 38 é mostrado a fungao d = d(F) para = 0,0.5,1.5 e 3, apds a diagona-
lizacdo exata do canal desordenado. Esses resultados sao para h = 0, ou seja, auséncia
de campo magnético externo. Quando 5 > 1, todas as curvas para E < 1 colapsam para
um plato, isso indica que a quantidade nao depende de N, o que é uma assinatura clara
dos modos de mégnon estendidos. Para E > 1, é observado que d(E) aumenta com N,
esse comportamento indica a presenca de modos localizados. Esta divisao acentuada é
o resultado de fortes correlacoes de longo alcance que se estabelecem quando § > 1. Se
[ < 1, o sistema exibe apenas estados estendidos nas proximidades do modo uniforme

(B = 0).

Os préximos resultados sao referentes a investigacao da transferéncia do magnon
de uma extremidade para a outra da rede. Para isso, é escolhido que o campo magnético
nos sitios 1 e NV deve estar em ressonancia com uma determinada energia do espectro do
canal que suporta os estados estendidos. Assim, foi tomado que Fsr = 0.5 para todas
as simulacoes apresentadas a seguir. Para o calculo da fidelidade média, foi definido

que o estado inicial é dado por f,(t = 0) = d,,;. Na Fig. 39 é mostrada a fidelidade
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Figura 38. Funcao d(E) versus energia E na auséncia do campo magnético (b = 0).
Cada painel representa um valor diferente do expoente de correlagao 3. Varios
tamanhos de sistema sdo considerados e cada curva é calculada fazendo em
média 500 realizagoes distintas de desordem.

méaxima (F},..) para o intervalo de tempo de [0,10°] em uma rede com 60 sitios, com
acoplamento fraco jo = 0.01 e campo magnético nulo (h = 0). Enfatizando que se tem como
objetivo destacar apenas o papel da correlacao de longo alcance. Quando se toma 3 < 1, a
distribuicao de probabilidade é ampla, sendo extremamente raras as transferéncias de alta
fidelidade, isso é uma consequéncia da auséncia de modos estendidos de magnon em torno
de E = 0.5.. Mesmo que a evolucao temporal nao fornega |fy| =~ 1 nesse caso, é apontado
para o fato de que a dinamica ainda esta ocorrendo quase exclusivamente no subespago
medido por |1) e |N). Suas energias locais efetivas, no entanto, estdo desafinadas devido
ao perfil espacial dos estados localizados e a falta de simetria particula-buraco no espectro
do canal. Mesmo com a auséncia do campo magnético desordenado, os termos diagonais
do Hamiltoniano envolve uma soma de acoplamentos de troca J, e J,_1, sendo niimeros
aleatorios correlacionados. Para 8 > 1 na Fig. 39, o desempenho melhora dramaticamente
e ainda mais quando 8 > 2. Agora, apesar da presenca de desordem, a grande maioria das
amostras (cerca de 35% de 3000 realizagoes independentes de desordem) fornece fidelidades

acima de 0.95.

Para ver se o canal estd pouco preenchido durante a realizagdo do protocolo desde
que jo < 1, independente da fidelidade do resultado, foi calculado F,. Isto representa
a probabilidade de ocupagao total no canal. Os resultados mostrados na Fig. 40, onde

tracamos F, versus jg para valores distintos de 8 = 0, 1.5, 3. Pode ser observado a formacao
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Figura 39. Distribuigdo de probabilidade da fidelidade méxima P(F,,..) versus Fi.. -
Os célculos sao feitos considerando N = 60, j, = 0.01, h = 0, Esg = 0.5 e
varios valores de 3. Os dados sdo obtidos para 3000 realizacoes de desordem
independentes.

de um subespaco de dois niveis nao é afetada pelo grau de correlacao 3. Mas a medida

que jo aumenta, o magnon inicial localizado em delta se dispersara no canal.

1

0.8

Figura 40. Probabilidade total de ocupacao do canal F, versus jo para N = 60, Fsg = 0.5,
h=0,e=0,1.5,3. As curvas sao calculadas em média em 3000 realizagoes
de desordem independentes

A descricao efetiva de dois niveis nao é mais valida e a transferéncia de estado quan-
tico torna-se inviavel. Isto é mostrado na Fig. 41 para os mesmos parametros considerados
anteriormente, agora incluindo o campo magnético desordenado com larguras h = 0.2 e

h = 0.4. A tendéncia de decaimento parece semelhante em todos os casos, embora com
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parametros de escala diferentes. Observamos que o campo magnético desordenado afeta

mais severamente o desempenho da transferéncia, mesmo quando 5 é grande.

i T — T T T I— T — T T T
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0.7} -4 07k .
L | L | L | L | L 0.6 | | | | | | | | | 0.6 | | L | L | L | L
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Figura 41. F,,., versus acoplamentos fracos externos j, para N = 60, Esg = 0.5, h =
0,0.2,0.4e 8 =0,1.5,3. As curvas sao calculadas em média em 3.000 realizagoes
de desordem.

Na Fig. 42 é possivel notar uma dependéncia de Fj,q; € Che cOom [ com mais
detalhes. Ambas as quantidades estao correlacionadas, o que significa que o emaranhamento
entre o primeiro e iltimo spin eventualmente aumenta com a fidelidade. Outro detalhe
interessante é que o ganho de desempenho induzido pelas correlagoes de longo alcance
atinge um limite para § > 2. Tal nivel saturado é definido pela desordem residual nao
correlacionada devido aos campos magnéticos. Isto é, a medida que as correlagoes de longo
alcance funcionam para reduzir a variancia local dos termos diagonais do Hamiltoniano, a
série nao correlacionada entregue por H,, eventualmente supera. A localizacao de Anderson
torna-se entao relevante no espectro do canal. Ainda assim, é possivel obter fidelidades
superiores ao limite correspondente a uma transmissao classica de um estado quantico,

F = 2/3, mesmo para larguras de desordem tao grandes quanto h = 0.4

Por fim, foi analisado como o desempenho se adapta ao tamanho do sistema. A
Fig. 43 mostra tal dependéncia para N = 60 até 160, com Egr = 0.5, jo = 0.01, h = 0.2
e f = 1.5 e 3. Tanto a fidelidade quanto a concorréncia sao prejudicadas a medida que
N aumenta. Isto se deve ao fato de jy ser constante. O nimero de modos cresce com
N e assim a densidade de estados em torno do nivel de energia F = 0.5 para o qual os
spins da fonte e do receptor sao sintonizados. Ainda assim, mais uma vez as fidelidades
obtidas para os tamanhos do sistema considerados na Fig. 43 sob a influéncia das duas
fontes de desordem sao superiores ao limite classico F' = 2/3. A medida que N aumenta,
se o mesmo nivel de fidelidade (ou maior) deseja-se que jo deve ser ajustado de acordo.
Uma consequéncia da reducao de jy é que o acoplamento perturbativo entre os spins mais
externos responde proporcionalmente & j2. Em ultima anélise, faz com que o tempo de
transferéncia aumente proporcionalmente a j, 2. Portanto, ha uma restricdo fisica sobre o

tamanho do sistema N. E deve ser definido conforme a velocidade/fidelidade desejada do
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Figura 42. Fidelidade maxima F,,,, e concorréncia maxima C,,, versus 3 para N = 60,
Esgr =0.5, jo=0.01, h =0,0.2,0.4. Ambas as quantidades sao calculadas em
média em 3000 realizagoes de desordem independentes.

protocolo de transferéncia de estado quantico.
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Figura 43. Fidelidade maxima F),,, e concorréncia maxima C,,,, versus tamanho do
sistema N. Os parametros do sistema sao Egr = 0.5, jo = 0.01, h = 0.2,
B = 1.5 e 3. As curvas sao calculadas em média com 3000 realizacoes de
desordem distintas.

Neste capitulo, foi explorado o modelo unidimensional de Heisenberg de spin 1/2
como um canal de transferéncia de estado quantico sob a influéncia de campos magnéticos
desordenados e acoplamentos de troca. Este tltimo apresenta um disturbio correlacionado
de longo alcance controlado por um parametro 3. Os campos magnéticos sao aleatérios
seguindo uma distribuicdo em forma de caixa de largura h. A competicao entre estas
duas fontes de desordem é crucial na definicdo da qualidade do protocolo. O qubit a

ser transmitido é codificado em um estado magnon criado em um estado fundamental
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ferromagnético. Quando h = 0 e § > 2, a transferéncia de estado quase perfeita é alcangada.
Isto é possivel devido a presenca de estados estendidos no canal. A localizacao de Anderson
é induzida ao definir A # 0, o que deteriora a qualidade geral da transferéncia. No entanto,

uma transmissao melhor que a classica ainda é possivel para h moderado.
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6 Conclusao

Nesta tese, foram investigados o transporte eletronico e de spin na presenca de
termos de interacao, bem como a transferéncia de estados quanticos. O foco da pesquisa
concentrou-se nas interagoes elétron-elétron, elétron-rede, spin-rede, e no estudo do modelo
de Heisenberg com acoplamento de troca desordenado. No primeiro trabalho, que abordou a
interacao elétron-elétron, considerou-se o efeito da interacao de Coulomb e a interagdo com
um termo de campo elétrico externo. O modelo incorporou uma interacao elétron-elétron
efetivamente exponencial, considerando um comportamento semelhante ao observado em
solidos, devido aos efeitos de blindagem eletrostatica. Os estudos numéricos indicaram
que, para a geometria unidimensional, a interacao elétron-elétron cria uma sub-banda de
estados ligados, destacando-se inicialmente da banda principal de estados para U = 6
e U = 12. Os resultados detalharam o surgimento de uma nova sub-banda em fung¢ao
das distancias tipicas de interacdo e investigaram o alargamento dessa sub-banda e sua
dependéncia com o perfil de interacao entre elétrons. A dindmica do sistema sob a acao
de um campo elétrico externo revelou que a interacao entre as particulas promove um

movimento coerente, resultando em modos de oscilagao com frequéncia dobrada.

No segundo trabalho, considerou-se a propagacao eletronica sob o efeito da interagao
elétron-rede. Utilizou-se o modelo FPU com termo nao linear ctibico, e o acoplamento
entre o elétron e a rede foi introduzido por meio de uma relacdo matemaéatica entre o
hopping eletronico e a distancia entre os atomos. As equagoes acopladas para o sistema
elétron-rede foram resolvidas, resultando em uma descricdo detalhada da dindmica do
elétron e da rede para uma ampla gama de intensidades de acoplamento elétron-rede. Os
resultados demonstraram que a formacao de um par elétron-rede depende da condicao
inicial e da intensidade da interagao elétron-rede, destacando também a possibilidade de

observar repulsao entre a deformacao do elétron e da rede.

No terceiro trabalho, realizou-se uma pesquisa sobre o magnon acoplado em uma
rede de Morse, onde o acoplamento entre os spins era dependente das posi¢oes. A andlise
dos resultados possibilitou a caracterizacao da formagao do par magnon-soliton para alguns
valores da interagao entre o magnon e a rede («.). Pardmetros ajustéveis, como o aumento
da velocidade do pulso gaussiano, foram investigados, indicando uma diminui¢ao nos
valores de a, e a formagdo do par magnon-séliton. O aumento da diferenca entre o tempo
da dindmica do magnon e da rede (7) reduziu a magnitude do acoplamento necessério

para formar pares.

No quarto trabalho, estudou-se o modelo de Heisenberg unidimensional de spin 1/2

no contexto da transferéncia de estados quanticos na presenga de um campo magnético
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aleatério. O acoplamento .J,, dependia de um parametro ajustavel 3, que controlava o
grau de correlacao. O sistema foi investigado em situagoes com campo magnético nulo,
resultando na transferéncia do estado de magnon, e em situacoes sob a influéncia de
campo magnético, possibilitando a inducao de localizagdo de Anderson. Se faz importante
salientar que os principais resultados destes trabalhos foram submetidos para revistas
internacionais: parte dos resultados do problema dos dois elétrons foi publicado no Physica
A: Statistical Mechanics and its Applications (ver Anexo A) em parceria com outro grupo
do IF/UFAL; o trabalho que trata do sistema envolvendo a dindmica elétron-rede foi
publicado no International Journal of Modern Physics C' (ver Anexo B); o modelo com
interacao magnon-rede foi publicado nos Anais da Academia Brasileira de Ciéncias (AABC)
(ver Anexo C); e o trabalho que trata sobre transferéncia de estados quanticos foi publicado
no Journal of Magnetism and Magnetic Materials (ver Anexo D). Uma perspectiva para
este trabalho ¢é estudar o modelo incluindo interagoes elétron-elétron bem como os termos
de interacao com a rede. Pretende-se entender melhor o papel da interagao nao local entre

os elétrons bem como o termo de interagao com os fonons.
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APENDICE A . Desenvolvimento dos calculos
da Fidelidade

A fidelidade média da comunicacao quéantica através do canal sobre os estados
puros [i;,) é
1
F = [ Winlpou(to) in) (A1)
T
no qual a integragao é realizada sob a esfera de Bloch (ver Fig. 11), com elemento de

angulo sélido df). Manipulando o integrando da Eq.(A.1) da seguinte forma:

(Yinlpout (o) [in) = (Wil (P(to) [thout(t0)) (Yout(to)| + [1 — P(t0)] |0) {O]) [tin)
P(to) (Yin|tout (o)) (Yout(to)|[Yin) + (1in]0) (Ohin) —

— P(to) (¢in]0) (0]¢)in) - (A.2)

I1I

Assim, serd calculado cada termo individualmente. Desenvolvendo I

P(to) (WinlPout(t0)) (Your(to)|im) = P(to)(e” (0] + 5 (1)(0) + Bfrs(to) [1))[P(to)]
(@™ (0] + 5" £, (to) (LN[P(to))/*(a0) + B1))
(@* (0] + B* (1) (@ [0) + Bfrs(to) [1)
(@* (0] + 87 £, (to) (1)) (|0) + S [1)
[ 10) + |81 fr.s(to) (1]1)]
[
[

)

)
[a? (0]0) + " B frs(to) (O[1) + B (1]

(110} + B f:4(to) (1]1)]

[af? (0]0) + @* B {0[1) + B* [, (to)ar (1
[f? + 1817 frs (o) [l + 18I £ (t0)]
= |O‘|4 + |&|2|6|2f:s(t0> + |a|2|/6|2fr,s(t0) + |ﬁ|4|fr,s(t0)|2'

Tomando o = cos(0/2) e 8 = e’ sin(0/2), tem-se

P(a) b 0) i) = cost(§) +cos? (5 s () 1000+

+ cos® <Z> sin <Z> frs(to) + sin <Z> | frs(to) .

(Vin|0) (Olthin) = (™ (0] + 57 (1]) |0) (O] ([0) + 5 1))
= (a7 {0[0) + 57 (1]0)) (e (0[0) + B (0]1))

0
_ 2 _ 2l
= |a|* = cos <2>

Desenvolvendo 1T
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Desenvolvendo IT1

—P(to) (Yinl0) O[Yin) = —P(to)(a” (0] + 57 (1]} 0) (O] (r|0) + 5 [1))
= —P(to)(a” (0[0) + B (1]0))(er (0]0) + 5 {0[1))

= —P(ty)|a* = —P(t) cos? (Z) :

Portanto, a Eq.(A.2) pode ser reescrita como

0 0 0
+ cos? <2> sin? <2

<wm|pout(t0)|wm> = COS4<

D o
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Mas,

Plt) = ot lat)) = [eos (§) 0+ (5) 2,00 1

0
= cos® <2> + sin? ( > | frs(t0) % (A.4)
Assim, a fidelidade dada pela Eq.(A.1) é

. [ (z) (Z) (F24(00) + Fou(te)) + sin’ (g) Fralto)?
ot () () (o (2) 0 (2) ) 2]
= [ oo (5) s (5) Gt + ot s (5) 1
+ cos’ (g) + cos® (g) — cos* (g) — cos? (g) sin’ (g) yf,n,s(to)yﬂ o

= = [ oot (3) s (3) Grateo + i st (5) £

+  cos® (g) — cos? <g> sin? (2) |f7«,s(t0)|21 Q.

Como a integral nao depende de ¢, logo,

ey [ e (5) s (5) Ut + gt s (3) ol
ot () ot () s (5) ot simoas. (A5)



Cada integral vai ser resolvida separadamente, assim,

IV = S (fralto) + fu(0) [ eos” (g) sin? (g) sin 00

= ;(fr,s(to) + f;ﬁs(tg))/;r l1 — sin? (g)] sin? <§> sin 8d6
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= ;(fr,s(to) + frs(to)) /07r sin? (Z) sin 6df — /07r sin? <§> sinfdf| (A.6)

IV1 IV2

Para resolver IV, é tomado a seguinte substitui¢ao: v = sin?(6/2) = (1 — cosf)/2 =

du = [(sin #)/2]d0, logo,
IV1:2/udu:u2+C,
ou melhor,
. 4 0 " v . 4
IV, =sin” | = | =sin <> —sin®(0) = 1.
2 2
Agora, resolvendo IV,

™ 0 1 ™
IV, = / sin [ = | sinfdf = — / (5sin @ — 4 cos 20 + sin 30)d0
0 2 16 Jo

1 cos 20 cos30]™ 1 1
= — |-bcosfh—4(— . = | -B(—1-1)+2(1—-1)—(-1-1
16[5(308 ( 2) 3]0 16[5( )20 =1 =5l )
1 2 2
= —(10+=-) == A8
5 (10 5) =3 &9
Portanto, a Eq.(A.6) é reescrita como
1 . 2\ 1 .
IV = S (fralto) + Fa(t0)) (1= 5 ) = 5 Unalto) + F.(t0). (A.9)
A integral
1 o [T .40 .
V = —|f.s(to)] / sin”® | = | sin 6df (A.10)
27" 0 2
¢ a mesma de IV, logo,
1 2 |frs(t0)‘2
V=2t 22 _ UnsA\RJ A1l
Uralto) 22 = st (A1)
A préxima é
Ly (0 .
VI = f/ cos” | = | sin6d#, (A.12)
2 Jo 2

onde para resolve-l4 deve-se tomar as seguintes substitui¢oes

0 ] 0 in 6
u = cos® <2> = du = — cos <2> sin () df = —Slg df = —2du = sin 0d0.

2
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Assim,

u? 1 L (0\" 1

A Ultima é

_ 1 2 T 2 0 <2 9 .
VII = Q\fr,s(to)’ /0 cos <2> sin” | 5 sin Od0,

que se trata da integral IV, logo,

11 1
VII = ——=|f,(to)]? = —=|f,s(to) . A.14
55l s (to)? = =21 ralto)] (A14)

Portanto, a fidelidade dada pela Eq.(A.5) pode ser reescrita usando as Eqgs.(A.9), (A.11),
(A.13) e (A.14) da seguinte forma:

Y

6 2

. 11
Frs(to) + Frs(to)) + 5 + ol frs (o) (A.15)
Para reescrever o primeiro termo da Eq.(A.15) é preciso notar que f,¢(to) = | fr.s(to)|e?,

onde v = arg{f,s(to)}, entao

f:,s(to) + fT,S(tO) = |fr,8(t0)|6_w + |f,,75(t0)|€i7
= |frs(to)(e” +e7)

= 2’frys(t0)‘<ew—i_2€_w)
= 2|f.s(to)| cosy. (A.16)

Substituindo a Eq.(A.16) na Eq.(A.15), tem-se

————COosYy + ———.

_ 1 |fr,8<t0)| |fr,8(t0)’2
F= gty ; (A.17)

Para a fidelidade maxima é preciso escolher o campo magnético B, de modo que, cosy =1

e que as amplitudes de oscilagao sejam em toda a rede, ou seja, f,s(to) = fn(t), logo,

F_ ; " |fN3(t)| " |fN((;t)|2‘ (A.18)
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APENDICE B . Calculos da Concorréncia

Desenvolvendo o produto tensorial

(B.1)
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Portanto, a matriz nao-Hermitiana pp é dada por

a 00 0\/O O OO 0 0 0 0

~ 0 b ¢ 0 0 e 0 0 be-+cd 2bc 0
pp = = , (B.3)

0 d e O 0 d 0 0 2de be+cd 0

00 0/ \0 O a 0 0 0 a

onde be + cd = 2|f;|?|f;|* = k1, 20c = 2|fi|*fif} = Ko e 2de = |f;|*f}f; = rs. Agora,

calculando os autovalores de pp usando a relagao

(0 0 0 0 1000
0 0 0100
det(pp— M) =0=  det S Y =0
0 ks Ky O 0010
oo 00 000 1
A0 0
0 Y 0
det i 2 ~0. (B.4)
0 K3 K1 — A 0
0 0 —\

Para encontrar o determinante dessa matriz, serda usado o Teorema de Laplace. Escolhendo

a primeira linha é possivel obter que

a1 A + a12li2 + a13A13 + a4l =0
—)\(—1)2D11 + O(—1)3D12 + O(—1)4D13 + O(—1>5D14 = O

K1 — A K9 0
—)\ l€3 K/l — )\ 0 — 0 (B5>
0 0 —A

Desenvolvendo essa equacao, é possivel chegar a seguinte relagao
)\2[)\2 — 2/‘%1)\ + (/‘i% — KZQ:‘il)] =0. (B6)

Através da Eq.(B.6) ja é possivel obter duas raizes, sdao elas: \y = Ay = 0. Agora,
desenvolvendo a equacgao de 2° grau para encontrar as raizes restantes. Usando o método

de Bhaskara, tém-se

2k1 4+ 1/(—2kK1)? — 4(K? — Kok
P \/( 1)2 (K1 23)=H1i\/%.

Substituindo os respectivos {k;}, é obtido que

A= 2filP1f* = 2071151 (B.7)

Portanto, as raizes restantes sao:

Aa=0¢e N\, = 4|fi|2|fj’2' (B‘S)
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APENDICE C . Método de Taylor

O método de Taylor [13 ] ¢ usado através da expansao de Taylor para o operador

de evolugao temporal U(t) = =+ dada por:

Ut) = e ~ 14 Z <_2Ht> !

= (C.1)

onde H é o Hamiltoniano, ng é a ordem de truncamento da soma. O estado inicial expresso
por [(0)) =X, f»(0) |n), para um tempo ¢, o estado |¢)(t)) pode ser encontrado com a

aplicagao de U(t) no estado inicial, como segue

oy = oo = [1+ 35 (5 £ weon, ©2)

Essa expressao pode ser reescrita da seguinte maneira:

iHt\"*

poy = o)+ |3 (S5) 3| won

= [(0)) + K_%Ht) + (%”)2 I;Q 4 (_h”)g 21,3 b ] (0)). (C.3)

Com uma pequena analise, é possivel notar que cada termo da expansao é acompanhado

* = multiplicada por H*, logo, para encontrar o estado [|¢(t)) ¢

preciso calcular H* [¢)(0)). Por exemplo, para calcular H* [4(0)) faz-se necessario o uso do

de uma constante (5*)

Hamiltoniano tight-binding de um elétron com hopping T, ou seja,

H' [4(0)) = H'Y_ fu(0)|n
= ST (fas1(0) + fuu1(0)) + € fu(0)] 1) (C.4)

n

Com H' [1(0)) = £, C, [n),
07}0 = T(fn+1(0) + fnfl(o)) + 6nfn<0) (05)

Para calcular H? [1(0)), é necessario usar H? [1(0)) = H'(H" [4(0))), como H* [1)(0)) j&
foi calculado, toma-se H? [¢(0)) = 3=, C? |n), assim,

C2=T(Chyy +C )+ el (C.6)

Portanto, para generalizar H” [1)(0)), é preciso definir H* [¢(0)) = 3, C¥ |n). Assim, é

possivel escrever C* para um dado k qualquer da seguinte forma:

Ck = T(CH !+ CF Y + 6,00 (C.7)

n+l
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logo, a seguinte relagao é obtida:
20 —it\* 1
(1) =S () - C.8
=20 (5) & (©9)
onde C? = C,(t = 0). Com isso, o calculo de H* |¢)(0)) é possivel e a obtengdo da solugao

numérica para o estado quantico do sistema no tempo t. Portanto, para obter a solucao

numérica em um dado tempo t,,, deve-se aplicar o método de forma sucessiva.
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ANEXO A . Artigo: Estados ligados

cooperativos em caminhadas quanticas de

particulas interagentes
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ARTICLE INFO ABSTRACT

Keywords: Although multiparticle quantum walks have been claimed to be universal for quantum comput-
Quantum walks ing, fundamental issues still need further understanding, such as the formation of bound states
Interacting particles and their role in particle dynamics. By considering the framework of two-particle quantum

Bound states

. walks, we study particles with short- or long-range interactions between them and observe the
Bloch oscillations

emergence of local and non-local bound states associated with these interactions. We show
that such bound states can perform competitive and cooperative influence with existing states,
sometimes resulting in unusual dynamics. In addition to revealing the optimal scenarios for
particles to perform coherent dynamics, we also show that cooperative scenarios between
bound states are responsible for robustly correlated quantum walks. Thus, coherent dynamics
of particles can be maintained even for strong interaction strengths, avoiding the nonmonotonic
behavior exhibited by systems with only on-site interaction.

1. Introduction

Quantum walks have attracted much attention recently, not only for being a versatile and highly controllable platform for
studying quantum systems but also for their promising character of performing quantum computing. Coherent superposition
and quantum interference are responsible for different dynamics from their classical analog, well-known for stochastic motion.
Understanding the role played by underlying quantum states is one of the key points, which becomes even more challenging when
more than one particle is walking simultaneously.

Quantum effects are considerably enhanced when two or more quantum walkers are simultaneously present, such that systems
with many interacting quantum walkers have been considered to perform universal and efficient quantum computation [1-3].
However, the Hilbert space describing multiparticle quantum walks grows exponentially with the linear increase in particle number
and the lattice size [4]. Thus, studies with low density of particles have been explored, presenting valuable results. The additional
power shown by quantum walks of interacting particles for distinguishing nonisomorphic strongly regular graphs is an example [5].
Algorithms based on two interacting particles can distinguish nonisomorphic graphs that non-interacting particles cannot. Such
an increase in distinguishing power is associated with spatial correlations and entanglement between particles undergoing the
quantum walk [6]. Furthermore, two-particle interacting quantum walks have also been explored for information protection and
the development of safer quantum protocols [7].

The weakening of Anderson localization in disordered or aperiodic quantum walks as a function of interaction between particles
is another scenario. Initially described by persistent currents in the presence of Coulomb interaction [8,9], this phenomenon is
recovered by two particles walking in a disordered lattice [10]. More recent studies unveil the nonmonotonic character of such
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weakening [11,12], in agreement with results reported for multiparticle systems [13-17]. A decrease in the degree of localization
has also been reported in quantum walks assisted by particle-number changes [18]. Such number-changing interactions still decrease
mixing and hitting times on binary trees, a structure of interest in quantum computing [19,20].

An essential prerequisite for validation and realization of high-fidelity quantum information processing, experimental control
over the dynamics of quantum multi-particle systems has recently been demonstrated. Two-particle quantum walks were initially
implemented on an integrated waveguide architecture within a discrete-time framework, which explored the quantum dynamics
of noninteracting bosonic or fermionic particles [21]. Bosonic atoms in an optical lattice were used to implement two-particle
quantum walks with tunable interactions [22]. As a result, it was reported that particles can form a stable repulsively bound
pair with effective single-particle behavior and perform Bloch oscillations with a specific frequency. Analogous results have been
experimentally achieved with photons in a waveguide array [23] and designed electric circuits [24], demonstrating the possibility
of accessing and controlling quantum states across different frameworks. This behavior, characterized by twice the fundamental
frequency, corroborates the theoretical prediction in Ref. [25]. Such bound pair of particles behaving as a molecule has been shown
either by considering discrete-time quantum walks [26] as for a Thirring walk, a quantum walk based on the two-particle sector of
a quantum cellular automata [27,28].

More recent studies have explored quantum walks with three or more particles. Larger clusters of interacting particles can
exhibit fractional Bloch oscillations, with frequencies proportional to the number of particles clustered in a bound state [29].
Quantum walks of interacting indistinguishable particles point out three-boson bound states as an ideal metrological state for the
precision measurement of gravitational force [30]. Studies considering different particles on the walk have reported the formation
of intercomponent bound states [31] and quantum correlations between noninteracting particles mediated by an additional third
particle [32].

Despite notable advancements [33-35], there remains a need for a deeper understanding of quantum walks involving interacting
particles. Exploring the formation of bound states comprising multiple particles and their effects on particle behavior holds the
potential to establish specific quantum logical correlations and operations that might otherwise be unattainable. Furthermore, this
research subject is closely intertwined with crucial physics and quantum technology elements, including an in-depth survey of
fundamental quantum properties such as entanglement and superposition, advancing more efficient quantum circuits, and optimizing
quantum computing at the hardware level. Our objective here is to investigate whether nonlocal interactions between particles
are responsible for the emergence of different bound states and to examine the behavior of particles in the presence of multiple
coexisting bound states. To address such questions, we consider the well-established extended Hubbard model [36] over a theoretical
framework of two-interacting particle quantum walks. Numerical analysis shows the emergence of different bound states as we
consider the particles interacting at a distance. Our findings advance the understanding of the interplay between available states
in a quantum walk, unveiling the existence of cooperative aspects between bound states and competitive regimes between existing
states. As a consequence, unusual quantum correlations are established. We report that cooperative scenarios between bound states
can promote robustly correlated quantum walks, where coherent dynamics are maintained even for strong interaction strengths.
Optimal scenarios for achieving such coherent dynamics in different interparticle interaction ranges are shown.

2. Model and formalism

Quantum walks have been fundamental in exploring complex quantum systems, offering a powerful tool for quantum simulation
and algorithms [37-40]. Both frameworks, discrete- and continuous-time, have allowed for modeling a wide range of physical
phenomena and addressing advanced computational challenges. Introduced by Aharonov et al. [41], discrete-time quantum walks
design the walker advancing through discrete steps dictated by a dynamic internal degree of freedom, effectively performing as a
quantum coin. While recognizing the significant results for two-interacting particles in discrete-time quantum walks [26-28], we
consider continuous-time quantum walks, whose connection with their classical counterpart is established based on the analogy
between the quantum mechanical Hamiltonian and the classical transfer matrix [42]. Thus, the walker hops to adjacent nodes on a
graph following the time-dependent Schrédinger equation.

The problem involves analyzing the quantum walk of two interacting particles in one-dimensional lattices with N sites. As a
step towards understanding the effect of nonlocal interactions on such systems, we consider an extended version of the Hubbard
model that considers particles with nearest-neighbor interaction in addition to on-site interaction [36]. The following Hamiltonian
describes the system

H= ) [J(BLLQB,,,H + 5] byy1 o) + Frdi, o]

n,a=a,b

+ Z[U(ﬁn,aﬁn,b) + V(ﬁn,aﬁn+l,b + ﬁn+l,aﬁn,b)]' (1)
n

Here, Bnya(f);,a) is the annihilation (creation) operator of particle « [a € (a,b)] at site n. ff = bf,’ab,,’a is the corresponding particle
number operator and J is the single-particle tunneling amplitude between neighboring sites. The on-site and nearest-neighbor
interactions between two distinguishable bosons (or fermions with opposite spins) are denoted by U and V, respectively. d is
the lattice spacing and F is the constant force. By introducing an external force, we can utilize well-established outcomes as a
benchmark, as the specific frequency of Bloch oscillations serves as a distinctive signature of correlated particle motion resulting
from forming bound states between them [25]. An experimental setup can be achieved and precisely controlled by employing
ultracold atoms trapped in a sufficiently deep lattice potential [22,43]. The hopping and interaction terms depend on the depth of
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Fig. 1. A quantum-walk graph corresponding to two-interacting particles described by Hamiltonian in Eq. (1). Two discrete indices (n,,n,) identify each node
representing the basis states |n,,n,). Nodes on the main (n, = n,) and nearest-neighbor (n, = n, + 1) diagonals account for on-site (U) and nearest-neighbor (V)
interaction between particles, respectively.

the optical lattice potential and the Feshbach resonance framework, with a lattice tilt providing the necessary F. Recent progress
in electrical circuits [24] and superconducting processors [44,45] also positions them as promising experimental frameworks.

A corresponding quantum-walk model visualizes state transitions in a quantum system as a network of interconnected nodes.
The Hamiltonian outlined in Eq. (1) can be mapped by depicting the different states as nodes on a graph, as shown in Fig. 1. In this
context, the lattice sites correspond to positions (n,,n,) = (jd, kd), where j, k are elements of the sets [1, N] and N*. One assumes
that the states representing the nodes |n,,n,) = |n,) ® |n;) span the whole accessible Hilbert space H = H, ® M, . Here, H, and
H,, represent the respective Hilbert spaces of particles a and b. The resulting size of the graph is therefore N 2= N XN =dim(H).
Highlighted nodes on the main (n, = n,) and nearest-neighbor (n, = n, + 1) diagonals account for on-site (U) and nearest-neighbor
(V) interaction between particles, respectively.

By considering f, ,, the amplitude probability of finding the particle a at site n, and the particle b at site n, of the lattice, we
expand the normalized state vector of the system |y (¢)) in the Wannier representation

W)= faym,Olngny), @
Ngsnp
The evolution equations for the amplitudes f, ,, , obtained from the time-dependent Schrédinger equation, are solved numerically
using a high-order method based on the Taylor expansion of the evolution operator [25]. Thus, the state vector at a time 7 is given
by applying the unitary transformation |y (4t)) = I'(47)|w (¢ = 0)) recursively, where

ly . I
+Z( iHAt/h)

r(4an) = e M4 = TR

3
=1
is the quantum mechanical time evolution operator. The following results were taken by using 4t = 0.05, and /, = 20. This cutoff
was sufficient to keep the wave function norm conservation (|1 — Zn( Ty W, 12| < 10~'%) along the entire time interval considered.
Furthermore, we use dimensionless units F/J,U/J,V /J,andset h=J =d = 1.
Since the absence of net displacement of the wave-packet centroid is achieved for an initial Fock state with the particles occupying

a single site [46,47], we consider an initial Gaussian wave packet with width ¢
(ool (s = 0)) = e TR I, &)
s

centered at the initial positions (nd,n)), with n) = N/2 and n) = N/2. A is a normalization factor. Preliminary studies have
indicated no notable variations when investigating system sizes ranging from N = 100 to N = 250. To maintain wave function
norm conservation and mitigate edge effects within a viable computational effort, we have opted for lattices with N = 150 for
the subsequent analysis. Through the above-described protocol, we computed typical quantities that can bring information about
particle dynamics, as will be detailed below.

3. Results

We start following the time evolution of the wave-packet centroid associated with each particle, defined as
n0 = nlfyn®F  i=ab (5)
ng,ny

Due to the symmetry of the initial state and interaction Hamiltonian, one has that n,(f) = n,(). Using a lattice with N = 150 sites,
o =1, and F = 0.5, we investigated the influence of non-local interaction by evaluating different interaction strengths between
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Fig. 2. Time-evolution of wave-packet centroid and the respective Fourier transform for systems with distinct interaction strength between particles: (a) U =0
and V=0; (b)) U=4and V=0; (c) U=12and V=0; (d U =4 and V =U/3 and (e) U = 12 and V = U/3. The oscillatory pattern developed by systems with
on-site and nearest-neighbor interactions shows a predominant scenario of coherent hopping even for strong interaction strength, differing from the behavior
exhibited by systems with only on-site interactions.

particles. Here, we consider a nearest-neighbor interaction to mimic a screening of the Coulomb interaction by orbitals, known
to decrease with distance [48]. Thus, we focus on V = U/3 without loss of generality for V' < U. To evaluate the contribution
arising from this non-local interaction, we use as reference the case with only on-site interaction (V' = 0.0) [25]. Such a scenario is
shown in Fig. 2a-c for U = 0.0,4.0, 12.0, respectively. We observe all centroids exhibiting an oscillatory pattern consistent with Bloch
oscillations. For U = 0.0, the system is composed of non-interacting particles. The respective Fourier transform [panel with 7;(w)]
clearly shows a predominant oscillation frequency (w = F) consistent with particles performing independent hopping [49,50].
An oscillatory pattern with a dominant frequency close to w = 2F is achieved for U = 4.0, which corroborates the scenario of
particles hopping coherently [22,23,25]. The wave-packet component corresponding to bound states exhibits signatures of dynamical
evolution typical of a single particle composed of the particles pair. The effective local potential felt by this composed particle is
proportional to 2Fnd, thus explaining the observed frequency doubling (w = 2F). However, the w = F frequency is reamplified and
becomes predominant for strong enough interactions (here U = 12.0). This nonmonotonic behavior demonstrates the competitive
character between the existing bound and unbound states. As the interaction increases further, the high energy cost for double
occupancy renders coherent particle hopping increasingly unfavorable. Thus, the independent hopping of particles (signaled by the
frequency w = F) becomes predominant over the coherent hopping (signaled by the frequency @ = 2F). In Fig. 2d—e, we examine a
system with particles subject to on-site and nearest-neighbor interactions under the same settings as the previous reference scenario.
Differing from the reference scenario, we observe a predominant oscillatory pattern with a frequency close to w = 2F for both U = 4.0
and U = 12.0. Considering the emergence of nearest-neighbor bound states due to nearest-neighbor interaction [51], this behavior
suggests a cooperative interaction between the different existing bound states, contributing to the predominantly coherent hopping
of particles even when they are under strong interaction strengths.

To understand the role played by the nearest-neighbor interaction in sustaining the coherent particle hopping for strong
interactions, we explored the long-time average of the double occupancy probability (DOP), probability of occupying neighboring
sites (NOP), and next-nearest-neighboring occupancy probability (NNOP). These quantities are computed by using the same lattice
size of N = 150 sites, 6 = 1, and F = 0.5 employed before. In Fig. 3, we show such occupancy probabilities as a function of U,
both for ¥ = 0.0 and V = U /3. Although the particles exhibit independent hopping in the absence of interaction, the external force
makes them remain trapped over a finite segment. Thus, we observe non-null values of occupancy probabilities even in the absence
of particle-particle interactions. As the interaction is turned on, correlated dynamics of particles are observed. The DOP growth
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Fig. 3. The time average of occupancy probability versus on-site interaction strength U for quantum walks in which particles present (a) only on-site interaction
and (b) on-site and nearest-neighbor interaction. The competitive character between bound and unbound states is responsible for an optimal scenario for the
coherent dynamics of particles occupying the same site around U = 4. Such coherent hopping is supported for strong U by the emergence of nearest-neighbor
bound states, now with particles occupying neighboring sites.

shows the particles predominantly occupying the same site. However, we observe a nonmonotonic behavior in such a correlated
dynamic as U increases even more. Such behavior is associated with the emergence of on-site bound states and the competitive effects
between them and the unbound states. The first ones, which favor coherent hopping, cover the energy range U < E < V16 + U2 for
systems with only on-site interaction and U < E < V + /16 + (U — V)? for systems with on-site and nearest-neighbor interaction
between particles [25,51]. The others cover the energy range —4 < E < 4 and correspond to the states of uncorrelated particles.
The emergence of U favors the influence of bound states on particle dynamics as the interaction increases. However, the sub-band
of bound states separates and moves away from the band of unbound states as the interaction becomes very strong [52]. This
scenario favors the predominance of unbound states over particle dynamics. As a result, optimal coherent dynamics are achieved
with intermediate interaction strength, leading to Bloch oscillations with both particles predominantly occupying the same sites.
This occurrence corresponds to the disentanglement between bound and unbound state sub-bands.

While the described scenario elucidates the reamplification of independent oscillations (w = F) for strong interactions, as depicted
in Fig. 2¢, the behavior of systems with both on-site and nearest-neighbor interactions requires explanation. In Fig. 3b, we observe
a slower decrease of DOP and the upward trend of NOP under strong particle-particle interactions. The first observation occurs
because of the widening of bound states sub-band in the function of V' [51]. The second one is consistent with the emergence
of nearest-neighbor states covering the range V' < E < V + 4/V [51]. These states are responsible for a coherent dynamic in
which particles occupy neighboring sites. As with on-site bound states, a competitive character promotes the relevance of these
states when they are close to detaching from the main band. Such behavior consolidates a cooperative effect between on-site and
nearest-neighbor bound states, which favors the maintenance of a coherent dynamic of particles signaled by predominant frequency
w = 2F for strong interactions in Fig. 2e.

As an additional analysis, we explore in Fig. 4 quantum walks in which the on-site interaction is negligible (U = 0) and particles
interact only when they are on neighboring sites. Such a system is consistent with Ref. [30] and can be implemented with the
current technology of ultracold atoms [22,53]. Fig. 4 shows centroids and the respective Fourier transforms for (a) V = 4 and
(b) V = 12, considering the same lattice size of N = 150 sites, ¢ = 1, and F = 0.5 employed before. We observe coherent
Bloch-oscillating quantum walks, signaled by the predominant frequency w = 2F. Thus, it becomes evident that non-local bound
states promote coherent hopping of particles. Unlike the systems where the particles have only on-site interaction, now we observe
particles predominantly occupying nearest-neighbor sites. Such an aspect is shown by the behavior of NOP in Fig. 4c. We also
note the coherent dynamics (frequency doubling) predominating even for strong interaction strengths (here V' = 12). This scenario
is consistent with a higher coherent hopping probability and a slower decay as the interaction between particles is strengthened
(compare Fig. 2a to Fig. 4c). Despite this difference, the competitive character between bound and unbound states is still observed,
present in the nonmonotonic behavior of NOP and the lower amplitude modes in n;(w).

Going beyond the scenario with on-site and nearest-neighbor interactions, we investigated the quantum walks with long-range
interaction between particles. The following Hamiltonian describes the system:

H= ) [J(Bz+l,ai)”’”‘ + 5] byy1 o) + Frdi, o]

n,a=a,b

+ 2 Ue_lna_nbl/éﬁn,aﬁn,b' (6)

ng,hp

Just like before, 13”’“(13',‘;,(,) is the bosonic annihilation (creation) operator at site n of two distinguishable particles [a € (a,b)], and
= bj;q,,b,,,a is the corresponding particle number operator. J denotes the single-particle tunneling amplitude between neighboring
sites. U is the strength of the particle—particle interaction at a given site n» when both occupy the same position. This strength decays
exponentially with the distance between the particles |n, — n,]|.
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Fig. 4. (a-b) Time-evolution of wave-packet centroid and the respective Fourier transform for quantum walks in which particles present only nearest-
neighbor interaction show coherent hopping of particles achieved by the nearest-neighbor bound states. (¢) The time average of occupancy probability versus
nearest-neighbor interaction strength V' unveils that such coherent dynamics are dominated by particles occupying neighboring sites.
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U

Fig. 5. The time average of (a) double occupancy probability, (b) probability of occupying neighboring sites, and (c) next-nearest-neighboring occupancy
probability computed for different U strengths and interaction range ¢£. The optimal U interaction strength for displaying double occupancy probability increases
as ¢ increases, while the ascendance of occupation probability at neighboring sites arises for smaller and smaller interactions. Such behavior signals changes in
the cooperative character between the bound states as we increase the interaction strength.

Employing the identical formalism and parameter sets previously applied for the time evolution, we probe the influence of the
interaction range ¢ on the Bloch-oscillating dynamics of two particles. We keep the lattice size, initial wave-packet width, and F
the same as Figs. 2-4 and compute the occupancy probabilities DOP, NOP, NNOP in the function of interaction strength U. We
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Fig. 6. (a-b) Fourier transform obtained from the time-evolution of wavepacket centroid. (a) For small &, competition between bound and unbound states
makes the coherent hopping of particles perform better for intermediate interaction strength. (b) As ¢ increases, the coherent hopping in which particles occupy
neighboring sites also influences the dynamics of particles. Such a cooperative effect of bound states dominates the particle dynamics even for strong interactions.
(c) Optimal interaction strength for coherent particle dynamics increases with ¢&.

start by exploring the change in the interaction range ¢ = 0.5,1.0,2.0,4.0. In Fig. 5a we observe a slower decaying rate of DOP
as the interaction range increases. Furthermore, the optimal U interaction strength for displaying double occupancy probability
increases as & increases. On the other hand, the ascendance of occupation probability at neighboring sites (NOP) arises for smaller
and smaller interaction strengths as we increase the interaction range &£. As double occupancy and nearest-neighbor occupancy were
more energetically favorable, NNOP remains much less sensitive to interaction range ¢ than the DOP and NOP.

Optimal coupling signals the best scenario of particles moving coherently, with the least influence of unbound states or
competitive effects. Such features are studied in Fig. 6a-b, where we present the Fourier transform obtained from the time evolution
of the centroid for configurations around the interaction of optimal coupling. For small enough &, the system behaves as if it has only
on-site interaction. We observe a nonmonotonic character in the coherent hopping of the particles. The competition between bound
and unbound states previously reported makes such coherent dynamics of particles perform better for intermediate interaction
strength. As ¢ increases, this nonmonotonic behavior is no longer observed. With the emergence of non-local bound states, the
coherent hopping in which particles occupy neighboring sites also influences the dynamics of particles. Fig. 6¢ shows the optimal
interaction strength for coherent particle hopping increasing with &, corroborating findings in Fig. 5. Except for very small &, U,,
symbolizes the interaction strength from which coherent hopping becomes clearly predominant.

A notable behavior observed in Fig. 6 is the lack of non-coherent modes in the Fourier spectra as stronger interaction strengths
are considered. Such behavior suggests a cooperative scenario consistent with the emergence of additional bound states. Indeed,
long-range interaction gives rise to other bound states, as we report in Fig. 7. Here, we have applied a numerical diagonalization
of the Hamiltonian (6) to an open chain with N = 120 sites in the absence of electric field and computed the normalized density
of states (DO.S) versus energy (E). Computational limitations have prevented us from reaching larger sizes. However, preliminary
studies revealed no significant changes in DO.S when exploring lattices with N = 90,100, and 110. We explored the increase
in the U interaction strength and the ¢ interaction range, considering ¢ = 0.5,1.0,2.0,4.0. For £ = 0.5, we observe a sub-band
emerging from the main band as the interparticle interaction U increases. This sub-band decouples around U = 4 and moves away
from the main band as the interaction increases further. This behavior is consistent with characteristics reported in analytical [52]
and numerical [25] studies for systems with solely on-site interactions, reinforcing previous findings for sufficiently small & values
(Fig. 6). The emergence of distinct sub-bands of bound states is evident as we consider a more extended interaction range, such
as ¢ = 1.0. The first one matches with on-site bound states, while the latter is compatible with nearest-neighbor bound states.
More bound states sub-bands emerge when considering an interaction range & even longer (see Fig. 7c—d). The third sub-band
corresponds to bound states where particles occupy the next-nearest-neighbors, and so on. The emergence of these other sub-bands
and the cooperative effect between the existing bound states are consistent with preserving coherent hopping for sufficiently strong
interactions in Fig. 6. We observed the energy range of bound-states sub-bands varying as the interaction range £ changes. As &
increases, the sub-bands emerge from the main band for smaller interaction strengths, which corroborates the behavior of NOP in
Fig. 5. Results also suggest a broadening of the on-site bound states sub-band as ¢ increases, thus modifying the competitive scenario
between bound and unbound states. Such behavior aligns with the increase in the optimal interaction for observing coherent hopping
shown in Fig. 6, as well as the behavior of DOP in Fig. 5.
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Fig. 7. The normalized density of states (DOS) versus energy (E) for distinct interaction strengths (U), by considering the interaction range (a) ¢ = 0.5, (b)
£=1.0, (¢) ¢ =20 and (d) & = 4.0. For ¢ small enough, we observe the emergence of only a sub-band of bound states as U increases. This behavior is close
to systems with particles exhibiting only on-site interaction. As the interaction range ¢ increases, we observe the existence of other sub-bands of bound states,
corroborating previous results regarding the cooperative effect of bound states.

4. Final remarks

In this work, we consider a system of interacting particles and study how the coexistence of local and non-local bound
states influences particle dynamics. We explore two-particle quantum walking in tilted optical lattices, a framework with proven
experimental viability and already-known dynamic signatures. We study systems with short- and long-range interactions between
particles and observe the emergence of bound states directly associated with such interaction. Results show distinct correlated
dynamics associated with dominant quantum states. On-site bound states from on-site interactions are responsible for correlated
dynamics in which particles preferentially occupy the same site. Nearest-neighbor bound states lead to correlated dynamics in
which particles preferentially occupy neighboring sites, and so on. The existing bound states are responsible for competitive and
cooperative effects, which may give rise to unusual dynamics. We display the optimal scenarios for particles to perform coherent
dynamics and how they change as a function of the interaction range. Thanks to the cooperative aspects between bound states, the
nonmonotonic behavior exhibited by systems with only local interaction gives way to robustly correlated quantum walks, where
coherent hopping is sustained even for strong interparticle interactions. As a result, our findings enhance comprehension of how
available states in a quantum walk interplay with the underlying quantum correlations.

Beyond cold atoms trapped in optical lattices [22], which offer the versatility to combine multiple controls and measure-
ments [43], photonic lattices [23,54], designed electric circuits [24], and superconducting processors [44,45] can map the dynamics
of two interacting particles. This scenario positions them as promising frameworks for potential experimental investigations. To
conclude, it would be interesting to have these results derived from an analytical framework, which would bring valuable new
insights into the cooperative effects between bound states and quantum walks of particles hopping coherently.

CRediT authorship contribution statement

M.F.V. Oliveira: Writing — original draft, Methodology, Investigation, Data curation. M.S. Santos Junior: Writing — original
draft, Methodology, Investigation, Data curation. Michele B. Coélho: Writing — original draft, Methodology, Investigation, Data
curation. F.A.B.F. de Moura: Writing — review & editing, Validation, Supervision, Methodology. W.S. Dias: Writing — review &
editing, Validation, Supervision, Methodology, Investigation, Conceptualization.



M.F.V. Oliveira et al. Physica A: Statistical Mechanics and its Applications 640 (2024) 129697

Declaration of competing interest

The authors declare that they have no known competing financial interests or personal relationships that could have appeared
to influence the work reported in this paper.

Data availability
Data will be made available on request.
Acknowledgments

This work was supported by CAPES (Coordenacdo de Aperfeicoamento de Pessoal do Nivel Superior), Brazil, CNPq (Conselho
Nacional de Densenvolvimento Cientifico e Tecnolégico), Brazil, and FAPEAL (Fundacao de Apoio a Pesquisa do Estado de Alagoas),
Brazil.

References

[1] R. Ionicioiu, P. Zanardi, Quantum-information processing in bosonic lattices, Phys. Rev. A 66 (2002) 050301.
[2] A.M. Childs, D. Gosset, Z. Webb, Universal computation by multiparticle quantum walk, Science 339 (6121) (2013) 791-794.
[3] R. Asaka, K. Sakai, R. Yahagi, Two-level quantum walkers on directed graphs. I. Universal quantum computing, Phys. Rev. A 107 (2023) 022415.
[4] A. Peruzzo, M. Lobino, J.C.F. Matthews, N. Matsuda, A. Politi, K. Poulios, X.-Q. Zhou, Y. Lahini, N. Ismail, K. Worhoff, Y. Bromberg, Y. Silberberg, M.G.
Thompson, J.L. OBrien, Quantum walks of correlated photons, Science 329 (5998) (2010) 1500-1503.
[5] J.K. Gamble, M. Friesen, D. Zhou, R. Joynt, S.N. Coppersmith, Two-particle quantum walks applied to the graph isomorphism problem, Phys. Rev. A 81
(2010) 052313.
[6] S.D. Berry, J.B. Wang, Two-particle quantum walks: Entanglement and graph isomorphism testing, Phys. Rev. A 83 (2011) 042317.
[7]1 D. Li, J. Zhang, F.-Z. Guo, W. Huang, Q.-Y. Wen, H. Chen, Discrete-time interacting quantum walks and quantum Hash schemes, Quantum Inf. Process.
12 (3) (2013) 1501-1513.
[8] M. Abraham, R. Berkovits, Persistent currents in an interacting 1D disordered ring: Manifestations of the Mott-Hubbard transition, Phys. Rev. Lett. 70
(1993) 1509-1512.
[9] A. Miiller-Groeling, H.A. Weidenmidiller, C.H. Lewenkopf, Interacting electrons in mesoscopic rings, Europhys. Lett. (EPL) 22 (3) (1993) 193-198.
[10] D.L. Shepelyansky, Coherent propagation of two interacting particles in a random potential, Phys. Rev. Lett. 73 (1994) 2607-2610.
[11] W. Dias, M. Lyra, Non monotonic influence of hubbard interaction on the Anderson localization of two-electron wavepackets, Physica A 411 (2014) 35-41.
[12] A. Peixoto, W. Dias, M. Lyra, F. de Moura, Wavepacket dynamics of coupled particles in aperiodic chains: Weakening of Anderson localization and local
field effects, Physica A 395 (2014) 22-30.
[13] D. Semmler, K. Byczuk, W. Hofstetter, Mott-Hubbard and Anderson metal-insulator transitions in correlated lattice fermions with binary disorder, Phys.
Rev. B 81 (2010) 115111.
[14] R. Vosk, E. Altman, Superfluid-insulator transition of ultracold bosons in disordered one-dimensional traps, Phys. Rev. B 85 (2012) 024531.
[15] Z. Ristivojevic, A. Petkovié, P. Le Doussal, T. Giamarchi, Phase transition of interacting disordered bosons in one dimension, Phys. Rev. Lett. 109 (2012)
026402.
[16] A. Habibi, E. Adibi, S.A. Jafari, Strong-coupling perturbative study of the disordered Hubbard model on the honeycomb lattice, Phys. Rev. B 98 (2018)
245105.
[17] E. Adibi, A. Habibi, S.A. Jafari, Phase transitions in the binary-alloy Hubbard model: Insights from strong-coupling perturbation theory, Phys. Rev. B 99
(2019) 014204.
[18] R.A. Vargas-Herndndez, R.V. Krems, Quantum walks assisted by particle-number fluctuations, Phys. Rev. A 98 (2018) 022107.
[19] P. Rebentrost, M. Mohseni, I. Kassal, S. Lloyd, A. Aspuru-Guzik, Environment-assisted quantum transport, New J. Phys. 11 (3) (2009) 033003.
[20] J.P. Keating, N. Linden, J.C.F. Matthews, A. Winter, Localization and its consequences for quantum walk algorithms and quantum communication, Phys.
Rev. A 76 (2007) 012315.
[21] L. Sansoni, F. Sciarrino, G. Vallone, P. Mataloni, A. Crespi, R. Ramponi, R. Osellame, Two-particle bosonic-Fermionic quantum walk via integrated photonics,
Phys. Rev. Lett. 108 (2012) 010502.
[22] P.M. Preiss, R. Ma, M.E. Tai, A. Lukin, M. Rispoli, P. Zupancic, Y. Lahini, R. Islam, M. Greiner, Strongly correlated quantum walks in optical lattices,
Science 347 (6227) (2015) 1229-1233.
[23] G. Corrielli, A. Crespi, G. Della Valle, S. Longhi, R. Osellame, Fractional Bloch oscillations in photonic lattices, Nature Commun. 4 (1) (2013) 1555.
[24] W. Zhang, H. Yuan, H. Wang, F. Di, N. Sun, X. Zheng, H. Sun, X. Zhang, Observation of Bloch oscillations dominated by effective anyonic particle statistics,
Nature Commun. 13 (1) (2022) 2392.
[25] W.S. Dias, E.M. Nascimento, M.L. Lyra, F.A.B.F. de Moura, Frequency doubling of Bloch oscillations for interacting electrons in a static electric field, Phys.
Rev. B 76 (2007) 155124.
[26] A. Ahlbrecht, A. Alberti, D. Meschede, V.B. Scholz, A.H. Werner, R.F. Werner, Molecular binding in interacting quantum walks, New J. Phys. 14 (7) (2012)
073050.
[27] A. Bisio, G.M. D’Ariano, P. Perinotti, A. Tosini, Thirring quantum cellular automaton, Phys. Rev. A 97 (2018) 032132.
[28] A. Bisio, G.M. D’Ariano, N. Mosco, P. Perinotti, A. Tosini, Solutions of a two-particle interacting quantum walk, Entropy 20 (6) (2018).
[29] R. Khomeriki, D.O. Krimer, M. Haque, S. Flach, Interaction-induced fractional Bloch and tunneling oscillations, Phys. Rev. A 81 (2010) 065601.
[30] X. Cai, H. Yang, H.-L. Shi, C. Lee, N. Andrei, X.-W. Guan, Multiparticle quantum walks and Fisher information in one-dimensional lattices, Phys. Rev.
Lett. 127 (2021) 100406.
[31] M.K. Giri, S. Mondal, B.P. Das, T. Mishra, Signatures of nontrivial pairing in the quantum walk of two-component bosons, Phys. Rev. Lett. 129 (2022)
050601.
[32] S. Sarkar, T. Sowiriski, Correlations in few two-component quantum walkers on a tilted lattice, Phys. Rev. A 102 (2020) 043326.
[33] C.H. Greene, P. Giannakeas, J. Pérez-Rios, Universal few-body physics and cluster formation, Rev. Modern Phys. 89 (2017) 035006.
[34] M. Ganahl, E. Rabel, F.H.L. Essler, H.G. Evertz, Observation of complex bound states in the spin-1/2 heisenberg X X Z chain using local quantum quenches,
Phys. Rev. Lett. 108 (2012) 077206.



M.F.V. Oliveira et al. Physica A: Statistical Mechanics and its Applications 640 (2024) 129697

[35]

[36]
[37]
[38]
[39]
[40]

[41]
[42]
[43]

[44]

[45]

[46]

[47]
[48]
[49]
[50]
[51]

[52]
[53]

[54]

A. Morvan, T.I. Andersen, X. Mi, C. Neill, A. Petukhov, K. Kechedzhi, D.A. Abanin, A. Michailidis, R. Acharya, F. Arute, K. Arya, A. Asfaw, J. Atalaya,
J.C. Bardin, J. Basso, A. Bengtsson, G. Bortoli, A. Bourassa, J. Bovaird, L. Brill, M. Broughton, B.B. Buckley, D.A. Buell, T. Burger, B. Burkett, N. Bushnell,
Z. Chen, B. Chiaro, R. Collins, P. Conner, W. Courtney, A.L. Crook, B. Curtin, D.M. Debroy, A. Del Toro Barba, S. Demura, A. Dunsworth, D. Eppens, C.
Erickson, L. Faoro, E. Farhi, R. Fatemi, L. Flores Burgos, E. Forati, A.G. Fowler, B. Foxen, W. Giang, C. Gidney, D. Gilboa, M. Giustina, A. Grajales Dau,
J.A. Gross, S. Habegger, M.C. Hamilton, M.P. Harrigan, S.D. Harrington, M. Hoffmann, S. Hong, T. Huang, A. Huff, W.J. Huggins, S.V. Isakov, J. Iveland, E.
Jeffrey, Z. Jiang, C. Jones, P. Juhas, D. Kafri, T. Khattar, M. Khezri, M. Kieferova, S. Kim, A.Y. Kitaev, P.V. Klimov, A.R. Klots, A.N. Korotkov, F. Kostritsa,
J.M. Kreikebaum, D. Landhuis, P. Laptev, K.-M. Lau, L. Laws, J. Lee, K.W. Lee, B.J. Lester, A.T. Lill, W. Liu, A. Locharla, F. Malone, O. Martin, J.R. McClean,
M. McEwen, B. Meurer Costa, K.C. Miao, M. Mohseni, S. Montazeri, E. Mount, W. Mruczkiewicz, O. Naaman, M. Neeley, A. Nersisyan, M. Newman, A.
Nguyen, M. Nguyen, M.Y. Niu, T.E. O’Brien, R. Olenewa, A. Opremcak, R. Potter, C. Quintana, N.C. Rubin, N. Saei, D. Sank, K. Sankaragomathi, K.J.
Satzinger, H.F. Schurkus, C. Schuster, M.J. Shearn, A. Shorter, V. Shvarts, J. Skruzny, W.C. Smith, D. Strain, G. Sterling, Y. Su, M. Szalay, A. Torres, G.
Vidal, B. Villalonga, C. Vollgraff-Heidweiller, T. White, C. Xing, Z. Yao, P. Yeh, J. Yoo, A. Zalcman, Y. Zhang, N. Zhu, H. Neven, D. Bacon, J. Hilton,
E. Lucero, R. Babbush, S. Boixo, A. Megrant, J. Kelly, Y. Chen, V. Smelyanskiy, I. Aleiner, L.B. Ioffe, P. Roushan, Formation of robust bound states of
interacting microwave photons, Nature 612 (7939) (2022) 240-245.

S.-J. Gu, S.-S. Deng, Y.-Q. Li, H.-Q. Lin, Entanglement and quantum phase transition in the extended hubbard model, Phys. Rev. Lett. 93 (2004) 086402.
J. Kempe, Quantum random walks: An introductory overview, Contemp. Phys. 44 (4) (2003) 307-327.

O. Miilken, A. Blumen, Continuous-time quantum walks: Models for coherent transport on complex networks, Phys. Rep. 502 (2) (2011) 37-87.

S.E. Venegas-Andraca, Quantum walks: a comprehensive review, Quantum Inf. Process. 11 (5) (2012) 1015-1106.

M. Gong, S. Wang, C. Zha, M.-C. Chen, H.-L. Huang, Y. Wu, Q. Zhu, Y. Zhao, S. Li, S. Guo, H. Qian, Y. Ye, F. Chen, C. Ying, J. Yu, D. Fan, D. Wu, H.
Su, H. Deng, H. Rong, K. Zhang, S. Cao, J. Lin, Y. Xu, L. Sun, C. Guo, N. Li, F. Liang, V.M. Bastidas, K. Nemoto, W.J. Munro, Y.-H. Huo, C.-Y. Lu, C.-Z.
Peng, X. Zhu, J.-W. Pan, Quantum walks on a programmable two-dimensional 62-qubit superconducting processor, Science 372 (6545) (2021) 948-952.

Y. Aharonov, L. Davidovich, N. Zagury, Quantum random walks, Phys. Rev. A 48 (1993) 1687-1690.

E. Farhi, S. Gutmann, Quantum computation and decision trees, Phys. Rev. A 58 (1998) 915-928.

F. Schifer, T. Fukuhara, S. Sugawa, Y. Takasu, Y. Takahashi, Tools for quantum simulation with ultracold atoms in optical lattices, Nat. Rev. Phys. 2 (8)
(2020) 411-425.

Z. Yan, Y.-R. Zhang, M. Gong, Y. Wu, Y. Zheng, S. Li, C. Wang, F. Liang, J. Lin, Y. Xu, C. Guo, L. Sun, C.-Z. Peng, K. Xia, H. Deng, H. Rong, J.Q. You,
F. Nori, H. Fan, X. Zhu, J.-W. Pan, Strongly correlated quantum walks with a 12-qubit superconducting processor, Science 364 (6442) (2019) 753-756.

Y. Ye, Z.-Y. Ge, Y. Wu, S. Wang, M. Gong, Y.-R. Zhang, Q. Zhu, R. Yang, S. Li, F. Liang, J. Lin, Y. Xu, C. Guo, L. Sun, C. Cheng, N. Ma, Z.Y. Meng,
H. Deng, H. Rong, C.-Y. Lu, C.-Z. Peng, H. Fan, X. Zhu, J.-W. Pan, Propagation and localization of collective excitations on a 24-qubit superconducting
processor, Phys. Rev. Lett. 123 (2019) 050502.

R. Morandotti, U. Peschel, J.S. Aitchison, H.S. Eisenberg, Y. Silberberg, Experimental observation of linear and nonlinear optical Bloch oscillations, Phys.
Rev. Lett. 83 (1999) 4756-4759.

F. Dominguez-Adame, Beyond the semiclassical description of Bloch oscillations, Eur. J. Phys. 31 (3) (2010) 639.

D. Bohm, D. Pines, A collective description of electron interactions: IIl. Coulomb interactions in a degenerate electron gas, Phys. Rev. 92 (1953) 609-625.
F. Bloch, Uber die Quantenmechanik der Elektronen in Kristallgittern, Z. Phys. 52 (7) (1929) 555-600.

D.H. Dunlap, V.M. Kenkre, Dynamic localization of a charged particle moving under the influence of an electric field, Phys. Rev. B 34 (1986) 3625-3633.
A. Peixoto, W. Dias, The role of on-site and nearest-neighbor interactions in the correlated two-particles quantum walk, Solid State Commun. 242 (2016)
68-73.

J. Hubbard, B.H. Flowers, Electron correlations in narrow energy bands, Proc. R. Soc. Lond. Ser. A. 276 (1365) (1963) 238-257.

H. Sun, B. Yang, H.-Y. Wang, Z.-Y. Zhou, G.-X. Su, H.-N. Dai, Z.-S. Yuan, J.-W. Pan, Realization of a bosonic antiferromagnet, Nat. Phys. 17 (9) (2021)
990-994.

S. Longhi, Photonic Bloch oscillations of correlated particles, Opt. Lett. 36 (16) (2011) 3248-3250.

10



139

ANEXO B . Artigo: Propriedades do par

elétron-rede em cadeias com interacao cubica.



International Journal of Modern Physics C [} . .
World Scientific
Vol. 34, No. 11 (2023) 2350153 (14 pages) \\ie T Ie COr

(© World Scientific Publishing Company
DOI: 10.1142/S012918312350153X

Electron—lattice pair properties in chains
with cubic interaction

M. S. S. Junior*, M. O. Salest and F. A. B. F. de Moura*#

*Instituto de Fisica, Universidade Federal de Alagoas,
Maceid, Alagoas 57072-970, Brazil

tTIFMA Campus Séo Jodo dos Patos,
Rua Padre Santiago, s/n, Centro, Sao Jodo dos Patos,
Maranhao 65665-000, Brazil
Hidelis@fis.ufal. br

Received 5 July 2022
Accepted 31 March 2023
Published 6 May 2023

In this paper, we investigate the one-electron propagation in a nonlinear chain with
electron—lattice interaction. The model contains standard cubic nonlinear terms, and
we introduce the coupling between the electron and the lattice through the hopping
distribution. We solve the coupled equation set to electron and lattice and calculate
the electronic position as a function of time. We provide a detailed investigation of the
electron and lattice dynamics for a wide range of electron—lattice coupling intensities.
Our results demonstrate that depending on the initial condition we consider and the
intensity of the electron—lattice interaction, we can obtain (or not) an electron—phonon
pair formation. Our results reveal that, depending on the initial velocity of the lattice
and the degree of electron—lattice term, we can observe a repulsion between electron and
lattice deformations.

Keywords: Localization; electron—lattice; nonlinear.

1. Introduction

The electronic-phonon phenomenology attracted a great attention in the last
years.! 3% Within the context of one electron in a one-dimensional tight-binding
Hamiltonian, one of the most relevant contributions was the Su, Schrieffer and
Heeger (SSH) model.® Within the SSH framework, off-diagonal terms are directed
dependents on the lattice vibrations. By using an atom-optics setup, an experimen-
tal quantum simulation of this model was provided.”

Other interesting works were done by Davydov.?* 3 The Davydov formalism
describes the interaction of exciton modes related to the amide-I excitation with

fCorresponding author.
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the lattice phonons. It was pointed out that the possibility of the electron—lattice
coupling provides electronic propagation. Within the context of nonlinear lattices,
a wide collection of works had been showed in the past.?!*4975% Velarde pointed out
the possibility of electronic transport mediated by solectrons (a “quasi-particle”
originated from the coupling between self-trapped states and nonlinear solitons).
Based on this theory, the electronic transport mediated by this electron—soliton phe-
nomenology has been investigated in several two-dimensional anharmonic lattices,
particularly in a square lattice similar to the “cuprate” lattice.?°

In Ref. 55, an experimental study of tunneling dynamics was carried out on a
sub-nanosecond time scale. Surface acoustic waves (SAWs) were used to generate
dynamic quantum dots in a one-dimensional channel, in which these dots transport
one electron each at SAW velocity. In Ref. 56, the time evolution of a single elec-
tron wave function was studied using moving quantum dots defined by SAW. As the
bandwidth limits the coherent dynamics of the system, a procedure was proposed
to overcome this. Quantum dots travel through a static potential and different
confinement regions, causing electrons to be excited in a superposition of state.
It was investigated experimentally by electron transport correlated with the aid
of a SAW in almost one-dimensional channels.?” These electrons were transported
through three micron-separated channels formed in a heterostructure. The SAW
traps electrons and leads them into two depleted channels connected to an open
ballistic channel. In Ref. 58, it was demonstrated experimentally using a source and
detector of a single electron propagating in isolation from the other electrons in a
one-dimensional channel. This channel was placed between two quantum dots, and
a SAW transported this electron through the channel with a velocity 3 pymmns™!.
The emission and reception efficiencies are 96% and 92%, respectively. In Ref. 59,
the authors move a single electron along a channel using a SAW. In Ref. 60, the
authors perform an exciting experiment in graphene under a SAWs effect on a
piezoelectric surface. They demonstrate the existence of an acoustoelectric current
crossing the graphene structure. In Ref. 61, it was experimentally demonstrated
that in semiconductor heterostructures such as GaAs/AlGaAs, the electronic prop-
agation between distant quantum dots can be obtained using SAW. They obtain
a single-shot transfer with an efficiency of 99%. In Ref. 62, an experimental study
was carried out for the generation of single photons, without using quantum dots.
They transported a single electron at a minimum potential of a SAW to a region of
holes to form an exciton. In Ref. 63, the dynamics of electrons between two coupled
wires under the effect of SAW was investigated in detail. They prove that coherent
tunneling occurs when the electrostatic potential generated by the SAW is specially
aligned between the two coupled wires. In Ref. 64, an experimental analysis of a
SAW waveguide in lithium niobate (LiNbOg3) was carried out from a line defect
within a triangular photonic lattice. The SAW mode involves extensive bandwidth
and demonstrates isolation in the lateral direction in such a waveguide.

In this work, we describe the electron—lattice pair formation in models with
cubic nonlinearity. The problem of a one electron moving in a Fermi—Pasta—Ulam
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chain was investigated in the past®® however, a more detailed description of the
possibility of electron—soliton propagation was not done. Here we investigate the
occurrence of the electron—lattice pair and its dependence on the initial condition
and the electron—phonon interaction. Our results demonstrate the optimal con-
dition to obtain the electronic dynamics controlled by the solitonic propagation.
We also investigate the amount of the wave function that the lattice deformation
can capture and its dependence on the initial condition and electron—lattice cou-
pling. Our calculations indicate that the occurrence of electron—soliton pairs is a
rare phenomenon. The electron wave function and the lattice’s deformation remain
separated even for intense electron—lattice interaction.

2. Model

We investigate the propagation of a one electron in a chain with N masses. We can
write the electronic tight-binding Hamiltonian as follows:

H. = Z VJ',j—f—l(C;+1Cj + C;Cj+1)» (1)
J

where the operators c} and c; are the creation and annihilation operators for the

electron at site j. Vj ;11 represents the electron’s kinetic energy (the hopping term)
that depends on the distance between two consecutive masses. In our model, we
have V; j11 = —[1 — a(Qj+1 — Q;)].® The quantity @Q; represents the displacement
of the mass at site (j) from its equilibrium position. «a is a tunable parameter
that determines the electron-lattice coupling strength. The lattice dynamics will
be obtained by considering that the chain is a Fermi-Pasta—Ulam chain with N
masses with classical Hamiltonian given by®3

Hp = Z {% + i[(QjJrl - Q) +(Q; — le)z]}

+ Z {é[(QjH - Q)%+ (Q; — Qj—1)3]} : (2)

We emphasize that all masses are equal to unit (m; = 1). P; represents the
momentum the jth mass. The lattice equation can be written as —% = a;(t)
J
where

a;(t) = (Qjr1 — Q) — (@5 — Q1)) + [(Qj11 — Q) — (@) — Qj-1)7]

*

—af{(cj¢5 +ejpach) — (Ciejo1 +eici_y)} (3)

The time-dependent wave function [®(t)) = >_;¢;(t)[j) will be obtained by
numerical solution of the time-dependent Schrodinger. We consider the electron
initially localized at site N/2, i.e. [®(t = 0)) = >, ¢;(t = 0)|j) where ¢;(t = 0) =

d;,n/2- The Wannier amplitudes evolve in time according to the time-dependent
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Schrédinger equation as (h = 1)

de;(t)

1= = [l = a@ji1 = Qlejr(t) — [1 - @) = Qy-1)ej1 (). (4)

The classical equation was solved by using a standard Verlet velocity formalism.
The position at time At is given by Q,;(t = At) =~ Q;(t = 0) + P;(t = 0)(At) +
[(At)?/2]aj(t = 0). The momentum at time At is given by Pj(t = At) ~ P;(t =
0)+ (At/2)(a;(t = 0)+a;(t = At)). We emphasize that for initial times, the lattice
position and velocity were considered such as Q;(t = 0) = 0 and P; = vgd; /2.

65

In this kind of initial condition, i.e. an initial impulse excitation, we can excite
the nonlinear solitonic modes that this cubic model can exhibit.>® The electron
dynamics equations (Eq. (4)) were solved numerically by using a high-order method
based on the Taylor expansion®® of the evolution operator U (At) = exp (—i H.At) =

1+>0 (_”57‘;&)[ where H, is the one-electron Hamiltonian. The wave function at
time At is given by |®(At)) = U(At)|®(t = 0)). This combined method (Verlet +
Taylor) can be used recursively to obtain the displacement, momentum and the wave
function at time t. The following results were taken by using At = 2x 1073 and n, =
10. Our analysis will be done by following the electron and the lattice deformation
propagation along the chain. The electronic propagation can be analyzed by using
the quantity n. defined as follows:

ne =y (i = N/2)le; ()] ()

j
We compute the electronic velocity (V) by using a linear fitting of the curve n, x t.

The lattice deformation will be analyzed using an effective probability of deforma-
tions II; defined as follows:

Hj:Aj/ZAj, (6)

where A; = (1 — e~(€i=Qi-1))2_ The centroid of the deformation wave’s (ny) can
be obtained as follows:

nL =Y (j — N/2)II;. (7)

J

We obtain the propagation velocity of the lattice deformations (V1) following a
similar way as was used for finding V. (i.e. a linear fitting of the curve ny, X t).

3. Results

We show our results about the electron—lattice dynamics within this cubic nonlinear
model. We emphasize that we solve the model considering a chain with N = 10°
sites. However, we have used the self-expanded trick to speed up the calculation.
Therefore, we start our calculations in a small fraction of the chain around the
center of chain (with size Ny = 200). Whenever the electron wave function (or
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Fig. 1. Velocity of the electron (V¢) and the lattice (V) vs the electron—lattice coupling. The
initial lattice velocity was vg = —0.5 upto —1.5.

the lattice vibrations) arrives at the boundary of this segment, we increase the
value of Ny. We stress that we consider the electron initially localized at site N/2,
iLe. [®(t =0)) = >, c;(t = 0)]j) where ¢;j(t = 0) = J; n/2. The initial condition
considered for the lattice was Q;(t = 0) = 0 and P; = vgd; n/o. In Fig. 1, we
plot the velocity of the electron and the lattice vs the electron—lattice coupling.
We calculate V. and V}, following the same procedure: we calculate curves of n,
vs t (and nyz vs t); using these curves, we applied a linear fitting to calculate V,
and Vr, respectively. We emphasize that the curves of n. and ny were considered
from ¢ = 0 upto t,, (with ¢,, > 10% time units). The initial lattice velocity was
vo = 0.5 upto 1.5. By analyzing these results, we can see that the lattice deformation
kept its velocity roughly independent of the electron—lattice interaction. Moreover,
we observe that the magnitude of the lattice’s velocity exhibits some dependence
on the initial velocity.?* This phenomenology is directly dependent of the kind of
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nonlinearity we have considered in our model.?* Chains with cubic nonlinearity that
were started with initial impulse excitation promote the appearance of a nonlinear
stable solitonic mode.?® This soliton mode travels along the chain with velocity
roughly constant (independent of the electron—lattice coupling). Therefore, the solid
line obtained in our calculations indicates precisely this solitonic mode’s presence.
On another side, the dotted line indicates the electronic velocity and its dependence
on the electron—lattice interaction. We can see that the electronic dynamics strongly
depend on the value of o and the initial lattice velocity. We can see that the electron
and the lattice dynamics exhibit distinct velocities for a wide range of values of «
and vg. We observe that a good concordance between V, and V, was obtained only
for v9 = 1 and some values of a (for a about [24-30], [45-50] and [65-70]). In
general, for a wide range of values of «, our calculations indicate that the electron
and the lattice solitonic mode travel with distinct velocities. In Fig. 2, we plot the
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Fig. 2. Velocity of the electron (V¢) and the lattice (V) vs the electron—lattice coupling. The
initial lattice velocity was vg = —0.5 upto —1.5.
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same results as in Fig. 1 considering the initial lattice velocity with same values
as in Fig. 1 however with opposite signal. The results in Fig. 2 are qualitatively
similar to those shown in Fig. 1. For a wide range of values of a;, we can see that
the electron wave function and the lattice’s vibrations remain roughly separated.
For some specifics ranges of «, we observe that V, and V}, have relative values (thus
suggesting that both excitation are close). We also observe in Fig. 2 that the signal
of velocities V. and V7, is inverted in comparison with those results in Fig. 1. It is a
direct consequence of the initial velocity vy we consider.?* The solitonic excitation’s
velocity depends on the initial impulse’s magnitude and signal.

In Figs. 3 and 4, we show the normalized distance between the electron and the
lattice’s deformation D, 1,/ D,,. We emphasize that D, 1, = |ne(t)—nr(t)|i~t,, (with
tm > 10* time units). The quantity D,, represents the maximum value of D, r.
In good agreement with the previous results shown in Figs. 1 and 2, the electron
and the lattice’s deformations remain separated for a wide range of values of a.
For regions where V. and V, are close, we obtain a small (almost zero) normalized
distance D 1, /D,,. We also observe that, qualitatively, these results are roughly
the same, independent of the signal and magnitude of the initial velocity vg. Our

0.8

£0.6

/D

&
A 04

0.2

0 20 40 60 80 100

Fig. 3. Normalized distance between the electron and the lattice’s deformation vs the electron—
lattice interaction. The initial lattice velocity was vg = 0.5 upto 1.5.
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Fig. 4. Normalized distance between the electron and the lattice’s deformation vs the electron—
lattice interaction. The initial lattice velocity was vgp = —0.5 upto —1.5.

calculations in these four previous pictures indeed suggest that the electron—lattice
pair can exist only for some specific small intervals. For the most values of «, our
results suggest that the electron wave function and the lattice deformation are kept
separate. In Fig. 5, we show some details about the hopping distribution along the
time and space for a = 5 and a = 25 (we considered vy = 1). We emphasize that in
both cases (v = 5 and 25) there is a solitonic mode with velocity roughly constant
independent of o. For small «, the hopping distribution is about —1 in most parts
of the chain, and, in a tiny region of the lattice, the hopping intensity shows a little
growth. For o« = 25, we can observe again (see Fig. 5) a hopping profile in the plane
t,n similar to that obtained for a = 5. The difference now is the magnitude of
the hopping peak (almost 10 times larger than the case with a = 5). It is a direct
consequence of the magnitude of the electron—lattice coupling. This region in which
the hopping increases is exactly the position of solitonic deformation. Therefore, the
solitonic deformation promotes the appearance of this hopping profile. This kind
of “hopping wave” promotes the trapping of a finite fraction of the wave function.
However, the amount of the wave function trapped by the “hopping profile” depends
on the value of a and also vg. In Fig. 6, we can see the fraction of the wave
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n

Fig. 5. The hopping parameter Vj j41 vs t and n for « =5 and a = 25 (we considered vy = 1).
We emphasize that the position n = j — N/2 = 0 here represents the center of chain.
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Fig. 6. The fraction of the wave function (Fmax = [|¢;(t & tm)|?]max) trapped by the solitonic
lattice’s deformation vs the electron—lattice interaction.
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function (Fpax = [|¢j(t & tm)|?Jmax) vs the electron-lattice coupling a. We can
see, for example, that, for vop = 1, the value of Fi,.x(a = 5) is much smaller than
Fax (o = 25). If you compare the figures of Fi,ax for vg = 0.5 upto 1.5 we can see
that the case with vg = 1 is the largest. For example, for vg = 1 and « within [24—
30], we can see that the hopping profile can capture about 40% of the wave function.
It is the key ingredient behind the results shown in Figs. 1 and 3. We emphasize
that, for these parameters, we have obtained V., ~ V7, and the normalized distance
D, 1./D,, almost zero. By another side, for vp = 1 and «a ~ 10 our calculations in
Figs. 1 and 3 indicate that V. and V}, are completely distinct and the normalized
distance it was maximum. These results suggest a repulsion between the electron
and the lattice’s deformation. By analyzing the calculations for F,.x for this case,
we can see that the lattice’s deformation was unable to trap a fraction of the wave
function (i.e. Fpax(a = 10,v9 = 1) ~ 0). Therefore, based on Figs. 5 and 6,
we can conclude that for o < 20 the hopping distribution within the chain is,
in general, unable to capture a dominant fraction of the electronic wave function.
For a > 20, depending on the value of vy, it is possible to promote the electron—
lattice pair formation. In general, for those intervals in which that V. ~ Vi and
D /Dy, — 0, the fraction Fj,ax of the electronic wave function captured by the
lattice’s deformation was pretty big. Our calculations reveal that when V., ~ Vj,
and D, 1,/D,, — 0, the lattice’s deformation trapped at least 30% of the initial
wave-packet. Depending on the value of vy and «, about 50% of the electronic state
was kept around the solitonic pulse.

Before concluding our work, we briefly discuss our calculations’ dependence on
the initial electronic condition. We will analyze the electron—soliton dynamics con-
sidering another initial one-electron state as, for example, |®(t = 0)) = > ¢;(t =
0)|7) where ¢;(t = 0) = J; n/2—50. Therefore, at the same instant (t = 0) the clas-
sical lattice is excited using Q;(t = 0) = 0 and P; = §; n/o and the electron is
fully localized 50 sites distant from the center of the chain. Therefore, the electron
will spread freely around the initial position for initial times while the solitonic
mode propagates to the left side. To illustrate the electronic dynamics, we plot in
Figs. 7(a) and 7(b), |c,|? vs t and n = j — N/2. We emphasize that the position
n = j—N/2 = 0 represents the center of the chain. In the absence of electron—soliton
interaction (o = 0), the electron wave packet will spread ballistically until the chain
boundary (see Fig. 7(a)). In the presence of electron—soliton coupling (o = 1), the
electron initially spreads within the chain; however, after the solitonic mode meets
the electron, the wave packet is swept away to the left side (see Fig. 7(b)). In
Fig. 7(c), we can see the effect of the electron—soliton meeting on the electronic
position along the time. For initial times, the electron centroid remains fixed at
about —50 (the n. = 0 represents the center of the chain; therefore, n, = —50
is precisely the position we have initially localized the electron). For ¢ ~ 25, the
solitonic mode meets the electron and drags it to the left (see Fig. 7(c)). We can
observe that, for a = 1, the velocity of the lattice deformation and the electronic
wave packet is roughly the same. We also observe in Fig. 7(d) that for a = 1
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Fig. 7. Electron—soliton dynamics considering the initial one-electron state as |®(t = 0)) =
Zj cj(t = 0)|j) where c;(t = 0) = J; n/2-50- The classical lattice is excited using Q;(t = 0) =0
and Pj =8, n/2- (a) |en]® vs t and n = j — N/2 for o = 0. The electron wave packet will spread
ballistically until the chain boundary. (b) The same in (a) for e = 1; The electron initially spreads
around the initial position; for time ¢ & 25, the solitonic mode meets the electron, and most part
of the electronic wave packet is pushed to the left side. (¢) The electron and the lattice position
vs time for o = 1. (d) Normalized distance between the electron and the lattice’s deformation vs
the electron-lattice interaction.

the normalized distance between soliton and electron is small, thus suggesting the
existence of an electron—soliton pair. Therefore, for this new initial condition, our
results are qualitatively similar. Whenever the solitonic excitation meets a wide (or
broad) electronic wave packet, it is still possible to establish an electron—solitonic
excitation and effectively control the electron propagation.

4. Summary and Final Statement

We investigate the problem of electronic dynamics in a chain with cubic nonlinearity.
We solved the Schrodinger equation by using a Taylor procedure. We used Verlet
velocity formalism to solve the lattice’s dynamics. Using this numerical formalism,
we describe the electron—lattice pair formation and its particularities in detail. Here
we investigate the possibility of the electron—lattice pair and its dependence on
the initial lattice’s velocity and the electron—lattice coupling. Our results indicate
the necessary condition to promote the electron—soliton dynamics. We discuss the
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fraction of the electronic wave function captured by the lattice’s deformations. We
investigate the electronic hopping vs time and chain position. We have shown that
for strong electron—lattice interaction, the hopping profile exhibits an intense peak
that facilitates the electron controls. Our results demonstrate that the electron—
soliton pairs occur for some specific values of a and vy. Therefore, our calculations
indicate that the phenomenology of electron—soliton propagation is a rare effect. To
obtain a cooperative dynamics profile evolving the electron and solitonic pulse close
with the same velocity, we need to adjust vy and « within specific small intervals.
We hope our work stimulates further investigation of electron—soliton dynamics in
solid-state systems.
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Magnon-lattice propagation in a Morse chain:
the role played by the spin-lattice interaction
and the initial condition

MARCONI SILVA SANTOS JUNIOR, MESSIAS DE OLIVEIRA SALES &
FRANCISCO ANACLETO BARROS FIDELIS DE MOURA

Abstract: Our research focuses on studying magnon dynamics in a Morse lattice. We used
a Heisenberg Hamiltonian to represent the spins while a Morse formalism governed the
lattice deformations. The strength of the spin-spin interaction depended on the distance
between neighboring spins, which followed an exponential pattern. We explored various
initial conditions for the lattice and spin wave function and observed how they affected
the magnon-lattice propagation. Additionally, we analyzed the impact of the parameter
that controlled the difference in time scales between spin and lattice deformation
propagation.

Key words: localization; disorder; Anderson localization; nonlinear lattice.

INTRODUCTION

The magnon dynamics under the effect of magnetoelastic coupling has attracted a high interest
Masciocchi et al. (2022), Chen et al. (2023), Luo et al. (2023), Gries et al. (2022), Cong et al. (2022),
Challali et al. (2023), Sun et al. (2022), Holanda et al. (2018), Xiong et al. (2017), Li et al. (2020), Hayashi
& Ando (2018), Weiler et al. (2012), Zhang et al. (2019, 2020), Sasaki et al. (2021), Mingran et al. (2020),
Morais et al. (2021), Sales et al. (2018, 2023). In ref. Chen et al. (2023) the authors investigate the magnon
propagation using a Boltzmann method framework which includes magnon-phonon interaction and
diverse scattering terms. They solved the effective equations and detailed some abnormal phenomena
observed in several experiments. Zhang et al. (2019) demonstrates that the magnon-phonon coupling
controls the thermal Hall effect on a ferromagnetic square lattice featuring Dzyaloshinskii-Moriya
interaction. Li et al. (2020) reported the existence of collective antiferromagnetic magnon-phonon
pair formation in an insulator Cr,0,. The results in ref. Hayashi & Ando (2018) indicate that the
magnon-phonon coupling could amplify spin pumping in a Pt/YIG bi-layer film. Mingran et al. (2020)
reported the first observation of the magneto-rotation coupling in a perpendicularly anisotropic
magnetic film. They also introduce the theoretical background. Sales et al. (2018) investigated the
magnon propagation in a Fermi-Pasta-Ulam. They studied the spin dynamics using a quantum
Heisenberg Hamiltonian with the ferromagnetic ground state. The magnon-lattice interaction was
introduced by considering the spin-spin interaction terms as a function of the distance between the
spins. Solving the dynamics equations, they demonstrated the existence of a magnon-soliton mode.

An Acad Bras Cienc (2023) 95(Suppl. 2)
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Morais et al. (2021) investigate the propagation of magnon states coupled to the harmonic modes of a
linear lattice. It was considered an adiabatic approximation to deduce an effective quantum equation
to describe the magnon dynamics. The authors demonstrate the existence of a self-trapping transition
to the magnon state. Sales et al. (2018), the dynamics of magnon-lattice it was considered by writing
the Heisenberg Hamiltonian in a nonlinear Morse chain. The authors demonstrate that the lattice
deformation embodies a finite fraction of the spin wave function in the robust spin-lattice coupling
regime, generating a mobile magnon-lattice excitation.

In this work, we revisit the problem of magnon dynamics in a Morse lattice. We designed the
spin-spin coupling using a Heisenberg model. The intensity of the spin-spin interaction fits an
exponential dependent on the distance between nearest-neighbor spins. This framework provides
an effective spin-lattice interaction, and a single tunable parameter controls the intensity of this
interaction. We will investigate the magnon-lattice dynamics considering a wide range of initial
conditions. Our calculations indicate that the magnon-lattice pair formation strongly depends on the
initial condition’s width. We will also investigate the dependence of the magnon-lattice propagations
as a function of the time-scales difference between spin and lattice propagation. Our results suggest
that magnon-lattice pair formation occurs for a small amount of magnon-lattice interaction as the
time scale difference increases.

MODEL

Our model is a quantum one-dimensional Heisenberg model with N spin 1/2 on a nonlinear Morse
chain. The spin-spin interaction is strongly dependent on the distance between nearest-neighbor
spins. The complete quantum Hamiltonian is given by Evangelou & Katsanos (1992), de Moura et al.

(2002):
N

Hg = - Z{]y,y+’|§y§y+1}' (1)
y=1

The interaction between spins y and y + 1 is given by Jyyar = Je o %X,) X, is the displacement of
spin y from it equilibrium position. We emphasize again that we are dealing with a one-dimensional
geometry. Therefore, without lattice vibrations, all spins are in equally spaced positions (in
equilibrium, the distance between nearest-neighbor spins is the lattice spacing, an adimensional
parameter [ = 1). However, our model will consider that the spins can move around their equilibrium
position. The spatial movement of the spins produces variations in the value of the spin-spin
interaction. Our model will consider that these variations follow this exponential dependence shown
earlier. The parameter a characterizes this exponential dependence within this formalism, thus
controlling the effective spin-lattice interaction. The lattice dynamics here will be governed by a Morse
potential represented by the classical Hamiltonian Hennig et al. (2007), Ikeda et al. (2007), de Lima &
de Cavalho (2012), Carrillo et al. (2013):

N|<R

H =

M= 1M

{1-exp[-(x,-x, )]} (2)
1

<
"
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Here, P, represents the particle moment at site y. We emphasize that we are using the dimensionless
representation considered in ref. Hennig et al. (2007). The time is scaled as t — wt, with w representing
the frequency of oscillations around the minimum of the Morse potential. The energy scale is
measured in units of the depth of the Morse potential Hennig et al. (2007). The magnon dynamics
is represented by the time-dependent Schrodinger equation for (A = 1) defined as Sales et al. (2018):

du (t)
i—— = Zllexp(-a(X,,, - X,)

dt
+ exp(-a(X, - X, )lu,(t)
- exp(-a(X, - X, ), (1)
- exp(—a(XW—Xy))uy+1(t)}. (3)

180 p
260 -130 On 130 260

Figure 1. The lattice deformation Z, versus t and n where n =y - N/2 = 0 represents the center of the chain.
Calculations were done forv, =1,0,=0.5,0,=0.5,T=10and a = 0,1,2,3

To clarify, we want to point out that the previous equations were written considering a
ferromagnetic ground state denoted as |0) and a set of kets represented by |y) = S;lO). Therefore, the
uy(t) value corresponds to the wave function amplitude associated with the spin deviation at position
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Figure 2. Magnon and lattice deformation velocities [V (black solid line) and V,(red dotted line)] versus a. We have
considered Vo=1,0,=0.5,0,=0.5and T =25upto15.

y. By utilizing the Hamilton formalism, we have derived the equations governing the dynamics of the
lattice:

2
d<X,

dt?

= {1-exp[-(X,,, - X lexp[-(X ; - X))]
- {1-exp[-(X, - X, ;) llexp[-(X, - X, ;)]

JO| _ax X ), s
- -1
5 ey (uyuy+u

a0 Xy

‘a(Xyﬂ_Xy)(u

*

y-1Uy-1)

- * + *
e Ju, U

* + *
Jerly +usu

uy+1 )

+ e y+1)

—a(X X ), * *
vy + .
(uy_1 u, uyuy_1)

_ e (4)
It's important to note that we changed the time scale in the previous equation by rescaling t to wt, with
w representing the frequency of oscillations around the minimum of the Morse potential Hennig et

al. (2007). This step is necessary to account for the difference in timescale between electron dynamics
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D/D

D/D

) versus a. Calculations

Figure 3. The normalized distante between the Magnon and the lattice deformation (D/D
done forv,=1,0,=0.5,0, =0.5and 7 =2.5up to 15.

max

Figure 4. The critical value a, versus T for g, = 0, = 0.5.

(which is faster) and lattice vibrations (which is slower) Hennig et al. (2007), Davydov (1991), Scott (1992).
To put it simply, this framework involves a factor T = J/(hAw) that multiplies the spin equation Hennig
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Figure 5. Magnon and lattice deformation velocities [V (black solid line) and V,(red dotted line)] versus a computed
usingv,=1,0,=0.5,0, =1andT=25upto 15.

et al. (2007), Davydov (1991), Scott (1992). In our work, we will use J = 0.1, which is in alignment
with previous research Hennig et al. (2007), Davydov (1991), Scott (1992), Korotin et al. (2015), Satija
et al. (1980), Hutchings et al. (1979), Kadota et al. (1967). The value of T will be adjustable, but in
previous works, it was typically chosen to be around 10 Hennig et al. (2007), Ranciaro-Neto & de
Moura (2016), Sales et al. (2018) due to potential differences in time scales between quantum and
classical propagation. However, we will explore the effects of varying T around this value. Our initial
conditions will be u (t = 0) = Ae VN2 (4og) Xt =0) =0 and Pt = 0) = e N2 1(40]) with A as a
normalization constant. We will use a Taylor procedure de Moura (2011) to solve the set of equations
3, and a standard second-order Verlet's like procedure Allen & Tildesley (1987), da Silva et al. (2019)
to solve the lattice dynamics. Our analysis will focus on magnon propagation and lattice deformation
dynamics along the chain, which can be observed using the quantity ng defined as Sales et al. (2018):

5= D (y-N/2)lu 0 (5)
y
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Figure 6. The normalized distante between the Magnon and the lattice deformation (D/D ) versus a computed for

v,=1,0,=050 =1andT=25upto15.

max

1.85- n

1.8 | | |

Figure 7. The critical value a_ versus Tfor g;=0.5and g, = 1.
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Figure 8. The velocities [V (black solid line) and V,(red dotted line)] versus a computed usingv, =1,05,=1,0, = 1
and T=2.5upto 15.

The lattice properties can be analyzed using the mean position of the lattice deformation defined as:

3y -N2N - eGP
e > [1- e W Hp ©

We want to emphasize that ng and n, represent the mean position of the spin-wave excitation and
the lattice deformation, respectively. These measurements generally are in units of lattice spacing
(ls = 1). Using these quantities, we can obtain the magnon and the lattice deformation velocities Vs
and V, using fittings of the curves ny x t and n, x t. We stress that here we will use a methodology
similar to that was used in the previous literature Hennig et al. (2007), Sales et al. (2018). We will
follow the propagation of the magnon and the lattice deformation to describe the existence (or not)
of magnon-lattice coupled movement. Generally, stable dynamics with ng = n, and Vg = V, indicate
the presence of magnon-lattice pair formation. The nonlinear Morse chain considered here contains
a solitonic mode propagation along the chain. We can see this solitonic mode by calculating the
lattice deformation Z, this quantity represents a generalized probability that deformation around

site y occurs. This is obtained by normalizing B, = (1 - %12 that is Z, = By/ Zy(By). We will plot
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Figure 9. The normalized distante between the Magnon and the lattice deformation (D/D,, ) versus a computed for
V,=10,=1,0,=TandT=25upto15.

35 ! 1

Figure 10. The critical value a_versus T for o5 = 0, = 1.
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Figure 11. a) The critical value a, versus v,;b) The magnon-soliton velocity V;, versus v,. Calculations were done for
0,=0,=1andT=10.

Z xtxnwheren =y-N/2(i.e, n = 0 represents the center of the chain). In fig. 1 we plot our results for
a=0,1,23,v,=10,=0.50 =0.5and 1 =10 We can see that independent of the value of q, the
lattice deformation exhibits a stable solitonic mode propagating along the chain. Therefore, the main
focus of our work is investigating the existence of a possible magnon-soliton pair formation and its
dependence on all tunable parameters.

RESULTS AND DISCUSSION

Our findings on the velocities Vg and V, in relation to a are presented below. We obtained V¢ and
V, through the linear fitting of the curves ny x t and n, x t. Our calculations of ng and n, suggest
that both quantities exhibit long-term linear behavior, consistent with the solitonic dynamics found
in references Sales et al. (2018). We performed these calculations using a time limit of t_ = 104,
The linear fitting was conducted using the last 20% of the complete time interval, roughly within the
time interval [8000, 10000]. We used a Taylor expansion up to the tenth order to solve the quantum
equations and a second-order Verlet-like method to solve the classical equations. We performed
our numerical procedure using a time step of At = 0.001. It is important to emphasize that this
method is faster than the Runge-Kutta formalism de Moura & Dominguez-Adame (2008) for this
type of problem. The initial condition was given by : u (t = 0) = Aey-NI2Y[(40g) X,(t = 0) = 0 and
Pt =0)= voe'(y""/z)zf(‘“’f). Here, A is a normalization constant, v, is a tunable parameter, and the
o, and g are larger than zero. We varied the parameter T within the interval [1,15]. We considering
initially vy = 1, o = 0.5, g, = 0.5 and several values of T. We show our results in figs. 2(a-d). We
emphasize that the curves indicate the velocities V (black solid line) and V, (red dotted line) versus a
for several values of T. To construct these curves, we calculate the dynamics of the spin and the lattice
for long times for several values of a and 1. We calculate the V¢ and V| curves versus a using a linear
fitting. We can see that V| is roughly independent of a. On another side, spin propagation strongly
depends on the spin-lattice interaction parameter a. Let us clarify this important matter in simpler
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terms. The lattice’s deformation is governed by eq. 4. We can see that when a is small, the nonlinear
Morse terms, i.e., the first two terms, dominate over the terms that depend directly on a and the wave
functions. Therefore, the soliton velocity remains roughly constant; however, when a increases, the
final terms become more significant and have a greater impact on the soliton propagation, causing a
slight increase in velocity. On a different note, the behavior of spin dynamics is dictated by equation 3,
which shows a significant dependence on the magnitude of a in both the diagonal (first term) and the
off-diagonal (last two terms). As such, it was indeed expected that the value of a would influence the
magnon’s velocity. By analyzing all curves for several of T we have considered, there is a matching of
the magnon’s and lattice's velocity (Vs = V,) for a specific value of a. This result suggests that for this
particular value of a, the magnon and the lattice deformation travel at the same velocity. We stress
that it is the first indication that magnon and lattice may move in a kind of "correlated propagation”
(like a magnon-lattice pair formation). We can also see that as the parameter T has increased, this
value of a in which the velocities are the same become smaller. To comprehend this phenomenon, we
need to emphasize that when Tincreases, the off-diagonal terms in the Schrodinger equation become
more effective. This results in a stronger coupling with the lattice deformation even for smaller values
of a.

We also calculate the long-time mean distance between the magnon and the lattice deformation.
The distance is defined as D = |n/(t —» o) - ng(t — oo)|. We emphasize that D represents also an
measurement of the possible existence of the magnon-soliton pair state. In general, bound states
exhibit a smaller value of intrinsic internal distances. The authors in ref. Dias et al. (2007) used this
kind of measure to detect the existence of electron-electron bound states in the low-dimensional
two-electron Hubbard model. We emphasize that we will plot (see figs. 3(a-d)) D/D__ versus a where

max
D__ represents the maximum of the distance between the magnon and the lattice position. We can

max
observe that for the same value of a in which that V, = V¢, we can see that D/D, = 0, i.e, the magnon
and the lattice position are close, thus suggesting the existence of magnon-lattice pair formation. We
can see that the critical value of a in which D/D, . = 0 is in good agreement with the critical value
found using the velocity curves versus a (see fig. 2). Therefore all measures of D/D, ., Vs, and V, are
topological quantities that characterize the propagation of the magnon and the lattice deformation.
Our calculations numerically demonstrate that for some specific values of a = a,, the distance D is
small, and the magnon and the lattice deformation travel at the same velocity. This result strongly

indicates a magnon-soliton pair formation for these special situations.

In fig. 4, we collect the critical value of a versus T. We stress that for a = a_ the system exhibits a
magnon-lattice pair formation, i.e., the magnetic excitation moves along with the lattice vibration and
at the same velocity. We emphasize again that the decreasing of a, with Tis a direct consequence of
the role played by T at the off-diagonal terms at eq. 3. As the T is increased, the effective off-diagonal
term also increases. Increasing the effective spin-spin interaction makes coupling between the spin
and the lattice deformations easier. In figures 5and 6 we consider again v, = 1 and change the values
of o5 and g, respectively to 0.5 and 1; we kept the same range of values of . We can observe that
the results are qualitatively the same obtained in figs. 2 and 3 i.e.: as the value of T is increased, the
magnon-lattice pair formation is obtained for a specific value of a = a.. We also obtained that as T
is increased a, decreases (see fig. 7). In figures 8 and 9, we show our results considering o; = 1and
o, = 1, and we kept the same range of values of T and v,. The results obtained are similar to those

An Acad Bras Cienc (2023) 95(Suppl. 2) €20230408 11| 15



MARCONI SILVA SANTOS JUNIOR et al. MAGNON-LATTICE PROPAGATION IN A MORSE CHAIN

in the previous figures. It appears that the magnon-lattice pair only exists when a equals the critical
value a.. This critical value decreases as T increases, as shown in figure 10.

To summarize the previous results, an initial vibrational Gaussian velocity pulse was introduced
into the lattice, and a finite amount of the initial energy propagated along the lattice through the
nonlinear solitonic mode. This behavior was observed by tracking the lattice position over time, with
our calculations indicating that a finite fraction of the initial energy remained trapped in a finite
region of the lattice. This localized pulse could travel along the lattice with a constant velocity of V,.
Additionally, the quantum equation was initialized using a Gaussian initial magnon wave packet, and
our calculations showed that the dominant wave packet exhibited a solitonic profile with a position
given by n¢(t) = V¢t. By computing Vs and V,, we numerically demonstrated that depending on the value
of magnon-lattice coupling, we could obtain a good indication of magnon-soliton pair formation. For
certain values of a = a,, our calculations indicated that ng = n, and V¢ = V,. In ref. Sales et al. (2018),
the possibility of magnon-soliton propagation in nonlinear lattices was demonstrated considering
localized initial states (i.e, 0, =0 = 0). However, we have discovered that broad initial conditions can
also lead to magnon-soliton propagation. The critical value for the occurrence of magnon-solitons
depends on the width of the initial conditions and the value of T. The parameter T measures the time
scale difference between the magnon and lattice deformation and acts as the intensity of the effective
spin-spin interaction within the quantum equations. This spin-spin interaction is also the key to the
magnon-lattice interaction. As T increases, the spin-lattice terms become stronger, making it easier to
promote magnon-soliton pair formation.

Before we finish our work, we need to examine how our results vary with the value of v,
Specifically, we want to see how the formation of magnon-soliton pairs is affected by the strength
of the initial impulse. To do this, we conducted many numerical experiments with different values of
v,, which allowed us to observe the signatures of magnon-soliton pairs. We discovered that within
the range of v, values between 1 and 10, a magnon-soliton pair exists when a equals a certain value,
denoted as a_. However, this critical value depends on the value of v, For instance, the results we
obtained for o = 0, = 1 and T = 10 (refer to fig. 11(a)) revealed that when v, is low (less than 3), the
critical value remains stable at around a, = 1.205, while for v, values greater than 3, the critical value
decreases by approximately half. This decrease in a, with increasing v, may seem counterintuitive,
but we believe it is mainly due to the intensity of the solitonic mode. As the initial impulse grows,
the soliton gains more intensity, resulting in an increased spin-lattice interaction that favors the
magnon-soliton pairing. Our calculations show that regardless of the values of 0, and g, the results
remain qualitatively the same. The velocity of the magnon-soliton pair (V) is also dependent on

o . 0. .
the initial velocity v,. In fig. 11(b), we observe that for small Vo, Vg, & v, Forvy > 3, Vg o vg 55(5). Itis
essential to note that the results shown in fig. 11 do not depend on the values of g,, o5, and 7. Generally,
as velocity increases, the solitonic mode becomes faster, resulting in a faster magnon-soliton pair.

SUMMARY AND CONCLUSIONS

Our research delves into the behavior of a single magnon state in a nonlinear Morse chain, considering
the magnon-lattice coupling through the Heisenberg spin-spin term that directly depends on the
spin positions. We begin with a Gaussian wave packet for the magnon state and a Gaussian impulse
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packet for the lattice. The velocity intensity and width of these initial Gaussian pulses are adjustable
parameters in our model. We also vary the time scales between the magnon and lattice dynamics. We
provide a detailed numerical analysis of how magnon-soliton pairs propagate and their dependence
on these parameters. Our findings reveal that magnon-soliton propagations are attainable for specific
values of the magnon-lattice interaction (called a_ in our model) and that this critical value is highly
reliant on the width of the initial Gaussian pulses. Our numerical calculations indicate that increasing
the velocity of the initial Gaussian pulse decreases the critical value of spin-lattice interaction
(a,). Furthermore, as the time difference between the magnon and lattice dynamics increases, the
intensity of magnon-lattice coupling needed to promote pair formations decreases. Overall, our study
underscores the importance of the initial conditions and the specifics of the magnon/lattice dynamics
in the existence of magnon-soliton pairs in nonlinear chains. We demonstrate that a time difference of
T 2 10 yields a more reliable existence of magnon-lattice coupling, consistent with previous research.
Our work is intended to inspire further research in this area.
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We investigate a one-dimensional spin—1/2 quantum Heisenberg model with disordered exchange couplings
and magnetic fields. The first features a correlated disorder obeying a power law spectrum of the form
S(k) « k=P. The magnetic fields are uniformly distributed random values. We numerically investigate the
competition between disorder and correlation in a protocol involving the state transfer of a magnon state
from one end of the chain to the other. The performance is measured via the transfer fidelity and end-to-end

concurrence between spins. We address the conditions for a state transfer protocol to occur with good fidelities
even in the presence of disorder.

1. Introduction

The dynamics of spin waves has attracted significant attention
over the past decade due to their promising applications in informa-
tion technology [1]. Spin waves are collective excitations of magnetic
moments in magnetic materials. Besides giving birth to rich physics
they offer an advantage over standard electronic transport in terms
of energy dissipation [2]. Recent experimental works explore the use
of magnons to control magnetic domain walls [3], form Bose-Einstein
condensates [4], carry out efficient transport [5], and so forth [1].

Given their properties, spin waves also meet applications in quan-
tum information processing [1,6]. Indeed, engineered spin chains have
been a standard to the design of quantum-state transfer protocols [7].
Short- to moderate-distance transmission have been shown to be feasi-
ble in spin chains with static parameters that run on the natural time
evolution of the system. As such, the topological profile of the system
is crucial for delivering the desired output [8]. Long-range interacting
spin chains have been investigated in [9,10]. In [10] the authors
reduced it to an effective, ideal two-spin system which is scalable
with the channel while keeping the interaction strength relatively high.
Other configurations include staggered spin—1/2 chains [11,12] that
display rich topological properties. Many-qubit quantum state transfer
has also been explored [13].

There is a variety of configurations one can envisage to precise the
speed, fidelity, and robustness of a qubit transfer [7,8,11,13-20]. One
particular scheme relies on a minimum engineering of the channel by
adjusting only the outer couplings [16,21]. Zwick et al. reported that
the weak-coupling regime is quite robust against static disorder [19].
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In Ref. [22], the authors showed that an inhomogeneous external field
can extend the range of parameters that allows for high-fidelity state
transfer in that class of spin chains.

Here we explore a 1D quantum Heisenberg spin—1/2 model fea-
turing disordered exchange couplings and nonuniform magnetic fields.
In particular, the spin-spin interaction assumes a correlated disorder
distribution with power law spectrum S(k) « k=%, with a tunable
exponent f and k being the modulation wave vector. It was showed that
correlated disorder can increase the quality of quantum state transfer
protocols compared to the uncorrelated case [23]. We thus set out to
investigate the interplay between disorder and correlations in a magnon
transfer protocol. The magnetic field within the channel takes indepen-
dent random values uniformly distributed in a given disorder width.
At both ends of the chain, the magnetic fields are tunable parameters.
These will be responsible for harnessing propagating magnon modes in
the spectrum. The quantum state transfer works by preparing a magnon
at one side of the chain, and letting it be reconstructed (as much as
possible) at the other side via the Hamiltonian time evolution. The
quality of the protocol can be measured by the transfer fidelity [7]
and end-to-end concurrence [24]. Our results indicate that the presence
of correlations in the disordered spin-spin coupling promotes good
transfer fidelities under weak magnetic fields.

2. Model and formalism

Let us consider a quantum Heisenberg model with N spin—1/2
particles that reside on a linear chain under the effect of a nonuniform
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magnetic field fln. The Hamiltonian reads [25,26]

N
H==3{J,S, Sy +H,-S,), €})
n=1
where J, are the exchange couplings connecting nearest-neighbor sites.
The magnon transfer protocol occurs between the first and last sites of
the chain (n = 1 and n = N) acting as sender and receiver, respectively.
The exchange coupling between each of them and the channel (sites 2
through N — 1) is set as J, = Jy_; = j,. Now, the exchange couplings
within the channel feature a kind of long-range correlated disorder [27]

& 2mnk
_ § —p/2
Jn—k=lk b/ COS(T +¢k)’ (2)

with ¢, being a random phase uniformly distributed in [0,2z]. The
series generated by the above formula is associated to the trace of a
fractional Brownian motion with power spectrum S(k) « k=% [25,271].

The exponent f is a tunable parameter to control the degree of
correlations. When g = 0, the couplings J, are uncorrelated obeying
a Gaussian distribution. For § > 0, long-range correlations set in and
modifies the localization profile of the modes. Indeed, in an Ander-
son model featuring only diagonal disorder it has long been known
that when g > 2, the series increments become persistent and it
culminates in a localization-delocalization transition of single-particle
eigenstates [27]. For the quantum Heisenberg model with disordered
long-range correlated couplings, de Moura et al. [25] reported a mobil-
ity edge at the vicinity of f = 1 [28] separating extended and localized
modes.

After generating the series according Eq. (2) we normalize the
distribution and further J, — [0.5tanh(J,) + J], where J = 1 sets our
energy scale. The nonuniform magnetic field within the channel are
random numbers uniformly distributed with a disorder width A, that is
H, € [-h/2,h/2] for n # 1, N. Here we restrict our analysis to case of
weak disorder 4 < J. The magnetic field acting on the outer spins is
fixed to H; = Hy = Egp.

Our computational basis is spanned by magnon states featuring a
single reversed spin at a given location n, |n) = S*|g), where |g) denotes
the ferromagnetic ground state. As such, an arbitrary superposition
at time ¢ reads |¢(t)) = Y, f,()|n). The time-dependent Schrédinger
equation is written as

df,
dt’
Therefore, the time evolution of the state is given by (7 = 1) |p(r)) =
e~ M|y (0)). All we need then is to perform a numerical diagonalization
of the Hamiltonian to obtain all eigenvectors |y;) = 3, c{ll) and
eigenvalues E;. Expanding the initial state in the eigenstate basis,
1) = X, A;lw;), with 4; = 3, £,(0)c], we get f,() = X, A;cpe™' 5.

A single-qubit state can be encoded in the first site of the spin
chain by preparing the input |¢(0)) = ¢ylg) + ¢;|1). The actual state
propagation takes place in the one-magnon subspace. Thus, a figure
of merit of the protocol must include the transition amplitude to the
other end of the chain fy (¢). Indeed, if we average the output fidelity
over all possible inputs {c,c;} (covering the whole Bloch sphere), we
obtain a monotonic function of such a quantity amplitude, the so-called
averaged fidelity

Fo =14 10

(Jn +Jp + 2I{n)fn - Jnfn+l - Jnflfnfl =2ih 3

/v ®F
3 cosé + 5
We set cosé = 1 which is equivalent to a proper local rotation at the
receiver’s site. Such a fidelity ranges between 1/2 and 1.

The role of the tunable outer couplings j, is to induce an effective
two-level dynamics between the outermost spins [16,21]. It happens
when j, <« J and there is enough symmetry within the channel
spectrum [8]. In other words, such a configuration can induce a pair of
bilocalized eigenstates at both edges of the chain |y*) = (|1)%|N))/ \/5
If this holds we expect pairwise entanglement to establish in between

@
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Rabi-like cycles. The concurrence [24] between the communicating
parties in the single-excitation subspace reads

CO =21/ nDI )

which goes from 0 (no entanglement) to 1 (maximum entanglement).

In the absence of disorder, weak coupling models deliver quantum
state transfer at time ¢ = j,/64, where 64 is the gap between the
bilocalized states [8,16,21]. This gap is typically small. A perturbative
approach yields 64 « jg [21]. The proportionality constant here is a
parameter that depends on the coupling profile of the channel [8].
For a uniform channel, it is simply 1/J. The disordered spin chain
addressed in this work features about the same order of magnitude. But
the fluctuations in the spectrum induced by the disorder will affect the
transfer time. Therefore, in our simulations we evaluate the maximum
fidelity F,,, and concurrence C, ., in a wide time window up to tJ =
109 (we shall omit J = 1 hereafter). This is more than compatible with
the values of j, employed here. All those quantities are further averaged
over many independent realizations of disorder.

3. Results

We emphasize that the quality of the quantum state transfer depends
both on the strength of j, and the nature of eigenstates populating
the channel spectrum. They are dramatically affected by the exponent
B [27]. To address the matter let us analyze the eigenstates of the
channel using the function d(E;) = N(|a;| — |b;]) which, for a given
eigenvalue £, |a;| and |b;| represent the maximum and the minimum
amplitudes, respectively. For extended states |a;| ~ |b;| rendering
d(E;) becomes smaller and roughly independent of N. For localized
eigenstates, d(E;) increases with N. Therefore, using this topological
measure we can detect extended modes throughout the spectrum.

By applying exact diagonalization to the disordered channel, we
display the function d = d(E) for § = 0,0.5,1.5,3, and many system
sizes in Fig. 1. For now we are taking h = 0, i.e., there is no external
magnetic field. We can see that when g > 1 all curves for E < 1 collapse
to a plateau. That is, the quantity does not depend on N, which is a
clear signature of extended magnon modes. For E > 1, we observe that
d(E) increases with N. This behavior indicates the presence of localized
modes. This sharp division is the result of strong long-range correlations
that set in as soon as g > 1 [25,28]. If p < 1, the system only exhibit
extended states in the vicinity of the uniform mode (E = 0). Next,
we address how a quantum state transfer protocol can take place by
harnessing propagating magnon modes.

We are now set to investigate the magnon transfer from one end
of the chain to the other. First, it is important that we tune the local
magnetic fields of sites 1 and N in resonance with a given energy of the
channel spectrum that supports extended states. We choose Egp = 0.5
in all simulations below.

In order to evaluate the input-averaged fidelity in Eq. (4), we set
an initial state with f,(r = 0) = 6, . Fig. 2 shows a histogram of the
maximum fidelity F,,, obtained in a time interval + € [0,10°] on a
chain with N = 60 sites, with the weak coupling j, = 0.01 and null
magnetic field 4~ = 0. At this point we want to highlight the role of
the long-range correlation alone. Many values of g is considered. When
B < 1, the probability distribution is wide, with high-fidelity transfers
being extremely rare. As discussed earlier, this is a consequence of the
absence of magnon extended modes around E = 0.5. Even if the time
evolution fails to deliver | fy| ~ 1 in that case, we point out to the fact
that the dynamics is still occurring almost exclusively in the subspace
spanned by |1) and | N) [21,23]. Their effective local energies, however,
is out of tune due to the spatial profile of localized states and the lack
of particle-hole symmetry in the spectrum of the channel [8]. Even
with the absence of the disordered magnetic field, the diagonal terms
of the Hamiltonian [Eq. (1)] involves a sum of exchange couplings J,
and J,_;, which are correlated random numbers. For g > 1 in Fig. 2,
the performance improves dramatically and even more so when g > 2.
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Fig. 1. Function d(E) versus energy E in the absence of the magnetic field (h = 0). For a given eigenvalue this quantity reads d(E;) = N(|a;| — |b;]), with |a;| (|;]) being the
largest (smallest) eigenfunction amplitude. Each panel depicts a different value of the correlation exponent f. Various system sizes are considered and each curve is averaged over

500 distinct disorder realizations.
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Fig. 2. Probability distribution of the maximum fidelity P(F,,,
tions are done considering N = 60, j, = 0.01, h =0, Egz = 0.5 and many values of f.
Data are obtained for 3000 independent disorder realizations.

) versus F, Calcula-

max*

Now, despite the presence of disorder, the vast majority of the samples
(about 35% out of 3000 independent disorder realizations) provides
fidelities above 0.95.

To see that the channel is barely populated during the realization of
the protocol provided that j, < 1, regardless of the outcome fidelity,
we evaluate F, Z:,V: _21 |f,1>. This accounts for total occupation
probability within the channel. Results are shown in Fig. 3, where we

\ \ \
0.2 0.3 0.4

Jo
Fig. 3. Total occupation probability of the channel F, ZL;' |f,|* versus j, for

N =60, Egp =05, h =0, p =0,1.5,3. Curves are averaged over 3000 independent
disorder realizations.

0.5

plot F, versus j, for distinct values of g = 0,1.5,3. We see that the
formation of a two-level subspace is not affected by the correlation
degree B. But as j, increases, the initial delta-located magnon will
disperse into the channel. The two-level effective description no longer
holds and the quantum state transfer becomes unfeasible. This is shown
in Fig. 4 for the same parameters considered before, now including
the disordered magnetic field with widths 2 = 0.2 and A = 0.4. The
decaying trend looks similar in all cases albeit with different scaling
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Fig. 5. Maximum fidelity F,, and maximum concurrence C,, versus f for N = 60, Eg; = 0.5, j,

disorder realizations.

parameters. We remark that the disordered magnetic field affects the
transfer performance more severely, even when f is large.

Fig. 5 shows the dependence of F,,, and C,,, on f in more detail.
It confirms that both quantities are correlated, meaning that bipartite
entanglement between the first and last spins eventually builds up with
the fidelity. Another interesting detail is that the performance gain
induced by the long-range correlations reaches a limit for g > 2. Such
a saturated level is set by the residual uncorrelated disorder due to
the magnetic fields. That is, as long-range correlations work out to
reduce the local variance [27] of the diagonal terms of the Hamil-
tonian [Eq. (1)], the uncorrelated series delivered by H, eventually
overcomes. Anderson localization then becomes relevant in the channel
spectrum. Yet, it is possible to obtain fidelities higher than the bound
corresponding to a classical transmission of a quantum state, F = 2/3,
even for disorder widths as large as h = 0.4.

At last, we analyze how the performance scales with the size of the
system N. Fig. 6 shows such a dependence for N = 60 up to 160, with
fixed Eqp = 0.5, j, = 0.01, h = 0.2, and p = 1.5,3. Both the fidelity
and concurrence are damaged as N increases. This is due to the fact
that j, is constant. The number of modes grows with N and so the
density of states surrounding the energy level E = 0.5 to which sender
and receiver spins are tuned. (This does not occur, for instance, in a
family of chains that features a topological gap [11].) Still, once again
the fidelities obtained for the system sizes considered in Fig. 6 under
the influence of the two sources of disorder is higher than the classical
threshold F =2/3.

As N increases, if the same level of fidelity (or a greater one) is
desired ji, must be adjusted accordingly. A consequence of reducing j,
is that the perturbative coupling between the outermost spins responds

0.2 0.3 0.4 0.5

Jo

= 0.01, » = 0,0.2,0.4. Both quantities are averaged over 3000 independent

« jg. It ultimately renders the transfer time to increase o jo‘z. Hence,
there is a physical constraint over the system size N. And it should be
set in accordance with the desired speed/fidelity of the quantum state
transfer protocol.

Quantum state transfer protocols can be seen as engineered quan-
tum walks [29]. As such, the spin Hamiltonian employed here is
realizable in devices that allow for a reasonable degree of tuning of
the key parameters, namely couplings between adjacent sites and local
frequencies. In this regard, photonic waveguide arrays are suitable
platforms, with proof-of-principle realizations reported in [30,31] (see
also Ref. [32] for a 2D simulations of a quantum walk). In [31]
Chapman et al. implemented a perfect quantum state transfer protocol
that demands a judicious tuning of all the couplings [15]. Note that the
engineering requirements for the system presented here would much
less demanding due to disorder, except for the parameters pertaining
to the first and last sites. Another potential platform to host a variety
of quantum communication protocols and also simulate spin systems is
based on arrays of superconducting qubits, as shown recently in [33]
for a programmable processor involving 62 qubits.

4. Conclusions

Some degree of disorder is inevitable in spin chains. Therefore, a
proper design of solid-state devices to carry out quantum information
protocols must take its various forms into account. Here, we have
explored a one-dimensional Heisenberg spin—1/2 model as a quantum
state transfer channel against the influence of disordered magnetic
fields and exchange couplings. The latter features a long-range cor-
related disorder controlled by a parameter f. The magnetic fields are



M.S.S. Junior et al.

0.96

0.93

0.9

Fmax

0.87

0.84 ‘ ‘
60 80 100 120 140 160

Fig. 6. Maximum fidelity F,,, and maximum concurrence C,

3000 distinct disorder realizations.

random following a box-like distribution of width A. The competition
between these two sources of disorder is crucial in defining the quality
of the protocol. The qubit to be transmitted is encoded in a magnon
state created on a ferromagnetic ground state. When 2 = 0 and g >
2, nearly perfect state transfer is achieved. This is possible due to
the presence of extended states within the channel [23,27]. Anderson
localization is induced upon setting 4 # 0, what deteriorates the overall
quality of the transfer. However, better-than-classical transmission is
still possible for moderate h.
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