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“Porque sou Eu que conheco os planos que tenho
para vocés’, diz o Senhor, ‘planos de fazé-los
prosperar e ndo de causar dano, planos de dar a
vocés esperanca e um futuro. Entdo vocés clamarao
a mim, virdo orar a mim, e Eu os ouvirei. Vocés me
procurardo e me achardo quando me procurarem de
todo o coracao”.

(Biblia Sagrada, Jeremias 29: 11-13.)



Resumo

As leis de Kepler surgiram a partir das divergéncias apresentadas nos modelos astrondmicos
anteriormente criados pelos astronomos Claudio Ptolomeu e Nicolau Copérnico. Logo, este
Trabalho tem como objetivo descrever como foi realizada a passagem do modelo geocéntrico
para o modelo vigente, o heliocentrismo, que serviu de base para que Kepler formalizasse suas
leis e para apresentar as demonstracbes de cada uma delas através de ferramentas
matematicas como o Calculo Diferencial e Geometria Analitica, e de fisica, como as Leis de
Newton. Além disso, apresentamos algumas aplicacdes para que seja possivel a compreensao
do conteudo de forma mais objetiva.

Palavras-chave: Leis de Klepler; Astronomia; Geocentrismo; Heliocentrismo; Modelos
Astonomicos; Kepler; Elipse



Abstract

Kepler's laws emerged from the discrepancies presented in the astronomical models
previously created by the astronomers Claudius Ptolemy and Nicholas Copernicus.
Therefore, this paper aims to describe how the transition from the geocentric model to the
current heliocentrism model was accomplished, which served as the foundation for Kepler
to formalize his laws. It also aims to present the demonstrations of each of them through
mathematical tools such as Differential Calculus and Analytical Geometry, as well as
physics, like Newton's Laws. Furthermore, we will provide some applications to enable a
more objective understanding of the content.

Keywords: Klepler's laws; Astronomy; Geocentrism; Heliocentrism; Astonomic Models;
Kepler; Ellipse



Introducao

Varias teorias sobre o universo surgiram a partir da observacdo dos ceéus.
Abordaremos algumas dessas teorias cosmoldgicas sobre os movimentos dos planetas,
como o geocentrismo de Claudio Ptolomeu, no qual acreditava-se que o centro do
universo era o planeta Terra. Outra teoria proposta, desta vez por Nicolau Copérnico, é
a do heliocentrismo, na qual Copérnico afirmava que o Sol é o centro do universo e que

serviu de base para as leis de Newton.

No Capitulo 1, discutimos brevemente a histéria do desenvolvimento das teorias
sobre o movimento dos planetas e como chegamos a teoria do heliocentrismo. A primeira
teoria abordada € o geocentrismo, que foi influenciado pela Igreja Catolica e afirmava
gue a Terra era estatica e era o centro do universo, com os demais astros orbitando ao

seu redor.

Alguns anos mais tarde, devido a algumas davidas sobre essa teoria, Copérnico
propds o heliocentrismo, no qual, em vez da Terra, o Sol era o centro do sistema, e 0s
demais planetas orbitavam ao seu redor em trajetérias circulares. Anos depois, essa

teoria foi comprovada por Galileu Galilei com o auxilio de seu primeiro telescopio.

Esse modelo explicava algumas questbes, como as variacdes noturnas, mas
suscitava outras sobre o movimento de alguns planetas. A partir dos estudos de
cientistas como lIsaac Newton e Tycho Brahe, tomando como base o modelo
heliocéntrico, coube ao jovem astronomo alemao Johannes Kepler estabelecer como 0s
planetas se movem em torno do Sol. Kepler herdou as precisas observacfes de seu
mestre Tycho Brahe, que Ihe proporcionaram, apos muito trabalho, estabelecer de forma
definitiva as leis que descrevem os movimentos dos planetas de nosso sistema solar,

tomando o Sol como nosso referencial.

No Capitulo 2, abordaremos alguns conceitos fundamentais para possibilitar a

compreensao dos capitulos posteriores. Inicialmente, comegaremos com a geometria
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analitica, onde explanaremos um pouco sobre vetores, soma de vetores, produto vetorial,

cbnicas e coordenadas polares. Logo apds, falaremos sobre as regras de derivacao,
como a regra do produto e do quociente. Destinaremos uma secédo as leis de Newton,
incluindo a lei da gravitagdo universal e a lei da dindmica. Essas leis ttm em comum o
fato de tratarem das forcas. A segunda lei de Newton ou Principio fundamental da
dindmica trata da forca resultante sobre um corpo, e a lei da gravitagdo universal lida
com a forca de interacao entre dois corpos.

No Capitulo 3, abordaremos as trés leis de Kepler. Onde sera possivel afirmar, por
meio de calculos, que a trajetoria de um planeta se da na forma de uma elipse e que o
Sol esta em um de seus focos. Demonstraremos a segunda lei, na qual, calculando por
coordenadas polares a area varrida por um planeta, observaremos que um planeta varre
areas iguais em intervalos de tempos iguais. Ja a terceira lei utilizaremos as conicas para

demonstrar que o tempo de revolugcdo de um planeta € proporcional ao cubo do

comprimento do raio médio da orbita em questéo.

Finalmente, no Capitulo 4, exemplificamos algumas aplicacdes das leis de Kepler,
nas quais utilizaremos calculos basicos que podem ser aplicados na area de ensino de
ciéncias nas séries fundamentais e no ensino médio como forma de utilizar a matematica

de maneira pratica e visivel.
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1 Modelos Astronébmicos

Neste capitulo, exploramos a trajetoria histérica sobre o formato da terra, os
modelos astronémicos, comecando com o0 geocentrismo e avancando até o modelo
atualmente aceito, o heliocentrismo.

1.1 O Formato da Terra

O movimento terraplanista, proposto por Samuel Birley Rowbotham, continua
sendo motivo de acalorados debates nos dias atuais. Rowbotham publicou o livro
"Astronomia Zetética," no qual ele tentou comprovar, por meio de experimentos, a teoria
de que a Terra é plana. Nas palavras de Rowbotham (traduzidas por Tolvai, 2019, p.
9), "Teorias sao incertas e dependem, em grande parte, do humor e capricho de uma
era, as vezes inclinando-se a favor de uma teoria, e em outros momentos, a favor de

outra.” Ele acreditava que a unica maneira de afirmar um fato era comprovando-o.

Essa perspectiva de Rowbotham entrava em contradicdo com a de Eratostenes,
gue deduziu que a Terra tinha uma forma esférica. Com o objetivo de medir o diametro
da Terra, Eratostenes observou que, ao meio-dia, no solsticio de verdo, ndo havia
sombra em Siena, ao contrario de Alexandria. Ele concluiu, portanto, que a Terra era,
de fato, esférica, uma vez que, se fosse plana, os raios solares incidiriam da mesma

forma em ambos os lugares, resultando em sombras iguais nas duas cidades.

Figura 1: Sombra de Alexandria e Siena

RAIOS DO SOL RAIOS DO SOL

W AL4

-
-
-

Fonte: Usando a mateméatica: Como Eratéstenes mediu o tamanho da terra (gcfglobal.org)
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1.2 Modelo Geocéntrico

A observacao de fenbmenos naturais sempre teve presenca marcante nas areas
das ciéncias, especialmente na fisica. Essas observa¢cfes serviram de base para a
formulagéo de diversas leis e estudos sobre o universo. Um exemplo notavel € o modelo
geocéntrico, no qual Aristoteles se esforcava para explicar o0 movimento dos corpos
celestes. Segundo a visédo de Aristoteles, o0 movimento planetario consistia em oito
planetas perfeitamente esféricos, deslocando-se em trajetorias circulares concéntricas,

tendo a Terra como centro.

Figura 2 — Modelo astronémico de Ptlomeu

Sawmo
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Marte
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Wiz C MVéHUS

Terra

Fonte: https://www.ufmag.br/espacodoconhecimento/geocentrismo-e-heliocentrismo/.

Outra ideia defendida por Aristoteles era a imobilidade da Terra. Ele partiu do
principio do movimento simples, no qual, se uma pedra fosse lancada verticalmente para
cima, depois de algum tempo, ela retornaria ao ponto de partida. Aristételes argumentou
gue, se a Terra estivesse em movimento, a pedra ndo retornaria ao seu ponto inicial e

ocuparia uma nova posicdo no espaco.

Apesar de o modelo geocéntrico afirmar que os planetas se moviam em trajetorias
circulares, eram observadas irregularidades. Por vezes, os planetas estavam mais
préximos, enquanto em outros momentos estavam mais distantes. Essas inconsisténcias
foram posteriormente abordadas por Claudio Ptolomeu, que propds um novo modelo
astrondmico em que o movimento planetario era explicado por meio de combinac¢des de

circulos, conhecidos como epiciclos.
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Figura 3 — Modelo Astronémico de Ptolomeu
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FONTE: Movimento dos Planetas (ufrgs.br)

O pensamento de Ptolomeu para explicar as irregularidades era que a Terra
permanecia imével, mas agora ndo mais no centro da trajetéria (denominado deferente).
Além do movimento proposto por Aristoteles, Ptolomeu postulou que os planetas também

seguiam uma combinacé&o de epiciclos, como ilustrado na Figura 3.

1.3 Modelo Heliocéntrico

O modelo ptolomaico dos epiciclos gerou duvidas e incertezas sobre a
uniformidade do movimento planetario. Por volta de 1540, logo ap6s a morte de Nicolau
Copérnico, um novo modelo foi proposto. Ele partia da ideia de que a Terra ndo estava
imovel no centro do universo, mas sim em movimento, seguindo uma trajetoria circular
ao redor do Sol, que ocuparia o centro desse sistema

.FIGURA 4 — MODELO ATRONOMICO COPERNICANO

~Gaarnyt,

op - A . J AT Ny

2P E »w . LCAT =
‘ 4 - Rkt Y |

FONTE: Sistema héliocéntrico de Cdbérnico (astromia.com)
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Além do movimento irregular dos planetas, outro motivo que levou Copérnico a
propor esse modelo foram as variacdes noturnas e a observagdo das estrelas e
constelagdes, nas quais se notava um movimento coletivo sem que a distancia entre elas
se modificasse. Essas observacgdes corroboraram a ideia da Terra em movimento. No
entanto, a proposta de Copérnico s6 pbde ser divulgada apds sua morte, uma vez que
conflitava com os dogmas impostos pela igreja durante a época da Reforma Protestante.

Anos mais tarde, Galileu, por meio de observacdes realizadas com o telescopio,
confirmou o movimento ciclico de alguns planetas, como Vénus, os anéis de Saturno e
até mesmo as fases da Lua (Claudio Maia, 2020). Todas essas observacdes feitas por
Galileu fortaleceram o modelo heliocéntrico proposto por Copérnico. No entanto, essas
descobertas resultaram em perseguicéo e, posteriormente, na prisdo de Galileu, imposta
pela igreja durante a época da Reforma Protestante.
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2. Conceitos Fundamentais

Neste capitulo, abordaremos conceitos fundamentais, tais como vetores,
derivadas e as leis de Newton, com énfase na segunda lei da dinamica e na lei da
gravitagdo universal. Esses conceitos serdo essenciais para a compreensao dos

capitulos subsequentes.

2.1. Vetores

Vetores do plano ou do espaco sao representados por segmentos orientados que
tém a mesma direcdo, 0 mesmo sentido e 0 mesmo comprimento e sao representados

de um mesmo vetor. Por exemplo, no paralelogramo da figura abaixo, os segmentos

orientados AB e CD determinam o mesmo vetor v = AB = CD

Figura 5: Representacéo de um vetor no plano cartesiano

B

_‘c
Autor, 2023

O conjunto R2, representado por
R? = {(x,y);x,y € R.}

€ interpretado como o plano cartesiano xOy. Em qualquer vetor v neste plano,
sempre podemos encontrar um representante OP, cuja origem é o ponto de partida

do sistema, como ilustrado na figura abaixo.
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Figura 6: Vetor v

Pixw

Autor, 2024

O conjunto
R3 = {(x,y,2);x,y,z € R}

€ interpretado como sendo o espaco cartesiano tridimensional Oxyz.

De forma anéloga ao que foi feito no plano, qualquer vetor pode ser representado
por um segmento orientado com origem na origem do sistema no espaco tridimensional.
Nessas condi¢des, cada vetor OP no espaco é determinado pelo extremo do segmento
P, onde o ponto P(X, y, z) indica o vetor v = oP

Figura 7 — Vetor no Espaco R3

Autor 2024



17

2.1.1. Modulo de um Vetor

O modulo de um vetor v = (x, y, z), representado por |v|, € um ndmero real

e néo negativo:

lv] = Vv.v.

Reescrevendo em coordenadas,

lv| =/ (x,y,2).(x,y,2)
lv] = x% + y? + z2

EXEMPLO 1. Sendo o vetor v = (-2, 2,1) temos que,

vl =(=2)2+22+12=Va+4+4=/9=3.

2.1.2. Produto Escalar

Chama-se produto escalar de dois vetores u(xi,y:,2z1) € v(xy, Y2, 22)
representado por u . v, onde obtemos um numero real.

U.V= X1.Xo+ Y1.Y2 + 212,
EXEMPLO 1. Sendo os vetores u(3,2,5) e v(5,4,7), entdo

U.V= X1. X+ Y1.Yo + + 212,
=3.54+ 2.4+7.5
= 15+8+30

=53

Partindo da definicdo acima, temos as seguintes propriedades do produto
escalar:

. u.u>0eu.u=se somentese,u=0=(00);

. u.v=v.u;

mn. u.(v+w) =uv+uw,
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V. (kw).v = u.(kv) = k(u.v);
V. u.u= |ul?
onde temos que u, v e w sao vetores quaisquer e k um numero real.
Outra forma de representar um produto escalar é:
u.v = |ullv|coso

onde 0 é o angulo (medido em radianos) entre os vetores u e v (ndo nulos)
2.1.3. Produto Vetorial

Diferentemente do produto escalar, que gera um numero real, o produto
vetorial representado por u X v, resulta em um vetor perpendicular aos vetores u
e v , portanto podemos representa-lo no espaco tridimensional R® como ilustrado

na figura abaixo

Figura 8 - Representacéo do produto vetorial

Autor 2024

Considere os vetoresu = (a, b, c), v = (a4, by, c;) paraque o vetorw = (x,y, z) seja
perpendicular aos vetores u e v simultaneamente, devemos garantir que os produtos

escalaresw. u=0ew.v=0



19

Portanto, as condi¢des para que seja perpendicular a u e v sao:
ax+by+cz=0,
xa, +yby + zc; = 0.

Dessa forma, podemos reescrever da seguinte maneira

x = bc; — byc,
Yy =a.¢—ac,

z =ab; —ayb.

Assim, o vetor resultante é dito produto vetorial de u e v, onde
uxXv=w
u X v= bcy; —b;c,a,c—ac,;,ab; —a,b.
Outra forma de entender o produto vetorial entre dois vetores é por meio

do determinante envolvendo a base candnica do R3, vejamos:

Considere os vetores u = (a,b,c) e v = (a4, by, ¢;),

Dados:
i=(1,0,0),
j=1(0,1,0),
k = (0,0,1).
Admitindo que
i j k
uXxXuv=det|la b c].
a; by ¢

i j k
Detla b «c¢|= (bc; —bic)i+ (aic—acy)j+ (aby —a,b)k.
a; by ¢

Donde,

u X v=(bc; —byc,a,c— acy,ab; — a,b).
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2.2.Conicas

Séo figuras resultantes da interse¢cdo de um plano com um cone. Como

representada na figura a seguir

FIGURA 9 - Interse¢&o do plano com um cone

>1%

Autor, 2024

2.2.1. Parabola

A parabola é uma figura plana formada pela interseccéo do plano com um cone,

como representado na figura abaixo.
Figura 10 — Parabola

Autor, 2024
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Dados um ponto F e uma reta r, chama-se parabola de foco F e diretriz r ao
conjunto de pontos P do plano tais que
d(P,F) = d(P,r),Onde d denota a distancia.

Seja P(x,y) € um ponto qualquer que pertence a parabola e a distancia de r ao

foco é igual a 2a, entdo

Jx2+ (@ —a)=|y+al

Elevando ao quadrado cada termo, obtemos a seguinte equacao da parabola

— 22 _1 2
4ay = x ouy = _—x°.

2.2.2. Elipse

Dados dois pontos F e F1 e um namero r > d(F,, F), o conjunto dos pontos P do
plano tais que
d(PllF) + d(PJFl)

E chamado elipse de focos F e F1 e eixo maior r

Figuras 11 — Elipse

B=(0,b)

A1:(—a‘0)

Autor, 2024
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Os pontos Ax e A e os pontos B e B: sdo chamados vértices da elipse. Observe
gue a distancia entre A1 e A é igual ao eixo maior r da elipse e que o segmento BB, €
perpendicular a AiA. E a interseccao de A:A e BB1 € o centro da elipse.

Donde temos num plano dois pontos quaisquer Fi1 e F, distantes 2¢ > 0 entre si,
esses pontos sdo chamados de focos. A soma das distdncias de um ponto qualquer

P(x,y) aos focos de elipse é chamado de eixo maior d (44, 4).

d(P,F) +d(P,F) = d(4,,A).

Para simplificar iremos indicar o eixo maior como 2a e a distancia entre os focos

como 2c¢. Aplicando a férmula da distancia entre dois pontos, temos

d(P,F)) +d(P,F) = \/(x—c)z + y? +\/(x+c)2 + y2 = 2a.

Ou ainda,
Jx+c)+y2=2a— J(x—c)?+y2

Elevando os dois membros da equacao ao quadrado, temos

(Ja+or+y2) = (20— JG—o7+y7)
G402 +y?2 = (2a-JG=7 +37)
40 +yP= Qa2 -2-2-a-(JG+ 2 +y?) +(JG-02+y7)
(x+c))—(x—c)?—4a®= —éla\/Wz-l-y2

4xc —4a? = —4a./(x — c)? + y?
xc— a? = —a+/(x —c)?+y2

Elevando, novamente, ao quadrado e simplificando, obtemos

(a? — c®)x? + a?y? = a? (a® — c?).
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Ao observar a figura 12 observamos um triangulo retangulo OBF

Figura 12 — Triangulo OBF

0 ¢ F
Autor, 2024

Donde a? + b? = c?, assim pela equacgéo anterior, temos
b%x? + a*y? = a?b?.

Logo, a equacao da elipse sera

2.2.3. Hipérbole

A hipérbole é uma conica formada pela sec¢éo de um plano com um
duplo cone

Figura 13— Hipérbole

eqi

Autor, 2024
Os pontos Ax e A sdo seus vértices, F1 e F seus focos e 0 centro seu ponto
medio do segmento. Composta de dois ramos e simétrica em relagdo a reta que
contém os focos e em relacdo a mediatriz.

Dados dois pontos F1 € F e um namero r < d(F1, F), o conjunto dos pontos
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P do plano tais que

Admitindo que a distancia entre os focos seja 2c e a distancia entre os
vértices igual a 2a, assim

|\/(x+c)2+yz—\/(x—c)2+y2 = 2a.

ApoOs elevar os dois termos ao quadrado, podemos reescrever a equacao
da seguinte forma

(CZ _ aZ)XZ _ a2y2 — aZ(CZaZ).
Admitindo que c? — a? = b?, obtemos
bzxz_azyz = a2h2.

Assim, temos a equacéao da hipérbole

2.2.4. Coordenadas Polares

As coordenadas polares pontos no plano sédo constituidos por um par ordenado
(r,a), onde determina a distancia a angulo, em radianos, em relacdo ao ponto de
origem O.

Figura 14 - Coordenadas polares

Z (r, a)

<

Fonte: Autor, 2024
Temos que r é a distancia do ponto Z até a origemem O e a é o angulo que Z faz
com o eixo Ox.
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Se as coordenadas polares de Z = x + iy sao (r,a), comr > 0, e relacionando as
coordenadas polares com as cartesianas temos,

r? =x%+ y2

X =T cosa.
y =71 sena.
z=x+1y.
X=tana.
x

A partir das equagdes acimas podemos encontrar os valores de r e «a, a partir dos
valoresde x e y.

2.2.5. Curvas Polares

Algumas equacdes sdo expressas de forma mais simples quando escritas em
coordenadas polares, devido sua natureza circular. Um exemplo € a equacédo da

circunferéncia de raio r

x2+y? =12
Escrevendo em curvas polares, temos
r= JxZt 2.
Proposicéo: uma coénica de diretriz d, foco F e excentricidade e é o conjunto dos
pontos P tais que
d(P,F) =ed(P,d).

Adotando um sistema de coordenadas xy, como na figura a seguir, temos:

Figura 15 — Sistemas de coordenadas xy

Autor, 2024
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d(P,F)=r
d(P,d) =rcosa +p.

Onde em coordenadas polares

r=e(rcosa+p)
ep

[ pp—

ondel—ecosa #0

2.3. Nogdes de Derivadas

Nesse capitulo iremos revisar as no¢des de derivadas que seréao essenciais para

a compreensao dos capitulos posteriores.

2.3.1. Derivada do Produto

Se f e g sdo derivaveis e seja F(x) = f(x).g(x), tem-se entdo

S[f(x). 9] = = F (%)

F(x+ h)—F(x)]

=lim[ .

h—0

fx+h)g(x+h)—f(x)g(x) + fx+h)gx) f(x+h)g(x)]

:llm[ h h h

h—-0
— Ji . [gx+h)—g(x) , . [flx+h)g(x)
= Jim (G + 1) fim [ 22 - fimg o, fim [ 000
_ - [9G+m)—g ) - fGeH)g ()
=f (x).lim [%] n g(x)'ﬁll?%[%]

= f(x).g'(x) + g (). ().
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2.3.2. Derivada do Quociente

Usando o quociente de Newton, encontramos

£V f&)_fla)
A — i gx) g@
(&) @ = iy |2
— lim [f(X)g(a)—f(a)g(X) 1 ]
x-a x—a "g(x)g(a)
— lim [(f(X)g(a)—f(a)g(X)+f(a)g(a)—f(a)g(a)) 1 ]
x—a x—a "g(x)g(a)

— lim [(f(xi:Z(a)g(a) _ f(a)g(x)—g(a)) 1 ]

x—-a x-a Tg(x)g(a)

_ [f'(a)g(a)—f(a)g'(x)]
[g(@)]? '

2.3.3. Regrada Cadeia
Sabemos que se y = f(x) e x varia de a para a + Ax, o incremento de y é definido

por
Ay = f(a+ Ax) = f(a).
E pela definicdo de derivada, tem-se

Ay
AlachnoE = /'@

Denotando por ¢ a diferenca do quociente de diferencas e a derivada, temos

me = im, (37 @) = r@-r@=o

Porém

A U U
€=A—y—f(a)$Ay:f(a)Ax+8Ax.
x

Definindo € como 0, quando Ax = 0, € € uma fun¢do continua de Ax, portanto para uma
f diferenciavel, podemos escrever, com ¢ - 0 e Ax — 0,
Ay = f'(a)Ax + eAx.

E ¢ é uma funcédo continua de Ax.

Suponha que u = g(x) seja derivavelem a e y = f(u) seja derivavelem b = g(a).
Se Ax, Au e Ay forem incrementos em x, u e y respetivamente, logo da equacéo acima,
fazendoe; - 0eAx -0

Au = g'(a).Ax + &;Ax = Ax(g'(a) + &).
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efazendoe, - 0eAu—-0
Ay = f'(b).Au + g,Au = Au(f'(b) — &,).
Substituindo Au na equacao, obtemos
Ay = Ax(g'(a) + &) (f'(D) — &)

Ay _ /] /]
= @@+ e)(F () - &),

Quando Ax — 0, temos Au - 0, assim, ¢; = 0 e e, = 0 quando Ax — 0. Logo,

d Ay

dx ~ Ax—0Ax
= Jim [/ (D) +&2][g'(@) + 1]
= f'(b)g'(a)
=f'(g(@)g'(@).

2.4. Newton

Nessa secao iremos abordar algumas leis de Newton, para compreensdo dos

capitulos seguintes

2.4.1. Segunda Lei da Dinamica
A segunda lei da dinamica afirma que a forca resultante que atua em um corpo &
o produto da massa pela aceleracéo adquirida pelo mesmo.

F.=m-a.
2.4.2. Leida Gravitacao Universal

A lei da gravitacdo universal afirma que dois corpos exercem uma forca de atracéo
mutua e que essa forca é diretamente proporcional ao produto das suas massas e da

constante gravitacional e inversamente proporcional ao quadrado da distancia

G.M-m
dz

FG:



29

3. As Leis de Kepler

Desde muito tempo tem-se a ideia de que os planetas fazem uma trajetoéria circular
em torno de um astro, no caso do geocentrismo seria a Terra e do heliocentrismo o Sol,
porém, eles acreditavam que essa trajetdria era de uma circunferéncia perfeita e que o
astro em questao estaria no centro da circunferéncia (figura 2).

As leis de Kepler ttm como objetivo descrever as razdes do movimento planetario
do nosso sistema solar, tendo como base o modelo Coperniciano e das observacdes do
astronomo dinamarqués Tycho Brahe.

3.1. Primeira Lei de Kepler

A primeira lei de Kepler afirma que “os planetas descrevem orbitas elipticas em
torno do sol”, confirmando a hipétese que os planetas fazem movimentos circulares e
refutando que esses movimentos formam um circulo perfeito.

Em 1687 Newton mostrou que a primeira lei de Kepler derivava de duas leis de
sua autoria: Segunda lei da dinamica e a Lei da gravitacao universal. Onde, desprezando
gualquer interagcdo com outros corpos celestes, 0 movimento planetéario tinha como forca

resultante a forca gravitacional.
Figura 16 — Elipse

B(0.b)

Alad) Fy F A(a,0)

B, (0.-b)

Autor, 2024
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2 2
A elipse é descrita pela equagéo % + Z—Z = 1, os focos ficam localizados no maior

eixo da elipse, se a > b entdo os focos estdo no eixo horizontal e se b > a entdo os focos
estdo no eixo vertical. A elipse possui também uma excentricidade e, que é a razdo entre

0 comprimento ¢ da elipse e a metade do comprimento do eixo maior da mesma.

Demonstragéo 1. Usando um sistema de coordenadas onde teremos 0 Sol como
ponto de origem, 7 = r(t) o vetor posicdo do planeta, r a distancia entre os centros de
massa do planeta ao Sol, ¥ o vetor velocidade e u o vetor unitario que indica a direcéo

radial.

Figura 17 — Diagrama de Vetores

Autor, 2024

Como a forca gravitacional do Sol sobre um planeta é muito maior em relacdo a
forca exercida por outros corpos celestes iremos desconsiderar todos 0s outros corpos
celestes.

A principio, igualamos as leis de Newton:

Segunda lei do movimento: F=m.d.

G.mM - G.mM
=F=— U

r3 T2

iy

Lei da gravitacdo universal: F=-

Onde F é a forca da gravidade sobre o planeta, m e M sdo as massas do planeta
e do Sol, G é a constante gravitacional, r = || e © = (1/7)7 € o vetor unitario na direcéo

de 7.
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Mostraremos inicialmente que o planeta se move em um plano. De fato igualando

as forcas F nas duas leis de Newton.

R G.mM _
m.a = — > U
T
; G.M _
a = — 2z
Donde, a é paralelo a 7 e o0 seu produto vetorial 7 x d = 0.
Observe que
d - - 7 - >
d—rxv)=r><v+r><v )

Logo, segue de (*) que
7XT=h,

onde h # 0 é um vetor constante perpendicular Av e ¥ = 7(t) emtodos os valores
de t. Isso significa que o vetor que o planeta esta situado em estd um plano que passa

pela origem e que sua orbita € uma curva plana.
Para demonstrar a primeira lei de Kepler, vamos reescrever o vetor h como

segue:
h=7xXB=F X7 =1 x (rid)’
= r2(@ x @).

Entao
> GM -
Xh:—Fu x (r’uxu)

Qu

= —GMu x (Uuxu")

= —GM [ - )i — @ - Du].

Sabendoqueu-u= |ul?=1,[u(t))]= 1equeu-u’ =0, logo
a Xh=GMu
(Wxh) =v"xh=a xh=GMU
v Xh= GMu+Z¢C.

Com ¢ sendo um vetor constante.
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Escolhe-se convenientemente os eixos coordenados para que o vetor na base
candnica k aponte na direcdo do vetor h. Da equacao anterior, tem-se que ¢ pertence
ao plano xy, dado que ¥ x h e U sdo perpendiculares a h. Podemos entédo escolher os

eixos x e y tais que o vetor i esteja na direcdo a excentricidade e.

Dado 6, o angulo entre ¢ e 7, entdo (r,0) sdo as coordenadas polares do planeta,
da equacéo acima, temos entao

= GMru-u+ |7||C|cos@
= GMr + rccosé.
onde ¢ = |¢]. Portanto,
__ T@xh) 17 @xh
GM +ccos® GM1+ecos’

Com e = —. Porém
GM
P (Bxh)=GEx®) h=h-h=|n =n
onde h = |h|. Portanto,

" eh?
_ GM _ c
1+ecos@ 1+ecosh’

h? ,
escrevad = - e obtém-se

_ ed
1+ecosf '

Esta equacdo corresponde a forma polar da secdo conica da elipse com
excentricidade e. Portanto, conclui-se que os planetas fazem um movimento eliptico em

torno do Sol.
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3.2. Segunda Lei de Kepler

A segunda lei de Kepler, lei das areas, afirma que “em um referencial fixo no
Sol, a reta que une o planeta ao Sol varre areas iguais em tempos iguais”, essa lei
pode ser descrita pela formula matematica
A, A
At, ~ At,
onde, T é o periodo de revolucéo dos planetas, A1 e A> sdo as areas varridas

pelos planetas, At, e At, sdo os intervalos de tempo e k é uma constante.

Figura 18 - Area de Varredura

5 ki

- y \\ L
3'v!A/'// \\ . /_ /‘:
Bl o AT
! A - . }

4 ) : e
Nt Sun K

f"»_\\»x B o

Fonte: Sequnda lei de Kepler: resumo e exercicios - Mundo Educacéo (uol.com.br)

Nessa secdo iremos demonstrar a segunda Lei de Kepler e usaremos

coordenadas polares

Figura 19 — Area varrida por um planeta do tempo to ao tempo t

Autor 2024
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Considerando que o deslocamento de um planeta em um curto intervalo de
tempo (At — 0), ficard proximo a um triangulo e que a area do triangulo é:
b.h

A= —
2
Onde, b € o comprimento da base, h comprimento da altura.

Admitindo que a &rea varrida pelo planeta se trata de uma area diferencial com
distancia entre os centros de massa r e altura o valor, em médulo, do arco, temos:

r.rdo
B

A area e 0 angulo variam com o tempo, assim:

dA 1 ,d6
— = Tt .
dt 2 dt

Assim temos que a regido de uma curva € dada pela integral da equacao polar
do capitulo 2:

1
A= j —r2dt.
0. 2

0

Sabendo que r = f(0), 6 = 6(t), derivamos A em fungéo de 6 e obtemos:

dA df91 299 = 12
g~ del, 2" T 2"

Pela regra da cadeia, temos que

dA _ dAdf
dt  dé dt
dA 1 _df
—_— _'r' —_—
dt 2 dt’

onde A = A(t) é a area varrida pelo vetor radical 7 = r(t) no intervalo de tempo
[to,t], como mostra a Figura 19.

Admitindo que 7 pode ser escrito em coordenadas polares, temos
# = rcosf1 + rsin6j + Ok.

E que vetor unitario u é dado por

- 7

cl
I

r
Entdo
U = cosOT + sinfj + 0Ok,



E dai

di _ 0221+ cosa 07 4 ok
T = —sinf - T+ cosd ] .

Calculando o produto vetorial obtemos

. i 7 k
7 x d_u _ cos @ sin@ 0
t do de 0 ’
sin T cos 7

du
Ux —-= (cos? 6 + sen?0)
. du_de
YA T a

Temos, pela demonstracdo da primeira lei de Kepler, que
- L du
h=r?{ux—|

dt
logo,
h=r? ﬁxah7
-\ )
entao
B 2 do
=T dt .
relembre que,
dA 1 ,df
—_ = =7 —
dt 2 dt
Comparando as expressoes,
dA :
a2

Como que h é constante, temos que a variacdo da area com respeito ao
tempo é constante.
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3.3 Terceira Lei de Kepler

A terceira lei de Kepler afirma que “O quadrado do periodo de translacao de cada

planeta em torno do Sol é proporcional ao cubo do raio médio da respectiva orbita”.

Figura 20 - Translacdo do planeta ao redor do sol

Planeta

Periélio Centro Afélio
o

Autor, 2024

Sabendo que T € o periodo de translacdo da Terra em torno do Sol, que sua

trajetoria € uma elipse e que a é a medida do raio médio do semieixo maior, temos que:

T? = ka3

Sendo k uma constante que depende apenas da massa do Sol, pois a massa do
2

. . ~ ~ I*
planeta e desprezivel em relagéo ao do Sol, logo temos que a razéo —; € constante
T
para todos os planetas.

Admitindo que

_ ed
T 1—e?

a

A principio, para demonstrar iremos reescrevendo em coordenadas polares de

seccles conicas, assim temos

1—e?
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Sabendo que e = 2 e que c? = a? — b?, temos

a? — b?

Logo temos que

bZ
P (1-¢e?)
Substituindo em a = ——, temos
_p
a = b2’
az
b? = pa.

Temos da demonstracao da primeira lei de Kepler que

_ ed _ p
"= 14+ecosd 1+ecosh

hZ
ondepzweez

GM

Sabendo que T € o tempo em que o planeta d4 uma volta ao redor do Sol e que a
area variada no intervalo de tempo [0,T] é dado por:

= ()
), \dt

A= lehdt
=) 3

A—lhT
= S hT.

Comparando com a area de uma regido plana de uma elipse, com eixos 2a e 2b

A = mab.
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Assim temos

%hT = mwab ouainda T =

Elevando ao quadrado T

4m?a?h?
=T

Substituindo b? = pa na equacgdo anterior

_ Am*a’pa

T? PR

T2_47r2a3p
=—

2
Admitindo p = :—M , temos

41%q3

T? = .
GM

2
Fazendo k = 2 temos
GM
T? = ka3.

Como queriamos demonstrar.

2mab
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4 Aplicacoes

Exemplo 1. O Planeta Terra, que orbita em torno do Sol, tem periodo orbital de 1 ano.
Se um planeta qualquer, que também orbita em torno do Sol e que tem raio orbital 3

vezes maior, fard a volta em torno sol em quanto tempo?

Note que aplicando a terceira lei de Kepler encontramos que

T? T
R? R}
Admitindo que R, = 3R, , T, =1 temos
I
R, (3Ra)?
2 _ 27Rg’
b Ra3
T,2 =27
T, = V27
Tb = 3\/§

T, = 5,2 anos.
Portanto, concluimos que o planeta B demora 5,2 anos terrestes para girar ao redor do

Sol.
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Exemplo 2. O planeta Terra realiza uma trajetoria eliptica em torno do sol cujo a area

varria é de A = 6,98.10%2 m? em um ano. Qual seria a area varrida pelo planeta Terra
no intervalo de tempo de 30 dias?
Sabendo que, pela segunda leis de Kepler, a area varrida pelo raio que liga o centro do

sol ao centro de um planeta é proporcional ao tempo para varré-la, temos

Areas Total = 6,98.1022 m?2
1 ano = 12 meses

Encontrando a area mensal (4,,), temos

_6,98. 1022

Am 12
~ 5,82.10%1 m?
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5. Consideracoes Finais

Percebemos, ao longo deste trabalho, como as observacfes dos céus resultaram em
algumas teorias cosmologicas sobre o movimento dos planetas. Algumas dessas teorias foram o
geocentrismo, onde a Terra era o centro do universo, o heliocentrismo, teoria proposta por Nicolau
Copérnico que afirmava que o Sol era o centro do universo e as leis de Kepler, teoria aceita até os
dias atuais, que tem como base a teoria coperniciana, onde, afirmam que os planetas estdo em uma
trajetoria eliptica com o Sol em um dos seus focos.

Através da utilizacdo da geometria analitica, dos célculos diferenciais, e das leis de Newton,
abordados no capitulo 2, obtemos os resultados presente neste trabalho, como a demonstragédo de
cada lei e a importancia para diversas areas cientifica.
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Resumo

As leis de Kepler surgiram a partir das divergéncias apresentadas nos modelos astrondmicos
anteriormente criados pelos astronomos Claudio Ptolomeu e Nicolau Copérnico. Logo, este
Trabalho tem como objetivo descrever como foi realizada a passagem do modelo geocéntrico
para o modelo vigente, o heliocentrismo, que serviu de base para que Kepler formalizasse suas
leis e para apresentar as demonstracbes de cada uma delas através de ferramentas
matematicas como o Calculo Diferencial e Geometria Analitica, e de fisica, como as Leis de
Newton. Além disso, apresentamos algumas aplicacdes para que seja possivel a compreensao
do conteudo de forma mais objetiva.

Palavras-chave: Leis de Klepler; Astronomia; Geocentrismo; Heliocentrismo; Modelos
Astonomicos; Kepler; Elipse



Abstract

Kepler's laws emerged from the discrepancies presented in the astronomical models
previously created by the astronomers Claudius Ptolemy and Nicholas Copernicus.
Therefore, this paper aims to describe how the transition from the geocentric model to the
current heliocentrism model was accomplished, which served as the foundation for Kepler
to formalize his laws. It also aims to present the demonstrations of each of them through
mathematical tools such as Differential Calculus and Analytical Geometry, as well as
physics, like Newton's Laws. Furthermore, we will provide some applications to enable a
more objective understanding of the content.

Keywords: Klepler's laws; Astronomy; Geocentrism; Heliocentrism; Astonomic Models;
Kepler; Ellipse
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Introducao

Varias teorias sobre o universo surgiram a partir da observacdo dos ceéus.
Abordaremos algumas dessas teorias cosmoldgicas sobre os movimentos dos planetas,
como o geocentrismo de Claudio Ptolomeu, no qual acreditava-se que o centro do
universo era o planeta Terra. Outra teoria proposta, desta vez por Nicolau Copérnico, é
a do heliocentrismo, na qual Copérnico afirmava que o Sol é o centro do universo e que

serviu de base para as leis de Newton.

No Capitulo 1, discutimos brevemente a histéria do desenvolvimento das teorias
sobre o movimento dos planetas e como chegamos a teoria do heliocentrismo. A primeira
teoria abordada € o geocentrismo, que foi influenciado pela Igreja Catolica e afirmava
gue a Terra era estatica e era o centro do universo, com os demais astros orbitando ao

seu redor.

Alguns anos mais tarde, devido a algumas davidas sobre essa teoria, Copérnico
propds o heliocentrismo, no qual, em vez da Terra, o Sol era o centro do sistema, e 0s
demais planetas orbitavam ao seu redor em trajetérias circulares. Anos depois, essa

teoria foi comprovada por Galileu Galilei com o auxilio de seu primeiro telescopio.

Esse modelo explicava algumas questbes, como as variacdes noturnas, mas
suscitava outras sobre o movimento de alguns planetas. A partir dos estudos de
cientistas como lIsaac Newton e Tycho Brahe, tomando como base o modelo
heliocéntrico, coube ao jovem astronomo alemao Johannes Kepler estabelecer como 0s
planetas se movem em torno do Sol. Kepler herdou as precisas observacfes de seu
mestre Tycho Brahe, que Ihe proporcionaram, apos muito trabalho, estabelecer de forma
definitiva as leis que descrevem os movimentos dos planetas de nosso sistema solar,

tomando o Sol como nosso referencial.

No Capitulo 2, abordaremos alguns conceitos fundamentais para possibilitar a

compreensao dos capitulos posteriores. Inicialmente, comegaremos com a geometria
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analitica, onde explanaremos um pouco sobre vetores, soma de vetores, produto vetorial,

cbnicas e coordenadas polares. Logo apds, falaremos sobre as regras de derivacao,
como a regra do produto e do quociente. Destinaremos uma secédo as leis de Newton,
incluindo a lei da gravitagdo universal e a lei da dindmica. Essas leis ttm em comum o
fato de tratarem das forcas. A segunda lei de Newton ou Principio fundamental da
dindmica trata da forca resultante sobre um corpo, e a lei da gravitagdo universal lida
com a forca de interacao entre dois corpos.

No Capitulo 3, abordaremos as trés leis de Kepler. Onde sera possivel afirmar, por
meio de calculos, que a trajetoria de um planeta se da na forma de uma elipse e que o
Sol esta em um de seus focos. Demonstraremos a segunda lei, na qual, calculando por
coordenadas polares a area varrida por um planeta, observaremos que um planeta varre
areas iguais em intervalos de tempos iguais. Ja a terceira lei utilizaremos as conicas para

demonstrar que o tempo de revolugcdo de um planeta € proporcional ao cubo do

comprimento do raio médio da orbita em questéo.

Finalmente, no Capitulo 4, exemplificamos algumas aplicacdes das leis de Kepler,
nas quais utilizaremos calculos basicos que podem ser aplicados na area de ensino de
ciéncias nas séries fundamentais e no ensino médio como forma de utilizar a matematica

de maneira pratica e visivel.
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1 Modelos Astronébmicos

Neste capitulo, exploramos a trajetoria histérica sobre o formato da terra, os
modelos astronémicos, comecando com o0 geocentrismo e avancando até o modelo
atualmente aceito, o heliocentrismo.

1.1 O Formato da Terra

O movimento terraplanista, proposto por Samuel Birley Rowbotham, continua
sendo motivo de acalorados debates nos dias atuais. Rowbotham publicou o livro
"Astronomia Zetética," no qual ele tentou comprovar, por meio de experimentos, a teoria
de que a Terra é plana. Nas palavras de Rowbotham (traduzidas por Tolvai, 2019, p.
9), "Teorias sao incertas e dependem, em grande parte, do humor e capricho de uma
era, as vezes inclinando-se a favor de uma teoria, e em outros momentos, a favor de

outra.” Ele acreditava que a unica maneira de afirmar um fato era comprovando-o.

Essa perspectiva de Rowbotham entrava em contradicdo com a de Eratostenes,
gue deduziu que a Terra tinha uma forma esférica. Com o objetivo de medir o diametro
da Terra, Eratostenes observou que, ao meio-dia, no solsticio de verdo, ndo havia
sombra em Siena, ao contrario de Alexandria. Ele concluiu, portanto, que a Terra era,
de fato, esférica, uma vez que, se fosse plana, os raios solares incidiriam da mesma

forma em ambos os lugares, resultando em sombras iguais nas duas cidades.

Figura 1: Sombra de Alexandria e Siena

RAIOS DO SOL RAIOS DO SOL

W AL4

-
-
-

Fonte: Usando a mateméatica: Como Eratéstenes mediu o tamanho da terra (gcfglobal.org)
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1.2 Modelo Geocéntrico

A observacao de fenbmenos naturais sempre teve presenca marcante nas areas
das ciéncias, especialmente na fisica. Essas observa¢cfes serviram de base para a
formulagéo de diversas leis e estudos sobre o universo. Um exemplo notavel € o modelo
geocéntrico, no qual Aristoteles se esforcava para explicar o0 movimento dos corpos
celestes. Segundo a visédo de Aristoteles, o0 movimento planetario consistia em oito
planetas perfeitamente esféricos, deslocando-se em trajetorias circulares concéntricas,

tendo a Terra como centro.

Figura 2 — Modelo astronémico de Ptlomeu

Sawmo
Japiter

Marte

oG

Sol

Meredrio g

Wiz C MVéHUS

Terra

Fonte: https://www.ufmag.br/espacodoconhecimento/geocentrismo-e-heliocentrismo/.

Outra ideia defendida por Aristoteles era a imobilidade da Terra. Ele partiu do
principio do movimento simples, no qual, se uma pedra fosse lancada verticalmente para
cima, depois de algum tempo, ela retornaria ao ponto de partida. Aristételes argumentou
gue, se a Terra estivesse em movimento, a pedra ndo retornaria ao seu ponto inicial e

ocuparia uma nova posicdo no espaco.

Apesar de o modelo geocéntrico afirmar que os planetas se moviam em trajetorias
circulares, eram observadas irregularidades. Por vezes, os planetas estavam mais
préximos, enquanto em outros momentos estavam mais distantes. Essas inconsisténcias
foram posteriormente abordadas por Claudio Ptolomeu, que propds um novo modelo
astrondmico em que o movimento planetario era explicado por meio de combinac¢des de

circulos, conhecidos como epiciclos.
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Figura 3 — Modelo Astronémico de Ptolomeu

Epiciclo
>
Planeta
ax »-;é
; uante
Centrodo B
Erentrico
Deferente

FONTE: Movimento dos Planetas (ufrgs.br)

O pensamento de Ptolomeu para explicar as irregularidades era que a Terra
permanecia imével, mas agora ndo mais no centro da trajetéria (denominado deferente).
Além do movimento proposto por Aristoteles, Ptolomeu postulou que os planetas também

seguiam uma combinacé&o de epiciclos, como ilustrado na Figura 3.

1.3 Modelo Heliocéntrico

O modelo ptolomaico dos epiciclos gerou duvidas e incertezas sobre a
uniformidade do movimento planetario. Por volta de 1540, logo ap6s a morte de Nicolau
Copérnico, um novo modelo foi proposto. Ele partia da ideia de que a Terra ndo estava
imovel no centro do universo, mas sim em movimento, seguindo uma trajetoria circular
ao redor do Sol, que ocuparia o centro desse sistema

.FIGURA 4 — MODELO ATRONOMICO COPERNICANO

~Gaarnyt,

op - A . J AT Ny

2P E »w . LCAT =
‘ 4 - Rkt Y |

FONTE: Sistema héliocéntrico de Cdbérnico (astromia.com)
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Além do movimento irregular dos planetas, outro motivo que levou Copérnico a
propor esse modelo foram as variacdes noturnas e a observagdo das estrelas e
constelagdes, nas quais se notava um movimento coletivo sem que a distancia entre elas
se modificasse. Essas observacgdes corroboraram a ideia da Terra em movimento. No
entanto, a proposta de Copérnico s6 pbde ser divulgada apds sua morte, uma vez que
conflitava com os dogmas impostos pela igreja durante a época da Reforma Protestante.

Anos mais tarde, Galileu, por meio de observacdes realizadas com o telescopio,
confirmou o movimento ciclico de alguns planetas, como Vénus, os anéis de Saturno e
até mesmo as fases da Lua (Claudio Maia, 2020). Todas essas observacdes feitas por
Galileu fortaleceram o modelo heliocéntrico proposto por Copérnico. No entanto, essas
descobertas resultaram em perseguicéo e, posteriormente, na prisdo de Galileu, imposta
pela igreja durante a época da Reforma Protestante.
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2. Conceitos Fundamentais

Neste capitulo, abordaremos conceitos fundamentais, tais como vetores,
derivadas e as leis de Newton, com énfase na segunda lei da dinamica e na lei da
gravitagdo universal. Esses conceitos serdo essenciais para a compreensao dos

capitulos subsequentes.

2.1. Vetores

Vetores do plano ou do espaco sao representados por segmentos orientados que
tém a mesma direcdo, 0 mesmo sentido e 0 mesmo comprimento e sao representados

de um mesmo vetor. Por exemplo, no paralelogramo da figura abaixo, os segmentos

orientados AB e CD determinam o mesmo vetor v = AB = CD

Figura 5: Representacéo de um vetor no plano cartesiano

B

_‘c
Autor, 2023

O conjunto R2, representado por
R? = {(x,y);x,y € R.}

€ interpretado como o plano cartesiano xOy. Em qualquer vetor v neste plano,
sempre podemos encontrar um representante OP, cuja origem é o ponto de partida

do sistema, como ilustrado na figura abaixo.
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Figura 6: Vetor v

Pixw

Autor, 2024

O conjunto
R3 = {(x,y,2);x,y,z € R}

€ interpretado como sendo o espaco cartesiano tridimensional Oxyz.

De forma anéloga ao que foi feito no plano, qualquer vetor pode ser representado
por um segmento orientado com origem na origem do sistema no espaco tridimensional.
Nessas condi¢des, cada vetor OP no espaco é determinado pelo extremo do segmento
P, onde o ponto P(X, y, z) indica o vetor v = oP

Figura 7 — Vetor no Espaco R3

Autor 2024
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2.1.1. Modulo de um Vetor

O modulo de um vetor v = (x, y, z), representado por |v|, € um ndmero real

e néo negativo:

lv] = Vv.v.

Reescrevendo em coordenadas,

lv| =/ (x,y,2).(x,y,2)
lv] = x% + y? + z2

EXEMPLO 1. Sendo o vetor v = (-2, 2,1) temos que,

vl =(=2)2+22+12=Va+4+4=/9=3.

2.1.2. Produto Escalar

Chama-se produto escalar de dois vetores u(xi,y:,2z1) € v(xy, Y2, 22)
representado por u . v, onde obtemos um numero real.

U.V= X1.Xo+ Y1.Y2 + 212,
EXEMPLO 1. Sendo os vetores u(3,2,5) e v(5,4,7), entdo

U.V= X1. X+ Y1.Yo + + 212,
=3.54+ 2.4+7.5
= 15+8+30

=53

Partindo da definicdo acima, temos as seguintes propriedades do produto
escalar:

. u.u>0eu.u=se somentese,u=0=(00);

. u.v=v.u;

mn. u.(v+w) =uv+uw,
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V. (kw).v = u.(kv) = k(u.v);
V. u.u= |ul?
onde temos que u, v e w sao vetores quaisquer e k um numero real.
Outra forma de representar um produto escalar é:
u.v = |ullv|coso

onde 0 é o angulo (medido em radianos) entre os vetores u e v (ndo nulos)
2.1.3. Produto Vetorial

Diferentemente do produto escalar, que gera um numero real, o produto
vetorial representado por u X v, resulta em um vetor perpendicular aos vetores u
e v , portanto podemos representa-lo no espaco tridimensional R® como ilustrado

na figura abaixo

Figura 8 - Representacéo do produto vetorial

Autor 2024

Considere os vetoresu = (a, b, c), v = (a4, by, c;) paraque o vetorw = (x,y, z) seja
perpendicular aos vetores u e v simultaneamente, devemos garantir que os produtos

escalaresw. u=0ew.v=0
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Portanto, as condi¢des para que seja perpendicular a u e v sao:
ax+by+cz=0,
xa, +yby + zc; = 0.

Dessa forma, podemos reescrever da seguinte maneira

x = bc; — byc,
Yy =a.¢—ac,

z =ab; —ayb.

Assim, o vetor resultante é dito produto vetorial de u e v, onde
uxXv=w
u X v= bcy; —b;c,a,c—ac,;,ab; —a,b.
Outra forma de entender o produto vetorial entre dois vetores é por meio

do determinante envolvendo a base candnica do R3, vejamos:

Considere os vetores u = (a,b,c) e v = (a4, by, ¢;),

Dados:
i=(1,0,0),
j=1(0,1,0),
k = (0,0,1).
Admitindo que
i j k
uXxXuv=det|la b c].
a; by ¢

i j k
Detla b «c¢|= (bc; —bic)i+ (aic—acy)j+ (aby —a,b)k.
a; by ¢

Donde,

u X v=(bc; —byc,a,c— acy,ab; — a,b).
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2.2.Conicas

Séo figuras resultantes da interse¢cdo de um plano com um cone. Como

representada na figura a seguir

FIGURA 9 - Interse¢&o do plano com um cone

>1%

Autor, 2024

2.2.1. Parabola

A parabola é uma figura plana formada pela interseccéo do plano com um cone,

como representado na figura abaixo.
Figura 10 — Parabola

Autor, 2024
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Dados um ponto F e uma reta r, chama-se parabola de foco F e diretriz r ao
conjunto de pontos P do plano tais que
d(P,F) = d(P,r),Onde d denota a distancia.

Seja P(x,y) € um ponto qualquer que pertence a parabola e a distancia de r ao

foco é igual a 2a, entdo

Jx2+ (@ —a)=|y+al

Elevando ao quadrado cada termo, obtemos a seguinte equacao da parabola

— 22 _1 2
4ay = x ouy = _—x°.

2.2.2. Elipse

Dados dois pontos F e F1 e um namero r > d(F,, F), o conjunto dos pontos P do
plano tais que
d(PllF) + d(PJFl)

E chamado elipse de focos F e F1 e eixo maior r

Figuras 11 — Elipse

B=(0,b)

A1:(—a‘0)

Autor, 2024
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Os pontos Ax e A e os pontos B e B: sdo chamados vértices da elipse. Observe
gue a distancia entre A1 e A é igual ao eixo maior r da elipse e que o segmento BB, €
perpendicular a AiA. E a interseccao de A:A e BB1 € o centro da elipse.

Donde temos num plano dois pontos quaisquer Fi1 e F, distantes 2¢ > 0 entre si,
esses pontos sdo chamados de focos. A soma das distdncias de um ponto qualquer

P(x,y) aos focos de elipse é chamado de eixo maior d (44, 4).

d(P,F) +d(P,F) = d(4,,A).

Para simplificar iremos indicar o eixo maior como 2a e a distancia entre os focos

como 2c¢. Aplicando a férmula da distancia entre dois pontos, temos

d(P,F)) +d(P,F) = \/(x—c)z + y? +\/(x+c)2 + y2 = 2a.

Ou ainda,
Jx+c)+y2=2a— J(x—c)?+y2

Elevando os dois membros da equacao ao quadrado, temos

(Ja+or+y2) = (20— JG—o7+y7)
G402 +y?2 = (2a-JG=7 +37)
40 +yP= Qa2 -2-2-a-(JG+ 2 +y?) +(JG-02+y7)
(x+c))—(x—c)?—4a®= —éla\/Wz-l-y2

4xc —4a? = —4a./(x — c)? + y?
xc— a? = —a+/(x —c)?+y2

Elevando, novamente, ao quadrado e simplificando, obtemos

(a? — c®)x? + a?y? = a? (a® — c?).
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Ao observar a figura 12 observamos um triangulo retangulo OBF

Figura 12 — Triangulo OBF

0 ¢ F
Autor, 2024

Donde a? + b? = c?, assim pela equacgéo anterior, temos
b%x? + a*y? = a?b?.

Logo, a equacao da elipse sera

2.2.3. Hipérbole

A hipérbole é uma conica formada pela sec¢éo de um plano com um
duplo cone

Figura 13— Hipérbole

eqi

Autor, 2024
Os pontos Ax e A sdo seus vértices, F1 e F seus focos e 0 centro seu ponto
medio do segmento. Composta de dois ramos e simétrica em relagdo a reta que
contém os focos e em relacdo a mediatriz.

Dados dois pontos F1 € F e um namero r < d(F1, F), o conjunto dos pontos



24

P do plano tais que

Admitindo que a distancia entre os focos seja 2c e a distancia entre os
vértices igual a 2a, assim

|\/(x+c)2+yz—\/(x—c)2+y2 = 2a.

ApoOs elevar os dois termos ao quadrado, podemos reescrever a equacao
da seguinte forma

(CZ _ aZ)XZ _ a2y2 — aZ(CZaZ).
Admitindo que c? — a? = b?, obtemos
bzxz_azyz = a2h2.

Assim, temos a equacéao da hipérbole

2.2.4. Coordenadas Polares

As coordenadas polares pontos no plano sédo constituidos por um par ordenado
(r,a), onde determina a distancia a angulo, em radianos, em relacdo ao ponto de
origem O.

Figura 14 - Coordenadas polares

Z (r, a)

<

Fonte: Autor, 2024
Temos que r é a distancia do ponto Z até a origemem O e a é o angulo que Z faz
com o eixo Ox.
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Se as coordenadas polares de Z = x + iy sao (r,a), comr > 0, e relacionando as
coordenadas polares com as cartesianas temos,

r? =x%+ y2

X =T cosa.
y =71 sena.
z=x+1y.
X=tana.
x

A partir das equagdes acimas podemos encontrar os valores de r e «a, a partir dos
valoresde x e y.

2.2.5. Curvas Polares

Algumas equacdes sdo expressas de forma mais simples quando escritas em
coordenadas polares, devido sua natureza circular. Um exemplo € a equacédo da

circunferéncia de raio r

x2+y? =12
Escrevendo em curvas polares, temos
r= JxZt 2.
Proposicéo: uma coénica de diretriz d, foco F e excentricidade e é o conjunto dos
pontos P tais que
d(P,F) =ed(P,d).

Adotando um sistema de coordenadas xy, como na figura a seguir, temos:

Figura 15 — Sistemas de coordenadas xy

Autor, 2024
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d(P,F)=r
d(P,d) =rcosa +p.

Onde em coordenadas polares

r=e(rcosa+p)
ep

[ pp—

ondel—ecosa #0

2.3. Nogdes de Derivadas

Nesse capitulo iremos revisar as no¢des de derivadas que seréao essenciais para

a compreensao dos capitulos posteriores.

2.3.1. Derivada do Produto

Se f e g sdo derivaveis e seja F(x) = f(x).g(x), tem-se entdo

S[f(x). 9] = = F (%)

F(x+ h)—F(x)]

=lim[ .

h—0

fx+h)g(x+h)—f(x)g(x) + fx+h)gx) f(x+h)g(x)]

:llm[ h h h

h—-0
— Ji . [gx+h)—g(x) , . [flx+h)g(x)
= Jim (G + 1) fim [ 22 - fimg o, fim [ 000
_ - [9G+m)—g ) - fGeH)g ()
=f (x).lim [%] n g(x)'ﬁll?%[%]

= f(x).g'(x) + g (). ().
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2.3.2. Derivada do Quociente

Usando o quociente de Newton, encontramos

£V f&)_fla)
A — i gx) g@
(&) @ = iy |2
— lim [f(X)g(a)—f(a)g(X) 1 ]
x-a x—a "g(x)g(a)
— lim [(f(X)g(a)—f(a)g(X)+f(a)g(a)—f(a)g(a)) 1 ]
x—a x—a "g(x)g(a)

— lim [(f(xi:Z(a)g(a) _ f(a)g(x)—g(a)) 1 ]

x—-a x-a Tg(x)g(a)

_ [f'(a)g(a)—f(a)g'(x)]
[g(@)]? '

2.3.3. Regrada Cadeia
Sabemos que se y = f(x) e x varia de a para a + Ax, o incremento de y é definido

por
Ay = f(a+ Ax) = f(a).
E pela definicdo de derivada, tem-se

Ay
AlachnoE = /'@

Denotando por ¢ a diferenca do quociente de diferencas e a derivada, temos

me = im, (37 @) = r@-r@=o

Porém

A U U
€=A—y—f(a)$Ay:f(a)Ax+8Ax.
x

Definindo € como 0, quando Ax = 0, € € uma fun¢do continua de Ax, portanto para uma
f diferenciavel, podemos escrever, com ¢ - 0 e Ax — 0,
Ay = f'(a)Ax + eAx.

E ¢ é uma funcédo continua de Ax.

Suponha que u = g(x) seja derivavelem a e y = f(u) seja derivavelem b = g(a).
Se Ax, Au e Ay forem incrementos em x, u e y respetivamente, logo da equacéo acima,
fazendoe; - 0eAx -0

Au = g'(a).Ax + &;Ax = Ax(g'(a) + &).
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efazendoe, - 0eAu—-0
Ay = f'(b).Au + g,Au = Au(f'(b) — &,).
Substituindo Au na equacao, obtemos
Ay = Ax(g'(a) + &) (f'(D) — &)

Ay _ /] /]
= @@+ e)(F () - &),

Quando Ax — 0, temos Au - 0, assim, ¢; = 0 e e, = 0 quando Ax — 0. Logo,

d Ay

dx ~ Ax—0Ax
= Jim [/ (D) +&2][g'(@) + 1]
= f'(b)g'(a)
=f'(g(@)g'(@).

2.4. Newton

Nessa secao iremos abordar algumas leis de Newton, para compreensdo dos

capitulos seguintes

2.4.1. Segunda Lei da Dinamica
A segunda lei da dinamica afirma que a forca resultante que atua em um corpo &
o produto da massa pela aceleracéo adquirida pelo mesmo.

F.=m-a.
2.4.2. Leida Gravitacao Universal

A lei da gravitacdo universal afirma que dois corpos exercem uma forca de atracéo
mutua e que essa forca é diretamente proporcional ao produto das suas massas e da

constante gravitacional e inversamente proporcional ao quadrado da distancia

G.M-m
dz

FG:
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3. As Leis de Kepler

Desde muito tempo tem-se a ideia de que os planetas fazem uma trajetoéria circular
em torno de um astro, no caso do geocentrismo seria a Terra e do heliocentrismo o Sol,
porém, eles acreditavam que essa trajetdria era de uma circunferéncia perfeita e que o
astro em questao estaria no centro da circunferéncia (figura 2).

As leis de Kepler ttm como objetivo descrever as razdes do movimento planetario
do nosso sistema solar, tendo como base o modelo Coperniciano e das observacdes do
astronomo dinamarqués Tycho Brahe.

3.1. Primeira Lei de Kepler

A primeira lei de Kepler afirma que “os planetas descrevem orbitas elipticas em
torno do sol”, confirmando a hipétese que os planetas fazem movimentos circulares e
refutando que esses movimentos formam um circulo perfeito.

Em 1687 Newton mostrou que a primeira lei de Kepler derivava de duas leis de
sua autoria: Segunda lei da dinamica e a Lei da gravitacao universal. Onde, desprezando
gualquer interagcdo com outros corpos celestes, 0 movimento planetéario tinha como forca

resultante a forca gravitacional.
Figura 16 — Elipse

B(0.b)

Alad) Fy F A(a,0)

B, (0.-b)

Autor, 2024
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2 2
A elipse é descrita pela equagéo % + Z—Z = 1, os focos ficam localizados no maior

eixo da elipse, se a > b entdo os focos estdo no eixo horizontal e se b > a entdo os focos
estdo no eixo vertical. A elipse possui também uma excentricidade e, que é a razdo entre

0 comprimento ¢ da elipse e a metade do comprimento do eixo maior da mesma.

Demonstragéo 1. Usando um sistema de coordenadas onde teremos 0 Sol como
ponto de origem, 7 = r(t) o vetor posicdo do planeta, r a distancia entre os centros de
massa do planeta ao Sol, ¥ o vetor velocidade e u o vetor unitario que indica a direcéo

radial.

Figura 17 — Diagrama de Vetores

Autor, 2024

Como a forca gravitacional do Sol sobre um planeta é muito maior em relacdo a
forca exercida por outros corpos celestes iremos desconsiderar todos 0s outros corpos
celestes.

A principio, igualamos as leis de Newton:

Segunda lei do movimento: F=m.d.

G.mM - G.mM
=F=— U

r3 T2

iy

Lei da gravitacdo universal: F=-

Onde F é a forca da gravidade sobre o planeta, m e M sdo as massas do planeta
e do Sol, G é a constante gravitacional, r = || e © = (1/7)7 € o vetor unitario na direcéo

de 7.
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Mostraremos inicialmente que o planeta se move em um plano. De fato igualando

as forcas F nas duas leis de Newton.

R G.mM _
m.a = — > U
T
; G.M _
a = — 2z
Donde, a é paralelo a 7 e o0 seu produto vetorial 7 x d = 0.
Observe que
d - - 7 - >
d—rxv)=r><v+r><v )

Logo, segue de (*) que
7XT=h,

onde h # 0 é um vetor constante perpendicular Av e ¥ = 7(t) emtodos os valores
de t. Isso significa que o vetor que o planeta esta situado em estd um plano que passa

pela origem e que sua orbita € uma curva plana.
Para demonstrar a primeira lei de Kepler, vamos reescrever o vetor h como

segue:
h=7xXB=F X7 =1 x (rid)’
= r2(@ x @).

Entao
> GM -
Xh:—Fu x (r’uxu)

Qu

= —GMu x (Uuxu")

= —GM [ - )i — @ - Du].

Sabendoqueu-u= |ul?=1,[u(t))]= 1equeu-u’ =0, logo
a Xh=GMu
(Wxh) =v"xh=a xh=GMU
v Xh= GMu+Z¢C.

Com ¢ sendo um vetor constante.
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Escolhe-se convenientemente os eixos coordenados para que o vetor na base
candnica k aponte na direcdo do vetor h. Da equacao anterior, tem-se que ¢ pertence
ao plano xy, dado que ¥ x h e U sdo perpendiculares a h. Podemos entédo escolher os

eixos x e y tais que o vetor i esteja na direcdo a excentricidade e.

Dado 6, o angulo entre ¢ e 7, entdo (r,0) sdo as coordenadas polares do planeta,
da equacéo acima, temos entao

= GMru-u+ |7||C|cos@
= GMr + rccosé.
onde ¢ = |¢]. Portanto,
__ T@xh) 17 @xh
GM +ccos® GM1+ecos’

Com e = —. Porém
GM
P (Bxh)=GEx®) h=h-h=|n =n
onde h = |h|. Portanto,

" eh?
_ GM _ c
1+ecos@ 1+ecosh’

h? ,
escrevad = - e obtém-se

_ ed
1+ecosf '

Esta equacdo corresponde a forma polar da secdo conica da elipse com
excentricidade e. Portanto, conclui-se que os planetas fazem um movimento eliptico em

torno do Sol.
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3.2. Segunda Lei de Kepler

A segunda lei de Kepler, lei das areas, afirma que “em um referencial fixo no
Sol, a reta que une o planeta ao Sol varre areas iguais em tempos iguais”, essa lei
pode ser descrita pela formula matematica
A, A
At, ~ At,
onde, T é o periodo de revolucéo dos planetas, A1 e A> sdo as areas varridas

pelos planetas, At, e At, sdo os intervalos de tempo e k é uma constante.

Figura 18 - Area de Varredura

5 ki

- y \\ L
3'v!A/'// \\ . /_ /‘:
Bl o AT
! A - . }

4 ) : e
Nt Sun K

f"»_\\»x B o

Fonte: Sequnda lei de Kepler: resumo e exercicios - Mundo Educacéo (uol.com.br)

Nessa secdo iremos demonstrar a segunda Lei de Kepler e usaremos

coordenadas polares

Figura 19 — Area varrida por um planeta do tempo to ao tempo t

Autor 2024
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Considerando que o deslocamento de um planeta em um curto intervalo de
tempo (At — 0), ficard proximo a um triangulo e que a area do triangulo é:
b.h

A= —
2
Onde, b € o comprimento da base, h comprimento da altura.

Admitindo que a &rea varrida pelo planeta se trata de uma area diferencial com
distancia entre os centros de massa r e altura o valor, em médulo, do arco, temos:

r.rdo
B

A area e 0 angulo variam com o tempo, assim:

dA 1 ,d6
— = Tt .
dt 2 dt

Assim temos que a regido de uma curva € dada pela integral da equacao polar
do capitulo 2:

1
A= j —r2dt.
0. 2

0

Sabendo que r = f(0), 6 = 6(t), derivamos A em fungéo de 6 e obtemos:

dA df91 299 = 12
g~ del, 2" T 2"

Pela regra da cadeia, temos que

dA _ dAdf
dt  dé dt
dA 1 _df
—_— _'r' —_—
dt 2 dt’

onde A = A(t) é a area varrida pelo vetor radical 7 = r(t) no intervalo de tempo
[to,t], como mostra a Figura 19.

Admitindo que 7 pode ser escrito em coordenadas polares, temos
# = rcosf1 + rsin6j + Ok.

E que vetor unitario u é dado por

- 7

cl
I

r
Entdo
U = cosOT + sinfj + 0Ok,



E dai

di _ 0221+ cosa 07 4 ok
T = —sinf - T+ cosd ] .

Calculando o produto vetorial obtemos

. i 7 k
7 x d_u _ cos @ sin@ 0
t do de 0 ’
sin T cos 7

du
Ux —-= (cos? 6 + sen?0)
. du_de
YA T a

Temos, pela demonstracdo da primeira lei de Kepler, que
- L du
h=r?{ux—|

dt
logo,
h=r? ﬁxah7
-\ )
entao
B 2 do
=T dt .
relembre que,
dA 1 ,df
—_ = =7 —
dt 2 dt
Comparando as expressoes,
dA :
a2

Como que h é constante, temos que a variacdo da area com respeito ao
tempo é constante.
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3.3 Terceira Lei de Kepler

A terceira lei de Kepler afirma que “O quadrado do periodo de translacao de cada

planeta em torno do Sol é proporcional ao cubo do raio médio da respectiva orbita”.

Figura 20 - Translacdo do planeta ao redor do sol

Planeta

Periélio Centro Afélio
o

Autor, 2024

Sabendo que T € o periodo de translacdo da Terra em torno do Sol, que sua

trajetoria € uma elipse e que a é a medida do raio médio do semieixo maior, temos que:

T? = ka3

Sendo k uma constante que depende apenas da massa do Sol, pois a massa do
2

. . ~ ~ I*
planeta e desprezivel em relagéo ao do Sol, logo temos que a razéo —; € constante
T
para todos os planetas.

Admitindo que

_ ed
T 1—e?

a

A principio, para demonstrar iremos reescrevendo em coordenadas polares de

seccles conicas, assim temos

1—e?
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Sabendo que e = 2 e que c? = a? — b?, temos

a? — b?

Logo temos que

bZ
P (1-¢e?)
Substituindo em a = ——, temos
_p
a = b2’
az
b? = pa.

Temos da demonstracao da primeira lei de Kepler que

_ ed _ p
"= 14+ecosd 1+ecosh

hZ
ondepzweez

GM

Sabendo que T € o tempo em que o planeta d4 uma volta ao redor do Sol e que a
area variada no intervalo de tempo [0,T] é dado por:

= ()
), \dt

A= lehdt
=) 3

A—lhT
= S hT.

Comparando com a area de uma regido plana de uma elipse, com eixos 2a e 2b

A = mab.
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Assim temos

%hT = mwab ouainda T =

Elevando ao quadrado T

4m?a?h?
=T

Substituindo b? = pa na equacgdo anterior

_ Am*a’pa

T? PR

T2_47r2a3p
=—

2
Admitindo p = :—M , temos

41%q3

T? = .
GM

2
Fazendo k = 2 temos
GM
T? = ka3.

Como queriamos demonstrar.

2mab
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4 Aplicacoes

Exemplo 1. O Planeta Terra, que orbita em torno do Sol, tem periodo orbital de 1 ano.
Se um planeta qualquer, que também orbita em torno do Sol e que tem raio orbital 3

vezes maior, fard a volta em torno sol em quanto tempo?

Note que aplicando a terceira lei de Kepler encontramos que

T? T
R? R}
Admitindo que R, = 3R, , T, =1 temos
I
R, (3Ra)?
2 _ 27Rg’
b Ra3
T,2 =27
T, = V27
Tb = 3\/§

T, = 5,2 anos.
Portanto, concluimos que o planeta B demora 5,2 anos terrestes para girar ao redor do

Sol.
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Exemplo 2. O planeta Terra realiza uma trajetoria eliptica em torno do sol cujo a area

varria é de A = 6,98.10%2 m? em um ano. Qual seria a area varrida pelo planeta Terra
no intervalo de tempo de 30 dias?
Sabendo que, pela segunda leis de Kepler, a area varrida pelo raio que liga o centro do

sol ao centro de um planeta é proporcional ao tempo para varré-la, temos

Areas Total = 6,98.1022 m?2
1 ano = 12 meses

Encontrando a area mensal (4,,), temos

_6,98. 1022

Am 12
~ 5,82.10%1 m?
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5. Consideracoes Finais

Percebemos, ao longo deste trabalho, como as observacfes dos céus resultaram em
algumas teorias cosmologicas sobre o movimento dos planetas. Algumas dessas teorias foram o
geocentrismo, onde a Terra era o centro do universo, o heliocentrismo, teoria proposta por Nicolau
Copérnico que afirmava que o Sol era o centro do universo e as leis de Kepler, teoria aceita até os
dias atuais, que tem como base a teoria coperniciana, onde, afirmam que os planetas estdo em uma
trajetoria eliptica com o Sol em um dos seus focos.

Através da utilizacdo da geometria analitica, dos célculos diferenciais, e das leis de Newton,
abordados no capitulo 2, obtemos os resultados presente neste trabalho, como a demonstragédo de
cada lei e a importancia para diversas areas cientifica.
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