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RESUMO

Nesse trabalho descrevemos um resultado obtido por Ernst Heintze que melhora o seguinte resul-
tado devido a Reilly: seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional imersa isometricamente

em RY, N > n, e 4;(M) o primeiro autovalor do operador laplaciano de M, entio

n
(M) < /szM.
1( )_VolM M

E. Heintze, em 1988, generalizou o resultado acima. Ele provou que:

Se M estd imersa isometricamente em M, onde K v < 0, entdo:

) n
i M(M) < n5—|—meH2dM, para 0 > 0;

(i) A;(M) <nd+nmaxH?, parad <O0.

Além disso se vale a igualdade em (i), entdo M € imersa minimamente em alguma esfera geodésica.

Palavras chave: Isometria. Imersdo. Laplaciano. Primeiro Autovalor. Limitante Superior.



ABSTRACT

In this work we describe a result obtained by Ernst Heintze which improves the following results
due to Reilly: let M be a compact n-dimensional Riemannian manifold and A;(M) is the first

eingenvalue of laplacian. If M is isometrically immersed in RN, N > n, then

n
(M) < /szM.
1( )_VolM M

E. Heintze, in 1988, generalized the above result. He proved that:

If M is isometrically imersed in M, where, Ky < 0, then:

) n
i M(M) < n5—|—meH2dM, para 0 > 0;

(i) A;(M) <nd+nmaxH?, parad <O0.

Furthermore, if the equality in (i), then M is minimally immersed into some geodesic sphere.

Keywords: Isometry. Immersion. Laplacian. First Eigenvalue. Upper Bound.
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INTRODUCAO

Esse trabalho tem como objetivo obter uma cota superior para o primeiro autovalor do Lapla-
ciano. Um autovalor é um niimero real A tal que existe uma solugio nio trivial ¢ € C?(M) satis-
fazendo

Ap+A¢p =0,

onde M é uma variedade fechada e conexa. No caso em que M é imersa isometricamente em M a
estimativa é muito interessante, visto que a cota superior s6 depende essencialmente de elementos

extrinsecos a M, isto é, depende da forma como M é imersa em M.

Os principais resultados desse trabalho foram obtidos por E. Heintze, tais resultados foram
parte do paper Extrinsic Upper Bounds for A;, publicado em 1988 no Math. Annalen. O tra-
balho de Heintze € uma extensdo do resulatado obtido por Reilly e publicado em 1977 intitulado
On the first eigenvalue of the Laplacian for compact submanifolds of Euclidean space, o qual
afirma que: se M é uma variedade Riemanniana n-dimensional compacta, conexa e imersa isome-

tricamente em R e A; (M) é o primeiro autovalor do operador laplaciano de M, entio

n 2
H~dM.
volM /M

Nas mesmas condi¢des do Teorema de Reilly, trocando-se o RY por uma variedade Riemanniana

ll(M) <

completa M com curvatura seccional K, 7 < 0, Heintze obteve que:

i) L(M)<nd+ & Ju H?dM, parad > 0. (Teorema 3.4)

(i) A;(M) <nd+nmaxH?, parad <O0; (Teorema 3.8)
Além disso, se vale aigualdade em (i), entdo M € imersa minimamente em alguma esfera geodésica.

Nas demonstracdes dos Teoremas 3.4 e 3.8, uma das ferramentas que utilizaremos é o Teorema
de Rayleigh, Teorema 3.1, o qual afirma que, se f € uma funcdo nao nula admissivel, isto &, f

pertence ao espago de Sobolev H! = W!2(M) com [,, fdM = 0, entdo

Julgrad f>aM
MO0 = v



10

ss(r) e cs(r)—c

r Ve

1 ) -
€= Jycs(r)dM é constante, x; sdo as coordenadas normais de M centrada em algum ponto
VO

po €M er=d(po,-) é adistincia a py.

no caso & > 0, onde

No Teorema de Rayleigh usaremos as funcdes

Com o objetivo de deixar esse trabalho o mais completo possivel o organizamos em trés
capitulos. No primeiro capitulo descrevemos os resultados fundamentais de Geometria Rieman-
niana, que sao apresentados sem demonstracdo, pois podem ser facilmente encontrados na litera-
tura, e que imprescindivelmente nos auxilia no entendimento dos resultados tratados nos capitulos
seguintes. Ressaltamos que alguns conceitos basicos, como por exemplo, o conceito de espaco
tangente e diferenciabilidade serdo admitidos, o leitor pode consultar [S] ou [11] para mais de-
talhes. No segundo capitulo definimos e obtemos as principais propriedades do Gradiente, do
Hessiano e do Laplaciano de uma fun¢do f : M — R, e do Divergente de um campo de vetores em
M. Apresentamos resultados como, por exemplo, o teorema de comparacao do hessiano da funcdo

distancia.

Por fim, o altimo capitulo é dedicado as demonstracdes dos Teoremas 3.4 ¢ 3.8, para os quais

faremos alguns lemas que ird nos auxiliar nas demonstragoes.
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1 RESULTADOS FUNDAMENTAIS DE GEOMETRIA RIEMANNIANA

Nesse capitulo apresentaremos os principais resultados de geometria Riemanniana que uti-
lizaremos no restante da dissertagdo. Nessa primeira se¢ao definiremos os elementos que utilizare-
mos e apresentamos alguns teoremas tais como o teorema de Hopf-Rinow, que nos permite obter

propriedades interessantes de variedades compactas.

1.1  Métrica Riemanniana

Iniciamos definindo o conceito de métrica Riemanniana, além disso escreveremos as métricas

do espago euclidiano R", da esfera S” e do espaco hiperbdlico real H” em coordenadas polares.

Definicao 1.1 Uma métrica Riemanniana, ou estrutura Riemanniana, em uma variedade diferen-
cidvel M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto interno () p 1o
espago tangente T,M que varia diferenciavelmente no seguinte sentido: Se x : U C R" — M é uma
parametrizagdo, ou sistema de coordenadas locais, em torno de p, com x(xy,...,x,) =q € x(U) e
a%l(q) =dx(0,...,1,...,0), entdo <a%’(q), %j(q)>q = gij(x1,...,x,) € uma fungdo diferencidvel

emU.

Ressaltamos que essa defini¢do ndo depende da escolha do sistema de coordenadas.

Uma variedade diferencidvel munida com uma métrica Riemanniana é chamada uma variedade

Riemanniana.

Definicao 1.2 Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f: M — N é chamado

uma isometria se, para todo p € M e u,v € M,

(u,v)p = (dfp(),dfp(v)) ) - (1.1)

Se f satisfaz (1.1) numa vizinhanga de p, para todo p € M, dizemos que M e N sdo localmente

isométricas.
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Exemplo 1 Se M =R", é o espaco euclidiano de dimensdo n, identificando % come;=(0,...,1,

...,0). A métrica é dada por <ei,ej> = 0jj.

Exemplo 2 Seja f: M — M uma imersdo, ou seja, f é diferencidvel e df, : T,M — Ty M é
injetiva para todo p € M. Se M é uma variedade Riemanniana, entdo f induz uma métrica Rie-

manniana em M por
(u,v), = <dfp(u),dfp(v)>f(p) , u,veT,M.

A métrica assim obtida é chamada de métrica induzida por f, e assim f é uma imersdo isométrica.

Seja S" = {x e R" 1, xi+ ... +x2,, = 1} a esfera unitdria de R"'. A métrica induzida por
R em S* é chamada métrica canodnica de S".
Exemplo 3 O semi-espaco do R" dado por
H" = {(x1,...,x,) € R";x, >0}

munido da métrica

é chamado de Espaco Hiperbdlico.

1.2  Conexées

Um dos conceitos que ajuda a entender o comportamento das variedades Riemannianas e
nos auxilia no conhecimento de suas propriedades é o conceito de campos de vetores, que tem

a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.3 Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M é uma correspondéncia
que associa a cada ponto p € M um vetor X(p) € T,M. Como aplicagdo, X é uma aplicagdo de

M no fibrado tangente TM. O campo é diferencidvel se a aplicacdo X : M — TM ¢é diferencidvel.

Se x: U C R" — M ¢ um sistema de coordenadas, é possivel escrever o campo X como

X(p) = jZl“f(ma%,»

onde cada g; : U — R é uma funcdo em U e {%} ¢ a base associada a x. Consequentemente o
1

campo X € diferencidvel se, e somente se, as funcdes a; sdo diferenciaveis para toda parametrizagao.
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Denotaremos por .2 (M) o conjunto dos campos de vetores de classe C** em M e por Z(M) o

anel das fung¢des reais de classe C* definidas em M.

Definicao 1.4 Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplicacdo
V:ZM)x Z(M)— Z (M),

que satisfaz para todos X,Y,Z € X (M) e todas f,g € P(M) as seguintes propriedades:

i) V(fX+gY)Z = fVxZ+gVyZ
ii) Vx(Y+Z) =VxY +VxZ
iii) Vx(fY)=fVxY+X(f)Y.
Proposicao 1.1 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Entdo existe uma

tinica correspondéncia que associa a um campo vetorial V ao longo da curva diferencidvel c : I —

M um outro campo vetorial % ao longo de c, denominado derivada covariante de V, tal que
o D DV | DW
l) E(V_FW):E_FW'
oo d
i) 2(fv)=4v+ oy,

onde W é um campo de vetores ao longo de c e [ é uma funcdo diferencidvel em I.

DV __

iii) Se V é induzido por um campo de vetores Y € 2" (M), isto é, V(t) =Y (c(t)), entdo T =

\Png
Demonstracao. Ver [5], pagina 57. ]

Definicao 1.5 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Um campo de ve-

tores X ao longo de uma curva c : I — M é chamado paralelo quando %—)f =0, paratodot € I.

Definicao 1.6 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V e uma métrica Rie-
manniana (). Dizemos que a conexdo é compativel com a métrica (), quando para toda curva
diferencidvel c e quaisquer campos de vetores paralelos P e P' ao longo de c, tivermos que

(P,P") =const.. A conexdo é dita simétrica quando
Vx¥ — VyX = [X,Y],

paratodo X,Y € 2" (M) e [X,Y]:=XY —YX é o colchete de Lie.
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Proposicao 1.2 Uma conexdo V em uma variedade Riemanniana M é compativel com métrica
se, e somente se, para quaisquer campos de vetores V e W ao longo de uma curva diferencidvel

c:1— M tem-se

d DV DW

—(V,W) =( —,W V,— tel. 1.2

G = (Sl )+ (vOD) e (12
Demonstracao. Ver [5], pagina 59. ]

Corolario 1.3 Uma conexdo V em uma variedade Riemanniana M é compativel com a métrica
se, e somente se,
X(Y,Z) =(VxY,Z)+(Y,VxZ),

para quaisquer X,Y,Z € 2 (M). Em particular se (Y,Z) = 0, entdo

(VxY,Z) = —(Y,VxZ). (1.3)
Demonstracao. Ver [5], pagina 60. ]

Teorema 1.4 (Levi-Civita) Seja M uma variedade Riemanniana, entdo existe uma vinica conexao

afim'V.em M que satisfaz:
a) V ésimétrica.
b) V é compativel com a métrica Riemanniana.
Demonstracao. Ver [5], pagina 61. ]

A conexao dada pelo teorema acima é também conhecida como conexao Riemanniana.

Em um sistema de coordenadas (x,U ), as fung¢oes Fé‘j definidas em U por
o
VxX; =Y TiX,
k=1

onde X; = %, sdo chamadas os coeficientes da conexdao V em U ou simbolos de Christoffel. Um

simples calculo nos mostra que

UL ol B AL A
Fij_zlgl axig]k_kaxjgkl axkgz] 8 (1.4)

onde (gX!) é a inversa da matriz (gy;), e usando a simetria da conexdo, obtém-se que Ff = Fi-l-.
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Se M = R" munido com a métrica <e,~,ej> = 0;j temos Ffj = (0 para quaisquer i, j,[ = 1,...,n.
Portanto
Veej=Tje =0. (1.5)

1.3  Geodésicas e variedades completas

Agora definiremos o conceito de geodésica que dentre suas aplicacOes nos permite obter
informagdes topologicas da variedade como mostra o Teorema de Ropf-Rinow. Sua importancia
também € caracterizada pela propriedade de localmente minimizar distincia entre dois pontos da

variedade.

Definicao 1.7 Uma curva parametrizada y: I — M é uma geodésica em to € I se % (‘fi—?) =0no

ponto ty. Se y é geodésica em todo t € I, dizemos que 'y é uma geodésica.

Se v: 1 — M € uma geodésica, entdo por (1.2)

d /dy dy 5 Ddy dy _o

dt \dt'dt/ “\dtdt’'dt)
ou seja, o comprimento do vetor tangente € constante.
Proposicao 1.5 Dado p € M, existem uma vizinhangca V de p em M, um niimero € > 0 e uma
aplicagdo C*, y: (=2,2) xU = M, U = {(q,w) e TM;q € V,w € T,)M, |w| < €} tal que t —

Y(t,q,w),t € (=2,2), é a vinica geodésica de M que no instante t = 0 passa por q com velocidade

w, para cada g €V e cadaw € T,M, com |w| < €.
Demonstracao. Ver [5], pagina 72. ]

Sejam p € M e U C TM o aberto dado pela proposicao acima. A aplicagdo exp : U — M dada

por
1%
exp(qv) = Y(1,0,v) = y(\v\,q,m) |

estd bem definida e é chamada aplicacdo exponencial em U. E ficil observar que exp é diferenci-

avel.

Por simplicidade, utilizaremos a restri¢do da exp a um aberto do 7,M, como

exp, : Be(0) CTuM — M,
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onde exp, (v) = exp(q,v) e B¢(0) € a bola aberta centrada na origem do 7, M e raio €. Além disso,
prova-se que existe um € > 0 tal que exp,, : B¢(0) C TyM — M ¢é um difeomorfismo sobre um
aberto de M.

Como consequéncia temos que a aplicagdo exponencial satisfaz o seguinte resultado:

Lema 1.1 (Gauss) Sejam p € M e v € T)M tal que exp,v esteja definida. Seja w € T)M ~
T,(T,M). Entdo
(d(expp)v(v),d(exp,)v(w)) = (v,w).

Demonstracao. Ver [5], pagina 77. ]

Definicao 1.8 Se exp,, é um difeomorfismo em uma vizinhanga V da origem do T,M, exp,V =U ¢
chamada de vizinhan¢a normal de p. Se B¢ (0) é tal que B¢(0) C V, chamamos exp »Be(0) =Be(p)
de bola normal, ou geodésica, de centro p e raio €. Pelo Lema de Gauss, a fronteira de uma bola
normal é uma hipersuperficie em M ortogonal as geodésicas que partem de p, ela é chamada de

esfera normal, ou geodésica, e serd denotada por Sg(p).

Definicao 1.9 Sejam p,q € M, a distdncia d(p,q) é o infimo dos comprimentos de todas as curvas

Cp.g» onde ¢ € uma curva diferencidvel por partes ligando p a q.
Agora veremos que localmente as geodésicas minimizam distancia.

Proposicao 1.6 Sejam p € M, U uma vizinhanca normal de p, e B C U uma bola normal de
centro p. Seja y: [0,1] — B um segmento de geodésica com y(0) = p. Se ¢ : [0,1] — M é qualquer
curva diferencidvel por partes ligando y(0) a y(1), entdo 1(y) < I(c) e se a igualdade vale entdo

([0,1]) = ¢([0, 1))
Demonstracao. Ver [5], pagina 79. ]

Agora trataremos de alguns conceitos globais ligados as variedades Riemannianas. Inicial-
mente definiremos a nocdo de completude de uma variedade, e também enunciaremos o teorema

de Hopf-Rinow que tem como consequéncia imediata que toda variedade compacta é completa.

Definicao 1.10 Uma variedade Riemanniana M é dita completa, ou geodesicamente completa, se
para todo p € M, a aplicagdo exponencial estd definida para todo v € T,M, equivalentemente as

geodésicas Y(t) que partem de p estdo definidas para todo t € R.
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Teorema 1.7 (Hopf-Rinow) Seja M uma variedade Riemanniana e seja p € M. As seguintes

afirmacoes sdo equivalentes

a) exp, estd definida em todo o T,M.
b) Os limitados e fechados de M sdo compactos.
¢) M é completa como espago métrico.

d) M é geodesicamente completa.

Além disso, cada uma das afirmacées acima implica que

e) Para todo q € M existe uma geodésica 'y ligando p a g com 1(y) =d(p,q).

Demonstracao. Ver [5], pagina 163. ]

Corolario 1.8 Se M é compacta, entdo M é completa.

Demonstracao. Como todo espaco métrico compacto é completo, a conclusdo segue da parte (c)

do teorema. ]

O préximo resultado, devido a Nash, nos d4 uma importante caracterizacdo das variedades

Riemannianas completas, mais precisamente:

Teorema 1.9 (Nash) Se M" ¢ uma variedade Riemanniana completa, entdo ela pode ser imersa

isometricamente em RN , para algum N > n.
Demonstracao. Ver [8]. [ |

Sejam M uma variedade Riemanniana completa e p € M. Considere ¥ : [0,00) — M uma
geodésica normalizada (isto &, |7'(¢)|=1) com y(0) = p. sabemos que para ¢ > 0 suficientemente

pequeno,

isto é, ¥([0,7]) é uma geodésica minimizante. Além disso, é facil ver que, se ¥([0,1]) ndo é
minimizante, entdo o mesmo acontece para ¢ > t1. Por continuidade, o conjunto dos nimeros ¢ > 0
para os quais d(y(0),y(t)) =t é da forma [0,%] ou [0,o0). No primeiro caso, ¥(ty) é chamado o

ponto minimo de p ao longo de ¥; no ultimo caso diz-se que o ponto minimo nao existe.
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Definimos o lugar dos pontos minimos de p, “cut locus”de p, denotado por Cut(p), como

sendo o conjunto de todos os pontos minimos de p ao longo de todas as geodésicas que partem de

P-
1.4 cCurvaturase campos de Jacobi

Sem divida a curvatura € um dos conceitos mais presentes em geometria Riemanniana, e entre
suas diversas aplica¢des ela mede intuitivamente o quanto uma variedade Riemanniana deixa de

ser euclidiana.

Definicao 1.11 A curvatura % de uma variedade Riemanniana M é uma correspondéncia que

associa a cada par XY € 2 (M) uma aplicacdo Z#(X,Y) : Z (M) — Z (M) dada por
%(X, Y)Z - VYVXZ - VXVYZ+ V[X7y]Z,

ondeZ € & (M) eV é a conexdo Riemanniana de M.

Defini¢ao 1.12 Dados um ponto p € M e um subespago bidimensional 6 C T,M, o niimero real

('x7y7x7y>

K(x,y) = AR

é chamado curvatura seccional de M no ponto p com respeito a ©, onde x,y é uma base de o,

(x,3,%,9) = (Z(x,y)x,y) € [x Ay[* = |x[*|y|* = (x,y)%

Proposicao 1.10 O niimero
(x,,x,y)

ndo depende da escolha dos vetores x,y € ©.
Demonstracao. Ver [5], pagina 105. [ ]
Lema 1.2 A curvatura seccional de R" é identicamente nula.

Demonstracao. Pela defini¢do de curvatura seccional € suficiente mostrarmos que, para quaisquer

X,Y,Z e Z (R") tem-se que Z(X,Y)Z = 0.
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1

1

n
SeZ = Zziei,X =
=1

n
Xi€é;, Y =
i =1

n
yiei, onde ey, ..., e, € a base candnica de R", entdo
=1

n n n
VxZ =Vx Zziei = ZZiVXei + ZX(Zi)ei
i=1 i=1 i=1

n n
= Z Zixjvejei+ZX<Zi)ei
ij=1 i=1
n
=) X(z)e,
i=1

onde a dltima igualdade € devida a (1.5). Analogamente,

Vyvxz = ZY(X(Z,‘))@,‘,
i=1

VixyZ= ;[XaY] (zi)ei

portanto

B(X,Y)Z = VyVxZ —VxVyZ+VixyZ
lwmmm—iﬂwmm+imﬂ@m
— Y X Y](@er+ Y X.Y]()e =0,

i=1 i=1

-

1

Lema 1.3 Sejam M uma variedade Riemanniana e p € M. Defina uma aplicac¢do trilinear R :
T,M x T,M x T,M — T,M por

(R(X,Y,Z)W,Z) = (X,W)Y,Z) — (Y,W)(X,Z),

para todo X,Y,Z,W € T,M. Entdo M tem curvatura seccional constante igual a K se, e somente

se # = K()@, onde X é a curvatura de M.

Demonstracao. Ver [5], pagina 107. ]

Uma Variedade Riemanniana completa M de curvatura seccional constante é chamada de

forma espacial.

Definicao 1.13 Seja y: [0,a] — M uma geodésica de M. Um campo de vetores J ao longo de y é
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um campo de Jacobi se satisfaz a equagdo de Jacobi

D%J

—3 TR 0)J0)Y (1) =0, Vi[04l

Os exemplos triviais de campos de Jacobi ao longo de y(¢) sdo y'(t) e ty'(¢).

Agora veremos algumas das propriedades dos campos de Jacobi, dentre as quais, um campo

de Jacobi nos permite saber onde a aplica¢do exp,, deixa de ser um difeomorfismo local.

Exemplo 4 Sejam M uma variedade Riemanniana de curvatura seccional constante K, y: [0,a] —

M uma geodésica normalizada em M e J um campo de Jacobi ao longo de ¥, normal a y'. Entéo

Ry, J)y =KJ.

De fato, pelo Lema 1.3, para todo campo de vetores T ao longo de 'y tem-se

(R(y" )y, T) =Ky, y)(J.T) =y, T){J,¥"))
= K({J,T).

Assim a equacdo de Jacobi tem a forma

D2J
— +KJ =0, (1.6)

e é fdcil ver que, se w(t) é um campo paralelo ao longo de y com (y',w(t)) =0e |w(t)| =1

( sen(t\/l_()

Tw(r), seK >0,
J(t) = tw(t), seK =0,
senh(ty/—K)

————w(t), seK <O,

(VK

é solugao de (1.6) com condigdes iniciais J(0) =0 e J'(0) = w(0).

Lema 1.4 Seja y: [0,a] — M uma geodésica. Entdo um campo de Jacobi J ao longo de y com
J(0) = 0 é dado por
J(t) = d(expp)iy0)(tJ'(0)), t€0,a].

Demonstracao. Ver [5], pagina 126. ]

Com a definicdo seguinte teremos outras relacdes entre os campos de Jacobi e a aplicacdo

exponencial, mais precisamente, como encontrar as singularidades da aplicagcdo exponencial:
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Definicao 1.14 Seja y: [0,a] — M uma geodésica. dizemos que o ponto Y(ty) é conjugado de
¥(0) ao longo de v, ty € (0,a), se existe um campo de Jacobi J ao longo de Y, ndo identicamente
nulo, com J(0) =0 = J(tp). O niimero mdximo de tais campos linearmente independentes é a

multiplicidade do ponto conjugado Y(ty).

Proposicao 1.11 Suponha que y(ty) é o ponto minimo de p = y(0) ao longo da geodésica vy :
[0,a] — M. Entdo:

a) ou Y(to) é o primeiro ponto conjugado de p ao longo de 7,

b) ou existe uma geodésica y # y que liga p a y(ty) com 1(¥) = ().

E a reciproca é também verdadeira.
Demonstracao. Ver [5], pagina 267. ]

Corolario 1.12 Seja M uma variedade Riemanniana completa. Se p € M e g € M\Cut(p), entdo
existe uma unica geodésica minimizante ligando p a g, e q ndo é conjugado a p ao longo da

mesma.

Demonstracao. Seja y: [0,a] — M uma geodésica minimizante tal que y(0) = p e y(a) = q.
Suponhamos que p se liga g por duas geodésicas minimizantes ou que g € conjugado de p ao
longo de 7. Pela reciproca da Proposicao 1.11, existe 7y € (0, 4] tal que y(#p) é o ponto minimo de

p ao longo de y. Como g ¢ Cut(p), devemos ter que fy < a, mas assim ¥ ndo é minimizante em
(0,a]. n

Teorema 1.13 (Rauch) Sejam y:[0,a] — M" e ¥:[0,a] — M"**, k >0, geodésicas com a mesma

velocidade, e sejam J e J campos de Jacobi ao longo de y e ¥, respectivamente, satisfazendo

i) ¥(¢) ndo é conjugado a ¥(0), VO <t < a;

i) J(0) =J(0) =0, (J'(0),7'(0)) = (/'(0),7(0)), |/'(0)| =17(0)

iii) Ky (%,7'(1)) > Kp (x,7'(1)),
onde K(x,y) é a curvatura seccional segundo o plano gerado por x,y. Entdo

a) [J|<|J

, além disso, se para algum ty € (0,a], tem-se |J(ty)| = |J(t)|, entdo

Ky (%,7'(t)) = Ku(x,7'(t)),

para todo t € [0,al.
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J|?
b) (J',J) > B (J,J) para todo t € (0,al.

Demonstracao. Faremos a demonstracdo apenas do item (b), uma demonstragdo do item (a) €

encontrada em [5], pagina 238.

Para mostrarmos o item (b), observamos primeiro que, como ¥(z) nao é conjugado a ¥(0) ao
longo de 7, temos que J(¢) # 0 em (0,a]. Defina f(t) = |J(t)|> e f(t) = |J(¢)|* em (0,a], assim
fl@t)=2),J)) e f'(t) =2(J'(t),J(t)), agora basta mostrarmos que

f'(to) _ J'(t0)

v

Por (2.7) W U )
S (to J',J) (1o ( J J )
= = , = S, (J1,J 1.7
270) ~ WP -\ Tl Ty ) = e (1.7)
e
f(t) _(J.J)(t) ( JoJ ) o
r = Tl =9 T 31T, =9,/ ,J 5 1.8
270~ WTaor Tl Ty ) ~ 7ot a8
J _ J
onde J| = —— e J| = ———. Escolha campos ortogonais e paralelos ey,...,e, ao longo de
)] T Vo)l pos orfog P _1 fong
Vo] € €15- - €ntx a0 longo de ¥l 41, com e = ¥', ex(t0) = J1(t0) e &1 = 7', &x(to) = Ji(to).

Para V = B;(t)e;(t) campo diferenciavel por partes ao longo de v, defina
¢(V) = Bi(t)ei(t)
campo diferenciavel ao longo de 7. Entdo ¢(J;) =0=J,(0) e
Ji(to) = ex(to) = ¢ (J1)(to) = &2(to) = Ji(to),
assim, pelo Lema do Indice (Teorema 2.5),

T (@), 0 (1)) = F1,(J1,1). (1.9)

Mas para todos os campos V, W diferencidveis por partes ao longo de 7, tem-se

(@(V),0(W)) =(V,W) e ¢(V)' =¢(V'),
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donde
fo
o) = [T =1y A PRl e

> [T (1) 0()) =17 A0 () PR (). 7l
= Zy(001).0(1)). (110

Segue de (1.7), (1.8), (1.9) e (1.10) que

fto) - = fl(1)
20) Ii(J1,91) = I (0(1),0(J1)) = A, (N1, 1) = 210
isto €,
f'(o) o f'(t0)
ft) — f(n)

Observacao 1.14 A igualdade vale se, e somente se, Ky (%,7(t)) = Ky(x,y'(t)) e vale a igual-
dade em (1.9).

1.5 Coordenadas polares

Nessa secdo escreveremos as métricas do R”, de S"~! e do H"” em coordenadas polares as

quais precisaremos futuramente.

Com esse objetivo, sejam

x:UCRV gl

(uyy..oytpn—1) — x(uy,...,up—1)

parametrizagdo e

Y(rut,. .. up—1) = exp,(rx(ur, ..., un—1)),
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entao
Y =d(exp,)q(x(u1,. .. un-1))
Yu; = d(exp)q (rg;i)
logo
(Vs 1) = (d(expp)g(x(ur,- .., un—1)),d(exp,)g (x(u1,. .., un-1)))
= (x(up,...,up—1),x(uy,...,up—1)) =1. (1.11)
(Vs Yuy) = <d(expp)q(x(u1,...,un_l)),d(expp)q (rg—:;)>
:<x(u1,...,un_1),r§—;>zo. (1.12)
onde ¢ = rx(uy,...,u,—1) e as igualdades (1.11) e (1.12) sdo devidas ao Lema de Gauss. Final-
mente,

ox ox
<7/uia'}/uj> = <d(eXPp)q (ra_ul) ,d(epr)q <ra_uj> > ) (113)

Observe que, para cada i fixado, J;(r) = d(exp,,), <r5—> ¢ um campo de Jacobi dado pelo Lema

X
uj
1.4, e pelo exemplo 4
rw(r), em R”".
J(r) = q sen(r)w(r), emS" !

senh(r)w(r), em H".
Portanto, para o R”

<%A,~7%¢j> = <}’W,‘(l’),l"Wj(l”)>

= <w,-(r),wj(r)> = r25ij.

donde

n
ds® = Z gijduiduj = dr2+r2da)2,
ij=1

onde dw? é a métrica candnica de "1,
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Para a esfera S" !

<Yu,-,}’uj> = (sen(r)w;(r),sen(r)w;(r))

= sen’(r) (w;(r),w;(r)) = sen’(r) &,

donde
ds* = dr* +sen’(r) dw*.
Para H"
(Yass Yu;) = (senh(r) wi(r),senh(r) w;(r))
= senh?(r) (w;(r),w;(r)) = senh®(r) §;;,
donde

ds* = dr* + senh®(r) d w*.
1.6 A segunda forma fundamental

Sejam M" e M"*k k >0, variedades Riemanniana e f : M — M uma imersdo isométrica, entdo

para cada p € M o produto interno em 7,M decompde 7,M na soma direta
T,M = df(T,M)® (df (T,M))",

Por simplicidade de notagdo identificamos df(7,M) com T,M onde (T,M)* é o complemento

ortogonal de T,M em T,M e p é identificado com f(p).

Denotaremos a conexio Riemanniana de M por V, e se X e Y sdo campos locais de vetores em

M, e X, Y sdo extensdes locais em M, de df(X) e df(Y), definimos
o T

onde (V¢Y)7 denota a componente tangencial de VY.

Proposicao 1.15 Seja f : M" — M"* uma imersdo isométrica. Entdo paraX,Y € 2 (M)
5 _on\T

é a conexdo Riemanniana de M.

Demonstracao. Para mostrarmos que (V

<¥)T é uma conexdo em M, sejam X,Y,Z € 2" (M),
ghe 2M)eX,Y,Ze 2 (M), §,he 2(M)

suas extensdes em M s respectivamente. Entao,
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ViexmnZ = (VigziinZ)"

= (g?XZ + I_NYZ)T

= (gV2)" + (hV;yZ)"
=gVxZ+hVyZ

Agora mostraremos a simetria e a compatibilidade com a métrica de M, induzida por f. Com
efeito, Vx¥ — VyX = (V¥ — V;X)T = [X,7]" = [X,Y], onde a dltima igualdade é devida a
(Proposicao 13.4 de [9]).

Para a compatibilidade, temos

como ((Vg¥)1,Z) = (¥,(VgZ)*) =0, temos

X(v,Z)={(Vz")",2) +(v,(Vx2)")
= <VxY,Z> + <Y, sz>.

Portanto, pelo Coroldrio 1.3 (V¢Y)” é compativel com a métrica de M. |
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Definicao 1.15 Sejam f : M — M uma imersdo e X,Y campos locais definidos em U C M. A
aplicagcdo o : 2" (U) x 2 (U) — 2 (U)* dada por

o(X,Y)= vgY —VxY,

¢ chamada a segunda forma fundamental da imersdo f, onde 2 (U)* é o conjunto dos campos

diferencidveis em U normais a f(U), que o identificamos com U.
Proposicdo 1.16 A aplicacdo a(X,Y) = VY — VxY é bilinear e simétrica.
Demonstracao. Ver [5], pagina 140. ]

Definicao 1.16 O traco da segunda forma fundamental, tr o0 =: ﬁ é chamado de vetor curvatura
1

média e H := —]ﬁ
n

é chamada de curvatura média de M, onde n é a dimensdo de M. Quando

H = 0 diz-se que a imersdo f : M — M é minima.
O seguinte resultado, devido a Gauss, relaciona as geometrias intrinseca e extrinseca:

Teorema 1.17 (Gauss) Sejam p € M e x,y vetores ortonormais de T,M. Entdo
KM(X,)’) —KM(X,y) = <OC(X,)C), a(y,y)) - |(X(X,y)’2

Demonstracao. Ver [5], pagina 143. ]
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2 DIVERGENTE, GRADIENTE, HESSIANA E LAPLACIANO EM VARIEDADE
RIEMANNIANA

Nesse capitulo trabalharemos com o gradiente, o laplaciano e o hessiano de funcdes definidas
em variedade e com o divergente de campos de vetores em variedades, onde discutiremos alguns

resultados relevantes, os quais serdo utilizados nessa dissertagao.

2.1 Gradientee Divergente

Sejam M uma variedade Riemanniana e p € M. Considere uma funcio f de classe C! definida
numa vizinhanga de p e & € T,M. Definimos a derivada direcional de f em p na diregdo de &,

denotada por & (f), por
E(f) = (fow)(0),

onde ®(¢) é um caminho em M satisfazendo w(0) = p e ®'(0) = &. A aplicacdo de T,M — R

dada por & — &(f) é linear. Além disso, para fungdes f, h € C' temos

S(f+h) =c(f)+&(h);
S(fh) =& f+1E(h).

Definicdo 2.1 Dada uma fungdo f € C*, k > 1 sobre M, o gradiente de f, denotado por gradf, é

um campo de vetores sobre M definido pela seguinte relagcdo

(gradf,&) = &(f),

para todo & € TM.
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Para funcdes f, h € C! temos

grad (f +h) = grad f + grad h;
grad (fh) = hgrad f + f grad h.

Proposicao 2.1 Seja f: M — R uma fungdo suave. Dados p e M e § € T,M, seja ®: (—€,€) - M
um caminho em M tal que ®(0) = p e @' (0) = &. Entdo

(arad f,8) = £ (Fo0)0)

=0

Além disso, se p é ponto de mdximo ou de minimo local para f, entdo grad f(p) = 0.

Demonstracao. A afirmacao

(arad f,8) = £ (Fo0)0)

Y

=0

¢ a definicdo de derivada direcional.

Para a segunda parte, suponha que p € ponto de méximo ou de minimo para f. Entdo existe
uma vizinhanga U C M de p tal que f(p) > (f(g)) paratodog € U. Seja e T,M e w: (—€,€) —

U tal que @(0) = pe @'(0) = &, entdo f o ® tem um mdximo ou um minimo em 0. Portanto

d
(grad f,&) = E(fo o)() = 0.

Como & € T,M ¢ arbitrério, temos que grad f(p) = 0. ]

Proposicio 2.2 Seja E, = {v € T,M; exp,(tv) € M\Cut(p), V0 <t < 1}, entdo exp) : Ej, —
M\Cut(p) é um difeomorfismo.

Demonstragao. Obviamente exp,(E,) = M\Cut(p). Seja g € M\Cut(p), entdo pelo corolario
1.12 existe uma Unica geodésica minimizante y(t) = exp ,(¢v) normalizada ligando p = ¥(0) a
g = Y(1) e ¢ ndo ¢é conjugado a p ao longo de y. Portanto v € T,M nao ¢ ponto critico da exp,,
e, portanto é um difeomorfismo local sobre M\Cut(p). Agora, basta mostrarmos que exp, €
injetiva. Suponha que existam v,w € E), tais que ¥(t) = exp,(tv) e ¥(t) = exp,(tw) ligam p a
g = v(1) = %(1). Como g ¢ Cut(p) segue que ao menos uma dentre ¥ e ¥, digamos ¥, ndo é
minimizante até g. Assim, existe 0 <7y < 1 tal que ¥(ty) = exp,,(fov) € Cut(p), contradizendo o

fato de v pertencer a E),.
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Teorema 2.3 Seja y: [0,a] — M\ Cut (p) uma geodésica normalizada partindo de p. Entdo

gradr(y(t)) = 7' (t),V0 <t < a,

onde r(q) = d(p,q) é a funcdo distdncia a partir de p. Além disso, |gradr| = 1.

Demonstracio. Primeiro observamos que, se r : M\Cut(p) — R™ é a fungdo distancia a partir de

p. entdo a fungdo roexp,, : £, — R™ é dada por

(roexp,)(v) = d(p,exp,(v)) = v,

é diferencidvel em E, \ 0.

Agora seja ¥(t) = exp,(tv), 0 <t <aeq=7Y(t). Sew € T,M, com

w Ly (t) = d(exp, )i (v),

pela Proposicao 2.2 exp,, € um difeomorfismo e, portanto d (exp p) 1ov € 1somorfismo, assim existe

um W € T,(T,M) tal que d(exp,,)s,v(W) = w e pelo Lema de Gauss

0= (y"(to),w) = (d(exp,,)in(v),d(exp,, )i (W)) = (v, W).

Consideremos « : (—¢,€) — E,, tal que |a(s)| =19, 0(0) =fov e o (0) = W. Entio pela unicidade

da geodésica minimizante que liga exp,,(0(s)) a p tem-se que

r(exp,(a(s)) = o,

e dai temos
0= (gradr(q),d(expp)tovW> = (gradr(q),w).

Como a igualdade acima vale para todo w L y'(1), segue que gradr(g) é um midltiplo de y’(z).

Por outro lado r(y(t)) =t para 0 <t < a, temos
(gradr(y(¢)),y"Y =1, VO0<t<a,
e dai gradr(y(r)) = y'(r) para 0 < ¢t < a. Além disso, sendo Yy normalizada temos
|gradr| =[y'| = 1.

Agora escreveremos o gradiente em funcdo da métrica de M. Assim, se x : U C R" — M ¢é

uma carta, a ela estdo associados n campos de vetores coordenados, que denotaremos por d;, j =
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1,...,n, que formam uma base do 7,M. Assim, se § € T,M podemos escrever
n
é = Z ajaja
j=1

€ portanto

E(f) = ila_,-axf),

onde d;(f) ¢ a derivada direcional de f na direcdo de d;.

Dada uma métrica Riemanniana, sejam

gjk = (9}, k), G = (gj1);
g=detG, G = (), 2.1)

onde j,k=1,...,n. Entdo

@adf.8) =50 = L ad(N= ¥ ausa)

Jik1=1
=( Y a;9;, Y (g"a(f))ok
j=1 k=1
= <§, )y (gklaz(f))(9k>
k=1
Portanto,
n
gradf =Y g9,(f)ok. (2.2)
k=1
Seabase dj, j=1,...,n, de T,M for ortonormal o grad f pode também ser expresso por
n
grad f =Y k(). (2.3)
i=1

Com efeito, g/ = §; em (2.2).

Definiciio 2.2 Dado o campo de vetores X € C¥, k > 1, sobre M, a divergéncia de X denotada por
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divX, ¢ a fungdo definida por
(divX)(p) :=trago (Y — VyX(p)),

onde V é a conexdo Riemanniana de M.

Para f € Ck,k > 1, e campos de vetores X,Y € Ck,k > 1, temos

div(X 4+Y) = divX +divY;
div(fX) = fdivX + (grad f, X). 2.4)

Lema 2.1 Sejam M uma variedade Riemanniana imersa em M e X um campo de vetores em M,

denote por XT e X+ as componentes tangente e normal de X, com respeito a M, entdo
divyX = divy X7 + <ﬁ,x> ,

onde ﬁ € o vetor curvatura média.

Demonstracao.

divyX = divy (X7 +X1)
= divy X" +divy X

n
= diVMXT + Z<Ve,~XL7 €i>
i=1

n
= diVMXT + Z<_Ve,‘el'7Xl>
i=1
n
= divuX” - Y (a(ese), X —XT)
i=1

— divyx” — <ﬁ,x>

2.2 Laplaciano e Hessiana

Definiciio 2.3 Para toda funcdo f € CK, k > 2, sobre M o laplaciano de f, denotado por Af, é
definido por
Af = div(grad f).
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Para funcdes f e h temos

div(h(grad f)) = hAf + (grad h, grad f);
A(f+h) =Af+Ah;
A(fh) = h(Af)+2(grad f,gradh) + f(Ah).

Definiciio 2.4 Seja f : M" — R uma fungdo de classe C*. A hessiana de f é a forma bilinear e
simétrica Hessf : 2 (M) x 2" (M) — 2(M), definida para X,Y € Z (M) por

Hess/(X.¥) = X (Y (f)) - VxY (f).

A simetria e bilinearidade da hessiana segue das propriedades da conexdo Riemanniana de M. De

fato, a simetria da hessiana segue da simetria da conexao,

VxY(f) = VyX(f) = X, Y](f) =X (Y (f)) =Y (X (1)),

assim

Hessf(X,¥) = X(Y(f)) — Vx¥(f) = Y(X(f)) - VyX(f) = Hess /(Y. X).
Para a bilinearidade, temos

Hessf(X+Z2,Y)=(X+Z)(Y(f)) — Vx+zY (f)
=X(Y(f)+ZY(f)) = VxY(f) = VZY(f)
= (Hessf),(X,Y)+ (Hessf),(Z,Y);

Hessf(X,Y +2) = X((Y +Z)(f)) = Vx(Y + Z)(f)

= XY () +X(Z(f)) = VxY(f) = VxZ(f)
=Hessf(X,Y)+Hessf(X,Z).

Sabemos que a toda forma bilinear simétrica % : E X E — R estd associado um operador
auto-adjunto o7 tal que
%(ahaZ) = <’Q{(al>7a2>’

onde E é um espacgo vetorial com produto interno de dimensao finita, em particular o operador

auto-adjunto associado a forma hessiana € o operador hessiano

(Hessf), : T,M — T,M.
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Agora veremos que regra define o operador (Hessf),. Com efeito, para X,Y € 2" (M) quaisquer

((Hessf)p(X),Y) =Hessf(X,Y)
=XY(f))—VxY(f)
=X((Y,grad f)) — VxY(f)
=X((Y,grad f)) — (VxY, grad f)
= (VxY,grad f) + (Y, Vxgrad f) — (VxY, grad f)
= (Y, Vxgrad f),

portanto

(Hessf)(X) = Vxeradf (p). 2.5)

Lema 2.2 Seja f: M — R uma funcdo suave. Se y: (—€,€) — M é uma geodésica em M, entdo

2
(Hess )y (7/(0),7'(0)) = S5 (Fon (o).

Demonstracao. Basta observar que

(Hessf )y (v'(1),7'(1)) = (Vyr( grad £, 7' (1))

d ! by’
— E<gradf,)/ () — <gradf, Zt(t)>

d ,
= E<gradf7/y (t)>

d2

= W(fOY)(l)'

A ultima igualdade € devida a Proposic¢ao 2.1. ]

Lema 2.3 Se f: M" — R é uma fungdo de classe C*. Entdo

Af =tr(Hess),.
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Demonstracdo. Seja {ej,...,e,} uma base em 7,M, entdo

tr(Hessf), ((Hessf)p(ei),ei)

I

~
—_

|
M:

(Ve,grad f,e;)

~.
—

= div(grad f) = Af.
u

Agora, com objetivo de demonstrarmos o teorema de comparagdo do hessiano, definiremos a

forma do indice de uma geodésica.

Seja v : [0,a] — M" uma geodésica. Indicaremos por ¥ (0,a) = ¥ o espago vetorial formado

por campos vetoriais V ao longo de 7, diferencidveis por partes e tais que V(0) =V (a) =0.

Definicao 2.5 A forma do indice de vy é a forma bilinear simétrica ., definida em V" por

IV W) = [V W) = @ Vyy W), 2.6)

Em particular se J € 7" € um campo de Jacobi ao longo de ¥, entdo
F.(J,J) = (I J)(a). 2.7)
De fato,

00y = [Ty~ @y Dy )i
T+ )

a d
i
J

|
c\o\

(', J)dt

().

&\o

~ ~

=

Y

Proposicao 2.4 Sejam M" uma variedade Riemanniana completa e 7y : [0,a] — M uma geodésica
normalizada partindo de p e que ndo intersecta o Cut(p). Se 0 <ty <aeX € Ty(1y\M é ortogonal

ay'(t), entdo
(Hess )y, (X, X) = (J', ) (to), (2.8)

onde J é o campo de Jacobi ao longo de vy tal que J(0) =0 e J(tp) = X.
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Demonstracao. Como o Cut(p) é fechado em M, podemos tomar uma geodésica o : (—€,€) —

M\ Cut(p) tal que a(0) = y(fp) € @’(0) = X. Sendo o geodésica temos pelo Lema 2.2 que
(Hess 7)) (X, X) = (roa)”(0). (2.9)

Seja B = ((expp)|Ep)_1 oa:(—€,&) >Epe ¢:(—¢,€) x[0,t0] = M\ Cut(p) a variagdo da

geodésica y]| ) dada por

)

o) =exp, (1)),

com campo variacional, de Jacobi, J. De ¢ (s,0) = p para todo s temos J(0) = 0; de ¢ (s,#9) = a(s),
temos J(fy) = %—f(S,to)h:o =a/(0) = X. Como X L y'(ty), segue que J L y" ao longo de y e

consequentemente (J',y") = 0.

Por outro lado, sendo E : (—€,€) — R o funcional energia de ¢ (ver [5] pag. 214), segue que

¢
) o\ 1/2
)

—(s,1)|dt
2 (5,1
onde na segunda igualdade usamos o fato de ¢, estar parametrizada proporcionalmente ao compri-

(roa)(s) =1(9) = [

d
s

sx/t_o(/olo

= VioE(s)',

mento de arco. Portanto,

(ro ) (s) = 1(6) = 2°E(s)" /(s

(roa)"’(s) = —@E(S)WE’(S)Z + @E(S)I/ZE”@). (2.10)

Pela a férmula da primeira variacio da energia (ver [5] pag. 215)

1 / o o Dy/ ANL
2E<0)_—/0 <J, - dt>+<],y>0_0,

uma vez que J L y’. Logo, aplicando a férmula da segunda varia¢do da energia (ver [5] pag. 218)

em (2.10), obtém-se

(ro)"(0) = VLE©) £ (0)

_@ \/5 Nt
=Y -r<y<t0>>'2(”°("’”+<]’7>°)

= [,(1.J) = (') (w).
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Logo por (2.9)
(Hess r)y() (X, X) = (J',J)(10).

Teorema 2.5 (Lema do Indice) Sejam M" uma variedade Riemanniana e 7y : [0,a] — M uma
geodésica tal que para todo t € (0,a] y(t) ndo é conjugado a y(0) ao longo de y. Se V é um
campo diferencidvel por partes e J um campo de Jacobi ao longo de y, com V(0) =J(0) =0 e

V(ty) = J(to) para ty € (0,a], entdo
T(V,V) = I, (),

além disso, ocorre a igualdade se, e somente se, V(t) = J(t) para todo t € [0,al.

Demonstracdo. Se _Z ¢é o espago vetorial dos campos de Jacobi ao longo de y com J(0) = 0,

entdo a dim ¢ = n, pelo isomorfismo

/ — TY(O)M
J = J'(0).

Como paraJ € ¢ tem-se (J,7')(¢t) = (J'(0),7(0))z, segue que (J,y") =0 < (J'(0),y'(0)) = 0.
Podemos entdo tomar uma base {J1,...,J,_1,J, =1Y'(t)} de Z, tal que (J;, ') =0paral <i<

n—1. Sejam ap,...,0,—1 € R tais que
n—1
J= Z o;J;.
i=1
Como ¥(¢) ndo é conjugado a y(0) ao longo ¥, para 0 < ¢ < a, temos que {J;(),...,J,—1(t)}
¢ base do (span{y’(r)})* C Ty\M., parat € (0,a]. Mas

Ji(t) = (dexpy )iy (0)1J; (0) = 1 (dexpy(o) )iy (0)Ji (0) = tAi(7),

N J/

-~

Ai(r)

com A;(0) = J/(0) e A,(t) = y’(t), de modo que {A;(¢),...,A,_1(¢)} é base do (span{y’(¢)})+
C Ty)M, para 0 <1 < a. Segue que existem fungdes Bi,---,Bn: [0,a] — R, diferencidveis por
partes tais que 3;(0) =Oparal <i<ne

V(t) = iﬁi(I)Ai(t), Vit el0,al.
i=1
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Maspara0 <i<ne0 <t <a, temos
1
0
—_——
bi(t)

B = [ Bl(s)as= [ Blumpar=1 [ Blejar,

onde cada b; é diferencidvel por partes em [0, al, assim

V(t)= zn:b,-(t)J,-(t), Vit el0,d
=1

1

e observe que

V(to) = J(to) = bi(to) = o4, Vi€ [l,n]. 2.11)
Como . (J,J) = (J',.J)(to) e V' = ) (b}J; + biJ;) onde V for diferencidvel, temos
i=1

AVV) = [C1V V) = @y

n to
= Z/O (biJi+bid} b +bJ5) — (b Z (', J)y ', bjd j))dt
ij=1 ——
_]l{/

n 1
= Z/o BJJil* + (Bidi, bjT7) + (bid] b3 ) + (bid b5y + (biJ]' b jJ j)]dt.
i=

Por outro lado

d, . ) ) .
E(mf ,bidj) = (biji+biji bjJ ;) + (biji, b+ b

= (biji,bjdj) + (biji ,bjJ ;) + (biji, b ) + (biji, bjJ5)
Donde

" rlo ) d, .
T Wv)=Y /0 {\bﬁfilzﬂbﬁfi,bjfﬁ—<b§J,'~,ijj>+E<biJ,'~,ijj> dt
ij=1

Agora afirmamos que

(J1,Jj) = (Ji,J;), paraquaisquer 1 <i,j<net€|[0,a].

De fato, sendo ¢(1) = (J],J;) — (/i J}) temos ¢(0) =0 e

0'(1) = (Ui’ Jj) — i dj) = —(Z (" I)Y' Jj) + T Z (v, )7y = 0,
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logo ¢ = 0. Segue de (2.11) e da afirmagdo acima que

ﬂ,o(vy):Z/ b i + Z/ (bid! bJ)dt 2.12)

i,j=1

> Z (b} bid )|
i,j=1
n

=Y (a](to), a;J(t0))

ij=1
= J,(J,J).

Para a igualdade, é imediato de (2.12) que devemos ter b}(r) = 0 para t € (0,7] onde V for difer-

enciavel. Portanto, b;(t) = o; parat € [0,1y] por continuidade, logo

V(t)=aJi(t) =J(), Yte|0,1n).

Teorema 2.6 (Comparacio do Hessiano) Sejam M" e M" variedades Riemannianas completas
ev:[0,al > M e 7:[0,a] = M geodésicas normalizadas que ndo intersectam respectivamente
Cut (7(0)) e Cut (¥(0)). Se

Ky (y'(1),X) < Ky (7'(1),X),
para todo t € [0,a], X € Ty\M e X e Ty(,)M, unitdrios e ortogonais respectivamente a y'(t) e
7'(t), e r e F sdo respectivamente as fungées distancia em M e M a partir de y(0) e 7(0). Entdo

para 0 <t < a,

~—

(Hess 7)) (X, X) > (Hess )y (X, X).

Além disso, vale a igualdade se e s6 se Ky (y'(t),X) = Kyz(7'(1),X).

|

Demonstracao. Fixe 0 < 7y < a. Pela Proposicao 2.4, temos
(Hess 7)) (X, X) = (J',J)(10),

onde J é o campo de Jacobi ao longo de 7y tal que J(0) =0 e J(yo) = X. Em particular (J,y’) =
em [0,7p]. Analogamente
(Hess 7)) (X, X) = (J,J)(10),

onde J é o campo de Jacobi ao longo de 7 tal que J(0) =0 e J(ty) = X, com (J,
a

,7") =0em [0,7).
oy

Como ¥ ndo encontra o Cut(¥(0)) em (0,7], segue que ¥(¢) ndo é conjugado a ¥(0) ao longo de 7,

parat € (0,1p]. Portanto, pela parte (b) do teorema de Rauch
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(Hessr) ) (X.X) = (') (10) > |J<t°>|

2
:X;z (Hess 7)) (X, X)

= (Hess 7)) (X, X).

Pela Observacao 1.14, do teorema de Rauch, a igualdade vale se e s6 se

Ku(y'(t),X) = Ky (7'

-<

(1), X).

Teorema 2.7 Seja R" munido com a métrica g, que pode ser escrita em coordenadas polares como
dr* + f2(r)dw?

onde f é uma funcdo suave, dw* é a métrica canénica sobre S"~!

e r(x) =d(x,0), onde d é a
funcdo distancia. Entdo para x =rw,r >0, w € S"~!

Hessr(x) = ];((:)) (g—dr®dr)

além disso,

Ar(x) = (n— 1) 20

f(r)’
Demonstracao. Usando que as curvas r — rw sdo geodésicas para w fixado e que a% € o campo
velocidade, entdo pela definicao de hessiana
d d d d d
H =——(r)—Vys— 2.13
essr(ar ar) ar 8r(r) %8r<r> @.13)
d
-~ (1) =0
5,(1)

Se X € um campo ortogonal a ai entao
r

d d d d
HCSSI"(E,X> :HCSSI"<X,E) =X (E(F)) —VX_(I">7

pela Proposicao 2.3 gradr = P e, portanto
r

d Jd d
VXE”() <VX8r 8r>

40
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ainda pela Proposicao 2.3

assim,

Portanto, quando X € ortogonal a

E"’
d Jd d
Hessr (E”X) <VX8 8r> 0. (2.14)

Agora consideremos os campos de vetores X e Y que sdo tangentes ao conjunto de nivel r = c,

onde ¢ é uma constante positiva. Entdo X (r) =Y (r) =0e

Hessr(X,Y) = —VxY(r) = <VXY7 aar>

Como Y ¢é ortogonal a —, temos por (1.3) que

or’
H (X,Y) Y,V J
essr = — ).
) ’ Xar
» 9
Seja ,parai=1,. — 1, campos de vetores coordenados sobre "' ¢ — = — 0
Ix; X, Or

campo normal a superficie r = c. Entdoparal <i,j <n—1,

Jd d d d Jd d
Hessr(aXZ ax]):<a—n,v£ja—m> <Z P ax,> ;Fmgﬂ, (2.15)

onde F;n, s@o os simbolos de Christoffel dados por

1 d 0 d
s :_2 i o g b ks
n=75 - {axjgnk+ axngk/ axkgjn}g
Como g, = <%, ai> 0 para todo = 1,. — 1, temos

1 0
s = — Y ks
n =75 Ek,(axngk]>g
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como g(r,w) = dr* + f(r)?dw?, temos que

0 0
g =12 (dwH)" e o Bk = 58k = 21 £ (dw?)i,.
Portanto
s _Zﬂ(dw2> (d 2)ks
Jn f kj w
k
fl

Voltando a (2.15), temos que
o 9 Vi
Hessr (a—Xl, a—x]) = ES 76sjgsi

f/a 9
G

Por linearidade, se X e Y sdo ortogonais a 5 temos
r
f/
Hessr(X,Y) = 7g(X,Y). (2.16)

Agora sejam X e Y campos de vetores quaisquer, os quais podemos escrever como

X=X+« J
— o or’
d
Y =Y -
1 +h ar
onde X e Y] sdo ortogonais a —, consequentemente

or
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Pela linearidade da hessiana e as equagdes (2.13), (2.14) e (2.16) temos

Hessr(X,Y):Hessr(Xl,Y1)+[3Hessr(Xl,%)+O¢Hessr(aa, )—I—

Jd d
+0¢[3Hessr<a ar)

= Hessr(X1,11)

_ f7’g<x1,yl)

g
- ]; [g(X,Y) —Bsg (&%) —og ((%,Y) +afg (%%)}
=L letx)—apy

=l s(x5)s(n3)

J;(g(X Y)—dr®dr(X,Y)).

Para a segunda parte temos que,
v/ I S U S D WY
Ar(x) =tr(Hessr(x)) = ; 7 ( (ei,ei) — g (e,, 8r> g (el, &r)) =(n-1) 7

onde ey,...,e, = — é uma base ortonormal. [ |

ar
Em particular, tomando a métrica dr? + s%(r)dwz, onde sg € solucdo do sistema
y'+6y=0
y(0)=0, y'(0)=1

temos que

(g(X,Y)—dr®dr(X,Y)) (2.17)

Hessr(X,Y) =

s's(r)
s5(r)

onde rs é a fungdo distancia na variedade Mg de curvatura seccional constante §.

Al’g (x) = (n — 1) — Hess rs (e,-,ei),
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3 LIMITES SUPERIORES EXTRINSECOS PARA 1,

Nesse capitulo provaremos o resultado principal dessa dissertacdo, que € uma generalizacao do
teorema de Reilly. No entanto, comecaremos mostrando dois métodos de calcular os autovalores
do laplaciano, conhecidos como quociente de Rayleigh e o principio do MinMax, para os quais

dedicamos a primeira se¢ao.

3.1 Rayleigh e o0 método MinMax

Seja L?(M) o espaco das fun¢des mensuraveis f sobre M tal que

/ﬁﬂ%m¢<+w.
M

Sobre 12 (M) temos o produto interno usual, e a norma induzida, respectivamente dados por

(r.9):= [ fhast, |fIF =(.0)

para quaisquer f,h € L?(M).
Nosso interesse é no seguinte problema de autovalores:

Problema fechado de autovalores: Seja M uma variedade Riemanniana compacta, sem bordo
e conexa. Determine todos os niimeros reais A tais que exista uma solugdo nao trivial, isto €, uma

fungdo ndo nula ¢ € C?(M) satisfazendo a EDP

A +2A¢ = 0. (3.1)

Os nimeros A sdo chamados de autovalores do laplaciano e o espago vetorial das solucdes de
(3.1) para um dado autovalor A é chamado de autoespaco. Os elementos de cada autoespaco sdo

chamados de autofuncdes.

Daqui em diante, por simplicidade, ndo usaremos o elemento de volume dM, no contexto
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ficard implicito o seu uso.

Observe que, se ¢ satisfaz (3.1), entdo

Jyleradgp
A== "_"" >0
ot -

De fato, multiplicando (3.1) por ¢ e integrando obtemos

Ju 929

(AP +A97)=0 = A=-— (3.2)
Iy ore
como M nao tem bordo, obtemos pela férmula de Green
| (ran+ (erad s gradi)) = [ wv(p), (3.3)
M oM
onde v denota o campo unitario normal exterior sobre dM, que
| 986 =~ [ |erado .
M M
substituindo em (3.2), obtemos
o Iyleradol?
Iu®?
Agora para campos de vetores continuos X,Y em M, definimos o produto interno
(X.¥)= [ (xX.¥)am,
M
com norma
IXIP = [ |xPam. (3.4)
M

Identificaremos .#>(M) como o conjunto dos campos de vetores mensuraveis sobre M (isto
¢, campos de vetores cujas fungdes coeficientes, em uma carta, Sio mensuraveis) para os quais a
integral (3.4) é finita. Com o produto interno e a norma definidos acima, .#?(M) é um espaco de
Hilbert.

Definicdo 3.1 Se f € L*(M) dizemos que Y € £*(M) é uma derivada fraca de f se

para todo campo X com suporte compacto sobre M.
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Lema 3.1 Se f é uma funcdo de classe C' sobre uma variedade Riemanniana M e X é um campo

também de classe C' e com suporte compacto sobre M, entdo

(grad f,X) = —(f,divX).

Demonstracao. Pela equacdo (2.4) temos que

/M div(fX) = /M Fdiv + /M (grad f,X),

mas pelo teorema da divergéncia f;,div(fX) =0, logo

(grad f,X) :/M<gradf,X> = —/MfdiVX: —(f,divX).
n

Vamos denotar por .77 (M) o subespaco de L?(M) (referido como o espago de Sobolev, pois
é possivel mostrar que quando dM = 0, .7 (M) coincide com o espaco de Sobolev W'?(M))
consistindo das fun¢des em L?(M) que possuem derivada fraca. Sobre .# (M) definimos o produto

interno
(fsh)1 = (f,h) + (grad f, grad h)

com norma associada,

11 = 1L/1 + llgrad £1. 3.5)

E também conhecido que .7 (M) é o completamento de
{fec™M)|ifll < +eo}

na métrica induzida por (3.5). Além disso, como dM (quando ndo vazia) é C*, temos que C*(M)
¢ denso em .77 (M) na métrica dada. No problema fechado de autovalores, .7 (M) é também

conhecido como o espago das funcdes admissiveis.

Sobre .7 (M) vamos considerar a forma bilinear simétrica, conhecida como integral de Dirich-
let ou da energia, dada por

DIf,h) = (grad f, grad ) (3.6)

para f,h € 7 (M).
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Lema 3.2 No problema fechado de autovalores , se ¢ € C>(M) é uma autofuncéo e f € C*(M),

entao

Demonstracao. Basta observar que sendo M compacto sem bordo, entdo da equacao (3.3)

| 580+ (eradf.grad9)) =0 = [ fa¢ =~ [ (grad . gradg),
M M M

isto é
(Ad, f) = /M FAQ = — /M (grad f, grad §) = —DIf, ¢).

Agora temos todos os elementos necessdrios para o teorema de Rayleigh, que enunciamos

visando o problema fechado de autovalores:

Teorema 3.1 (Rayleigh) Seja M" uma variedade Riemanniana e considere o problema fechado

de autovalores tendo espago de fungédes admissiveis 7 (M) e autovalores
M< ..., (3.7)

onde cada autovalor é repetido o niimero de vezes igual a sua multiplicidade. Entdo para toda
feH M), f+#0, temos
D
A,l S [f? {] ,
£l

com igualdade se, e somente se, f é uma autofuncdo de Ay. Se {9y, @2, ...} é uma base ortonormal

(3.8)

de L*(M) tais que ¢; é uma autofungdo de A; para cada j=1,2,..., entdo para f € (M), f #0,

satisfazendo
(f7¢1>:"':(fa¢k—l):07 (39)
temos a desigualdade
D[f,f]
< 3.10
T 10

com igualdade se, e somente se, f é uma autofun¢do de A.

Demonstracao. Ver [4], pagina 16. ]

Teorema 3.2 (Minmax) Dados v1,...,vi_1 € L>(M), seja

w=m(T5),

onde f percorre os subespagos (exceto a origem) de fungcoes em € (M) ortogonais a vy, ..., vg_1.
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Entdo para o problema de autovalores dado em (3.7) temos

p< A
Claramente, se v1,...,vi_1 sdo ortogonais, com cada v; sendo autofung¢do de A;, i =1,...,k—1,
entdo L = A.
Demonstracao. Ver [4], pagina 17. ]

3.2 Resultados principais

Nessa ultima sec¢do trabalharemos com os resultados que envolvem diretamente o primeiro
autovalor do laplaciano, A;. Nosso principal objetivo é provar os Teoremas 3.4 ¢ 3.8. Para isso
provaremos alguns lemas técnicos que tornard a demonstragao dos teoremas citados mais didética.

Iniciamos com uma pequena introducao do resultado obtido por Reilly:

seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional compacta, conexa e imersa isometricamente

em RY e A, (M) o primeiro autovalor do operador laplaciano de M, Reilly mostrou que

n
M (M) < / H?
(M) < volM Jy =’
L Hie cdia. H . - .
onde H = —|H| € a curvatura média, H = tr o é o vetor curvatura média e o é a segunda forma
n
fundamental de M em RY. O resultado de Reilly melhora a seguinte estimativa, devida a Bleecker

e Weiner [?]

n
A (M) < / 24M.
o< [

Que pode ser comprovada assim,

T 2 e 2
nH" = — Za(ei,ei) < - Z]a(ei,ei)\
iz n\i=1

n

S Z |a(elael)‘
i=1

- 2

< Y Jotere) = o,

ij=1
onde a segunda desigualdade é devida a Cauchy-Schwarz e eq,...,e, € uma base ortonormal do

espaco tangente.

Como acima mencionado nosso objetivo nessa dissertacao € estender a desigualdade de Reilly

para outros espacos M, isto serd feito de varias maneiras, por exemplo:
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Teorema 3.3 Se M é compacto entdo, existe ¢ € R tal que

n
(M) < /H2
i )_C+V01M M

para toda variedade M compacta, conexa e imersa isometricamente em M.

Demonstracao. A prova segue de uma combinacio da desigualdade de Reilly com o teorema de
Nash, Teorema 1.9. Por Nash temos que M estd imersa isometricamente num espaco euclidiano

RN, Consequentemente, M estd imersa isometricamente em RN, assim

n ~
A (M) < /H2
1( )_VOWM ’

onde H & a curvatura média de M em RV. Se &, 07 denotam as segundas formas fundamentais
de M e M em R, respectivamente, entdo & = & + o, onde « € a segunda forma fundamental de
M em M. Com efeito, se o denota a segunda forma fundamental de M em M, entdo por defini¢cio
para X,Y ¢ & (M ) X1,Y; suas extensoes a M, respectivamente, e X 'Y extensdes a RN de X1, 1,

respectivamente e denotando por C a conexdo Riemanniana de RY temos que:

a(X,Y) =CyY' —VyY
a(X,Y) =Vx, ¥, — VxY
OCM(Xl,Yl) = CX/Y/ —?XlYl.

Portanto,
(X(X,Y)+(XM(X1,Y1):CX/Y/—V)(Y:&(X,Y), (3.11)

€ consequentemente

B -

-

n
d(ei,ei) = ﬁ + Z OCM(e,-,ei),
i=1

i=1

onde ﬁl é o vetor curvatura média de M em R" e ey,...,e, é uma base ortonormal do espaco

tangente. Assim,

H?> = %|ﬁ1| = n—12 <ﬁ+iaM(6i,ei),ﬁ+fiam(ei,ei)>
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pois oy (e;, e;) € perpendicular a M, consequentemente
n
ﬁ, Z OCM(e,-,ei) =0,
i=1

2
1 u n ) n ’
oy lei,e; H < H
nvolM/M lzi (i ei) +VOIM/M _C+V01M/1\4

onde ¢ := max, g7 |z (v, V)| € SM denota o fibrado tangente unitario. Isto completa a prova do

assim

)Ll(M) <

teorema. |

O primeiro dos objetivos principais dessa dissertacdo é mostrar a seguinte extensdao da de-

sigualdade de Reilly:

Teorema 3.4 Se Ky; < 6 para algum 6 > 0 e se além disso M estd em uma bola convexa de raio

r< ﬁg quando 6 > 0, entdo

n 2
< :
)LI(M)_n5+VO /H

Se vale a igualdade, entdo M é imersa minimamente em alguma esfera geodésica.

Para mostrarmos um caso particular do Teorema 3.4, vamos usar os dois resultados seguintes:

Teorema 3.5 Duas variedades Riemannianas compactas 2-dimensional sdo homeomorfas se, e

somente se, elas tém a mesma caracteristica de Euler e sdo ambas orientdveis ou ndo orientdveis.

Demonstracao. Ver [10], pagina 33. ]

Teorema 3.6 Seja M uma superficie de Riemann orientada de género g com drea A. Entdo

M <8m(g+ 1AL
Demonstracao. Ver [12], pagina 4. ]

Agora para n = 2, temos o seguinte caso particular do Teorema 3.4:

Proposi¢ao 3.7 Seja M homeomorfa a S* e Ky < 8 para algum & € R. Entdo

2 2
< .
(M) <26+ VolM/MH



51

Demonstracio. Sendo M homeomorfa a S?, segue que M tem dimensio 2, pelo Teorema de
Invariincia da dimensio, e pelo Teorema 3.5 M e S tém a mesma caracteristica de Euler e

consequentemente o mesmo género g = 0. Usando o Teorema 3.6 temos

< 8m(g+1) 8

M (M
(M) < volM volM’

usando o teorema de Gauss-Bonnet

8 2
A (M) < _ /K
i )_VolM VolMMM

onde Kj; denota a curvatura seccional de M.

Tendo M dimensao 2, entdo temos duas curvaturas principais ki e k. Agora, observamos que

0 < (ki —kp)? = k3 — 2kky + k3

e portanto,
Dkiky < k34 k3.
Mas,
(ky 4 ko)? = k3 4 2k1ky + k3 > 4k1ky
logo,

ki +ko)? ki +ko\ 2
k1k2§(1 >:(12 .

Pelo teorema de Gauss Ky (x,y) — Kz (x,y) = (0t(x,x), at(y,y)) — |a(x, )|, temos

Ky (x,y) = Kyz (x,y) < {a(x,x), &(y,)) = kika

2
(b3

Portanto
Ku(x,y) < Ky (x,y) +H> < § +H”.
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Logo
Mo < [ (5412
! ~ volM Jm
2
=26 / H>.
+ volM Ju
]
Nosso resultado mais geral quando 8 < 0 é o seguinte:
Teorema 3.8 Se Ky; < 0 para algum 6 < 0 e M estd em uma bola convexa, entdo
A (M) < n8 +nmax H>.
Agora, seja sg a solucao de
Y'+8y=0 (3.12)

com y(0) =0, '(0) = 1 e ponha c5 := 5. Entdo, ¢’y = —8s5 e c§ + 655 = 1. Para comprovar esta
dltima igualdade seja f(t) = (c5(t))* + 8(s5(¢))?, entdo

f1(1) = 2¢5(t)cs (1) + 2855 (t)s5 (1)
= —285%555 +208s555 =0,

portanto f € constante, e

£(0) = (e5(0))* +8(s5(0))?
= (s5(0))* +8(55(0))*
=1,
pois 55(0) = 1 e 55(0) = 0.
Vamos usar ss(r) . e colr) —c no caso 6 > 0, onde ¢ := L Jycs(r) é constante, como
R 75 , ci= o ues(r ,

fungdes teste no quociente de Rayleigh onde x; sdo as coordenadas normais de M centrada em

algum ponto pg € M e r =d(po,-) é a distincia a pg. Assuma , que M estd numa bola convexa em

torno de p( de raio menor ou igual ﬁg se 0 > 0. Em particular c5 > 0. Seja X := sg(r)gradr,
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onde o gradiente é tomado em M. Como, |gradr| = 1 temos

]X]z = s%(r)(grad r,gradr) = s%(r),

logo

2
ss(r)
l

d
grad,, -

5 (3.13)

e a desigualdade € pelo quociente de Rayleigh.

No caso 6 >0

cs\r —C2
/ll(M)/M%gééygranda(r)F. (3.14)

Aqui grad,, denota o gradiente em M, isto é, a componente tangente do gradiente em M. Note,

que gradcg = —0X, com efeito

gradcg(r) = grads’s(r)
= ss(r)gradr
= —0ssgradr
= —0X,

e consequentemente grad,,cs = —8XT onde T denota a parte tangente.

Pelo teorema de Rayleigh, as desigualdades (3.13) e (3.14) sdo validas apenas se

cs(r)—c MX._
v il At

Com esse objetivo definimos

PO () — 1 r(y.f(x)) Jid
2 (y) = volM/M/o sg(t)dtdx,

onde f: M — B,(p) C M é uma imersdo isométrica da variedade compacta M numa bola convexa

de M e r(y, f(x)) é a fungdo distncia de y a f(x).

Para a préxima proposicao, relembramos algumas defini¢oes:
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Definicao 3.2 Uma fungdo g : R — R é chamada convexa se para todo a < b e s € (0,1) temos
g((1—s)a+sb) < (1—s)g(a)+sg(b).

A funcdo g é chamada estritamente convexa se a desigualdade é estrita. Uma funcdo f sobre uma
variedade Riemanniana M é (estritamente) convexa se para toda geodésica ndo trivial y: [0,1] —
M a fungdo f oYy é (estritamente) convexa. Um subconjunto A C M é chamado convexo se para

quaisquer p,q € A existe uma tinica geodésica normalizada y em M ligando p a g com y C A.

Proposicao 3.9 Se K;; < 6 e B é a bola convexa de raio r < ﬁg, entdo P]‘? tem um unico ponto

minimo em B, além disso, esse ponto minimo estd no interior de B.

Demonstracao. Primeiramente calcularemos o gradiente de Pf . Como

iy G
20) = o [ [ sa0drd,

usando o teorema fundamental do cédlculo com a regra da cadeia e coordenadas normais com

y=exp,(y1,---,¥n) € f(x) = exp,(fi(x),..., fu(x)) temos

i=1

1/2
r=r(y,f(X))=< (yi—fi(X))2> :

n

Pela equacgdo (2.3) gradef (y) = ZB,- (P? (v))d;, assim temos que

_ VOiM . 5(0% (i(yi—ﬁ(ﬂf) 2(yi — fi(x))dx
1 s5(r)
= VOlM " r ( l_fi<x>)dx

Portanto,




Identificando os vetores Z yid; e Z fi(x)d; como pré-imagem da exp,, temos que

n
Y yioi = eXP;l(Y) =0
i

e
Y fi()0; = expy (/).
Portanto,
rad P? ( / $5(r) (f(x))dx
grad Py (v  volM )
Agora, pela compacidade de B, temos que P;? tem pelo menos um ponto minimo em B.
Sendo
> 1)dtd
VolM/ / rax
seja
r(y.f(x))
é()f(x) (y = /() S5(l)dt.
Entao
grad & (v) = s5(r(y, f(x))). grad r(y, f(x))
ss(r(n, f(x)) 4
= —————1"ex X)).
g P V)

Agora, para X,Y € 2° (M) temos pela equagio (2.5) e por (iii) da defini¢do de conexdo que

Hess&(y (X,Y) = (VXgradéaf(x),Y>
= (Vxss(r)gradr,Y)
= (s§(r)Vxgradr+ X (sg(r))gradr,Y)
= s5(r)(Vxgradr,Y) + X (ss(r))(gradr,Y)
sg(r)Hessr+ (gradsg(r), X ) (gradr,Y)

ss(r)Hessr + s's(r)(gradr, X) (grad r,Y)

ss(r 55(7)
=55 )Sa(r)

= 55(r)(X,Y),

((X,Y) — (gradr,X)(gradr,Y)) + s5(r) (gradr, X ) (gradr,Y)

55
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onde a desigualdade é devida ao teorema de comparagdo do hessiano, Teorema 2.6, e a equagao
(2.17).

Agora sejam ¥ uma geodésica normalizada em B e ¢(t) = &, (7(t)), entdo

¢'(r) = (grad &) (7(1)), 7' (1))

e por (1.2)

o) = ey () 7' 0).

mas pelo item (iii) da Proposicao 1.1

0" (1) = (Vyrnerad sy (v(1)), 7' (1))
= Hess&y( (v(1)) (v'(1),7'(1))
> s5(r)(v'(t),y' (1)) = cs > 0,
portanto &y, € estritamente convexa em B, consequentemente PJES também €, pois se Y € uma

geodésica normalizada em B, entdo y(r) = PJ‘? (y(t)) é tal que

V0= [ 9" 0dr =0

volM Ju

Agora seja y o ponto minimo de Pf5 em B, observamos inicialmente que y ¢ dB, pois na dB o

campo

S5
grade ~volM / (f(x))dx

()

aponta para dentro de B (observe que *2” ¢ sempre positivo em B) e portanto o gradP5 nao se
anula na dB, logo y estd no interior de B. Para a unicidade, como y”(r) > 0 isso significa que y/'(¢)
é estritamente crescente, e portanto y’(7) anula-se em um tnico ponto para o qual temos y como

ponto minimo de Pf?. ]

O ponto minimo dado pela Proposic¢ao 3.9 é chamado de centro de massa de M em M.

Lema3.3 [, C‘S%_C = [y S‘sfr) -x; =0.
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Demonstragao. Sendo ¢ = W Jyrcs(r) constante, temos
/ (cs(r)—c) :/ cs(r) —c.volM
M M

:/Mc(g(r)—VollM/A/[c'(;(r).voll\/I:O.

Para a segunda integral, temos pela Proposicao 3.9 que P]‘? tem um unico ponto minimo y no

interior de B e pela Proposicao 2.1 gradPJ‘? (y) = 0. Assim tomando um sistema de coordenadas

normais (yi,...,yn) = expy-_l(y) em y, obtemos
s5(r
0= grade VolM /M . (f(x))dx
55(r
o [ B (), )

onde r é a distncia de f(x) a y. Portanto

/Mssir) ((x)dx; =0

Como f;(x) € identificado com x;, temos

O primeiro resultado que usaremos diretamente na demonstracdo dos Teoremas 3.4 ¢ 3.8 ¢ o

seguinte
Lema34 (i) divyX >n-cs,
(i) divaXT > n-cs+ <X,ﬁ>>.
Se Ky = 8, entdo vale a igualdade em (i) e em (ii).
Demonstracao.

(i) SejapeMeey,...,e, € T,M uma base ortonormal. Agora, observe que

divy X = divy(sg gradr) = sgdivys(gradr) + (gradsg, gradr)
= sgdivy (gradr) + (s grad r, grad r)
= ssdivy(gradr) + c5|grad r|?.



58

Mas,

divys(gradr) = ) (V,gradre;)

-

N
I
—_

Hessr(e;,e;) > Hessrg(é;,¢;) (3.15)

I

N
I
—

B Zn: if:g:i; ({éi,ei) — (gradrs, &) (gradrs, &) (3.16)
i=1

v €o(re) (| poid 52

_i;ss(ra)(l \gradrs, €i)”)

— (n—loradrs|? cs(rs)

= (n—|gradrs| )Sa(ra)’

onde a primeira desigualdade é devida ao teorema de comparacdo do hessiano, Teorema
2.6, a igualdade (3.16) ¢ devida ao Teorema 2.7 e rg é a funcdo distincia r sobre a forma

espacial de curvatura seccional . Portanto,

divisX > c5(rs)(n— |gradrg|?) +cs(rs)|grad r|> = ncg. (3.17)

(ii) Usando o Lema 2.1

divy X" = divy X + <X, ﬁ>

21’1-C5+<X,ﬁ>.

Se Kj; = 6, entdo temos igualdade em (3.15), pelo Teorema 2.6 e, consequentemente vale a igual-
dade em (3.17) e em (ii). [

As provas dos Teoremas 3.4 ¢ 3.8 sdo inspiradas na prova de Reilly (o caso M = R") que
essencialmente consiste em usar as fungdes coordenadas de R" como fungdes teste no quociente

de Rayleigh e aplicar a férmula de Minkowski. De fato, pelo teorema de Rayleigh, Teorema 3.1

M) [ 72 < [ Jerad P,
M M
para toda fungdo suficientemente suave f com [, f =0. Assim se 0 € o centro de massa de M C R”

e x; sdo as funcdes coordenadas, entdao

n n
/11/ |X]2:/11/ x,.zg/ |grad,,x;|> = n-volM, (3.18)
M Mi_zi M;

onde X € o campo de vetores posi¢cdo. Sendo M = R”" temos que Kr: = 0, pelo Lema 1.2, e
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a equacdo (3.12) se torna y” = 0 cuja solugdo satisfazendo as condi¢des iniciais € so = ¢, assim

co = 1. As desigualdades do Lema 3.4 se tornam igualdades, isto é divy; X =nco =ne
divyX = divyXT — <ﬁ,x>

dai,

nvolM:/ diVMX:/ divMXT—/ <ﬁ,x>,
M M M

pelo teorema da divergéncia, a primeira parcela do lado direito da segunda igualdade acima € nula,

logo

nvole—/M<ﬁ,X> (3.19)
< [ [H|x]

a equacgao (3.19) é conhecida como férmula de Mikowski, assim

(nvolM)? < ( / |ﬁ|rX|)2
< [JHP [ xp
an/MHZ/M’XF

multiplicando por A; e usando (3.18) obtemos,

M (nvolM)? < n? / o / |2
M M

= I’l3V01M/ H?
M

simplificando obtemos,

A< —2 /HZ.
volM Ju

O proximo lema € uma generaliza¢ao da férmula de Minkowski (Note, que c5 = 1 se 6 = 0).

Segue integrando (ii) do Lema 3.4 e pela a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Lema3.5 [,c5<—1 [, <X,ﬁ> < [yyHss, se Ky = 8 a igualdade vale na primeira desigual-
dade.
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Demonstraciio. Como X7 L ﬁ, entdo pelo teorema da divergéncia e (ii) do Lema 3.4 temos,

- [

portanto,

T,ﬁ>:/MdivMXTZ/MnC5+/M<X,ﬁ>

(3.20)

(3.21)

fae o)
)

Se Ky = 6, entdo vale a igualdade em (ii) do Lema 3.4, logo vale a igualdade em (3.20), e

consequentemente temos a igualdade em (3.21). ]

Lema 3.6 6 [, ‘XT|2 >n [y e —n [y Hsscs.

Demonstracao. Se 6 = 0 a desigualdade se reduz ao Lema 3.5, pois neste caso cg = 1, conse-

quentemente

/1</HS5,
M M

que é o Lema 3.5 para 6 = 0. Se § # 0, X7 = grad,,f onde f = —%05, entdo pela formula de

Green, temos

5 | WP =
M

—5/ fAf:/ —5fdiVMXT:/ csdivyX T
M M M

Zn/}\4€%+/1\466<x’ﬁ>
>n [ G- [ eslxIIH

:n/ c%—n/ Hsgcg,
M M

pelo Lema 3.4 e a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

grad,, Mxi

2
+8|xT)? <n.
;

n
Lema 3.7 Z
i=1

Demonstragio. Seja v :=d(exp,, )q(¥) € T,M ortogonal ao gradr, onde v € T,,M, ¢ = ry'(0)

com Y = exp,,, uma geodésica normalizada. Pelo Lema 1.4, v = J(r) = d(exp,, )4(rJ'(0)), onde

J'(0) = Y &um campo de Jacobi ao longo da geodésica y tal que (J,y’) =0. Como Ky < 6,

o’
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entdo na forma espacial de curvatura seccional 8 o campo de Jacobi é dado por Jg(r) = sg(r)w(r)

com <y5’ (r),w(r)) = 0 para todo r, e w é um campo paralelo e unitdrio conforme o Exemplo 4.

Agora observamos que, J e Jg satisfazem as hip6teses do Teorema 1.13 (Rauch): observando
que J é linear, vem que J(0) = 0, por sua vez J5(0) = s5(0)w(0) = 0, lembre que s5(0) = 0, assim
J(0) = J5(0) =0 e J5(0) = s5(0)w(0) = w(0), logo 0 = (J,7") = (73(0),w(0)) = (75(0),J5(0))

pois s5(0) = 1, finalmente, sendo w unitério temos
1=w(0)] = |J5(0)| = |J'(0)].

Portanto, pelo Teorema 1.13
2 2
s(r)|” < |J(r)]7,

por outro lado,

s5(r)

72

[ < vl

Para o que segue, seja U o aberto de M no qual esté definida

expp0 U — TyyM

u— (xp(u),...,x,(u)).

Seja 7; a projegdo sobre a i-coordenada, entéo para v = d(exp,,, )q(¥)

n

Z gradx;,v) (gradx;,w)
=1

v(xi)w(x;)

I

N
I
—_

I

I
—_

(xi 0 €Xp,, )W (x; 0 €xp,, )

I
<1

N
I
—_

I
<

N
I
—_

[
(ngE
A
=
K
=
|
=
\%/z

N
I
—_

Agora, se tomarmos v = w temos

(r)\z = s%(r) e usando o Lema de Gauss |J(r)\2 =

A 2

— |V :’:—2|v , logo
7] 7]

(3.22)

d(exp p, ) (¥(xi))d(exp ) g (W(xi))

(m; 0 explgo1 0exp,, )W (7 0 exp;ol 0exp,,)

(3.23)

(3.24)
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observe que a desigualdade (3.24) vale se v L gradr.

Por outro lado, sabemos que se ¥(t) = exp,, (tW), entdo

Y'(t) = d(exp,, ) (W) = grad r(y(1))

pelo Teorema 2.3. Tomando w = gradr com v | grad r e usando o Lema de Gauss em (3.23) temos

que
n
Z gradx;,v) (gradx;, gradr) = (V,Ww)
i=1
= (d(exp p, )rio(7),d(exp,y )1 (W))
= (v, gradr) =0,
isto &,
n
Z gradx;,v) (gradx;, gradr) = 0. (3.25)

=1

~.

Em particular tomando v =w = gradr em (3.23) temos

(gradx;, grad r> =(w,w) =1, (3.26)

™=

i=1

onde d(exp,, )4(W) = gradr.

Como r(exp,, (v)) = |[v|, entdo

r(u ‘exppo ‘ =

n
~y' 2,
i=1

portanto,
gradr? = ¥ gradx} = 2rgradr = ¥ 2x;grady;
i=1 i=1
logo
n
rgradr = Z x;jgradx;. (3.27)
i=1
Agora seja

2
-7,

n

)}

i=1

grad,, <s5£r) x,)




entao

y |

£
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ss(r 30\|
grade, +x; grad,, 5
r

(r) Xj <gradei,gradM <S§(r)) > —|—x,~2
r

2

S

5( >]gradel| +2—= Ss(r <Zx,grade,,gradM( (r))>+r2
r

i=1

~.
—

I

N
I
—_

na segunda parcela da tltima igualdade, usando (3.27) obtemos,

n 2
= Z S5(2r> Lc:,rradﬁ,,)cl-|2 +2s5(r) <gradM r,grad,, (@) > 42
i—1

I%

grad,, (s5

Mas
ss(r rgrad, ss(r) —sg(r)grad,, r
e (51) — s )
_ res(r)grady,r —ss(r)grady, r
— >
reg(r) —ss(r)
= r—zgraer
logo, , ,
ss(r) res(r) —sg(r
gradM( 5 )‘ = <%> |graer|2
e
<graer,gradM <s5(r))> = M |grad,, r|*.
r r
Consequentemente
”s 2rss(r)cs(r) — 252 (r res(r) —ss(r))?
Z ]grade,\ L 2rss(r) 6(2) 5 )’graer|2+( s(r) : s(r))
= r? r r
Como
o) ’XT‘z =90 |55(r)grad]‘,,r|2 = 3s(25(r) |graer\2,
fazendo,
2
Y |grady, (S‘S(r)xi) +8X7| = 7
i=1 r

|grad,, r|?.

63
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vem que

n 2 (r) 2rss(r)cs(r) — 2s%(r) res(r) —ss(r)\°
S=) T leradyl” + ) : |gfaer|2+(%) |grad,, r|* +

+ SS%(I’) |grad,, r|
2 2 2
55(r) ¢ 2rss(r)es(r) =2s5(r) | (res(r) —ss(r) 2
— 6r2 l;]grade,\ + 2 AN r +5s%~(r) |grad,, r|
2 n
ss(r
- Sr( )Z|gradel| +
i=1
2rss(r)es(r) — 252 (r) + r2c2 (r) — 2res (r)ss (r) + s2(r) + r2 s (r
 [Ps0cs) = 2500+ PG30) - res(r)ss () + 50+ 0RO
r
s ( r2(c%(r) + 853 (r)) — s%(r)
I e =
i=1
2 2
s2(r) & 5 s5(r) 2
= 6r2 zi|gradei\ —I—(l— 8r2 |grad,, r|
1=
logo,
e 30
= ZZ gradx;,e;)> + [ 1— % |grad,, r|*
r2
i=1j=
fs( ) v > %( )
<n—1+ Z((gradx,,lgradr> (gradx;, uep)) + [ 1— |grad,, r|*
i=1 r?
onde ef,...,e, € T,M é uma base ortonormal tal que e, = Agradr+ [Lej, estd na dire¢do do grad,, r

com (gradr,e¥) = 0, consequentemente A%+ u> = 1 e (e,,gradr) = A, e a primeira parcela da

desigualdade acima é devida a (3.24), pois como ¢; | e, paratodoi=1,...,n—1 e e, estd na
direcdo de grad,, r segue que ¢; L gradr paratodoi=1,...,n—1.
Como
_gradyr
~ |erady, |
temos

(grady, r,gradr) = A|grad,, r|
mas

(grad,, r,grad r) = (grad,, r, grad,, r + (gradr)*) = |grad,, r|*
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assim

|grad,, r| = A = |grad,, r]z =

Portanto,

s%(r)
)

S%(r)

™=

I <n—1+

2
((gradx;, Agradr) + (gradx;, pel))* + <1 2 (;)) A’

r

I
—_

[A2(gradx;, grad r)% + 24 (grad x;, grad r) (grad x;, e’ )+

™=

=n—1+

I
—_

r

2
ss(r
+ 1 (gradi, ef)?] + (1 1L )> 22
como e, ¢ ortogonal ao gradr, entdo por (3.25)

(gradx;, gradr)(gradx;,e;,) =0
( ).

e usando (3.26) na primeira parcela do somatério obtemos A28 5 ; usando (3.24), a ultima parcela

do somatério é menor ou igual a 2. Portanto,

7 <n—1+2% (2)+ +<1 S%r(;)>12=n.

Lema 3.8 Se 6 <0, entdo
/s(g/sac(gg/s(zs/c(g.
M M M "M

Demonstracao. Primeiro observamos que de c% =1- 5s§, temos que

/Ms%/Mc%:/Ms%/M(l—&%)
:voW/Msg—a(/Msg)z, (3.28)

e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

logo

2
( /M s5> < volM /M 53 (3.29)
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Agora,

Observe que na segunda igualdade usamos (3.28) e na terceira desigualdade usamos (3.29), en-

quanto a ultima desigualdade é uma consequéncia de | f;, f| < [;,|f|, onde f: M — R? ¢ dada por
f(p) = (1,4/|6]s5(r)). De fato,

\/ Blss(r)

(vt /3T [ 55(7)

:\/<Vom>2+|6| (/Ms5<r>>2

:\/(V01M)2—5</Ms(g(r))2
< [ \1+181530)
= [ V1=8530)= [ es)

logo,
<vouvz>2—6(/Ms5<r>)2< (/Mc5<r>)2.

Agora, depois dessa preparag@o iniciamos com as provas dos Teoremas 3.4 e 3.8:

Demonstragao. Se 6 =0, entdo cg = 1 e 0 Lema 3.7 se reduz a

s5(r)

grad,, Y

<n.

)}

=1

Xi
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Usando (3.13) temos,

30 |’

grad,,

M) [ 500 s/M;

1=

/n:nvolM:n/ cs
M M

IA

pelo Lema 3.5

n
<n| Hss= c Hs
- /M 8 VolM/M 6/M 8
2

n
< Hs
_V01M</M 5)
k5

volM Ju M

onde a ultima desigualdade € devida a Cauchy-Schwarz . Portanto,

M) <
volM Ju

Se § > 0 usaremos 32 )Xl e % comc = m Jurc5(r), como fungdes teste. Entdo, usando

que |grad,,cs(r)> = 62|XT|2 (3.13) e (3.14), temos

won [ (30+ S < [ 5

pelo Lema 3.7

grad M x,~

2
1
+ [ Sleradycs(r)?
M

< / (n—8|X") +/ 51XT12 = nvolM.
M M
Agora observe que

/A4(S%<r)+w>:/AISS%(F)+C%(F)_ZC6(”)C+CZ

0

_/ l—2c(5§5)c—|—c

_/ 1+c2 2c 6(’”)

1 2 2

= —gc VOW—%VOW
1— 2

= 6C volM.
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Portanto,
A (M)(1—c*) <né.
Agora
(1-¢) (1 * 5V01M ) 5V01M 5V01M
8V01M (/M C5) a
2

- 2
5(V01M) (/M 08) /MH

pelo Lema 3.5

5V01M/ VolM (/ Hsﬁ)z_
W( [ cs) [ (3.30)

por Cauchy-Schwarz

B 2 2 [ 2
(1 c)(1+5V01M/H) 5V01M VolM /H /MS5

_W/ 05/ H?, (3.31)

logo

1
2 2
(1 c)(l+8V01M MH)

| \/

Ao

5V01M VolM) o §(volM)? Jy °
2, 2

<5V01M 5V01M) /(555+c5)>

<5V01M 5(V011M) VOlM)) =1.

"
b
b

Portanto

1 2 n 2
< — .
M (M) <nd (1+5V01M/MH> n5+v01M/MH

Se vale a igualdade, entdo na demonstragdo acima todas as desigualdades se tornam igual-
dades, em particular, a igualdade em (3.30) implica igualdade no Lema 3.5 e por Cauchy-Schwarz
temos que X = sggradr € miltiplo de ﬁ, o vetor curvatura média de M em M, isso implica que

grad,, r =0.
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Agora seja f : M — R definida por f(x) = 3r(x)% entdo para Y € 2 (M) temos

(12

1
equivalentemente
(grady, f,Y) = r(grady 1Y)
assim

grad,, f = rgrad,;r =0

logo, f € constante em M, e isso significa que M estd contida em uma esfera. Agora, seja S a esfera
de M tal que M C S. Sejam « a segunda forma fundamental de M em M , o a segunda forma
fundamental de M em S e & a segunda forma fundamental de S em M. Analogamente como feito

para obter (3.11) obtemos que

a=o0s+0a
eobserveque as € TSe & € TS+, consequentemente, se ey, .. .,e, € T,M € uma base ortonormal,
entao
n—=Hs+H, (3.32)

n

onde ﬁg € o vetor curvatura média de M em S e ﬁ = Z o(ej,e;), e € claro que ﬁg eTSe
i=1

ﬁ € TS*. No entanto, sendo ﬁ miltiplo de X = sg(r)gradr que é ortogonal a T'S segue que

n =0 e, portanto M € minima em S.

Agora se § < 0, observamos primeiro que de c% + SS% =1, obtemos

5/S2:V01M—/C2.
M0 MmO

Novamente, usando ( 3.13) temos

n

no) [ 550 < [ Y

i=1

s3(r)

grad,, X




pelo Lema 3.7

§/(n—5|XT|2):nV01M—5/ X7 |2
M M

pelo Lema 3.6
SnvolM—n/ C%-—f-l’l/ Hsgcs
M M
:n(volM—/ c%) —|—n/ Hsgscs
M M
:n5/ s%—kn/ Hsgcs
M M
§n5/ s%-l—nrnaxH/ 5§C
M M
pelo Lema 3.8
§n5/ s%—l—nmaxH/ s(z«;x Jucs
M M Juss
pelo Lema 3.5
H
§n5/ s%+nmaxH/ s%x JiaHss
M M Juss
§n5/ s%—kn(maxH)z/ 53
M M
:n5/ s%—knmatz/ s%.
M M
Portanto,

A (M) < nd +nmaxH>,

e assim fica provado o resultado.
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