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RESUMO

O presente trabalho consiste no estudo do artigo Quadratic Response of Random and Determi-
nistic Dynamical Systems [1] o qual investiga condi¢des suficientes para que sistemas dindmicos
apresentem uma resposta linear e que, se em adi¢d@o a tais condi¢des, forem observadas também
outras condi¢des o sistema apresente, além disso, uma resposta quadratica nas suas medidas
estaciondrias. Destacamos que, embora o artigo original trate também de sistemas dindmicos
aleatorios, o foco do atual trabalho estd no estudo dos sistemas dinamicos deterministicos,
enfaticamente no estudo dos sistemas dindmicos deterministicos de aplicagdes expansoras no
circulo unitdrio, o que constitui uma vasta gama de sistemas dindmicos deterministicos e, como
veremos, manifestam as condi¢des desejadas e, portanto, exibem respostas linear e/ou quadratica
em suas medidas invariantes quando submetidos a pequenas perturbagdes.

Palavras-chave: Sistemas Dindmicos, Resposta Quadrética, Aplicagdes Expansoras.



ABSTRACT

The present work consists of studying the article Quadratic Response of Random and Determi-
nistic Dynamical Systems [1] which investigates sufficient conditions for the dynamic systems
to present a linear response and that, if in addition to such conditions, other conditions were also
observed, the system presented, in addition, a quadratic response in its stationary measures. We
emphasize that, although the original article also deals with random dynamical systems, the focus
of the current work is on the study of deterministic dynamical systems, emphatically on the study
of deterministic dynamical systems of expanding maps in the unitary circle, which constitutes
a wide range of deterministic dynamical systems and, as we shall see, manifest the desired
conditions and therefore exhibit linear and/or quadratic responses in their invariant measures
when manifested to small perturbations.

Keywords: Dynamical Systems, Quadratic Response, Expanding Maps.
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1 INTRODUCAO

Sistemas dindmicos sdo modelos matematicos que representam um conjunto de objetos
que possivelmente se movimentam (ou mudam de "estado") com o passar do tempo. A defini¢do
precisa de um sistema dinamico pode ser um pouco mais ou um pouco menos complexa conforme
se deseje modelar a passagem do tempo de formas distintas. Para os nossos objetivos, € suficiente
trabalharmos com sistemas dinamicos de tempo discreto e, portanto, para nds, um sistema
dindmico serd uma dupla (X,7) composta de um conjunto X e uma fungdo 7 : X — X. Os
elementos de X serdo eventualmente chamados de pontos. A func¢do 7 serd chamada de dinamica
e denotaremos por

T2:=ToTeT?>:=ToToT

e, de maneira geral, 7" :=T o T"_I,Vn > 3 e os chamaremos de iterados de 7. Também
denotaremos por 70 .= 1; (a funcdo identidade I; : X — X) e T!:=T e também os chamaremos
de iterados de 7. Um conjunto importante no estudo de um sistema dindmico € a érbita de um

ponto x € X que € definida por
Ox,T):={T"(x) X |neNU{0}}.

Caso a dindmica T : X — X seja uma funcdo inversivel, entdo os iterados de T podem ser
. —_ _ n . ~ . ~ s —
estendidos por T~ " := (T 1) (ou seja, sdo os iterados da fungdo inversa T 1Y e, neste caso, a

orbita de um ponto se torna
Ox,T):={T"(x)eX |n€Z}.

A teoria ergédica é um ramo da matematica que estuda sistemas dinamicos (e, de certa
forma mais precisa, as 6rbitas dos pontos) sob o ponto de vista da teoria da medida. Nosso
estudo neste trabalho estd concentrado na teoria ergddica, entdo teremos de trabalhar com me-
didas e, em dado momento, serd imprescindivel que o leitor possua alguma familiaridade com
essa teoria. Ainda assim, tentaremos fornecer referéncias ao leitor interessado e ja adiantamos

que [9] € uma boa referéncia, aos nossos olhos, para uma introdu¢do detalhada a teoria da medida.

Sob esses dois pontos de vista, é-nos conveniente pensar em um sistema dindmico como
uma tripla ordenada (X, T, u) formada por um conjunto X, uma dindmica T : X — X e uma

medida u definida em alguma o-édlgebra associada a X que mantemos fixada. Vamos admitir
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que o leitor possui alguma familiaridade com espacos topoldgicos - recomendamos [11] para
uma introducdo a topologia - e, mais ainda, com espagos métricos (recomendamos [12] ao leitor

interessado e o aconselhamos estudar espacos métricos antes de espagos topoldgicos).

Compreender como as propriedades estatisticas mudam quando um sistema € perturbado
€ de interesse significativo tanto na matematica pura quanto na aplicada. Quando uma proprie-
dade estatistica de um sistema varia continuamente apds resultados deterministicos ou mesmo
variagOes estocdsticas, dizemos que ele € estatisticamente estdvel. O estudo destas propriedades
€ motivado pelo desejo de compreender como a incerteza impacta as medicdes quantitativas
e qualitativas dos sistemas. Para estudar as propriedades estatisticas dos sistemas dindmicos
vamos precisar de resultados de anédlise funcional e, portanto, vamos admitir que o leitor esta

acostumado com essa teoria; e recomendamos [2] ao leitor interessado para uma boa introdugao.

Um importante objeto ergddico de um sistema dinamico que torna interessante a in-
vestigacdo de sua estabilidade é a medida invariante, visto que é chave na compreensao do
comportamento de longo prazo da dindmica. Para fazer isso, considere uma familia a um pa-
rAmetro de dindmicas {Fy} 5e[o,1) COMO uma perturbacdo de um sistema F' = Fj. Suponha que
{Fs} 5e0,1) admite uma familia a um pardmetro de medidas invariantes {5} sefo,1)» OU seja,
Us € uma medida de probabilidade invariante para Fg para todo 6 € [0,1). Dizemos que g é

estatisticamente estavel se a fungio 6 — g € continua em 0 em uma topologia adequada.

Quando tais medidas respondem as perturbagdes de maneira suave, dizemos que o sistema
exibe resposta linear, e isso pode ser descrito por uma derivada adequada. Mais precisamente, a

resposta linear de Fp sob a perturbagdo dada € definida pelo limite

R := lim M,
6—0 0

onde o significado desta convergéncia pode variar de sistema para sistema. A resposta linear a
perturbagdo, portanto, representa o termo de primeira ordem da resposta de um sistema a uma

perturbacao e, quando vale, uma férmula de resposta linear pode ser escrita:
Us = Mo+ R-8+0(d).

Onde o0 (6) é um simbolo utilizado para representar alguma fungio (cuja expressdo ndo interessa

0
muito, mas) que satisfaz (%im ﬂ = 0. Ou seja, 0(9) € um "resto pequeno”, significando que
—0

o
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ele vai a 0 junto com & e vai mais rdpido do que 8. Ou seja, o sistema exibe resposta linear

quando a fun¢ao 0 — g € diferenciavel em 0.

Uma vez que a primeira ordem (a parte linear) da resposta de um sistema a uma per-
turbacao estd compreendida, € natural estudar outras ordens. A segunda ordem da resposta
pode entdo estar relacionada com a segunda derivada e com outras questdes naturais, como
aspectos de convexidade da resposta do sistema sob perturbacgdo, ou a estabilidade da resposta
de primeira ordem. Assim, se a resposta linear R representa o termo de primeiro ordem da
resposta, a resposta quadratica Q representard o termo de segunda ordem desta resposta, andloga

as segundas derivadas na usual expansao de Taylor:

1
s =uo+R-5+§Q'52+0(52),

onde o (62) ¢ um "resto pequeno"que vai a 0 junto com § e vai mais rapido do que 5%. Ou
2
.. 0o(6 : . - <
seja, élm <62 ) = 0. Em outras palavras, o sistema exibe resposta quadratica quando a funcao
—0

0 — ug € duas vezes diferencidvel em 0.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo listamos algumas defini¢cdes, notagdes e fazemos alguns comentérios
acerca de resultados - que ndo fazem parte do nosso trabalho, mas - que nos sdo necessdrios para

a compreensdo do que vird a seguir.

Definicao 1. (Operador de Markov)

Seja (X,B) um espaco mensurdvel. Um operador de Markov é um operador linear
L: B — B, onde B é um espaco vetorial de medidas com sinal (ou medidas complexas) definidas
em B, tal que, se € Be > 0, entdo L () > 0; além disso para cada i € B que satisfaz g > 0

vale que

Precisamos fixar a notacao para a norma de um operador linear entre espagos normados

distintos.

Observacio 1. Sejam (A, [|-||4) e (B, ]-|lz) espacos vetoriais normados e seja L : A — B um

operador linear. Denotaremos a norma do operador por

ILlla— := sup [IL(u) 5.
€A,
llella <1
Um operador linear importante para o nosso trabalho serd o operador de transferéncia

que age sobre espacos de medidas. Vejamos a seguir a sua defini¢ao.

Definicao 2. (Operador de Transferéncia)

Sejam X := (X,B) um espaco mensuravel, 7 : X — X uma dindmica (isto é, uma
transformacao mensurédvel) e B um espaco vetorial de medidas com sinal (ou medidas complexas)
definidas em B. O operador de transferéncia Ly : B — B é definido por Ly () = T*u, onde
T*u : B — C é a medida-imagem que é definida por T*u (A) := (T’1 (A)) paratodo A € B.

Outro operador linear que também nos serd muito importante, principalmente no estudo
de aplicacdes expansoras no circulo, e que tem uma relacdo com o operador de transferéncia (os
dois operadores sdo "quase iguais- eles sdo duais -, mas um age em um espago de medidas e o
outro age em um espacgo de funcdes), € o operador de Perron-Frobenius que nés o definiremos a

seguir.
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Definicao 3. (Operador de Perron-Frobenius)

Seja X := (X, B, ) um espago de probabilidade e seja T : X — X uma dindmica (ou seja,
uma transformacéo mensuravel tal que A é T-invariante). Definimos o operador de Perron-
Frobenius P; : L' (X) — L' (X) como segue: para cada f € L' (X), Prf é a tnica fungdo (a

menos de equivaléncia qtp) em L' (X) tal que

/ PrfdA = / FdA
A T-1(4)

para todo A € B.

A validade dessa defini¢do segue do teorema de Radon-Nikodym de teoria da medida.
Remetemos o leitor interessado ao capitulo 4 de [5] para uma motivacao e para aprofundamento
acerca do operador de Perron-Frobenius.

A relagdo acima (que € conhecida como relacdo de dualidade) € equivalente a seguinte

identidade:

/APdeJL :/Ade*/l.

Devido a ela nds identificaremos o operador de Perron-Frobenius com o operador de
transferéncia e ndo faremos mengao a esses detalhes técnicos. O contexto deixard claro qual o
operador em questdo a depender de os objetos estudados serem medidas ou fun¢des. Chama-lo-
emos sempre de operador de transferéncia.

Em algumas situacdes, como por exemplo no caso de transformagdes expansoras definidas
no circulo, o operador de Perron-Frobenius admite a seguinte expressdo analitica (confira [5],

paginas 85 e 86):

P = ¥ - ¥ L
YET ! (x) YET~!(x)
Definicao 4. (Medida Invariante)
Sejam X := (X,B) um espaco mensurdvel, 7 : X — X uma dindmica, B um espago
vetorial de medidas com sinal (ou medidas complexas) definidas em B e Ly : B — B o operador
de transferéncia associado a 7. Dizemos que uma medida y € B ¢ uma medida invariante para

o operador L7, se Ly (1) = U.

As medidas invariantes para os operadores de transferéncia serdo nossas principais

ferramentas ao longo do nosso texto.
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Definicao S. (Respostas a Perturbacoes)

Seja (X,B) um espago mensurdvel e uma dindmica T : X — X, e consideremos uma
familia a um parmetro de operadores {Fs } 5 ¢[0,5] como uma perturbacao de um operador F' = Fy
definido em um espacgo vetorial normado (B, ||-||) de medidas com sinal (ou medidas complexas)
definidas em BB. Suponha que {F5} 5. 03] admite uma familia a um parametro de probabilidades
invariantes {us} 5[0.8]" ou seja, Ug € uma medida de probabilidade que € um ponto fixo para
Fs paratodo 6 € [073} . Dizemos que U € estatisticamente estavel (ou que o sistema exibe
estabilidade estatistica), se a fung¢do 8 — us é continua em 0. Dizemos que U responde
linearmente (ou que o sistema exibe resposta linear), se a funcdo 6 — g € diferencidvel
em 0. Por fim, dizemos que U, responde quadraticamente (ou que o sistema exibe resposta

quadriética), se a funcdo 0 — g € duas vezes diferencidvel em 0.
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3 RESULTADOS E DISCUSSOES
3.1 A Primeira Derivada

Sejam (X, d) um espago métrico compacto (para nossas aplicagdes no contexto de trans-
formagdes expansoras definidas no circulo essa hipdtese serd importante e la ela ja nos € dada, en-
tdo ndo precisamos nos preocupar com ela) e B a o-dlgebra de Borel de X. Consideremos BS (X)
o espago vetorial de todas as medidas u : B — R com sinal
Suponhamos que Bg; C By C By, C BS(X) sdo subconjuntos de BS(X) tais que (B, ||||ss)s

(Bs, |||ls) € (Bw, ||||w) s@o espagos vetoriais normados que satisfazem

llls < [[#ellss, Ve € Bys

[VIlw < |[V]]s, ¥V € By.

Vamos assumir que o funcional linear F; : B; — R definido por
Fi(u)=pu(X),Yu € B;,Vi € {ss,s,w},
¢ um funcional linear continuo. Consideremos os espacos das medidas "de média zero"
Vii={u €B;| u(X)=0}=Ker(F),Vic {ss,s,w}.

Como assumimos que F; é continuo, entdo V; = Ker (F;) é um subespago vetorial fechado de B;,

para cada i € {ss,s,w} (confira [2], corolario 2.7-10(b), pagina 98).

Teorema 1. (Resposta linear)
Consideremos uma familia {Ls } 5 03] de operadores de Markov Lg : B,, — B,, limitados

satisfazendo Lg (B;) C B;,Vi € {ss,s,w}, V6 € [0,3} , € as seguintes condicdes:

(LR1) (Limitacao uniforme): Para cada 0 € [0,3] existe uma probabilidade hg € By

tal que

L5 (hs) = hs.

Mais ainda, existe M > 0 tal que para cada 6 € [O,g] vale que

”h5|lss <M.
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(LR2) (Convergéncia para o equilibrio do operador nao perturbado): Existe uma

sequéncia (a,),cy C R tal que a, — 0 e para cada g € Vi, vale que

HLS (g) ||s < aanHSSaV” eN.

(LR3) (Resolvente do operador nao perturbado): O operador

(Li—Lo) ' =Y Lh:Vy =V,

J’_
i=0

€ um operador linear bem definido e limitado.

(LR4) (Pequena perturbacao e operador derivada): Existe k > 0 tal que para cada
RS [0,3] vale

Lo —Ls||B,—B, < ko

|Lo — Lg||B,,—B, < k6.

Além disto, existe L (hg) € V,, tal que

(Ls —Lo)

5 =0.

w

lim (ho) — L (ho)

6—0

Entdo, satisfeitas todas essas hipdteses, temos a seguinte formula de resposta linear:

. ||hs —ho 1
| —(Iy— L L(h =0.
im||s=g ~tamto " Li)||
Ou seja, a resposta linear
. hg—hy
h:= lim
530 60

estd bem definida e é dada pela férmula
h=(Ig—Lo)~" L(ho).

Demonstra¢ao. Vamos primeiro mostrar que, sob essas hipéteses, o sistema tem estabilidade
estatistica em By, ou seja,

lim ||hg — ho||s = 0.
lim I3 — ol
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De fato, pela hipétese (LR1), para 6 € [073] existe uma probabilidade hg € By tal que Lg(hs) =
hs. Entdo, para N € N:

lhs = holls = ILF (k) — LG (ho) s
= ||ILg (hs) — L§ (hs) + L§ (hs) — L (ho)Is
< |[LY (hs) — Lo (hs) s + ILY (hs) — L (o) -
Como hg e hg sdo probabilidades, entdao
Fis(hs —ho) = (hg —ho) (X) =hs(X)—hp(X)=1—1=0.

Ou seja, hg — hy € V. E, por (LR1), temos:

||h6 _h0||ss < ||h6||ss + ||h0||ss
<M+M

=2M.
Entdo, ficamos com

lhs — holls < LY (hs) — LY (hs)|ls + | LY (hs) — LY (ho) s
< ||LY (hs) — LY (hs) s + an||hs — hol|ss (LR2)

< ||L5 (hs) — Lg) (hs)||s +2anM.
Seja Q(N) = 2ayM. Assim,
lhs —holls < |L§ (hs) — L§ (hs) s+ Q(N).

Vemos que Q(N) — 0 quando N — oo (sem depender de ) por causa de (LR2).

A seguir, re-escrevemos o operador soma Ly — L5 telescopicamente. Notamos que

N
Y Ly *(Lo—Ls) Ly
k=1

I
M=

N—k+1 N—k k—1
(L7 — Ly s ) L

~
I
—_

I
M=

N—k+17k—1 N—krk
Ly - L

=~
I

I
L

LY —LY'Ls| + [L)~'Ls — L) L3] + - + [LoLY ' — LYLY]

i
&
|
o=
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Portanto,
[N

(Ly —Ly) (hs) = kZ Ly (Lo — La)L’éll (hs)
=1

= | X 1 o—Ls) | (L5 (o)

= | Y Ly % (Lo—Ls) | (hs), pois Ls (hs) = hs.

Agora, afirmamos que a hipétese de que ||hs|ss < M, juntamente com a hipStese da pequena
perturbacdo (LR4), fornece
I (Ls —Lo) (hs) |ls < 6KM.

De fato, temos por (LR4) que ||Lo — Lg||,,—5, < KO. Ou seja,

Sup{” (LO_LS) (f) HS eR | f eBssa ||f||ss < 1} < K§.

h—5 <le

AN

h
Como hg € By e ||hgl|ss < M, por (LR1), entdo Mé € By,

(25~ La) )l = 25— o) ()

h
Pl

SM-SUP{H(L()—Lg)(f)HS ER|f€Bssa||f||ss < 1}

< MKS,

N

=M- | (Ls —Lo)(

como afirmamos. Entéo,

lhs — holls < IIL§ (hs) — L§ (hs)lls +Q (N)

= || (L5 —Lg) (hs) [l +Q (N)

N
:‘ [ Lyt (Ls—Lo)] (hs)|| +Q(N)
k=1 s
N
<Y L s —Lo) (k)| +0 )
=1

k

1LY |38, - || (Ls — Lo) (hs) ||s+ Q (N).

IA
M=

k-
I
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Portanto,

N
N—j
- <
s — holl, < (lgl max ||z

=N-M(N)-|[(Ls — Lo) (hs)[|;+Q(N), onde My (N) = 1r§nja§xNHL0 ]

) [I(Ls — Lo) (hs)lls + Q(N)

By— By

B,—B;
<N-M,(N)-8KM+Q(N).

€
Como Q(N) — 0 quando N — +oo, entdo dado € > 0 tomamos Ny € N tal que Q (N) < 5 para
todo N > Ny. Assim,
€
|lhs — ho”s < NoM;> (Ny) OKM + 3

1

Agora, tomamos 0 < & < ———————— ¢ obtemos
g 2 NoMa (No) KM

hs —h £_
|hs 0M<2+2

O que prova que éim |\hs — hol|; = 0. Ou seja, prova a estabilidade estatistica em B.
—0

Agora, pela hipétese (LR3) o resolvente (I, —Lo)f1 : Viy = V,, € um operador linear
continuo. Observamos que, como L (hg) € V,,, o resolvente pode ser computado em L (hg). Além

disso, usando que Ly (ho) = ho e Lg (hg) = hg, obtemos que

a—ta) (2 g’”)

(s — Lo) (hs — ho)

[(1a — Lo) (hs) — (Ia — Lo) (ho)]
(g (hs) — Lo (hs) —1q (ho) + Lo (ho)]

(hs — Lo (hs) —ho+ho)

(I Lo) <h5 g’”)

00|>—~00|»—‘00|>—‘ 00|>—‘

Portanto,

(hs — Lo (hs))
(Ls (hs) — Lo (hs))

(Ls —Lo) (hs) -

|
o;l~o«;|~ 0’)|'—‘

Aplicamos o resolvente em ambos os lados da igualdade acima e obtemos

i gho = [t —10)7"] (M (ha))
_ [(Id—Lo)_] (LSQLO)} (o) + [(Id—Lo)_] (LSgLO)} (hs — ho) .
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Como o resolvente € continuo por (LR3), entdo

H [(Id —Lo)”" (%)} (hs —ho)

Ls—Lo
0

(hs —ho)

< H(Id —Lo) !
w

Vi—Viy ’ v

hs — ho

< 5

‘ILs — Lollp, 5, -
w w S

Aplicamos a hipé6tese (LR4) e obtemos

-0 (%2552) | hs o st

P
VW'K'Hhs—hoHs

1
< H(ld —Ly)
w

ks

V=V s

-

w

— 0,

devido a estabilidade estatistica forte, quando 6 — 0. Portanto,

o - (2510 o) = a2t (P2 50) | 15 -0

Dai,
. lhs —ho 1y : ~1(Ls—Lo
— Iy — L =1 1;— L — =0.
lim ) = (la—Lo) ™" (L (ho)) T ) [(d 0) ( 5 )}(hs ho) ) 0
Q.E.D.

Agradecemos ao Prof. Dr. Davi Lima dos Santos por observar e nos mostrar que este

teorema nos permite definir um operador L : By — V.

3.2 A Segunda Derivada

Consideremos agora mais um espago (B, |/]],,,,) tal que

B,, C B,,, CBS(X)

1l < NIl Vit € By

Vamos assumir também que o funcional linear F,,, : By, — B, definido por F,,, (i) =

U (X),Yu € By, é continuo e consideraremos o espago Vi, = Ker (F,).
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Teorema 2. (Resposta quadratica)
Seja {Ls} g e[o3] uma familia de operadores de Markov como no teorema anterior e

satisfazendo (LR1), (LR2), (LR3) e (LR4). Assumimos ainda que:

(QR1): O operador derivada L admite uma extensdo limitada L : B,, — V,,,, tal que

(Ls —Lo)

5 —L

=0.
Byw— By

lim
6—0

(QR2): Existe um "operador segunda derivadaem hy, ou seja, existe L(hg) € V,,,, tal que
(Ls —Lo)ho— 8L (ho)
62

lim

—L(h
6—0 ( O)

=0.

ww

(QR3): O operador resolvente (I, —Lo)f1 admite uma extensao limitada como um

operador de V,,,, — V.

Entdo, a aplicacdo 6 — hg, ou seja, a aplicagdo G : [O,g] — By, definida por G (0) = hg

admite uma expansio de Taylor de ordem dois em 6 =0, i.e.,

.52,
hs :h0+6h+7h+o(52),

com
h —ho—8 | (la—Lo) ™" L] (ho)
lim —J =0,
6—0 62
ww
onde )
h

5 =J=la~Lo)"" [i(ho) +L (I —Lo)flL(hO)] :

Demonstragao. Escrevemos para 6 # 0,

hs —ho =3 [(la—Lo)"' L] (ho)
52

(I — Lo) <5 [(lg — Lo) (hs — ho) — 8L (ho)]

(24 (hs) — 14 (ho) — Lo (hs) + Lo (ho) — 8L (ho))
> [hs —ho — Lo (hs) +ho — 8L (ho)]

[hs — Lo (hs) — 8L (ho)]

[Ls (hs) — Lo (hs) — SL(ho)]

5 [(Ls — Lo) (hs) — 6L (ho)]

[(Ls —Lo) (hs —ho+ho) — 8L (ho)]

= % — e~ % — %l ~ % — <~ %

(L —Lo) (g — ho)] + 55 [(Ls —Lo) (ho) 8L (ho)]



Pela hipétese (QR2) temos que

% [(Ls —Lo) (ho) — 8L (ho)]
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(EQL(’ZO)

na norma de V,,,,. O primeiro termo do lado direito da igualdade acima pode ser re-escrito da

seguinte forma:

hs — ho

é [(Ls — Lo) (hs — ho)]

il

o

)

(5
-5 (")
S|Pt (55 ) e (™)
-[(Fe5te ) (et ) e ()

hg—h()

onde 4 := lim € V,, (estd bem definido pelo Teorema 1). Pela convergéncia uniforme de

§—0 O
Ls—L . Ls—Ly . .. hs—h
8 5 0 para o operador derivada L em (QR1), o termo [( 8 5 0 —Lﬂ (h—h+ 0 5 0)
converge para [0] (h + O) =0em V,, quando 6 — 0. J4 para o segundo termo, escrevemos
. (hs—h . 1 . hs —h 1
HL( 56 0) —L(la—Lo) " Lho)||  <||L[ly, _y, - 56 O (I, —Lo) "' L(ho)
ww w

que vai para 0 quando 6 — 0, gragas ao teorema 1. Entéo, temos que na norma de V,,,,:
hs —ho — & [(
52

—Lo)fl

~Lo) 'L (o) 5,

(s — Lo) S L(ho) +L(Ig— Lo) ™" L(ho).

Aplicamos o resolvente (I, : Viww — Viuy € sua continuidade para concluirmos que

hs —ho—8 | (la—Lo)™"L| (ho) 5,
52 7

(la—Lo)™" |L(ho) +L (s~ Lo)™" L (o).

Q.E.D.

3.3 Existéncia do Operador Resolvente para L

As hipéteses (LR3) e (QR3) podem ser dificeis de se obter ao tentar aplicar os teoremas
anteriores em contextos especificos, porém a presenca de alguma regularizacdo e compacidade
nos permite mostrar que o operador resolvente (I; — Lo)_1 estd bem definido e € continuo no
espaco das medidas de média zero. O seguinte teorema € uma versao de uma ferramenta classica

para obter gap espectral em sistemas satisfazendo uma desigualdade de Lasota-Yorke. Ela nos
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permite estimar a taxa de contracdo de medidas de média zero e implica gap espectral quando

aplicada para operadores de Markov.

Vamos considerar um operador de transferéncia Ly agindo em dois espacos de Banach de

medidas complexas ou medidas com sinal (B, |||s), (Bw, ||||w),Bs € B,, com

H:LLHW < H,qu,V,u € Bq.

N6s assumimos também que o funcional linear u — p (X) é continuo nas topologias induzidas

por ||||s e ||||w, € consideraremos V; := {u € B; | u (X) =0},i € {s,w}.

Teorema 3. Consideremos um operador de transferéncia L : B,, — B,, tal que Lo (Bs) C Bs e
suponhamos:
(1) (Desigualdade de Lasota-Yorke): Existem A,B > 0¢e 0 < A; < 1 tais que para cada
g € B vale que
Lo (2)ll, < AAT[lglls + BlIgll,, -

(2) (Convergéncia para o equilibrio): Para cada g € V;, vale

lim_[[L5 ()], = 0.

n——4-oo

(3) (Inclusao compacta): A imagem da bola unitaria fechada em By, sob L € relativa-
mente compacta em B,,. Ou seja, Ly (B0, 1]) € um subconjunto compacto de B,,.
Sob estas condi¢des, temos que: Ly admite um tnico ponto fixo i € By, satisfazendo

h(X)=1eexistemC >0e0 < p <1 tais que para toda f € V; e todo m grande o suficiente,

1L5 (NIl < Cp™ [IA1l;-

Demonstraciao. A demonstragdo do artigo original [1] utiliza o teorema de Hennion em [3]
com conceitos de [13] e [4] para mostrar a existéncia do ponto fixo. Preferimos adaptar as
demonstracdes das proposicoes 12 e 13 de [6], padginas 12 e 13, para mostrar a existéncia do

ponto fixo, pois pareceu-nos mais clara.
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Primeiro, mostraremos a existéncia do ponto fixo. Comecamos observando que para

g € By a desigualdade de Lasota-Yorke nos fornece que

1o (9)[ls <AAL |lglls +Bllgll,
<AL |glls+Bllgll, pois [, < [[ll,,
<A ||g||s+BHg||w pOiS )Vl < 19

= (A+B)gl;-

O que nos fornece que

1L6/lp, 5, <A+ B,

para todo n € N.
Agora vamos construir o ponto fixo, para isso fixaremos fo € By uma medida positiva

e definiremos

1
do-nul <
nao-nula com || fyl|; < 1TE
ln—l

¢ = Lg (fO)
=0

n J
Como o operador de transferéncia é um operador de Markov, entdo ele preserva a positividade
das medidas e preserva a média de medidas positivas. Portanto, ¢, é uma medida positiva, para
todone N, e

111—1

. Y Lé (fo)
=0

1 n—1
Ly (fo) (X)
=0

n#
J

1n71

= Y fo(X)
=0
= fo(X).

Portanto, todos os ¢, possuem a mesma média que € igual a média de fj. Este fato nos ser4 util
mais a frente.
Como fj € By, entido Lé (fo) € By, para todo j € N, ja que Ly deixa By invariante. Além

disso, como By é um espaco vetorial, entdo ¢, € By, para todo n € N. Podemos entdo calcular a



norma |||, em ¢,. Vemos que
l@nlly <

<

IN
S =
—_

25

17
o5 o),
n

]O
lnl

10, , 1ol

S
T
o

—

1
+B

ln_
A+B
[ ]4

S |

~.
(=)

7
L

~
Il
=)

Ou seja, ¢, € B[0,1] C By, para todo n € N. Logo, pela inclusdo compacta, (Lo (¢)),cn

Lo (B[0,1]) € B,, possui uma subsequéncia (Lo (¢n,))cr que converge para um certo 1 € B,,.

Afirmamos que & é um ponto fixo de Ly. De fato, vemos que Lg (h)

= Lo (imLo (@) =

lim Lo (Lo (¢n,)), por continuidade de Lo, e que

nk+1

(LO (Pnk

Z L) (fo)
nk—i—l

—ZLJ fo)

—Lo (fo) — lLo (fo)

1 I’lk+1

I’lk]

J

_ZLJ

I’lkj

— Y L (fo) ——Lo (fo)

fo)+ Lnk“(fo)—nlLo(fo)
k

Lo
= Lo(gn)+ - L6 (fo) — Lo ()]
k

E como vimos acima que Lj (fo) € Bs, para todo n € N, entdo podemos calcular a norma forte no

dltimo termo do lado direito da igualdade acima e, lembrando que ||Lj||z 5z <A+ B, obtemos

1 1
_[ng (fo)—Lo(fo)} <— ‘Lgkﬂ (fo)H +||L0(f0)||s]
nk S nk - N
1T +1
< I, Wt ol
S (PR L
el A+B A+B
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Que converge para 0. Isto nos mostra que
LO (/’l) = L() (limLo ((pnk)) = limLo (LO ((pnk)) = limLo ((Pnk) +0= limLo ((pnk) =h.

Entdo, 4 é um ponto fixo de Ly como afirmamos. Vamos mostrar que / € By.
Seja g, := Lo (¢n) € seja g, m := Ly (gn). Lembramos que ¢, € By e Ly mantém By
invariante e percebemos que g = Li (8x) = L (Lo (¢n)) = LI (¢,) € By, para todo n,m € N.

Além disso, temos [|gnmll, = |[LgH (@n)|, < [|LG

B, B, ||(pn||y < <A+B) -1=A+B, para

todo n,m € N. Além disso, a desigualdade de Lasota-Yorke nos diz que

L8+m+1 ((pnl) - Lg+m+1 ((Pn2>

.
= e (25 -2 o) |

< A2 |26+ (@) — L5 (o)

Hgnl,a+m - gnz,berHS = ‘

N

’ w

Lg (@n) = L™ (¢ny)

+B’
S

<AA"||8n1.a— &b ||, + B | gnia — &na o], -
Mais acima mostramos que
lim Lo (Lo (¢n,)) = .
Ou seja, mostramos que lim L3 (@n,) = h. Sejan € N tal que lim Ly (¢,, ) = h. Vemos entdo que
lim L (@n,) = lim Lo (L3 (90,)) = Lo (m L (@s,)) = Lo (k) = h.

Portanto, lim L (@,, ) = h, para todo n € N. Portanto, se ||g,, 0 — hHW < e, ouseja, se ||Lo (@n,) — A, <
€, entdo ||gn,j —h||,, < € paratodo j > 0. Dai, g, x — h em B, e afirmamos que (g x), o €

uma sequéncia de Cauchy em B;. De fato, vemos que se k; < k3, entdo

< AAb ’
N

8y, ki — 8ngy 8, 0 = 8ny ho—ky || T B ‘
N

Lo (‘Pnk1> _Lléz—k1+1 <(Pnk2> Lo (%kl) —L’(;z—kwl ((Pnk2> N
<t ([t )| 7 ()] 5 oo )25 0]

<A (A+B)+ (A4 B) 4B Lo (on, ) 157 (o)

gnkl 00— gnk2 Jko—kq
w

= AL

+B
N

HW

—A-0-2(A+B)+B-||h—h|,
=0.
O que prova que (gnk’k) reny € uma sequéncia de Cauchy em B, e como B, € um espago de Banach,

entdo g, x € convergente em By, mas como g, x converge para i em B,,, entio devemos ter

h € By, como queriamos demonstrar.
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Podemos normalizar 4 de modo que & (X) = 1, isto é, h seja uma probabilidade. De
fato, se fosse /1 (X) = 0, entdo terfamos [lim Lo (¢, )] (X) = 0. Como admitimos que a aplicagdo
p— p(X) é continua, entdo temos que lim Lo (¢, ) (X) = 0 e como o operador de transferéncia
¢ um operador de Markov, entdo ele preserva média de medidas positivas e, portanto, temos
lim ¢, (X) = 0. Mas como todos os ¢, possuem a mesma média que é igual a média de fp, entdo
ficamos com fj (X) = 0, o que é uma contradi¢do, pois supomos que fj era uma medida positiva
ndo-nula e, portanto, possui média ndo-nula. Isso prova que a média de / € ndo-nula e, portanto,
podemos normaliza-lo para que se torne uma probabilidade.

Mostraremos que & assim € unico. De fato, se g fosse outro ponto fixo de Ly com
g(X)=1,entdo (h—g) € Vy, pois (h—g) (X) =h(X)—g(X) =1—1=0. Assim, a hipitese

de convergéncia para o equilibrio nos fornece que:

1A —gll,, = [1L6 (h) = Lg (&) l,, = [1L6 (A = &) l,, = O.

Ou seja, ||h—g||,, = 0 e, portanto, i = g. O que prova a unicidade do ponto fixo.

A demonstracdo a seguir (que estd presente no artigo original [1]) serd qtil para con-
sequéncias futuras no contexto de transformacdes expansoras definidas no circulo, mas terd
pouco valor para a demonstragao do atual teorema ja que fizemos uma demonstragao diferente
da existéncia e unicidade do ponto fixo. Agradecemos ao Prof. PhD Rafael José Alvarez Bilbao
que observou que para nossas hipéteses o sistema € misturador e, portanto, é ergédico.

A existéncia de um ponto fixo para Ly nos diz que 1 € um autovalor de Ly. Vamos mostrar

0

que 1 é o tinico autovalor de Ly no circulo unitdrio. Seja 6 ¢ 277 tal que ¢ é um autovalor de

Ly. Seja f € By um autovalor de Ly associado a ¢'%. Como Ly é um operador de Markov, ele

preserva médias e, portanto, temos que

FX) =[Lo (£ (X) = [€°f] (X)
Afirmamos que daf decorre que a média f (X) = 0. De fato, temos
Fx)=[er] (x)
=% £ (X).
Portanto, (1 - el’") £(X) = 0. Como @ ¢ 2nZ, entdo ¢® # 1 e, devemos ter f(X) = 0, como

afirmamos.

Mas entdo, pela hipétese de convergéncia para o equilibrio, temos || f|,, = 0, pois

e Ofll =L ()l =0,

Al =

‘ w

A1 = 111 A1 =
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uma contradi¢do, pois f # 0, ja que € uma autofungdo. Ou seja, a suposi¢ao inicial de que e'f
era um autovalor com 6 ¢ 277 é falsa. Concluimos assim que 1 é o tnico autovalor de Ly no
circulo unitdrio. Mais ainda, ele é simples, visto que se existem &y e h; satisfazendo Lg (hy) = hy

e Lo (hy) = hy e normalizados de modo que /) (X) = hy (X) = 1, entdo hy — hy € Vj e, portanto,

pela hipétese de convergéncia para o equilibrio ||; — A2 ||,, = 0, pois
—+o0
71— hall,, = 125 (1) = Lg (h2)Il,, = IL§ (1 = ), "= 0.

Agora vamos provar a segunda parte do teorema. Vamos, entdo, estimar a taxa de conver-
géncia para o equilibrio. Seja S a bola unitéaria fechada em V;. Pela hip6tese de compacidade,
para cada € > 0 existe uma €-rede G C L (S;) para Lo (Sy) em |[|-||,, (veja [2], lema 8.2-2(a),(c),
paginas 412, 413; confira defini¢do 8.1-1 de [2], paginas 405, 406 e veja o exercicio 8.1-6 de
[2], pagina 411), o que implica que para cada f € Ss podemos encontrar g € Lo (Ss) N G tal que

|Lo (f) —gl|,, < €. Temos, para cada m € N,

1L ()l = |[Lg " Lo ()],
"g+Lo(f)—g)|,

=Ly (@) + Ly (Lo (f) =),
(

<[5 @I+ 167" Lo () =) -

=I5~

Assim, pela desigualdade de Lasota-Yorke, obtemos

LG (Ol < (|25 (@), + A" ILo (F) — gl + BlILo (£) — gl

<Ly (@), +AA" Lo (f) — gl + Be.

Como g € Ly (S;), entdo existe g € S; tal que Ly (g) = g. Logo,

128 (Ol < 1125~ (@), +AA" Lo (f) — gl + Be
=15~ (@), +AA Lo (F) — Lo (3) s+ Be
=I5 ()|, +AA" ILo (f — )Il, +Be
<||Lg " (@), +AA" ILollg, 5, - I(f = @)l + Be
< |5~ (@), +AA" Lollg,p, - (11l + 121l,) + Be
< L5 (@), + AA" " [ Lollg, 5, - (14 1)+ Be (pois f,§ € Sy)
= 15" (@), + 2447 I Loll, .5, + Be-
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Vamos analisar o primeiro termo do lado direito da desigualdade acima. Escrevemos, entdo,

m— 1 =n+k e observamos que

Iz @), = |

< AL

L (L)

L’é (g)H -I-BHLS (g)H (Lasota-Yorke)
s w

< AA (ARf gl +Bllgll, ) +B|[LE ()| Lasota-Yorke)

— AP g+ ABAY g, + B L (9)]| .
de onde obtemos
128 (Nl < [A%21 gl +ABAT Nl + B |26 8| | +2420" Lollp .5, + Be.
Ou seja,
L8 (£)1, < A28 gl +ABAT gl +B|L§ ()| +2427*1Lollp, 5, + Be.

. . 1 o :
Fixamos € pequeno o suficiente para termos Be < T Pela hipétese de mistura, podemos

) 1 .
tomar k grande o suficiente para termos sup HLS (g)H < 1B De fato, como vimos, dado
8€Ge w

g€ Ge C Ly(Sy) existe g € S; C V; tal que Lo (g) = g. Assim,

s, =[5 @], o

w

1
para cada g € G¢. Desta forma, para k grande obtemos HL’é (2) H < 1B para cada g € G¢. Logo,
w

1
tomando o sup obtemos sup HL’(; (2) H < 15 como afirmamos.
8€Ge w
Podemos, entdo, escolher n grande o suficiente, ja que 0 < A; < 1, para obtermos

1
AP g+ ABAY sup ||L§ (9)|| +2420* ILollp, o5, < 5
8€Ge w

3 3
daf segue que ||Lg (f)], < T Seja ko € N o menor m € N tal que ||Lg (f)][, < 4 para cada
f € Ss. Assim, dado f € V; temos que

ko (L)
‘ NP
3

s ]| <311,

<

N

3
-

Ou seja,
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3
Sejam C' := max{HL ly, oy, ER[0<m< ko} ep = =7 Assim, dado m € N, m > kg pelo

algoritmo da divisdo de Euclides existem ¢,r € N tais que 0 <r < kg e m = q - ko + r. Decorre

3\ 3!
= (3) 1z = (3) il 1,

15 ()l < CpIIfll,=C (0") % 11l =Cp™ 11l

dai que

g ()l = [ o) < ee*o wa e

Portanto,

onde C :=C' (p')%or ep:= (p')%.
Q.E.D.

Com este resultado, o resolvente (1; — Lo)f1 : Vs — V, estd bem definido e é continuo.

Corolario 1. Sob as hipéteses do teorema anterior, o resolvente (1; — LO)_1 : Vs — Vj estd bem

definido e € continuo.

Demonstracao. Seja f € Vi. Entdo, por definicdo,
(I —Lo)~ Z Ly (f

Pela hipétese de que Ly é um operador de Markov, L () € Vi para i > 1, pois Ly (f) (X) =
~+oo

f(X)=0,jadque f € V. Como ||Lg (f)|, <Cp™|fll,, pelo teorema anterior, e Z Cp" < 4o
=1
n e

(pois 0 < p < 1, entdo a série sendo geométrica converge para C - ) a soma ZLO

1
i=
converge absolutamente, pelo critério de comparagio de séries, em V, com respeito a norma

l|I-]|5 (e, portanto, converge ja que o espago é de Banach), e

<ZCp

ot

Vs— Vs

Q.E.D.

Observacao 2. No caso em que By = B,, = B, o teorema 3 continua valendo. Neste caso,

£ n

obtemos o resultado de que um operador compacto que é "power-bounded"(isto significa que a

sequéncia (||T"]),en := (IT"|l5) ey = (IT"],,) ,epy € limitada) em B e que satisfaz a hipdtese de

neN

convergéncia para o equilibrio tem um dnico, a menos de normaliza¢do, ponto fixo, e a hipdtese

de convergéncia para o equilibrio € satisfeita com velocidade exponencial de convergéncia.
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Um caso importante em que as hipéteses do teorema 3 sdo satisfeitas € o caso de sistemas
com "ruido aditivo", no qual o operador de transferéncia geralmente satisfaz uma hipétese de

regularizagdo.

Definicsio 6. Sejam B; C B,, dois espagos de Banach com ||-||,, < ||-||;. Dizemos que Ly é

regularizante de B,, para By, se Ly : B,, — B € continuo, i.e., se existe B > 0 tal que a desigualdade

1Zo (H)lls < BIIAI

¢é satisfeita.

Se, mais ainda, uma hipétese de limitacdo fraca € verificada em B,,, isto €, se existe

algum C > 0 tal que

sup ||Lo (NI, =C £,
neN, feB,,

entdo temos a desigualdade de Lasota-Yorke

126 (8)l; < CBllgll.

valendo para cada n € N. Se a hipdétese de compacidade no teorema 3 € satisfeita, isto implica
(pelo teorema de Hennion) que no espaco forte (By) o operador Ly apenas tem espectro discreto

(que é o complemento com respeito ao espectro de Ly do espectro essencial de L, confira [4]).

Corolario 2. Se Ly é regularizante de B,, para By, e se as hipoteses (2) e (3) no teorema 3 sao
satisfeitas, entdo o resolvente (I; — L())f1 estd bem definido e € continuo também em V,,. Mais
ainda, seja B,,,, 2 B,, como no inicio da se¢ao 3. Suponhamos Ly regularizante de B,,,, para B,,,

i.e, Ly : By — B, é continuo, entdo (I; — LO)_1 estd bem definido e € continuo em V,,,, também.

too
Demonstracio. Seja f € V,,. Como (I; —Lo) ' (f) = f+ ZLé) (f) obtemos
i=1

~+oo
—1 /
|ta=20)7" (1) < U7+ NEollg, 5, X 1Ebl s, -1 < o,
i=0

pelo coroldrio anterior.
~+oo
Isto mostra que (I; — Lo)_] =I;+ Z Lo € um operador continuo de V,, em V,,. No caso
i=1
Ly : Viyyw — Vi, continuo, podemos repetir a mesma prova com V,,,, e V;, no lugar de V,, e Vi,

obtendo assim um operador continuo de V,,,, em V,,,,.

Q.E.D.
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4 APLICACOES EXPANSORAS
4.1 A Construcao do Circulo

Aqui consideraremos S! = {eie cC|oe ]R} a circunferéncia unitdria (também chama-

remos de circulo unitdrio). Dito isto, desde que ol (O+2km) _ ,i6

iremos identificar um ponto do
circulo somente com seu argumento 6, o qual poderd (e é mais preciso) ser visto como uma
classe de equivaléncia [0] = {0 +2km € R | k € Z}. Colocamos em R a seguinte relagéo de
equivaléncia
X=y
xwy¢$x£y0mﬂ2@<z>aE—EZ

R
Veja que em 7 {[0] € Z(R) | 6 € R} podemos colocar uma soma natural,

0]+ [o] = [6 +af,

a qual de fato estd bem definida pois qualquer representante de [0] é da forma 6 + 2k e qualquer
representante de [¢| é da forma a +2mm, onde k,m € 7. Dai, qualquer representante de [0] + [c]

¢ da forma 6 + a + 2 (k+m) w que é um representante de [0 + ].

R
Proposicao 1. (271'—Z’ +) € um grupo abeliano.

Demonstracao. Vamos mostrar que ( + | € um grupo abeliano.

m7
* 1. Comutatividade: [0]+ [a] = [0+ a] = [+ 0] = [o] +[0].

* 2. Associatividade: [0]+ ([a]+[B]) =0+ (a+B)|=[0+0a)+B] = ([6]+[a]) +
[B].

¢ 3. Elemento Neutro: Vemos que [0] + [0] = [0+ 6] = [6].
* 4. Inverso: Dado [6] € R consideramos [—0] € R e vemos que [0] + [—0] =
' ‘ 277 27Z 1 -
6+ (=6)] = [0].
Q.E.D.

Em S' definimos o produto 20 . % — ,i(0+a)



33

Proposigdo 2. (S',-) é um grupo abeliano.

Demonstracao. Vamos mostrar que (Sl , ) € um grupo abeliano.

e 1. Comutatividade: ¢ .¢'® = i(0+@) — ilat8) _ i ,i0

e 2. Associatividade: ¢'? - (ei‘x ~eiﬁ) — (l(0+(a+B)) _ Li((0+a)+B) _ (eie 'ei“> P

« 3. Elemento Neutro: Vemos que &0 - ¢! = ¢/(0+60) — ¢i0

—i6 0 _—i6 i(6+(—0)) _ i-0 _

e 4. Inverso: Dado ¢? € S! consideramos e e temos €' - e —e —e

Q.E.D.
- R 1N o~
Proposicdo 3. Os grupos 27T )¢ (S',-) sdo isomorfos.

Demonstracio. Seja F : R — S! definida por F (6) = ¢'®. Vamos mostrar que F é um homo-

morfismo do grupo (R,+) para o grupo (Sl , ) De fato, vemos que
F(0+a)=e0T% =¢0.J%—F(0).F (a).
Vemos que o nicleo de F é

N (F)={6€R|F(0)=1}
—{0cRr|e®=1=¢"})
—{6eR|3KeZ:6=2kn)
— {2k |k € Z)
= 27Z.

0

Além disso, dado ¢’® € S! temos que ¢/® = F (6). Portanto, F é sobrejetivo.

Por conseguinte, pelo primeiro teorema do homomorfismo temos que

Y

R
—_~sl
27

Q.E.D.

R
Assim, a7 {[6] | 6 € R} pode ser visto como S! sob o ponto de vista algébrico,

COmo grupos.
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R . . o
Coloque em —— a topologia quociente, isto €, se

27
R
T:R— —
6 — 271
7(0)=1[0]
, e . N R . ,
€ a projecao candnica, entdo declaramos que U C o ¢ aberto se, e somente se, 7 (U) é

um subconjunto aberto de R. Além disso, declaramos V C S! aberto, se existe um aberto W

R
do plano RR? tal que V=Wn S!. Temos entdo duas colecdes 71 = {U | U é aberto em 271'_Z}

e = {V | V é aberto em Sl}. Pode-se demonstrar que ( ) e (Sl, Tz) sa0 espagos

— . T
217’
topoldgicos e sio homeomorfos.

. ) . _y . R A
Desta maneira, além do ponto de vista algébrico, os conjuntos o e S' ttm a mesma

. L . . R
estrutura topoldgica. Mais ainda, usando a topologia quociente de A pode-se mostrar que
este conjunto é de fato uma variedade de classe C°, bem como pode-se mostrar que S! é uma
: o R .
variedade C™ e que — € difeomorfo a st.
2nZ,
Desta maneira, fica claro, sob os pontos de vista, algébrico, topoldgico e diferencial
) . R . o

que podemos identificar oy S! e o faremos sem mais detalhes. Mudando a parametrizacio

do angulo em ¢ e passando para ¢>"°

e seguindo exatamente 0s mesmos passos, podemos
escrever % ={[x] | x€ R} com [x] = {y+k |k € Z} e teremos % ~ S!. Dado isto, usaremos
somente 0 em vez de [0] ou x em vez de [x].

Em vista de todos esses morfismos entre o circulo unitdrio e a reta real, somos capazes de
atribuir ao circulo estruturas algébrica, métrica, mensurdvel e de medida, topoldgica e diferencial.

N3ao nos aprofundaremos nos detalhes técnicos dessas estruturas e as utilizaremos conforme a

necessidade.

4.2 Respostas Linear e Quadratica para Aplicacoes Expansoras no Circulo

Vamos agora aplicar os resultados de respostas linear e quadrética para aplicagdes
expansoras no circulo unitdrio.

Para a resposta linear consideraremos aplicacdes T : S' — S! satisfazendo:
(HTec*(s',s);
(2) Existe B > 1 tal que |T’ (x)‘ > B,vxeSh

Para a resposta quadrética vamos considerar T € C° (Sl,Sl). Consideraremos uma
familia de perturbacdes

To:=TeTs:=DgoT,
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050 (1)

onde Dg :=I;+05_,0 (1) é um difeomorfismo em S e lim = 0. Usualmente, teremos

6—0
05-0(1):=8Scom S:S! - sl
Mostraremos que os operadores de transferéncia associados a aplicagdes expansoras

satisfazem a desigualdade de Lasota-Yorke quando agem em espagos de Sobolev apropriados.

Defini¢do 7. Definimos o espaco de Banach W!! (Sl) de fungdes densidade absolutamente
continuas. Isto é, fungdes f: S' — R para as quais existe alguma fungdo f' € L' (S') que

satisfaz

X
f@ =10+ [ 7w
Este espaco ¢ munido com a norma

||f||wl.1(gl) = ||f||L1(§l) + Hf/”Ll(Sl)-

Definimos para k > 2 o espaco de Banach Wh! (S!) = {f ewht (s | fewt ] (Sl)}

munido com a norma

HfHWk,I(Sl) = ||f||L1(g1) + Hlewk—lﬁl(Sl)

que equivale a

i gsry = 1)+ 1 sy 1 sy -+

Li(st)’
Usaremos também a notagdo wol (Sl) =L (Sl). Remetemos o leitor interessado em
espacos de Sobolev ao capitulo 5 de [7], onde um tratamento mais formal e mais profundo é

realizado, incluindo demonstra¢des de alguns fatos que aqui utilizaremos e, embora facamos as

devidas referéncias, ndo os demonstraremos.

Vamos precisar do seguinte lema técnico bastante til antes de demonstrarmos a desigual-

dade de Lasota-Yorke para o caso de aplicacdes expansoras.

Lema 1. Sejam k € N e g € C* (Sl). O operador M, : whl (Sl) — whki (Sl) definido por
M, (f) := g f é limitado em W*! (S').
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Demonstracdo. Faremos inducio em k € N. Para k = 1: sejam g € C' (S') e f e Wh! (S1).
Vemos que:
Mg (Dllwra sty = 18 SY s sy +lls - Fllzi sy
<||(g- 1)l (51) +l8lli=(s1)  IF]1 1 (g1 ) (Desigualdade de Holder)
=& F+e-FllLey Hllgll=(sny 1l s
<" Fllsny + el sy +18ll=(sry - 1Nl (sr)
< (18"l = sty - 1 Wl sy + e llimgsny - 11 o sy + 18l sy - 1l s
=118/l o1y WALty + ellmery - (1 oy + - 1 s o)
= 18|51y -l sy + Nl msry - (L llwra sty -

Notamos que |||, (s1) < H-HWIJ(SI) e obtemos

|7 (f)HWU(SI) < Hg/HL“'(Sl) : ”fHWIJ(Sl) + HgHLw(Sl) : Hf“vvl.l(gl)
- (Hg/”L""(Sl) + ”gHL‘”(Sl)) ) ||f||W1,l(§1>
= ||g”cl(sl) ) ||f||Wl,l(Sl) .

Isto mostra que M, : Wh! (S') — W' (S') é um operador linear limitado com

||M8le-l(gl)awhl(sl) < Hg”cl(sl)'
Seja agora k € N tal que se g € C* (S'), entdo M, : W' (ST) — w*! (S') é um operador
linear limitado. Sejam g € C**1 (S!) e f € WXT1 (S!). Vemos que
Mg (F)yrens 1y = 1@ 1) Nl o1y +llg- Flloasny
=g f+e-f ||Wk,l(gl) +lg- Fllpsn
<1l Hlhysa o1y + 8- £ oy + g Sas oy
< ll&" Fllwr sy + g llwer o1y + lgll= sty - 111 (1) (Desig. de Holder)
= 1M ()l sy + 1M () o gy + gl ory - 1l -
Como g € C*M (S") e f e WK (S!), entdo g/ € C* (S') e f/ € W (S!), portanto a

hipétese de inducdo nos diz que

1M (Dl s1y < Mgl (g1 swea s1y - 1 s sty
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1M () e 51y < 1Mellwns sy swa sry - 1w o1y -

Seja C 1= max { [ My Iy (o1) apis (51) 1Mo [ 1) i o1y }- Assim.

|| M, (f)HWkHJ(SI) <C- ||f“wk,l(Sl) +C- Hf/HWk,l(Su) + ||g||Lw(§1) : ||fHL1(Sl)
<C- ”fHWkHJ(SI) +C- Hf”wkﬂ,l(gl) + HgHL«»(Sl) : HfHWkH,l(Sl)

B <2C+ HgHL‘”(Sl)) ’ ||f||wk+l,1(g1) .

Isto mostra que M : W11 (S1) — wA1.1(S!) ¢ um operador linear limitado. O nosso

resultado segue entdo do Principio de Indugado Finita.
Q.E.D.

Agora ja somos capazes de verificar a desigualdade de Lasota-Yorke no seguinte resul-

tado.

Lema 2 (Lasota-Yorke). Para uma aplicacdo expansora 7' de classe C*emS' o seu operador
de transferéncia L associado satisfaz uma desigualdade de Lasota-Yorke em whl (Sl). Ou seja,
existem 0 < o < 1 e Ay, B; > 0 tais que os operadores L" sdo uniformemente limitados por A,
sabidamente

12 () llyicss ey < Ak 1 oo oy

e, além disso, para cada n € N vale a seguinte desigualdade de Lasota-Yorke

1% (f)Hwk,l(Sl) <ot ||f||wk.1(§1) + By ||fHWk71,1(sl) -

Demonstracio. Vamos proceder por inducdo em k > 1. Seja T : S' — S!, T e ¢? (SI,SI) e
‘T' (x)| >B>1,Vxe S'. Para k = 1, temos que A; = 1, ou seja, L é uma contragio fraca em
L! (Sl ) , esse fato € bem conhecido e uma demonstracdo para tal pode ser vista, por exemplo,
na proposi¢do 7 de [6], paginas 7 e 8. Vamos agora nos atentar para a desigualdade em si. No
caso de aplicagdes expansoras, temos uma féormula explicita bem conhecida para o operador de
transferéncia (confira, por exemplo, [5] pdginas 85 e 86):

o=y L0 _ y SO

yETﬁl(x) |T/ (y)| yETﬁl(x) T/ (y)
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Ao derivarmos esta expressdo (lembrando que se y € 7! (x), entdo y pertence a algum

ramo da pré-imagem de x) e, portanto, aplica-se o teorema da funcdo inversa e obtemos

) SO)Y-T' )~ fy)-T"(y)-Y
L XxX) =
ILf] (x) yeTZT(x> 1)
¥ FO) 5 TV =fO)-T"0) 775
yeT1(x) (T/( ))2
_ ¥ [ o) f0)T"0 >]
el () (T'y)?  (T'(y ))
_ S FO)-T" )
yeTZl( ) (17 »)?* yeT—1(x) )’
(f’(y)) f( )T”( )
_ )
yeTZ%x) o) yeTZ‘ @

Notamos que esta expressao € vdlida para todo x € Ste, portanto, obtemos a seguinte

ey =e(f)-+(L5)

e aplicando a desigualdade triangular obtemos

T//
)
L! Sl

"

(1)

expressao bastante util

/ 1 /
|(Lf) HLl(Sl) < L(ﬁ'f) -
Li(s!

(L € contracdo fraca em L! (Sl))

IN

+
L! (S])

A sy +

L'(s")

IA
|

£l (s1) (desigualdade de Holder)
L=(s")

I
L=(s") (1)’

Seja o =

. Como T é expansora, entdo !T' (x)‘ >pB >1,Vxe s, Logo,
L=(s")
1 1

= sup — < = < 1. Ouseja, 0 < a < 1. Portanto, utilizando esta expressao
1=(s')  xes! IT'(x)] — B

T

1
T
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acima na norma W ! (Sl) ficamos com

||Lf||W1A,1(§1) % st ||Lf||L1(Sl)

T//
< : ' 1(gl : 1(gl L 1(gl
= [O‘ 1711, (s T (1772 o) 1A sy |+ IEA (s
<a- Hf/HLl(Sl) + (]7:/;2 : ”f“Ll(Sl) + ||f||Ll(Sl) (L é contracdo fraca em L' (Sl))
L=(s")
T//
= - ' 1(gl 1] 1(sl
||, (s T (1)? ) + ) 11, (s)
T//
< ' ' 1(gl 1] 1(gl ' 1(gl
<o |f, st T Lm(Sl)Jr ) [ TEN R VA TED
, T//
=« |:Hf HLI(SI)+ ||fHL1<Sl):| + ( (T/)z Lm(81)+1) : HfHLl(Sl)

T//
(1')?

1| fl sty -
(@) ) HE)

+ 1 |. Iterando esta desigualdade obtemos:
L=(s")

= HfHWl,l(Sl) + (

T//

(17)?

Sejay:= (

122l sy = ILED s (o)

<a- ||Lf||W1J(Sl) +7-|ILfl| (s1) (A desigualdade para Lf)

< - |a- I lyuaen + 7 1 i (s)] 7171 g1 (A desigualdade para f)
<a- [a- HfHWLl(Sl) +7y- HfHLl(Sl)] +7- ”fHLl(Sl) (L é contragdo fracaem L' (S'))
=a’- ||f||W1,1(sl) +ay- ||f||L1(§1) +7v- ||f||L1(S1)
=a’ 1A Tl gy (@D 7 fll sy -
Observaremos mais uma iteracdo da desigualdade para ganharmos intuicao
12 ety = N2 s o
<o’ HLfHWLl(Sl) +(a+1)y- HLfHLl(Sl) (A desigualdade de L? para Lf)
< @[ | flyua ey + 1 s ey ] + (@ D7+ ILF 3 1) (A desigualdade para f)
<a?- [a. HfHWLl(gl) +7- HfHLl(Sl)] +(a+1)y- HfHLl(Sl) (L contragdo fraca em L)

= [|f iy + (@2 +a+1) 7 e
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Sejan € N tal que
||Lnf||W1.1(Sl) <o ||f||Wl7l(Sl) + ((anl +ot oo+ 1) Y ||f||L1(§1) .

Assim,

12 Al ry = IE" )y 1)
n—1

sa”MNw%m+<Z“?TWﬂb©)

i=0

n—1
<o ooy +7- Il e | + (Z 0"'> VI f sy

i=0

n
— o't ||f||W|,1(S1) + (Z})a’) v ||Lf||Ll(Sl) .
1=
Isto prova, pelo principio de inducdo finita, que para cada n € N vale que
n—1
”LanWu(gl) < Ot"-Hwal,l(Sl) + Y o] r HfHLl(SI)-
i=0
Dai, vem que
~+oo

HLanvyl,l(Sl) <o ”fHWM(Sl) + (Z O‘i> Y ”fHLl(Sl)

i=0

1
= (Xn . HfHWL](SI) + (m) . ’}/. HfHLl (Sl) .
Seja By := ﬁ. Entdo, provamos a desigualdade de Lasota-Yorke

”Lnf||wl71(§1) <a' ||f||w1,l(sl) +By - ||f||L1(sl) :

Assumimos que a desigualdade de Lasota-Yorke estd estabelecida em w11 (Sl) para
o operador de transferéncia de uma aplicacdo expansora de classe C*, e consideremos uma

Ck+1

aplicacdo expansora 7 : S! — s! de classe junto com o seu operador de transferéncia

L:L'"(S") — L' (S") associado. Seja f € W*! (S'). Queremos calcular

||Lf||Wk,l (sl) = H(Lf)lek—l,l(Sl) + ||Lf||L| (Sl) .

(Lf) =L (%) ~L <{T/T);/> .

Vimos que
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Entdo, usando nossa hipétese de indugdo, temos

H(Lf)IHW’H’I(SI) = HL <%'fl)‘wkm(81)+ L((;/;z .f> Wh-LI(sh)
= _O‘kl % / Wkl.l(SI)Jer_l' %'f/ wh-21(s1) | ’ L((TT’I;Z'f> whoLi(s1)
| mf wngey " e “7:’/;2']( w131
= ‘Tif | ww-l(sl)wk‘l'HMTl' TR el we(sr)

Como T € C! (SI,SI), entdo T’ € CF (SI,SI) e T" e ck! (SI,SI). Entdo, temos que

1 7" 1
F’W e cH! (SI,SI) e, portanto, Ti e k2 (SI,SI). Assim, usando o lema 1, vemos

, entao

que se K1 := HM[

eKz = ||M T

77 [IWk=21(Sh)»wk=21(s) ()2 Wh-L1(S1)—wh-L1(st)
Lt
LAY oy < & ‘7 I graery * Bt K oy A K s )

Seja C :=max {K7, K, }. Notamos que ||f||wk—'~,1(S‘) = Hf/”kall(sl) + 11 (s") > ”f,HWk*ll(Sl)'

Assim,
1 ~ ~
Lf) <ol = 7 Bi1-Ci- || |lie A Cr- -
B
_ 1 5 5
<okl Ff’ _|_Bk_1-Ck-||f||Wk_1,1<Sl)—|-Ak-Ck-||f||Wk—l.1(§1)
Wh-11(s1)
1 5 >
— ok . Ff’ +(Bk_1'Ck‘f‘Ak'Ck)'”fHWk—l,l(Sl)-
Wh-L1(s1)

Seja C,'c := By_; - Cy + Ay - Ci. Entdo, ficamos com

f/

1
=

H(Lf)/‘}wkfl,l(sl) < ARLE +CI,<' Hf”wk—l.,l(gl)-

Wwk=1,1 (Sl)

Agora lembramos da férmula de Leibniz (confira o capitulo 5 de [7]) e ela nos fornece:

7 (k—l)_k71 | (=1-D) ey (k-1
<7> _ZZO T’ J I

£ 1\ &1
:?—i—..._i_f/. F A
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1
— . f . Assim, partindo da defini¢do

Vamos utilizar este fato para estimar a norma 7

Wwk—1,1 (Sl)
da norma em W+~ 11 (Sl) facamos as seguintes contas

/ / / / / (k_l)
I I T e (€
ICONN R ICD b () 0()
k=2 N () 7y (k=1)
f f
-2(7) | ()
j=0 L(s") L'(s")
k=2 J (=0
g0,
=l T Li(s)
(k) k=2 (k=1-1)
+ f_/+ y <l,> D (k 1) (Férmula de Leibniz)
A v ()
k=2 j s 1\ D (k)
SZZ@"(—/) S A
j=01=0 L'(s!) Li(st)
k—2 k—1 1 (k—1-1)
+ ( > : <_/> LD (Desigualdade triangular)
EN v ()
k=2 J 7 (=0
M| 1
< I\ 7 | + 7 Al +
k=2 /1 (k=1-1)
4+ =1 (L ALY (Desigualdade de Holder)
I / Li(st)
=0 LM(SI)
k=2 J 7 (=1
J 1 k)
< Z( ) <—> '||f||Wk—1A,1 gy T+ f( +
S\l ! L (s") () H HL‘(S‘)
k=2 k—1 1 (k—=1-1)
+ ( l > . (_/> 'HfHWk*I-l(SI) (Norma wk-11 supera as demais)
=0 LM(SI)
g )

k=2 /11 1 (=1=D)
2 (" )'H(F)

N
()

L&(S»] |

L=(S")
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Portanto,

LAl (s1y = H(Lf)/Hkal,l(Sl) FILA L sry

<o |2 R {1 M o P

<ot (a~ ey 6 Hfuwkl,l(Sl)) + Cell Al ) + LA 1)
= ok || f® (s +ak oy ||f||wk—171(§1) +C; ||f||wk—171(s1) + LAl ()
<ok || f0 Ll(sl)—i—ak_l-C,’{’~\|f|]Wk,1,1(Sl)+C,’<||f||Wk,1,1(Sl)+||f||L1(S1)
<ok || fW LI(SI)JFO‘kI'Cllcl'HfHWk1.1(51)+C1/<Hwak1,1(§1)+’|f\|wk1,1(gl)

<o ||f||wk,l(g1) +at ||f||Wk—1,l(Sl> +C, ||f”wk—1ﬁ1(gl) + ||f||wk—l¢1(§l)
= 'HfHWk,l(gl) + [akfl GG+ 1 'HfHkal.,l(Sl)
= ot ||f||wk.l(g1) +Cr ||f||Wk—l,l(§l) ;
onde Gy = of 1. C/ +C, + 1.
Iteramos a desigualdade acima e obtemos:
122w g1y = DE LD s o)
< & LA hyaa(s1) + G IS o o)
<at|at Hf”Wk’l(Sl) +Ci - Hf”kal-,l(Sl)] +Cy- HLfHWk—l,l(gl)

= 0| Fllyus 1) + e [0 1l a0y + I i na (1) -

Iteramos mais uma vez a desigualdade para observarmos um padrdo

12 sy = LD o1
< &L yaa gy + Ce |0 ILAlyacra (s1) + 122l o)
< @[ fllysaony +Co Iflhyacva o |+ G [0 I lysraory + 122 oo o
= ™ Wl o)+ Ce [ 07 1Ty + 0 Wy 12 v oy

Sejan € N tal que

n—1

1L f iy (s1y < o Il sty + Cr - Z k=10 HLifHWH,l st -
@) CIRCY )
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Assim,
IE Flla g1y = NE" (L) s sy

n—1 . .
< &L lyaa sy + e B oL ooy

i=0

< a™. [Ock' HfHWk,l(S1) +Ck HfHkal,l(Sl)} +Cr- Z a0 HLif”Wk*lﬁl(Sl)
i=1

= (X(n+1)k . ||f||Wk,1(§1) +Cy -

ok . [wa[e—— (s") + Z okn=i) | HLif“Wk—l,l &)
i=1

n

= Dk, Hwak.l(Sl) +Ck Z k0. HLifHWk*U(Sl) '
i=0

Dai, para cada n € N vale:

n—1
||LanWk,1(§1) <o ||wak,l<Sl) +C - Z AR ||Llwakfl,l(S1>
i=0
n—1
< o™ HfHWk,l(gl) +Cy - Z k=10 Ak HfHquJ(Sl)
i=0

3
|
—_

nk

= & ||l 1)+ Coe-Ar- | F a1y - 3, @'

S ~
Fol
—_ O

= &l 1) oA 1l a1y

T
o

.Mg
~—~
R
e
~—
~.

T
o

< 0™ fllyea g1y + CeAx 1 i 111

p—

=a™. 1 Wyt sty + G- Ak [ v g1y - T_of

K
B

= o™ HfHWk,1(S1) + By - Hfuwkfl,l(gl) )

Cr-Ag
1—ak

Q.E.D.

Deste tltimo resultado deduzimos o seguinte: para cada k > 1, o operador de transferéncia
L7 de uma aplicacdo T expansora de classe C**! admite um gap espectral em whkl (Sl), para
uma demonstragdo deste fato confira o teorema 31 de [6], paginas 20 e 21. Para usar os
teoremas 30 e 31 de [6] para o caso de wh! (Sl), como provamos a desigualdade de Lasota-
Yorke acima (e também provamos a limitagdo uniforme na norma fraca dos operadores L",
0 que acarreta imediatamente a hip6tese de limitacdo fraca necessdria para o teorema 31 de

[6]), resta verificar as hipdteses de inclusdo compacta, que conseguimos com o teorema de
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Rellich-Kondrachov que nos diz exatamente que na variedade compacta Q C R” com bordo
C! vale que W5 (Q) cc W' (Q), paratodo k >l ek—n/p >1—n/q. O que nos implica em
whl (Sl) cc wk it (Sl), uma formulac¢do desse teorema pode ser vista na proposi¢ao 4.4 de
[8], pagina 334. Notamos que aqui entra a importancia da hipétese do espaco X (que neste
contexto é S) ser compacto. Resta apenas entdo verificar a convergéncia para o equilibrio para
whl (Sl) e WK1 (Sl), esta € uma conta trabalhosa e ndo € nosso objetivo neste texto verificar
estes detalhes. Portanto, assumiremos esse resultado e prosseguiremos. Mais ainda, conferindo a
demonstracdo do teorema 3 no capitulo anterior, vemos que (por transitividade topoldgica) 1 € o
unico autovalor no circulo unitdrio; ele € simples e o autovalor (normalizado) associado, 4, é a
densidade invariante do sistema. O resto do espectro estd contido no disco de raio estritamente
menor do que 1. E, € claro, temos o gap espectral propriamente dito, ou seja, podemos escrever

(veja o teorema 31 de [6], paginas 20 e 21)
L=TI+R,
onde IT: W& ! (Sl) — wki (Sl) € o projetor espectral, definido por
11(6) = [ odm

e R satisfaz

RII=IIR=0

IR @ llyy1 (51) < CO" 19w (51 -
Entdo, temos o seguinte resultado:
Proposicio 4. Para cada g € V; := {g e whki(sh) | /1 gdm = O} = Ker (I1) vale
S
||LngHWk-,1(sl) <Cp" H8||Wk,1(gl) .

too
Em particular, o resolvente R (1,L) := (I; — L)' = Z L' estd bem definido e é limitado em V;.
i=0

Demonstracao. Seja g € V.. Entdo, por definicdo,

+o0
L—-L) () =Y. L(g).
i=0
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Pela hipétese de que L é um operador de Markov, L (g) € Vy parai > 1. Como

127 () i (1) = |1+ R)™ (8) s 51y = N+ R™) () s (1) = 10+ R™ (@)l 1)

e, pelo teorema 3, vale que

IR (&) s (51) < CO" 18y 1)

o0
e, além disso, Z Cp" < 400 (pois 0 < p < 1, entdo a série sendo geométrica converge), a soma
n=1

~+oo

Z L' (g) converge absolutamente, pelo critério de comparag@o de séries, em Vj, com respeito a
i=1

norma |||« (s!) (e, portanto, converge ja que o espaco é de Banach), e

~+oo
<) Cp".

n=1

H(Id—L)_l

Vk—>Vk

Q.E.D.

Esses resultados asseguram que as hipéteses (LR1) (devido ao teorema 3 do capitulo
anterior), (LR2), (LR3) e (QR3) sdo satisfeitas nesse contexto de aplicagdes expansoras no

circulo.

4.3 Pequenas Perturbacoes de Aplicacoes Expansoras

Vamos focar em uma aplicacdo T : S' — S! expansora de classe C* fixada, perturbada
por composicdo a esquerda com uma familia de difeomorfismos (Dyg) 5[0.3]- Mais precisamente,
seja Dg: S' — S! com

Ds=1;+0S

com § € Ck1 (Sl) = Cktl (SI,SI) . Para um tal difeomorfismo temos:

Lema 3. Assuma k = 0, isto &, S € C! (S') . Entdo, na topologia de C° (Sl) temos

Hé'(Dgl—ld)w =00,

co(st)
que fornece:

D3'=1,—85+0(5).
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Observacdo 3. 0(9) deve ser entendido como uma fungdo de classe c? que vai para 0 quando
8 — 0, uniformemente em x € S'. Apesar de ndo mostrarmos aqui, note que no caso geral
Se k! (Sl) o resultado vale na topologia de c* (Sl), o que significa que 0 0 (9) é uma fungdo

de classe C* que vai para 0 com 6 — 0, assim como suas derivadas.

Demonstracdo. Sejax € S!, e sejay:= Dg (x). Entio, Dgl (y) = x e, assim, temos que

D5 () =y + 85 (v)] =[x — D (x) + 85 (D5 (x))]
=[x — I, (x) — 8S (x) + 85 (Dg (x))| (Definicdo de Dy)
= =x=38[S(x) =S (Ds (x))]]
=[S (x) =S(Ds (x))|
<85, (s1) " |Ps (x) =] (Desigualdade do Valor Médio)

=5-||¢ )’ |86 (x)| (Defini¢do de Dg)

HL°°(81

<815 ey sup IS0
xeS!
=871 o1y 18y -

Tomamos o supremo em y € S! (lembrando que Dy : S! — s! é um difeomorfismo e, portanto, é

sobrejetivo) e obtemos

— ~osup D5 () —y+8S()| < - 15l (o1y - USllm oy

1
< (D5'=1;) +S
H ° o) 8 et

)

— 0.

(Dy' = 1) +S o)

L
5

Portanto, quando 6 — 0, temos que

Q.E.D.

Proposicao 5. O operador de transferéncia Lpg associado a um difeomorfismo Ds de classe

C**! ¢ limitado em W*! (S'). Introduzimos a notagdo

1

Jgi=———
o 1—}—35"ng1

para o peso de Lpy.



Demonstracao. Primeiro observamos que [Dgl}l = Js. De fato, vemos que
D;' (D5 (y)) =y, wyes.
—_11/
= [D3'] (D5 (y)) Ds(y) =1,vyeS.

= 05" (D5 () = Wy s,

" D,0)
= (2505 0)) = {55777 <
, 1
= [Dgl} (DB ()’)) = 1—{—55’( )’VyeSl
Se Dg (y) = x, entdo
Ly B N e :
25T (05 00) = 155757 < P51 0 = T oy

Como Dg é sobrejetivo (ja que € um difeomorfismo), entdo

1
D1 (x) = Vxe Sk
s 0= s oy ) ™
Ou seja,
1
p-\V—-_ - g
D5 1+850D;"

Agora vamos mostrar a proposi¢do por indu¢do em k € NU{0}. Para k = 0, a afirmag@o é

simplesmente que Lp; € limitado em L! (Sl ) , 0 que € bem conhecido (o operador de transferéncia

€ uma contragdo fraca em LY.

Vamos assumir que Lp, : W 1! (S') — w =11 (S!) ¢ um operador linear limitado
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sempre que D = I; + &S com § € C* (S'). Se § € C**' (S'), escrevemos para f € W*! (S)

que

”LDsf”Wksl(Sl) - H (LDaf>/

wh-L1(s1) + HLDéfHLl(Sl) .

Afirmamos que

(Lsf)' =5 (foDy") +J5- (f oDy').
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De fato, vemos que para cada x € st

[LDsf} (x) _ Z | f()’>

yeD, ! (x) Dlg ()’)l
= |Df%(—z;)z)| (pois Dg € sobrejetivo)
AC)
1+65(y)
_ f(5' W)
1+ 68 (D5 (x))
— 1 A fop=!
- (1+88oD5") (x) (Fo5) ()
= [Jg . (fODgl)} (X) .
= Lp, =J5-(foD5').
Derivamos usando a regra do produto e obtemos:

(Lo ) =75 (£oD5") +J5- (foD5")
=J5- (foD5") +J5- (1 oD5") - (D5")
=J5- (foDs')+Js- (f'oD5') Js
=Jg (FoDs') +J5- (£ D)

Agora, ao lembrarmos que J5 = derivamos pela regra do quociente e

1+ 688 oDj!
obtemos

0—1-[0+(85"oD;5") - (D5")]

Jé = 2
(1+88'oDs")
_ 3SHOD(§1 -(D_])/
(1+85005")" 7
55”ng1

(1 _|_5S/OD6_1)2 )




50

/
Desta forma, voltamos em (LD s) ) e calculamos sua norma:

/ / —1 2 / -1
[ @00 s ey = W5+ (7005 +33- (7005 sy
5SHOD_]
I ' 6—1 2-J5-(fngl)—|—J§~(f'ngl)
(1+85'0Dy") wh-L1(s1)
88" oD3!
) -1 2 -1
= P 55 (foDy') +|[75- (f' o Dy )Hwk—l-,l(gl)
(1 + 68 OD6 ) kalvl(Sl)
5S”oD§1 Lp-f N ||J L f/H
- N2 Ds 6 " LDg wk-1,1(s1
(1—|—5S’0D51) wh-11(s!) (&)
= ||M 55"oDs ! (LDsf) + HMfs (LDaf/) Hwk—lal(Sl) :
(1vav05") wh(s1)
Como S e Dg sdo de classe Ctle Dg € um difeomorfismo de classe C**1 | entio Dg] ¢ de classe
Jet-1 88" o D5’ 1
C**! e, portanto, 5 € Js sdo, pelo menos, de classe C* . Pelo lema 1 podemos
(1488 ngl)
definir os nimeros Cg := || M 570D eC/S = HMJ5HW"_lv](Sl)—}Wk_]al(Sl)'

(l+55’oD§1)2 Wk71,1(§1)_>wk71,1(g1)
Assim, ficamos com (vide lema 1):

H (LDsf)/

wh-LI(s) <Cs- HLDsfHWk—'J(Sl) +Cﬁ$ ’ H (LDaf/) Hwk—l,l(gl) .

Pela hipétese de indugdo, Lp, € limitado em wk-L1 (Sl). Portanto,

[

wh-1.1(s1) < ||LD5 Hwk—lﬁl(gl)_wykfl,l<§1) : [Cg : Hf||Wk—1,|(S1) +C/5 : Hf/Hkal,l(gl)]
< Zos v (1) swiri(sry - [Co+Col - 1l (s1)

Além disso, lembrando que Lp, € contragdo fraca em L' e que a norma whkl supera a norma L'

temos a seguinte relacao:

HLDSfHLl(SI) S ||f||Ll<§l) § ”f”Wk»l(Sl) .

Portanto, juntando estas duas dtlimas informagGes obtemos que Lp; € limitado em

/
L, ‘

whl (Sl) jé que ||Lp, Hwkal(sl) = ’ + || Los || (s1) © consequentemente,

Wh-L1(s1)

1205 [y (s1) w51y < 105 [[wi-ra g1y a1 g1y - [Co+Cs+ 1]
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Q.E.D.

Agora vamos estimar a continuidade para a aplicagdo 6 — Lp,. Nosso primeiro passo é

o seguinte lema:

Lema 4. Seja f € Wl (Sl) e seja H : S! — S! um homeomorfismo preservando orientagdo.

Entao,

1o = Fllp(sry < 1" —lallpogry 17 Moy -

Demonstracao. Vamos considerar "lifts’ em R, lembramos da construc¢do do circulo unitario e
todas as suas identificacoes com a reta real. Consideremos um "lift"mondétono crescente de H
(que ainda denotaremos por H). Como f € wh! (Sl), entdo f € a integral de sua derivada. E

temos usando o teorema fundamental do calculo:

1 1 (x)
/0 (fOH(x)—f(x))dx:/O /XH o
1
:/0 /0 Lpe sy (£) - f () drdx
_/0 f (I)/O [H=1(1).] (x)dxdt.

O resultado segue ao tomarmos valor absoluto na igualdade acima. De fato, como H é um

"lift"mondtono crescente, temos que

foH (x)> f(x).

Portanto,

foH(x)—f(x)>0.
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1
170l ~fllery = [ [FoH (0 —f W]dx

/OlfOH(x)—f(x)dx
/01 f(@) -/0] Lgg-14)] () dxelt
< [ [ 1 e
< /01 17 (@) -/01 1317 (0|
< [ 1@l o

< [ 1E O ]

dt

=1 = tall =y 1 o1y

Q.E.D.
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Proposicao 6. Para um difeomorfismo Ds = I; + 85 de classe ckH! preservando orientacao,

temos

HLDa_IdHWk,l s\ w11 (s1) < CO.
(s") (s

Demonstraciio. Provaremos a proposicdo por inducdo em k € N. Para k = 1, seja f € W! (Sl)

€ escrevemos
Lpsf—f=Js- (foDs')—f
=(s—1+1)-(foDs')—f
=Js—1)- (fngl) +fngl —f.

Além disso,

Lpsf—f=(s—1)-(foDs')+foDs' — f

1 _ _
:<1+55/OD—1_1>’(fOD51>+f°Dal—f
s

1-1-8580oD;! ~ ~

:< 1—|—5S’oD—15 >'(fOD51)+f°D51_f
s
1

= (650D ——— . (foDj! Dl

( © 6)1+5S/OD51 (fO 6)+fo 1) f

=—(88'0Dg") - Js- (foDs') + foDs' — f
=—(88'oDg") -Lp,f+ foDy' — f.
De modo que

L5 f = Flli(sry = 1= (880 D5 ) - Loy f+ Fo D' = £l o1y
< /(880051 Loyl oy + £ D5 £l
< /(85 0D5") Loyl gy + 8- 181 1) - [ s emad
< 857005 oo 10 sy + 8 1Ty 1 e
< 818y s s oy 6180y -1 e
< 818 oy Iy 8 ISy 1 s
<8 [ISller sy Il sty +8 - ISTersry - 1] i gsny
=5 ISllcrgs) [y 17 s ey
=8 [ISllcr(sry - 1w sty -



54

O que mostra que

1205 =Tallyr1 sy (s1y < ISl sy - -

Vamos agora assumir que a proposicdo vale para k € N, e seja f € whtLl (Sl). Temos

205 f = Fllysory = || (Loss =) +1Losf = sy

wh-L1(st)

com

)+ 5 (f'oD5") — f'
(foDs")+Js-Lpsf' — f
=J5- (foDs") +Js- (Logf' — f + 1) = f
( )+JIs- (Logf —f')+Js-f' = f
(foDg")+Js- (Logf' = f) + s —1)- .

‘ Js—1 U .
Em vista das expressoes de Js e Jé e a observacao 3, " " e =% gdo limitados na norma

1) 0Js
”'Hck(gl) quando 6 — 0. Entio,

H (LDEf_f)/ Wk*l,l(Sl) = HJ/5 ’ (fngl) +J6 . (LDgf/_f/) + (‘]8 - 1) 'lewk—L](Sl)
5. 25 s (ron WUs=1),
=105y, Jo (FoDs ) s (Lopf = f) + 5= Wk_u(gl)
_ J{(S . . ! gl (J5 — 1) . /
=1° W L5+ (LD‘sf / ) * 0 o-f wh-11(s1)
J; Us—1)
<|[6- 2L ‘ L
- 0Js D5 wh-L1(s1) * ( Dsf f) 5 kal,l(Sl)
=0 -MJ((S (LD5f) + ‘ MJ(; (LD(;f/ _fl) + SM(J(;fl) (f/) :
55 wh-LI(s1) ® WrLI(8!)
Seja
C:=max< |M , 1M [y g1y i 51 (’51)‘ '
{ 55 Wh-LI(S1)—wk-L1(S!) PIWELI(E s (s!) 5 llwkbi(st)-witi(sh)
Dai,
[0~y < 50 sy € sy + €0 o
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Pela hipétese de indugdo,

12055 = e vy <CSIF lpeory-

Assim,

[@0s =1 s sy = S8 s sy + €5 = s ey + 31 v

wh-L1(s1)
< 8C Loy fllyps-11(g1) +C- C8 || £ |y g1y + SCIF Ny 1151y

Se consideramos K := max {C,C-C} ficamos com

| (o1

weLi(s1) = K || Lo f |y g1y + K8 | f |y g1y + SK [ F w-vr ey -

Pela proposi¢ao 5, temos:

H (Lo f— 1)’ Wi (g1) = SKA | fllysr1(s1y + KS [ |y g1y + OK|F llyacra o1y
< 0KA ||f||Wk+l.l<§l) +K6 Hf||Wk+1,1 (s1) + 6K||f||wk+l,l(§l)
=0-[KA+K+K]: HfHWkHJ(Sl) ;

onde A := HLDaHwk—l«,l(Sl)%wk—hl(Sl)' Portanto,

205 f = Fllyesory = || (Losr =) 8057 = o

wh-L(s!
<d-[2+A]K- Hf||Wk+1,1(S1) + HSHCI(Sl) R Hf||W1.,1(sl)
<0 -[2+A]K- HfHWkHJ(Sl) + 1Sl (s1)° 0 ||f||wk+1.,1(sl)

= 8- [+ A)K+[Sllcr(g1) | I e o)
Isto mostra que
1205 = Lallyons 51y i (51 < 8+ [2+AV K+ [Sler o]
Q.E.D.

Com essa proposicao vamos verificar a hipétese (LR4) de pequenas perturbacgdes. Pri-
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meiro, utilizando a relacao de dualidade do operador de transferéncia, vemos que

[ sLoger (1)dm= [ (goD5oT) fdm

(g0(T +35-8)) fdm

(goT +go06-S) fdm

|
—— —

(§oTf+g08-Sf)dm
:/gondm+/g05-Sfdm
:/gondm+/go(f—|—5-Sf)dm—/goIdfdm
= [gorsam+ [goaf+8-5)dm— [ golssam
— [str(pam+ [ lysss(H)~ [ oLy (f)dm

= [(Lr(5)+ Loy (£) =L, (1)) dm

Portanto, pela unicidade do operador de transferéncia, obtemos que
Lpsor = Lt +Lps —Ly,.

Agora, notamos que Dy = I; +0-S = I; e, portanto, Lp, = L;,. E, além disso, pela
proposi¢do 6, temos que ||Lp, — ]|y (S1)wh-11(s1) < C-0=0. Logo, Lp, = I;. E, assim,
ficamos com

LD@OT =L +LD6 —1;.

Vamos denotar por Ls := Lpgor € Lo := Ly. Assim, ficamos com
Ls =1Ly +LD5 —1;.
Ou, melhor ainda,

Ls—Lo=Lp, —I . 4.1

Dai, vemos que

||L5 _LO||Wk,I(Sl>_>Wk—L1<§I) = ||LD5 _Id||Wk,l(Sl)_>Wk71,l(§l) < Cé.

Ou seja, ||Ls _LOHWM(S') LwkeLi(s) < C9 e, assim, estd estabelecida a hipétese (LR4) de

pequenas perturbagdes.
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Resta-nos agora apenas verificar a parte de (LR4) que trata do operador primeira derivada,
o que envolve (QR1), e (QR2). Vamos nos concentrar, inicialmente, em (LR4) e (QR1). Isto &,
estabeleceremos expansao de Taylor de primeira ordem para a aplicacdo 6 — Lp. O primeiro
passo é definir o operador derivada R : W' (ST) — w11 (S1), por R(f) := — (- 5)".

Entdo, temos a seguinte proposicao:

Proposicio 7. Consideremos um difeomorfismo Dg : S' — S!, Dg = I, + 85 de classe C*™! pre-
servando orientagdo. Vamos considerar o operador de transferéncia associado Lp; : wh! (S]) —

whl (Sl). Entdo,
LD5f_f

5 =0,

kal.,l(Sl)

+(f-8)

lim
85—0

para cada f € Wh! (Sl).

Demonstracao. Comecamos escrevendo para f € whl (Sl),

Lpyf—f—8R(f)=Js (foD5') = f+8&(fS5)
=({s—1)-(foDs')+foDs' — f+8(f-S)
=(Js—1)-(foDz')+ foDs' —f+8f-S'+85-f
=[(Js—=1)-(foDs")+8f-S]+[foDs' — f+8S-f]

A(f)+B(f),

onde
A(f):=Ws—1)-(foDs')+8f-S
B(f):=foD3'—f+8S-f.

1
O resultado estara provado se mostrarmos que 5 A () llyyie-ra (s1) 0 e também que

1
5 ||B(f)||Wk,171(Sl) — 0, quando & — 0, para todo k > 1.
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Afirmamos que A (f) = —6 (Lp; (f+S') — f-S'). De fato, vemos que:
—8 (Lp; (f-S')—f-S)==6(s-((f-5) ngl) —f-5)
505+ (£oD3")- (5oD5) ~1-5)
=—=8(Js-(S'oD5") - (foDs') = f-S)
=—8(Lp,S'- (foD5")—£-5)

— (-Lp,S)- (foD;") +5f 5"

Agora, notamos que

Js—1= 1
J 1+850D;"
—5SIOD(;1
 1+680D;!
1
=8 (S'oD5)
l—|—5S’oD§

=—5§-J5-(S'oD5")

= —6LDsS’.
Portanto,
=6 (Lpy (+8) = 18) = (=8Ln,S) - (foD5") + 675
=(Js—1)-(foDg")+8f-S
=A(f).

Pela proposicdo 6, temos a cota
1A lwr1(s1y §052||f||wk,1(8,)

1
para todo k € N, o que implica 5 |A (f)HWk*U(Sl) — 0 quando 6 — 0.
Para B(f) procedemos por inducdo em k € N. Primeiro consideremos, para f €

whl (Sl),
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1
Notamos que 5 (Dg1 (x) =x+85(x)) - f' (x) = 0 quando § — 0, uniformemente em x, pelo

lema 3.

Além disso,

o Dgl (x) —x
1 Dgl(x) / / 1
E, ——-: / [f (t)—f (x)} dt — 0, quando 6 — 0, para quase todo x € S*, pelo Teo-
DB_ (x) —x Jx
Dgl (x) —x /

rema da Diferenciacao de Lebesgue, enquanto que — [Dgl} (x) = Js (x) . Portanto,

0

D3 (x) .
%./x ) - f (0] de 0.

Concluimos entdo que

1 §—0

5 (F(D5' () = F (1) +8S(x) ' (x)) =0,

1
para quase todo x € S'. Ou seja, SB (f) (%) 09 0, para quase todo x € S!.
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Mais ainda, pelo lema 3, para § suficientemente pequeno,

1 1 1
5 (D5 (x) —x+ 0S8 (x)) ‘ < 5 ||S||CO<SI) .
Como 1
D' (x)—x 1 1
15} -1
—s |~ IS (x)] < ’3'(1)5 (x)—x+55(x))‘ < 3 HSHCO(Sl)a
entao
D! (x) - 1 3
15} —
5 <3 HSHCO(Sl) +[1S() < 5 HSHCO(SI) + HSHCO(sl) =3 HSHCO(Sl)-
E, ainda mais, novamente pelo lema 3, para § suficientemente pequeno, temos que
D! (x) —x 3
B E I

uniformemente em x. Semelhantemente, pelo Teorema da Diferenciagdo de Lebesgue, para o

suficientemente pequeno e quase todo x € s!,

1 D' / 1
Dy (x) —x / 10~ f @] ar| < 5.
Portanto
D () D),
%-(f(Dgl(x» f(x)+55()f(x))’< 5 (5) Dé_l(lx)_x/x ) () de

(98]

_”S”CO(SI |f |
=2+ ISllcogsny +\f )]

3
Portanto, a quantidade considerada ¢ limitada em quase todo ponto pela funcio L', 1 [HS o s+ £ (

x)],

que é independente de §.

Portanto, o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue se aplica, e temos
1
<~ | |foDs" = f+8S-f/|dm ™20
o0 Jst 6

De fato, para cada sequéncia (68,),c convergindo para 0 tomamos B, := —B(f) (trocamos os

3,

0’s na expressdo de B por 0,,’s). Assim, pelo que vimos antes,
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para quase todo x € s!. Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que

lim/ Bndm:/ limBndm:/ 0dm = 0.
St St St

1 -
SIBU ey =2 0.

Ou seja,

6—0

1
C*1, entdo 5 |B (f)HWk—l,l(Sl> —

Vamos assumir agora que se Dg é um difeomorfismo de classe
0, para f € W*! (Sh).

Se Ds ¢ de classe C**2, seja f € WX (S1). Escrevemos como usual

1B ()l (s1y = | B (f)Hkal,l(Sl) HIBNLi(s):

onde
(foDg") =1 +(8s-1)'
= (f'oD5") - [D5'] = 1" =8 [~ (1"-5)]
= (f'oD5") Js—f = 8R(f)
Lp
A

s (') = = 8R(f)

( f ) +B ( f ) (veja o inicio da demonstragdo desta proposi¢ao)

Portanto, pela hipétese de indugdo,

1, .
g HB (f)Hwkfl.l(Sl) MO

e a conclusdo segue do caso k = 1.
Q.E.D.

Pela equacido (4.1) isso assegura o restante da hipdtese (LR4) que nos faltava e a hipétese
(QR1). Resta-nos verificar que o operador de transferéncia Lp; tem uma expansdo de Taylor
de segunda ordem em 6 = 0. Nesta perspectiva, precisamos obter informagao mais precisa na

familia de difeomorfismos (Dy) . [0.3]"

Lema 5. Sejam S € Cc? (Sl) e Dg = I; 4+ 6S um difeomorfismo de classe . Entao,

D' —1,+8S
2

5—0
20,

co(sh)

X\

que resumimos em

D' =1,—55+8°S-5'+0(8%).
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Observacao 4. O termo o (52) deve ser entendido como uma funcao de classe c? que vai para
0 com §, uniformemente em x. Apesar de ndo provarmos aqui, no caso geral S € C**2(S'), a
expansao de Taylor vale na topologia de ck (Sl), o que significa que o termo o (62) deve ser

entendido como uma fung¢do de classe ct (Sl) que vai para 0 na norma ct, quando 6 — 0.

Demonstracio. A demonstragio é semelhante 2 do lema 3. Seja x € S!, e seja y := Dg (x).
Entao, Dgl (y) = x e, assim, temos que (usaremos a expansio de Taylor de segunda ordem para

S na quarta igualdade abaixo, j4 que S é de classe C?)

D5 (v) —y+685(y) — 6°S(y)-S' (y)| = |x— Dg (x) + 8S (D5 (x)) — 8°S (D5 (x)) - S’ (D5 (x)) |
= [x—x—8S(x) + 85 (D5 (x)) — 88 (D5 (x)) - 5’ (D5 (x))]|
=|—88(x) +8S(x+ 8-S (x)) — 625 (Ds (x)) - ' (Dg (x))|
-850+
+5|S()+85(x)S () + %52 (S()2S" (1) +0(8%) | +
—8°S(Ds (x))-S' (Ds (x)) |
_ 1825 () S (x) + %53 (S ()28 (x) + 80 (82) +
—8°S(Ds (x))-S' (Ds (x)) |
1825 (x)S' (x) + %63 (S()2S" (x) +0 (&%) +
— 85 (Dg (x))- S (D5 (x)) |
< |8°S(x) S (x) — 8°S (D5 (x)) - 8" (Ds (x))| +

+ ‘%53 (S(x))*8" (x) +0(87)

Portanto,
-1 . S
Dy (y) 5§+ S(y)—S(y)-S/(y) < |8 (x) 8" (x) =S (Ds (x)) - S (Ds (x)) |+
o (83
+ 58 (S ()RS (o) + (52)

Lembramos que Dg (x) = x+ 0S(x) e, portanto, quando 8 — 0, Dg(x) — x. Desta forma,

quando & — 0 temos

§(x)S' (x) =S (D5 (x)) - ' (Dg (x)) — 0.

Dy' —1;+38S

52 — 0.

1 8
E como 55 (S(x))*S8" (x)+ M — 0, entdo ficamos com
co(st)

62
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Q.E.D.
Introduzimos um operador segunda derivada, Q : whkl (Sl) — whk21 (Sl) , definido por
2N\
of == (f-5°) .
Estamos agora em posi¢do de formular o seguinte resultado:

Proposicio 8. Sejam k > 2 e Ds : S! — S! um difeomorfismo de classe crH, Ds=1;+ 08,

e seja Lp; : whkl (Sl) — Wkl (Sl) seu operador de transferéncia, e sejam Q, R os operadores

derivadas. Temos

5—0
7% 0.

62 2 Wk (S1)—Wk-21(s1)

Lp;—Is—8R 1 '

Demonstracao. Seja

AU i=Loyf— f~BR() ~ 35°0(F).

Assim, realizamos as seguintes contas

AU =T5-(FoDg") ~F+8(F-8) 38 (1-5)"
—Js-(foDs") = foDs' + foDy' —f+8(f-S)’—%52 (r-8%)"
=(Js—1)-(foD3") + foDs' —f+5(f-S+f-S) —%52 (f-8%)"
=(s—1)-(foD3') + foDj' —f+6f’-S+6f-S’—%62 (r-s%)"

=Ws—1)-(foD3')+8f-S' + foDy! —f—|-5f’-S—%62 (r-s%)"

()
:(*)+fngl—f+5f/-S—%52

(f-SZ)N
=(*)+fngl—f+6f’-S—%Sz(f’-szufss')’
=(x)+foDs' —f+5f - 5—552(

— (%) — 62<fSS’+f< )2+ 58"

[/ S +2f'8S +2£'SS' +2f (8) 242 fss”)

)—l—foDl f+ (85— 8%85) - f—%62f”S2.

J/

B(f) c(f)

Ou seja,
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B(f)=Ws—1)-(foD5") + 818~ 8 (55 +f-((5)+55"))

C(f)

Vemos que

=foDy' — f+ (85— 8%SS') - f'

1
_ —52 //S2‘
2 f

B(f)=Us—1)-(foD5") +87-5' =8 (£'sS'+f-((5)°+55"))

—8 (Lp, (fS) —
—&8 (Lp, (f5) —
—& (Lps (fS') —
=—68 (Lp, (f5) -
(£5) -

—& [Lp, (fS'

)

Levando em conta a proposi¢do 7, obtemos

5) - 8 (fSS s (( ) +Ss”))
£8) =82 (f/(s8) + - (s5)")
f8) =8 (f-(s5))'
fS)+8%R(f-5)
S —6R(f-5)].

H%' Wk-21(sh) o

Para o termo C (f) procedemos por indug¢do em k > 2. Para k = 2, comeg¢amos calculando

C(f) emx € S!. Usaremos o Teorema do Fundamental do Célculo (TEC) nas contas a seguir:
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I = (Fops! -+ (85-5%5) - = 355" ) o)
= £(D5" (9) — £+ (35 — 82 (S () - (1)~ 282" () (S (1))”

(%)
= £ (1)dr+ (88 (x) = 8% (x) 8" (x)) - f' (x) = %52f” () (S (x))*

J/

*)

J/

(%)

= (x5 %)+ ngl (x) —x+ 88 (x) — 825 (x) 8 (x)] - ' (x) — %ézf” (x) (S (x))
(*;;*)

([05" ()] 42 =205 () -7 () (s w0) - £ (3) = 58" () (S (1))
L)+ = 2D (1) = 8 (S (0))2) - () (x5) - f (3)

(05" ()= )7 = 8 (S () " (x) + (s 5x5) - (1)

Y S
O
SO
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Ou seja,

L5 00" =82 (5()?) 5

Afirmamos que 52 — 0. De fato, pelo lema 3, vale que

D' =1,—85+0(5).
Logo,

(D5 —1))* = (=85 +0(8))? = 8757 — 2850 (8) + (0(8))* = 8257 + 0 (5?).
Portanto,

(D5 —1,)° - 8282 = 0(8?).

Agora, com esse fato e lembrando do Teorema da Diferenciacao de Lebesgue, quando

0 — 0, obtemos

D! —x)? D (x)
52/ / // dsdt ( s (gz) x) . 1 1 2_/ 8 / (f”(s)—f”(x)) dsdt.
% o w- k) /

KO o

Consequentemente,
// 6—0
. / / ))dsdr =9 0.

Semelhantemente, pelo Lema 5,

[D(S’1 (x) —x+8S(x)— 525(x) s (x)] ffix)=o0 (52) f(x).

Em virtude dos lemas 3 e 5, temos

105" (1) —x 485 () =85 ()8 ()] - ()] < -7/ ()

3 (05" (0= =8 (5)°) -
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uniformemente em x € S! para § suficientemente pequeno. Finalmente, para § suficientemente

pequeno,

em quase todo x € S'.

Portanto, se d é pequeno o suficiente, C (f) é limitado em quase todo ponto pela fungio
Ll, % (Sz‘f“f/}+|f”
C(Nlpi(sry=0(8%).
Assumindo que a propriedade vale para k > 2, tomamos Dg um difeomorfismo de classe

C2 e fewhktl! (Sl). Temos

), independente de 6. Entdo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue,

Hc(f)Hwkal(gl) = HCI (f)Hkall(gl) + Hc(f>HL1(§1)7
e computando temos
C'() = Loy '~ '~ 8R(f') ~ 55°0(F").
Entao, pela hipétese de indugio,
1€y 2101y =0 (57).
e a conclusdo segue do caso k = 2.
Q.E.D.

Lembramos da equacgdo (4.1) e do fato de que R € o operador primeira derivada e
comparando tudo isso com (QR2) vemos que a hipdtese estd estabelecida para o caso de
aplicacdes expansoras no circulo. Portanto, os teoremas 1 e 2 se aplicam e obtemos resposta

linear e resposta quadratica para aplica¢des expansoras no circulo.
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5 UMA APLICACAO: PERTURBACAO EXPLICITA DO DOUBLING MAP

Um exemplo de sistema para o qual a discuss@o anterior se aplica € a seguinte perturbagdo

do doubling map (7s) €[0.3] definida por
Ts (x) :=2x+ Osen (4mx) (mod1) ,

que cai sob o "setup"descrito no capitulo anterior (ndo faz parte dos nossos objetivos verificar
esse fato, portanto, assumiremos diversos resultados acerca do doubling map sem demonstracao)
com Ty (x) := 2x(mod1) e D (x) := x + 8sen (27x) (mod1), e os espagos By, = W! (Sl) -
B,=w* (s') ¢ B, =w>'(s") CB,, =W (s).

De fato, o sistema satisfaz a desigualdade de Lasota-Yorke uniforme (para &y pequeno o
suficiente) pelo lema 2 e a proposi¢ao 4; em particular, o teorema 3 se aplica. Mais ainda, este
exemplo satisfaz os requisitos de regularidade do capitulo 3, de modo que as proposigdes 6, 7 e
8 se aplicam.

Isso implica que as hipdteses dos teoremas 1 e 2 sdo satisfeitas; entdo, para essa familia
de sistemas, a resposta linear vale se considerarmos a densidade invariante 45 como uma fungdo
em W>! (S]), e a resposta quadréatica vale se considerarmos a densidade invariante A5 como
uma fungdo em W' ! (S').

Este exemplo € certamente bem conhecido e pode ser obtido por outros métodos. No

entanto, o bom comportamento deste exemplo € a possibilidade de computar tudo: aqui, temos

L =5 (3)+ (57

Lho (x) = R[Loho] (x) = —27cos (27x)

Lhg (x) = Q[Loho] (x) = 8%cos (47x)

com Ay = 1 a densidade invariante do sistema ndo perturbado. Note que para f (x) =
cos (27x) , temos

Lof (x) = % [cos (7x) + cos (mx+ )] = 0.



Portanto, aplicando o teorema 1 temos

d
257 (%) Z LgLhg

= ZLO —2mcos (2mx))

~+o0

= —2mcos (2mx) — 27 Z Liycos (27x)
n=1

= —2mcos (2mx) +0

= —2mcos (27x) .

Semelhantemente, podemos obter o termo quadritico com o teorema 2,

d2

5215 (%) ls=0 = (R(1,Lo)L)" ho +R (1, Lo) Qho

= Qho+ LoQOhy

= 872 (cos (47x) + cos (27x))

de modo que podemos obter a seguinte expansao de Taylor de segunda ordem para /:

hs (x) = 1 —2m8cos (2mx) +4m> 82 (cos (4mx) + cos (2mx)) + 0 (52) .

69
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6 CONCLUSAO

Concluimos aqui nosso trabalho notando que sob determinadas condi¢des - hipéteses
(LR1), (LR2), (LR3) e (LR4) - sistemas dindmicos apresentam uma resposta linear e que, se
em adic¢do a tais condi¢des, forem observadas também as condicdes (QR1), (QR2) e (QR3) o
sistema apresenta também uma resposta quadratica nas suas medidas estacionarias.

Ainda mais, vimos também que uma vasta gama de sistemas dinAmicos deterministicos
(e a bem da verdade, o artigo original [1] nos mostra que alguns sistemas dindmicos aleatérios e,
também, sistemas deterministicos que apresentem algum tipo de ruido ou regularizagdo também)
manifestam as condi¢Oes acima e, portanto, exibem respostas linear e/ou quadratica em suas
medidas invariantes.

Concluimos, por fim, que sistemas dindmicos deterministicos de aplica¢des expansoras
agindo sobre o circulo unitdrio sdo exemplos de sistemas que satisfazem as condi¢des dos
teoremas, quando consideramos o seu operador de transferéncia agindo sobre espagos de Sobolev
apropriados e, portanto, respondem de maneira linear, e até mesmo de maneira quadritica, a
pequenas perturbagoes.

Uma pergunta interessante a se fazer é: o que acontece no caso em que a transformacao
T ndo é expansora, porém ao ser perturbada a familia {7} 5(0,3] seja formada inteiramente por
transformacdes expansoras? Um exemplo de tal situagdo € o cendrio de Manneville-Pomeau.

Talvez a abordagem para tal caso tenha de ser completamente diferente.
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