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RESUMO

Este trabalho trata de mostrar algumas aplicagdes de Andlise, Geometria Fractal e Sistemas
Dinamicos em Teoria dos Numeros. Na primeira parte apresentamos fungdes aritméticas e
provamos alguns resultados, evoluindo para o estudo dos caracteres de Dirichlet para provar a
Desigualdade de Pdlya e o Teorema de Dirichlet para primos em progressoes aritméticas. Na
segunda parte estudamos conjuntos denominados fractais, calculando suas dimensdes e desco-
brindo suas propriedades e caracteristicas derivadas. As técnicas desenvolvidas e o conhecimento
adquirido nos permitem provar resultados em fracdes continuas e o Teorema de Jarnik, na drea

de aproximacoes diofantinas.

Palavras-chave: Geometria Fractal. Teoria dos nimeros. Desigualdade de Pélya. Teorema de
Jarnik.



ABSTRACT

This work aims to show some applications of Analysis, Fractal Geometry and Dynamic systems
in Number Theory. In the first part we present arithmetic functions and prove some results,
evolving to the study of Dirichlet characters to prove Pdlya’s Inequality and Dirichlet’s Theorem
for primes in arithmetic progressions. In the second part we study sets called fractals, calculating
their dimensions and discovering their properties and derived characteristics. The techniques
developed and the knowledge acquired allow us to prove results in continued fractions and
Jarnik’s Theorem, in the area of diophantine approximations.

Keywords: Fractal Geometry. Number theory. P6lya’s inequality. Jarnik’s theorem.
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1 INTRODUCAO

O presente trabalho tem como objetivo explorar conexdes entre diversas dreas da ma-
temdtica, incluindo andlise, sistemas dindmicos, geometria fractal e teoria dos nimeros. Na
primeira parte estudamos algumas fungdes aritméticas que surgem naturalmente ao investigar as
propriedades aritméticas dos numeros inteiros. Analisar o comportamento médio dessas fungdes
nos permite determinar se existe, de maneira geral, uma grande quantidade de ndmeros naturais
ou inteiros com uma determinada propriedade. Esse comportamento médio é estudado através
de técnicas analiticas ndo convencionais. Provamos algumas formas equivalentes do teorema dos
nimeros primos através de relagdes com as func¢des de Chebyshev. Além de explorar identidades
classicas como a identidade de Abel, investigamos o grupo de caracteres de um grupo, resultados
sobre somas de Gauss associadas a caracteres de Dirichlet e séries de Fourier finitas para certas
fun¢des e como isso implica em desigualdades significativas, como a desigualdade de Pdlya.
Descrevemos detalhadamente a ideia de Dirichlet para provar a infinitude de nimeros primos em
progressdes aritméticas e sua relagdo com L-séries e nlimeros complexos.

Na segunda parte, abordamos conceitos de dimensao fractal, que generaliza a definicao
encontrada em algebra linear e possivelmente em cursos avancados de geometria diferencial. A
dimensao de Hausdorff e a dimensao box frequentemente exigem elementos combinatoriais que
surgem naturalmente ao estudar objetos em sistemas dinamicos. Esses objetos sdo construidos a
partir de funcdes especiais que permitem estimar a dimensao de conjuntos especificos. Como
exemplo, utilizando a aplicacdo de Gauss, que estd intimamente ligada a fracdes continuas,
estimamos a dimensao de Hausdorff do conjunto dos nimeros reais cuja expansao em fracao
continua consiste apenas nos digitos 1 e 2. Finalmente, fazendo uso de uma andlise detalhada de
conjuntos fractais construidos de maneira andloga ao conjunto de Cantor terndrio, demonstramos
um teorema célebre de Jarnik que estima a dimensao de Hausdorff do conjunto dos pontos c-bem
aproximaveis. As defini¢des e conceitos necessarios sdo apresentados ao longo do texto, e um
entendimento s6lido de andlise real e teoria elementar dos nimeros é recomendado para uma

leitura proveitosa.



Parte I

AplicacOes de Andlise em Teoria dos Numeros
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2 Funcoes Aritméticas

2.1 FUNCOES BASICAS

Uma fungdo real, ou complexa, cujo dominio € o conjunto dos inteiros positivos é

chamada de func¢do aritmética, ie., f : Z* — Rou f: ZT — C.

Defini¢do 2.1. Definimos as fungdes aritméticas N* como N%(n) = n® paratodon € Z* e

a € R. Chamadas de funcdes poténcia.

Observacao. Em particular, quando o = 1, escrevemos N (n) = n. E quando o = 0 escrevemos

N°(n) = u(n) = 1, chamada a fungio unitdria.

2.2 A FUNCAO p(n) DE MOBIUS

Definicfo 2.2. A fungio piso, ou fungdo parte inteira, é a fun¢do definida como |z | = max{m €
Z|m<uz}.
Por exemplo, temos |7| =3, |—7| = —4, |e| =3, |—¢] = —4, [4] =4e |—4] = —4.

Definicao 2.3. A funcdo de Mdbius p € definida da seguinte forma:
1 sen =1
pn) =19 0 se a®|n para algum a > 1
(—=1)*  sen é produto de k primos distintos

Por exemplo, temos ;(105) = u(3-5-7) = (—1)3 = —1 e u(325) = pu(5*- 13) = 0.
Teorema 2.1. Se n > 1 temos que

1 lsen =1,
2ould) = |—| =
dn n Osen > 1.

Demonstracdo. A férmula é facilmente verificada se n = 1. Assuma que n > 1 e sejan =
pit..py*. Nasoma ), (d) os dnicos termos diferentes de 0 vém de d = 1 e dos divisores de

n que sdo produtos de primos distintos. Assim

> () =p(1) + p(pr) + .+ plpr) + p(prp2) + o+ p(pro1pr)
din

+ ...+ ,u(plpz - 'Pk)

=1+ (lf) (1) + (S) (-1)*+ ... + (Z) (-D)F=@1-1DF=0.

No dltimo passo utilizamos o teorema binomial

k k _ k _ k
(z+y)F = (O>xky0+ (Jzk Lyt 4 (2):5’“ Pt (k)xoyk.
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2.3 A FUNCAO TOTIENTE DE EULER ¢(n)

Definicdo 2.4. Se n > 1 a funcdo totiente de Euler ¢(n) é definida como a quantidade de

nimeros inteiros positivos € menores que n que sdo relativamente primos com 7; isto €,

p(n)=> 1 (2.1)
k=1

Onde ’ indica que a soma percorre os k relativamente primos a n.

Para melhor entendimento, segue uma tabela de valores de ¢ (n) :

nm 1 23 4567 8 9 10
en): 1 1 2 2 4 2 6 4 6 4

Teorema 2.2. Se n > 1 temos que

> o(d) =n.

dn

Demonstragdo. Seja S o conjunto {1, 2, ..., n}. Distribuiremos os elementos de S em conjuntos

disjuntos. Para cada divisor d de n, seja (a,b) omdcentre ae be
A(d) ={k: (k,n) =d,1 <k <n}={1 <k <n;mdc(k,n)=d}.

Isto é, A(d) contém os elementos & de .S que tém mdc d com n. Os conjuntos A(d) formam uma
colegdo disjunta cuja unido € S, i.e., {J,,, A(d) = S. Dessa forma se f(d) denota o nimero de

inteiros em A(d) temos que

> fd) =n. 2.2)
din
Mas, (k,n) =d <= (k/d,n/d) = 1. Como k/d < n/d, podemos concluir que k estd em A(d)
se k/d for relativamente primo com n/d. Logo, em A(d) temos exatamente ¢(n/d) elementos.
Pela equacg@o (2.2), usando que f(d) = |A(d)| = ¢(n/d) temos

Z o(n/d) = n.
din

O fato de que para cada divisor d de n, n/d é também um divisor de n, significa que quando d

percorre o conjunto dos divisores de n, n/d também percorre este mesmo conjunto. Portanto,
> P(d) = n. O

2.4 UMA RELACAO ENTRE ¢ E 4

As fungdes aritméticas das se¢des 2.2 e 2.3 sdo objetos de estudo por se conectarem com
diversos outros problemas em Teoria dos Nimeros, convém obter desde ja uma relacio entre

elas.
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Teorema 2.3. Se n > 1 temos que
n
= u(d)=
dln

Demonstrag¢do. A soma (2.1) da definicdo de ¢(n) pode ser reescrita na forma

n

o =2 hn?k)J

k=1

onde % agora percorre todos os inteiros < n. Agora usamos o Teorema 2.1 com n substituido
por (n, k) para obter

S S ) = 303 uld)

k=1 d|(n,k) k=1 djn
d|k

Isto nos diz que para um divisor fixo d de n devemos somar para todos os k£ no intervalo
1 < k < n que sdo mdltiplos de d. Se escrevermos k& = gd entdo 1 < k < n se somente se

1 < ¢ < n/d. Assim podemos reescrever a dltima soma como

n/d n/d
SOV W) il Wit
dln ¢=1 dln d|n

2.5 A FUNCAO » COMO UM PRODUTO

Podemos utilizar a expressdo para ¢(n) provada no Teorema 2.3 para expressar ¢ (n)
como um produto estendido sobre os divisores primos distintos de n.
No préximo teorema, para n = 1 o produto € vazio, ja que ndo ha primos que dividem 1,

portanto vamos definir que o produto é 1.

Teorema 2.4. Para n > 1 nds temos
- nH (1 — —) (2.3)

Demonstragdo. Suponha que n > 1 e sejam py, ..., p, 0s primos distintos divisores de n. O

produto pode ser escrito como

n(-2)-0(-3

pln i=1 pi
1 1
1_ZZZ+ZZTI%_ZP%M ZPIPQ

Note que cada termo a direita da primeira linha é da forma +1/d onde d é um divisor de n que é

1 ou um produto de primos distintos. O nimerador 1 é exatamente 1(d). Como p(d) = 0 se d

€ divisivel pelo quadrado de qualquer p; vemos que a soma € exatamente igual a

pi(d)
250
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E vimos no teorema anterior que ¢(n) = > u(d)
dn

aul3

Proposicao 2.1. p(m - n) = p(m)p(n) sempre que mde(m,n) = 1.

Demonstragdo. Vamos dispor os nimeros de 1 até mn da seguinte forma:

1 m+1 2m+1 ... m—=-1m+1
2 m+2 2m+2 ... (n—1m+2
3 m+3 2m+3 ... (n—1m+3
m 2m 3am nm

Se na linha r, onde estdo os termos 7, m +r, 2m 4+, ..., (n — 1)m +r, tivermos (m,r) = d > 1,
entdo nenhum termo nesta linha serd primo com mn, uma vez que estes termos, sendo da forma
km+r,0 < k < n — 1, sao todos divisiveis por d que é o maximo divisor comum de m e r.
Logo, para encontrarinos os inteiros desta tabela que sdo primos com mn, devemos olhar na
linha  somente se (m, r) = 1. Portanto temos ¢(m) linhas onde todos os elementos sao primos
com m.

Devemos, pois, procurar em cada uma dessas ¢(m) linhas, quantos elementos sdo primos
com n, uma vez que todos sao primos com m. Como (m,n) = 1 os elementos r, m + r, 2m +
T, ...,(n — 1)m + r formam um sistema completo de residuos médulo n. Logo, cada uma destas
linhas possui ¢ (n) elementos primos com 7 e, portanto, como eles sdo primos com m, eles sio

prinos com mn. Isto nos garante que p(mn) = p(m)p(n). O

Proposicao 2.2. Para p primo e k& um inteiro positivo temos

e(ph) =pF —p*!

Demonstragdo. Observe que o (p*) é por defini¢io a quantidade de niimeros menores e coprimos
com p*. Como p é primo, os tinicos niimeros n tais que mdc(n, p¥) > 1 sdo os miiltiplos de
p,ie., {1p,2p,3p,...,p" 1p}. Este conjunto tem cardinalidade igual a p*~1, portanto ¢(p*) =
Pk — pFL. O

Note em particular que as Proposi¢des 2.1 e 2.2 conjuntamente com o Teorema Funda-

mental da Aritmética fornecem outra prova do Teorema 2.4.

2.6 CONVOLUCAO DE DIRICHLET (OU PRODUTO DE DIRICHLET)

Defini¢ao 2.5. Se f e g sdo duas fungdes aritméticas nés definimos sua convolucio de Dirichlet

como a funcdo aritmética h determinada pela equacao

hn) = 3" fld)g (%)
dln
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Escrevemos f * g para h e (f % g)(n) para h(n). Nesta notagdo, o Teorema 2.3 pode ser escrito
da forma

o =pxN

w=§:M®N<®

dln
Proposicao 2.3. A convolugdo de Dirichlet é comutativa e associativa. Isto é, para quaisquer
fungdes aritméticas f, g, k temos
fxg=gxf (propriedade comutativa)

(fxg)xk=fx*(gxk) (propriedade associativa)

Demonstragcdo. Primeiro note que a defini¢do de f * g pode ser expressa como segue:
(fxg)(n) = > fla)g(b),
a-b=n
onde a e b percorrem todos os inteiros positivos cujo produto é n. Assim a propriedade comutativa

sai de imediato. Para provar a propriedade associativa defina A = g x k e considere f * A =

f * (g * k). Temos que

(f* D))= fl@)Ad)= ) fla) ) g(b)k(c)

a-d=n a-d=n b-c=d

= Y fla)g(b)k(c).

a-b-c=n
Da mesma forma, se definirmos B = f x g e considerarmos B * k somos levados para a mesma
férmula para (B x k)(n). Porisso f * A = B * k que significa que a convolugio de Dirichlet é

associativa. ]

Observacao. Podemos definir o monoide das fungdes aritméticas (F, *) cuja operagdo € o

produto de Dirichlet.

Definicao 2.6. A funciao aritmética / dada por

1J lsen =1,

Osen > 1.
E chamada de funcio identidade.
Proposicao 2.4. Paratodo ftemos [ x f = fx [ = f.

Demonstragdo. Temos que
(0 =% a1 (5) =S 1@ |5 = s
dn din

porque |[d/n] =0sed <n O
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2.7 INVERSOS DE DIRICHLET E A FORMULA DE INVERSAO DE MOBIUS

Teorema 2.5. Seja F o conjunto das fung¢des aritméticas f tais que f(1) # 0, entdo f pertence
ao grupo das unidades do monoide (F, ), isto é, existe uma funcao aritmética dnica g, chamada

a inversa de Dirichlet de f, tal que
frg=gxf=1

Ademais, g = f~! é dada pelas férmulas recursivas

PN R n\ .4
f (1)_F1)’ / (n)—m%f<g>f (d) paran > 1.

Demonstragdo. Dada f, devemos mostrar que a equagdo (f * f~1)(n) = I(n) tem uma dnica

solucdo para os valores da fungio f~'(n). Paran = 1 temos que resolver a equagio

(f = fH)(1) =1(1)
que se reduz a
FMfF 1) =1

Como f(1) # 0 existe uma dnica solugdo, a saber f~'(1) = 1/f(1). Por indugio suponha que

os valores da fung¢do f~!(k) foram determinados para todo k < n. Agora temos que resolver a
equagdo (f * f~1)(n) = I(n), ou

n\ .1,
> F(5) @ =o.
din

Que pode ser escrita como

T+ 307 () 1@ =o.
dln

e os valores de f~'(d) sdo conhecidos para todos os divisores d < n, hd um dnico valor

determinado para f~1(n), a saber,

£ = 7 > ()

como f(1) # 0. Isto estabelece a existéncia e unicidade de f~! por indugdo.
O

Observacdo. Podemos definir o grupo abeliano (F, , I'), onde F é conjunto de todas func¢des
aritméticas f tal que f(1) # 0 e o elemento identidade é a fun¢do /. Discutiremos mais nog¢des

de dlgebra abstrata no Capitulo 5.
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Observacio. O Teorema 2.1 nos diz que ), y(d) = I(n). Na notacdo da convolucdo de
Dirichlet, isso torna-se

pwxu=1.
Assim u e p sdo inversos de Dirichlet um do outro:
U=l € nw=u"
Com isso em maos, a prova da férmula de inversdo de Mdbius fica mais clara:

Teorema 2.6. Formula de inversao de Mobius.

) =3 gld) & gn) = > Fld (%)

dln dln

Demonstragdo. (=) Suponha que f = g * u, multiplicando por p obtemos f* u = (g*u)* u =
g* (uxp)=g=*I=g. Assim encontramos que g = [ * [, exatamente 0 que queriamos.
(<) Supondo g = f * p e multiplicando por u achamos f = g * .

O

Exemplo 2.1. A férmula de inversdo de Mobius pode ser usada pra obter o Teorema 2.2 a partir

do Teorema 2.3 e vice versa. Usando a notag¢do de convolucgao de Dirichlet:
N=pxu<= p=puxN

Demonstrag¢do. (=) Basta multiplicar por . em ambos os lados e usar comutatividade e associa-
tividade.

(<) Basta multiplicar por u em ambos os lados e usar comutatividade e associatividade. [l

2.8 A FUNCAO DE MANGOLDT A(n)
Definicao 2.7. Para todo inteiro n > 1 definimos

A(n) logp sen = p™ para algum primo p e algum m > 1,
n) =

0 caso contrario
Exemplo 2.2. Segue uma tabela de valores de A(n) :

n: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A(n): 0 log2 log3 log2 logh 0O log7 log2 log3 0

Teorema 2.7. Se n > 1 temos que

logn =Y A(d). (2.5)

dln
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Demonstracdo. Paran = 1 € facil ver a veracidade. Portanto assuma que n > 1 e seja

n= H PE.
k=1
Aplicando logaritmos ficamos com
logn = Z ay log py.

k=1

Considere a soma a direita de 2.5. Os tnicos termos diferentes de O vém dos divisores de d da

forma p;' comm =1,2,...,a,e k =1,2,...,r. Porisso
r ag r ag r
DM =D D AW =)D logpr =Y axlogp, = logn,
dn k=1 m=1 k=1 m=1 k=1
0 que prova o teorema. ]

Agora vamos usar a férmula inversdo de Mobius para expressar A(n) em termos de logaritmo.

Teorema 2.8. Se n > 1 temos que

A(n) = Y p(d)log & = = >~ p(d)log .

dln din

Demonstragdo. Invertendo 2.5 com a férmula de inversdo de Mobius obtemos

A(n) =Y p(d)log 5 = logn y_ u(d) — Y u(d) logd

dln d|n dn
=I(n)logn — Z p(d)logd.
dln
Uma vez que I(n)logn = 0 para todo n a prova estd completa. ]

2.9 FUNCOES MULTIPLICATIVAS

Nesta se¢do introduziremos uma classe de fun¢des de extrema relevancia, a classe de
funcdes multiplicativas e mostraremos que esta classe munida da convolugdo de Dirichlet forma

um subgrupo de (F, x, I). Comentamos mais sobre aspectos de grupos no capitulo 5.
Definicao 2.8. Uma funcao aritmética f é chamada multiplicativa se f ndo é nula e se
f(mn) = f(m)f(n) sempre que (m,n) = 1.
e f € chamada completamente multiplicativa se temos
f(mn) = f(m)f(n) para todo m, n.

Exemplo 2.3. A funcéo poténcia N*(n) e a fungdo identidade I(n) sdo completamente multipli-

cativas.



23

Exemplo 2.4. A funcio de Mobius y(n) e a fungdo totiente de Euler ¢(n) (Proposi¢ao 2.1) sdo

multiplicativas.
Observacao. Se f é multiplicativa, entdo f(1) = 1. A prova ndo ¢ dificil e fica a cargo do leitor.
Teorema 2.9. Dada f com f(1) = 1. Temos:

a) f é multiplicativa se, e somente se,

S o) = fr') - f ()
para todo primo p; e todo inteiro a; > 1.

b) Se f € multiplicativa, entdo f é completamente multiplicativa se, e somente se,

para todo primo p e todo inteiro a > 1.

Demonstragdo.  a) (=) pi*e p?j sdo coprimos para quaisquer ¢ # j, como f é multiplicativa,

segue que f(py' ... py7) = f(pi") ... f(p1).
(<) Segue pelo teorema fundamental da aritmética e pela definicdo de fun¢do multiplica-

tiva.

b) Segue pelo item anterior.

Teorema 2.10. Se f e g sdo multiplicativas, o produto de Dirichlet f % g também é.

Demonstracdo. Seja h = f % g e m,n inteiros coprimos. Temos
mn
h(mn) = (—) .
) =3 199 (%

Todo divisor positivo ¢ de mn pode ser expresso da forma ¢ = ab onde a|m e b|n. Além disso,
(a,b) =1, (m/a,n/b) = 1, e existe uma fung¢do injetiva entre os o conjunto dos produtos ab e

os divisores ¢ de mn. Dali,

r(mn) =3 Flab)g () = 3 f@)(eo () o (7)

alm alm

bin bn
=2 fla)g (%) > fb)g (%) = h(m)h(n).
alm bin

Teorema 2.11. Se g e f * g s@o multiplicativas, entdo f também é.
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Demonstracdo. Vamos supor que f nao € multiplicativa e provar que f * g também nio seria.

Seja h = f x g. Como f ndo é multiplicativa existem m,n € Z* com (m,n) = 1 tais que

f(mn) # f(m)f(n).

Escolhemos os menores m, n possiveis.

Se mn = 1, entdo f(1) # f(1)f(1)e f(1) # 1. Como h(1) = f(1)g(1) = f(1) # 1, h ndo é
multiplicativa.

Se mn > 1, temos f(ab) = f(a)f(b) para todos a,b € Z* com (a,b) = 1 e ab < mn. Assim,

temos
h(mn):Zfab ( )—l—fmn Zf ( )g(%)—i—f(mn)
alm
b‘ bln
=Y F@g () D2 F®)g () = Fm)f () + f(mn)
alm bln

=h(m)h(n) = f(m)f(n) + f(mn)

Como f(mn) # f(m)f(n), isso mostra que h(mn) # h(m)h(n), ou seja, h ndo é multiplicativa.
Isto completa a prova. [

Teorema 2.12. Se g é multiplicativa, g~ também é.

Demonstragdo. Direto do teorema anterior, pois g € g * g~' = I sdo multiplicativas. [

2.10 FUNCAO DE LIOUVILLE A(n)

Definiciio 2.9. Definimos \(1) = 1, e se n = p{* ... p}* definimos
M) = (1),
Segue da defini¢dao que A é completamente multiplicativa.

Teorema 2.13. Para todo n > 1 temos

> Ad) =
dn

Além disso, A™'(n) = |u(n)| para todo n.

se n é quadrado,

0 caso contrario.

Demonstragdo. Seja g(n) = 3, A(d). Note que g € multiplicativa, entdo para determinar g(n)
s6 precisamos olhar g aplicada em poténcia de primos. Temos
=D ANd) =1+ A(p) + AP*) + - + A"
dlp®
0 seaé impar,

=1-141—---4+(=1)=
1 seaépar
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Por isso se n = [[i_, p* temos g(n) = [[i, g(p®). Se qualquer expoente a; for impar,
g(pi*) = 0, por isso g(n) = 0. Se todos expoentes a; sdo pares, entdo g(p;*) = 1 para todo i e

g(n) = 1. Assim provamos a primeira parte, para a segunda, note que A\~!(n) = u(n)\(n) =
p2(n) = u(n)l. 0

2.11 AS FUNCOES DIVISORES o,(n)

Definicao 2.10. Para « real ou complexo e qualquer inteiro n > 1 definimos

oa(n) = Z d,
dn
a soma das a-ésimas poténcias dos divisores de n. Vamos falar algumas propriedades destas
funcgoes.
Sao multiplicativas, pois o, = u * N, produto de duas fungdes multiplicativas.
Quando v = 0, 0g(n) é o ndmero de divisores de n, muitas vezes denotado por d(n).
Quando a = 1, o1 (n) é a soma dos divisores de n, comumente denotado por o(n).

Como o,(n) é multiplicativa, temos

oo (Pl .. D) = 0a(p1Y) - .. oa(PiF)

Para computar o,,(p®) notemos que os divisores de p® com p primo sdo

Lp,p% ..., p%
portanto
Ta(p?) = 1% +p* + p** 4 - 4 p™ :% sea#0
=a+1 sea=0

Teorema 2.14. Paran > 1 temos

o7t (n) = Y dn(dn ()

dn

z

Demonstragdo. Como o, = N* x u e N é completamente multiplicativa temos

oot = (UN) xu™h = (uN®) * pu.
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3 Médias de func¢oes aritméticas

3.1 INTRODUCAO

No ultimo capitulo discutimos varias identidades satisfeitas por func¢des aritméticas como
wu(n), o(n), A(n), e as fungdes divisores o, (n). Uma pergunta natural é sobre o comportamento
destas e de outras fungdes aritméticas f(n) para valores grandes de n.

Por exemplo, considere d(n), o nimero de divisores de n. Esta fungdo assume o valor
2 infinitamente (quando n € primo) e também assume valores arbitrariamente grandes quando
n tem um grande nimero de divisores. Assim, os valores de d(n) flutuam consideravelmente a
medida que n aumenta.

Isto acontece com muitas fungdes aritméticas, por conta disso € interessante estudar a

média aritmética dessas func¢oes
- 1 &
fn) =% f(k)
k=1

Médias costumam suavizar flutuagdes, por isso € razodvel esperar que as médias f(n)
podem se comportar mais regularmente do que f(n). Para estudar a média de uma fung@o arbi-
tréria f precisamos conhecer suas somas parciais ) ,_, f(k). As vezes é conveniente substituir

o indice superior n por um nimero real positivo arbitrario x e considerar somas da forma

> (k).

k<z

Aqui entende-se que o indice & varia de 1 a [z], o maior inteiro menor ou igual a z.
Se 0 < = < 1 a soma € vazia e atribuimos a ela o valor 0. Nosso objetivo é determinar o

comportamento desta soma em funcao de x, especialmente para x grandes.

3.2 NOTACAO GRANDE O

Definicso 3.1. Se g(z) > 0 para todo = > a, escrevemos

para dizer que o quociente f(x)/g(z) é limitado para = > a; isto €, existe uma constante M > 0
tal que
|f(x)| < Mg(x) paratodo z > a

Uma equagdo da forma
f(x) = h(z) + O(g(x))
significa que f(z) — h(z) = O(g(x)).

Definicao 3.2. Se
f(z)

lim —+% =1
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dizemos que f(x) € assintético a g(z) quando x — +00, € escrevemos
f(x) ~ g(x) quando x — +o0.

A notagdo O é comumente usada para representar o “‘erro” na aproximacao de uma equagio

quando temos termos que crescem pouco comparados com outras parcelas.

3.3 FORMULA DE SOMA DE EULER

((s) é a funcdo zeta de Riemann, definida como

o0

C(s) = Z%, se Re(s) > 1

n=1
isto €, se a parte real do nimero complexo s = a + b € maior que 1. Para definir esta funcdo em
toda parte € usada uma ferramenta de anélise complexa chamada continuacao analitica, e nao
faremos isto neste texto.

Definimos {t} =t — [¢], {t} é chamada parte fracionaria de ¢.

Teorema 3.1 (Férmula da Soma de Euler). Se f : [z,y] — R € de classe C! (tem derivada

continua f’) no intervalo [y, x|, onde 0 < y < z, entdo

/f dt+/ (t—[t])f (t)dt 3.1

+ fle)(l=] —2) = fy)(ly] —v).

Onde [ é a integral de Riemann. Frequentemente tomamos y = 1, e neste caso

/f dt+/{t}f Jdt — (o} f(x) + £(1)

n<:p

Demonstragdo. Sejam = |y|, k = |z]. Para inteiros n e n — 1 em [y, ] temos

[ rwde= [ (- = -0 - fn- 1)

=(nf(n) —(n=1)f(n—-1)) = f(n).

Somando de n = m + 2 até n = k descobrimos que a primeira soma € telescopica, e portanto

/ 1t] f/(t)dt) =kf(k) — (m+1)f(m+ 1) Z f(n

m—+1 n=m-+2
=kf(k) —mf(m+1 Z f(n
Dessa forma
k
> sm—- [ 1LtJf’(t)dt+kf(k) —mf(m+1) 62)
y<n<z m+

/ 1 (0)dt + kf () — mf(y).
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Integrando por partes conseguimos

/ F(t)dt = () — yf(y) — /jtf’(t)dt

combinando isto com (3.2) obtemos (3.1). ]

3.4 ALGUMAS FORMULAS ASSINTOTICAS ELEMENTARES

Teorema 3.2. Se x > 1 temos:

(a) Z— 10gx+0+0(§>.

n<:r

1-s

by L — +((s) + Oa) ses > 0,5 £ 1.
n<x
(©) Z — =0(x'"%)ses > 1.
a+1
(d Y n*= + O(z*) se a > 0.

Demonstragdo. Para (a) tome f(t) = 1/t na formula de soma de Euler, obtendo

Z / dt _ lx%dt—%H

S [0 o

{t}_/ L= 1

que também € limitada por M /x, com M > 1, assim

S t=togeri- [ Saonm

n<z

observe que

oo 1t
que é aletra (a) comC' =1 — [ {—z}dt.

Para a letra (b) usamos os mesmo argumento com f(z) = z~°,onde s > 0,s # 1. A
férmula da soma de Euler nos da

Zi_ JCUNNY U S €

~= ns 1 ts " terl xrs
xl—s 1 { }
= - +1- —dt +O(x™°
1—s 1—3s * ° . st +0™).
Portanto

L_z7 C(s) + O(a~) 3.3)
— = S T .
ns 1—s ’

n<x
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onde

_ 1 = {t
C(s)=1 T 3/1 tstt.

Se s > 1, o lado esquerdo de (3.3) se aproxima de ((s) quando x — +00 € 0s termos x' ™5 e 27°
se aproximam de 0. Por isso C'(s) = ((s)se s > 1.Se 0 < s < 1, z7° — 0 e (3.3) mostra que

1 xlfs
li e = (C(s).
lim. <n<x ik S) (s)

Portanto C'(s) também ¢ igual a ((s) se 0 < s < 1. Assim provamos (b).

Para a letra (c¢) usamos (b) com s > 1 e obtemos

Yoyl = 0w =06

ns s—1

desde que 7% < ~°

Finalmente, para a letra (d) usamos a férmula da soma de Euler com f(¢) = t°:

Zna :/ t*dt + a/ o tydt + 1 — {a}a”
n<w 1 1
a+1 1 T
- +C)Cm/1fhﬂﬁ)4—0@ﬂ)
1

:a +1 a +1
xa+1
— O(z®
arit (%)
]
3.5 O VALOR MEDIO DAS FUNCOES DIVISORES o,(n)
Teorema 3.3. Para todo x > 1 temos
Z d(n) =zlogx + (2C — 1)z + O(Vx), (3.4)
n<x
. 1 1 1
onde C' = lim,,_,o (1 + 5 + 3 + .-+ ——log n) chamada de constante de Euler.
n

Demonstragdo. Como d(n) =3 , 1 temos

E d(n) = g E 1.
n<z n<z d|n
Isso é uma soma dupla estendida sobre d e n. Como d|n, escrevemos n = gd e mudamos a soma

D dn) =1 (3.5)

n<x

para

qd7§x
Isto pode ser interpretado como uma soma sobre certos pontos de coordenadas inteiras numa

regido hiperbdlica no plano ¢d, chamados pontos do latice Z>.
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Vamos utilizar a simetria na regido sobre a reta ¢ = d. O nimero total de pontos do ltice

na regido € igual ao dobro dos nimeros abaixo da linha ¢ = d somados aos nimeros na reta.

d

xr

?J — d pontos com coordenadas inteiras neste segmento
d

Figura 1 — Plano qd - Fonte: autoria propria

Observando a figura, percebemos que
Y dn) =2 {le/d] —d} + |Vl
n<x d<\/z

Usando a relagdo |y| = y + O(1) e partes a) e d) do Teorema 3.2 obtemos

Sdm) =2y {g - d+0(1)} +O(Va)

n<z d<\/z
1
=2z ) 5—2 > d+0(Va)
A<z A<z

=27 {1og\/E+C+O (%)} —2{g+0(\/5)} + O(Vz)

=zlogx + (2C — 1)z + O(\/x).

Teorema 3.4. Para todo z > 1 temos

Z o1(n) = éC(Q)xQ + O(zlogx). (3.6)

n<x
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Demonstragcdo. Usando as partes a) e b) do Teorema 3.2, temos:

2 =22 0=3 0= 2

n<z n<z g|n d<z q<z/d
qd<a:

ONELIORTIEIEES TG o)
:%2 {—% 4 @) 40 <$>} + Ozlog) = %g(z):ﬁ + Oz log z).

]

O préximo teorema apenas enunciaremos sem demonstra¢ao, pois a prova € analoga.

Para a prova, use as letras b) e d) do Teorema 3.2.

Teorema 3.5. Sez > 1le a > 0, a # 1, temos

1
> auln) = LD o),
a+1
n<lz
onde f = max{l, a}.
Para encontrar o valor médio de o, (n) para « negativo escrevemos o« = — 3, com 3 > 0.

Teorema 3.6. Se 3 > 0 seja 6 = max{0,1 — $}. Entdo se x > 1 temos

Y o) =C(B+Dax+0(2")se B #1,

n<x

=((2)z + O(logz) se = 1.

Demonstragdo. Usando a definicdo de 0_5(n) = >_,, d=? e o fato que se d|n entdo existe ¢ tal

que n = qd,
1 1
doosm=3 > 5=>.> 5=
n<z n<z d|n qd<x n=qd

podemos comutar as somas pois elas sao finitas

1
= Z 7 Z 1, usando a letra d) do Teorema 3.2, temos

d<z q<z/d
1 1 1
ZZ%{§+O(1)} :IZ B+ +0 (Zﬁ) ‘
d<z d<z d<z

O dltimo termo é O(log z) se 3 = 1 e O(2°) se 3 # 1. Uma vez que

) d6+1 - _1_B +((B+ Dz +0(x™7) = (B + Dz +O(z'7).

n<x
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3.6 O VALOR MEDIO DE ¢(n)

Para analisar o valor médio de ¢ (n), precisamos da série

n<lz n=1 n>x
6 1 6
n>x
Onde usamos a parte c) do Teorema 3.2.
Teorema 3.7. Para x > 1 temos
3
Z p(n) = FxQ + O(xlog x) (3.7)
n<x
Demonstracdo. Sabemos do Teorema 2.3 que
n
oln) = > )

din
com isso, usando n = gd temos

Do) =Y ud)5 = udg =D puld) Y g

n<x n<z dn q,d d<x q<z/d

1 pld) 1
3T e *O(l‘za)

d<z d<z
1 6 1 3
=2’ = 4+0| =) +O0(xlogzr) = =2° 4+ O(xlogz).
2 2 x 2

]

3.7 UMA APLICACAO PARA A DISTRIBUICAO DOS PONTOS DO LATICE Z?2 VISIVEIS
DA ORIGEM.

Definicao 3.3. Dois pontos de coordenadas inteiras P e () sdo chamados mutuamente visiveis

se o segmento ligando-os ndo contém nenhum ponto do latice além de P e ().

Teorema 3.8. Dois pontos do latice Z? (a, b) e (m,n) sio mutuamente visiveis se, € somente se,

a — m e b — n sdo relativamente primos.
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Demonstragdo. Primeiro, observe que (a, b) e (m,n) sdo mutuamente visiveis se, e somente se,
(a —m,b— n) é visivel da origem. Por isso vamos provar o teorema para (m,n) = (0, 0).
Suponha que (a, b) é visivel da origem e seja mdc(a, b) = d, queremos mostrar que d = 1. Se
d > 1,entdo a = da’ e b = db’ e o ponto do latice (a’, ') estd no segmento ligando a origem a
(a,b), esta contradigdo prova que d = 1.

Reciprocamente, suponha que mdc(a, b) = 1. Se um ponto do létice (a’, ') estd no segmento

ligando (0, 0) a (a, b) teriamos

/

a = ta, b = tb, onde 0 <t < 1.
Dai, ¢ é racional e temos ¢ = r/s, onde r, s € Z* e mdc(r, s) = 1. Disso
sa' = ar e sb' = br,

Isso indica que s|ar e s|br, e como mdc(a,b) = 1, s = 1. Isso contradiz a desigualdade
0 <t < 1. Assim fica claro que o ponto (a, b) é visivel da origem. O

Existem infinitos pontos do latice e é natural nos perguntarmos como eles estao distribui-
dos no plano.

Considere uma area quadrada no plano xy definida pelas desigualdades
jz <, lyl <

Seja N (r) o nimero de pontos do litice nesse quadrado, e seja N'(r) o nimero de pontos visiveis
da origem. O quociente N'(r)/N(r) mede a fracdo de pontos desses pontos do ldtice que sdo

visiveis da origem.
Teorema 3.9. O conjunto dos pontos do latice visiveis da origem tem densidade 6 /7.

Demonstracdo. Provaremos que
. N'(r) 6
lim = —.
r—oo N(r)  m2

Todos os 8 pontos do latice mais préximos da origem sao visiveis da origem, veja na figura

abaixo. Por simetria, vemos que N'(r) é igual a 8, mais 8 vezes o niimero de pontos visiveis na

regido (pois dividimos o plano em 8 partes)

{(x,y):2<z<r, 1<y<uz},

que € a regido escura na figura. Este nimero é

N(r)=8+8 > Y 1=8)Y o).

2<n<r 1<m<n 1<n<r
(m,n)=1

Usando o Teorema 3.7 temos
24

N'(r) = =r? + O(rlogr).
m
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Figura 2 — Pontos do l4tice Z? - Fonte: autoria prépria

Mas, o nimero total de pontos do l4tice no quadrado é

N(r) = (2|r] +1)* = (2r + O(1))* = 4r* + O(7)

entao

24 6 log r
N'(r) pT’Q +O(rlogr) 3 +0 ( , )

N(r)  424+0() 14+0(/r)
Portanto quando r — oo encontramos N'(r)/N(r) — 6/72.
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O

Este resultado que acabamos de provar € equivalente a dizer que ao escolher dois
nameros inteiros aleatoriamente, a probabilidade de eles serem primos entre si € igual a

6/m2 ~ 60%. Abaixo apresentamos uma prova mais direta, que usa argumentos probabilisticos e

de teoria dos nimeros, assumindo que sabemos o valor de ((2).

Demonstragdo. A probabilidade de um nimero qualquer ser divisivel por um primo p é 1/p. Se

tivermos s nimeros, a probabilidade de todos serem divisiveis por p, pelo principio fundamental

da contagem, é 1/p®. Por conseguinte, a probabilidade de pelo menos um deles néo ser divisivel

porpél —1/p°.

Para primos distintos estes eventos sdo independentes entre si, pois um nimero € divisivel

por dois nlimeros coprimos m € n se, € somente se, ele € divisivel pelo produto m - n. Logo, a

probabilidade de s nimeros serem coprimos é:

02 (Its) -

p primo P primo
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Como ¢(2) = w2 /6, encontramos 0 mesmo resultado. O

Para esta demonstracgdo utilizamos um resultado que € provado num capitulo vindouro, a

saber, a Proposi¢do 6.1.
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4 Alguns teoremas sobre a distribuicio de nimeros primos

Se x > 0, 7(z) denota a quantidade de nimeros primos menores ou iguais a z. Claramente

7(x) — oo quando  — co. Gauss e Legendre conjecturaram que

7(x)logx

lim = 1.
T—00 x

Isto foi provado em 1896 por Hadamard e de la Vallée Poussin usando técnicas de analise
complexa e € conhecido como o teorema dos nimeros primos. Vamos mostrar que o teorema dos

nimeros primos pode ser expresso de vdrias formas equivalentes.

4.1 FUNCOES DE CHEBYSHEYV ¢ (z) E 6(x)

Definicao 4.1. Para x > 0 definimos a funcdo ¢ de Chebyshev pela férmula

U(x) =Y An).

n<x

Como A(n) = 0 quando n ndo é uma poténcia de primo, escrevemos como segue:

U(r) =Y An)= Y > AP™) =) Y logp.
n<x m=1 p mzlpgxl/m

p" <z

1/m

A soma em m € uma soma finita. De fato, a soma em p € vazia se x < 2, isto é, se

(1/m)logz < log2, ou se

Dessa forma temos

Pa)= Y Y logp.

m<logax p<gl/m

Podemos escrever isto de uma forma diferente utilizando outra fun¢do de Chebyshev.

Definicao 4.2. Se x > 0 definimos a funcdo # de Chebyshev pela equacgio

O(x) = > logp

p<z

onde p percorre todos os primos < x. Dali, a tltima férmula para ¢(z) pode ser escrita como:

Yy = D 0™ (4.1)

m<log,
Teorema 4.1. Para = > 0 temos

)< V@) 0x) _ (oga)’

x r T 2y/wlog?2
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Observacao. Essa desigualdade implica

lim (M_@) —0.

T—00 X X

Em outras palavras, se um dos ¢(z)/z ou 6 /x tende a um limite, o outro também, e os limites
sdo iguais.

Demonstragdo. De (4.1) temos

0<y(@)—0) = ) 0"

2<m<log, x

Mas, da defini¢do de 0(z) temos a desigualdade trivial

O(x) < Zlogx <zlogx

p<w

dai
0< () —0(x) < > a'/"log(a'™) < (logy )v/wlog V@

2<m<log,

log = \/51 Vvz(log z)?
= . —_— r= —T———.
log2 2 2log2

Divindo por x encontramos o teorema.

42 RELACOES ENTRE 6(z) E 7 ()

Teorema 4.2 (Identidade de Abel). Para qualquer fung¢do aritmética a(n) seja

n<z

onde A(x) = 0se x < 1. Assuma que f € C' no intervalo [y, 2, onde 0 < y < z. Entdo temos

> aln)f(n) = A@)f(z) = Aly)f(y) - / A(t) f'(t)dt 4.2)
y<n<z Y
Como A(t) =0set < 1, quando y < 1 a equagdo (4.2) toma a forma
4.3)



Demonstragdo. Seja k = |z] e m = |y, entdo A(x) = A(k) e A(y)

S amfm) = 3 am)fm) = 3 {Aln) - A(n— 1)} i(n)
y<n<z n=m-+1 n=m-+1
= 3 AW~ S A+ 1)

A(m). Dai
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Observac¢ao. Podemos provar a formula da soma de Euler utilizando a identidade de Abel. Se

a(n) = 1 paratodo n > 1 achamos A(x) = |z] e (4.2) implica

y<n<z

Combinando isto com integra¢ao por partes temos

[ e = ot~ ust) - [ roar

E obtemos a Formula da Soma de Euler.

Teorema 4.3. Para x > 2 temos

7(x) () +/x b(t) dt

- log x tlog”t

Demonstragcdo. Seja a(n) a fungdo caracteristica dos primos, isto é,

1 sen éprimo
a(n) = -
0 caso contrario

S fn) = f@)]2) - F)ly) - / Lt

4.4)

4.5)
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Assim temos
m(x) = Z 1= Z a(n) e O(x) = Zlogp = Z a(n)logn.

p<lz 1<n<lzx p<lz 1<n<lz

Tomando f(x) = logx em (4.2) com y = 1 obtemos
*a(t)
O(x) = Z a(n)logn = w(x)logx — m(1)log1l — —=dt,
R
1<n<lz

o0 que prova (4.4) desde que 7(t) = 0 para t < 2. Em seguida, seja b(n) = a(n) logn e escreva

1

logn’

m(z)= > bn)

3/2<n<zx

O(x) = Z b(n).

n<x

Tomando f(z) = 1/logz em (4.2) com y = 3/2 obtemos

RRMLC Ry OB

~ logx _log3/2 Jo tlog”t

)

o que prova (4.5) pois 0(t) = 0se t < 2. O

43 ALGUMAS FORMAS EQUIVALENTES DO TEOREMA DOS NUMEROS PRIMOS

Teorema 4.4. As seguintes relacdes sdo equivalentes:

lim m(z)logz _ 1 (4.6)
T—r00 xr
im 2@ _ 1. 4.7)
r—o00 I
lim M =1. 4.8)
r—00 I

Demonstracdo. De (4.4) e (4.5) obtemos, respectivamente,

0(x) m(z)logz l/w wdt

x x x t

m(x)logx  0(x) N log x /"” O(t)dt
T o z  Jy tlog’t’
Para mostrar que (4.6) implica (4.7) s6 precisamos mostrar que (4.6) implica:

lim l/ @dt: 0.
2 t

r—00 I

t 1
Mas, repare que (4.6) implica # =0 (ﬁ) parat > 2 entdo
0g

l/ @dtzo(l/ i)_
x )y x J, logt



Dai

xdt_/ﬁdt /x dt<\/5+x—\/5
o logt )y, logt [ glogt ~ log2  logy/x
entao

1 /f dt
- —— — 0 quando x — o0.
x ), logt

Isso mostra que (4.6) implica (4.7).

Para mostrar que (4.7) implica (4.6) s6 precisamos mostrar que (4.7) implica

lim logx/ O(t)dt _0
2

tlog?t

T—00 T

Mas (4.7) implica 6(t) = O(t) entdo
logz [ 0(t)dt logz [* dt
— =0 — |-
x Jo tlog™t xr Jo log“t

/x dt :/ﬁ dt +/$ dt <\/E+x—ﬁ
» log’t o log”t  Jmzlogit ~ log?2  log®

1 Todt
ogx/ 5— — 0 quando = — oo.
xr Jy log“t

Agora

por isso

40

Isso prova que (4.7) implica (4.6), entdo (4.6) e (4.7) sdo equivalentes. Ja sabemos pelo Teorema

(4.1) que (4.7) e (4.8) sdo equivalentes.

]
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S Grupos abelianos finitos e seus caracteres

5.1 ALGUMAS DEFINICOES

Definicao 5.1. Um grupo G € um conjunto nio vazio munido de uma operagao - que satisfaz as

seguintes propriedades:

a) Fechamento. Se a,b € Gentdoa-b € G.
b) Associatividade. Para todo a,b,c € G, temos (a - b) -c=a - (b-c).
c) Identidade. Existe um tnico elemento e € G'talque a - e = e - a paratodo a € G.

d) Inverso. Para todo a € G, existe um unico elemento b € G talquea-b = b-a = e.

Denotamos esse b por a~! e o chamamos de inverso de a.

Definicao 5.2. Um grupo abeliano ¢ um grupo cuja operacdo € comutativa, isto € ab = ba para
todos a,b € G.

Definicao 5.3. Um grupo é finito se G é um conjunto finito. O nimero de elementos de G sera

denotado por |G| e chamado de ordem de G.

Exemplo 5.1. Um exemplo cléssico de conjunto finito € o conjunto das permuta¢des num con-
junto de n simbolos, comumente chamado de grupo simétrico 5,,. Os elementos sdo considerados

como fungdes injetivas e a operagao usada é a composi¢ao. Este € um grupo de ordem n!.
Definicao 5.4. Um subgrupo é um subconjunto G’ de G que também é um grupo.

Exemplo 5.2. (Z+,0) é um subgrupo de (Q, +, 0).

5.2 PROPRIEDADES ELEMENTARES

Os teoremas desta secdo, relacionados a propriedades de grupos, serdo enunciados sem
demonstracdo. O leitor interessado pode consultar o livro (JACOBSON, 2012)

Teorema 5.1. Se os elementos a, b, ¢ € G satisfazem
ac = bc ou ca = cb,
entdo a = b.
Teorema 5.2. Em qualquer grupo GG temos
a) e l=e

b) Paratodoa € G, (a™!)™! = a.

¢) Paratodo a,b € G, (ab)™' =b"ta".



42
d) Para todo a,b € G, a equacgio ax = b tem a solucdo tinica x = a~'b; a equacdo ya = b
tem a solugdo tnica y = ba ™.
Definicao 5.5. Se a € G, definimos a™ para qualquer inteiro n pelas seguintes relacdes:
0 __ n __ n—1 -n __ —1\n
a’ =e, a = aa"", a "= (a"") paran >0

Teorema 5.3. Se a € (7, quaisquer poténcias de a comutam, e para todos inteiros m, 7 temos

Além disso, se a e b comutam temos
a"b" = (ab)".
Teorema 5.4. Se GG’ é um subconjunto de GG, entdo GG’ € um subgrupo se, e somente se, satisfaz
as propriedades a) e d) :
a) Fechamento. Se a,b € Gentdoa -b € G.

d) Inverso. Para todo a € G, existe um tnico elemento b € G talque a-b = b-a = e.

Denotamos esse b por a~! e o chamamos de inverso de a.

5.3 CONSTRUCAO DE SUBGRUPOS

Um subgrupo de um dado grupo GG pode sempre ser construido escolhendo qualquer
elemento a € GG e formando o conjunto de todas as suas poténcias a”,n = 0,+1,+2, ... Este
conjunto claramente satisfaz os postulados (a) e (d), entdo € um subgrupo de GG. Ele é chamado o
subgrupo ciclico gerado por a e é denotado por (a).

Note que pelo Teorema 5.3, (a) é abeliano, mesmo que G ndo seja.
Se a™ = e par algum n € N, pelo principio da boa ordenacio, existe um elemento minimo k

com essa propriedade e o subgrupo (a) serd um grupo finito de ordem k.
(a) = {a,a? ... ,a" = ¢}
O inteiro k£ € chamado ordem do elemento a.

Teorema 5.5. Se G é finito e a € G, entdo existe um inteiro positivo n < |G| tal que a™ = e,

i.e., a ordem de qualquer elemento ndo € maior que a ordem do grupo.

Demonstracdo. Suponha |G| = g, entdo pelo menos dois dos seguintes elementos devem ser

iguais:

Entdo o teorema € vélido paran = r — s. [
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Observacgao. Se G’ ¢ um subgrupo de um grupo finito (7, entdao para qualquer elemento a em G
existe um inteiro n tal que a™ € G’. Se a ja estiver em G, simplesmente tomamos n = 1. Se
a ¢ G’ podemos tomar n como sendo a ordem de a, pois " = e € G'. No entanto, pode haver
uma poténcia positiva menor que a que se encontra em G’. Pelo principio da boa ordenacio
existe um menor inteiro positivo n tal que a” € G’. Chamamos esse inteiro de indicador de «

em G'.

Teorema 5.6. Seja G’ um subgrupo de um grupo abeliano finito GG, onde G’ # G. Escolha um

elemento a em G, a ¢ GG, e seja h o indicador de a em G'. Entdo o conjunto de produtos
G'={zd":2€Gek=0,1,2,...,h—1}
¢ um subgrupo de GG que contém G’. Além disso
|G"| = h|G|.

Demonstragdo. Para verificar que G” € subgrupo apenas precisamos testar se a operacio é
fechada e existéncia de inverso. Deixamos isso a cargo do leitor.

Em seguida, determinamos a ordem de G”. Seja m = |G’|. Quando z percorre o elementos de
G e k percorre os h inteiros 0, 1,2, ..., h — 1 obtemos mh produtos za”. Se mostrarmos que
todos sao distintos, entdo G” tem ordem mh. Considere dois desses produtos, digamos xa® e

ya’ e suponha que

za* =ya? com 0<j<k<h.

Entio a* 7 = 27y e 0 < k — j < h. Como 2z~ 'y € G’ devemos ter a*~7 em G’ e isso s6

é
possivel se k = j e, portanto, z = y. Isso completa a prova. 0

5.4 CARACTERES DE GRUPOS ABELIANOS FINITOS

Definicao 5.6. Seja G um grupo qualquer. Uma func¢io complexa f definida em G tomando

valores em C é chamada um caractere de G se f possui a propriedade multiplicativa
f(ab) = f(a)f(b)
Para todo a,b € G.

Teorema 5.7. Se f é um caractere de um grupo finito G com identidade e, entdo f(e) = 1 e

cada valor da fun¢do f(a) é uma raiz da unidade. De fato, se a” = e entdo f(a)"” = 1.

Demonstragdo. Escolha ¢ € G tal que f(c) # 0. Como ce = ¢ temos
flee) = fle)fle) = f(c)
entdo f(e) = 1. Em seguida, se a” = e, f(a)" = f(a™) = f(e) = 1. O

Definicao 5.7. Todo grupo GG tem pelo menos um caractere, a saber, o caractere que € identica-

mente igual a 1 para todo elemento de GG. Este € chamado o caractere principal.



44

Teorema 5.8. Um grupo abeliano finito G' de ordem n tem exatamente n caracteres distintos.

Demonstracdo. No Teorema 5.6 aprendemos como construir, a partir de um dado subgrupo
G' # G, um novo subgrupo G” contendo GG’ e pelo menos mais um elemento a que néo pertence
a G'. Usaremos o simbolo (G’; a) para denotar o subgrupo G” construido naquele teorema.
Assim

(G'ya) ={za" 2 €G e 0<k<h}

onde & € o indicador de a em G'.

Agora aplicamos esta construggo repetidamente, comegando com o subgrupo {e} que denotamos
por G;. Se G # G seja a; um elemento de G diferente de e e defina Gy = (G1;a;). Se Gy # G
Seja a; um elemento de GG que ndo pertence a G e defina G5 = (Ga; az). Continue o processo
para obter um conjunto de elementos finitos ay, as, . .., a;, € um conjunto correspondente de

subgrupos G, Gs, ..., Gy tal que
GrJrl = <Gr; ar>

com
G1CG2C"'CGH_1:G

Este processo deve terminar em algum momento, pois G € um grupo finito e cada
subgrupo posterior tem mais elementos que o seu predecessor. Agora, vamos provar o teorema
por indugdo.

E claro que G, tem apenas um caractere, a saber, a fun¢io f (n) = 1 para todo n.
Suponha que G, tem ordem m e que ha exatamente m caracteres distintos para GG,.. Considere
G.1+1 = (Gy;a,) e seja h o indicador de a, em GG,.. Vamos mostrar que hd exatamente / maneiras
diferentes de estender cada caractere de (&, para obter um caractere de (G,,1 € que cada caracter
de GG, 1 € uma extensdo de algum caractere de G,.. Isto provard que G, ; tem exatamente mh
caracteres, e como mh é a ordem de GG, 1, o teorema estard provado por indu¢ido. Um elemento

qualquer de G, tem a forma

za®, ondex € G,e0<k<h

o

Suponha que € possivel estender um caractere de G, para GG, 1. Chame esta extensao de fe

vamos analisar o que se sabe sobre f (zak). Pela propriedade multiplicativa temos

como z € G,, f(x) = f(z), entao a equacio acima implica
f(wa) = f(x)f(ak)

Precisamos, entdo, definir quais sdo os possiveis valores de f (a¥). Suponha ¢ = a’. Como
c € G,, f(c) = f(c). Como f é multiplicativa, f(c¢) = f(a,)". Consequentemente

flar) =/ f(c)
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Dai, f(a,) é uma das raizes h-ésimas da unidade de f(c). Portanto existem no méximo h op¢des
para f(ay).

Com essas observagdes podemos definir f. Se f € um caractere de G,., escolhemos uma
das h-ésimas raizes da unidade de f(c), onde ¢ = a!* e definimos f(a,) como sendo esta raiz.

Dai, definimos f no restante de G, 41 pela equacao

f(zaf) = f(x)f(a,)" (5.1)

As h escolhas para f (a,) sdo todas diferentes, entdo isso nos da h formas diferentes de definir
f (zak). Agora verificamos se a fungio f como foi definida tem a propriedade multiplicativa. De

(5.1) achamos

f(xaryal) =f(zy - a*7) = f(xy) fla,)
=f (@) f(y) f(a,)* Flar)

)f
=/(xay) f(ya)).

Entao f ¢ um caractere de GG,.1. Nao podemos ter duas extensdes f e g iguais em G, 1 porque
as fungdes f e g das quais elas sdo estendidas também seriam iguais em (.. Portanto, cada um
dos m caracteres de GG,. pode ser estendido de h formas diferentes para produzir um caractere
de G41. Além disso, se 5 € um caractere qualquer de G, 1, a sua retricdo a G, também € um
caractere em (7., entdo o processo de extensdo produz todos os caracteres de (., 1. Isto completa

a prova. [

5.5 O GRUPO DE CARACTERES

Definicao 5.8. Nesta se¢do GG ¢ um grupo abeliano de ordem n. O caractere principal é denotado
por fi = 1. Os outros caracteres, denotados por fs, ..., f,, sio chamados caracteres nio-

principais. Eles tém a propriedade de que f(a) # 1 para algum a € G.

Teorema 5.9. Se a multiplicacdo de caracteres € definida pela relagao

(fifi)(a) = fi(a)f;(a)

para cada a em G, entdo o conjunto de caracteres de GG forma um grupo abeliano de ordem n.

Denotamos este grupo por GG. O elemento identidade de GG € o caractere principal f;. O inverso

Demonstragdo. Basta verificar os postulados de grupo.

Observacao. Para cada caractere f temos |f(a)| = 1. Dai o reciproco 1/f(a) € igual ao
conjugado complexo f(a). Assim, a fungio f definida por f(a) = f(a) também é um caractere
de G. Além disso, temos .
fla) = — = f(a™!
(@) = 5 = ™)

paratodo a € G.
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5.6 RELACAO DE ORTOGONALIDADE PARA CARACTERES

Observacao. Denotamos por A = [a;]7;_; = A(G) a matriz cujos elementos a;; na linha i e

coluna j sao
ai; = fi(a;)
Vamos provar que a matriz A tem uma inversa e entdo usar este fato para deduzir as chamadas

relacdes de ortogonalidade para caracteres. NOs primeiro determinaremos a soma das entradas

em cada linha de A.

Teorema 5.10. A soma das entradas na ¢-ésima linha de A é dada por

Zfi(@r) =

Demonstracdo. Vamos denotar por S a soma em questdo. Se f; = f; cada termo da soma € 1

n se f; éo caractere principal (i = 1),

0 caso contrario.

e S =n.Se f; # fi existe um elemento b em G para o qual f;(b) # 1. Quando a, percorre os

elementos de G 0 mesmo acontece com o produto ba,.. Dai
S=>"filba,) = fi(b) Y fila,) = f;(b)S.
r=1 r=1

Portanto S(1 — f;(b)) = 0. Como f;(b) # 1 segue que S = 0. O
Teorema 5.11. Seja A* o conjugado transposto da matriz A. Temos
AA* =nl,

onde I é a matriz identidade n x n. Portanto n=' A* é o inverso de A.

Demonstragdo. Seja B = AA*. A entrada b;; é dada por

n n

b= fila) fila,) =D (fifi)ar) =Y fular),

r=1 r=1
onde fi, = fif; = fi/f;. Observe que f;/f; = fi se, e somente se, i = j. Daf, pelo Teorema
5.10 temos
n  sei=j,
0 sei#j

Em outras palavras, B = nl. [

bij -

Agora vamos usar o fato que uma matriz comuta com seu inverso para demonstrar relag@o

de ortonogonalidade para caracteres.

Teorema 5.12. Relacao de ortogonalidade para caracteres.

> folai) folay) = nose = (5.2)
r=1

0 seai#aj
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Demonstracdo. A relagdo AA* = nl implica A*A = nl. Mas o elemento na ¢-ésima linha e
j-€ésima coluna de A*A € a soma a esquerda de (5.2). Isto completa a prova. U

Observacido. Como f,.(a;) = f.(a;)~! = f.(a; '), o termo geral da soma em (5.2) é igual a

fr(a; ) f(a;) = f.(a; ' a;). Portanto a relagdo de ortogonalidade pode ser expressa como segue:
n
n se a; = a,
-1 ) R
Z fr(a; aj) =
r=1 0 S€ a; 7& Qj.
Quando a; é a identidade obtemos:
Corolario 5.1. A soma das entradas na j-ésima coluna de A é dada por

i n se a; =e,
> flay) = (5.3)
r=1

0 caso contrario.

5.7 CARACTERES DE DIRICHLET

Nas sec¢0Oes anteriores tratamos de caracteres de um grupo G abeliano finito arbitrario.
Agora denotaremos GG como o grupo de classes reduzidas de residuos médulo um inteiro positivo
fixo k. Primeiro provamos que essas classes de residuos formam um grupo se a multiplicacdo é

definida adequadamente.

Definicao 5.9. Um sistema reduzido de residuos médulo & é um conjunto de ¢(k) inteiros
{ai,..., ayr)} incongruentes médulo &, e cada um relativamente primo a k. Para cada inteiro a

a classe residual correspondente @ é o conjunto de todos os inteiros congruentes a ¢ mod k:
a={r:x=a (modk)}
a multiplicacdo de classes residuais € definida como

— ab (5.4)

S

G -
Ou seja, o produto de duas classes de residuos a e b € a classe de residuos do produto ab.

Teorema 5.13. Com a multiplicacdo definida por (5.4), o conjunto de classes reduzidas de
residuos médulo & é um grupo abeliano finito de ordem (k). A identidade é a classe de residuos

1. O inverso de d é a classe de residuos b onde ab = 1 (mod k).

Demonstragdo. A propriedade de fechamento é automaticamente satisfeita devido a forma como
a multiplicacdo de classes de residuos foi definida. A classe 1 é claramente o elemento de
identidade. Se (a, k) = 1 existe um tinico b tal que ab = 1 (mod k). Portanto, o inverso de @ & b.
Finalmente, fica claro que o grupo é abeliano e que sua ordem € (&), onde usamos propriedades

de congruéncia a vontade. [
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Definicao 5.10. Seja G o grupo de classes reduzidas de residuos médulo k. Correspondendo a

cada caractere f de G definimos uma funcéo aritmética x = Xy como segue:

x(n) = f(n) se (n,k) =1,
x(n)=0  se(nk)>1.

A fungdo x é chamada de caractere de Dirichlet médulo k. O caractere principal € o que tem as

propriedades

Teorema 5.14. Existem (k) caracteres de Dirichlet distintos médulo &, cada um deles comple-

tamente multiplicativo e periédico com periodo k. Ou seja, nds temos

x(mn) = x(m)x(n) paratodo m,n (5.5)

x(n+k)=x(n) paratodo n.

Reciprocamente, se y é completamente multiplicativa e periédica com periodo k, e se x(n) = 0

quando (n, k) > 1, entdo y é um dos caracteres de Dirichlet mod k.

Demonstragcdo. Existem (k) caracteres f para o grupo G de classes reduzidas de residuos
modulo k, e consequentemente ¢ (k) caracteres x ; médulo k. A propriedade multiplicativa (5.5)
de xs vem de f quando m e n sdo relativamente primos a k. Se m ou n ndo € relativamente
primo a k, entdo mn também nao &, portanto, ambos os membros de (5.5) sdo zero.

A propriedade de periodicidade decorre do fato de que x(n) = f(n) e que a = b (mod k)
implica (a, k) = (b, k). Para provar a reciproca notamos que a func¢do f definida no grupo GG
pela equagao

f(a) =x(n)  (nk) =1

€ um caractere de (7, entdao x é um caractere de Dirichlet mod k. L]
Exemplo 5.3. Quando £ = 1 ou k = 2 entdo ¢(k) = 1 e o tnico caractere de Dirichlet é o

caractere principal y;. Para k > 3, existem ao menos dois caracteres de Dirichlet, pois p(k) > 2.

As seguintes tabelas mostram os caracteres de Dirichlet para k = 3,4 e 5.
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n 1 2 3 45

xi(n) 1 1 1 1 0

no1 23 n 1 2 3 4 ¥an) 1 -1 —1 1 0

um 110 ) 1.0 10 B 1 i =i =10

Zan) 1 =10 x2n) 10 -1 0 Xaln) 1 —i i -1 0
k=3 0k =2 k=4 0k =2 k=25, 0k) =4

Figura 3 — Tabelas de caracteres para k = 3,4 e 5 - Fonte: (APOSTOL, 1976)

Para preenché-las usamos o fato que x(n)¥*) = 1 sempre que (n, k) = 1, entdo x(n) é
uma ¢(k)-ésima raiz da unidade. Também notamos que se x é um caractere mod k, y também é.
Com isto preenchemos a tabela para k = 3 e k = 4.

Quando k£ = 5, p(5) = 4, entdo os possiveis valores para x(n) sdo +1 e +i quando
(n,5) = 1. Também, x(2)x(3) = x(6) = x(1) = 1 entdo x(2) e x(3) sdo inversos. Como
x(4) = x(2)?, conseguimos preencher a tabela para k = 5.

Para checar se a tabela esta correta, podemos usar o Teorema 5.10 e o Coroldrio 5.1 que
nos dizem que a soma das linhas e colunas € sempre igual a 0, exceto a primeira linha e primeira

coluna.

Teorema 5.15. Sejam X1, . .., Xp(x) 0S @(k) caracteres de Dirichlet médulo k. Sejam m e n dois

inteiros, com (n, k) = 1. Entdo temos

1l o(k) sem=n (mod k),

)
Xr(m)x,(n) =
—1 0 sem #Zn (mod k).
Demonstragdo. Se (m, k) = 1tome a; = n e a; = m no Teorema 5.12 e observe que m = n
se, e somente se, m = n (mod k). Se (m, k) > 1 cada termo na soma desaparece e m # n
(mod k). O
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6 Teorema de Dirichlet para primos em progressoes aritméticas

Teorema 6.1 (Teorema de Dirichlet para Primos em Progressdes Aritméticas). Se mdc(a, m) =

1, existem infinitos primos na progressao aritmética
{a+nm|n>1}={a+m,a+2m,a+3m,...}.

Neste capitulo iremos apresentar ideias da prova do teorema acima. Para isso precisamos

de alguns resultados.

6.1 PRODUTO DE EULER

Teorema 6.2 (Produto de Euler). Seja f : N — C uma funcgfo aritmética completamente

multiplicativa tal que )~ | f(n) converge absolutamente, entdo

> 1
2 1m =11 7=

p primo

Demonstragcdo. Seja p um nimero primo. Note que

ST <D 1F ()] < 4o
k=0 neN
Logo, para cada p primo, > ., f(p") converge absolutamente. Como f é completamente
multiplicativa, devemos ter | f(p)| < 1, pois se fosse maior ou igual a 1, divergiria por comparagio

com a série Y | 1 = 4o00. Assim,

f(").

00 00
k=0

1 .
=70 => fp)F=

k=0

Pela convergéncia absoluta e pelo Teorema Fundamental da Aritmética,

1 Lk -
H 1——f(p): H (;f(p ))ZX;J[(”)

p primo p primo

Proposicao 6.1. Lembre que a Funcao Zeta de Riemann ¢ uma funcio de varidvel complexa

definida como
x

1 1 1 1
C(s) = _1$—F+§+§+....

Vamos assumir que ela é absolutamente convergente para Re(s) > 1. Pelo teorema anterior,

oEE I ()

p primo

temos

1
Proposico 6.2. ((s) = 1t O(1),paras > 1,s € R
S j—
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1

Demonstragdo. Seja f(x) = —, f é decrescente paras > lex > 0.Sejas > len <x < n+1.
mS

Assim, f(n+1) < f(z) < f(n). Logo,

1 1 1 n+1 1 n+1 1 n+1 1
§—§—:>/ dxg/ —§/ —dx
(n+1)* = 2% — n* n  (n+1)s N n o ne

1 n+1 1

n
- ”“1 1
Zln+1 Z/ —d:c<n1§

o 1 . a 1 . x5t e a5t 1
Observe que | Edw = limy 00 Edm = lllma—m 1L = lim,_ oo S{; =
15> 1. Com isso temos ((s) — 1 < p— < ((s) o que implica ((s) = 1 + 0(1),
s — s — s —
s> 1. [
.. A(n)n=*
Proposicd0 6.3. > -, Tlogn =log((s),s >1
Demonstragdo.
; logn ; ; logp
DI
p k>1 Ing
>(x —“"S)’“)
k
D k>1
=> log((1—p™)™
p
=log (H(l - p‘s)‘1> = log ((s).
p
K
Onde usamos que log(1 — 2)~' =>"72 e 2] < 1. O

Lema 6.1. Se 0 < x < 1/2 entdo —log(1 — z) < = + z?

Demonstragdo. Defina f[0,1) — R como f(z) = x + z* + log(1 — z), observe que f(0) = 0,

fl(x) =1422— N e f'(x) > 0em (0,1/2). Logo, f é crescente em (0, 1/2) e dai f(z) > 0
-z

em (0,1/2), o que implica que = + z? > —log(1 — ).

1

Teorema 6.3. 3 .  — = +oo.
p
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Demonstragcdo. Vamos provar que esta série diverge comparando com a funcao (. Pela Proposi¢ado
6.2,

() = + o) = L= O
_1+ Ofs — 1) = O(li (quando s — 17).

s—1 s —

log ((s) = log (fi—li) — log (S%J +log(O(1))

Pela Proposicao 6.3,

Dai,

s 5) = S 3 L ZP‘”ZZP

p k>1 p k>2

Assim,

log (s Z +0(1

Com isso conseguimos uma cota inferior, agora vamos trabalhar para encontrar uma cota superior.

Pelo lema acima, temos que

log{(s) = — ) _ log (1 — —)

pprlmo
DIETDIE
pr1m0 prlmo
DI Z mr
pprlmo
1 7
< Z Z D Dl
pprlmo pprlmo
o 1 7’ : . L
Onde usamos o fato de que ((2) = > 7, — = 5 Lembre que jd usamos isto no inicio do
n
Capitulo 3.6. Assim provamos que
1 1 7
Y = <loglls) < > —+— (6.1)
~ p* ~ p* 6
p primo p primo

Tomando s — 17, observe que ((s) se aproxima da série harmdnica, ou seja, diverge. Por
conseguinte, lim, 1+ log ((s) também diverge. Dessa forma, usando as desigualdades (6.1)

acima, temos

p primo

pelo critério de comparagao.
]
Com isso grosseiramente podemos dizer que os nimeros primos sao mais densos nos
naturais do que os quadrados perfeitos, no sentido de que a série dos reciprocos dos quadrados
perfeitos convergem (((2) = >_1/n* = 7%/6) enquanto a série dos reciprocos dos primos

diverge.
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6.2 L-SERIES DE DIRICHLET

Denotamos as L-séries de Dirichlet por

L(s,x):iX(n),s> 1

nS

n=1

Como os caracteres de Dirichlet sdo completamente multiplicativos, suas somas também tém

uma representacao em produto de Euler 6.2.

L(s,x) = i Xg) =11 < —~ M)_l (6.2)

s
n=1 p primo p

Observe que utilizando y como o caractere principal (f(n) = 1V n) teriamos a fung@o ¢, logo
isto € uma generalizacdo da funcdo zeta de Riemann.

As proximas proposi¢des sao necessdrias para a prova do Teorema de Dirichlet.

Proposicdo 6.4. lim, 1+ L(s, y1) = +00

Demonstragdo. Por (6.2) temos

L(sxa) = xln(zl) 1 <1 ~ Xl(p))l

lembre que x1(p) = 0 se mde(p,m) > 1 e x1(p) = 1 se mdc(p, m)

= 1. Logo, o fator do
produto € igual a 1 se, e somente se, p|m, pois terfamos (1 — x1(p)/p*) ' = (1 —0/p*)~ ' = 1.

o IL(2)

P primo
ptm

Assim, temos

1\
Note que todos fatores sdo maiores que 1 e ((s) =[], (1 — —) , donde segue que L(s, x1) <
pS

((s) por uma quantidade pequena, pois a quantidade de primos p que dividem m € finita, logo
eles ndo contribuem significativamente para a divergéncia.

Dessa forma, como lim,_,;+ ((s) = +o00, segue que lim,_,1+ L(s, x1) = +00. O

Lema 6.2. Se A, = Y ,_, a; é limitada, i.e., |A,| < ¢, para todo n € N, entdo a série

> | lan|n® converge para s > 0.

. . 1 € )
Demonstragdo. Fixe § > 0. Dado € > 0, existe n € N tal que — < P para todo n > n. Assim,
n c
para s > J, temos

< <Z Vn>
— < —=< =, Vn>ng
—nd 4 =
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Dados M > N > ng, temos:

M M M M
ap Ap — Apr Ay, Ap1
D D DI D D vl
k=N k=N k=N k=N
Iy N A
k=N ’ k=N-1 (k+1)°
_Aw (@_ Ay )  Ano
Ms = s (k + 1)3 N
Assim,
M M—
Z% AM—l—Zlﬁ— Ay +AN+1
ks| — | Ms ks (k+1)s Ns
K=N K=N
M-1
c 1 1 c
< s DA - R
M = k (k+1) N
< n c c n c
- Ms Ns Ms Ns
2c <9 € € <
= — C— = — .
Ns 4c 2
Portanto, dado € > 0, existe ny € N tal que, se M > N > ng entdao
lzy — xn| < e,
comz, =Yy ,_, %. Logo, pelo teste de Cauchy, segue o resultado. [

Proposicio 6.5. Se x # x1 = L(s, x) é continua para s > 0.

Demonstracdo. Dado x # x1 e n € N, podemos dividir NV por ¢, de modo que N = qgm + r,

comm,r € Ze(O <r <q.Assim,

N r r q—1
ST x| =3 xm)| < Sl < 3 1xm)] = ¢(a). que ndo depende de N.
n=1 n=1 n=1 n=1
E o resultado segue pelo lema acima. 0

Apenas enunciaremos a proxima proposicdo, pois seria necessario apresentar muitas
outras definicdes e proposi¢des para demonstrar, mas € interessante falar que a ideia de Dirichlet
foi provar para caracteres complexos e reais separadamente. Para caracteres complexos € possivel
provar por contradi¢do, e para caracteres reais podemos usar somatério ao longo de hipérboles.

O leitor interessado pode procurar uma prova detalhada em (LI, 2012).

Proposicao 6.6. Se x # x1 = L(1,x) # 0.
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6.3 PROVA DO TEOREMA

Teorema 6.4 (Teorema de Dirichlet para primos em progressdes aritméticas). Se a e ¢ s@o
inteiros positivos relativamente primos, entdo existe uma infinidade de primos da forma a + ¢k,
comk € Z.

Demonstragdo. Sejan € Z, denotaremos C,, = {n + ¢gm | m > 0}. Basta mostrar que existem
infinitos primos em C,. Sejam X1, X2, - - ., X(q) caracteres em I,, onde I, € o conjunto dos

cardteres mod g. Dado i € {1,...,¢(q)}, temos

Xz

log L(s, x:) (6.3)

€6 9

onde “p” no somatdrio indica todo p primo. Observe que

) ; > 1
S2-EE R (wxr;)

Agora, denote » = f(s,n) para facilitar a notagdo. Assim,

eCn s
PE=m

neN

X _ 3t

Substituindo em (6.3),
log L(s, x:) = ZXZ (s,n) +0(1)

neN

1

Seja a~! o inverso de a (mod ¢). Vamos multiplicar ambos os lados da igualdade por y;(a™') e

soma-los:

b(a)
Z( " log L(s, x;) ZZ)@CL n)f(s,n) + O(1).

neN =1

Sabemos que er]q x(t) = ¢(q) se t = 1 e 0 caso contrdrio, assim, temos

xi(a™)log L(s, x1) + Y _ log L(s, x) = ¢(q) f (s,a) + O(1).

Agora, observe que lim,_,;+ L(s, x1) = +0oe > yer, log L(s, x) < 400, o que implica
X#X1

lim f(s,a) = +o0

s—1t
para a igualdade ser verdadeira. Ou seja, a série
1
Z - = f(L CZ)
p€Ca p

diverge, o que implica que hd infinitos primos da forma a + qm. [
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7 Funcoes Aritméticas Periddicas e Somas de Gauss

7.1 FUNCOES PERIODICAS MODULO k

Definicao 7.1. Seja k£ um inteiro positivo. Uma fun¢@o aritmética f € dita periédica com periodo

k (ou periddica médulo k) quando

fn+k) = f(n)
para todo inteiro n. O menor periodo de f é chamado periodo fundamental.
Exemplo 7.1. A fun¢do maximo divisor comum é periédica médulo & ja que (n+k, k) = (n, k).

Exemplo 7.2. A fungio f(n) = ¢*™"/* também é periédica médulo k. O nimero e2™™/* &
uma k-ésima raiz da unidade e f(n) é a sua n-ésima poténcia. Qualquer combinagdo linear

destas fun¢des, digamos

Z C(m)€27rimn/k

m

também é periédica mod k para cada escolha de coeficientes c(m) € C.

Teorema 7.1. Para k£ > 1 fixo seja

k—1
g(n) _ 627rimn/k:.
m=0
Entao
0 sektn,
g9(n) =
k  se kn.

Demonstra¢do. Como g(n) é soma dos termos em uma progressao geométrica

k—1
g(n) = Z o
m=0
onde z = 2™/ temos
k
-1
if x#1,
gn)=q -
k if x=1.
Mas 2 = 1, e © = 1 se e somente se k|n, entdo o teorema esta provado. O]

7.2 EXISTENCIA DE SERIE DE FOURIER FINITA PARA FUNCOES ARITMETICAS
PERIODICAS

Usaremos o polindmio de Lagrange para mostrar que toda funcao aritmética periddica

tem uma expansao de Fourier finita.
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Teorema 7.2 (Teorema de interpolagdo de Lagrange). Sejam 2o, . .., 2x_1 k nimeros complexos
distintos, e sejam wg, w1, . . ., wWi_1 k nimeros complexos distintos ou ndo. Existe um tnico

polindmio P(z) de grau < k — 1 tal que
P(zp) = wy, param=0,1,... k—1

Demonstragdo. Construimos o polindmio P(z), chamado o polindmio interpolador de Lagrange

como segue. Seja
Az)=(z—20)(z —21) (2 — 2zk_1)

e seja

A(z)

Z— Zm

Am(z) =

Entdo A,,(z) é um polindmio de grau k — 1 com as seguintes propriedades:
A (zm) #0, An(z)=0if j #m

Dai A,,(2)/Am(zm) é um polindmio de grau k — 1 que se anula para cada z; com j # m

e tem valor 1 em z,,. Portanto a combinag¢ao linear

k—1
An(2)
P(z) = m————
(2)= D wn g3
m=0
¢ um polindmio de grau < k — 1 com P(z;) = w; para cada j. Se existisse outro polindmio ()(z)
da mesma forma, a diferenca P(z) — (J(z) se anularia em k pontos distintos, dai P(z) = Q(z)

desde que ambos os polindmios tém grau < k — 1.

Definimos os ndmeros 2y, . . ., 2x_1 como as k-ésimas raizes da unidade e obtemos:
Teorema 7.3. Dados k£ ndmeros complexos wy, . . . , Wx_1, existem k nimeros complexos tnicos
ag, a1, . .., a1 tais que

k—1
Wy = Y @™ (7.1)
n=0
param = 0,1,...,k — 1. Ademais, os coeficientes a,, sdo dados pela férmula
=
= —2mimn/k =0,1,2 k—1 7.2
an—% W€ paran=0,1,2,... . k—1. (7.2)
m=0
Demonstracdo. Seja z, = e>™™/* Qs nimeros z, 21, . . ., z,_1 sao distintos, entdo existe um
polindmio de Lagrange tnico
k—1
P(z) =) a,z2"
n=0
tal que P(z,,) = w,, paracadam = 0,1,2, ...,k — 1. Isto mostra que existem a,, unicamente

determinados satisfazendo (7.1). Para deduzir a férmula (7.2) multiplicamos ambos os lados de
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(7.1) por e~ 2™/k onde m e r sdo inteiros ndo negativos menores que k, € somamos em 7 para

obter
k—1 k—1 k—1
E wme—mer/k _ E a, E eQTrz(n—r)m/k'
m=0 n=0 m=0

Pelo Teorema 7.1, a soma em m é 0 a ndo ser que k|(n —r). Mas |n —r| < k— 1 entdo k|(n—1)
se, e somente se, n = r. Portanto o Unico termo ndo nulo na direita ocorre quando n = r e

achamos
k—1
Z wme—Qm'mr/k = ka,.
m=0
Esta equacdo nos dé (7.2). [

Teorema 7.4. Seja f uma fungdo aritmética periddica médulo k. Entdo existe uma funcio

aritmética g inicamente determinada e periddica modulo £ tal que

o
—

f(m) _ g(n>€2m'mn/k'
n=0
e g é dado pela formula
k—1
1 —2mimn
gln) = 3 3 flmpe 2,
m=0
Demonstracdo. Seja w,, = f(m) param = 0,1,...,k — 1 e aplique o Teorema 7.3 para
determinar os nimeros ag, a1, ..., ax_1. Defina a fungdo g pelas relagdes g(m) = a,, para
m=0,1,2,...,k — 1 eamplie a definicdo de g(m) para todos os inteiros m por periodicidade
mod k. Dai f estd relacionado com g pelas equacdes no teorema. 0

Observacao. Como f e g sdo periddicas, reescrevemos o Teorema 7.4 como segue:

fm)y="Y_ g(m)e*rmm/* (7.3)
n mod k
€
1 .
gn) =2 > flm)e it (7.4)
m mod k

Em cada caso a soma pode ser estendida sobre qualquer sistema completo de residuos médulo k.
A soma em (7.3) é chamada expansao finita de Fourier de f e os nimeros g(n) sdo chamados

coeficientes de Fourier de f.

7.3 SOMAS DE RAMANUIJAN E GENERALIZACOES

Teorema 7.5. Seja 1 a fungdo 1 de Mobius. Entdo 1(n) é a soma das n-ésimas raizes primitivas

da unidade.
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Demonstragdo.
n

Z 27rzk/n _ Z Z 27rz'k/n

(kk:)1 k=1 d|(n,k)
,n

onde usamos o Teorema 2.1. Lembre que a soma das n raizes da unidade é sempre igual a 0 e

vamos rearranjar os somatorios

Z Z 27rik/n _ Z,U f 2midj/n
k=1 d|(n,k) dln =1

Repare que este ultimo somatoério € igual a 0 em toda parte, a ndo ser quando d = n. Assim

provamos que
n

Z e?ﬂik/n _ H(”)

k
(kmn)=1

Agora vamos generalizar este resultado.

Definicdo 7.2. Seja n um inteiro positivo fixo e considere a soma das n-ésimas poténcias das

k-ésimas raizes da unidade primitivas. Esta soma € conhecida como soma de Ramanujan e é

2 627rimn/k

m mod k
(k,m)=1

denotada por cx(n) :

Provamos no teorema anterior que essa soma ¢ igual a p(k) quando n = 1.

pk) = ci(1).

Teorema 7.6. Seja sp(n) = >, 1 f(d)g(k/d). Entdo si(n) tem a expansdo em série de

Fourier
sk(n) = Z ag(m)erimn/k (7.5)
m mod k
onde p
ax(m) = d(Zk)g<d>f<k/d>E. (7.6)

Demonstragcdo. Pelo Teorema 7.4 os coeficientes ay(m) sdo dados por

a, (m) :% Z 8k<n)6—27rmm/k
n mod k
k
=2 S F(d)g (/e
n=1 djn

Escrevemos n = cd, note que para cada d fixado, o indice ¢ vai de 1 até k/d e obtemos

k/d

Zf k/d Z 727ricdm/k.
c=1

d|k
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Substituimos d por k/d na soma a direita e obtemos
1 d
ax(m) = = 3 flk/d)gld) Y e,
dlk c=1
Pelo Teorema 7.1, a soma em ¢ é 0 a ndo ser que d|m, e nesse caso a soma vale d. Por isso
1
axl(m) = = 3 (k/d)g(d)d

d|k
dlm

]
Teorema 7.7. Temos
eln) = S du(k/d).
d|(n,k)
Demonstracdo. Tomando f(k) = k e g(k) = pu(k) no teorema anterior nos déd
ST du(k/d) = 3 an(m)erimit
d|(n,k) m mod k
onde
1 1 se (m,k)=1,
= d = —_— pu—
d|(m,k) )
Portanto
> du(k/d)= > mE = cy(n).
d|(n,k) e rr]g;(i b
]

7.4  PROPRIEDADES MULTIPLICATIVAS DE s (n)

Lema 7.1. (a,b) denota o mdc(a,b). Temos que

(ah, bk) = (o, B) (A, %) ((a?b) ’ (ffk)) <<al,7b> ’ (h?k)) |

Em particular isso mostra que (ah, bk) = (a, k)(b, h) sempre que (a,b) = (h, k) = 1.

Demonstragdo. Vamos utilizar livremente que (n,m) = ¢ <= (n/g,m/g) = 1. Seja
a; = a/(a,b),by =b/(a,b),hy = h/(h, k), ki = k/(h, k). Temos

o  k b h
@) = @000 () (o o)
e (alhl,blkl) = (al,kl)(bl,hl)

— < aq hl bl kl ) —1
(al, kl) (blyhl)’ (bb hl) (ab kl) '
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Agora defina o = (ay,k1),7 = (bl}f—;“),ﬂ = G0 = (af’%l). Temos que («,0) = 1l e

(7, ) = 1. Além disso, note que

para algum d; e algum ds, entdo segue que («, 5) = 1 e analogamente (v, d) = 1. Isso significa

que oy e 59 ndo podem compartilhar divisores positivos além de 1, isto é (avy, 0) = 1. ]

Teorema 7.8. Seja

= Y fd)g(k/d)

d|(n,k)

onde f e g sdo multiplicativas. Entdao temos
Smr(ab) = sy, (a)sg(b) sempre que (a,k) = (b,m) = 1. (7.7)

Em particular, temos
sm(ab) = sp(a) se (b,m) =1, (7.8)

Smr(a) = sm(a)g(k) se (a, k) =1. (7.9)

Demonstragdo. Pelo lema anterior, as relagdes (a, k) = (b,m) = 1 implicam
(ab, km) = (a,m)(k, b)
com (a,m) e (b, k) coprimos. Portanto

smi(ab) = Y f(d)g(mk/d) =Y f(d)g(mk/d).

d|(mk,ab) d|(a,m)(b,k)

Escrevendo d = d;d, na tltima soma nos da

smrlad) = Y3 fldidz)g (ZZ;)

di|(a,m) da2|(b,k)

= > fld)g(m/di) Y fda)g(k/da) = sy (a)sk(b).

dil(a,m) da|(b,k)

Isso prova (7.7). Tomando k£ = 1 em (7.7) nos da
Sm(ab) = sy, (a)s1(b) = sp(a)
desde que s1(b) = f(1)g(1) = 1. Assim provamos (7.8). Tomando b = 1 em (7.7):
Smk(a) = sm(a)sk(1) = sm(a)g(k)

desde que sx(1) = f(1)g(k) = g(k). Com isso provamos (7.9). O
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7.5 SOMAS DE GAUSS ASSOCIADAS A CARACTERES DE DIRICHLET

Definicao 7.3. Para qualquer caractere de Dirichlet y mod k£ a soma

k
G(n,x) =Y _ x(m)e*mm/k

=1

¢ chamada a Soma de Gauss associada a y. Se x € x1, o caractere principal mod k, temos
x1(m) = 1se (m,k) = 1e x1(m) = 0 caso contrério. Neste caso a soma de Gauss se reduz a

soma de Ramanujan:
k

Glnoxa) = Y ™™ =c(n).

m=1
(m)k)zl

Assim, as somas de Gauss G(n, x) podem ser consideradas como generaliza¢des da soma de

Ramanujan. Passamos agora a um estudo detalhado de suas propriedades.

Teorema 7.9. Se y é qualquer caractere de Dirichlet mod £ entdo
G(n,x) = X()G(1,X)  sempre que (n, k) = 1.

Demonstragdo. Quando (n, k) = 1 os nimeros nr percorrem um sistema completo de residuos

mod k com r. Além disso, |x(n)|? = x(n)x(n) = 1 entdo

X(r) = x(n)x(n)x(r) = x(n)x(nr)

Portanto a soma definindo G/(n, x) pode ser escrita como segue:

G(n,x): Z X(T)GZWinr/k:X(n) Z X(nr)€27rim“/k

r mod k r mod k

=x(n) Y x(m)e™* =x(n)G(1,x).

m mod k

Isto prova o teorema. [
Definicio 7.4. A soma de Gauss G(n, ) é dita separavel se
G(n,x) = X(n)G(1,x) (7.10)

O Teorema 7.9 nos disse que G(n, x) é separdvel sempre que n é relativamente primo ao médulo

k. Para o restante temos o seguinte teorema:

Teorema 7.10. Se x é um caractere de Dirichlet mod & a soma de Gauss G(n, x) é separdvel

para todo n se, e somente se
G(n,x) =0 sempre que (n,k) > 1

Demonstragdo. A separabilidade é sempre vilida se (n, k) = 1. Se (n, k) > 1 temos x(n) =0

entdo a equagdo (7.10) é vdlida se e somente se G(n, x) = 0.
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Teorema 7.11. Se GG(n, x) é separdvel para todo n entdo
G(L ) = k. (7.11)

Demonstragdo.

IG(1,%)]? =G(1,x)G(1,x) = G(1,%) Z T (m)e=2mim/k

m=1
k k
_ Z G(m, X>ef2m'm/k _ Z Z X<7,)e27rimr/k€727rim/k
m=1 m=1 r=1
k k
:ZX(T> Z e27r2'm(r—1)/k _ kX( ) — k.

Desde que a tltima soma sobre m € uma soma geométrica que se anula em todo ponto menos

emr = 1.

7.6 CARACTERES DE DIRICHLET COM SOMAS DE GAUSS NAO NULAS

Para cada caractere x mod k vimos que G(n, x) € separavel se (n, k) = 1, e que a separabili-
dade de G((n, x) € equivalente a G(n, x) ser nula para (n,k) > 1. Agora descrevemos outras
propriedades desses caracteres, tais que G(n, x) = 0 sempre que (n, k) > 1. Na verdade, é mais
simples estudar o conjunto complementar. O proximo teorema dd uma condi¢@o necessdria para

que G(n, x) seja diferente de zero para (n, k) > 1.

Teorema 7.12. Seja y um caractere de Dirichlet mod k e assuma que G(n, x) # 0 para algum n

satisfazendo (n, k) > 1. Entdo existe um divisor préprio d de k, de tal modo que
x(a) =1 sempre que (a,k) =1ea=1 (mod d) (7.12)

Demonstracdo. Para o n dado, seja ¢ = (n, k) e seja d = k/q. Entdo d|k e, ja que ¢ > 1,
temos d < k. Escolha qualquer a satisfazendo (a,k) = 1ea =1 (mod d). Vamos provar que
x(a) = L.

Como (a, k) = 1, na soma definindo G (n, x) podemos substituir o indice m da soma por

am € encontramos

G(n,x) = Z X (m)e2rinm/k — Z Y (am)e2rinam/k

m mod k m mod k

= x(a) 3 x(m)mnem

m mod k

Como a =1 (mod d) e d = k/q podemos escrever a = 1 + (bk/q) para algum inteiro b, e

temos

kq k q k

anm nm(%—i—l) nmkb nm nmb nm
k

— =
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Como (n, k) = g, g|n, entdo

nmb nm nm

g ko

q —+ T (HlOd 1)

Dai e?minam/k — g2minm/k e 3 soma para G(n, ) torna-se

G(n,x) =x(a) > x(m)e™™™* = x(a)G(n, ).

m mod k

Como G(n, x) # 0, isto implica x(a) = 1, como afirmado. O

7.7 MODULO INDUZIDO E CARACTERES PRIMITIVOS

Definicdo 7.5. Seja x um caractere de Dirichlet mod £ e seja d qualquer divisor positivo de k. O

nimero d é chamado de médulo induzido para yx se tivermos
x(a) =1 sempreque (a,k) =1ea=1 (mod d) (7.13)

Em outras palavras, d € um médulo induzido se o caractere x mod &k age como um caractere mod
d nos representantes da classe de restos 1 mod d que sdo relativamente primos a k. Observe que

o proprio k é sempre um médulo induzido para -

Teorema 7.13. Seja y um caractere de Dirichlet mod k. Entdo 1 € um médulo induzido para x

se, € somente se, Y = X1.

Demonstragdo. Se x = x1 entdo x(a) = 1 para todo a relativamente primo a k. Mas como todo
a satisfaz a = 1 (mod 1), o nimero 1 é um médulo induzido.
Por outro lado, se 1 é um médulo induzido, entdo x(a) = 1 sempre que (a, k) = 1, entdo y = x1

ja que  se anula nos nimeros nao relativamente primos a k. [

Definicdo 7.6. Um caractere de Dirichlet y mod £ € dito primitivo mod % se ndo possui médulo
induzido d < k. Em outras palavras, y € primitivo mod £ se, e somente se, para todo divisor d
de k,0 < d < k, existe um inteiro a = 1 (mod d), (a,k) = 1, tal que x(a) # 1.

Se k > 1 o caractere principal x; ndo € primitivo, pois tem 1 como mdédulo induzido. A seguir

mostramos que se o0 modulo € primo todo caractere nao principal € primitivo.
Teorema 7.14. Todo caractere nao-principal y médulo um primo p € um caractere primitivo
mod p.

Demonstragdo. Os Unicos divisores de p sdo 1 e p, entdo estes sdo os Unicos candidatos a
modulos induzidos. Mas se xy # x; o divisor 1 ndo é um moédulo induzido, entdo y nido tem

moédulo induzido < p. Portanto, y € primitivo.

Agora podemos reafirmar os resultados dos Teoremas 7.10 a 7.12 na terminologia de

caracteres primitivos

Teorema 7.15. Seja y um caractere de Dirichlet mod & primitivo. Entdo nés temos:
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a) G(n,x) = 0 para todo n com (n, k) > 1.
b) G(n,x) € separavel para todo n.
) |G(L, x> = k.

Demonstragdo. Se G(n,x) # 0 para algum n com (n, k) > 1 entdo o Teorema 7.12 mostra que
x tem um médulo induzido d < k, assim y ndo pode ser primitivo. Isso prova (a). A parte (b)

segue de (a) e do Teorema 7.10. Parte (c) segue da parte (b) e Teorema 7.11.

7.8 PROPRIEDADES DE MODULO INDUZIDO

Teorema 7.16. Seja y um caractere de Dirichlet mod k e suponha d|k, d > 0. Entdo d é um

modulo induzido para x se, e somente se,
x(a) = x(b) sempre que (a,k) = (b,k) =1ea=0b (mod d). (7.14)

Demonstracdo. Se (7.14) é verdadeiro, d € um médulo induzido pois podemos escolher b = 1 e
usar a equacao (7.13). Agora provemos o contrario.

Escolha a e b tal que (a,k) = (b,k) = 1 e a = b (mod d). Vamos mostrar que
x(a) = x(b). Sejaa’ oinverso de a mod k,aa’ =1 (mod k). O inverso existe porque (a, k) = 1.
Agora aa’ = 1 (mod d) desde d|k. Portanto, x(aa’) = 1, pois d é um médulo induzido. Mas

aa’ = ba’ =1 (mod d) porque a = b (mod d), portanto x(aa’) = x(ba’), entdo

Mas z(a’) # 0 ja que z(a)xz(a’) = 1. Cancelando x(a’) encontramos y(a) = x(b), e isso
completa a prova.
A Equacao (7.14) nos diz que x é periédico médulo inteiros relativamente primos a k.

Assim, y age de forma parecida a um caractere modulo d. Para explorar mais essa relacdo vale a

pena considerar alguns exemplos.
Exemplo 7.3. A seguinte tabela descreve um dos caracteres x (mod 9).

n 1 2 34 5 67 8 9
x(n) 1 =1 01 -1 01 —1 0

Note que esta tabela é periédica médulo 3, entdo 3 € um mdédulo induzido para x- Na verdade, x

se comporta como o seguinte caractere 1) modulo 3:

n 1 2 3
Y(n) 1 -1 0

Como x(n) = v(n) para todo n, chamamos y uma extensao de 1. E claro que sempre que  é

uma extensdo de um caractere ¢» médulo d entdo d serd um mdédulo induzido para .
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Exemplo 7.4. Agora examinemos um dos caracteres y médulo 6:

n 12 34 5 6
x(n) 1.0 0 0 —1 0

Neste caso, o nimero 3 é um médulo induzido porque x(n) = 1 paratodon =1 (mod 3) com
(n,6) = 1. (Existe apenas um tal n, a saber, n = 1.)
No entanto, y ndo é uma extensao de nenhum caractere ¢» médulo 3, pois os Unicos caracteres

moédulo 3 sdo o caractere principal 1, dado pela tabela:

n 1 2

e o caractere 1) mostrado no primeiro exemplo. Como x(2) = 0, ndo pode ser extensio de v
nem ;.

O seguinte lema serd util para provar o préximo Teorema.

Lema 7.2. Sejam n,a,d inteiros com (a,d) = 1. Seja m = a + ¢d onde ¢ é o produto

(possivelmente vazio) de todos os primos que dividem n, mas ndo dividem a. Prove que
m=a (modd) e (m,n)=1

Demonstra¢do. Como m = a + qd, por defini¢dio m = a (mod d). Suponha p|n para algum
primo p. Se p|a, por defini¢do p { gd e por linearidade, p 1 m. Se p { a entdo novamente pela
defini¢do p|qd e por linearidade p f m. O que nos dd (m,n) = 1. H

Teorema 7.17. Seja y um caractere de Dirichlet mod k e suponha d|k, d > 0. Entdo as duas

afirmacdes sdo equivalentes:
a) d é um moédulo induzido para .

b) Existe um caractere v» médulo d tal que

x(n) = ¥(n)x1(n) paratodo n, (7.15)

onde y; € o caractere principal médulo k.

Demonstragdo. (<) Supondo b) verdadeiro, escolha n satisfazendo (n,k) = 1,n =1 (mod d).
Entdo x1(n) = 1(n) = 1 e dai x(n) = 1 e portando d é um médulo induzido para .
(=) Suponha (n,d) = 1, pelo lema anterior, existe m com m = n (mod d) e (m,k) = 1.
Defina

¥(n) = x(m)

O nuimero 1(n) estd bem definido porque x toma valores iguais em niimeros que sdo congruentes

modulo d e relativamente primos a k. Observe que, de fato, y € um caractere mod d e temos que
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se (n,k) = 1 entdo (n,d) = 1 e dai )(n) = x(m) para algum m = n (mod d). Portanto, pelo
teorema anterior,
x(n) = x(m) = 1(n) = ¥ (n)xi(n)
desde que x1(n) = 1.
Se (n,k) > 1, entdo x(n) = x1(n) = 0 e ambos os membros de (7.15) sdo 0. Assim,
(7.15) vale para todo n. ]

7.9 O CONDUTOR DE UM CARACTERE

Definicdo 7.7. Seja y um caractere de Dirichlet mod k. O menor médulo induzido d de x é

chamado o condutor de Y.

Teorema 7.18. Todo caractere de Dirichlet y mod k pode ser expresso como um produto

x(n) =¥ (n)xi1(n) paratodo n, (7.16)
onde y; € o caractere principal mod k e v € um caractere primitivo médulo o condutor de .

Demonstracdo. Seja d o condutor de y. Do teorema anterior sabemos que y pode ser expresso
como um produto da forma (7.16), onde ) € um caractere mod d. Agora vamos provar que 1 é
primitivo mod d.

Assumimos que ¥ ndo € primitivo mod d e chegamos a uma contradicao. Se 1) ndo é
primitivo mod d existe um divisor ¢ de d, ¢ < d, que é um mdédulo induzido para ). Vamos
provar que este ¢, que divide k, é também um mddulo induzido para x, contrariando o fato de
que d € o menor médulo induzido para Y.

Escolhan =1 (mod q), (n, k) = 1. Entdo

x(n) =v(n)xi(n) =¢v(n) =1

porque ¢ € um médulo induzido para 1. Portanto, ¢ também € um mddulo induzido para x e isso

¢ uma contradicao. [

7.10 CARACTERES PRIMITIVOS E SOMAS DE GAUSS SEPARAVEIS

Para provar o teorema desta se¢do precisamos de um Lema, que enunciaremos sem prova.

Lema 7.3. Seja S um sistema reduzido de residuos mod k, e seja d > 0 um divisor de k. Entdo

temos as seguintes decomposicdes de .S:

a) S é aunido de p(k)/¢(d) conjuntos disjuntos, cada um dos quais é um sistema reduzido

de residuos mod d.

b) S € a unido de ¢(d) conjuntos disjuntos, cada um dos quais consiste em ¢(k)/p(d)

ndmeros congruentes entre si mod d.
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Teorema 7.19. Seja y um caractere mod k. Entdo y € primitivo mod £ se, e somente se, a soma

de Gauss

Gln,x)= Y x(m)emmn/

m mod k

¢ separdvel para todo n.

Demonstragdo. Se x € primitivo, entdo G(n, x) é separdvel pelo Teorema 7.15. Agora provamos
a reciproca.

Por causa dos Teorema 7.9 e Teorema 7.10 € suficiente provar que se x ndo € primitivo
mod k entdo para algum r satisfazendo (7, k) > 1 teriamos G(r, x) # 0. Suponha, entdo, que x
ndo é primitivo mod k. Isso implica k£ > 1. Entdo x tem um condutor d < k. Sejar = k/d. Entdo
(r,k) > 1 e provaremos que G(r, x) # 0 para este r. Pelo Teorema 7.18 existe um caractere

primitivo ¢ (mod d) tal que x(n) = ¥ (n)x1(n) para todo n. Dessa forma podemos escrever

G0 = 3 wmpalm)e = 30 p(m)etn

m mod k m mod k
(m,k)=1
Tim w(k 2mim/d
= Y v = ELST e,
m mod k So(d) m mod k
(m,k)=1 m,k)=1

Mas G(1,)|* = d pelo Teorema 7.15 (1) ndo € primitivo mod d), dai G(r, x) # 0. Isto finaliza

a prova. [

7.11 A SERIE DE FOURIER FINITA DOS CARACTERES DE DIRICHLET

Como cada caractere de Dirichlet x (mod k) é periédico mod k, ele tem uma expansao

de Fourier

x(m) = Z ag(n)e2mimn/k, (7.17)

n=1

e o Teorema 7.4 nos diz que os coeficientes sdo dados pela féormula

k
1 )
ax(n) = z Z x(m)e~2rimn/k,
m=1
a soma a direita é uma soma de Gauss G(—n, x) entdo temos

1
ag(n) = EG(_H’X) (7.18)

Quando y € primitivo a expansdo de Fourier de (7.17) pode ser expressa como segue:
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Teorema 7.20. A expansio de Fourier finita de um caractere de Dirichlet y (mod k) primitivo

tem a forma

(x) - - —2mimn/k
x(m) = Tk x(n)e2mimn/ (7.19)
onde i
G(1 1 A
T(X) = (\/’EX) = T Z x(m)exmim/k, (7.20)

m=1
E os ndmeros 7 () tém valor absoluto 1.
Demonstra¢do. Como x € primitivo, G(—n,x) = x(n)G(1,x) e (7.18) implica ax(n) =
X(—n)G(1, x)/k. Portanto (7.17) pode ser escrito como

G].,X b _ Timn GLX e — —2mimn
x(m) = OS2 syt - CUN S g ) maminss
n=1 n=1

que é o mesmo que (7.19). Pelo Teorema 7.11, 74 (x) tem valor absoluto 1. O]

7.12 A DESIGUALDADE DE POLYA

Lema 7.4. sint > 2t/rem 0 <t < 7/2.
Demonstragdo. sinx é concava em [0, 7/2] e g(t) = 2t/ é o segmento de reta que vai de (0, 0)

a(m/2,1)

Teorema 7.21 (A desigualdade de Pdlya). Se y € um caractere mod k primitivo entdo para todo

x > 1 temos

< Vklogk. (7.21)

> x(m)

m<x

Demonstracdo. Expressamos x(m) pela sua expansdo em série de Fourier finita, usando o

Teorema anterior.
Tk

\;%() Z )’((n)e_Qﬂim”/k

x(m) =

e somamos para todo m < x para obter

E

-1

Z X(m) _ Tk(X) X(n) Z efZﬂimn/k

m<x

B

n=1 m<x

pois x(k) = 0. Tomando o médulo e multiplicando por vk obtemos

k—1 k—1
VED D x(m)| <D e =N f(n) (7.22)
m<x n=1 |m<zx n=1

onde f(n) =Y, ., e >™m/k observe que

f(k . n) _ Z e—?ﬂ'im(k—n)/k _ Z 627rimn/k _ m

m<x m<x
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entdo | f(k —n)| = |f(n)|. Dai (7.22) pode ser escrito como

VE|S m)| <2 3 |f(n)|+‘f<§) ,

m<z n<k/2

(7.23)

onde o termo | f(k/2)| s6 aparece se k € par. Note que f(n) é uma soma geométrica da forma
S
m=1

onder = |z| ey = e 2™k Aquiy # 1 uma vez que 1 < n < k — 1. Escrevendo z = e~ ™"/k,

temos y = 22 € 2% # 1 pois n < k/2. Portanto

'

f(n):yyr_l 22 -1 ;f-z~z”(z’”—z*”) 1?2 — 2

=2z =2z _—
y—1 21 Z(z—z7h) z—z71
entao
mrn
ST T e—m'Tn/k _ ewirn/k sin —
|f(n)| = — | =~ s < (7.24)
S e-min/k — emin/ sin —‘ sin —

Agora usamos o Lema 7.4 com ¢t = 7n/k para achar

Se k € impar, (7.23) torna-se

1
VEk gkzﬁ<klogk.

n<k/2

> x(m)

m<x

Mas, se k é par, |f(k/2)| < 1e (7.23) nos dd

> x(m)

m<x

1 1
vk <kq Y —+- ¢ <klogk,
n

k
n<k/2

E isto prova o teorema, basta dividir por vk em ambos os lados da desigualdade. [



Parte 11

Aplicacdes de Geometria Fractal e Sistemas Dinamicos em Teoria dos Nimeros
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8 Motivacoes

(FALCONER, 2014) da algumas explicacdes sobre o que € um fractal. Muitos fractais
tém algum grau de autossemelhanca - eles sdo feitos de partes que se assemelham ao todo de
alguma forma.

Basicamente, uma dimensdo fornece uma descricdo de quanto espaco um conjunto
preenche. E uma medida da proeminéncia das irregularidades de um conjunto quando visto
em escalas muito pequenas. Uma dimensdo contém muitas informacdes sobre as propriedades
geométricas de um conjunto, como veremos. E possivel definir a “dimensio” de um conjunto de
muitas maneiras. E importante perceber que diferentes defini¢des podem dar diferentes valores
de dimensao para o mesmo conjunto e também podem ter propriedades muito diferentes. O uso
inconsistente as vezes leva a confusao.

Em seu artigo original, (MANDELBROT; NESS, 1968) definiu um fractal como sendo
um conjunto com dimensao de Hausdorff estritamente maior que sua dimensdo topoldgica. Essa
defini¢do provou ser insatisfatéria porque excluiu um nimero de conjuntos que deveriam ser
considerados como fractais. Vdrias outras defini¢cdes foram propostas, mas todas parecem ter a
mesma desvantagem.

Parece melhor considerar um fractal como um conjunto que tem propriedades como
as listados abaixo, em vez de procurar uma defini¢do precisa que quase certamente excluird
alguns casos interessantes. Quando nos referimos a um conjunto /' como um fractal, portanto,

normalmente temos o seguinte em mente:

1. F'tem uma estrutura fina, ou seja, detalhes em escalas arbitrariamente pequenas.

2. F' € muito irregular para ser descrito na linguagem geométrica tradicional, tanto local

quanto globalmente.

3. Frequentemente F' tem alguma forma de autossimilaridade, talvez aproximada ou estatis-

tica.

4. Normalmente, a “dimensao fractal” de F' (definida de alguma forma) ¢ maior do que sua

dimensao topoldgica.

5. Na maioria dos casos de interesse, [’ € definido de forma muito simples, talvez recursiva-

mente.

Vamos ver alguns exemplos de fractais, e analisar algumas de suas propriedades.

Exemplo 8.1 (O conjunto de Cantor do terco médio). Também chamado de Conjunto de Cantor
ternério ou simplesmente Conjunto de Cantor, este € um dos fractais mais conhecidos.

E construido a partir de um intervalo unitdrio por uma sequéncia de operacdes de
eliminagdo. Seja Ey o intervalo [0, 1]. Seja E; o conjunto obtido excluindo o ter¢o médio de Ej,

de modo que E; consiste nos dois intervalos [0, 3] e [2, 1]. Excluir os ter¢os médios desses
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. N I . 11 2 1112 7 8
intervalos nos dd E»; assim, E, compreende os quatro intervalos [0, 5], (2, 3], [3, 7] e [5,1].
Continuamos desta forma, com Ej; obtido por eliminar o ter¢o médio de cada intervalo em Fj,_;.
Assim, Ej, consiste em 2* intervalos cada um com comprimento 3~*. O conjunto de Cantor F'

consiste nos nimeros que estdo em Ej, para todo k; matematicamente, F' ¢ a interse¢@o (|, Ej.

0 1
f {EO
1 2
3 3
| f El
1 2 3 6 T 8
9 9 9 9 9 9
— b
— — — — — — — — B
. (9]
F = Ex

Figura 4 — O Conjunto de Cantor - Fonte: autoria prépria

O conjunto de Cantor F' pode ser pensado como o limite da sequéncia de conjuntos
E}, quando k tende ao infinito. E obviamente impossivel desenhar o préprio conjunto F', entdio
representacoes de F' normalmente sdo imagens de um dos Ej, que sdo uma boa aproximacao de
F' quando £ é razoavelmente grande.

Observe que se definirmos f(z) = 3z (mod 1) = 3z — |3z em [0, 1], temos por
indugdo que f"(z) = 3"z (mod 1). Assim, o conjunto de Cantor € o maximal invariante de f
restrita aos intervalos [0,1/3] e [2/3,1],isto &, F' = ("), > f~™([0,1/3] U [2/3,1]).

Pode parecer que removemos tantos pedacos do in_tervalo [0, 1] que sobram poucos pontos,
mas na verdade, F' é um conjunto ndo enumeravel. Para entender isso, perceba que se escrevermos
os niimeros em [0, 1] na expansdo em base 3, isto é, @ = @131 + a3 2 + 33 + .-+ =
(ayasas . .. )s, em cada passo k da construcdo, estamos removendo os nimeros em que a; = 1. Ou
seja, os nimeros do Conjunto de Cantor sdo os nimeros pertencentes a [0, 1] cuja representagio
em base 3 nao contém o digito 1, com exce¢do dos nimeros que sao bordas dos intervalos
fechados, como 1/3 = (0,1)2 e 1/9 = (0,01),, mas se utilizarmos que (0, 1), = (0,022222...),
e (0,01), = (0,002222...)5, podemos nos livrar desse problema. Dai, como ja sabemos que o
conjunto das sequéncias infinitas de dois digitos € ndo enumerdvel, segue que o conjunto de
Cantor também é.

Vamos pontuar e provar algumas propriedades deste conjunto:

(i) F é autossimilar. E claro que a parte de F' no intervalo [0, 3] e a parte de F em [2, 1] sdo
ambos geometricamente semelhantes a /' em uma escala % Novamente, as partes de F'
em cada um dos quatro intervalos de E5 sdo semelhantes a F', mas a uma escala % € assim

por diante. O conjunto de Cantor contém copias de si mesmo em muitas escalas diferentes
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(i1) O conjunto F' possui uma estrutura fina; isto €, contém detalhes arbitrariamente pequenos.

Quanto mais ampliamos a imagem do conjunto de Cantor, mais lacunas aparecem.

(i11)) Embora I’ tenha uma estrutura complexamente detalhada, a definicao real de F' € bem

direta.

(iv) F' é obtido por um procedimento recursivo. Nossa construcdo consistiu em remover
repetidamente os tercos médios dos intervalos. Etapas sucessivas fornecem aproximagdes

cada vez mais boas Ej para o conjunto F'.

(v) A geometria de F' ndo é facilmente descrita em termos cldssicos: ndo € o lugar geométrico
dos pontos que satisfazem alguma condi¢ao geométrica simples, nem € o conjunto de

solucdes de alguma equagdo simples.

(vi) E estranho descrever a geometria local de /' — perto de cada um de seus pontos hd um
grande nimero de outros pontos, separados por lacunas de comprimentos variados. De

fato, todo ponto de F' é um ponto de acumulacio (Proposi¢do 8.1).

(vii) Embora F' seja, em alguns aspectos, um conjunto bastante grande, seu tamanho ndo é

percebido por medidas usuais. Por vdrias defini¢des razodveis, F' tem comprimento zero.

(viii) Se indicarmos com [y, I3, ..., I,,... os intervalos abertos omitidos na construgdo, vere-
mos que A = R\ | /,, é um conjunto fechado, logo F' = [0, 1] N A é fechado e limitado,

ou seja, é compacto.

(ix) F' ndo contém intervalos. Observamos que depois da n-ésima etapa de sua constru¢ao
restam apenas intervalos de comprimento 1/3". Portanto, dado qualquer intervalo J C
0, 1] de comprimento ¢ > 0, se tomarmos n tal que 1/3™ < ¢, o intervalo .J estard mutilado

depois da n-ésima etapa da formacgdo de F'. Assim, F' nao contém intervalos.

Proposicao 8.1. Todo ponto do conjunto de Cantor F' € ponto de acumulacao.

Demonstracdo. Seja ¢ € I extremidade de algum intervalo, digamos (¢, b), omitido de [0, 1]
para formar F'. Quando (c, b) foi retirado, restou um certo intervalo [a, c|. Nas etapas seguintes
da construgdo de F', restardo sempre tercos finais de intervalo, do tipo [a,, ¢/, com a,, € F. O
comprimento ¢ — a,, tende a zero, logo a,, — ¢ e assim ¢ ndo € ponto isolado de F'. Suponha agora
que ¢ € I ndo é extremo de intervalo retirado de [0, 1] durante a constru¢do de F'. Vamos provar
que ¢ ndo é ponto isolado em F'. Para todo n € N, ¢ pertence ao interior de um intervalo [x,,, y,]
que restou depois da n-ésima etapa da construg¢do de F'. Temos z,, < ¢ < y, € y, — x, = 1/3".

Logo ¢ = lim z,, = lim y,, € ponto de acumulacao de F'. [
Veja a Proposi¢do 9.1 para outra propriedade interessante deste conjunto.

Exemplo 8.2 (Curva de von Koch). Esta curva € construida da seguinte forma: Seja Ej um seg-

mento unitdrio, &, consiste de 4 segmentos, onde retiramos o ter¢o médio de £ e o substituimos
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pelos outros dois lados do tridngulo equildtero cuja base seria o ter¢co médio do segmento. Fs
€ construido da mesma forma, aplicando em cada um dos quatro segmentos de £; e assim por

diante.

/\
PN
5 L

F

Figura 5 — Curva de von Koch - Fonte: autoria propria

A curva de von Koch tem varias caracteristicas semelhantes as listadas para o conjunto
de Cantor. E composto de quatro “quartos”, cada um semelhante ao todo, mas dimensionado
por um fator % Tem uma estrutura fina, no entanto, esta estrutura complexa decorre de uma
construcao basicamente simples. Um célculo simples mostra que Ej tem comprimento (%)k;
fazendo k£ tender ao infinito implica que F' tem comprimento infinito. Por outro lado, £’ ocupa
zero drea no plano, portanto nem o comprimento nem a drea fornecem uma descri¢do muito util
do tamanho de F'.

Juntando trés curvas de von Koch conseguimos formar uma curva floco de neve:
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Figura 6 — Curva floco de neve - Fonte: autoria prépria

Exemplo 8.3 (Tridngulo de Sierpinski). O tridngulo de Sierpinski é obtido removendo repe-
tidamente tridngulos equildteros (invertidos) de um triangulo equildtero inicial de lado com
comprimento unitdrio. Também € util pensar neste procedimento como a substituicio repetida de

um tridngulo equildtero por trés triangulos com metade da altura.

Figura 7 — Tridngulo de Sierpinski - Fonte: (FALCONER, 2014)
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Exemplo 8.4. Um andlogo ao Conjunto de Cantor, chamado de “Poeira de Cantor” estd ilustrado
abaixo. Em cada estdgio, cada quadrado restante € dividido em 16 quadrados menores, e apenas

4 s3o mantidos.

F

Figura 8 — Poeira de Cantor - Fonte: (FALCONER, 2014)

Estes exemplos t€ém propriedades semelhantes ao do conjunto de Cantor e da curva de

von Koch.
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9 Preliminares

E interessante enunciar e/ou provar alguns resultados de teoria da medida que usaremos

bastante daqui em diante.

9.1 MEDIDAS E DISTRIBUICOES DE MASSA
Uma familia X de subconjuntos de um conjunto X € considerada uma o-algebra se:

1. @, X pertencem a X.
2. Se A pertence a X, entdo o complementar A® = X \ A pertence a X

3. Se (A,,) é uma sequéncia de conjuntos em X', entdo a unido  J -, A, pertence a X

Dada uma o-algebra M em X . Uma medida em M é uma fungio p : M — [0, +0o0] tal

que

2. 1(A) > 0 paratodo A € M;

3. Se {£;}5° é uma sequéncia enumerdvel de conjuntos disjuntos em M, entdo
w(JE) =D uE).
1 1

Por enquanto, vamos nos concentrar apenas em medidas em subconjuntos de R", basta
considerar a o-algebra como o conjunto das partes de R". Basicamente, uma medida é apenas
uma forma de atribuir um “tamanho” a conjuntos, de modo que se um conjunto for decomposto
em um nimero finito ou enumerével de pedacos de uma forma razodvel, entdo tamanho do todo

¢ a soma dos tamanhos dos pedacos.

Definicdo 9.1. Pensamos no suporte de uma medida como o conjunto no qual a medida se
concentra. Formalmente, o suporte de y, escrito spt x4, € o menor conjunto fechado X tal que
w(R™\ X) = 0. Assim, z estd no suporte se e somente se p(B(x,r)) > 0 para todo r > 0.

Dizemos que . € uma medida em um conjunto A se A contém o suporte de .

Defini¢do 9.2. Uma medida em um subconjunto limitado de R™ para o qual 0 < u(R") < oo
serd chamada de distribuicio de massa, e pensamos em (A) como a massa do conjunto A.
Muitas vezes pensamos nisso de forma intuitiva: pegamos uma massa finita e a “espalhamos”
de alguma forma por um conjunto X para obter uma distribuicdo de massa em X ; as condi¢des

para uma medida serdo entdo satisfeitas.

Vejamos agora alguns exemplos de medidas e distribui¢cdes de massa.
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Exemplo 9.1 (Medida de contagem). Para cada subconjunto A de R™, seja 14(A) o ndmero de
pontos em A se A € finito e oo caso contrario. Entdo ;1 € uma medida em R” :
1. u(2) = 0; pois ndo hd nenhum elemento no conjunto vazio.

2. Tome { £} }5° uma sequéncia de conjuntos disjuntos em R™. Se ;1(E;) = oo para algum
J € N, aigualdade segue. Agora, suponha que todos os subconjuntos t€ém medida finita.
Dados £, e Ej, subconjuntos de R" quaisquer, como eles sdo disjuntos, temos que

w(Ex, U Ey,) = u(Ey,) + u(Eg,). Suponha por inducio forte que

7j=1
Entao
n n+1 n+1
M(U Ekj U Ekn+1) = M(U Ekj) = ZM(Ekj)
j=1 j=1 j=1

pois, Ey; N Ey, sempre que j # [ implica |J Ey; N By, ,, = @. Por indugdo temos que

n+1

wlJE)=>E;
j=1 j=1
O

Exemplo 9.2 (Massa pontual). Seja ¢ um ponto em R", defina y,(A) = 1 se A contém a e 0

caso contrério. x € uma distribuicdo de massa.

Exemplo 9.3 (Medida de Lebesgue em R). A medida de Lebesgue L' estende a ideia de
“comprimento’” para uma cole¢do maior de subconjuntos de R que inclui os conjuntos de Borel.
Para intervalos abertos e fechados, tomamos £'(a,b) = L[a,b] = b — a. Se A = |J;[ai, b;] é
uma unido finita ou enumerével de intervalos disjuntos, definimos £'(A) = > (b; — a;) como o
comprimento de A considerado como a soma do comprimento dos intervalos. Isso nos leva a

defini¢do da medida de Lebesgue £!(A) de um conjunto arbitrario A.

oo

El(A) = inf {Z(bZ — CLZ‘) A C U[az,bl]} ,

i=1

isto €, olhamos para todas as coberturas de A por cole¢des enumerdveis de intervalos
e tomamos o menor comprimento total de intervalo possivel. Nao ¢é dificil ver que £(2) = 0,
mas € dificil mostrar o-aditividade para conjuntos de Borel disjuntos A; , o leitor pode ver a
prova em (FOLLAND, 1999). A medida de Lebesgue em R é geralmente considerada como
“comprimento”, € frequentemente escrevemos comprimento(A) para £!(A) quando desejamos

enfatizar este significado intuitivo.

Proposicao 9.1. O conjunto de Cantor /' tem medida de Lebesgue igual a zero.
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Demonstracdo. Seja L a medida de Lebesgue. O conjunto F' é obtido removendo um intervalo
aberto de tamanho 1/3, depois dois intervalos de tamanhao 1/9, em seguida quatro de tamanho

1/27, e assim por diante. Logo

on 2\" 1/ 1
E(F):1—23n+1:1—1/32(§) :1—§<1_§):1—1:0
n=0

n=0

Exemplo 9.4 (Medida de Lebesgue em R™). Chamamos um conjunto da forma A = {(z1,...,z,) €
R™ : a; < x; < b;} um paralelepipedo coordenado em R”, seu volume n-dimensional A é dado
por

vol"(A) = (by — ay)(by — az) - -+ (b, — ay).

(Claro, se n = 1, um paralelepipedo coordenado é apenas um intervalo com vol! como
comprimento; se n = 2, € um retangulo com vol? como drea, e se n = 3, é um cuboide com
vol® (o volume tridimensional usual.) Entio a medida de Lebesgue n-dimensional £" pode
ser pensada como a extensdo do volume n-dimensional para uma grande classe de conjuntos.

Obtemos uma medida em R"™ definindo

L'(A) = inf {i vol™(4;): A C G AZ}

onde o infimo é tomado sobre todas as coberturas de A por paralelepipedos coordenados A;.
Temos que L™"(A) = vol"(A) se A é um paralelepipedo coordenado ou, na verdade, qualquer
conjunto para o qual o volume pode ser determinado pelas regras usuais de medi¢cdo. Novamente,
para ajudar a intuigfo, as vezes escrevemos area(A) no lugar de £?(A), vol(A) para £3(A) e
vol"(A) para L"(A).

Exemplo 9.5 (Distribui¢do de massa uniforme em um segmento). Seja L. um segmento de reta
de comprimento unitério no plano. Defina p(A) = L£Y(L N A) ou seja, o “comprimento” da
intersecdo de A com L. Entdo p € uma distribuicdo de massa com suporte em L, ja que p(A) = 0
se AN L = @. Podemos pensar em ;. como uma massa unitaria espalhada uniformemente ao

longo do segmento L.

Exemplo 9.6 (Restricao de medida). Seja ¢+ uma medida em R e £/ um subconjunto boreliano de
R. Podemos definir uma medida v em R, chamada de restri¢do de pem E, por v(A) = p(ENA)

para cada conjunto A. Entdo v é uma medida em R com suporte contido em E.

O método a seguir € frequentemente usado para construir uma distribui¢do de massa em
um subconjunto de R". Envolve subdivisdo repetida de uma massa entre partes de um conjunto
de Borel F limitado. Suponha & = E. Para k = 1,2, ... seja & uma cole¢do de subconjuntos
de F borelianos e disjuntos tais que cada conjunto U em &, esteja contido em um dos conjuntos
de &1 e contém um nimero finito de conjuntos em & 1. Assumimos que o didmetro maximo
dos conjuntos em &, tende a 0 quando £ — oco. Definimos uma distribui¢do de massa em £ por

subdivisao repetida; veja a figura abaixo.
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&y

Figura 9 — Passos na constru¢do de uma distribuicdo de massa ;o por divisdes repetidas. A
massa nos conjuntos & € dividida entre os conjuntos de &1, entdo por exemplo,
w(U) = u(Uy) + wu(Us) - Fonte: (FALCONER, 2014).

Suponha que 0 < p(F) < oo e divida essa massa entre os conjuntos Uy, ..., U, em &
definindo p(U;) de tal forma que Y ;" | u(U;) = pu(E). Da mesma forma, atribuimos massas aos
conjuntos de & de modo que se Uy, ..., U, sdo os conjuntos de & contidos em um conjunto U

de &, entdo Y ", u(U;) = p(U). Em geral, atribuimos massas de modo que
> uUs) = p(U) 9.1)

para cada conjunto U de &, onde {U;} sdo os conjuntos disjuntos em &1 contidos em U. Para
cada k, definimos £}, como a unido dos conjuntos em &y e definimos 11(A) = 0 para todo A com
ANE, =0.

Denote £ como a cole¢@o de conjuntos que pertencem a & para algum £ junto com os
subconjuntos do R™ \ Ej. O procedimento acima define a massa y(A) de cada conjunto A em &,
e deve parecer razodvel que, ao construir conjuntos a partir dos conjuntos em &, ele especifique
o suficiente sobre a distribui¢do da massa p através de £ para determinar p(A)para qualquer

conjunto A boreliano. Este € de fato o caso, como afirma a seguinte proposicao.
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Proposicao 9.2. Seja p definido em uma colecio de conjuntos £ como acima. Entao a defini¢ao
de 1 pode ser estendida a todos os subconjuntos de R" de modo que y se torne uma medida. O
valor de p(A) é unicamente determinado se A for um conjunto de Borel. O suporte de p estd

contido em E,, = (=, E.

Demonstracdo. Se A é qualquer subconjunto de R", seja

u(A):inf{Zu(Ui) :AﬂEOOCUUZ-eUZ-GE}. 9.2)
i=1

i=1
Assim, pegamos o menor valor possivel de Y °, u(U;) onde os conjuntos U; estdo em & e
cobrem A N E; ja definimos p(U;) para tais U;.)

Nio € dificil ver que se A é um dos conjuntos em &, entdo 9.2 se reduz a massa (A)
especificada na constru¢do. A prova completa de que p satisfaz todas as condi¢des de uma
medida e que seus valores nos conjuntos de £ determinam seus valores nos conjuntos de Borel
€ bastante complicada e pode ser consultada em (RANA, 2002). Como p(R™\ Ey) = 0, temos
1(A) = 0se A é um conjunto aberto que ndo intersecta £, para algum k, entdo o suporte de p

estd em ), para todo k. O

Exemplo 9.7 (Medida de Lebesgue por subdivisao repetida). Defina £, como a colecio de
“intervalos bindrios” de comprimento 2%, que é da forma [r27%, (r+1)27%) onde 0 < r < 28 —1.
Se tomarmos x([r27%, (r + 1)27*]) = 27 na construgiio acima, obtemos que . ¢ a medida de
Lebesgue em [0, 1].

Para ver isso, observe que se I é um intervalo em &, de comprimento 2 % e I, I, sdo
os dois subintervalos de I em &, de comprimento 27%71, temos u(1) = p(I;) + u(l2) que
€ (9.1). Pela Proposi¢ao 9.2, i se estende para uma distribui¢do de massa em [0, 1]. Temos
(1) = comprimento([) para I em &, e é possivel demonstrar que isso implica que x coincide

com a medida de Lebesgue em qualquer conjunto.
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10 Medida de Hausdorff e dimensao

10.1 MEDIDA DE HAUSDORFF

Lembre-se de que se U é qualquer subconjunto niao vazio do espago euclidiano n-
dimensional, R", o didmetro de U é definido como |U| = sup{|z — y| : z,y € U}, ou seja, a
maior distincia de qualquer par de pontos em U. Se {U;} é uma cole¢do enumeravel (ou finita)
de conjuntos de didmetro no maximo ¢ que cobrem F, ou seja, F' C |J;=, U; com 0 < |U;] < 0
para cada ¢, dizemos que {U;} é uma d—cobertura de F.

Suponha que F' é um subconjunto de R™ e seja s um nimero ndo negativo. Para qualquer

0 > 0 nés definimos

o0
H5(F) = inf {Z U;|* : {U;} é uma d-cobertura de F} . (10.1)
i=1
Assim, olhamos para todas as coberturas de F' por conjuntos de didmetro no maximo 0 e
procuramos minimizar a soma das s-ésimas poténcias dos didmetros. A medida que § diminui, a
classe de coberturas admissiveis de F' € reduzida. Portanto, o infimo H?(F') aumenta, e assim se

aproxima de um limite quando 6 — 0. Escrevemos

H(F) = (lsigtl) Hi(F). (10.2)
S
. 'ddl-" Lk
omALL
':‘f‘:" -?c"t

Figura 10 — Um conjunto e duas d—coberturas possiveis para F. O infimo de X|U;|* sobre todas
essas 0—coberturas{U; } nos dd Hj(F) - Fonte: (FALCONER, 2014).

Este limite existe para qualquer subconjunto F' de R", embora o valor do limite possa ser

(e geralmente é) 0 ou co. Chamamos de 7°(F') a medida s-dimensional de Hausdorff de F'.

Definicdo 10.1. Uma medida exterior em um conjunto néo vazio X é uma fungéo p* : P(X) —

0, +00] que satisfaz
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o 1 (A) < p*(B)se AC B,
« (U A)) < 307 (4)).
Proposicao 10.1. H° é medida exterior.

Demonstragdo. De fato, H*(2) = 0 por vacuidade.

Dados A C B, H*(A) < H*(B), pois toda d-cobertura de B também é d-cobertura de
A, mas o contrario nem sempre € valido.

Temos H* (U A;) < D277 H*(A;), pois para todo j existe {U;}2, tal que A; C
Ursi U e 302, 1UF| < HP(A)) + /27, tomando A = ;" Aj, temos A C Up_UF e
Yok lUFI < 30, HA(A)) + €, 0 que implica H*(A) < 37 H*(A;) + ¢. Como ¢ § arbitrério, o

resultado segue. [

Definicao 10.2. Uma metric outer measure ¢ uma medida exterior x* definida num espaco
métrico (X, d) tal que
i (AU B) = i*(A) + " (B)

para todo A, B tal que d(A, B) > 0, onde d(A, B) = inf{d(a,b)|a € A, b}.

Proposicao 10.2. #° ¢ uma metric outer measure.

Demonstragcdo. Sejam A e B conjuntos com d(A, B) = ¢ > 0. Para qualquer 6 < ¢/3, as
coberturas de A e B sdo disjuntas e portanto ndo ha uma “contagem dupla”. Disso segue que
H (AU B) > H*(A) + H*(B), pela o-aditividade provada acima segue que H*(A U B) =
H(A) + H(B). ]

Enunciamos o seguinte teorema sem a demonstragao, o leitor pode vé-la em (FOLLAND,
1999).

Teorema 10.1 (Critério de Carathéodory). Se p* é uma medida exterior em X, a colecio M
de conjuntos p*-mensurdveis € uma o-algebra, e a restricdo de p* a M € uma medida completa

(uma medida cujo dominio contém todos os subconjuntos de conjuntos com medida nula).

Segue do Critério de Carathéodory e da proposi¢do anterior que H*® é uma medida quando
restrita aos borelianos.
As medidas de Hausdorff generalizam as ideias familiares de comprimento, drea, volume,
etc. O leitor pode conferir nos trabalhos de (FALCONER, 1985), (FALCONER et al., 1999),
(FEDERER, 2014), (ROGERS, 1998) as demonstragdes que, para subconjuntos de R”, a medida
de Hausdorff n-dimensional €, a menos de uma constante, apenas a medida de Lebesgue n-
dimensional, ou seja, o volume n-dimensional usual. Mais precisamente, se F' € um subconjunto
Boreliano de R"”, entdo
H"(F) = ¢, 'vol"(F) (10.3)
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onde ¢, é o volume de uma bola n-dimensional de diAmetro 1, de modo que ¢,, = 7/2/2"(n/2)!
senéparec, =" YV/2((n—1)/2)!/n! se n é impar.

De forma similar, para subconjuntos de menor dimenséo de R", temos que H°(F) € o
nimero de pontos em F; H!(F) dd o comprimento de uma curva suave F; H?(F) = (4/7) x
area(F') se F' € uma superficie suave; H*(F') = (6/7) x vol(F); e H™(F) = ¢} X vol™(F)
se F' € uma subvariedade m-dimensional suave de R™ (ou seja, uma superficie m-dimensional
no sentido cldssico).

As propriedades de escala de comprimento, drea e volume sdo bem conhecidas. Na
homotetia por um fator A, o comprimento de uma curva é multiplicado por A, a drea de uma
regido plana é multiplicada por A\? e o volume de um objeto tridimensional é multiplicado por \3.

Tais propriedades de escala sdo fundamentais para a teoria dos fractais.

Proposicio 10.3. Seja S uma transformagdo de similaridade de razdo A > 0, i.e., |[S(z)—S(y)| =
Az —y|, S:R" — R" Se F' C R" entdo

H(S(F)) = NH*(F). (10.4)
Demonstragdo. Se {U;} é uma j-cobertura de F entdo {S(U;)} é uma A\d-cobertura de S(F'),
entao

XIS(y)|° = N2
e

2 (S(F)) < NHF(F)

ao tomar o infimo. Fazendo 6 — 0 dd que H*(S(F)) < A\*H*(F). Substituindo S por S~1, A
por 1/\, e F' por S(F') dd a desigualdade oposta necessdria. O

Defini¢cao 10.3. Uma funcdo f : FF C R” — R™ é chamada (¢, «)-Holder se obedece
|f(x) = fWl <clz—y|* (z,y€F) (10.5)
para constantes ¢ > 0 e a > 0. E facil ver que toda fungdo Holder é uniformemente continua.
Proposicao 10.4. Seja FF C R"e f : F' — R™ um mapa (c, «)-Holder. Entdo para cada s, temos
HI(F(F)) < /"H(F). (10.6)

Demonstragdo. Se {U,;} é uma d—cobertura de F', entdo, ja que |f(F NU;)| < c|FNU|* <
c|U;|*, segue que { f(F N U;)} é uma e-cobertura de f(F'), onde ¢ = ¢6*. Assim ) . |f(F N
U™ < e/ 32, U], de modo que HY*(f(F)) < ¢*/*H3(F). Quando 6 — 0, — 0

também. [
Observacao. Quando o = 1, i. e.

|f(x) = f)| <cle —y| (v,y€F) (10.7)

f € chamada de Lipschitz, e
H(f(F)) < H(E). (10.8)
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Proposicao 10.5 (Propriedade de escala). Seja f : R” — R"™ uma transformacao de similaridade
de razao A > 0. Se F' C R", entdao

H(f(F)) = NH(F). (10.9)
Demonstragdo. Como

(@) = F)l = Mz =yl logo [f (@) = f W) = A |e =yl (wyeF),  (10.10)
aplicando a proposicdo anterior a f ! conseguimos o resultado. 0

Em particular, (10.8) vale para qualquer func¢do diferenciavel e continua com derivada
limitada, pois tais fung¢des sdao necessariamente Lipschitz pelo Teorema do Valor Médio. Se f é
uma isometria, isto é, | f(z) — f(y)| = |x — y|, entdo H*(f(F')) = H*(F). Assim, as medidas
de Hausdorff sdo invariantes para translagdes (i.e. H*(F + z) = H*(F),onde F + z = {x + z :

x € I'}), e invariante para rotacoes.

10.2 DIMENSAO DE HAUSDORFF

Vamos utilizar a defini¢do de medida de Hausdorff para encontrar um ponto critico de F'.
Proposicao 10.6. Se § < 1, entdo H*(F') € ndo crescente com s para todo F' C R™.

Demonstragdo. De fato, tome {U;} uma d—cobertura qualquer. Como § < 1, >~ 2, |U;|" <
> iy |Ui]* com s < t. Tomando o infimo em todas as —coberturas, segue que Hj(F') > H§(F),

ou seja, H3(F') é ndo crescente em s. Como H*(F') = lims_,o Hj(F'), obtemos o resultado. [

Além disso, se t > s e {U;} é §-cobertura de F' temos
DU <Y U < 670 Y (U (10.11)

Tomando o infimo, temos H4(F) < 6" 5Hi(F). Fazendo § — 0, se H*(F) < oo, entdo
H'(F) = 0 parat > s. Colocando isso num gréfico, temos o seguinte
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H(F)

dimy(f)

Figura 11 — Grafico da medida s-dimensional de Hausdorff em fun¢do de s - Fonte: autoria
prépria

Ou seja, existe um valor critico de s no qual H*(F") “pula” de oo para 0. Este valor critico

¢ chamado Dimensao de Hausdorff de I, e escreve-se dimy (F’). Formalmente, temos
dimg (F) =inf{s > 0: H*(F) = 0} = sup{s : H*(F) = oo} (10.12)

oo se 0 <s<dimykF
H(F) = (10.13)
0 ses>dimyF.
Se s = dimpy(F), entdo 0 < H*(F') < oo, a depender do conjunto. A dimensio de Hausdorff
satisfaz as seguintes propriedades (que podem ser esperadas para qualquer defini¢do razodvel de

dimensao).

* Monotonicidade. Se £ C F entdo dimyFE < dimyF'. Pois se £ C F, entdo H*(E) <
H*(F') para cada s por propriedades de medida.

* Estabilidade enumeravel. Se Fi, F5, ... é uma sequéncia enumeravel de conjuntos entio
dimy ;2 F; = sup;«; oo {dimg F;}. Certamente, dimy | J;~, F; > dimy F}; para cada j
pela propriedade de monotonicidade. Por outro lado, se s > dimy F; para todo ¢, entdo
H5(F;) = 0, de modo que H*(|J;2, F;) = 0, dando a desigualdade oposta.

* Conjuntos enumerdveis. Se F' € enumerdvel entdo dimy /' = 0. Pois se F; € um tnico

ponto H"(F;) = 1 e dimy F; = 0, entdo por estabilidade enumerdvel, dimg | J;°, F; = 0.

* Conjuntos abertos. Se F' C R" € aberto, entdo dimy F' = n. Pois F' contém uma bola de
volume n-dimensional positivo, dimg F' > n, mas como F’ estd contido em uma quantidade

enumeravel de bolas, dimg F' < n usando estabilidade enumeravel e monotonicidade.
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* Conjuntos suaves. Uma variedade de dimensdo m € um espago topoldgico em que cada
ponto tem uma vizinhanca que € homeomorfa ao espaco euclidiano de dimensao m. Uma
subvariedade é um subconjunto de uma variedade que possui ele proprio a estrutura
de uma variedade. Se F' € uma subvariedade m-dimensional suave (i.e. continuamente
diferencidvel) de R", entdo dimy F' = m. Em particular, curvas suaves tém dimensdo 1 e
superficies suaves t€ém dimensado 2. Essencialmente, isso pode ser deduzido da relacdo

entre as medidas de Hausdorff e Lebesgue.
Proposicao 10.7. Seja /' C R"™ e suponha que f : ' — R™ ¢é (¢, a)—Holder
[f(z) = fW)l < cle —y|* (z,y € F).

Entdo dimy f(F) < (1/a)dimyF.

Demonstragdo. Se s > dimy F entdo pela proposigdo 10.4, H¥/*(f(F)) < ¢*/*H*(F) = 0
implicando que dimy f(F') < s/« para todos s > dimgF. O

Y

Corolario 10.1. (a) Se f : F — R™ é uma transformacdo Lipschitz entdo dimy f(F) <

(b) Se f: F — R™ é uma transformacao bi-Lipschitz, ou seja,
ale —yl < [f(@) = fy)l S cole —y| (2,9 €F) (10.14)

onde 0 < ¢; < ¢ < 00, entdo dimy f(F) = dimy F.

Demonstragdo. (a) segue da proposicao anterior tomando o = 1. Em breve provaremos que
f~! existe (Proposi¢do 10.8). Por enquanto assumimos como verdade e aplicamos issoa f ! :

f(F) — F que nos dd a outra desigualdade necessaria para (b). [

Este coroldrio revela uma propriedade fundamental da dimensao de Hausdorft: a dimen-
sdo de Hausdorff € invariante sob transformacoes bi-Lipschitz. Assim, se dois conjuntos tém
dimensdes diferentes, nao pode haver um mapa bi-Lipschitz de um para o outro.

Em topologia, dois conjuntos sao considerados “iguais” se houver um homeomorfismo
entre eles. Uma abordagem da geometria fractal € considerar dois conjuntos como “iguais” se
houver um mapa bi-Lipschitz entre eles. Como as transformagdes bi-Lipschitz sdo necessaria-
mente homeomorfismos (Proposi¢do 10.8), os parametros topolégicos fornecem um ponto de
partida nessa direcdo, e dimensdo de Hausdorff (e outras defini¢des de dimensdo) fornecem mais

caracteristicas distintivas para os fractais.

Proposicao 10.8. Toda transformacao bi-Lipschitz € um homeomorfismo com a sua imagem.

Demonstracdo. Seja f : X — Y uma transformacao bi-Lipschitz. Entdo existem c; e ¢, reais
nao nulos tais que ci|x — y| < |f(z) — f(y)| < ez|x — y| para todo z,y € X. Observe que
se f(z) = f(y), entdo 1]z —y| < 0 < |z —y| <= =z = y, logo f é injetiva. Tome
7t f(X) = X.
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Para todo ¥,y € f(X), existem z1, x5 € X Unicos tais que f(z1) = y; e f(z2) = yo.
Dai,
il — @o| <[f(z1) = fz2)] < cofar — a9

18so nos da
alf~ ) = 7 we)] <y — ve

1 — v < ol f ) — (1)

ou seja, f~1 também € bi-lipschitz. Logo f é homeomorfismo. U

Em geral, a dimensao de um conjunto por si s6 nos diz pouco sobre suas propriedades
topoldgicas. No entanto, qualquer conjunto de dimensao menor que 1 € necessariamente tao
esparso que € totalmente desconexo; isto €, dois de seus pontos ndo estdo na mesma componente

conexa:

Proposicao 10.9. Um conjunto /' C R" com dimy £’ < 1 € totalmente desconexo.

Demonstragcdo. Sejam z e y pontos distintos de F'. Defina um mapa f : R" — [0, 00) por f(z) =
|2 —2|. Como [ f(2) — f(w)| = |z — 2| = |w — z|| < [(z —2) = (w—2)| = |z —w| segue que f
ndo aumenta distancias. Pela parte (a) do coroldrio anterior, dimy f(F') < dimyg F' < 1. Assim,
f(F) é um subconjunto de R de medida ' igual a zero e, portanto, possui um complementar

denso. Escolhendo r com ¢ f(F)e0 < r < f(y) segue que
F={zeF:|lz—z|<r}U{zeF:|z—z >r}

Assim, F’ estd contido em dois conjuntos abertos disjuntos com x em um conjunto € ¥ no outro,

de modo que x e y estdo em diferentes componentes conexas de F'. U

10.3 EXEMPLOS DE CALCULO DE DIMENSAO DE HAUSDORFF

Exemplo 10.1. Seja F' a poeira de Cantor construida a partir do quadrado unitario como na
figura abaixo. (A cada estdgio da construcdo os quadrados s@o divididos em 16 quadrados com
um quarto do comprimento do lado, dos quais 0 mesmo padrao de quatro quadrados sdo retidos.)
Entio 1 < H'(F) < v/2, daf dimyg F = 1.

Figura 12 — Poeira de Cantor - Fonte: (FALCONER, 2014).
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Observe que £}, o k-ésimo estdgio da construcdo, consiste em 4% quadrados de lado
47k e, portanto, de didmetro 47*%y/2. Tomando os quadrados de E}, como uma §-cobertura de F'
onde § = 4% 2, obtemos uma estimativa ’H%(F) < 4k4-k\/2 para o infimo em 10.1. Quando
k — 00, d — 0 nos dando H'(F) < V2.

Para estimar por baixo, denotamos proj como a projecao ortogonal no eixo x. A proje¢ado

se 7,y € R?, entdo proj é um

projz — projy| < |z —y
mapa Lipschitz. Pela construgdo de F', a projecdo ou “sombra” de F' no eixo x € o intervalo

ortogonal preserva distancias, ou seja,

unitdrio [0, 1], pois sempre deixamos um quadrado em cada coluna. Usando a propriedade 10.8

para mapas lipschitz, temos:
1 = comprimento( [0, 1]) = H'([0, 1]) = H'(proj F) < H'(F).
O

E possivel deduzir que este método de usar projecao ortogonal s6 funciona em casos

especificos. Vamos aprender outros métodos.

Exemplo 10.2. Seja F' o Conjunto de Cantor terndrio. Se s = log2/log 3 = 0.6309. .. entdo
dimg F = se 5 < H(F) < 1.

Demonstracdo. Chamamos os intervalos que compdem os conjuntos £ na construcao de F' de
intervalos de nivel k ou intervalos de k-ésimo nivel. Assim F, consiste de 2* intervalos de nivel
k cada um de comprimento 3~*. Tomando os intervalos de £, como uma 3*-cobertura de F' nos
dd que 13, (F) < 2¥37% = 1se s = log 2/ log 3. Fazendo k — oo resulta em H*(F) < 1 Para
provar que H*(F) > % mostraremos que

1
MUl = 5=3" (10.15)

para qualquer cobertura {U;} de F'. Pela compacidade de F', podemos facilitar nossos cdlculos.
Assumindo que {U;} sdo intervalos, podemos aumentar seus didmetros levemente e tomar uma
subcobertura finita. Logo, precisamos apenas verificar a desigualdade acima se {U;} é uma

colecdo finita de subintervalos fechados de [0, 1]. Para cada Uj, seja k o inteiro tal que
37D L |Uy| < 37R (10.16)

Entdo U; pode intersectar no maximo um intervalo de nivel k£ desde que a separacdo desses
intervalos de nivel k seja de pelo menos 37%. Se j > k entdo, por construcdo, U; intersecta no
maximo 2/7% = 2737k < 273°|U;|* intervalos de nivel j de E;, usando 3~F+1 L |U;| < 37*,
Se escolhermos j grande o suficiente para que 3~U*1) < |U;| para todos U;, entdo, como os {U;}

intersectam todos os 27 intervalos bdsicos de comprimento 37, contar intervalos nos da

2 <> 23U
2 <Y U

370 < Z|Ui|5.
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]

Veremos mais a frente outras técnicas que nos ajudam a calcular ou estimar a dimensao

de Hausdorff de certos conjuntos.
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11 Outras defini¢oes de dimensao

11.1 DIMENSAO BOX

Seja F' qualquer subconjunto limitado ndo vazio de R™ e seja Ns(F') o menor nimero de
conjuntos de didmetro no maximo 9 que cobrem F'. As dimensdes box inferior e superior de F’

sao definidas respectivamente como

, _ . log Ns(F)
dimgF = (lsl_I>I(l) — log 0 (11.1)
— log Ns(F
TimpF = lim 28 () (11.2)
=0 —logd
Se estes forem iguais, nos referimos ao valor comum como dimensao box de F’
log Ns(F
dimg, F = lim 28 NsF). (11.3)

6—0 —logd

Assumimos que J > 0 € suficientemente pequeno para garantir que — log ¢ e quantidades seme-
lhantes sejam estritamente positivas. Para evitar problemas com ' log 0’ ou’ log o', geralmente
consideramos a dimensao box apenas para conjuntos limitados nao vazios. Ao desenvolver a
teoria geral das dimensdes box, assumimos que os conjuntos considerados sio limitados e nao
vazios.

Existem diversas definicdes equivalentes de dimensao box que as vezes sao mais conve-

nientes de usar. Considere a colegdo de cubos no d-latice de R", ou seja, cubos da forma
[my0, (my + 1)8] X -+ x [my,0, (m, + 1)d]

onde my, ..., m, sdo inteiros. (Lembre-se de que um “cubo” é um intervalo em R e um quadrado

em R2.) Observe o cubo em R? :

m2(5

Figura 13 — Cubo no ¢-latice em R? - Fonte: autoria propria.
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Seja N;(F') o nimero de cubos do J-ldtice que intersectam F. Eles obviamente fornecem

uma coleg@o de N;(F') conjuntos de didmetro §/n que cobrem F', entdo
Nsyn(F) < Ng(F).

Se dy/n < 1 entdo

log Nsyu(F) _  log Nj(F)
<
—log(dy/n) ~ —log+/n —logd
entdo tomando limite com § — 0

log NI(F
dimy F < h_méﬁoogl—“(;) (11.4)
€
 1ogNYF
dimpF < lim(;_mOgl—‘S((S). (11.5)

Por outro lado, qualquer conjunto de didmetro no maximo ¢ estd contido em 3" cubos de
latice de lado ¢ (escolhendo um cubo contendo algum ponto do conjunto junto com seus cubos

vizinhos). Por isso
N3(F) < 3"Ns(F)

tomando logaritmos e limites quando 0 — 0 leva as desigualdades opostas.

Portanto, para encontrar as dimensdes box, podemos também considerar N;(F') como o
nimero de cubos de latice de lado ¢ que intersectam F'.

Segundo (FALCONER, 1985). esta versdo das definicdes sdo amplamente utilizadas
empiricamente. Para encontrar a dimensdao box de um conjunto plano /' desenhamos uma
malha de quadrados ou caixas (boxes em inglés) de lado § e contamos o nimero Ns(F') que se
sobrepdem ao conjunto para varios d pequenos. A dimensdo € a taxa logaritmica na qual Ns(F')
aumenta a medida que 6 — 0, e pode ser estimada pelo gradiente do grafico de log Ns(F") contra
—log .

Esta defini¢do d4 uma interpretagdo do significado da dimensao box. O nimero de cubos
de lado 9 que interceptam um conjunto é uma indicacéo de quao espalhado ou irregular o conjunto
€ quando examinado em escala §. A dimensao reflete a rapidez com que as irregularidades se
desenvolvem quando 6 — 0. A seguir, vamos citar varias defini¢des equivalentes para a dimensao
box aqui creditadas a (FALCONER; HOWROYD, 1997).

Outra defini¢ao frequentemente usada de dimensao box é obtida tomando-se Ns(F') como
o menor nimero de cubos arbitrarios de lado  necessdrios para cobrir F'. A equivaléncia desta
defini¢do segue como no caso da malha de cubos, observando que qualquer cubo de lado ¢ tem
didmetro §/n, e que qualquer conjunto de diAmetro no maximo 4 estd contido em um cubo de
lado §.

Da mesma forma, obteremos exatamente os mesmos valores se tomarmos Ns(F') como o
menor nimero de bolas fechadas de raio 6 que cobrem F'.

Uma formulacao equivalente menos 6bvia de dimensao box é com o maior nimero de

bolas disjuntas de raio § com centros em F. Seja este nimero Nj(F') e sejam By, ..., By (r)
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bolas disjuntas centradas em F' e de raio J. Se x pertence a F' entdo x deve estar distante d ou
menor de um dos B;, caso contrario a bola de centro z e raio ¢ pode ser adicionada para formar
uma cole¢do maior de bolas disjuntas. Assim, as N;([') bolas concéntricas com as B; mas de

raio 20 (didmetro 40) cobrem £, resultando em

Nis(F) < Ni(F). (11.6)
Suponha também que By, ..., Byy(r) sdo bolas disjuntas de raios o com centros em F.
Seja Uy, . . ., U qualquer cole¢@o de conjuntos de didmetro no maximo o que cubram F'. Como

os U; devem cobrir os centros das B;, cada B; deve conter pelo menos um dos U;. Como as B;

sdo disjuntas, existem pelo menos tantos U; quanto ;. Por isso
N5(F) < Ns(F). (11.7)

Tomando logaritmos e limites em ambas as inequag¢des acima mostra que os valores das dimen-
soes box ficam inalterados se Ns(F') € substituido por este Ng(F').

Resumindo, temos o seguinte:

Definicao 11.1. As dimensdes box inferior e superior de um subconjunto F' de R™ sao dadas por

. : log Ns(F)
dlmBF = hm(;_)()Tg(S (118)
Ting F = T 22 M) (11.9)
§—0 —logd
e a dimensdo box de F' por
log Ns(F
dimg F = lim 22 () (11.10)
s—0 —logd

(se este limite existir), onde Ns(F') é qualquer um dos seguintes:

(1) o menor nimero de bolas fechadas de raio d que cobrem F’;
(i) o menor nimero de cubos de lado § que cobrem F/;
(iii) o ndmero de cubos do d-latice que intersectam F’;
(iv) o menor nimero de conjuntos de didmetro no maximo ¢ que cobrem F’;

(v) o maior nimero de bolas disjuntas de raio § com centros em F'.

Segue uma ilustragdo de um conjunto /' e das coberturas possiveis:
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Figura 14 — Cinco maneiras de encontrar a dimensdo box de F. O nimero Ns(F) é tomado
como: (i) o menor nimero de bolas fechadas de raio 6 que cobrem F'; (i) o menor
ntimero de cubos de lado d que cobrem F'; (i7i) o nimero de cubos do §-litice que
intersectam F; (iv) o menor nimero de conjuntos de didmetro no méximo ¢ que
cobrem F'; (v) o maior ndmero de bolas disjuntas de raio § com centros em F' -
Fonte: (FALCONER, 2014).

Observacdo. E importante notar que é suficiente considerar limites quando ¢ tende a 0 através
de qualquer sequéncia decrescente Jy, tal que 0,1 > cd; para alguma constante 0 < ¢ < 1; em
particular para §, = c*. Para enxergar isso, observe que se 0,1 < § < J, entdo, com Nj(F)

sendo o menor nimero de conjuntos em uma d-cobertura de F,

log Ns(F) o log Ns, ., (F') _ log Ns, ., (F') . log N5, ., (F)
—logd —  —logd —log 0pt1 + log(d41/0k)  —log 41 + logc

e entao log N-(F log N~ (F
mog—g()<hm0g—5k()‘

< 11.11
0—0 — 10g5 k—oo — log 519 ( )

A desigualdade oposta € trivial e o caso de limites inferiores pode ser tratado da mesma forma.
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H4 uma outra defini¢do para dimensdo box que vale a pena mencionar. Lembre-se que a

d-vizinhanca Fs de um subconjunto F' de R"™ é
Fs={zxeR": |z —y| <dparaalgunsy € F} (11.12)

ou seja, o conjunto de pontos distantes 6 de F. Consideramos a taxa na qual o volume n-
dimensional de F; encolhe quando § — 0. Em IR3, se F' é um tinico ponto entdo F; é uma bola
com vol(Fs) = 3m6%, e se F' é um segmento de comprimento [ entdo Fjs é semelhante a uma
salsicha com vol(Fj) ~ 7ld?, e se F' for um conjunto plano de drea a entdo Fj € essencialmente
um espessamento de £’ com vol(Fs) ~ 2ad. Em cada caso, vol(Fs) ~ ¢§3~* onde o inteiro s €
a dimensdo de F, entdo esse expoente de ¢ € indicativo da dimensdo. O coeficiente ¢ de %%,
conhecido como conteddo de Minkowski de /' € uma medida de comprimento, drea ou volume
do conjunto, conforme apropriado.

Essa ideia se estende a dimensdes fraciondrias. Se F' € um subconjunto de R" e, para
alguns s, vol" (Fj)/6"° tende a um limite finito positivo quando 6 — 0 onde vol" denota volume
n-dimensional, entdo faz sentido considerar ' como s-dimensional. O limite € chamado de
conteudo s-dimensional de F', um conceito de uso ligeiramente restrito, uma vez que nao é
necessariamente aditivo em subconjuntos disjuntos, ou seja, nao ¢ uma medida. Mesmo que este
limite ndo exista, poderemos extrair o expoente critico de A e isto acaba por estar relacionado

com a dimensao box.
Proposicao 11.1. Se F' € um subconjunto de R"”, entao

—1 1" (F,
dimgF' =n — lim—Og vol” (F5)
5—0  logd

. ] n
5§—0 log ¢

onde Fjs é a d-vizinhanca de F'. No contexto desta proposicdo, a dimensdo box € as vezes

chamada de dimensdo de Minkowski ou dimensdo de Minkowski-Bouligand.
Demonstragdo. Se F pode ser coberto por Ns(F') bolas de raio 6 < 1 entdo F pode ser coberto
pelas bolas concéntricas de raio 29. Portanto

vol"(Fy) < Ns(F)en(26)"

onde ¢, € o volume da bola unitaria em R". Tomando logaritmos,

log vol™ (Fy) o log 2™¢c,, + nlog § + log Ns(F')
—logé —logd

?

aqui, lim; ., log2"¢,/logd = 0, pois log § — —oo quando & — 0, dai

lim log vol"(Fy)

< - i :
>0  —logd n+ dimp 7 (11.13)
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com uma desigualdade semelhante para os limites superiores. Por outro lado se houver N;(F')

bolas disjuntas de raio 4 com centros em F', entdo somando seus volumes,
Ns(F)en 6™ < vol™(Fy).

Tomando logaritmos e fazendo 6 — 0 nos da

. 10g VOln(Fg) . N(;(F)
h_ms_ngé > h_m5_>ng5 -n
> dimpF —n
que € a desigualdade oposta, e usando a quinta defini¢cao equivalente de dimensdo box. 0

Proposicao 11.2. Para todo F' C R” limitado e ndo vazio temos
dimyg F < dimzF < dimpF (11.14)

Demonstragdo. Suponha que 1 < H*(F) = lims_,o H*(F') para algum s > 0. Entdo, para todo

0 > 0 suficientemente pequeno,
1 < H3(F) < Ns(F)o®.

Onde N;(F') é o menor niimero de conjuntos de didmetro ¢ que podem cobrir F', usando 10.1.
Tomando logaritmos, 0 < log Ns(F) + slogd, e segue que s < lim; ,,log Ns(F')/ — logd. A
segunda desigualdade vem de propriedades de limite inferior e superior. [

Exemplo 11.1. Seja F o conjunto de Cantor ternario. Entdo dimy F' = dimgF’ = log 2/ log 3.

Demonstracdo. A cobertura usual pelos 2¥ intervalos de nivel-k de ), de comprimento 3~ nos
déd que Ns(F) < 2Fse 3% <0 <3771 Del1.2

— —  logNs(F) — log 2% log 2
d F=1 ————— K 0o = .
HB 0™ log ¢ Hltk— log 351 log3

Por outro lado, qualquer intervalo de comprimento § com 37*~' < § < 37 intersecta no
méximo um dos intervalos de nivel k& de comprimento 3% usados na construcdo de F'. Existem
2% tais intervalos, entdo pelo menos 2* intervalos de comprimento § sdo necess4rios para cobrir
F. Portanto, Ns(F') > 2* levando a dimz F' > log 2/ log 3. O

Assim, pelo menos para o conjunto de Cantor, dimy F' = dimp F.

11.2 PROPRIEDADES DA DIMENSAO BOX

Proposicao 11.3. Seja F' C R"™. Entdo

dimgF = dimgF.
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Demonstragdo. seja By, ... , By uma cole¢do finita de bolas fechadas de raios ¢. O conjunto
k 4 P P p

fechado | J,_, B; contém F se e somente se também contém F. Portanto, o menor nimero

de bolas fechadas de raio 0 que cobrem F' é igual a0 menor nimero necessario para cobrir o

conjunto maior F'. O resultado segue. ]

Uma consequéncia imediata disso € que se F' for um subconjunto denso de um conjunto
aberto de R”, entdo dimyF = dimpF = n. Por exemplo, seja F' o conjunto (enumerével)
de ndmeros racionais entre 0 e 1. Entdo F é o intervalo inteiro [0,1], de modo que dimp F' =
dimgF = 1. Assim, conjuntos enumerdveis, que sdo muito pequenos comparados aos nimeros
reais, podem ter dimensao box diferente de zero.

Além disso, a dimensdo box de cada nimero racional considerado como um conjunto
unitdrio € claramente zero, mas a uniao enumeravel desses conjuntos unitarios tem dimensao 1.
Consequentemente, geralmente ndo é verdade que dimg | J;~, F; = sup,{dimp F;}.

Isto limita severamente a utilidade da box - introduzir um conjunto enumeravel pode
causar estragos na dimensao. Poderiamos esperar melhorar algo restringindo a atencdo a conjun-
tos fechados, mas as dificuldades ainda permanecem, como mostra o seguinte exemplo de um

conjunto “esparso” com dimensao diferente de zero.

Exemplo 11.2. F' = {0, 1, %, %, ...} é um subconjunto compacto de R com dimp F' = %
1

Demonstracdo. Tome 0 < § < % Observe que 1% m, entdo seja k satis-

1 1
fazendo =) > > WEE D) Se |U| < 4§, U pode cobrir no maximo um dos pontos
de {1,1/2,...,1/k}. Assim, precisamos de k conjuntos de didmetro 0 para cobrir F, daf
Ns(F) = k.

log Ns(F) < log k
—logd ~ logk(k+1)

¢ uma indeterminacéo do tipo oo /oo

lim lOg k 'hospital im k+1 . 1
g k(k+1) T 7%k 41 2
1
pois k — oo quando § — 0, entdo dimg F' > 5
1 1
Por outro lado, se 0 < § < 1/2, tome k tal que m >0 > m Entdo

d(k+1) > 1/k, ou seja, k + 1 intervalos de tamanho § cobrem [—, 1/k], sobrando k£ — 1 pontos
de F' que podem ser cobertos por k — 1 intervalos. Assim, Ns(F') < 2k, e

log Ns(F) o log(2k)
—logd " logk(k —1)

analogamente ao anterior, chegamos em

dimgF <

N —
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12 Técnicas para calcular dimensoes

Como regra geral, obtemos limites superiores para medidas e dimensdes de Hausdorff
ao encontrar coberturas eficazes através de pequenos conjuntos, e limites inferiores, colocando
medidas ou distribui¢des de massa no conjunto. Para a maioria dos fractais, estimativas superiores

naturais podem ser obtidas utilizando coberturas naturais por pequenos conjuntos.

Proposicao 12.1. Suponha que F' possa ser coberto por n; conjuntos de didmetro no maximo oy,
com 0 — 0 quando k — oo. Entéo

1
dimpg F' < dimpF < lim ﬂ.
E— F—oo — lOg O
Além disso, se n;d; permanecer limitado quando & — oo, entdo H*(F') < oo. Se J;, — 0 mas

Opy1 > cop para algum 0 < ¢ < 1, entdo

S — 1
dimgF' < limk_mﬂ.
— log 5k

Demonstragdo. As desigualdades para a dimensio box sdo imediatas a partir das defini¢cdes e
da observagdo em 11.11. A desigualdade dimy F' < dimp F estd em 11.14, e se ngd;, € limitado,

entdo H; (F') < ngdy, dai H3, (F') tende a um limite finito H°(F") quando k — oo, O

Com surpreendente frequéncia, o limite superior “6bvio” para a dimensao de Hausdorff
de um conjunto acaba sendo o valor real. No entanto, demonstrar isso pode ser dificil. Para obter
um limite superior, € suficiente avaliar somas da forma > |U;|* para coberturas especificas {U; }
de F, enquanto para um limite inferior, devemos mostrar que >, |U;|* é maior do que alguma
constante positiva para todas as d-coberturas de F'.

Claramente, um grande nimero de tais coberturas estd disponivel. Em particular, ao
trabalhar com a dimensao de Hausdorff, em oposicao a dimensdo box, é necessario considerar
coberturas em que alguns dos U; s@o muito pequenos e outros tém diametros relativamente
grandes - isso impede estimativas generalizadas para ) _ |U;|°, como as disponiveis para limites
superiores.

Uma maneira de contornar essas dificuldades € mostrar que nenhum conjunto individual
U pode cobrir muito de ' em comparac¢do com o seu tamanho medido como |U|*. Entio, se
{U;} cobre F inteiro, a soma Y |U;|® ndo pode ser muito pequena. A maneira usual de fazer isso
¢ concentrar uma distribui¢do de massa adequada p em F' e comparar a massa (U ) coberta por

U com |U|® para cada U.

Proposicao 12.2 (Principio de distribuicdo de massa). Seja p uma distribui¢do de massa em F'e

suponha que, para algum s, existam ndmeros ¢ > 0 e € > 0 tais que:
w(U) < U (12.1)
para todos os conjuntos U com |U| < e. Entdo, H*(F) > u(F)/ce

s < dimpF < dimgF < dimpF.
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Demonstragdo. Se {U;} for qualquer cobertura de ', entdo

0<p(F) <p (U Ui) < ZM(Uz‘) < CZ Uil* (12.2)

usando propriedades de uma medida e a hipStese da proposi¢do. Tomando infimos, H*(F') >

F F

M se § for suficientemente pequeno, entdo H*(F') > M Como u(F) > 0, obtemos
c c

dimg F' > s. O

u(F)
c

Observe que a conclusdo H*(F') > permanece verdadeira se . for uma distribui¢do

de massa em R" e F' for qualquer subconjunto.

Exemplo 12.1. Seja F} = F x [0,1] C R? o produto do conjunto de Cantor terndrio F' € o
intervalo unitario. Em seguida, definindo s = 1 + log 2/ log 3, temos dimg F; = dimy F} = s,
com 0 < H*(F) < 0.

Demonstragdo. Para cada k, existe uma cobertura de F' por 2 intervalos de comprimento 3F.
Uma coluna de 3* quadrados de lado 3% (didmetro 37%+/2) cobre a parte de F; acima de cada
intervalo desses, entdo, juntando todos esses, F; pode ser coberto por 2¥3% quadrados de lado

3~*. Portanto,
g_k\/ﬁ<F1) < 3]62/6(3716\/5)3 — (3 .9. 371710g2/10g3)k23/2 — 25/2’

entdo H*(F)) < 2%/%2 e dimg F} < dimgF, < dimpF; < s. Para o limite inferior, defini-
mos uma distribui¢do de massa y em F; ao considerar a distribuicdo natural de massa em £
descrita acima (cada intervalo no passo k de I’ de lado 3% tem massa 27%) e “espalhando-a”
uniformemente ao longo dos intervalos acima de F'.

Assim, se U for um retangulo, com lados paralelos aos eixos coordenados, de altura
h < 1, em cima de um intervalo de nivel k de F, entdo u(U) = h2~*. Qualquer conjunto
U estd contido em um quadrado de lado |U| com lados paralelos aos eixos coordenados. Se
3=+ < |U| < 37 entdo U estd em cima de no maximo um intervalo do passo k de F’ de lado
37% entdo

w(U) < |UJ27% < |U|37F1os2/ 1083 |7 (3|U|) 108 %/ o83 = glog2/log3| 7|8 = 9|U7]°,

Pelo principio de distribuicdo de massa, H*(F}) > % O

O procedimento usado para encontrar dimensdes no exemplo acima, tomando uma
cobertura natural para obter um limite superior e usar o principio de distribuicdo de massa para o
limite inferior, € a base de muitos calculos de dimensdo. Iremos aplicd-lo a uma ampla classe
de fractais autossimilares no Teorema 13.3. Por enquanto consideramos uma construcao geral
de subconjuntos fractais de R que pode ser pensada como uma generalizacdo do conjunto de
Cantor do ter¢co médio.

Seja [0,1] = Ey D Ey D E; D ... uma sequéncia decrescente de conjuntos, com cada

E), uma unido de um ndmero finito de intervalos fechados disjuntos chamados intervalos bésicos



101

de k-ésimo nivel, com cada intervalo de £}, contendo pelo menos dois intervalos de Fj1, €
o comprimento maximo dos intervalos de k-ésimo nivel tendendo a quando £ — oo. Entdo o

conjunto
F=()E (12.3)
k=0

¢ um subconjunto totalmente desconexo de [0, 1] que geralmente é um fractal.

Limites superiores naturais para a dimensao de F' estdo disponiveis tomando o intervalos
de cada ) como intervalos de cobertura, mas, como sempre, é¢ mais dificil encontrar limites
inferiores que sejam iguais aos limites superiores. Observe que nos exemplos a seguir, as
estimativas superiores para dimy (F') dependem do nimero e tamanho dos intervalos bdsicos,
enquanto as estimativas inferiores dependem do seu espacamento. Para que sejam iguais, os
intervalos de nivel (k + 1) devem ser “quase uniformemente distribuidos” dentro dos intervalos

de k-ésimo nivel.

Exemplo 12.2. Seja s um nimero com 0 < s < 1. Suponha que na constru¢do geral 12.3, para

cada intervalo I de k-ésimo nivel, os intervalos de (k + 1)-ésimo nivel I,...,[,, (m > 2)
contidos em [ sdo de mesmo comprimento e igualmente espacados, sendo 0os comprimentos
dados por
1
|L)P=—I]° (1<i<m) (12.4)
m
Eq
Ey
N - E2
SRR - e s e s =, B

Exemplo da construcdo geral de um subconjunto de R - Fonte: autoria propria

com as extremidades esquerdas de I e I coincidentes, e as extremidades direitas de [,,, e [
coincidindo. Entdo dimy F' = s e 0 < H*(F) < oco. (Observe que m pode ser diferente para
diferentes intervalos / na construcdo, de modo que os intervalos de k-ésimo nivel podem ter

comprimentos muito diferentes.)

Demonstracdo. Com [ e I; como dito acima,
1[* =D |1l (12.5)
=1

Aplicando isso indutivamente aos intervalos de nivel k para k sucessivos e lembrando que
Ey é um intervalo de comprimento 1, temos para cada k, que 1 = ) | LeE, |1;|*, onde somamos
sobre todos os intervalos /; de nivel k. Os intervalos do passo k cobrem F'; uma vez que o
comprimento maximo do intervalo tende a 0 conforme k& — oo, segue que H;(F') < 1 para ¢

suficientemente pequeno, nos dando H*(F') < 1.
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Agora distribua uma massa p em F de tal forma que p(/) = |I|® sempre que I for
qualquer intervalo do passo k. Assim, comegando com massa unitdria em [0, 1] dividimos isso
igualmente entre cada intervalo de nivel 1, a massa em cada um desses intervalos sendo dividida
igualmente entre cada subintervalo de nivel 2 e assim por diante; veja a Proposicao 9.2. A
equacdo (12.5) garante que obteremos uma distribui¢do de massa em F' com (/) = |I|° para
cada intervalo bdsico. Agora vamos estimar y(U) para um intervalo U com extremidades em F.
Seja I o menor intervalo bdsico que contém U; suponha que [ seja um intervalo de k-ésimo nivel,
e sejam I;, ..., I, os intervalos de nivel (k + 1) contidos em /. Entao U intersecta um nimero
Jj = 2 dos I;, caso contrario U estaria contido em um intervalo bdsico menor. O espagamento

entre [; consecutivos é

(L] =ml|L])/(m = 1) = [[(1 = m[L]/[1])/(m =1
= [](1=m!'=%)/(m — 1)

> c|I|/m,
onde ¢, = (1 —2'71/%), usando que m > 2e 0 < s < 1. Por isso

11,

— 1
Ul =121 >
m 2m

Por (12.4),
. . S -] S
n(U) < ju(l) = jlL1° = —|1]
m
. 1—s
< 2% (i> U < 25| U (12.6)
m

Isso é verdade para qualquer intervalo U com pontos finais em [’ e, portanto, para qualquer
conjunto U ao aplicar (12.6) para o menor intervalo contendo UNF'. Pelo principio da distribui¢do
de massa, H*(F) > 0. O

Chamamos os conjuntos obtidos quando m € mantido constante durante a construcio do
Exemplo anterior de conjuntos de Cantor uniformes. Eles proporcionam uma generalizacao

natural do conjunto de Cantor do ter¢o médio.

Exemplo 12.3 (Conjuntos de Cantor uniformes). Seja m > 2 um inteiroe 0 < r < 1/m.
Seja F' o conjunto obtido pela constru¢do em que cada intervalo basico [ € substituido por m
subintervalos igualmente espacados de comprimento ||, as extremidades de I coincidem com
as extremidades dos subintervalos extremos. Entdo dimy F' = dimg F' = logm/ — logr, e
0 < Hlosm/~loem([) < oo.
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Figura 15 — Um conjunto de Cantor uniforme com m = 3 e r = 4/15, entdo dimy F' =
dimp F = log3/ —log4/15 = 0, 831... - Fonte: (FALCONER, 2014)

Demonstragdo. O conjunto F' € obtido tomando m constante e s = logm/(— log r) no Exemplo
12.2. A equacgdo (12.4) torna-se (r|I])* = (1/m)|I

dimy F = s. Para a dimensdo box, observe que F é coberto pelos m* intervalos de nivel k de

%, que € satisfeita de forma idéntica, entdo

comprimento rk para cada k, levando a dimgF' < logm/ — log r da maneira usual. O]

Exemplo 12.4. Suponha que na construcdo geral 12.3 cada intervalo de nivel £ — 1 contém pelo
menos my, > 2 intervalos de k-ésimo nivel (k = 1,2, ...) que s@o separados por lacunas de pelo

menos €, onde 0 < €51 < g para cada k. Entao

log(my - -myg_1)
— log(muex)

(12.7)

Demonstracdo. Podemos assumir que o lado direito da equacdo acima € positivo, sendo o
resultado seria 6bvio, pois a dimensao € sempre ndo-negativa. Suponha que cada intervalo de
nivel (k — 1) contém exatamente m;, intervalos de nivel k; caso contrdrio, podemos descartar
intervalos em excesso para obter conjuntos menores F, e [’ para os quais isso acontece. Defina
uma distribui¢do de massa ;. em F atribuindo uma massa (m; . .. my,) "' acadaum dos m; . .. my,
intervalos de k-ésimo nivel. Seja U um intervalo com 0 < |U| < 1; vamos estimar p(U). Seja
k o nimero inteiro tal que ¢, < |U| < €;_;. O niimero de intervalos de k-ésimo nivel que

intersectam U é

(i) no maximo my, ja que U intersecta no maximo um intervalo de (k — 1)-ésimo nivel

(ii) no maximo (|U|/ex) + 1 < 2|U|/ek, uma vez que os intervalos do k-ésimo nivel tém

lacunas de pelo menos ¢, entre eles.

Cada intervalo de nivel k aguenta uma massa de (m - --my) ! de modo que

p(U) < (my -~ -my) " min{2|U] /ey, my }
< (my---me) " (21U fer) my°
paracada 0 < s < 1.
Dai
pl) 2°

Uls = (my - me—r)mie;”
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Se

s < limy_, o log(my - - - my—1)/ — log(myey)

entdo (my ---my_1)mie; > 1 para k grande o suficiente, portanto p(U) < 2°|U|°, e

dimy F' > s pelo principio de distribuicdo de massa, resultando em (12.7). [

Agora suponha que no Exemplo 12.4 os intervalos de k-ésimo nivel sejam todos de
comprimento J, e que cada intervalo de nivel (k — 1) contenha exatamente 1y, intervalos de
k-ésimo nivel que sdo “grosseiramente igualmente espagados” no sentido de que myey, > o1,

onde ¢ > 0 é uma constante. Entdo (12.7) torna-se

. : log(my - - my— . log(my - - - my—
dlmHF}h_mk_}OO—i(gcl_log;kl)l — lim, g(m k-1)

—log dr—1

Mas Ej,_; compreende m; - - - my,_; intervalos de comprimento 61, entdo esta expressao
¢ igual ao limite superior para dimy F' dado pela Proposi¢cdo 12.1. Assim, na situagdo em que os

intervalos sdo bem espagados, obtemos igualdade em (12.7).

Exemplo 12.5. Fixe 0 < s < 1 e seja ng,ni,ns,... uma sequéncia crescente de nimeros
inteiros, digamos ny,; > max{n}, 4n,1,/ °} para cada k. Para cada k, suponha que H, C R
consiste de intervalos igualmente espacados de comprimentos n,;l/ * com os pontos médios de
intervalos consecutivos a n;l de distancia. Entdo escrevendo F' = ﬂzozl Hy, temos dimg F' = s.

Demonstragdo. Como F C Hj, para cada k, o conjunto F' € [0, 1] estd contido em no maximo

/*, entdo a Proposicdo 12.1 nos dd

ny + 1 intervalos de comprimento n,gl
dimH(F N [0, 1]) < li_mk_mO log(nk + 1)/ — 10g n;l/s = s.

Da mesma forma, dimy (F N [n,n + 1]) < s para todo n € Z, entdo dimy F' < s jd que é unido

enumerdavel de tais conjuntos.

Agora seja Fy = [0,1] e, para k > 1, seja F} consistindo nos intervalos de Hj, que
estdo completamente contidos em Fj._;. Entdo cada intervalo I de Ej_; contém pelo menos
ngll] —2 > nkn,:{s — 2 > 2 intervalos de Ej, que sdo separados por intervalos de pelo menos
n,;l — nlzl/ ' > %n,;l se k for suficientemente grande. Usando o Exemplo 12.4 e observando que
definindo my; = nkn,;_lés ao invés de my, = nkn,;_lés — 2 ndo afeta o limite,

o0 _
dimy (F 1 [0,1]) > dimy () E; > lim log((ny - ”’“‘?/: Ui"’“‘l)
k=1 oo —log(ngny,_y 5my, Y

. log(ng -+ ng_o)' V5 + logng_
= lim )
oo log2 + (logng_1)/s

Desde que ny, esteja aumentando rapido o suficiente, os termos em log n;_; no numerador
e denominador desta expressdo sdo dominantes, de forma que dimy F' > dimyg(F N[0, 1]) > s,

como queriamos demonstrar. [
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13 Sistema Iterado de Funcoes

Muitos fractais sdo compostos de partes que, de alguma forma, sdo semelhantes ao todo.
Por exemplo, o conjunto de Cantor € a unido de duas cOpias semelhantes de si mesmo, e a curva
de von Koch é composta por quatro copias semelhantes. Essas autossimilaridades ndo sdao apenas
propriedades dos fractais: elas podem realmente ser usadas para defini-los. Sistemas iterados
de funcdes fazem isso de forma unificada e, além disso, frequentemente levam a uma maneira
simples de encontrar dimensoes.

Seja D um subconjunto fechado de R"”, frequentemente temos D = R". Uma funcao
S : D — D é chamada de contracdo em D se existir um nimero ¢ com 0 < ¢ < 1 tal que
|S(x) — S(y)| < c|z — y| para todos =,y € D. Claramente, toda contragdo é continua. Se a
igualdade for satisfeita, ou seja, se |S(x) — S(y)| = c¢|x — y|, entdo S transforma conjuntos em
conjuntos geometricamente semelhantes, e chamamos S de similaridade.

Uma familia finita de contragdes Sy, S, ..., 5, com m > 2, é chamada de sistema
iterado de fung¢des ou SIF. Chamamos um subconjunto F' de D que € compacto e ndo vazio de
atrator (ou conjunto invariante) para o SIF se

A propriedade fundamental de um sistema iterado de funcdes € que ele determina um atrator
unico, que normalmente ¢ um fractal. Para um exemplo simples, tome /' como o conjunto de

Cantor. Sejam S; e S5 : R — R dados por

1 1 2
Si(x) = 3% So(z) = 3% + 3

Entdo, S)(F) e So(F') sdo apenas as “metades” esquerda e direita de F', de modo que F' =
S1(F) U .Sy(F); assim, F' é um atrator do SIF composto pelas contragdes S, So, as duas fungdes
que representam as autossimilaridades bdsicas do conjunto de Cantor.

Vamos provar a propriedade fundamental de que um SIF possui um atrator tnico (ndo va-
zio, compacto). Isso significa, por exemplo, que o conjunto de Cantor € unicamente determinado
como o atrator das fungdes S, .S, dadas acima.

Para isso, definimos uma métrica ou distancia d entre subconjuntos de D. Seja S a classe
de todos os subconjuntos compactos ndo vazios de D. Lembre-se de que a d-vizinhanga de um

conjunto A é o conjunto de pontos a uma distancia ¢ de A, ou seja,
As={x € D :|r—a| <Jparaalguma € A}.

Transformamos S em um espaco métrico definindo a distancia entre dois conjuntos A e B como

o menor valor de 0 tal que a -vizinhanca de A contenha B e vice-versa:

dy(A,B) =inf{0: A C Bse B C As}
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Figura 16 — Exemplo de coberturas para conjuntos A e B - Fonte: (FALCONER, 2014)

Afirmacao. dy, chamada de distincia de Hausdorff, ¢ uma métrica.

Demonstragdo. (i) dy(A, B) > 0, pois 0 é positivo. Se dy(A,B) = 0,entdo A C B e

(i)
(i)

B C A < A = B, usando que A e B sdo compactos.
dy(A, B) = dy(B, A) por defini¢do.

Suponha > Otalque A C Bse B C Asec >0talque B C C.e C C B.. Tome x
qualquer em By, por definigdo existe b € B tal que d(z,b) < . Como B C C., existe ¢
€ Ctal que d(b,c) < e.

Pela desigualdade triangular para a distancia euclidiana temos
d(z,c) <d(z,b) +d(b,c) <0 +e.

Além disso, observe que tomamos z qualquer em Bs, como A C Bs. Segue que a
desigualdade vale para qualquer a € A, isto é, d(a,c) < d(a,b) + d(b,c) < § + .

Isto implica que A C (s, .. Analogamente, podemos mostrar que C' C As. ., juntando

ambos temos
{60 >0,ACBseBCAs}+{e>0;CCB.e BCC.} C{d>0;,AC CseC C As}.

Tomando infimos temos dy (A, B) + dy(B,C) > dy (A, C). O

Exemplo 13.1. dy([0,1/3],[2/3, 1]) = 2/3, pois a maior distncia entre ambos os intervalos é

2/3 —

0=2/3=1-1/3.

Teorema 13.1. Considere o sistema iterado de fun¢des dado pelas contragdes {S, ..., S,,} em
D C R" em que

|5i(x) = Si(y)| < cilz =yl (w,y) € D (13.1)
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com 0 < ¢; < 1 para cada <. Entdo existe um atrator Unico £, isto é, um conjunto

compacto ndo vazio tal que

F=JSi(F). (13.2)
=1
Além disso, se definirmos uma transformacgao .S na classe S de conjuntos compactos nao vazios
por
S(E) = Si(E) (13.3)

para E € S, e escreva S* para a k-ésima iteragio de S (S°(E) = F e S*(E) = S(S*1(E))

para k > 1), entdo

F=()S"E) (13.4)
k=0

para cada conjunto F € S tal que S;(F) C E para todo i.

Demonstracdo. Seja E qualquer conjunto em S tal que S;(F) C E para todo i; por exemplo
E = DN B(0,r) servird desde que r seja suficientemente grande. Entdo S*(E) C S*(E),
de modo que S*(E) é uma sequéncia decrescente de conjuntos compactos ndo vazios, cuja
interse¢do I = [, S*(E) é ndo vazia pelo Teorema dos intervalos encaixados (disponivel em

(LIMA, 2013). Como S*(E) é uma sequéncia decrescente de conjuntos, segue que

S(F)=S (ﬁ Sk(E)) = ﬁ S(S*(E)) = ﬁ SHE)=F
k=0 k=0 k=1

onde usamos a compacidade de E. Disso ganhamos que F' satisfaz 13.2 e € um atrator do SIF.
Observe que os conjuntos em S sdo transformados por S em outros conjuntos de S pois imagem
de um conjunto compacto por uma fung@o continua é compacta. Se A, B € S entdo

1<i<m
i=1

dr(S(A),S(B)) =dy (U Si(A), US’L(B)> < max dy(Si(A), Si(B))

usando a defini¢do da métrica dy e observando que se a d-vizinhanga (.S;(A))s contém S; (B)
para todo i entdo (|J;", S;(A))s contém [ ", S; (B) e vice-versa. Por 13.1,

dy(S(A),S(B)) < (max ¢;)dy(A, B). (13.5)

1<i<m

Suponha que A e B sejam ambos atratores, de modo que S(A) = A e S(B) = B. Como
0 < maxc; < 1segue de 13.5 que d(A, B) = 0, implicando A = B. O

Segundo (FALCONER, 1985), a primeira apresentacdo sistematica do que conhecemos
dos SIFs deriva de Hutchinson. De fato, o seguinte teorema, que apenas enunciaremos, hoje
recebe o seu nome e é muito parecido com o que fizemos. A demonstracdo pode ser consultada
em (HUTCHINSON, 1981).
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Teorema 13.2 (Teorema de Hutchinson). Seja X = (X, d) um espago métrico completo e
S ={S1,..., Sy} um conjunto finito de contra¢des em X . Entdo existe um conjunto fechado e
limitado tnico K tal que K = Uf\il S; K. Além disso, K é compacto e € o fecho do conjunto de
pontos fixos sg;, ;3 das composi¢des finitas S;, o - - -0 S; dos membros de S. Para um conjunto
arbitrario A C X, defina S(A) = UY, SiA, S?(A) = S(S”~'(A). Entdo, para A fechado e
limitado, SP(A) — K na métrica de Hausdorff.

13.1 DIMENSAO DE CONJUNTOS AUTOSSIMILARES

Uma das vantagens da representacdo por um SIF € que a dimensao do atrator € muitas
vezes relativamente fécil de calcular ou estimar em termos das contragdes definidas. Nesta se¢do,

discutimos o caso em que Sy, ... , S, : R" — R" sdo similaridades ou seja, com
|Si(x) = Si(y)l = rilz —y| (z,y €R"), (13.6)

onde 0 < r; < 1 (r; é chamado de propor¢do de S;). Assim, cada S; transforma subconjuntos
de R™ em conjuntos geometricamente semelhantes. O atrator de tal conjunto de similaridades
€ chamado de conjunto autossimilar, sendo uma unido de um nimero de cdpias semelhantes
menores de si mesmo. Exemplos padrdo incluem o conjunto de Cantor do ter¢o médio, o tridngulo
de Sierpinski e a curva de von Koch.

Mostraremos que, sob condicdes bastante gerais, um conjunto autossimilar F' tem di-

mensdes de Hausdorff e box dadas por sua dimensao de similaridade, ou seja, o nimero s que

S, (13.7)
=1

e ainda que F' tem medida H* positiva e finita. Um cdlculo heuristico indica que o valor dado

satisfaz

acima € pelo menos plausivel. Se F' = | J/" | S;(¥’) tem a unido “quase disjunta”, temos que
Ho(F) =) H(S(F)) = riH(F) (13.8)
i=1 i=1

usando 13.6 e a propriedade de escala 10.5. Supondo que 0 < H*(F) < oo no valor de “salto”
s = dimy F, podemos cancelar o H*(F') para obter que s satisfaz 13.7.

Para que este argumento dé a resposta correta, precisamos de uma condi¢cdo que garanta
que os componentes S;(F') de F' ndo se sobreponham “muito”. Dizemos que os S; satisfazem a

condigdo de conjunto aberto se existe um aberto V' ndo vazio limitado tal que
Vol Jsiv) (13.9)
i=1

e esta unido € disjunta.

Lema 13.1. Seja {V;} uma cole¢do de subconjuntos abertos disjuntos de R tais que cada V;
contém uma bola de raio a;r e estd contido em uma bola de raio a,r. Entdo qualquer bola B de

raio r intersecta no maximo (1 + 2ay)"a; " dos fechados V/;.
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Demonstracdo. Se V; encontra B, entdio V; estd contido na bola concéntrica com B de raio
(1 + 2as)r. Suponha que g dos conjuntos V; cortem B. Somando os volumes das bolas interiores

correspondentes de raios a;r, segue que g(a;7)"” < (1 + 2a2)™r™ como queriamos. ]

A demonstragdo do préximo teorema é devido a (FALCONER, 2014). E itil pensar no

Conjunto de Cantor para entendé-la.

Teorema 13.3. Suponha que a condi¢@o de conjunto aberto 13.9 seja vélida para as contragdes

S; em R™ com propor¢des 0 < r; < 1 paral < i < m. Se F é o atrator do SIF {Sy,...,S,,},
isto é,
F=JS:(F), (13.10)

entdo dimy F' = dimp F' = s, onde s € dado por

Em:rf =1. (13.11)

i=1
Além disso, para este valor de s, 0 < H*(F') < 0.

Demonstragdo. Suponha s satisfazendo (13.11). Seja Z;, o conjunto de todas as sequéncias com
k termos (i1, . .., i) com 1 < i; < m. Para qualquer conjunto A e (i1, ..., i) € I}, escrevemos

A i, =S 0---085; (A). Segue-se, usando (13.10) repetidamente, que
F=JF. .
Tk

Vamos verificar que estas coberturas de F' fornecem uma estimativa superior adequada para a

medida de Hausdorff. Como o mapa S;, o - - - 0 .S;, é uma similaridade de razdo r;, - - - r;,,

ZI T =) (i) F) = (Zr) (Zrk) |F|*=|F]°  (13.12)

Iy,

por (13.11). Para cada § > 0, podemos escolher £ tal que |F}, . ;
H3(F) < |F|° e, portanto, H*(F) < |F|* e dimy F' < s

Agora vamos encontrar o limite inferior. Seja I o conjunto de todas as sequéncias

< (max; r;)*|F| < 6, entdo

infinitas Z = {(i1,42,...) : 1 < i; < m}, e seja I, ;. = {01, - ik, @1, --.) ¢
1 < ¢; < m} o ”cilindro"que consiste nessas sequéncias em Z com termos iniciais (71, . . ., ).
Podemos colocar uma distribui¢do de massa p em Z tal que p(Z;,, ;) = (14, - - 75, )°. Como
(riy oo )S =D (ray i), ist0 &, w( Ly, i) = D omey i Ly iy i)» segue que o é de fato
uma distribui¢cdo de massa em subconjuntos de Z com ;(Z) = 1. Podemos estender ;. para uma
distribui¢do de massa i em F' de maneira natural definindo fi(A) = p{ (i1, d2,...) : iy 4,.. € A}
para subconjuntos A de F. (Lembre-se de que z;, ;, = = ﬂ;ozl F;, . i..) Assim, a fi-massa de um
conjunto é a -massa das sequéncias correspondentes. E facilmente verificado que fi( F) = 1.
Vamos mostrar que [ satisfaz as condi¢des da Proposicdo 12.2. Seja V' um conjunto

aberto satisfazendo (13.9). Como V O S(V) = |J", Si(V), a sequéncia decrescente de iteragdes
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S*(V') converge para F (veja (13.4)). Em particular, V > F eV, _; D F, , paracada
sequéncia finita (i, . .., ix). Seja B qualquer bola de raio < 1. Estimamos /i(B) considerando
os conjuntos V;, ;. com didmetros compardveis ao de B e com fechos que intersectam F' N B.

Restringimos cada sequéncia infinita (i, i2,...) € Z apds o primeiro termo i, para o

qual
( min ri) T T Ty T, ST (13.13)

1<i<m
e denote por Q o conjunto finito de todas as sequéncias (finitas) obtidas desta forma. Entéo,
para cada sequéncia infinita (i, iz, ...) € Z, hd exatamente um valor de k com (iy, ..., i) € Q.
Como Vi, ..., V,, sdo disjuntos, entdo V;, _; 1,..., Vi i m também sdo disjuntos para cada
(11,...,1). Usando isso de maneira aninhada, segue-se que a colecdo de conjuntos abertos
{(Visooiy © (in,... i) € Q} é disjunta. Além disso, F' C g, Fi,...i, € U Vigoin-
Escolhemos a; e ay para que V' contenha uma bola de raio a; e esteja contido em
uma bola de raio a,. Entdo, para todo (i1, ...,ix) € Q, o conjunto V;, _,; contém uma bola
de raio 7, - - - 7;, a1 e, portanto, uma de raio (min; r;)a;r e estd contida em uma bola de raio
Ti, - - - Ti, G2 €, portanto, em uma bola de raio asr. Sejam Q; as sequéncias (iy, . .., ;) em Q tais
que B intercepta V;, ;. Pelo Lema 13.1, existem no méaximo ¢ = (1 + 2a3)"a; ™ (min; r;) ™"

sequéncias em Q. Entao

f(B) = p(F' N B) = p{(i1, 42, ...) : Ty jp,.. € FN B} < {U ‘[jly---vjk}
@

jdque x4, € FNB C g, Vij,..j» existe um inteiro k tal que (iy, . .., i) € Q;. Assim,
(B) < ZM([“%) = Z(Tz‘l ey )t < 27’8 <r'q
)] alQ Q1

usando (13.13). Como qualquer conjunto U estd contido em uma bola de raio |U|, temos
@(U) < |Ul|*q, entdo o principio de distribui¢do de massa nos dd que H*(F) > ¢ ' > 0O e
dimyg F' > s.

Finalmente, para dimensao box, dado r < 1, escolha Q como em (13.13). Segue indu-
tivamente de (13.11) que Y, (i, 74, - - - 74, )° = 1, entdo ) contém no maximo (min; r;) ~*r~*
, entdo UQ Vioin

¢ uma cobertura de F’ por no maximo (min; r;) ~*r~* conjuntos de didmetro r|V|. Segue-se da

sequéncias. Paracada (i1, . .., %) € Q,temos [V, | =74 -1, |[V]| < 7|V

primeira defini¢do equivalente de dimensdo box que dimp F' < s. Observando as relagdes padrio

dimpg F' < dimp F' < dimgF, completamos a prova. O

Exemplo 13.2 (Triangulo de Sierpinski). O tridngulo de Sierpinski F' é construido a partir
de um tridngulo equildtero removendo repetidamente tridngulos equiléteros invertidos. Entao
dimy F' = dimp F' = log 3/ log 2.

Demonstragcdo. O conjunto F' é o atrator das trés contragdes 6bvias de proporcdes %, que

mapeiam o tridngulo Ej nos tridngulos de £;. A condi¢io de conjunto aberto € valida quando
tomamos V' como o interior de Ey. Assim, pelo Teorema 13.3, dimy F' = dimg F' = log 3/ log 2,

que é asolugdo de 3(1)* =377 (1) = 1. O
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13.2 VARIACOES

Os célculos subjacentes ao Teorema anterior podem ser adaptados para estimar a dimen-

sdo do atrator /' de um SIF consistindo de contragcdes que nao sdo similaridades.

Exemplo 13.3.

[ ®E,

‘E‘-I' :1"

Figura 17 — Estdgios na constru¢do de uma curva fractal de um gerador (£, ). Os comprimentos
dos segmentos do gerador sdo 1/3,1/4,1/3,1/4,1/3, e as dimensdes de Hausdorff e
box de F'sdo dadas por 3(1/3)°+2(1/4)* = 1ou s = 1, 34... - Fonte: (FALCONER,

2014)
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Proposicao 13.1. Seja I o atrator de um SIF que consiste nas contragdes {51, ... , Sy} em

um subconjunto fechado D de R" tal que

|1Si(x) = Si(y)| <rile —yl (z,y € D)
com 0 < r; < 1para cada i. Entdo dimyg I’ < s e dimgF' < s, onde Z;Zl ri = 1.
Demonstragdo. Estas estimativas sdo essencialmente aquelas do primeiro e ultimo pardgrafos da

prova do teorema anterior, observando que temos a desigualdade |A;, ;| <7, - - -7, |A| para

.....

cada conjunto A, em vez de igualdade. [

Exemplo 13.4. Observe

Figura 18 — Uma curva fractal e seu gerador. As dimensdes de Hausdorff e box sdo iguais a
log 8/log4 = log 2%/ log 2? = 3/2 - Fonte: (FALCONER, 2014)

Exemplo 13.5. Observe
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Figura 19 — Uma curva fractal e seu gerador. As dimensoes de Hausdorff e box sdo iguais a
log5/log3 = 1,465... - Fonte: (FALCONER, 2014)

A seguir, obtemos um limite inferior para a dimensao no caso em que 0s componentes
S;(F) de F sdo disjuntos. Observe que este certamente serd o caso se houver algum conjunto

compacto ndo vazio £ com S;(F) C E para todo i e com o S;(E) disjunto.

Proposicao 13.2. Considere o SIF que consiste nas contragdes {51, . . . , S, } em um subconjunto
fechado D do R" tal que

bilz — yl < [Si(x) — Si(y)| (z,y € D) (13.14)

com 0 < b; < 1 para cada 7. Suponha que o atrator F' (compacto ndo vazio) satisfaz
F=JS(F). (13.15)

com esta unido disjunta. Entdo F' é totalmente desconexo e dimy F' > s onde

m

> ob=1. (13.16)
i=1
Demonstracdo. Seja d > 0 a distancia minima entre qualquer par dos conjuntos compactos e
disjuntos S1(F), ..., Sn,(F), ou seja, d = min, 4, inf{|z —y| : x € S;(F),y € S;(F)}. Seja
F, . =Sio0---08;(F)edefina ppor u(F;, ;)= (b ---b;)°. Como
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segue que /. define uma distribuicdo de massa em I’ com p(F') = 1.

Se x € F', existe uma sequéncia infinita Gnica i1, 7o, . .. tal que x € F}, _; paracada k.

-----

Para 0 < r < d, seja k o menor niimero inteiro tal que

by by d <7 < by by d.

Tk—1

Se iy, ..., i, sdo diferentes de iy, . . . , iy, 0s conjuntos Fy, ;e Fy 7 sao disjuntos e

separados por um gap de pelo menos b;, - --b;, _,d > r. (Para ver isso, observe que se j for

lg—1

. . y - ~
o menor inteiro de forma que i; # ¢ ;» entdo F, i C Fi;_ estdo separados

----- 2

------

por d, entdo Fj, e Fj, i estdo separados por pelo menos b, ... bi,_,d.) Segue-se que

,,,,, (2%

i, €Ntao

w(FOB(z,r)) < p(Fiy i) = (biy ... 0;y)° < d75r%.

Se U intersecta F', entdo U C B(x,r) para algum z € F' com r = |U|. Assim, u(U) <
d-#|U

%, entdo pela Proposi¢do 12.2, H*(F') > 0 e dimy F > s.

A separagdo dos componentes [, . ; indicada acima implica que [’ € totalmente desco-

.....

nexo. -

Exemplo 13.6. (Conjunto de Cantor “nio linear”). Seja D = [ (1+v3),(1+V3)] e
seja S1, S2 : D — D dado por Sy(x) =1+ 1/x,5:(x) =2+ 1/x. Entdo 0,44 < dimyg F' <
dimp F' < dimgF < 0,66 onde F é o atrator de {5, S }.

Demonstragdo. Primeiro note que

1 2 1
Si(z1+V3) =1+ Si(1+V3) =1+
g2 V3ol V3l
1+v3vV3-1 ) 2
=1+vV3-1=3 :5(1+\/§).
© 1 2 1
So(=(1+V3)) =2+ Sy(1+V3) =2+
g2 V3ol P E
1+v3v3-1 ) 2
—2+V3-1=V3+1 25(3+\/§).
Logo S1(D) = [3(1 + V3), \/ﬂ e S2(D) = [1(3+v/3),1 + V/3]. Observe que todo
1 1 1
xz,y € D é maior que 1, logo |S;(z) — S;(y)] = |- — =] = |y — z|— < k|ly — z|, com
Ty |zy]

1/zy < k < 1. Segue que S; e S, sdo contragdes e podemos usar as Proposi¢des 13.1 e 13.2
para estimar dimy F'. Pelo Teorema do Valor Médio, se =,y € D sdo pontos distintos, entao
(Si(x) — Si(y))/(z —y) = Si(2;) para algum z; € (z,y). Assim, parai = 1,2

in [5!(e)] < 2O =S 1510,

xeD |l’ - yl xeD
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Como S} (z) = Sy(z) = —1/z* é fécil ver que S! € continua, e toda fun¢do continua definida
num compacto assume um valor maximo e minimo. Observe que |S;| é decrescente neste
dominio, e temos

Lo vE) = (108) "< S0l (10 5)) T a (o va)

para: = 1 e+ = 2. De acordo com as proposi¢des anteriores, os limites inferior e superior
para as dimensdes sdao dados pelas solucdes de 2(% (2 — \/g))s = 1e2(2(2—-+3) =
1 que resolvendo computacionalmente encontramos s = log 2/ log (2 (2 + \/5)) = 0,34 e
log2/log(1(2 4 v/3)) = 1,11, respectivamente.

Para um subconjunto da reta real, um limite superior maior que 1 ainda nao € bom. Uma

maneira de obter melhores estimativas € observar que F' também € o atrator dos quatro mapas

em [0, 1]
x
© J Z—f—]_‘_]‘/g7 t ]x+1 ( j )
Expandindo para visualizar melhor, temos
x x
S1085y =1 Si05 =1
I s S|
Xz
Sy05; =2 Sy08;, =2
POMT AT T e et g

Calculando derivadas e usando o Teorema do Valor Médio como antes, obtemos que

, (e +1)—xy 1 : 9
(8108 () = = = e = Gr )
entao
j(14+V3)+1 72|g;—y|<|siosj(x)—siosj(y)|< lj 1+vV3) +1 72|:13—y|.
2

Os limites inferior e superior das dimensdes sdo dados pelas solugdes de

2(% <3+\/§>)_2s +2<2+\/§)_25:1 (j=1)
2 <2+\/§>_28 +2 <3+2\/§>_28 —1 (G =2)

usando uma calculadora achamos 0,44 < dimgF < 0,66, uma melhoria consideravel em
relacdo as estimativas anteriores. Na verdade, segundo (FALCONER, 2014), dimyg £’ = 0.531,
um valor que pode ser obtido computacionalmente observando iteracdes de ordem ainda mais
alta do S;. ]
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14 Aplicacoes em Teoria dos Nimeros

14.1 FRACOES CONTINUAS

Qualquer nimero x que nio € um inteiro pode ser escrito como

1
CCZCL()—i—x—
1

onde a( € um inteiro e x; > 1. Analogamente, se z; ndo € inteiro, entao
1 = aq + —

com xy > 1, dai

Procedendo da mesma forma, suponha que z;, 1 < j < n — 1 ndo sdo inteiros, € z,, € inteiro,

teremos, entao

1
T =ag+ i = [ag; ay, ag, . . ., a,)
a2 + [N + J—
an
Esta expressdo é chamada fracao continua e os nimeros ag, a1, . . . sdo chamados de quocientes

parciais de z.

Exemplo 14.1.

1
V2=1+(V2-1)=1+—
V2 -1
ST N =
V241 2++v2-1
1
:1+2+ ! :1+2+ !
! V2+1
V2 -1
1
24 ...

Teorema 14.1. x € racional se, e somente se, sua representacdo por fragdes continuas € finita.

Demonstracdo. (<) Suponha z = [ag; ay, . . . , a,|, podemos somar a,,_1 + 1/a, = ¢,, e em
seguida somar a,,_5 + 1/¢, e assim por diante. Como ha uma quantidade finita este processo

acaba em dado momento, e chegaremos a um niimero racional.
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(=) Reciprocamente, se x € Q, seus coeficientes vém do algoritmo de Euclides: se © = p/q

temos
D =apq+m 0<r <gq
q=a1ry + 172 0<T2<7’1
T = A9Ty + T3 0<r3 <ry
Tn—1 = QpTy
Temos entao
/ + ! + !
T =p/q=ao = Qo
a/1+7”2/7’1 ay 1
CL2+T3/T‘2
1
= =ag + I = [ag; a1, as, . .., ay)
ar + 1
a2+.. +_
ap,

]

Proposicao 14.1. Seja F' o conjunto dos reais positivos x com representacao em fragdes continuas
infinitas onde todos os quocientes parciais sao iguais a 1 ou 2. Prove que o menor niimero possivel

de F'é onimero a = [1;2,1,2,1,2,...] e o maior nimero é b = [2;1,2,1,2,...].

Demonstragdo. De fato, se quisermos minimizar o nimero, o a deve ser igual a 1, e a; deve

ser igual a 2 para que a fracdo seja a menor possivel, isto €, z = 1 + %, seguindo, asy deve ser o
1
a1+

a

possivel, seguindo a mesma légica, as deve ser o maior possivel, e assim por diante, chegando a
a=1[1;2,1,2,1,2,...]. Parachegarem b = [2; 1,2, 1,2, ...] é andlogo. ]

€ 0 menor

menor possivel para que o termo 1/a, seja o maior possivel, resultando que

Proposiciio 14.2. b = [2;1,2,1,2,1,...] éigual a 1 + /3.

1 1
Demonstragdo. Sejab = 2+ 1 , observe que b = 2+—1 — b= 2+b+—1
1+ 1 1+ 3 —
2+ b
I+...
Dai,
b(b+1)=2(b+1)+b
V+b=2b+2+b
b —2b—-2=0
Resolvendo a equacdo, encontramos b = 1 + /3. [

Para mais detalhes relacionados a fracdes continuas, o leitor pode consultar (MARTINEZ
et al., 2010).
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Conjuntos de nimeros definidos por condi¢des em seus quocientes parciais podem ser
pensados como atratores fractais de certos sistemas iterados de funcdes, como ilustra o exemplo

a seguir.

Exemplo 14.2. Seja F’' o conjunto dos reais positivos x com representacido em fracdes continuas
infinitas onde todos 0s quocientes parciais sdo iguais a 1 ou 2. Entdo F' € o atrator do sistema
iterado de fungdes {S1, 52} em [1,3] onde Si(z) =1+ 1/xz e Sy(x) =2+ 1/z, com 0,44 <
dimy F' < 0, 66.

Demonstracdo. Claramente F' € limitado, pois o0 menor nimero possivel de F' é o nimero
a=[1;2,1,2,1,2,...] e o maior nimero é b = [2;1,2,1,2,...] pelas Proposi¢oes 14.1 ¢ 14.2.
Observequea = 14+ —— =1+

a
1

94+ 2a+1
a

. Resolvendo a equagdo do segundo grau

encontramos a = . E ja encontramos b = 1 + /3. Afirmo que F é fechado. De fato,

143
2
suponha uma sequéncia (z,), € F tal que (z,) — L, se L ndo pertencesse a I, entdo F
seria uma fracdo continua infinita tal que algum quociente parcial é diferente de 1 e 2, ou
seria um ndmero racional. Em ambos os casos, tomando N suficientemente grande, deveriamos
|z, — L| < e paran > N para qualquer £ > 0. Mas, pelo fato de L ter algum quociente parcial
diferente de qualquer nimero de F', seria possivel tomar uma bola de forma que nenhum z,,
estaria préximo o suficiente.

E intuitivo perceber que se y € F, entdo = € F fazendo x = 1 + i our =2+ % assim
descobrimos uma forma de “gerar” elementos de F'. Esta é a descri¢do de S; e S, logo segue
que F' = S1(F) U Sy(F), ou seja, F' € o atrator de {5y, S2}. No Exemplo 13.6 provamos que
este conjunto tem 0, 44 < dimyg F' < 0, 66. O

142  APROXIMACOES DIOFANTINAS

Qudo perto um dado nimero irracional z pode ser aproximado por um racional p/q com
denominador ¢ menor ou igual a um nimero ¢y € N fixo? Aproximacao diofantina é o estudo de
problemas desse tipo. Uma boa aproximacao significa chegar muito préximo de = usando uma
fracdo com denominador relativamente pequeno.

Uma ideia inicial simples € notar que se marcarmos todas as fracdes com denominador ¢
nareta, x vai estar em algum desses intervalos de tamanho 1/¢. Se denotarmos o ponto que
estd mais proximo por p/q, entdo x estd no maximo a uma distancia de 1/2q deste ponto. Logo,

mostramos que para qualquer ¢, existe p tal que

Esta aproximacao ainda ndo estd tdo boa. Por exemplo, se quisermos um racional distante no
maximo 0.0001 de z, precisamos olhar fragdes com denominador no minimo 5000.

Para melhorar essas aproximacoes, temos um famoso teorema de Dirichlet:
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Teorema 14.2 (Teorema de Dirichlet para aproximagdes diofantinas). Para qualquer irracional z,

existem infinitos inteiros p, q satisfazendo

P 1
r — — < -
q q
Demonstragdo. Fixe N natural e considere as partes fraciondrias dos nimeros 0, z, 2z, ..., Nz

e a parti¢do de [0, 1] em N intervalos:

ox) [ 3) - [5)

Temos N + 1 nameros e N intervalos, pelo Principio da Casa dos Pombos existem duas partes

fraciondrias que caem no mesmo intervalo, digamos {az} e {bx}. Dai

[az} — {be}] < 3  [(az — Lax]) — (ba — ba]| <

1
(@ = b)z — (laz] — [ba])] < &
Definimos ¢ = a —bep = |ax| — |bx], e temos
1 1

< — < —,
Nqg ¢

p
:1’/‘__

q

onde estamos tomando N > q. Isto conclui a existéncia, mas por que haveria infinitos? Isto

1
—pl< ==
gz — p| N

segue do fato de podermos tomar N tdo qrande quanto desejarmos. De fato, se considerarmos

N1, obtemos um racional r; = p;/q; tal que

1 1
- < <=
Q1 Niqx ai
Agora, tomamos N, > N; tal que
L N 2}
Ny q1
Obtemos assim 75 = p2/go um racional associado N, tal que
1 1
ol Lo
72 Nogo ™~ qo

Segue da escolha de Ny que 79 # 71, pois 75 € uma melhor aproximacio de x do que r1, ja que

1 1
‘x—@< §—<‘x—ﬂ.
a2 Nago N q1
Repetindo esse processo, obtemos uma sequéncia de inteiros Ny < Ny < N3 < --- e uma

sequéncia de ndmeros racionais r; = ¢;/p; tais que

' Di
x__

com | — r;| < 1/N;, e que aproximam x cada vez melhor, i.e.,

|z — 1| > | —ro| > |z —13] >
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Sabendo deste teorema, se quisermos uma fracao distante 0.0001 de x, podemos fazer
1sso com um denominador menor ou igual a 100.

Outra forma de escrever o Teorema de Dirichlet é: Para todo numero real z,
llazll < ¢~
para infinitos ¢, onde ||y|| = min,ecz|y — m| denota a distancia de y para o inteiro mais préximo.
Definicao 14.1. Dizemos que um nimero x tal que

llgz|| < ¢ (14.1)

para infinitos inteiros ¢ é a-bem-aproximavel.

143 O TEOREMA DE JARNIK

Teorema 14.3. Suponha o > 2. Seja F' o conjunto dos nimeros reais « € [0, 1] para os quais a

desigualdade
gzl < ¢'~° (14.2)

¢ satisfeita para infinitos inteiros positivos ¢. Entdo dimp F' = 2/a.

Demonstragdo. Para cada ¢ € N, seja G, o conjunto dos z € [0, 1] para os quais ||gz|] < ¢' .

Temos

l—«a a

1
q“

llgz|| < ¢ <= I p € Ztalque |qx —p| < ¢ % ie., T <

:

Ou seja, dividimos [0, 1] em intervalos de comprimento 1/¢ e tomamos a bola fechada de

raio 1/¢“ em cada ponto:
—
1

[l

1 AT
q q—1
q q

]
T

N

[

QN+
[

Q|
[

Isso nos dd ¢ — 1 intervalos de tamanho i/q + 1/¢“ — (i/q — 1/q%) = 2¢~“ e 2 intervalos
nos extremos de comprimento ¢~ .
Claramente I C | J,Z,, G, para cada k, entdo tomando esses intervalos de G, para g > k

como uma cobertura de F' nos da
H5(F) < Z(q +1)(2¢7%)% se 2k~ < 0.
q=k

Para analisar a convergéncia da série ) 2, (¢ + 1)(2¢™%)*, podemos simplificar para

D (g+D)g =) (g +q™).

q=k ek

1
Sabemos que Y > | — < +oo <= [ > 1. Logo, se —(1 —as) > 1leas > 1, a série
n

converge. Ou seja, para as > 2, a série converge.
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Com isso temos que limy o0 Y (¢+1)(2¢7%)° = 0e H*(F') = 0. Porisso, dimy F' <
2/cv. Agora vamos trabalhar para encontrar o limite inferior

Seja G, o conjunto dos x € [¢~, 1 — ¢~*] para os quais ||gz|| < ¢'~%, ou seja, G, é G,
com os intervalos extremos removidos. Seja n um inteiro positivo e suponha p; e p, nimeros
primos tais que n < p; < pa < 2n. Vamos mostrar que G, e 7, sdo disjuntos e razoavelmente

bem separados. Observe que se 1 < r; < py e 1 < ry < po, entdo piry # pory OIS py € po SA0

primos. Dai,
T1 T9 1 1 1
— = —=| = ——pr1 —pi7ra| = — > —.
P11 D2|  Pib2 pip2 ~ 4n
Para melhor entendimento, retomamos aos desenhos (sem apego a propor¢des corretas):
AR N N SR N O [, ] R I S
0 ‘1l t2ltsd Y T =
p1 p1 P1 P P1 P1
N SR N A B [ ] N N S I
(R R s bl
P2 D2 D2 b2 D2 D2

Nossos célculos mostraram que a distancia entre dois centros de qualquer intervalo de
G, e de G, € pelo menos 1/ 4n?. Como os intervalos tém didmetro no maximo 2n~“ (pois
n < ppen < py,0queimplical/n > 1/p; e 1/n > py), a distdncia entre qualquer ponto de

/ ! £ :
G,, e G, € pelo menos e > 5.2 para n grande o suficiente.
De fato, a desigualdade acima € vdlida se, e somente se

2 >1_> 2
na—2/8 na—?

<

R
0| —

2
Desde que « > 2, lim;,, oo —— = 0. Logo, dado £ > 0, existe ny € N tal que para n > ny,
ne-

2 1
a2 < g +e.
Para tais n, o conjunto
. !
H,= |J G,
p primo
n<p<2n

¢ uma unido disjunta dos intervalos em G, entdo H,, ¢ composto de intervalos de comprimento
no minimo (2n)~“ que estdo separados por gaps de comprimento no minimo 1/8n2. Se I C [0, 1]
¢ qualquer intervalo com 3/|I| < n < p < 2n entdo pelo menos p|I|/3 > n|I|/3 dos intervalos

de (7}, estdo completamente contidos em /. Uma versdo do Teorema do Nimero Primo afirma
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que m(n) ~ n/logn, temos

2n 1

log2n logn n(log?—l—logn logn>
2logn —log2 —logn
< log n(log2 + log n) )

m(2n) — m(n) =

n

logn — log 2
n
log n(log 2 + logn)
n (1 - 10g2/logn)

- logn \log2/logn + 1

=n/logn

pois log 2/ logn === 0. Entdo, existem pelo menos n/ logn primos no intervalo (n, 2n) se

n > ny, paraum n; > ng grande. Logo, pelo menos

n?|1]|

— 14.3
6logn (14.3)

intervalos de H,, estdo contidos em [ dado que n > n; e |I| > 3/n. Para terminar a prova,
vamos usar o Exemplo 12.4. Dado n; como acima, seja nj, =max{n}_,,3 x 29n} .}, para
k =2,3,...,onde a > « é um inteiro. Seja £y = [0,1], e para k = 1,2,..., denote por Ej,
os intervalos de H,, que estdo completamente contidos em £j_;. Os intervalos de E, t€m
comprimento pelo menos (2n;)~“ e estdo separados por gaps de pelo menos &5, = 2, Usando

(14.3), cada intervalo de Ej_; contém pelo menos m, intervalos de E}, onde

_ n2(2ng_1)"“ _ cning |

6logn,  logng

se k > 2, onde ¢ = 27%/6. (Tomamos m; = 1.) Pelo Exemplo 12.5,

dimy ﬁ Ep | > lim log[c*~*n, *(n, - - 'nkfz)Q_fani_l(log nz)l_l - (logng_1)7
k=1 k=00 —log[en, % (8log ny) 1
iy 108l (- my)** (log ) 71 - - - (log mg1) "] + 2og my g
k=00 - 10g<0/8> + log(k:(log nk_1>) + « log N1

=2/«

uma vez que os termos dominantes no numerador e denominador sdo aqueles em log n;_1. (Note
que para k suficientemente grande, log nj, = klogny_ entdo logny, = ck!). Se x € Ey, C H,,

para todo k, entdo x estd em infinitos G}, e segue que x € F'. Concluimos que dimy F' > 2/a.
]
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