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Resumo

Este trabalho aborda o problema da "Maxima Biclique Balanceada com Peso nos Vértices".
Nesse contexto, o objetivo € identificar, em um grafo ndo direcionado com atributos de peso
associados a seus vértices, uma biclique (subgrafo bipartite completo) balanceada que maxi-
mize a soma dos pesos. Este problema é notoriamente complexo, caindo na classe NP-dificil,
e possui aplicacdes de grande relevancia em diversas areas.

Apresentamos uma abordagem baseada na meta-heuristica GRASP, complementada por
uma busca local VND com estruturas de vizinhanga e uma técnica de redugdo adaptada ao
problema em questao. Avaliamos a eficicia da nossa proposta usando instancias amplamente
reconhecidas na literatura, como as DIMACS e BHOSLIB. Os resultados obtidos indicam que
nosso algoritmo supera o algoritmo exato (CPLEX) em termos de eficiéncia, sendo capaz de
encontrar todas as 80 solugdes étimas conhecidas em um tempo computacional reduzido.

Por fim, nossa abordagem demonstrou excelentes resultados em instancias mais desafi-
adoras, como as do conjunto KONECT, grafos de grande porte e esparsos. Nessas situacoes,
a técnica de reducdo se mostrou altamente eficaz, eliminando até 99,78% dos vértices. Isso
destaca a robustez e versatilidade da nossa metodologia na resolugao do problema em diversos
cenarios, com implicagdes significativas nas aplicagdes praticas relacionadas.

Palavras-chave: Otimizacdo em grafo, bicliques, meta-heuristicas.



Abstract

This work addresses the problem of "Maximum Balanced Weighted Vertex Biclique". In
this context, the objective is to identify, in an undirected graph with vertex-weight attributes, a
balanced biclique (complete bipartite subgraph) that maximizes the sum of the weights. This
problem is notably complex, falling into the NP-hard class, and has significant relevance in
various domains.

We present an approach based on the GRASP meta-heuristic, complemented by a VND
local search with neighborhood structures and a reduction technique tailored to the problem
at hand. We evaluated the effectiveness of our proposal using widely recognized instances in
the literature, such as DIMACS and BHOSLIB. The results obtained indicate that our algorithm
outperforms the exact algorithm (CPLEX) in terms of efficiency, being capable of finding all 80
known optimal solutions in a reduced computational time.

Finally, our approach demonstrated excellent results in more challenging instances, such as
those from the KONECT dataset, encompassing large and sparse graphs. In these situations,
the reduction technique proved highly effective, eliminating up to 99.78% of the vertices. This
highlights the robustness and versatility of our methodology in solving the problem in various
scenarios, with significant implications in related practical applications.

Keywords: Graph Optimization, bicliques, metaheuristics.
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Introducao

O trabalho proposto esta fundamentado em trés principais areas de estudo: Teoria dos
Grafos, Pesquisa Operacional e Meta-heuristicas. A primeira delas, Teoria dos Grafos, € uma
disciplina relativamente recente que se dedica a analise de estruturas de grafo. Essa area
teve seu inicio no século XVIII, quando Leonhard Euler resolveu o famoso "Problema das Sete
Pontes de Kénigsberg", um marco que pode ser considerado o surgimento da Teoria dos Grafos.
De maneira fundamental, um grafo & definido da seguinte forma:

Definicao 1. Um grafo G é composto por dois conjuntos, V e E, onde:
V é o conjunto de vértices, representados comov € V, ondev é um nimero natural (v € N).
E é o conjunto de arestas, representadas como e € E, onde e é um par ordenado (v1,v,),
comvi, vy €V evy #v;.

A Teoria dos Grafos tem ganhado destaque devido as suas aplicagbes praticas, como a
otimizacdo de rotas em aplicativos como Uber e Waze, que utilizam modelos baseados em
grafos.

A Pesquisa Operacional, por sua vez, aborda o desenvolvimento e aplicacdo de métodos
matematicos para maximizar ou minimizar aspectos em sistemas complexos. Por exemplo, uma
empresa pode utilizar a Pesquisa Operacional para otimizar a producao, maximizando a efici-
éncia e minimizando os custos. Embora essa area tenha surgido durante a primeira revolugao
industrial, ela continua a ser fundamental na gestdo moderna, a medida que empresas operam
em escala global, aproveitando avangos tecnoldgicos e conhecimento especializado.

A terceira area de destaque é a das Meta-Heuristicas, que consistem em algoritmos genéri-
cos aplicaveis a diversos problemas, com o objetivo de otimizar a busca pela solugéo ideal em
tempo reduzido em comparacao a algoritmos exatos. Além disso, as Meta-Heuristicas visam
manter o "GAP"(a diferenca entre a solucao de uma Meta-Heuristica e a solugao étima) o me-
nor possivel. Essa area mantém uma forte relagdo com a Pesquisa Operacional, uma vez que
busca otimizar processos de maneira eficaz, com a vantagem de ser computacionalmente mais
eficiente, oferecendo solugdes aproximadas ou iguais as solugoes exatas.
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1.1 Biclique

A Teoria dos Grafos desempenha um papel fundamental ao longo deste trabalho, e um tipo
especifico de grafo é central para o projeto em desenvolvimento: o grafo biclique.

Uma biclique, ou grafo bipartido completo, € uma categoria especial de grafo bipartido que
apresenta caracteristicas especificas para ser classificado como tal. Essas caracteristicas in-

cluem:

I. Ser um grafo bipartido, o que significa que o grafo é dividido em duas partes, sendo cada
parte um grafo independente.

Il. Ser um grafo completo, onde cada vértice de uma parte esta conectado a todos os vérti-
ces da outra parte.

As Figuras 1.1, 1.2 e 1.3 exemplificam grafos com vértices em vermelho e azul, permitindo
a determinacao de se um grafo € uma biclique com base em suas propriedades. O primeiro
exemplo é a Figura 1.1, que, embora seja um grafo bipartido, quebra a Propriedade II, pois um
dos vértices azuis nao esta conectado a todos os vértices da parte vermelha.

Por outro lado, a Figura 1.2 possui arestas entre todos os vértices das duas partes (verme-
Ihos e azuis), mas ndo é um grafo bipartido, pois inclui uma aresta entre dois vértices azuis,
violando a Propriedade |. Finalmente, a Figura 1.3 representa uma biclique, pois atende a am-
bas as Propriedades | e Il.

Os grafos bicliques tém diversas aplicacdes e sdo objeto de inUmeros estudos na literatura,

como discutiremos posteriormente.

Figura 1.1: Primeiro exemplo de grafo que ndo € uma biclique.
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Figura 1.2: Segundo exemplo de grafo que ndo € uma biclique.

1.1.1 Biclique com peso nos vértices

Dado um grafo G = (V,E) de entrada, o problema da biclique (subgrafo bipartite com-
pleto) maxima balanceada tem como objetivo encontrar uma biclique balanceada (partes com
0 mesmo numero de vértice) que tenha a cardinalidade maximizada. Uma generalizagédo deste
problema € a MAXIMA BICLIQUE BALANCEADA COM PESO NOS VERTICES (PMBBPV), nesta
variante, além do grafo de entrada, existe uma funcdo de peso w : V — R que atribui a cada
vértice v € V um peso w(v). Dessa forma, busca-se encontrar uma bicliqgue balanceada em
que a soma de todos os pesos dos vértices pertencentes a solugao seja a maximizada. A Fi-
gura ?? mostra um grafo G de entrada para o PMBBPV com 8 vértices. Uma solugao viavel
G’ = (V/,E’) com peso 12 é apresentada na Figura 1.4a, note que G’ possui 6 vértices os
quais os seus vértices V' sdo particionados em V{ e VZ’ formados pelos vértices em azul tra-
cejado e vermelho pontilhado, respectivamente. G’ é uma biclique balanceada uma vez que:
(i) para todo par de vértice v e V{ e u € V, tem-se que vu € E, (ii) V{ e V; s&o conjuntos
independentes e (iii) [V{| = [V;|. Finalmente, a Figura 1.4b apresenta a biclique G” com peso
20 que é a solugao 6tima do problema, mesmo tendo uma cardinalidade menor que G'.

Existe uma discusséo sobre a complexidade de encontrar uma biclique em um grafo bipar-
tido, ja que existem diversas variantes de problemas relacionados.

Quando se trata de um problema balanceado, ou seja | V7| = |V3]| = K, onde K é um valor
inteiro, o problema se torna NP-completo, como demonstrado em estudos anteriores (Garey &
Johnson 1979, Feige & Kogan 2004, Peeters 2003). No entanto, quando a instancia é bipar-
tida, sem a necessidade de balanceamento, a solu¢do 6tima pode ser encontrada em tempo
polinomial (Garey & Johnson 1979).

Dado que o problema em discussao é uma generalizacdo da versao balanceada sem peso,
ele também se enquadra na classe NP-completo. Adiante, exploraremos varias aplicagoes
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Figura 1.3: Exemplo de grafo biclique.

praticas desse problema, incluindo campos como biologia computacional e sistemas nanoe-
letrénicos (Wang et al. 2018), bem como sistemas de recomendacgao (Wang & Chen 2020),
ressaltando sua relevancia em diversas areas de pesquisa e aplicagao.

1.1.2 Entradas bipartidas e gerais

E fundamental ressaltar que este trabalho lida com duas categorias de entradas em grafos:
entradas gerais e entradas bipartidas. A principal distingao entre elas reside no fato de que, nas
entradas bipartidas, ja temos uma divisao prévia em dois conjuntos de vértices: um pertencente
a parte A e outro a parte B. Nesse cenario, os vértices de uma mesma parte nao possuem
conexdes entre si. Por outro lado, nas entradas gerais, trabalhamos com um Gnico conjunto de
vértices e arestas, sem uma divisao explicita em partes.

Essa diferenciacdo tem implicacbes significativas, uma vez que, como sera detalhado no
Capitulo 4, requeremos abordagens distintas para lidar com esses dois tipos de entradas, in-
cluindo solucdes e estruturas diferentes.

1.1.3 Aplicacoes

Mencionamos anteriormente algumas aplicagdes relacionadas ao problema da Biclique Ma-
xima Balanceada. Embora a maioria dessas aplicagdes esteja inicialmente associada a esse
problema especifico, € importante destacar que elas podem apresentar particularidades que
levam a uma generalizacdo do problema original. Abaixo, apresentamos alguns exemplos de
aplicagdes no contexto do problema abordado neste trabalho:
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2 2

(a) Sol. vidvel com peso 12. (b) Sol. 6tima com peso 20.

Figura 1.4: Biclique maxima ponderada.

Sistemas de Recomendacao

Uma das aplicagdes mais notaveis e em crescimento constante é de Sistemas de Recomen-
dacao.

Com a ascensao das redes sociais, como o Instagram, as plataformas de streaming, como
Netflix e Spotify, e os gigantes do comércio eletrénico, como Amazon e Mercado Livre, tornou-
se vital a implementacao de ferramentas de recomendacao capazes de proporcionar previsdes
precisas alinhadas com as preferéncias do usuario.

Neste contexto, as bicliques desempenham um papel central e fundamental. Como ilustrado
na Figura 1.5, podemos representar usuarios e filmes (ou outros itens) como vértices e esta-
belecer conexdes entre eles quando os usuarios avaliam positivamente os filmes. Encontrar
a maior biclique maxima balanceada permite identificar grupos de usuarios com preferéncias
similares, possibilitando a recomendacao de filmes, produtos ou musicas.

Conforme evidenciado anteriormente, esse exemplo pode ser facilmente adaptado a diver-
sos outros contextos, como a relagao entre usudrios e itens em marketplaces ou a afinidade
entre usuarios e musicas.
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Usuarios

Filmes

Figura 1.5: Exemplo de biclique em Sistemas de Recomendagéo.

Biologia Computacional

Uma aplicacao notavel e essencial na vanguarda do desenvolvimento de novos medicamen-
tos € encontrada na area de biologia computacional. Nesse contexto, é possivel estabelecer co-
nexdes entre genes e doencgas, criando uma base sélida para a pesquisa e producao de novos
medicamentos com base nesses insights.

A representacao tipica desse problema é ilustrada na Figura 1.6. Os vértices sao dividi-
dos em duas partes distintas: a parte relacionada aos genes e a parte referente as condicoes
(representando doencas). Encontrar a maior biclique balanceada nos permite identificar um
conjunto de genes e condigdes que compartilham caracteristicas similares. Essa anélise é de
fundamental importancia para estabelecer relagdes entre genes e doencgas, que, por sua vez,
serve como base para o desenvolvimento ou aprimoramento de farmacos.

Uma variante relevante dessa aplicacao envolve a atribuicdo de pesos aos vértices, onde
cada gene e condicao sao associados a um peso que reflete sua importancia na analise. Quanto
maior o peso atribuido, maior a relevancia. Ao encontrar a maior biclique com pesos nos vér-
tices, é possivel estabelecer a relagao mais precisa entre genes e condicbes, com base nos
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pesos atribuidos, proporcionando uma analise mais refinada das conexdes entre genes e doen-
cas.

Genes Condicdes
- &
L >
‘N
XX @
(S g‘;
il

Figura 1.6: Exemplo de biclique em Biologia Computacional.

Sistemas Nanoeletronicos

Um desafio crucial que afeta diretamente o campo dos sistemas nanoeletrénicos diz respeito
a tolerancia defeituosa em interruptores de nanotecnologia, com o objetivo de identificar a maior
barra livre de defeitos. Nesse contexto, uma barra é constituida por nanofios de entrada e saida,
conectados por interruptores funcionais. O problema em questao pode ser representado como
uma biclique, composta por duas partes distintas: os nanofios de entrada e os nanofios de
saida.

Para solucionar o problema original, a abordagem consiste em encontrar a maior biclique
possivel, onde os interruptores sem defeitos sdo as arestas que conectam os nanofios. Para
adaptar esse cenario ao problema tratado neste trabalho, basta introduzir a nogao de priori-
dades nos vértices, atribuindo prioridades mais elevadas (ou pesos mais altos) aos nanofios

considerados mais cruciais.
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Essa adaptacao permite uma andlise refinada, levando em consideragao a importancia re-
lativa dos componentes, e contribui para a resolugao eficaz do problema em sistemas nanoele-

trénicos.

1.2 Motivacao

A motivagao central deste trabalho reside na exploracdo e compreensao do problema da
Bicligue Maxima Balanceada com Peso nos Vértices, que se destaca por sua ampla aplicabili-
dade. Além disso, esse projeto visa ao desenvolvimento de habilidades pessoais nas areas de
iniciacao cientifica, pesquisa operacional, teoria dos grafos e meta-heuristicas.

Um ponto relevante a ser destacado é a escassez de estudos abordando exatamente o
mesmo problema, seja de forma exata ou heuristica, na literatura existente. Embora haja inG-
meros trabalhos relacionados a problemas semelhantes, uma investigagdo minuciosa revela
que apenas um estudo (Zhao et al. 2022) se dedica a um problema bastante préximo, o da Bi-
cligue k-Maxima Balanceada com Peso nos Vértices. Nessa variante, existe um limite k para o
tamanho da biclique. No entanto, ndo foi encontrado na literatura nenhum trabalho que aborde
precisamente o problema tratado neste estudo, sem restricbes ou limitagbes na solucado, seja
por meio de abordagens exatas ou meta-heuristicas.

1.3 Objetivos

O projeto tem como objetivo geral desenvolver solugdes heuristicas para o problema da
bicligue balanceada maxima com peso nos vértices.

Além disso, o trabalho desenvolvido possui 0os seguintes objetivos especificos:

I. Implementar uma meta-heuristica para resolver o problema da biclique balanceada ma-
xima com peso nos vértices.

II. Desenvolver novos algoritmos de busca local, visando aprimorar ainda mais os resultados
alcancados pela meta-heuristica implementada.

Ill. Estabelecer diretrizes para a reducao das instancias do problema, com o intuito de gerar
um grafo reduzido que possa ser mais facilmente tratada por algoritmos exatos.

1.4 Contribuicoes

Neste estudo, desenvolvemos uma meta-heuristica denominada Reactive GRASP para re-
solver o problema proposto, complementada pela aplicagdo do VND (Variable Neighborhood
Descent) na etapa de busca local.
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Adicionalmente, introduzimos estruturas de vizinhanca especificas para aprimorar o desem-
penho da busca local, juntamente com a criagdo de uma regra de reducao. Além disso, apresen-
tamos um teorema que se mostra particularmente eficaz em cenarios que envolvem instancias

esparsas do problema.

1.5 Estrutura do texto

A estrutura do texto segue com o Capitulo 2 que mostra alguns trabalhos relacionados junto
de uma breve explicagdo sobre cada um e o Capitulo 3 discutindo sobre os conceitos envolvidos
no trabalho, apresentando meta-heuristicas, complexidade de classes e programacao linear. No
Capitulo 4 temos a apresentag@o da nossa proposta com os algoritmos e estruturas utilizadas,
além do teorema de reducao desenvolvido.

Subsequentemente serdo apresentados os resultados no Capitulo 5 com tabelas e graficos,
comparagOes de algoritmos e explicagées de escolhas feitas durante o trabalho. Por fim, o
Capitulo 6 contém a concluséo e as consideragées finais.



Trabalhos relacionados

Esse capitulo apresenta alguns dos principais trabalhos encontrados na literatura que estao
relacionados de alguma forma ao problema abordado.

2.1 Trabalhos Teoricos

Alguns trabalhos, apesar de parte deles possuirem alguma implementacao algoritmica, fo-
ram utilizados com um propdsito tedrico, seja para entender melhor sobre grafos bipartidos ou
sobre as suas aplicagdes.

Em Garey & Johnson (1979) é feito um trabalho muito completo com provas das comple-
tudes de inimeros problemas. Entre eles, se destacam alguns problemas que foram provados
como a clique, clique cover e maximum bipartite subgraph. Nesse trabalho, é provado a NP-
completude do problema de encontrar uma biclique balanceada com um tamanho fixo e também
prova que o problema de encontrar a biclique com o maior numero de vértices, onde ela néo é
balanceada, pode ser resolvido em tempo polinomial. A partir de trabalhos como esse é pos-
sivel ter uma base da dificuldade de implementagcado e da complexidade de um algoritmo para
certos tipos de problemas, como geralmente acontece com grafos bipartidos.

Peeters (2003) cita o trabalho de Garey & Johnson (1979) falando sobre algumas provas ja
realizadas da biclique. Ele se propde a provar a completude da Maximum edge biclique problem
(MBP), onde mostra que € NP-completo. Ele cita também outros artigos que falam sobre o MBP
e que confirmam a prova de completude realizada, além de mencionar que a sua versao com
peso também é NXP-completo.

Ja em Feige & Kogan (2004) é feito um estudo téorico onde sao apresentados provas e
teoremas da biclique balanceada méaxima onde é feita a sua introdugé@o e definigcéo, além de
apresentar a sua completude e aplicagdes. Outro ponto interessante de se ressaltar nesse
trabalho é que também é feito 0 mesmo para o Maximum Edge Biclique problem que procura
maximizar o nimero de arestas de uma biclique.

10
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2.2 Trabalhos Praticos

Existem variagbes do problema abordado e uma delas é o problema da biclique maxima
balanceada sem peso, onde varias solugdes algoritmicas foram propostas na literatura. A maio-
ria dos trabalhos detalhados abaixo remete a versdo sem peso da biclique maxima balanceada,
apenas o ultimo artigo citado abaixo lida com um problema diferente e que se aproxima bastante
do que esté sendo tratado aqui.

No trabalho de Zhou & Hao (2017) apresenta uma heuristica diferente que combina um pro-
cedimento de busca tabu baseado em restricdes e duas técnicas de reducdo de grafo. Nos
resultados, o algoritmo proposto teve uma eficacia em 30 instancias de benchmarks classicos
aleatérios e em 25 instancias do Koblenz Network Collection (KONECT) onde sao grafos mas-
sivos, esparsos e de problemas reais.

Ja em Wang et al. (2018) é proposto uma nova estrutura de busca local para o problema
da bicligue maxima balanceada onde quatro heuristicas foram desenvolvidas para melhorar seu
desempenho. A estrutura criada alterna entre uma fase de extensdo que adiciona pares de
vértices e uma fase de reinicio que remove pares de vértices da solugao.

Foram criadas trés heuristicas que selecionam os pares para adicao e remogao. A primeira
heuristica € uma fungao gulosa de pontuacao de previsao que seleciona os pares de vértices
para adicao fazendo uso da informacéao estrutural do problema. A segunda heuristica € uma
heuristica de reinicializagdo auto-adaptativa que remove um numero dindmico de pares de vér-
tices da solucdo candidata para permitir que a busca continue a partir de uma nova area de
busca. A terceira é proposta para resolver grafos massivos e é chamada de heuristica de per-
turbagéo two-mode em que é usado para selecionar pares de vértices que entrardo na solugéo
e reduz a complexidade média para esta tarefa. Também foi desenvolvida uma regra de redu-
cao para diminuir a escala de instancias massivas. Todas essas técnicas desenvolvidas levam a
dois algoritmos de busca local eficientes para o problema abordado nesse artigo. Os resultados
obtidos demonstraram que os algoritmos propostos funcionam bem com instédncias massivas
de bilhGes de arestas.

Em outra abordagem, Zhou et al. (2018) desenvolveram um algoritmo exato para o pro-
blema. Nesse trabalho foi proposto novas ideias para criar algoritmos exatos eficazes para
o problema da bicligue maxima balanceada em grafos bipartidos. Inicialmente é utilizado um
procedimento de Upper Bound Propagation (UBP) para pré-calcular um upper bound de cada
vértice. Em seguida, um algoritmo de Branch-and-Bound (B&B) é estendido para trabalhar com
os resultados obtidos na fase anterior, onde foi calculado um upper bound de cada vértice.
Com base no UBP também foi estudado um novo modelo de programacao linear inteira. Além
disso, foram introduzidas novas desigualdades validas obtidas a partir dos limites superiores
para restringir as formulagées matematicas. Nos experimentos realizados com grafos bipar-
tidos aleatérios demonstraram a eficiéncia do algoritmo B&B estendido e das desigualdades
vélidas geradas.
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Recentemente, Li et al. (2020) propuseram o algoritmo general swap-based multiple neigh-
borhood adaptive search (SBMNAS) para a biclique maxima balanceada junto de uma regra de
reducéo de grafo. Este algoritmo combina um operador k-SWAP que € usado na etapa de busca
local e que funciona como uma regra adaptativa para a exploracao da vizinhanca e como uma
estratégia de perturbacao para garantir a diversificacdo da solugdo. O SBMNAS foi avaliado
em 60 instancias densas aleatérias e 25 instancias Koblenz Network Collection (KONECT). Os
resultados mostraram que o algoritmo proposto atinge todas as solu¢des mais conhecidas, ex-
ceto em uma, e encontra os melhores resultados conhecidos para 19 instancias (novos limites
inferiores).

Nesse ano, Zhao et al. (2022) propds um problema um pouco diferente: encontrar a k-
maxima biclique balanceada com peso nos vértices em grafos bipartidos. A principal diferenca
desse problema para o abordado aqui é justamente a limitacdo k que é imposta para o tamanho
das partes da biclique.

Nesse artigo, dado um grafo bipartido ponderado G e uma restricdo k, tem como objetivo
encontrar a maior biclique k-maxima balanceada (Max k BB) com peso nos vértices. Para
resolver esse problema é proposto uma abordagem baseada na enumeragao de uma das partes
da bicligue G seguido de uma estrutura Branch-and-Bound. Para melhorar o desempenho foram
elaboradas trés estratégias de otimizacao para excluir ramificagdes invalidas. Além disso, foi
utilizada uma estratégia de reducao de grafo para reduzir o espaco de busca.

Experimentos extensivos foram conduzidos em 12 conjuntos de dados de grafos bipartidos
que demonstraram a eficiéncia, eficacia e escalabilidade dos algoritmos propostos. Por fim, os
resultados experimentais mostraram que os algoritmos podem resolver o problema de detecgéao
da biclique maxima balanceada de forma eficiente.



Fundamentacao teorica

Este capitulo fornece a base conceitual para compreender as areas e conceitos abordados
neste trabalho. Ele inicia com uma introducdo fundamental as classes de complexidade, aborda

também a programacao linear e, de maneira mais ampla, explora 0 campo das meta-heuristicas.

3.1 Complexidade de problemas

Vamos iniciar esta secdo com a introdugédo ao conceito de classes de complexidade, um
dos pilares fundamentais da teoria da computagao. Este conceito é de importancia crucial para
compreender a dificuldade subjacente a busca de solucdes para o problema abordado nesta
pesquisa.

Para avaliar adequadamente a complexidade de um problema e, por conseguinte, a dificul-
dade inerente em resolvé-lo, é essencial categoriza-lo. As classes de complexidade oferecem
um arcabouco teérico para essa classificacdo, agrupando problemas com base na complexi-
dade de suas solugdes mais eficientes dentro de cada classe. Além disso, € relevante destacar
que existem distintas categorias de problemas, como problemas de decisido, geralmente mais
simples de resolver, e problemas de otimiza¢do, que costumam ser mais desafiadores devido a
sua complexidade temporal e algoritmica. No caso dos problemas de otimizagéo, o algoritmo
mais eficiente muitas vezes envolve multiplas etapas e calculos complexos.

Entre as classes de complexidade mais notaveis, destacam-se quatro: P, NP, NP-completo
e NP-dificil. Problemas pertencentes a classe P (Polinomial) podem ser resolvidos em tempo
polinomial, ou seja, o0 tempo necessario para resolvé-los aumenta de forma razoavel em relagéo
ao tamanho da entrada. Por outro lado, a classe NP (Polinomial Nao-Deterministico) engloba
problemas que permitem verificar se uma solugéo € valida em tempo polinomial. A principal di-
ferenca em relagéo a classe P reside no fato de que encontrar a solugdo ndo é necessariamente
facil ou eficiente. Vale mencionar que uma das maiores dificuldades na teoria da complexidade

13
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é provar que P é igual a NP ou ndo. Em outras palavras, se todo problema em NP pode ser
resolvido em tempo polinomial.

A classe NP-completo abrange os problemas mais desafiadores que se encaixam na classe
NP, enquanto os problemas NP-dificil, por outro lado, ndo sdo necessariamente limitados a
classe NP, podendo apresentar complexidades a nivel de NP-completo ou até mesmo superi-
ores em relagdo aos problemas mais dificeis pertencentes a classe NP. Em casos especiais,
um problema NP-dificil pode, de fato, ser classificado como NP-completo.

Para mais informacdes sobre classes de complexidade, ver Garey & Johnson (1979) e Pa-
padimitriou (1994).

3.2 Programacao Linear e Inteira

A programacao linear e inteira desempenham papéis significativos na area de Pesquisa
Operacional (PO). Embora ambas sejam métodos exatos, elas se aplicam a categorias distintas
de problemas. A programacao linear lida com variaveis continuas, como tempo e dinheiro,
enquanto a programacao inteira procura discretizar valores, tornando-a mais complexa devido
a natureza discreta das variaveis.

No contexto deste estudo, optamos por utilizar a programagcéao inteira para a busca de so-
lucbes 6timas e a usamos como ponto de comparagdo para a meta-heuristica proposta. A
escolha da programagéao inteira em vez da linear se justifica pela natureza do problema que
estamos abordando: encontrar a maior biclique balanceada com peso nos vértices. Neste con-
texto, as variaveis representam a presenca ou auséncia de vértices na solucao, sendo um valor
booleano. Além disso, é importante ressaltar que a solugdo nao admite "meio"vértice, apenas
valores discretos. O livro Wolsey (1998) se extende mais sobre a programagao inteira.

Um aspecto essencial da programacao inteira reside na sua capacidade de simplificar a re-
solucdo de problemas complexos. Nao é necessario desenvolver algoritmos intrincados para
abordar desafios de alta complexidade; em vez disso, € crucial definir de maneira precisa a es-
trutura do problema, estabelecendo a fung¢ao objetivo (indicando o que se deseja maximizar ou
minimizar) juntamente com as restricées, que delineiam as limitagdes da solugdo. Como exem-
plo, podemos considerar a exclusdo de um conjunto especifico de vértices como resultado de
uma restricdo. Um exemplo da formulacao da funcao objetivo e das restricbes serdo mostradas
na secao 4.7.

No mercado, uma das tecnologias mais amplamente utilizadas para a aplicagao de progra-
magao inteira € o CPLEX. Por meio dessa ferramenta, é possivel definir a entrada, estabelecer
a funcéo objetivo e criar um conjunto de regras e restricbes para gerar um algoritmo exato, sim-
plificando significativamente a resolucao de problemas complexos. O CPLEX, portanto, torna
acessivel a programagcao inteira e suas capacidades de otimiza¢cdo a uma ampla gama de apli-
cagoes praticas em diversas areas, incluindo logistica, economia, engenharia e muitas outras.
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3.3 Meta-heuristicas

O ultimo segmento da nossa base teérica trata das meta-heuristicas, que representam o
foco central deste estudo, uma vez que a metodologia adotada esta fundamentada na meta-
heuristica GRASP.

Em linhas gerais, as meta-heuristicas séao algoritmos de otimizagao que nao prometem uma
solucdo exata, mas buscam se aproximar ao maximo dela. Embora ndo assegurem a obtencao
da solucdo étima (que corresponde ao resultado exato), essas abordagens tém a capacidade
de gerar uma variedade de solucdes, explorando diferentes vizinhangas em busca de 6timos
locais e, a0 mesmo tempo, direcionando-se em direcao ao étimo global (que nao € conhecido).
O fato de nao garantirem a solugao 6tima, que normalmente demandaria um tempo computa-
cional excessivo, torna essas técnicas particularmente atraentes, uma vez que frequentemente
sao capazes de encontrar solugdes aceitdveis em prazos mais curtos. Isso tem contribuido
para sua crescente popularidade e aplicagdo em uma ampla gama de problemas complexos de
otimizagéo.

Algumas das meta-heuristicas mais renomadas incluem o GRASP, ILS, busca tabu e algo-
ritmos genéticos.

Meta-heuristica como o GRASP possui duas fases, uma de construgcdo de uma solucao
inicial a cada iteracdo e uma busca local nessa solugcido gerada. Ja o ILS gera uma solugao
inicial e mantém a mesma solugéo ao longo das iteragdes, mas sempre com um mecanismo
de perturbacao para ter uma solucédo levemente diferente e procurar por outras vizinhangas.
Ele também passa por uma busca local e reseta a sua solugdo apdés um nimero de iteracoes
definidas por um parametro.

Um outro exemplo € a busca tabu, essa se caracteriza por bloquear solugdes ja encontradas
anteriormente, colocando um valor tabu para vértices ou arestas e impedindo que entrem na
solucdo até que esse valor seja modificado para possibilitar a sua entrada. Com essa estratégia,
ela busca diversificar a sua vizinhanga.

Algoritmos genéticos geram populagdes onde cada individuo é uma solugao e possui estra-
tégias de selecao dos melhores individuos da populacao a cada iteragao, mutagdes para modifi-
car levemente um individuo, crossover para gerar novos individuos baseado na combinagéo de
dois individuos da populacao existente. A cada iteracao, ocorre uma substituicao da populacao
pela nova populagdo gerada, mantendo apenas os melhores individuos da populacao (parcela
elite da populagéo).

Na secao subsequente, dedicaremos uma analise mais aprofundada ao GRASP, detalhando
suas caracteristicas e os principios de seu funcionamento. O Resende & Ribeiro (2019),
Talbi (2009) e Glover & Kochenberger (2006) entram em mais detalhes sobre algumas meta-
heuristicas citadas como o GRASP e mostram o funcionamento de diversas outras.



4

Nossa proposta

Esse capitulo apresenta a proposta desenvolvida para o PMBBPV, onde sera explicado a
meta-heuristica desenvolvida, a busca local (para entradas gerais e bipartidas) e o algoritmo de
reducdo com pseudocédigo, definicbes e teoremas.

4.1 Proposta

Nesse trabalho é proposto uma meta-heuristica Reactive GRASP com VND para o PMBBPV.
A meta-heuristica GRASP, proposta por Feo & Resende (1995), possui duas fases. A primeira
um método guloso aleatério que constrdi uma nova solugdo de acordo com um parametro de
entrada «. E a segunda fase, é executada uma busca local que refina a solugdo construida na
etapa anterior. Dentre as meta-heuristicas existentes, 0 GRASP tem se mostrado uma das mais
competitivas (Resende & Ribeiro 2019).

No GRASPynp proposto, a fase construtiva cria uma solugao viavel considerando o peso
do vértice como critério guloso. O método é classificado como Reactive GRASP (Prais & Ri-
beiro 2000) pois é feito um ajuste automatico do pardmetro « no decorrer do algoritmos. Além
disso, foi desenvolvido um mecanismo de redugéo de instancia incorporado ao Reactive GRASP.
Dessa forma, toda vez que um novo best é encontrado, 0 mecanismo de redugéo € ativado ten-
tando reduzir o grafo a partir desse novo valor.

Também apresentamos uma aprimoramento no mecanismo de reduc¢do. Durante a fase de
testes e experimentos conduzidos, observou-se que a estratégia de redugao de grafos ndo era
universalmente eficaz em todas as instancias. Como resultado dessas observacdes, desenvol-
vemos uma condicdo que determina a ativacdo ou desativagdo do algoritmo de redugéo para
uma instancia especifica. Essa condicao é baseada na analise da quantidade de vértices e na
densidade do grafo, conforme detalhado posteriormente nos resultados.
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4.2 Algoritmo GRASP-VND

O Algoritmo 4.1 apresenta o pseudocédigo do GRASPynp desenvolvido. Inicialmente, uti-
lizando o construtivo do GRASPynp € criada uma solugao inicial, caso necessario, ocorre um
balanceamento na solugao seguido de uma busca local (linhas 3—6). Na linha 8, a variavel x
(inicialmente com valor {3) indicara por mais quantas iteragdes o algoritmo podera encontrar
a atual melhor solucao (serve para que o programa nao perca tempo tentando melhorar uma
solugcao que supostamente ja é 6timo global) € a linha 9 indica a quantidade de iteragbes que o
parametro o sera reajustado com o reactiveGrasp().

Nas linhas 2—11 o valor de « é escolhido baseado em uma distribuicdo em que os valo-
res entre 0 e 1 possuem uma probabilidade diferente de serem escolhidos de acordo com os
resultados obtidos pelo Reactive GRASP.

O comeco do loop do GRASPynp é dado na linha 10 por um critério de parada. As linhas
12—-15 repetem o mesmo processo das linhas 3—6. Apds a busca local (VND), é verificado se
a solucdo local (S’) é melhor que a solucéo atual (S*) através da fungéo custo que calcula o
peso total das solucgdes (linha 16). Caso ela seja a melhor, S* é atualizado (linha 17), o valor de
x é reinicializado para o valor do parametro de encerramento 3 (linha 18) e a reducéo (linha 20)
— utilizando a fungao reduce — é chamada caso a instancia atinja as condigdes necessarias.
Caso S’ = S* — utilizando a funcéo custo para a verificagdo —, o valor de x é decrementado
(linha 22).

Se y =0, os parametros relacionados ao Reactive GRASP sao atualizados de acordo com
os valores de alpha escolhidos e os resultados obtidos (linha 27). Finalmente, as linhas 24 e 29

representam a finalizagao do algoritmo retornando a melhor solugéo encontrada até o momento.
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Algoritmo 4.1 Pseudocédigo do GRASPynD
Input : Grafo de entrada G = (V, E), fungdo de peso nas arestas w, parametros « e 3

Output: Biclique balanceada S*
GRASPyp (G, w, &, B)
o = chooseAlpha ()
S = greedyRandomizedConstructive () // solugdo inicial
if S ndo é balanceada then
t balanceBiclique (S)

S = LocalSearch (S) // aplica VND
S*=S§ // melhor solucdo
x=0f // paradmetro de encerramento do algoritmo
y = alphaCalibration // pardmetro de iteracbes do reactive grasp

while critério de parada do
oc = chooseAlpha ()
S’ = greedyRandomizedConstructive (&) // nova solucdo
if S’ ndo é balanceada then
t balanceBiclique (S')

S’ = LocalSearch (S’) // aplica VND
if custo (S*) custo(S’) then
S* =g’ // atualiza a melhor solucdo
x=f // reinicia o pardmetro de encerramento
if autoReduce then
t reduce (G, custo (S*)) // aplica a reducao
else if custo (S*) == custo(S’) then
t x=x—1 // caso a solucdo seja a mesma
if x == 0 then

t return S* // finaliza algoritmo (f iteracdes sem melhora)

if y == 0 then
// atualizacdo dos pardmetros do reactive grasp

y = alphaCalibration

reactiveGrasp ()
| y=y—I
return S*

4.3 Busca Local

Ap6s 0 método construtivo, inicia-se 0 método de busca local baseado no VND (Mladenovic
& Hansen 1997). Tendo como entrada uma biclique inicial j4 balanceada, a busca local tenta
melhorar a solucdo com a exploracdo do espacgo de solugdo. Dado um conjunto de estruturas
de vizinhanca, o VND explora o espaco de solugéo trocando sistematicamente as estruturas
de vizinhanga. O método aceita apenas solugdes que melhorem a solugao corrente e, nesses
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casos, 0 método volta a primeira estrutura de vizinhanca e inicia uma nova busca.

Conforme mencionado na introducdo, o algoritmo pode ser executado em dois tipos de
entradas: as entradas gerais e as entradas bipartidas. Para viabilizar essa flexibilidade, além de
adaptar o tratamento dos dados de entrada, desenvolvemos estruturas de vizinhanga distintas,
ajustadas as particularidades de cada tipo de entrada.

4.3.1 Entradas Gerais

O método proposto para instancias gerais utiliza trés estruturas de vizinhanca: “add”,
“swap(1,1)” e o “swap(2,2)”, com mecanismo de first-improvement para a primeira e terceira
estruturas e de best-improvement para a segunda.

A primeira estrutura € o add que tenta adicionar um par aleatério de vértices na solugao.
Inicialmente, é escolhido aleatoriamente o primeiro vértice livre (para a parte Vi) e, a partir
desse vértice, ocorre uma busca pelos seus vizinhos a fim de encontrar um vértice livre para a
parte V> que, juntos, apresentem uma melhora na solugdo. Caso o vértice escolhido aleatoria-
mente ndo encontre um vértice para a parte V,, entdo sera analisado o préximo vértice (entre
os vértices livres para Vj) e seus vizinhos. O processo acaba quando for encontrado o primeiro
par que atenda as condicdes ou quando nao ha nenhum par.

A segunda estrutura é o swap(1,1). Esta estrutura ir4 realizar a melhor troca, ou seja,
a que ira gerar o maior acréscimo no peso da solugao, entre um vértice que esta na solugéo
e um vértice nao-livre (ndo esta na solucdo e nao esta disponivel) desde que mantenha as
propriedades de biclique balanceada.

A terceira estrutura é o swap(2,2). Esta estrutura ira realizar a primeira troca possivel entre
dois vértices que estdo na solucao e dois vértices que ndo podem entrar na solugao por conta
de um unico vértice de forma que, apds a troca, o peso da solugdo seja maior. Para realizar
essa operacao, selecionamos dois vértices que, inicialmente, ndo estdo incluidos na solugéo,
e verificamos se cada um deles possui apenas um vértice diferente que impede a sua inclusao
na solucdo. Além disso, avaliamos se a diferenca entre os pesos € positiva, ou seja, se 0 ganho
de peso (representado pela diferenga entre os pesos dos vértices que estdo sendo incluidos
e 0s gue estdo sendo removidos) é favoravel. Caso ambas as condicdes sejam atendidas,
procedemos com a troca.

4.3.2 Entradas Bipartidas

O método proposto para instancias bipartidas utiliza duas estruturas de vizinhanca: “add”
e “swap(1,1)”, com mecanismo de first-improvement para a primeira estrutura e de best-
improvement para a segunda.

A primeira estrutura € a add e opera de maneira analoga aquela utilizada nas entradas
gerais. Por sua vez, a segunda estrutura, conhecida como swap(1,1), também segue uma
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I6gica semelhante. No entanto, em vez de considerar o peso como critério principal para a
troca, essa estrutura se baseia no grau do vértice.

4.4 Estruturas auxiliares

Foram criadas algumas estruturas auxiliares para facilitar a manipulacéo da solugéo, tanto
na geragao de uma solugdo inicial quanto nas estruturas de vizinhanga durante a busca local.
A primeira dessas estruturas € o vetor Solution, que é dividido em quatro partes: a primeira
parte contém os vértices que estdo na solucdo, a segunda parte contém os vértices que nao
estdo na solugcao, mas estao disponiveis para entrar. A terceira parte contém os vértices que
ndo podem entrar na solucao, e a ultima parte contém os vértices removidos.

Outras estruturas incluem o MU e o Tightness. O MU contém os valores que cada vértice
ira adicionar ou subtrair ao entrar na solugédo, enquanto o Tightness contém a quantidade de
vizinhos que o vértice possui na solugao.

Cada estrutura é dividida em duas partes: uma para a parte A e outra para a parte B. Cada
vetor possui o tamanho correspondente a quantidade de vértices no grafo, sendo que, no MU
e no Tightness, cada posi¢édo do vetor representa um vértice. Como cada vetor é dividido em
duas partes (uma para cada componente), o que ele representa esta relacionado aquela parte.
Por exemplo, o MU de um vértice na parte A indica quanto aquele vértice ira contribuir, positiva
ou negativamente, para a parte A ao entrar na solugéo

4.5 Reducao

Foi desenvolvida uma técnica de redugdo de grafo para a PMBBPV que funciona tanto
para entradas bipartidas quanto para entradas ndo biparticionadas. A redug¢ao calcula um up-
per bound (UB) para todo vértice v € V que estima o custo da biclique maxima que v pode
pertencer. Este limite (bound) determina se o vértice pode ser removido ou ndo. O UB foi ela-
borado de forma que seu calculo nao fosse tao complexo a ponto de atrapalhar o desempenho
da heuristica. Posteriormente, percebeu-se que a reducao funciona bem, principalmente, em
grafos esparsos.

A reducéao implementada conseguiu remover uma grande quantidade de vértices e de ares-
tas a partir de instancias de grafos esparsos utilizadas em problemas reais, 0 que comprovou a
sua eficiéncia.

Para explicar a técnica desenvolvida para a reducao, serdo apresentadas duas estruturas
utilizadas: a primeira foi o H/ (h-index) e a segunda estrutura é o AS (accumulated sum).

Definicao 2. Dado um grafo G = (V,E), emquev € V, Ng(v) é o conjunto de vizinhos de v, u;
o0 i-ésimo vizinho de v ordenado de forma decrescente pelo grau e d(u;) € o grau de u;. O valor
de HI de um vértice v é definido como um inteiro HI(v), tal que HI(v) = max{i € N|d(u;) > i}.
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Figura 4.1: Exemplo do célculo de HI(v) =h.

Regra 1. Dado um grafo G = (V,E) e um vértice v € V com HI(v) = h temos que a maior
biclique balanceada que v pode pertencer possui cardinalidade 2h..

Com isso, podemos concluir que a estrutura HI pode calcular o tamanho maximo de uma
possivel biclique envolvendo o vértice v.

Definicao 3. Dado um grafo G = (V,E), onde v € V, w(-) é uma fungdo de peso e v; é o
1-ésimo vizinho de v ordenado de forma decrescente pelo peso w. Para cadav € V e para

cada 1 <1< n, asoma acumulada dos i-vizinhos mais pesados de v é definido como:

min{i,d(v)}

AS(v,i) = Z w(vj).

=1

Note que, como os pesos de v; estdo ordenados de forma decrescente, para um vertice
v eV, AS(v,1) representa soma acumulada dos pesos dos i vizinhos mais pesados de v.

Definicao 4. Dado um grafo G = (V,E), ve V com h =HI(v), define-se:

UB(v) =AS(v,h) 4+ max {AS(x,h)}}.
xeN(v)
Teorema 1. Dado um grafo G = (V,E), ondev € V, o UB(v) sendo o upper bound do vértice v
e W(Byest) € 0 peso da maior biclique encontrada. Com isso, se UB(v) < W(Byest), entdo ndo
existe uma biclique B tal quev € B e o w(B) wW(Bpest)

Demonstragdo. Seja v € V tal que UB(v) < w(Bpest). Vamos supor que existe uma biclique
Btal que ve B eow(B) w(Byest). Sem perda de generalidade, considere By e B, as partes
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da biclique B com v € By e [B1| =t. De acordo com a Regra 1, a cardinalidade de cada parte
de B é menor ou igual que HI(v), isto é t < h = HI(v). Pela Definigdo 3, tem-se que w(B,) <
SA(v,t) < SA(v,h). Analogamente, w(B1) < max,cp,{AS(x,t)} < maxenn){AS(X, h)}
Logo w(B) < UB(v), absurdo. O
Regra 2 (Redugdo). Dado um grafo G = (V,E), em que v € V, o UB(v) sendo o upper bound

do vértice v e w(Byest) € 0 peso da maior biclique encontrada. Se UB(v) < w(Bypest), entdo
removav de G.

Figura 4.2: Exemplo da estimativa do UB(v), em que os vértices em v, é o vizinho de v que
maximiza a soma acumulada. Os vértice azul sao utilizados para o calculo do bound na parte 1,
e os vértice em vermelho sao utilizados no calculo da parte 2. Note que alguns vértices podem
contribuir com as duas partes.

4.6 Algoritmo da Reducao

O Algoritmo 4.2 descreve o pseudocodigo do algoritmo de redugéo. Inicialmente, a variavel
1 é inicializada com o valor 1 (linha 31), esta variavel indica a parte corrente da biclique. Em
seguida, a criacao da solucdo ira ocorrer enquanto houverem vértices existentes no grafo de
uma parte (linha 32). Com isso, a linha 33 ir4 percorrer todos os vértices da parte selecionada e
ird fazer um calculo para prever a biclique de cada vértice. Caso a solugéo da biclique prevista
seja pior que a solucdo atual (linha 34), entdo o vértice é removido do grafo (linha 35) e o
contador de vértices removidos é acrescido (linha 36).

Ao final desse processo, a parte da biparticao é alterada (linha 37). Concluindo, na linha 39 a
funcdo reduce é chamada recursivamente caso algum vértice foi removido durante o processo.
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Algoritmo 4.2 Pseudocédigo da reducado do GRASP.
Input : Grafo G = (V,E) e best_weight (peso da melhor solugéo)

Output: Conjunto de vértices e arestas restantes de G
30 reduce (G = (V,E), best_weight)
31 i=1
iter=0
removed_vertices = 0

32 while iter 2 do
33 for u in vértices em V; do
34 if predictWeight (u) best_weight then
35 removeVertex (u) // remove o vértice u do grafo
36 L removed_vertices = removed_vertices + 1
37 i=(1 mod2)+1
iter =1iter+1

38 if removed_vertices 0 then

39 t return reduce (G, best_weight) // chama de novo a reducado

4.7 Formulacao Matematica

Neste trabalho sera proposta uma formulacido matematica com o objetivo de comparar e
avaliar a performance da heuristica GRASPynp. A formulacéo é definida como:

max Z Wixi+ Z Wili (4.1)
ViEV viGV

s.a xi+yi<1 Yvi eV (4.2)
xit+xj<lTeyity; <] Vviv; € E (4.3)
xityj<Teyi+x5 <1 Vviv; E (4.4)
D xi=) Ui (4.5)
ViEV vieV
xi,yi €{0,1} Yv; € V. (4.6)

A formulagéo utiliza variaveis decisao binarias x; e y; para cada vértice v;i € V. A variavel
x; vale 1 se e somente se o vértice v; pertencera a parte Vi na solugédo final. Da mesma
forma, y; determina se v; pertencera a parte V,. A fungéo objetivo (4.1) contabiliza o peso da
biclique. A restricdo (4.2) determina que um vértice s6 pode pertencer a uma parte. A restricao
(4.3) determina que vértices adjacentes ndo podem pertencer a mesma parte. A restricao (4.4)
determina que vértices ndao-adjacentes nao podem pertencer a partes distintas e a (4.5) forgca a
bicliqgue ser balanceada. Finalmente, a restricdo (4.6) determina os dominios das variaveis.



Resultados e discussoes

Este capitulo apresenta os resultados obtidos através de uma série de testes em diversas
instancias bipartidas e nao-bipartidas para uma analise mais profunda dos algoritmos apresen-
tados e mostrar a sua eficiéncia.

Foi utilizado uma maquina Intel i7-10750H com 2.6 Ghz, 8 GB de meméria RAM em um
ambiente Windows 10 versao 21H2 onde foi utilizado o WSL 2 com Ubuntu 20.04.4. O codigo foi
desenvolvido em C++ e compilado com o compilador GNU g++ 9.4.0. Além disso, um algoritmo
exato foi implementado com o CPLEX 19.9.

5.1 Instancias

Para a realizagdo dos testes, foram selecionados diferentes tipos de instancias para obter
resultados diversos de forma que fosse possivel chegar a uma conclusdo para o algoritmo
proposto. Um dos grupos escolhidos para teste foram as instancias KONECT que séo grandes,
esparsas e obtidas de problemas reais.

As tabelas 5.1 e 5.2 mostram as instancias DIMACS, BHOSLIB e KONECT utilizadas. A
tabela 5.1 apresenta as instancias DIMACS e BHOSLIB que tratam de grafos mais gerais, ou
seja, ndo bipartidos e que sdo bastante comuns em testes na literatura. Ja na tabela 5.2 temos
um conjunto de instdncias KONECT que sdo grandes, esparsas e obtidas de problemas reais.

A coluna V indica a quantidade de vértices, a coluna E representa a quantidade de arestas
e a coluna D mostra a densidade de cada instancia.

Na maioria dos experimentos, o0 GRASP foi executado 10 vezes para cada instancia, a
fim de obter o melhor resultado Best, que representa o melhor desempenho obtido nas 10
execucdes, a média das 10 execucgdes (se for um ndamero decimal, o resultado é arredondado
para baixo) e o tempo médio Tempo(s), em segundos. A coluna TTB representa a média do
tempo, em segundos, que o algoritmo leva para encontrar o valor Best em cada itera¢do daquela

24
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instancia. Se o Best nao for encontrado na iteragcao especifica, considera-se o valor limite de
tempo naquela iteragdo especifica ao calcular a média.

Os resultados obtidos utilizando o algoritmo exato para cada instancia sédo apresentados
na coluna Otimo (indicando o valor exato da biclique) e na coluna Tempo(s), em segundos.
A coluna Gap mostra a diferenca relativa entre o Best dos algoritmos comparados. Ao ser
comparado com o exato, quanto mais préximo de 0%, melhor o resultado, indicando que a
resposta da heuristica esta préxima do 6timo. Ja para as instancias que possuem ’-’, significa
que o algoritmo exato ndo conseguiu encontrar a resposta dentro do tempo limite de 1 hora.

Tabela 5.1: Instancias Utilizadas

Instancia V E D Instancia V E D
Instancias DIMACS

C125-9 125 6963 0.8985 hamming6-2 64 1824 0.9048
C250-9 250 27984 0.8991 hamming6-4 64 704 0.3492
C500-9 500 112332 0.9005 hamming8-2 256 31616 0.9686
C1000-9 1000 450079 0.9011 hamming8-4 256 20864 0.6392
C2000-5 2000 999836 0.5002 p-hat300-3 300 33390 0.7445
C2000-9 2000 1799532 0.9002 p-hat500-2 500 62946 0.5046
C4000-5 4000 4000268 0.5002 p-hat500-3 500 93800 0.7519
MANN-a9 45 918 0.9273 c-fat500-10 500 46627 0.3738
keller4 171 9435 0.6491 hamming10-2 1024 518656 0.9902
keller5 776 225990 0.7515 hamming10-4 1024 434176 0.8289
kelleré 3361 4619898 0.8182 p-hat1000-1 1000 122253 0.2448
MANN-a27 378 70551 0.9901 p-hat1000-2 1000 244799 0.4901
MANN-a45 1035 533115 0.9963 p-hat1000-3 1000 1000 0.0020
MANN-a81 3321 5506380 0.9988 sanr200-0-7 200 13868 0.6969
DSJC500-5 500 125248 1.0000 sanr200-0-9 200 17863 0.8976
DSJC1000-5 1000 499652 1.0000 sanr400-0-5 400 39984 0.5011
brock200-1 200 14834 0.7454 sanr400-0-7 400 55869 0.7001
brock200-2 200 9876 0.4963 johnson8-2-4 28 210 0.5556
brock200-3 200 12048 0.6054 san200-0-7-1 200 13930 0.7000
brock200-4 200 13089 0.6577 san200-0-7-2 200 13930 0.7000
brock400-1 400 59723 0.7484 san200-0-9-1 200 17910 0.9000
brock400-2 400 59786 0.7492 san200-0-9-2 200 17910 0.9000
brock400-3 400 59681 0.7479 san200-0-9-3 200 17910 0.9000
brock400-4 400 59765 0.7489 san400-0-5-1 400 39900 0.5000
brock800-1 800 207505 0.6493 san400-0-7-1 400 55860 0.7000
brock800-2 800 208166 0.6513 san400-0-7-2 400 55860 0.7000
brock800-3 800 207333 0.6487 san400-0-7-3 400 55860 0.7000
brock800-4 800 207643 0.6497 san400-0-9-1 400 71820 0.9000
c-fat200-1 200 1534 0.0771 johnson16-2-4 120 5460 0.7647
c-fat200-2 200 3235 0.1626 johnson32-2-4 496 107880 0.8788
c-fat200-5 200 8473 0.4258 gen200-p0-9-44 200 17910 0.9000
c-fat500-1 500 4459 0.0357 gen200-p0-9-55 200 17910 0.9000
c-fat500-2 500 9139 0.0733 gen400-p0-9-55 400 71820 0.9000
c-fat500-5 500 23191 0.1859 gen400-p0-9-65 400 71820 0.9000
hamming6-2 64 1824 0.9048 gen400-p0-9-75 400 71820 0.9000
hamming6-4 64 704 0.3492

Instancias BHOSLIB
frb30-15-1 450 83198 0.8235 frb45-21-4 945 387491 0.8687
Continua na préxima pagina
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frb30-15-2 450 83151 0.8231 frb45-21-5 945 387461 0.8687
frb30-15-3 450 83216 0.8237 frb50-23-1 1150 580603 0.8788
frb30-15-4 450 83194 0.8235 frb50-23-2 1150 579824 0.8776
frb30-15-5 450 83231 0.8239 frb50-23-3 1150 579607 0.8773
frb35-17-1 595 148859 0.8424 frb50-23-4 1150 580417 0.8785
frb35-17-2 595 148868 0.8424 frb50-23-5 1150 580640 0.8789
frb35-17-3 595 148784 0.8419 frb53-24-1 1272 714129 0.8834
frb35-17-4 595 148873 0.8424 frb53-24-2 1272 714067 0.8834
frb35-17-5 595 148572 0.8407 frb53-24-3 1272 714229 0.8836
frb40-19-1 760 247106 0.8568 frb53-24-4 1272 714048 0.8833
frb40-19-2 760 247157 0.8569 frb53-24-5 1272 714130 0.8834
frb40-19-3 760 247325 0.8575 frb59-26-1 1534 1049256 0.8924
frb40-19-4 760 246815 0.8557 frb59-26-2 1534 1049648 0.8927
frb40-19-5 760 246801 0.8557 frb59-26-3 1534 1049729 0.8928
frb45-21-1 945 386854 0.8673 frb59-26-4 1534 1048800 0.8920
frb45-21-2 945 387416 0.8686 frb59-26-5 1534 1049829 0.8929
frb45-21-3 945 387795 0.8694 frb100-40-1 4000 7425226 0.9284
frb45-21-4 945 387491 0.8687

Tabela 5.2: Instancias Konect
Instancia \ E D
actor-movie 854058 1470413 0.000004
dbpedia-team 935627 1366466 0.000003
bookcrossing_full-rating 445801 1149739 0.000012
dbpedia-writer 135569 144340 0.000016
dplb-author 5425963 8649016 0.000001
discogs_affiliation 2025594 14414659 0.000007
dbpedia-genre 266717 463497 0.000013
discogs_Igenre 270786 4147665 0.000113
dbpedia-location 225498 293697 0.000012
discogs_style 836545 10296105 0.000029
dbpedia-producer 187677 207268 0.000012
wiki-en-cat 2036440 3795796 0.000002
dbpedia-recordlabel 186758 233286 0.000013
youtube-groupmemberships 59081 156969 0.000090
dbpedia-starring 157184 281396 0.000023

Além disso, um grupo de instancias aleatérias foram criadas utilizando o modelo G(n,p) —

e G(ny,ny,p) para o caso bipartidos —, também conhecido como modelo binomial proposto

por Gilbert (1959). Com ele, sdo construidos grafos G(V,E) em que |U| = n (para o caso

bipartido G(V,U,E), em que |V| =n; e |U| =n;) e cada aresta de E é incluida no grafo com

probabilidade p, independentemente das outras arestas. A quantidade de vértices foi fixada em

1000 (500 vértices em cada parte no caso bipartido) o valor de p foi variado de forma a perceber

onde a reducao funciona e onde para de funcionar.

Para cada instancia, o peso dos vértices foi gerado da seguinte maneira: W(v) = (i+

1)%200, onde o peso do vértice v é calculado com base em seu indice i, somando 1 e aplicando

o operador de médulo por 200.



5.2. PARAMETROS UTILIZADOS 27

5.2 Parametros utilizados

Alguns parametros foram utilizados na execugao do algoritmo, incluindo o valor 3. Se houver
[3 iteragdes consecutivas com o resultado igual ao melhor encontrado Best, entdo a execugao
atual é encerrada. Outro parametro é o alphaCalibration, que determina a quantidade de
iteracdes necessarias para calibrar os valores de alfa. O Gltimo parametro é o edgeTime,
utilizado no calculo do tempo que determinara se a redugao ser4 ativada ou ndo. E possivel ver
alguns desses parametros sendo utilizados no Algoritmo 4.1.

O IRACE, proposto por Lépez-lbanez et al. (2016), foi empregado para ajustar os parame-
tros, sendo fornecidas diferentes configuragdes para encontrar os melhores valores para cada
um deles. Apesar de ter havido uma melhoria inicial ao utilizar o IRACE, nao foi percebida
uma mudanca significativa ao modificar as configuracdes dos parametros em cada execucao do
IRACE.

5.3 Impacto do Reactive GRASP

Nessa subsecdo iremos ver o impacto do mecanismo "Reactive"nas instancias DIMACS,
BHOSLIB e KONECT para comparar o Best, TTB e as melhores médias entre os dois algoritmos.

A tabela 5.3 apresenta uma visdo geral da comparacao das instancias DIMACS com e sem
o algoritmo Reactive. Observamos que, em geral, a funcionalidade "Reactive"teve um resultado
bem semelhante na qualidade das solugdes encontradas, sendo consistentes em ambas as
configuragdes. O algoritmo Reactive foi superior na média em relagdo ao nao reativo, mas foi
pior no Best e no TTB em relagdo ao algoritmo nao reativo. Entretanto, a diferenca foi muito
pequena entre os dois, em certas instancias um algoritmo é mais rapido que o outro e ndo deu
para tirar muitas conclusdes a partir desse teste.

Tabela 5.3: Comparativo do Algoritmo com e sem o Reactive para instancias DIMACS

Insténcia Com Reactive Sem Reactive
Best Média TTB Best Média TTB GAP(%)

C125-9 673 673 0.0044 673 673 0.0018  0.00
hamming6-2 242 242 29410 242 242 2.121 0.00
C250-9 1180 1180 0.0329 1180 1180  0.0201  0.00
hamming6-4 455 455 2.0250 455 455 45120  0.00
C500-9 1373 1373 0.2436 1373 1373  0.1231  0.00
hamming8-2 786 786 1.6682 786 786 0.4816  0.00
C1000-9 1669 1663 27.7367 1669 1657 39.6611 0.00
hamming8-4 4048 4048 0.4936 4048 4048 0.9866  0.00
C2000-5 2611 2560 56.9279 2797 2558 56.7973 6.64
hamming10-2 798 798 0.0005 798 798 0.0010  0.00
C2000-9 1844 1819  44.8895 1844 1826  39.8362 0.00
hamming10-4 5684 5684 0.0000 5684 5684 1.6977  0.00
C4000-5 2827 2759 54.3564 2915 2760 56.1606 3.01

Continua na proxima pagina
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p-hat300-3 1602 1602 0.0533 1602 1602  0.0294  0.00
MANN-a9 255 255 4.0340 255 255 2.2681  0.00
p-hat500-2 1766 1766  0.2035 1766 1766  0.3269  0.00
MANN-a27 1173 1173 0.0028 1173 1173 0.0122 0.00
p-hat500-3 1887 1887 0.7974 1887 1887 0.7926  0.00
MANN-a45 1191 1191 0.0429 1191 1191 0.1298 0.00
p-hat1000-1 2034 2033 41.4571 2034 2031 45.141 0.00
MANN-a81 1194 1194 0.0078 1194 1194 1.2160 0.00
p-hat1000-2 2140 2140 31.1509 2140 2136  33.9534 0.00
keller4 2166 2166 0.0030 2166 2166 0.0023  0.00
p-hat1000-3 265 265 0.3333 - - - -
keller5 5040 5026 31.7815 5040 5038 25.1542 0.00
sanr200-0-7 1661 1661 0.0099 1661 1661 0.0222  0.00
kelleré 10510 10455 56.9683 10508 10322 56.6317 0.01
sanr200-0-9 1231 1231 0.0243 1231 1231  0.0279  0.00
DSJC500-5 2035 2035 0.3119 2035 2035 1.1040 0.00
sanr400-0-5 2015 2015 2.1741 2015 2015 1.5816  0.00
DSJC1000-5 2428 2401 44.4594 2428 2411 39.3505 0.00
sanr400-0-7 1839 1839 0.2960 1839 1839 0.3845 0.00
brock200-1 1542 1542 0.0500 1542 1542 0.0922 0.00
johnson8-2-4 129 129 3.8210 129 129 3.4800 0.00
brock200-2 1644 1644 0.0527 1644 1644 0.0574 0.00
johnson16-2-4 1477 1477 3.8491 1477 1477 4.7470 0.00
brock200-3 1681 1681  0.0221 1681 1681  0.0371  0.00
johnson32-2-4 5050 5050 0.0735 5050 5050 0.1064  0.00
brock200-4 1786 1786 0.0383 1786 1786 0.0162  0.00
san200-0-7-1 1911 1911 0.0170 1911 1911 0.0181 0.00
brock400-1 1788 1788 0.9813 1788 1788 0.8450 0.00
san200-0-7-2 2764 2764 0.0051 2764 2764 0.0016  0.00
brock400-2 1821 1821  0.1483 1821 1821 0.0732 0.00
san200-0-9-1 1155 1155 0.0688 1155 1155 0.0733  0.00
brock400-3 1952 1952  0.1470 1952 1952 0.1104  0.00
san200-0-9-2 1362 1362 0.4744 1362 1362 1.5464  0.00
brock400-4 1813 1813 1.5732 1813 1813 1.8549  0.00
san200-0-9-3 1279 1279 0.0099 1279 1279 0.0120 0.00
brock800-1 2357 2357 10.1452 2357 2357 9.0302  0.00
san400-0-5-1 7274 7274 0.0013 7274 7274 0.0024 0.00
brock800-2 2306 2306 10.8605 2306 2306 10.7538 0.00
san400-0-7-1 2666 2666 0.0320 2666 2666 0.0142  0.00
brock800-3 2282 2276 31.5915 2282 2282 25.1707 0.00
san400-0-7-2 3520 3520 0.8599 3520 3520 0.0088  0.00
brock800-4 2396 2393 20.4079 2396 2386 35.7791 0.00
san400-0-7-3 4188 4188 0.0115 4188 4188 0.0091  0.00
c-fat200-1 399 399 2.9551 399 399 0.7872  0.00
san400-0-9-1 1427 1427 0.1427 1427 1427 0.0818  0.00
c-fat200-2 399 399 1.4812 399 399 0.6432  0.00
gen200-p0-9-44 1388 1388 0.0728 1388 1388 0.0321  0.00
c-fat200-5 399 399 2.4761 399 399 2.4282  0.00
gen200-p0-9-55 1278 1278 0.0109 1278 1278 0.9329  0.00
c-fat500-1 399 399 1.2892 399 399 1.8304 0.00
gen400-p0-9-55 2040 2040 0.0699 2040 2040 0.0292  0.00
c-fat500-2 400 400 1.0793 400 400 0.6153  0.00
gen400-p0-9-65 1811 1811  0.0206 1811 1811  0.0316  0.00
c-fat500-5 399 399 0.6223 399 399 0.0003  0.00
gen400-p0-9-75 1620 1620 0.2368 1620 1620 0.1658  0.00
# Best 65 66

# Melhores Médias 62 61

Continua na préxima pagina
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# Melhores TTB

31

36

A tabela 5.4 apresenta uma visao geral da comparagao das intancias BHOSLIB com e sem

o algoritmo Reactive. Observamos que, em geral, a funcionalidade "Reactive"ndo teve um im-

pacto significativo na qualidade das melhores solugdes encontradas, sendo consistentes em

ambas as configuragdes. No entanto, notamos variagdes no tempo para atingir a melhor solu-

¢ao (TTB). Em 14 instancias a mais, o algoritmo com o Reactive foi mais rapido.

Tabela 5.4: Comparativo do Algoritmo com e sem o Reactive para instancias BHOSLIB

Com Reactive

Sem Reactive

Com Reactive

Sem Reactive

Instancia Instancia

Média Best TTB  Média Best TTB  GAP(%) Média Best TTB  Média Best TTB  GAP(%)
frb30-15-1 5340 5340 0.0014 5340 5340 0.0010 0.00 frb45-21-4 7728 7728 0.0033 7728 7728 0.0019 0.00
frb30-15-2 5565 5565 0.9278 5565 5565 0.4351 0.00 frb45-21-5 7707 7707 0.0020 7707 7707 0.0074 0.00
frb30-15-3 5565 5565 0.0010 5565 5565 0.0009 0.00 frb50-23-1 8441 8441 0.0141 8441 8441 0.0215 0.00
frb30-15-4 5415 5415 0.0009 5415 5415 0.0010 0.00 frb50-23-2 8441 8441 0.0049 8441 8441 0.0094 0.00
frb30-15-5 5415 5415 0.0021 5415 5415 0.0021 0.00 frb50-23-3 8234 8234 0.0070 8234 8234 0.0070 0.00
frb35-17-1 6222 6222 0.0030 6222 6222 0.0018 0.00 frb50-23-4 8441 8441 0.0030 8441 8441 0.0054 0.00
frb35-17-2 6290 6290 0.0015 6290 6290 0.7600 0.00 frb50-23-5 8441 8441 0.0046 8441 8441 0.0049 0.00
frb35-17-3 6222 6222 0.0035 6222 6222 0.0091 0.00 frb53-24-1 9048 9048 0.0045 9048 9048 0.0076 0.00
frb35-17-4 6069 6069 0.0031 6069 6069 0.0018 0.00 frb53-24-2 8856 8856 0.0062 8856 8856 0.0041 0.00
frb35-17-5 6222 6222 0.0018 6222 6222 0.0030 0.00 frb53-24-3 8856 8856 0.0024 8856 8856 0.0027 0.00
frb40-19-1 6859 6859 0.0020 6859 6859 0.0025 0.00 frb53-24-4 9048 9048 0.0078 9048 9048 0.0046 0.00
frb40-19-2 7049 7049 0.0024 7049 7049 0.0037 0.00 frb53-24-5 9048 9048 0.0048 9048 9048 0.0105 0.00
frb40-19-3 7049 7049 0.0020 7049 7049 0.0054 0.00 frb59-26-1 9594 9594 0.0113 9594 9594 0.0090 0.00
frb40-19-4 7049 7049 0.0019 7049 7049 0.0028 0.00 frb59-26-2 9594 9594 0.0124 9594 9594 0.0245 0.00
frb40-19-5 7030 7030 0.0012 7030 7030 0.0034 0.00 frb59-26-3 9438 9438 0.0254 9438 9438 0.0426 0.00
frb45-21-1 7707 7707 0.0028 7707 7707 0.0045 0.00 frb59-26-4 9594 9594 0.0144 9594 9594 0.0203 0.00
frb45-21-2 7917 7917 0.0018 7917 7917 0.0073 0.00 frb59-26-5 9594 9594 0.0099 9594 9594 0.0255 0.00
frb45-21-3 7917 7917 0.0038 7917 7917 0.0095 0.00 frb100-40-1 14440 14440 0.0025 14440 14440 0.0020 0.00
# Best 36 36
# Melhores Médias 36 36
# Melhores TTB 26 12

A tabela 5.5 mostra a comparacao do algoritmo Reactive e sem Reactive nas instancias

KONECT. Em apenas uma instancia o algoritmo sem o Reactive alcanga o Best do Reactive,

em todas as outras instancias ele fica abaixo. Ele também perde em todas as instancias em

relagdo ao TTB e sobre as melhores médias.

Tabela 5.5: Comparativo do Algoritmo com e sem o Reactive para instancias KONECT

Com Reactive

Sem Reactive

Instancia

Média Best TTB Média Best TTB GAP
actor-movie 1906 1916 29.98 640 1862 60.00 2.81%
bookcrossing_full-rating 2912 3237 59.99 271 271 60.00 91.62%
dblp-author 1374 1891 5895 322 322 60.00 82.97%
dbpedia-genre 1324 1411 48.71 843 1146 60.00 18.78%
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dbpedia-location 1203 1211 16.84 676 1211 58.37 0.00%

dbpedia-producer 1345 1345 0.52 45 45 60.00 96.65%
dbpedia-recordlabel 1312 1392 5717 401 1310 60.00 5.89%

dbpedia-starring 1710 1813 58.04 137 137 60.00 92.44%
dbpedia-team 1263 1444 59.79 735 1169 60.00 19.04%
dbpedia-writer 1611 1621 30.09 327 327 60.00 79.82%
discogs_afilliation 5196 5762 58.03 3822 5574 60.00 3.26%

discogs_lgenre 2054 2616 59.60 1402 1680 60.00 35.77%
discogs_style 5486 5701 59.93 4011 4736 60.00 16.92%
wiki-en-cat 1872 2628 59.76 739 1627 60.00 38.08%

youtube-groupmemberships 2743 2747 28.63 1209 2553 60.00 7.06%

# Best 15 1
# Melhores Médias 15 0
# Melhores TTB 15 0

5.4 Impacto das Reducoes

Nessa subsecao iremos ver o impacto do algoritmo de reducdo em instancias geradas
G(n,p), KONECT e as instancias KONECT reduzidas que foram utilizadas para rodar o CPLEX
e encontrar o 6timo em um conjunto menor de vértices e arestas. Instancias G(n,p) sao gera-
das a partir de uma probabilidade p ter uma aresta entre dois vértices, com um total de 1000
vértices no grafo tanto para as intancias gerais quanto bipartidas.

As Figuras 5.1 e 5.2 mostram o impacto da reducéo para instancias nao-bipartidas e bi-
partidas, respectivamente. Pode-se observar que para um grande intervalo de p, a redugéo
conseguiu remover quase que 100% dos vértices, o que mostra que a solugdo encontrada pelo
algoritmo é bastante préxima do 6timo. Também revela que, quanto mais esparso for o grafo
(menor probabilidade de p), maior € a chance da redugéo ir bem.

A Tabela 5.6 é o comparativo dos resultados do algoritmo desenvolvido para as instancias
KONECT com e sem a reducao ativada. Lembrando que, por conta do mecanismo de auto-
regulagao pro algoritmo de reducdo, ndo serao todas as instancias que irdo rodar a redugéao
no algoritmo com reducdo. A tabela foi dividida em 2 algoritmos — com auto-redugé@o e sem
reducdo, onde cada instancia foi executada 30 vezes com tempo limite de 60 segundos, diferen-
temente dos outros testes onde cada instancia teve 10 execugoes.

No grupo das instancias que rodaram a versdo com auto-reducao, possuimos 4 colunas: a
média do melhor resultado das 30 execucdes, o melhor resultado entre todas as execugoes, a
quantidade de vértices removidos em porcentagem (VR) e a quantidade de arestas removidas
em porcentagem (AR). Ja nas que rodaram sem reducao, temos apenas a média € o melhor
resultado. Por fim, temos o GAP que representa a diferenga (em porcentagem) da coluna Best
dos dois grupos.
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Figura 5.1: Gréfico que mostra a curva de redugdo de vértices nas instancias G(n,p) (nao-

bipartidas).
Tabela 5.6: Comparativo do Algoritmo com reducdo e sem redugao
L. Com reducéo Sem redugédo
Instancia
Média Best VR AR Média Best GAP
actor-movie 1906 1916 88.18 48.75 1406 1743 9.02%
bookcrossing_full-rating 2912 3237 95.46 67.91 2804 3051 5.74%
dblp-author 1374 1891 0.00 0.00 1374 1891 0.00%
dbpedia-genre 1324 1411 9.07 9.14 1371 1411 0.00%
dbpedia-location 1203 1211 99.36 98.84 1180 1211 0.00%
dbpedia-producer 1345 1345 98.11 93.78 1331 1345 0.00%
dbpedia-recordlabel 1312 1392 98.73 96.33 1296 1310 5.89%
dbpedia-starring 1710 1813 94.75 90.71 1694 1806 0.38%
dbpedia-team 1263 1444 93.28 72.02 1213 1444 0.00%
dbpedia-writer 1611 1621 99.78 99.70 1491 1602 1.17%
discogs_afilliation 5196 5762 0.00 0.00 5196 5762 0.00%
discogs_lgenre 2054 2616 0.00 0.00 2054 2616 0.00%
discogs_style 5486 5701 0.00 0.00 5486 5701 0.00%
wiki-en-cat 1872 2628 0.00 0.00 1872 2628 0.00%
youtube-groupmemberships 2743 2747 92.91 71.40 2596 2747 0.00%
# Best 15 10
# Melhores Médias 14 6

Ao analisar os resultados da Tabela 5.6, é possivel perceber que o algoritmo com auto-
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Figura 5.2: Gréafico que mostra a curva de redugdo de vértices nas instancias G(n,nz,p)
(bipartidas).

reducdo, quando ndo empata ele supera a versao sem reducao ao observar o GAP. Em algu-
mas instancias, o resultado é idéntico porque o algoritmo de redugédo nao atinge as condigbes
necessarias para executar a reducao (tem um certo limite para a quantidade de vértices e para
a densidade). Mesmo assim, na maioria das instancias em que é executado o algoritmo de re-
dugéao, podemos perceber excelentes resultados com a remogao de mais de 90% dos vértices.

Além disso, um resultado muito interessante é a quantidade de vértices e arestas removidos
que fazem com que se chegue mais rapidamente ao étimo global e também permite reduzir
o grafo para que, a partir da execugdo em um algoritmo heuristico, extraia o grafo reduzido e
rode em um algoritmo exato para confirmar ou encontrar o étimo global. Por esses motivos é
destacado o algoritmo desenvolvido para a reducao de grafo.

5.5 Resultados Finais

Ao final dos testes, utilizamos a versdo do GRASPynp com o mecanismo de Reactive e
o algoritmo de redugéo, junto das regras para ativar ou desativar a reducao de grafo. Serado
apresentadas as comparagdes dessa versao da meta-heuristica proposta contra o CPLEX nas
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instancias gerais (DIMACS e BHOSLIB) e nas bipartidas (KONECT).

5.5.1 Resultados para entradas gerais

A Tabela 5.7 representa os resultados obtidos com os grupos de instancias DIMACS e
BHOSLIB.

Nas instancias DIMACS, das 69 instancias testadas, 45 obtiveram um GAP de 0%, che-
gando no resultado 6timo. J& com as instancias BHOSLIB, das 36 instancias testadas, 35
obtiveram um GAP de 0%. Para as demais instancias, em ambas as tabelas, o CPLEX néo
encontrou o 6timo dentro do tempo limite. Em todas as instancias com 6timo conhecido, o
GRASPyNp foi capaz de encontrar a solugdo 6tima com um tempo muito abaixo do algoritmo
exato.

Além disso, ele encontra a solugdo em um tempo mais rapido em 75 das 80 instancias em
que o algoritmo heuristico encontra o étimo.

Tabela 5.7: Resultados do GRASPynp para as instancias do DIMACS e BHOSLIB.

. GRASPyND CPLEX

Instancia

Best Média TTB (s) Gap (%) Otimo Tempo (s)

Insténcias DIMACS

C125-9 673 673 0.0044 0.00 673 4.82
hamming6-2 242 242 2.9410 0.00 242 0.06
C250-9 1180 1180 0.0328 0.00 1180 10.83
hamming6-4 455 455 2.0250 0.00 455 2.13
C500-9 1373 1373 0.2435 0.00 1373 606.53
hamming8-2 786 786 1.6682 0.00 786 0.87
C1000-9 1669 1663 27.7367
hamming8-4 4048 4048 0.4936 0.00 4048 285.47
C2000-5 2611 2560 56.9279
hamming10-2 798 798 0.0004 0.00 798 27.64
C2000-9 1844 1819 44.8895
hamming10-4 5684 5684 1.3522
C4000-5 2827 2759 54.3564
p-hat300-3 1602 1602 0.0533 0.00 1602 2220.44
MANN-a9 255 255 4.034 0.00 255 3.89
p-hat500-2 1766 1766 0.2034
MANN-a27 1173 1173 0.0027 0.00 1173 1.52
p-hat500-3 1887 1887 0.7973
MANN-a45 1191 1191 0.0429 0.00 1191 30.42
p-hat1000-1 2034 2033 41.4571
MANN-a81 1194 1194 0.0078 0.00 1194 369.21
p-hat1000-2 2140 2140 31.1509
keller4 2166 2166 0.0029 0.00 2166 221.53
p-hat1000-3 265 265 0.3333 0.00 265 65.79
keller5 5040 5026 31.7815
sanr200-0-7 1661 1661 0.0098 0.00 1661 1106.80
kelleré 10510 10455 56.9683
sanr200-0-9 1231 1231 0.0242 0.00 1231 80.64
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DSJC500-5 2035 2035 0.3119 - - -
sanr400-0-5 2015 2015 21741 - - -
DSJC1000-5 2428 2401 44.4594 - - -
sanr400-0-7 1839 1839 0.2960 - - -
brock200-1 1542 1542 0.0500 0.00 1542 688.59
johnson8-2-4 129 129 3.821 0.00 129 0.27
brock200-2 1644 1644 0.0526 0.00 1644 3037.92
johnson16-2-4 1477 1477 3.8490 0.00 1477 104.88
brock200-3 1681 1681 0.0220 0.00 1681 1674.18
johnson32-2-4 5050 5050 0.0735 - - -
brock200-4 1786 1786 0.0382 0.00 1786 1522.89
san200-0-7-1 1911 1911 0.0169 0.00 1911 192.06
brock400-1 1788 1788 0.9812 - - -
san200-0-7-2 2764 2764 0.0050 0.00 2764 308.64
brock400-2 1821 1821 0.1483 - - -
san200-0-9-1 1155 1155 0.0688 0.00 1155 94.62
brock400-3 1952 1952 0.1470 - - -
san200-0-9-2 1362 1362 0.4743 0.00 1362 30.71
brock400-4 1813 1813 1.5731 . - -
san200-0-9-3 1279 1279 0.0098 0.00 1279 77.41
brock800-1 2357 2357 10.1452 - - -
san400-0-5-1 7274 7274 0.0013 0.00 7274 20.99
brock800-2 2306 2306 10.8605 - - -
san400-0-7-1 2666 2666 0.0320 0.00 2666 1165.40
brock800-3 2282 2276 31.5915 - - -
san400-0-7-2 3520 3520 0.8598 0.00 3520 1266.08
brock800-4 2396 2393 20.4079 - - -
san400-0-7-3 4188 4188 0.0114 0.00 4188 1828.57
c-fat200-1 399 399 2.9550 0.00 399 3.20
san400-0-9-1 1427 1427 0.0397 0.00 1427 83.60
c-fat200-2 399 399 1.4811 0.00 399 3.36
gen200-p0-9-44 1388 1388 0.0728 0.00 1388 117.18
c-fat200-5 399 399 2.4761 0.00 399 0.70
gen200-p0-9-55 1278 1278 0.0108 0.00 1278 55.71
c-fat500-1 399 399 1.2891 0.00 399 23.44
gen400-p0-9-55 2040 2040 0.0699 0.00 2040 124.25
c-fat500-2 400 400 1.0792 0.00 400 6.17
gen400-p0-9-65 1811 1811 0.0206 0.00 1811 167.69
c-fat500-5 399 399 0.6222 0.00 399 7.53
gen400-p0-9-75 1620 1620 0.2368 0.00 1620 177.69
c-fat500-10 400 400 0.8083 0.00 400 1.42
Instancias BHOSLIB
frb30-15-1 5340 5340 0.0014 0.00 5340 47.76
frb45-21-4 7728 7728 0.0033 0.00 7728 291.71
frb30-15-2 5565 5565 0.9278 0.00 5565 32.39
frb45-21-5 7707 7707 0.0020 0.00 7707 222.76
frb30-15-3 5565 5565 0.0010 0.00 5565 21.98
frb50-23-1 8441 8441 0.0141 0.00 8441 378.73
frb30-15-4 5415 5415 0.0009 0.00 5415 31.19
frb50-23-2 8441 8441 0.0049 0.00 8441 429.18
frb30-15-5 5415 5415 0.0021 0.00 5415 33.13
frb50-23-3 8234 8234 0.0070 0.00 8234 617.89
frb35-17-1 6222 6222 0.0030 0.00 6222 56.15
frb50-23-4 8441 8441 0.0030 0.00 8441 338.90
frb35-17-2 6290 6290 0.0015 0.00 6290 46.69
frb50-23-5 8441 8441 0.0046 0.00 8441 461.89
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frb35-17-3 6222 6222 0.0035 0.00 6222 57.59
frb53-24-1 9048 9048 0.0045 0.00 9048 475.86
frb35-17-4 6069 6069 0.0031 0.00 6069 88.53
frb53-24-2 8856 8856 0.0062 0.00 8856 682.81
frb35-17-5 6222 6222 0.0018 0.00 6222 67.86
frb53-24-3 8856 8856 0.0024 0.00 8856 912.74
frb40-19-1 6859 6859 0.0020 0.00 6859 190.16
frb53-24-4 9048 9048 0.0078 0.00 9048 582.74
frb40-19-2 7049 7049 0.0024 0.00 7049 105.66
frb53-24-5 9048 9048 0.0048 0.00 9048 443.78
frb40-19-3 7049 7049 0.0020 0.00 7049 107.76
frb59-26-1 9594 9594 0.0113 0.00 9594 998.25
frb40-19-4 7049 7049 0.0019 0.00 7049 97.27
frb59-26-2 9594 9594 0.0124 0.00 9594 1007.03
frb40-19-5 7030 7030 0.0012 0.00 7030 112.97
frb59-26-3 9438 9438 0.0254 0.00 9438 2552.86
frb45-21-1 7707 7707 0.0028 0.00 7707 342.83
frb59-26-4 9594 9594 0.0144 0.00 9594 1009.55
frb45-21-2 7917 7917 0.0018 0.00 7917 167.40
frb59-26-5 9594 9594 0.0099 0.00 9594 1172.09
frb45-21-3 7917 7917 0.0038 0.00 7917 165.84
frb100-40-1 14440 14440 0.0025

# Encontrou o étimo 80

#TTB 75 5

5.5.2 Resultado para entradas bipartidas

A Tabela 5.8 representa os resultados obtidos com o grupo de instdncias KONECT e o exato

CPLEX, onde o algoritmo heuristico teve 30 execugbes para cada instancia. Vemos que em

apenas uma instancia o algoritmo exato conseguiu encontrar o étimo, mesmo com as instancias

reduzidas geradas apds o GRASPynp - Isso demonstra a dificuldade de encontrar uma solugéo

nessas instancias, o que a meta-heuristica proposta foi capaz de encontrar, além da eficacia da

redugdo em que foi possivel reduzir uma instancia a ponto de conseguir encontrar o seu 6timo

no CPLEX.

Tabela 5.8: Comparativo do Algoritmo com o Reactive e com o CPLEX para instancias KONECT

Instancia Com Reactive CPLEX
Média Best TTB Otimo Tempo (s) GAP

actor-movie 1906 1916 29.98 -
bookcrossing_full-rating 2912 3237 59.99 -
dblp-author 1374 1891 58.95 -
dbpedia-genre 1324 1411 48.71 -
dbpedia-location 1203 1211 16.84 -
dbpedia-producer 1345 1345 0.52 -
dbpedia-recordlabel 1312 1392 57.17 -
dbpedia-starring 1710 1813 58.04 -
dbpedia-team 1263 1444 59.79 -
dbpedia-writer 1611 1621 30.09 1621 3.98 0.00%
discogs_afilliation 5196 5762 58.03 -
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discogs_lIgenre
discogs_style

wiki-en-cat
youtube-groupmemberships

2054
5486
1872
2743

2616
5701
2628
2747

59.60
59.93
59.76
28.63

# Chegou no 6timo




Consideracoes Finais

Neste trabalho foi desenvolvido uma meta-heuristica Reactive GRASP com o VND na busca
local para tratar a PMBBPYV, adicionado a um algoritmo de reducédo de grafo. Foram realiza-
dos estudos bibliograficos, mas nao foram encontrados artigos relacionados ao mesmo tipo de
problema. Além disso, formas eficientes de implementa-la foram estudadas, como o desenvol-
vimento de um GRASP com o mecanismo Reactive, uma técnica de reducdo e um VND com
estruturas de vizinhanga especializadas.

Por fim, foram feitos inUmeros testes que mostraram os diferentes comportamentos do algo-
ritmo ao longo da sua evolugao e com diferentes conjuntos de instancias.

Comecamos mostrando a evolucao do algoritmo, primeiro com a comparacdo do GRASP
Reativo e ndo reativo, onde tivemos melhores TTB nas instancias BHOSLIB, uma enorme dife-
renga na qualidade e na velocidade da solugédo para as instAncias KONECT onde o algoritmo
reativo foi melhor em todas as instancias, mas nao conseguimos tirar tantas conclusdes das
instancias DIMACS.

Apds isso, tivemos a comparagao das redugdes onde é mostrado o comportamento do algo-
ritmo de redugé@o em instancias GNP tanto para entradas gerais e bipartidas. Ficou claro que o
mecanismo de reducao funciona bem em instancias esparsas e, por isso, utilizamos esse algo-
ritmo nas instancias KONECT. Tivemos uma boa reducgao de vértices e arestas na maioria das
instancias, acima de 90% em varias delas, além de gerarmos instancias reduzidas baseado nos
vértices e arestas nao removidos. Isso possibilitou a utilizagdo de um algoritmo exato CPLEX
em instancias grandes.

Finalmente, apds a evolugdo da heuristica, o algoritmo GRASPynp foi comparado com o
CPLEX, onde nas instancias DIMACS, das 69 instancias testadas, 65% delas obtiveram um
GAP de 0% e nas instancias BHOSLIB, das 36 instancias testadas, apenas uma nao obteve um
GAP de 0%. Ja para as demais instancias, em ambas as tabelas, o0 CPLEX ndo encontrou o
6timo dentro do tempo limite. Além disso, das 80 instancias que a heuristica encontrou o étimo,
ela foi mais rapida que o CPLEX em 75 dessas instancias.

37
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O ultimo resultado mostra a comparacéao das instancias KONECT com a heuristica e o resul-
tado dessas instancias reduzidas no CPLEX, onde conseguimos encontrar o resultado de uma
instancia e confirmamos o seu 6timo. Isso mostra que € bastante dificil encontrar uma solugéo
nessas instancias bem grandes, mas que a meta-heuristica proposta foi capaz de encontrar.
Também foi comprovado que o algoritmo de reducdo € de grande utilidade, pois foi possivel
reduzir uma instancia a ponto de conseguir encontrar o seu 6timo no CPLEX.

Como trabalhos futuros, serao estudadas novas meta-heuristicas, estruturas de vizinhanga
e formas de acelerar a busca local.
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