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Resumo

O estudo de ondas dinamicas em meios nao lineares é um tema que esta diretamente rela-
cionado com varios fenémenos em o6ptica, condensados de Bose-Einstein e fisica da matéria
condensada. A resposta de um meio nao linear geralmente atua junto com contribuicoes dis-
persivas para promover a formacao de ondas localizadas estaveis. No entanto, mecanismos
fisicos distintos entram em jogo dependendo do perfil da onda inicial. Auto-armadilhamento
é o principal mecanismo atuando em ondas inicialmente localizadas, enquanto a instabilidade
modulacional desencadeia a localizacao de ondas inicialmente largas. No presente estudo,
mostramos que a acao combinada entre esses dois mecanismos fisicos atuando sobre os paco-
tes de onda conduz a dindmicas de ondas bastante distintas em uma e em duas dimensoes.
No6s demonstramos que, enquanto ocorre uma transi¢cao direta entre ondas estendidas e lo-
calizadas em duas dimensoes, existe um regime intermediario com dinamica do tipo cabtica
em cadeias lineares. Além disso, investigamos a influéncia da interagao elétron-fonon na
estabilidade de pacotes de onda eletronicos em diversos tipos de fulerenos. No6s usamos a
equacao de Schrodinger nao linear efetiva para simular o acoplamento da interacao elétron-
fonon nessas topologias. Através de solucoes numéricas da equagdo nao linear dinamica
para um pacote de onda inicialmente uniforme, mostramos que, enquanto o acoplamento
nao linear critico acima do qual ele permanece instavel decresce continuamente com o ta-
manho da cadeia linear, ele satura em um valor finito para fulerenos. Também fornecemos
argumentos analiticos para fundamentar esses resultados baseados na anéalise da instabili-
dade modulacional. Finalmente, estudamos a dinamica de pacotes de onda de um elétron
na topologia do fulereno Cgy com uma relaxacao na nao linearidade. Consideramos que a
dinamica eletronica é governada pela equacao nao linear discreta de Schrédinger no qual a
contribuicao nao linear obedece a um processo de relacao do tipo Debye. Acompanhamos
a evolucao temporal do pacote de onda e usamos o niimero de participacao associado para
avaliar sua extensao espacial. Considerando condicoes iniciais distintas, caracterizamos a
transigao delocalizagao/auto-armadilhamento como funcao da intensidade nao linear e do
tempo de relaxagao. Mostramos que o diagrama de fase exibe um padrao complexo de pon-
tas que sinalizam um comportamento re-entrante das transicoes que sao fortemente sensiveis
as distribuicoes iniciais do pacote de onda. As re-entrancias tornam-se menos proeminentes
para condicoes iniciais nas quais os sitios agrupados sao espacialmente distribuidos sobre

sitios opostos.

Palavras-chave: Instabilidade modulacional, Auto-armadilhamento, Sistemas discretos nao

lineares de baixa dimensionalidade.



Abstract

Wave dynamics in nonlinear media is a subject directly related to several phenomena in
optics, Bose-Einstein condensates and condensed matter physics. The response of a nonlinear
medium usually acts together with dispersive contributions to promote the formation of
stable localized waves. However, distinct physical mechanisms come into play depending on
the initial wave profile. Self-trapping is the main mechanism acting on an initially localized
waves, while modulational instability triggers the localization of initially wide waves. In the
present study, we show that the interplay between these two physical mechanisms acting
on wavepackets leads to quite distinct wave dynamics in one and two dimensional discrete
lattices. We demonstrate that, while a direct transition between extended and localized
waves takes place in two-dimensions, there is an intermediate regime of chaotic-like dynamics
in linear chains. Beyond that, we investigate the influence of electron-lattice interaction on
the stability of uniform electronic wavepackets on several types of fullerenes. We use an
effective nonlinear Schrodinger equation to mimic the electron-phonon coupling in these
topologies. By solving numerically the nonlinear dynamic equation for an initially uniform
electronic wavepacket, we show that while the critical nonlinear coupling above which it
becomes unstable continuously decreases with the chain size, it saturates on a finite value in
large fullerene buckyballs. We also provide analytical arguments to support these findings
based on a modulational instability analysis. Finally, we study the one-electron wavepacket
dynamics in a Cjgy buckyball topology with a relaxing nonlinearity. The electron dynamics
is considered to be governed by a discrete Schrédinger equation on which the nonlinear
contribution obeys a Debye-like relaxation process. We follow the temporal evolution of
the wavepacket and use the associated participation number to probe its spatial extension.
By considering distinct initial conditions, we characterize the delocalization/self-trapping
transition as a function of the nonlinear strength and relaxation time. We show that the
phase-diagram exhibits a complex pattern of tongues signaling a re-entrant behavior of the
transition which is strongly sensitive to the initial wavepacket distribution. The re-entrances
become less prominent for initial conditions which are spatially distributed over opposite

clusters.

Keywords: Modulational Instability, Self-trapping, Electron-phonon, Nonlinearity, Relax-

ation
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Introducao

Quase todos os sistemas conhecidos nas ciéncias naturais sao sistemas nao lineares. Um
exemplo bem conhecido na fisica é a mola que, quando seu deslocamento torna-se suficien-
temente grande, a lei de Hooke deixa de valer e a mola torna-se um oscilador nao linear.
Um segundo exemplo é o péndulo simples, que comporta-se linearmente apenas quando o
deslocamento angular do péndulo é pequeno. Existem importantes diferencas qualitativas
entre o comportamento de um sistema em seu regime linear ou nao linear. Por exemplo, o
periodo de oscilacao do péndulo nao depende da amplitude no regime linear enquanto que no
regime nao linear depende. Sao diversas areas em que a nao linearidade estd presente, tais
como, fractais, sistemas complexos, 6ptica, condensados de Bose-Einstein e supercondutores;

apenas para citar algumas.

O surgimento dos computadores ampliou consideravelmente as possibilidades de realiza-
cao de simulacoes de sistemas nao lineares. Uma das primeiras simulacoes computacionais
em sistemas nao lineares foi realizada por Fermi, Pasta e Ulam em 1955 (1). Nesse traba-
lho, eles investigaram como a energia vibracional se propaga numa cadeia unidimensional de
particulas de massa m ligadas por molas ideais, levando em conta forcas nao lineares. No
ambito da o6ptica, uma manifestacao importante da nao linearidade nas fibras 6pticas ocorre
através dos solitons opticos, formados como o resultado da acao combinada entre efeitos
dispersivos e nao lineares. O termo soéliton refere-se a tipos especiais de ondas planas que
podem propagar-se sem distor¢oes por longas distancias. Solitons tém sido reportados em

muitos ramos da fisica (2, 3, 4, 5). No contexto de fibras opticas, os solitons sao de fun-

13
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damental interesse pois possuem aplicacoes praticas no campo das comunicacoes por fibras
Opticas (6). Um outro sistema no qual a ndo linearidade desempenha um papel importante

é no condensado de Bose-Einstein.

O fenomeno conhecido como condensado de Bose-Einstein (BEC), foi previsto na década
de 1920, para sistemas nos quais as particulas obedecem a estatistica de Bose e o niimero
total de particulas é conservado. Foi mostrado que existe uma temperatura critica abaixo
da qual uma fracao finita de todas as particulas condensam em um mesmo estado quantico.
Desde de 1995, o fenomeno BEC tem sido observado utilizando-se diferentes tipos de atomos,
confinados em armadilhas magnéticas e resfriados a temperaturas extremamente baixas (7,
8, 9, 10). Do ponto de vista matematico, a dinamica da fun¢do de onda do BEC pode
ser descrita por uma equacao de campo médio efetiva conhecida como equagao de Gross-
Pitaevskii (11). Ela é uma equagdo nao linear que leva em conta os efeitos da interagio
entre as particulas através de um campo médio efetivo. Por causa das similaridades entre a
equacao de Gross-Pitaevskii na teoria BEC e a equacao nao linear de Schrodinger em 6ptica
nao linear, muitos fendomenos previstos nesta ultima, sao esperados que também ocorram
para os BEC, mesmo que a fisica em questao seja diferente. A descri¢ao teodrica completa de
um BEC requer uma aproximagao quantica de muitos corpos (11). A aproximagao de campo
médio é comumente usada em sistemas de particulas interagentes para superar o problema
de resolver exatamente a equacao de Schrodinger para muitos corpos completamente. Além
da conveniéncia de evitar trabalho numérico pesado, teorias de campo médio permitem o
entendimento do comportamento de um sistema em termos de um conjunto de parametros

que tenham um claro significado fisico.

A equagao nao linear de Schrodinger (ENLS), ja foi utilizada em varias areas da fisica (12,
13,14, 15, 16). Tem sido mostrado que a equagao nao linear discreta de Schrodinger (ENLDS)
captura o mecanismo da denaturagio local de moléculas de DNA (17, 18, 19) e descreve a
propagacao de pulsos 6pticos em guias de ondas acopladas (20, 21) assim como as vibragoes
em redes anarmonicas (22, 23). Duas areas que experimentaram avangos significativos com a
aplicacao da equacao nao linear discreta de Schrodinger foram a 6ptica nao linear, utilizando-
a como modelo para guias de onda acopladas e em condensados de Bose-Einstein (BEC). Uma

nao linearidade ctibica, também chamada de nao linearidade de Kerr, aparece naturalmente
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tanto na descricao de condensados de Bose-Einstein quanto na modelagem de uma grande

variedade de sistemas Opticos.

No que se refere a 6ptica nao linear, na década de 1980, Jensen sugeriu o uso da ENLDS
em sua forma de dimero como modelo para dois guias de onda acopladas (24). Posterior-
mente, essa estratégia foi adotada para descrever a auto-focalizacao em matrizes de guias
de onda acopladas (20) e, dado o sucesso dessa abordagem, muitos trabalhos posteriores
seguiram propondo aplicacoes em Optica nao linear derivadas de propriedades intrinsecas da
ENLDS. A partir de 1998, muitos trabalhos experimentais comprovaram previsoes teoricas
baseadas na ENLDS em guias de onda acopladas, como por exemplo a existéncia de sélitons

espaciais (3) e solitons discretos propagantes (25).

No contexto do estudo dos condensados de Bose-Einstein, a equacao nao linear de Schro-
dinger foi utilizada para, na forma de dimero, modelar dois BECS fracamente acoplados
aprisionados em um potencial de duplo pogo (15). O progresso dos experimentos em con-
densados de Bose-Einstein aprisionados em potenciais periodicos (26), possibilitou um de-
senvolvimento semelhante ao ocorrido em 6ptica nao linear, com a ENLDS sendo proposta
como modelo para o referido sistema e diversos fenomenos inspirados em propriedades da
dinadmica da ENLDS - como a existéncia de solitons/breathers discretos, por exemplo - foram
propostos em trabalhos posteriores (27, 28). Alguns desses fenomenos, ainda que sob certas

restrigoes, obtiveram comprovagao experimental (29, 30).

Com base no trabalho de Holstein (31), que descreve a propagacao de um polaron em um
cristal molecular, pode-se demonstrar a equacao nao linear discreta de Schrodinger (ENLDS).
Nesse modelo proposto por Holstein, considera-se uma excitacao (o polaron) propagando-se
em um cristal unidimensional (a rede) interagindo com as vibragoes da rede (os fonons), des-
critas como osciladores harmonicos. Ao assumir que os ions da rede possuem um pequeno
movimento oscilatério em torno do ponto de equilibrio, torna-se necessério levar em consi-
deracao a existéncia de modos vibracionais da rede, denominados fénons. A interacao da
funcao de onda eletronica com a rede originara um tipo de interagao, conhecida como intera-
¢ao elétron-fonon. Esta interacao, apos exceder um determinado valor critico, promove uma

localizagao do pacote de onda eletronico, fenémeno conhecido como auto-armadilhamento
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(32, 12, 33, 13, 34). Quando as vibrag¢oes moleculares nos sitios da rede atingem o equilibrio
numa escala de tempo muito inferior & escala de evolucao do pacote eletrénico, estamos
diante da aproximagao adiabatica do acoplamento elétron-fonon (32). Ao utilizar essa abor-
dagem, diversos trabalhos conseguiram captar fatores importantes da dinamica elétron-fonon
(35, 13, 36, 34) como, por exemplo, que o nimero de coordenagao da rede (ntimero de primei-
ros vizinhos) é um parametro topologico relevante para a transicao de auto-armadilhamento

(34).

Além disso, uma questao que também tem gerado recentes e interessantes avangos é o
papel desempenhado pelo tempo finito da resposta nao linear na dinamica de pacotes onda
em redes discretas, ou seja, num contexto em que a aproximacao adiabatica nao é utilizada.
Em (37) o problema do auto-armadilhamento eletronico em uma cadeia com um retardo nao
adiabatico do acoplamento elétron-fonon foi investigado. Foi mostrado que, no regime de
curtos retardos, uma nao linearidade mais fraca é requerida para promover a transicao de
auto-armadilhamento quando comparado com o caso de uma resposta instantanea. Também
foi demonstrado que para um meio com resposta lenta, o auto-armadilhamento apenas acon-
tece para nao linearidades muito intensas. Usando uma lei de relaxagao do tipo Debye para a
nao linearidade, foi mostrado que a relaxacao lenta da nao linearidade é responséavel pela re-
ducao do regime delocalizado e pela emergéncia de um regime complexo de auto-focalizacao

(38).

A competicao entre desordem e um tempo de resposta nao linear finito foi investigada em
(14) e demostrou-se numericamente que o espalhamento sub-difusivo do segundo momento
do pacote de onda ocorre quando um tempo de resposta finito na nao linearidade é levado
em consideracao. Tal re-localizacao foi posteriormente explicada como resultado de uma
transferéncia de energia para modos localizados borda da banda (39). Mais recentemente,
foi evidenciado que o processo de relaxacao da nao linearidade possui um profundo impacto

na dindmica dos pacotes de onda e na formacao de estados auto-armadilhados em fulerenos

060 (40)

Nessa tese investigamos a instabilidade modulacional de func¢oes de onda quanticas go-

vernadas pela equacao nao linear discreta de Schrédinger em cadeias lineares finitas, em
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redes quadradas e na familia de fulerenos. Mostramos que, enquanto o acoplamento nao
linear critico y,,,, acima do qual a instabilidade modulacional ocorre, permanece finito em
redes quadradas, ele decai com 1/L em cadeias lineares (41). Na rede quadrada, ocorre uma
transicao direta entre o regime de solugoes estaveis e o regime de solucoes assintoticamente lo-
calizadas com distribui¢oes de probabilidade estacionérias. Por outro lado, existe um regime
intermediario nas cadeias lineares no qual a dinamica da funcao de onda desenvolve padroes
complexos de batimentos'. Calculamos analiticamente as intensidades nao lineares criticas
para a instabilidade modulacional em ambas as redes, assim como o tempo caracteristico 7
que governa o crescimento exponencial das pertubacoes na vizinhanca da transicao entre os
regimes. Revelamos que a acao conjunta entre a instabilidade modulacional e o fen6meno de
auto-armadilhamento é responsavel pelas dinamicas distintas da funcao de onda nas redes

linear e quadrada.

Além do estudo em cadeias lineares e redes quadradas, realizamos ainda um estudo da
influéncia da interacgao elétron-fonon na estabilidade do pacote de onda eletronico em diversos
tipo de fulerenos, no regime adiabatico (42). Pela solu¢do numérica da equagido nao linear
de Schrédinger para um pacote de onda inicialmente distribuido uniformemente sobre os
sitios dos fulerenos, e mostramos que a intensidade nao linear critica acima da qual o pacote
de onda torna-se instavel decresce continuamente para cadeias lineares. Por outro lado, a

intensidade nao linear critica satura em um valor finito para fulerenos maiores.

Também investigamos a evolucao temporal de pacotes de onda eletronicos restritos para
nos sitios do fulereno Cgy sob a influéncia de uma nao linearidade de terceira ordem com
um tempo de relaxagao finito 7 (43). Dentro da aproximagao tight-binding e incluindo um
processo de relaxacao do tipo Debye na contribui¢cao nao linear, fornecemos um estudo de-
talhado da transicao entre estados delocalizados e estados auto-armadilhados. No regime
de fracos acoplamentos nao lineares, os estados assimptoticos tornam-se delocalizados inde-
pendentemente do tempo de relaxacao da nao linearidade e da condicao inicial. Por outro
lado, o pacote de onda evolui para o estado estacionéario auto-armadilhado para os regimes
com fortes nao linearidades. Revelamos ainda que, a localizacao da transicao é fortemente

dependente da condicao inicial assim como do tempo de relaxacao da nao linearidade.

1O termo em inglés breathing é mais comum de ser utilizado.
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Equacao nao linear de Schrodinger

A equacao nao linear de Schrodinger (ENLS) é amplamente utilizada na descrigao de
ondas dinamicas em diversos contextos fisicos. No cenario da Optica, ela governa a propaga-
cao dos pulsos Opticos na matéria na aproximacao do envelope variando lentamente, com a
nao linearidade surgindo a partir da variacao no indice de refracao do meio devido a suscep-
tibilidade de terceira ordem. A interacao entre as contribuicoes dispersivas e nao lineares na
equacao de onda é responséavel por muitos fenomenos fisicos, tais como formagcao de solitons
(44, 45), solucoes do tipo batimentos (46) e instabilidade modulacional (47), que tém sido

explorados em diversos dispositivos de interesse tecnologico (6).

Um fenomeno importante que surge nos modelos descritos pela equagao nao linear dis-
creta de Schrodinger (ENLDS) é o auto-armadilhamento, ou self-trapping, do pacote de onda
eletronico. Nesse regime, que se estabelece quando o parametro de nao linearidade y supera
um valor critico, um pacote de onda eletronico inicialmente localizado nao evolui mais para a
configuragao espalhada por todos os sitios, ficando confinado a uma regiao limitada proxima

ao sitio inicial. Temos um fenémeno de localizacao que é induzido por uma nao linearidade.

O estudo da equacao nao linear discreta de Schrédinger tem uma longa e interessante
historia, tendo sido “redescoberta” independentemente em campos diversos da Fisica por di-
ferentes pesquisadores. O primeiro pesquisador a derivar a ENLDS, ainda que em sua forma
estacionaria, foi Holstein em 1959, em seu modelo do movimento dos polarons em cristais

moleculares (31). Em bioquimica, surgiu uma nova motiva¢ao para o estudo da ENLDS;

18
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Davydov em 1973, realizou estudos sobre o transporte energético em estruturas a-hélice de
proteinas (48). Davydov sugeriu que excitagoes (vibracionais) de grupos peptidicos 1-amido
(oscilagoes da ligagdo CO), localizados ao longo da a-hélice, interagem com fonons da pro-
pria a-hélice, distorcendo-a; essa nova configuracao, entretanto, interage novamente com os
grupos excitados, podendo aprisionar a excitagdo (auto-armadilhamento). Essas excitacoes
propostas por Davydov, ficaram conhecidas como sélitons de Davydov (49, 50). Outra abor-
dagem que conduz a equacao nao linear discreta de Schrédinger é através equacao discreta
de Klein-Gordon, que foi utilizada para descrever osciladores anarmoénicos acoplados, via ex-
pansao multiescala nos limites de oscilagoes de pequenas amplitudes e fracos acoplamentos

inter-sitios (22, 51, 52).

O desenvolvimento da teoria dos modos locais de vibragao de moléculas pequenas em
fisico-quimica (53), na década de 1980, também chegou a utilizar a equagao nao linear de
Schrodinger. Posteriormente, nos anos de 1990, a ENLDS foi utilizada como modelo em
estudos sobre os modos localizados intrinsecos (discrete breathers) em cadeias de oscilado-
res anarmonicos acoplados (54, 55). Mais recentemente, a equa¢ao nao linear discreta de
Schrédinger tem sido aplicada com sucesso em dois novos contextos, que tém atraido bas-
tante atencao: em Optica nao linear, como modelo para guias de onda acopladas, e em

condensados de Bose-Einstein (BEC).

No que se refere a 6ptica nao linear, na década de 1980, Jensen sugeriu o uso da ENLDS
em sua forma de dimero como modelo para dois guias de onda acopladas (24). Posterior-
mente, essa estratégia foi adotada para descrever a auto-focalizacado em matrizes de guias
de onda acopladas (20) e, dado o sucesso dessa abordagem, muitos trabalhos posteriores
seguiram propondo aplicacoes em Optica nao linear derivadas de propriedades intrinsecas da
ENLDS. A partir de 1998, muitos trabalhos experimentais comprovaram predicoes tebricas
baseadas na ENLDS em guias de onda acoplados, como por exemplo a existéncia de solitons

espaciais (3) e solitons discretos propagantes (25).

No contexto do estudo dos condensados de Bose-Einstein, a equacao nao linear de Schro-
dinger foi utilizada para, na forma de dimero, modelar dois BECS fracamente acoplados

aprisionados em um potencial de duplo pogo (15). O progresso dos experimentos em con-
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densados de Bose-Einstein aprisionados em potenciais periodicos (26), possibilitou um de-
senvolvimento semelhante ao ocorrido em 6ptica nao linear, com a ENLDS sendo proposta
como modelo para o referido sistema e diversos fenomenos inspirados em propriedades da
dindmica da ENLDS - como a existéncia de solitons/breathers discretos, por exemplo - foram
propostos em trabalhos posteriores (27, 28). Alguns desses fenomenos, ainda que sob certas

restrigoes, obtiveram comprovagao experimental (29, 56).

A equagao nao linear de Schrodinger (ENLDS), ja foi utilizada em varias areas da fisica
(12, 13, 14, 15, 16). Demonstramos a ENLDS com base no trabalho de Holstein (31),
em que ¢ feita uma andlise da propagacdo de um polaron' em um cristal molecular. No
modelo proposto por Holstein, considera-se uma excitacao propagando-se em um cristal
unidimensional interagindo com as vibragoes da rede (fonons), descritas como osciladores
harmonicos. Para analisarmos os efeitos da interagao elétron-fonon, é necessario a modelagem
da dinadmica através de equacoes de evolucao quanticas discretas nao lineares, utilizaremos

neste trabalho, a equacao nao linear discreta de Schrodinger.

Ao assumir que os ions da rede possuem um pequeno movimento oscilatério em torno
do ponto de equilibrio, torna-se necessario levar em consideracao a existéncia de modos
vibracionais da rede, denominados fonons. A interacao da funcao de onda eletronica com a
rede que possui tais modos de vibracionais, dard origem a um tipo de interacao, conhecida
usualmente como interacao elétron-fonon. Esta interacao, apos exceder um determinado
valor critico, promove uma localizacao do pacote de onda eletronico, fenomeno conhecido

como auto-armadilhamento (32, 12, 13).

Para encontramos as equacgoes de evolugao para o sistema, comecamos pelo calculo do
operador hamiltoniano H, para um meio cristalino com N sitios, que sera escrito da seguinte

maneira;

H=H;+H, +H, (2.0)

sendo ﬁf o hamiltoniano devido & vibragao da rede, H. o hamiltoniano devido a energia

eletronica e H; o hamiltoniano que considera a interacao elétron-fonon.

Lluma quase particula composta de um elétron revestido de fonons virtuais.

Instituto de Fisica - UFAL



21

Para o termo ﬁf, podemos considerar que os ions de massa M do sélido, estao distribui-
dos pelos sitios da rede cristalina e todos eles oscilam em torno do seu ponto de equilibrio
com a mesma frequéncia w. Assim, estamos diante de um oscilador harmonico simples, onde
o hamiltoniano é dado por:

. 1 ., Mw?,

J

onde X, é o operador deslocamento do j-ésimo fon em relagao a sua posi¢ao de equilibrio,
no espaco das posicoes toma a forma do seu autovalor z;; P; ¢ o operador momento angular

.-, . , . ~ . 8
do j-ésimo sitio da rede, no espago das posicoes se torna —zha—xj.

O H. tera dois termos: um devido a energia de formacao do atomo j-ésimo e o outro
surgira devido a energia gerada pelo salto do elétron do sitio j para os sitios vizinhos, energia
mais conhecida como energia de hopping. Vamos utilizar a simplificacao que a rede nao possui
desordem, entao os potenciais locais €;’s serao todos iguais a € e as energias de hopping V4 ;
iguais a V.

N
=3 |61+ v (CCsn + CiCL )| (2.0)
j=1

C]T ¢ o operador criacao e o C; é o operador aniquilacao de um elétron no sitio j.

O 1dltimo termo do hamiltoniano, equacao 2, é devido a energia do elétron tentar deformar

a vibracao do fon, que é a interagao elétron-fonon (31).

E representa o termo de acoplamento do pacote de onda com as vibracoes da rede.

Agora podemos reescrever o hamiltoniano do sistema, equacao 2, recorrendo as equagoes

2,2e2(57):

N N N N N
-1 o Mw? S A iAo
H=_—2Y :Pf+T§ X7+ ClCH+V Y (CICa+CClL)+E ) - X;CIC;. (2.0)
j=1

J=1 J=1 Jj=1
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2.1. Equacgao Nao-Linear de Schrodinger com aproximagao adiabética 22

Podemos representar um estado neste sistema, como uma superposicao de funcoes de

onda localizadas ¢;. Portanto, ele pode ser escrito como

N
’QZ)(I‘,ZL‘l, . ,ZL‘N) = Z (lj(l‘l, . ,xN)gbj(r — ja,xj) (21)

|77Z)> = Zaj(xla"' 7$N)¢j (2'2)

A funcdo de onda ¢;(r — ja,z;) esta localizada no sitio j da rede e a é um vetor da rede
de Bravais dependente de ;. Ja os coeficientes das funcoes de onda, a;(z1,...,zn), que
sao as amplitudes de probabilidades eletronicas do j-ésimo sitio, para todo j, dependem de

todas as coordenadas internucleares.

2.1 Equacao Nao-Linear de Schrodinger com aproxima-
cao adiabatica

A aproximacao adiabatica, também conhecida como aproximacgao de Born-Oppenheimer
(58), fundamenta-se no fato de que as forcas de interacao coulombiana entre os elétrons e
os fons possuem a mesma ordem de magnitude e, portanto, as variagoes no momento linear
entre os elétrons e os fons também sao da mesma ordem. Contudo, a massa dos fons é muito
maior que a massa dos elétrons, e portanto os elétrons devem mover-se a uma velocidade
muito maior. Desta maneira, pode-se assumir que, para uma determinada configuracao
espacial dos fons, os elétrons, por sua vez, rapidamente (comparado com os fons) relaxam

para uma estado fundamental correspondente.

Iremos considerar que as vibragoes da rede (z;) atingem o equilibrio mais rapidamente do
que a evolucao eletronica, ou seja, faremos uma aproximacao adiabatica. Com isso, podemos
desprezar o termo correspondente a energia cinética da rede e reescrevemos o hamiltoniano

da seguinte maneira:

R M2 N N o N o o N o
H == i 4e) ClC+ VY (ClCin+ Gl )+ B> X;CIC, (2.2)
Jj=1 Jj=1 Jj=1 j=1
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Utilizando a equacao 2.1 e 2.1 encontraremos f]@/}:

A

Muw? al
HQ/} = T Z ;U?aj@- + & Z CLj(ﬁj + Vv Z(ajJrl(bj + ajquH) + FE Z aj(bj (22)
J Jj=1 J J
Tomaremos o conjugado da equacao 2.1. Logo:
W= ale] (2:2)

Utilizando a equagao 2.1 na equagao 2.1 e tomando a integral sobre toda rede:

[ ids = 5, 4202 (ot [ 610,8) + X, ¢ (s [ di0yde) +
+ 225 Vi (aj + aj-) [ ¢ édr +

_'_Zij Exja;‘ajfgbf(bjdr (21)

Considerando as integrais de overlap? nulas e sendo ) uma funcao também normalizada,

temos:

/¢*¢dr =1 — Z la;|? =1 (2.2)

Podemos assim, a partir da equacao 2.2 e equagao 2.3, verificar que o termo

* * 2 . , . ~
Zije (al- a; [ ¢ gbjdr) serd uma constante. Como as propriedades fisicas do potencial nao
se alteram com a adicao de constantes, podemos entao fazer o € ser nulo, sem perda de

generalidade.

Reescrevendo a equacao 2.1 utilizando as equagoes 2.2 e 2.3:

leZ{sz

J

a2+ V [al (aj01 + aj-1)] + E:Eja;»aj} (2.3)

2Sobreposicio das funcoes de onda.
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Na aproximagao adiabatica, ainda temos que encontrar os ; que minimizem a energia

E2
Mw?

H, (Esse célculo esta detalhado no Apéndice A). Considerando h = 1 e xy = que é

o parametro que modula a nao linearidade, encontramos finalmente a equacao nao linear

discreta de Schrodinger na forma mais conhecida,

Z(l] = V (CLj+1 + aj_l) — X|a,j|2(lj (23)

A equacgao nao linear discreta de Schrédinger com aproximacao adiabética considera que
as vibracoes da rede alcancam o equilibrio mais rapido do que a evolucao eletronica. A
equacao 2.1 é uma equacao que possui instabilidade modulacional, pois a evolucao temporal
da funcao de onda é muito sensivel a valores de y, fazendo assim com que a funcao de onda

possa atingir tanto configuragoes localizadas como estendidas (59).

2.2 Equacao Nao-Linear de Schrodinger sem aproxima-
cao adiabatica

Nesta secao iremos desenvolver o hamiltoniano completo descrito na equacao 2, comeca-

remos encontrando H41), recorreremos a equacao 2.1 para isso:

& _ h2 0?2 Mw? 2
HY = —o5 25 5% + 757 205 050505 +€ 2050505 +

TV (105 + a;dj1) + EY - a;¢; (2.3)
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Agora, poderemos encontrar o hamiltoniano na primeira quantizagao, como sendo:
H, = / v drH / Ydr
h? Y 02 Mw

+ (a aj/qs ¢jdr>+ZV( (aj41 + a; 1 /gb qb]dr)

+ ZE (a:ja’;aj/gbf(bjdr) (2.1)

x 02

ES
Analisando a primeira integral ([ af¢; G

a;j¢;dr) da equagdo 2.4 com integracdo por

partes temos:

o2
/a Cbza 2a]¢]dr = /w axjwdr (2:2)
32¢ _ Y™ oy
/w 6:6] B &UJ‘ e 8@ (2:3)

Como as fungoes ¥ e 1¥* diminuem rapidamente nos limites de integraciao, entao o pri-
meiro termo da equacao 2.3 é nulo. Entao, podemos reescrever a equacao 2.4 utilizando

também a condicao de ortonormalidade descrito nas equagoes 2.2 e 2.3 da seguinte maneira:

FL2 aaf;k 3(1] MW2 2 % *
e za: {QM Oz Ox; +t Ve (@541 +aj-1) + Ez;aja, (2.3)

Encontrado o valor médio do hamiltoniano, podemos agora encontrar as equacoes de
movimento através das relagoes canonicas e o teorema de Ehrenfest (como foi realizado no
Apéndice A). Também usaremos as unidades naturais (7 = 1), p; ¢ o momento dos ions do

j-ésimo sitio, que serd definido pela equacao classica p; = M, (Vide Apéndice B):

’lCL] = V (aj+1 + aj,l) + Exjaj (24)

E
.fL"j = —w2xj—M|aj|2 (25)

A equagao 2.4 descreve a evolucao temporal da amplitude de probabilidade eletronica
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do j-ésimo sitio, ja a equagao 2.5 é a evolucao temporal da vibracao do j-ésimo sitio da
rede. Porém, existe uma interacao entre as duas equacoes e, por essa razao, sao chamadas
de equacoes acopladas. O tltimo termo de ambas equacoes, representa a interacao elétron-

fonon.

Podemos notar que a equacao 2.5 descreve um oscilador harmonico for¢cado. Para tornar
o sistema o mais realista possivel, adicionaremos na equacao 2.5 um termo de amortecimento
(—at;). Por simplificagdo, desprezaremos a segunda derivada temporal, método proposto
por Kenkre e Wu, pois ultrapassando a aproximacao adiabatica, o termo nao-linear eficaz

tem sido demonstrado que obedece a um processo de relaxacio de Debye (12).

2 L .
rjp = —wWI; M|ay| L
w3, E 9
Lp = — ——a, 2.5
x] a O[M|a]‘ ( )

fazendo 7= S e x = ME—;, podemos reescrever a equacao 2.5 da seguinte maneira:
) w? N E | |2
T, = — |z, + ——la;
J a J CUZM J
. 1 X 2
;g = ——|\x; + =la; ) 2.5
o= = (w5 + Fal (25)

Utilizaremos o modelo de equagao nao linear com nao linearidade (x) e retardo (1),
pois esclarece a localizacao do pacote de onda eletronico e também consegue descrever o
fenomeno de auto-armadilhamento (40, 38) sem considerar que as vibragoes da rede atingem
o equilibrio mais rapido do que a evolucao eletronica. Alguns trabalhos mostram que a nao
linearidade desempenha um papel significativo na dinamica do pacote de onda eletréonico em
estruturas formadas por carbonos (40, 60, 61). Estudos recentes investigaram a interacao

elétron-fonon no grafeno que pode ser representada como uma nao linearidade (62, 63).
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Instabilidade Modulacional

Um tema fundamental no estudo da teoria das ondas nao lineares é a instabilidade mo-
dulacional (IM). Este fenomeno, que é gerado pela acdo combinada entre efeitos nao lineares
e efeitos dispersivos, foi previsto por Bespalov e Talanov (64) para ondas eletromagnéticas
em meios nao lineares, com uma nao linearidade cibica e também por Benjamin e Feir (65)
para ondas em aguas profundas. Atualmente, IM é observada em diversas areas da fisica,
tais como Optica nao linear, fisica de plasma, fisica da matéria condensada (condensados de
Bose-Einstein, fibras opticas, magnetismo, etc.) (66, 67, 68). Este fenomeno é de grande
interesse tanto para a teoria geral de ondas nao lineares quanto para aplicagoes tecnologicas.
No caso particular da 6ptica, o mecanismo de instabilidade modulacional pode ocorrer tanto
no dominio espacial (64, 4) quanto no temporal (69), de forma independente. J4 a agdo com-
binada, ou seja, na presenca simultanea dos efeitos espaciais e temporais no desenvolvimento
da IM foi investigada em detalhes em (70). Nas fibras opticas a dispersao que é observada
estd associada a dispersao da velocidade de grupo e os efeitos nao-lineares do tipo Kerr. A
IM tém sido estudada devido a suas importantes aplicacoes para a dinamica de feixes ou

pulsos luminosos propagando-se através de um meio nao linear.

Essa instabilidade destroi a distribuicao homogénea das amplitudes das ondas e, tipica-
mente, resulta na criacao de um niimero de excitagoes moveis localizadas, conhecidas como
batimentos (breathers modes). Tais batimentos, através de processos de intera¢ao podem
adensar-se em um pequeno niimero de batimentos estacionarios de grande amplitude. Dessa

maneira, a instabilidade modulacional de ondas planas é geralmente proposta como cons-
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tituindo uma etapa inicial para a localizacao energética em redes nao lineares, incluindo a
ENLDS. A acao combinada entre a discretizacao e a nao linearidade também é crucial para

a ocorréncia da IM, bastante estudada na teoria de meios ndo lineares (55).

A andlise de instabilidade modulacional é geralmente obtida seguindo o seguinte es-
quema. Em primeiro lugar, precisamos encontrar um estado de equilibrio da equacao em
investigagao, que é a solucao simples e exata para uma onda plana. Em segundo lugar deve-
mos acrescentar uma pequena perturbacao no estado de equilibrio com um niimero de onda
e frequéncia de perturbacao muito menores do que aqueles da onda portadora. A partir
dai obtemos a relagao de dispersao que é analisada para se obter uma frequéncia complexa,
que nos revela o crescimento da amplitude modulada do pacote de onda. O crescimento
das perturbacoes pode ser tratado em termos da amplificagao da fraca modulagao imposta

a onda harmonica conforme a figura 3.1.

Enquanto num sistema linear sempre podemos efetuar combinacoes lineares de ondas
contra-propagantes e/ e obtermos ondas estacionarias (CW) na forma de cossenos cos(rj+
f), a mesma situagao, naturalmente, nao é verdade em um sistema nao-linear devido a falta
de principio da superposicao. No entanto, ainda existem geralmente solugoes nao lineares
estacionarias, apesar de nao poder serem escritas como superposicoes de ondas viajantes
contra-propagantes. Tais ondas estacionarias nao-lineares foram investigados em detalhe
para cadeias gerais de osciladores acoplados (52) (os resultados para a cadeia nao linear

discreta de Schrodinger estao mais precisamente resumidos em (71)).

Em particular, IM refere-se a estabilidade da solugao de uma onda continua com relacao
a pequenas perturbacgoes. Uma solucao de onda continua é completamente estavel em um
meio com dispersao normal. Por outro lado, ela desenvolve uma instabilidade em meios com
dispersao andémala, com pequenas perturbacoes que possuem vetores de onda menores que um
valor caracteristico e crescem exponencialmente. A instabilidade modulacional é usualmente
vista como um etapa priméaria para a formacao de solitons. A equacgao de Schrodinger nao
linear também descreve as dinamicas de condensados de Bose-Einstein com a nao linearidade
sendo originada a partir das interagoes inter-particulas (11, 72). IM em condensados de

Bose-Einstein tem mostrado ser responsavel pela defasagem e localizagao do condensado
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Figura 3.1: Acima: evolugdo de um trem de onda nao linear no decorrer da instabilidade
modulacional. Abaixo: a evolucao do espectro de onda correspondente.

x=0 x =x;>0 X > X
|.i

I

o ) ®
Fonte: V. E. Zakharov, 2009 (referéncia (47)).

(66, 56, 73, 74, 75, 76, 77, T8).

A equacao nao linear discreta de Schrodinger 2.1 sob condigoes periddicas de contorno
em uma rede regular com N sitios e ntimero de coordenagao z (niimero de primeiros vizinhos)
possui uma solucio de onda continua 1, = 1hpe ™", com w = z + x/N e 1y = 1/v/N. A
amplitude da onda continua é devido & normalizacao da funcao de onda sobre a rede, para
esse tipo de solucao. No entanto, tal solucao de onda continua pode ser instavel quando sao
adicionadas pequenas perturbacoes a amplitude da funcao de onda original. Um procedi-
mento padrao para investigar analiticamente a estabilidade da solugao de onda continua é a
analise da instabilidade modulacional. De acordo com essa anélise, perturbacoes harmonicas

com vetores de onda k crescem exponencialmente no tempo se k < k,,,, onde k,,, é o vetor de

I
onda caracteristico que depende da intensidade da nao linearidade e da amplitude da solugao
da onda continua. Em redes discretas com condicoes de contorno periédicas, os nimeros de
onda permitidos estdo no intervalo de 27/L < k < 2m/a, onde a é o espagamento da rede
(que neste trabalho, consideramos unitario) e L é a dimensao lateral (L = N em cadeias
lineares e L = /N em redes quadradas). Como a perturbacao aleatéria adicionada (ruido)

possui todas as contribui¢oes harmonicas, ela ird conduzir a instabilidade da solucao de onda

continua sempre que k,,, > 27 /L. Portanto, o regime de longos comprimentos de onda das
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perturbacoes harmonicas finalmente determinam a instabilidade da solucao de onda conti-
nua. Esse calculo também pode ser realizado no caso discreto, o que exige uma abordagem
mais especifica como realizada em (22, 27). Porém, como vamos tratar apenas dos casos
com grandes comprimentos de onda, nos basta a versao continua. Levando em conta esse
contexto, podemos realizar a anélise da instabilidade modulacional na versao continua da

equacao 2.1, a qual pode ser colocada na forma

d
i =92+ Xy, (3.0)

da qual o termo linear diagonal foi omitido, pois este nao tem qualquer influéncia na dinamica
da funcao de onda. A versao continua da equacao nao linear de Schrodinger 3 possui como
solugdo de onda continua ¢ (t) = woe_iX|¢0|2t. No intuito de investigar a sua estabilidade,

adicionamos pequenas perturbacoes & amplitude como
(rt) = [ho + (r)e” Xl (3.0)

e acompanhamos a evolugao temporal da perturbagio d(r,t), a qual, no regime linear obedece
a relagao [0(r,t)| < 1y,

dé
i = V2§ + x| ]2 (0 + &%), (3.0)

onde §* é o complexo conjugado de §. A equagao 3 possui solu¢oes harmonicas na forma
5(r,t) = Aellkr+ 4 pemilkr+at) (3.0)

onde k£ é o nimero de onda. Ao substituirmos a solu¢ao 3 na equagao 3, obtemos:

_AQGi(kJ:—I—Qt) + Be—i(kw-{-ﬂt) _ _Ak,Zei(ka:—I—Qt) . Bk,Qe—i(kx-i-Qt)

+X|77Z)0|2 [Aei(kx-i-ﬂt) + Be—i(kw-{—ﬂt)Ae—i(Im-ﬁ-Qt) + Bei(kaf—f—ﬂt)] ’ (30)
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fornecendo, assim, um conjunto de duas equacdes homogéneas para A e B

—QA = KA+ x|vol*A + x|vo|*B

QOB = —k*B + x[to|*B + x|¢o[* A. (3.0)

Para que esse sistema de equacoes possua solugao nao trivial, seu determinante principal

deve ser igual a zero, o que nos leva a relacao de dispersao

Q= VE2(k* — 2x[to]?). (3.0)

De acordo com a relacao de dispersao acima, perturbacoes harmonicas com grandes com-
primentos de onda permanecem estaveis para as quais o valor de 2 é real. Por outro lado,
aquelas com k < k,,, = \/W crescem exponencialmente, ou seja, apresentam valores
de 2 imaginarios. Como consequéncia, a solucao de onda continua serd instavel sempre
que k,,, = \/W > 27 /L, que finalmente, determina a intensidade caracteristica da nao
linearidade x,,, = 2m2N/L? acima da qual a solugao de onda continua ¢ instavel. A genera-
lidade dos argumentos de escala para o conjunto de instabilidades na dinamica de sistemas
nao lineares foi apontada em (79). A relagdo de escalas de tamanho finito para o limiar
de instabilidade modulacional também foi reportada também no contexto do modelo de

Fermi-Pasta-Ulam (80).

3.1 Tempo Caracteristico

A IM é caracterizada por um crescimento exponencial das pequenas perturbacoes arbi-
trarias resultantes do efeito combinado da dispersao e da nao linearidade. Como estamos
interessados na regiao onde a instabilidade ocorre, ou seja, no regime em que €2 é imaginéario,

escrevemos explicitamente tal exigéncia para a perturbacao

5(z,t) = Goelthet ), (3.0)
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Como 2 é imaginario, entao podemos escrevé-lo assim, €2 = iwy

§(x,t) = Soe* - efiwnt —y GetkT . gmwol, (3.0)

Sabemos que

5(z,t) o< e o et/ (3.0)

onde T representa o tempo de crescimento caracteristico da perturbagio, na forma 7 = 1/wy.

Q= /70R) (3.0)

Utilizando a equagao 3 na equacao 3.1

Q= VE2(k? — 2x|o]?) (3.0)

Estamos interessados nos menores vetores de onda possiveis, ou seja, ki, que ao subs-

tituirmos na equagao 3.1

Q= k2 (K — 2x1002). (3.0)

2

k2 , - . - . .
Obtemos . = Siajzs que € a nao linearidade critica, acima da qual as solucoes possam

a ser instaveis. Podemos reescrever a equacao 3.1 em termos de Y., que fica

Q= /282, (xc — )ltol? (3.0)

considerando que utilizaremos valores para a intensidade nao linear y maiores do que a nao

linearidade critica y.. Podemos ainda usar o termo x = x. + Ax e reescrever a relacao de

Q = iy /20 |2k2,, Ax. (3.0)

Finalmente, obtemos uma expressao para o tempo caracteristico do crescimento das per-

dispersao
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tubacoes, quando se utiliza uma intensidade nao linear superior ao valor da nao linearidade

critica, caracterizada por x.

S ! (3.0)

V200Pk2, A

o1 ~ . . L. k= . . .
que ao utilizarmos o valor da nao linearidade critica, x. = Sz © realizarmos as devidas

simplificacoes obtemos

1Ay 2
T=13 (—) , (3.0)

min Xe
que mede o crescimento da perturbacao ao considerarmos a regiao onde temos os maiores

comprimentos de onda possiveis.

A partir desse ponto, iremos discutir separadamente a estabilidade da solucao CW em
cadeias lineares e em redes quadradas. Nas cadeias lineares N = L, o que conduz a xyy =
272 /L. Consequentemente, a solugio CW ¢é estavel para cadeias lineares finitas apenas no
regime de nao linearidades muito fracas. Acima de x); pequenas perturbacgoes crescem ex-
ponencialmente com o tempo caracteristico 7 = 1/R[Q] = (L2/47®)[(X — X4, )/ X2 )% No
limite termodinamico, N — oo, a solucao CW é sempre instavel para qualquer valor finito
de ndo linearidade. E importante ressaltar que um pacote de onda inicialmente localizado
em um unico sitio evolui para uma solucao auto-armadilhada para intensidades de nao line-
aridades acima do valor caracteristico (33, 35, 81), que é da ordem da largura de banda do
problema linear correspondente (x4 =~ 4 para cadeias lineares). De tal forma, um regime
com uma dinamica complexa é antecipada para x;y < X < Xaa, a qual serd explorada

numericamente no proximo capitulo.

Por outro lado, na rede quadrada N = L? e nesse caso, a intensidade da nao linearidade
caracteristica é independente do tamanho da rede para a instabilidade modulacional da
solucao CW e tem valor y;p; = 272 = 19,739.... Esse valor é substancialmente maior que
que xaa =~ 8, contrastando com o caso da cadeia linear. Além disso, quando a intensidade
nao linearidade torna-se grande o suficiente para promover a instabilidade da solucao CW,

existe um estado auto-armadilhado e uma transicao direta entre esse regimes ird ocorrer.
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O tempo caracteristico que governa o crescimento exponencial da perturbacao obedece a

mesma escala encontrada no caso da cadeia linear.
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Instabilidade Modulacional e

Auto-armadilhamento em redes discretas

4.1 Cadeias Lineares e Redes Quadradas

Usualmente, a equagao de onda apropriada em redes nao lineares é a versao discreta
da equacao nao linear de Schrédinger, que consiste em um conjunto de equacoes diferen-
ciais nao lineares acopladas (22, 23, 82, 83, 84, 30, 85, 76, 86). Tem sido mostrado que
a ENLDS captura o mecanismo de denaturacao local das moléculas de DNA para descre-
ver a propagacao de pulsos Opticos em guias de onda acopladas (20, 21), assim como as
vibragoes de redes anarmonicas (22, 23). Ela também tem sido utilizada para descrever
a dinamica de ondas em BEC em redes opticas produzidas por feixes de lasers intera-
gentes, formando um padrao de interferéncia periddico (27, 87, 76). Em fisica do estado
solido, um forte acoplamento dos elétrons com fonons conduz a uma ENLDS efetiva que
governa o pacote de onda eletronico. Na aproximacao adiabatica, assume-se que a polari-
zacao local nos sitios € muito mais rapida do que a transferéncia eletronica entre os sitios
(33, 35, 81, 88, 87, 37, 36, 13, 89, 34). Escrevendo 1, (t) como a amplitude eletronica no
orbital localizado de Wannier |n)(|¥)(t) = >, ¥, (t)|n)), a ENLDS efetiva pode ser colocada

na forma

dipn (t)
dt

?

=D nlt) + X (O (1), (4.0)

m
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onde o somatorio estende-se sobre todos os sitios que sao os primeiros vizinhos do sitio
n, no caso mais simples de hopping de curto alcance. Aqui, assumiremos que A = 1 e a
amplitude de hopping como sendo unitaria, sem qualquer perda de generalidade. O parame-
tro y representa a intensidade da nao linearidade, que por sua vez, cresce com o aumento
do acoplamento elétron-féonon. A contribuicao nao linear efetiva para a equacao de onda
favorece a localizacao do pacote de onda, um fenomeno frequentemente denominado auto-
armadilhamento. Um pacote de onda inicialmente localizado em um tinico sitio permanece
preso em torno da sua posigao inicial sempre que a intensidade da nao linearidade estd acima
de um valor caracteristico y ,, 0 qual é da ordem da largura de banda do sistema linear corres-
pondente (x,, =~ 2z, onde z é o nimero de coordenagao da rede) (33, 35, 81, 34). Uma onda
inicialmente uniforme também experimenta uma instabilidade modulacional em redes nao
lineares discretas que pode desencadear a formagao de solitons discretos (22, 84, 85, 86, 5).
A emergéncia de batimentos discretos gerados a partir da instabilidade modulacional tem
sido prevista em varios cenarios da fisica, tais como, BEC, excitagoes vibracionais, pulsos
Opticos. Entretanto, a questao relacionada com a fenomenologia associada com as dinamicas
de pacotes de ondas eletronicas sob a influéncia de uma nao linearidade efetiva devido ao

forte acoplamento com os fonons 6pticos ainda esta em aberto.

Nessa secao, iremos fornecer os resultados numéricos para a evolucao temporal de uma
funcao de onda inicialmente uniforme em redes lineares e redes quadradas visando ava-
liar a precisao da andlise da instabilidade modulacional baseada na equacao nao linear de
Schrédinger continua, assim como revelar o comportamento dinamico nao trivial previsto
para ocorrer em cadeias lineares entre a instabilidade modulacional e as transi¢oes de auto-
armadilhamento. A funcao de onda inicial sera considerada como a superposicao de uma
onda uniforme de amplitude g = 1/ V/N e uma pequena perturbacio com as amplitudes em
cada sitio sendo distribuidas aleatoriamente no intervalo [0, 10731, com a norma unitaria
da funcao de onda resultante sendo reestabelecida ap6s uma normalizagao propria. O con-
junto de equagoes nao lineares discretas 4.1 foram resolvidas numericamente pela aplicacao
do método de Runge-Kutta (90) de oitava ordem, com um tempo de discretizagio At = 1072,
o qual foi curto o suficiente para manter a funcao de onda normalizada com uma precisao

de 107 durante todo o processo de integracao.
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Para mostrar a evolugao temporal da extensao espacial da fungao de onda, iremos calcular

seu numero de participacao em funcao do tempo, definido como

-1

P(t)= | lval'(®) (4.0)

onde a soma estende-se sobre todos os sitios da rede. Para uma funcao de onda uniforme,
o namero de participagao é igual ao nimero de sitios da rede, enquanto que P(t) torna-se
unitario quando a funcao de onda é completamente localizada em um tnico sitio. Portanto,
essa quantidade serve como uma medida do niimero de sitios sobre os quais a funcao de onda
esta distribuida, sendo da ordem de seu comprimento de localizacao para pacotes de onda

exponencialmente localizados.

4.1.1 Cadeia Linear

A previsao analitica de x,,, << x,, ha cadeia linear mostra a existéncia de um regime
intermediario no qual nem as solugoes uniformes nem as solugoes auto-armadilhadas sao
estaveis. Nesta secao, além de mostrar a IM da solugcao CW e as caracteristicas de escala
temporal da instabilidade modulacional, vamos explorar a dinamica fun¢ao de onda no regime

intermediario.

Algumas evolugoes temporais do niimero de participacao normalizado sao retratadas na
figura 4.1. Os dados sao da evolucao temporal em uma cadeia linear fechada com N =
L = 100 sitios. De acordo com a analise de IM desenvolvida na secao anterior, a solucao
de onda continua (CW) se tornara instavel para x > x,,, = 27?/L ~ 0,197. De fato, o
numero de participagao normalizado permanece unitario em simulacoes longas abaixo desse
limiar. No entanto, contrastando com a transicao direta para o estado auto-armadilhado que
ocorre na rede quadrada (que serd mostrado na proxima se¢ao), a fungao de onda desenvolve
padroes regulares de batimentos logo acima de y,,,, sinalizada pelas oscilagoes periddicas
do niimero de participagao. Apenas para acoplamentos nao lineares maiores que y,, ~ 4 é
que um estado inicialmente uniforme evolui para um estado localizado. Nesse caso, existe

um periodo transiente no qual as func¢oes de onda exibem uma dindmica irregular (do tipo
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Figura 4.1: Evolugao temporal do nimero de participa¢do normalizado P(t)/N de uma fun-
¢ao de onda inicialmente uniforme em uma cadeia linear com N = L = 100 sitios para
trés valores representativos do acoplamento nao linear. Nota-se que ha um regime oscilato-
rio (batimentos) intermediario entre o regime estavel com solugao uniforme e o regime de
solucao fortemente localizada. A transicao do regime estavel para as solucoes-batimentos
ocorre proximo de x,,, = 0,20, em acordo com a previsao analitica baseada na andlise da
instabilidade modulacional. Solugoes localizadas surgem acima de y,, ~ 4.
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Fonte: Autor, 2014.

caotica).

Determinamos numericamente ,,, considerando cadeias lineares de diversos tamanhos.
As estimativas numeéricas estao na figura 4.2 junto com a previsao via instabilidade mo-
dulacional. Embora tenhamos usado uma aproximacao de continua para obter a expressao
analitica para x,,,, ela concorda razoavelmente como os dados para cadeias lineares discretas

pequenas.

O tempo de instabilidade caracteristico nas proximidades da transicao entre os regimes
estavel e instavel, também foi calculado. As estimativas numéricas para 7/L* versus Ay
sao mostradas na figura 4.3. Dados para cadeias lineares de tamanhos distintos colapsam
sobre uma tinica curva o que confirma o comportamento de escala previsto pela analise de

instabilidade modulacional (linhas tracejadas).

Em seguida, investigamos o regime intermediario no qual a instabilidade da solucao
continua nao conduz a um estado estacionéario assimptoticamente localizado. Na figura 4.4

mostramos algumas evolucoes temporais representativas da distribuicao de probabilidades da
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Figura 4.2: Estimativa numérica do acoplamento nao linear caracteristico da instabilidade
modulacional x,,, versus comprimento da cadeia linear. A linha tracejada corresponde a
previsao analitica x,,, = 272/L.
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Fonte: Autor, 2014.

Figura 4.3: Tempo caracteristico normalizado da instabilidade 7/L* de uma funcao de onda
inicialmente uniforme versus Ax = (x — X,.,)/ X, Obtido para cadeias lineares de tamanhos
distintos. A linha tracejada corresponde & previsao baseada na anélise da instabilidade
modulacional 7/L? = (1/472)Ax~1/2.
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Fonte: Autor, 2014.

funcao de onda sobre cadeias lineares com N = L = 100 sitios. Nas proximidades do limiar
de transicao da IM, as funcoes de onda desenvolvem um padrao regular de batimentos entre

o estado uniforme e o estado localizado em uma regiao finita. Para uma regiao mais distante
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Figura 4.4: Evolucao temporal da distribuicao de probabilidades da funcao de onda em
uma cadeia linear com N = 100 sitios para alguns valores representativos do acoplamento
nao linear acima da transicao da instabilidade modulacional. y = 0,29 : Logo acima da
transicao da IM, um padrao bastante regular de batimento ocorre entre o estado uniforme
e o localizado. x = 1,0 : Os batimentos tornam-se mais complexos com oscilagoes entre
estados localizados distintos. x = 3,0: Como uma parte adicional da IM, oscila¢oes do tipo
cadticas entre varios estados localizados sao desenvolvidas. x = 4,5: Acima de x,, uma
solucao localizada estacionédria emerge apés um tempo transiente com oscilagoes do tipo
cadticas.

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

20_..\|..\|..\|..\|..\|0_05\...|\..|.H|..;.|0'06
:-=0.29 v— =1.0
169 0.04 * ~ Foos
: - =
124 — 0.03 — — 0.04
S ] - o 1003
- 8_5 0.02 — = £0.02
] BRI 0.01 W ~ 001
0- 0 £0
209 02 = 0.3
61— =——=Fo01 =%
P e —=F 0.08 0.2
S =f006 == —
= =hu=—i———Fo0I
4_: ;_:i—‘__,f - ;A g 0.02 ,;j%i ;;;;*:j::*:{fff =
O:'""":"*'7""‘7"'"7 0 \7"7'|':T‘|7'7"|T"|7‘7":|*O
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
site index site index

de x,,,, 0s padroes de batimentos tornam-se mais complexos, com oscilagoes entre estados
localizados distintos, como mostrado para xy = 1,0. As oscilagoes entre estados localizados
distintos tornam-se do tipo cadticas quando se aproximam de x , ,. No caso ilustrativo de x =
3,0, essas oscilacoes nao possuem uma tendéncia de atingir o comportamento estacionario.
Acima do valor x, ,, o estado auto-armadilhado é atingido ap6s o transiente do tipo cadtico

ser ultrapassado.

A fim de oferecer uma visao mais detalhada da distribuicao do pacote de onda em cada
um dos regimes identificados acima, n6s plotamos na figura 4.5 os perfis da amplitude qua-
drética [1,|* e da fase ¢, (1, = [1,|e®") em instantes representativos nos quais estados
oscilantes e auto-armadilhados estao presentes. Justamente acima do limiar da instabilidade
modulacional, o sistema desenvolve oscilagoes regulares com um envelope de pico tinico no

qual o perfil da fase é suave (figura 4.5-a). Para nao linearidades maiores, tal como mos-
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Figura 4.5: Perfis tipicos da norma da fungao de onda e da fase dos batimentos e dos estados
auto-armadilhados que aparecem durante a evolucao temporal em diferentes regimes de nao
linearidades: a) Para y = 0.29, logo acima do limiar de instabilidade modulacional, o pacote
de onda desenvolve um tinico batimento com um perfil suave de fase; b) Para xy = 1.0 as
oscilacoes regulares desenvolvem-se com dois batimentos de fases aproximadamente opostas;
c) Para x = 3.0 surgem trés batimentos, mas as amplitudes e os perfis da fase evoluem
irregularmente no tempo; d) Para x = 4.5 o pacote de onda evolui para um estado fortemente
localizado exibindo um tnico pico. O perfil da fase é aleatério exceto nas proximidades o
pico do pacote de onda. As amplitudes quadradas sao mostradas em unidades arbitrarias
para uma melhor visualizagao.
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Fonte: Autor, 2014.

trado na figura 4.5-b, oscilagdes aproximadamente regulares com o envelope apresentando
duas estruturas de pico surgem. Estes apresentam perfis de fase suaves embora praticamente
opostos. O nimero de modos cresce com a nao linearidade. Na figura 4.5-c, podemos iden-
tificar trés modos para y = 3.0. Contudo, a evolucao temporal é bastante irregular com os
perfis de amplitude e fase mudando continuamente com o tempo. Neste caso, o pacote de
onda nao se aproxima do perfil uniforme durante a evolucao temporal, como no caso ob-
servado quando oscilagoes regulares estao presentes. Nos observamos oscilacoes irregulares
apresentando até quatro modos quando a intensidade da nao linearidade se aproxima do
limiar de auto-armadilhamento. Um niimero maior de modos pode ser atingido em cadeias
mais longas. Estes modos tornam-se cada vez mais superpostos o que acarreta na transicao
para o estado auto-armadilhado. Na figura 4.5-d, nés mostramos os perfis tipicos da ampli-
tude e da fase de um estado auto-armadilhado. A amplitude é fortemente concentrada em
torno de um sitio, embora apresente um ruido residual espalhado por toda a cadeia. O perfil

da fase é aleatorio, exceto na vizinhanca proxima do pico predominante do pacote de onda.

A sequéncia de comportamentos dinamicos mostrados na figura 4.4 também pode ser
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Figura 4.6: Algumas oOrbitas representativas no espago de fase do niimero de participagao
dP(t)/dt x P(t) obtido em uma cadeia linear com N = 100 sitios no intervalo 80000 <
t < 100000. x = 0,29: As orbitas fechadas simples sinalizam um padrao de breathing
regular da funcdo de onda. y = 1,0: As orbitas tornam-se instaveis mas as oscilagoes sao
aproximadamente regulares. x = 1,6: Oscilacoes do tipo cadticas sao desenvolvidas. y = 4,5:
As orbitas convergem para um tnico ponto indicando a localizacao assintotica da fungao de

onda.
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Fonte: Autor, 2014.

ilustrada pela orbitas representativas no espaco de fase do nimero de participacao % X P,
como apresentado na figura 4.6. Logo acima do limiar IM, uma tnica o6rbita fechada no
espaco de fase sinaliza as oscilagoes periddicas do pacote de onda entre o estado uniforme
com P/N =1 e o estado localizado no segmento finito, visto na figura 4.6-a. Quando a
nao linearidade é aumentada, as orbitas do espaco de fase comecam a se tornar instaveis,
apresentando oscilagoes proximas as regulares. As Orbitas evoluem para o padrao do tipo
caotico quando y é aumentado ainda mais, conforme as figuras 4.6-b-c. Finalmente, elas

convergem para um tnico local, representando o auto-armadilhamento do estado localizado,

observado na figura 4.6-d.

Os resultados acima mostram que a funcao de onda e seu nimero de participacao asso-
ciado exibem uma sequéncia complexa no comportamento dinamico como funcao da inten-

sidade do parametro nao linear. No intuito de fornecer um entendimento mais completo de
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Figura 4.7: Diagrama mostrando o nimero de participacao normalizado minimo versus
x obtido de uma funcao de onda inicialmente uniforme, evoluindo em uma cadeia linear
com N = 100 sitios. O tnico minimo surgindo para pequenos Yy sinaliza o surgimento
da instabilidade modulacional. Um padrao cadtico separa os regimes de funcoes de onda
uniformes e localizadas.
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Fonte: Autor, 2014.

como a dinamica da funcao de onda varia com Yy, localizamos os minimos locais do niimero
de participagao para um grande conjunto de intensidades nao lineares cobrindo todos os
regimes dindmicos descritos anteriormente. O resultado é apresentado na figura 4.7. Apenas
os nimeros de participacao minimo presentes no intervalo temporal 80000 < t < 100000
foram considerados. A primeira ramificagao aparecendo logo acima de y,,, ~ 0,2 representa
o regime no qual a funcao de onda apresenta oscilacoes periddicas entre os estado uniforme
e o unico estado localizado. A segunda ramificacao aparecendo para y ~ 0,8 delimita o final
do regime de oscilagoes periddicas inicas. Numa estreita faixa de intensidades nao lineares,
as oscilagoes sao principalmente entre o estado uniforme e dois estados localizados, embora o
primeiro esteja associado com a primeira ramificacao ficar instavel. A dinamica torna-se cao-
tica para 1,0 >~ y ~ 3,8 com o niimero de participagao possuindo diversos minimos devido a
suas osciladores irregulares. Esses minimos varrem densamente um intervalo finito de valores

do niimero de participacao. O auto armadilhamento é atingido para valores x > x,, =~ 3,8.
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Figura 4.8: Evolugao temporal do nimero de participagdo normalizado P(t)/N de uma
funcao de onda inicialmente uniforme em uma rede quadrada com N = L? = 2500 sitios para
trés valores representativos do acoplamento nao linear. Nota-se que ha uma transicao direta
entre o regime estavel uniforme e o regime de solugao estacionaria fortemente localizada. A
transicao ocorre proximo de x,,, = 19,7, em acordo com a previsao analitica baseada na
analise da instabilidade modulacional. O tempo caracteristico para a localizacao decresce
com x a medida que nos afastamos de x,,,.
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Fonte: Autor, 2014.

4.1.2 Rede Quadrada

Comecamos observando a evolucao temporal de uma funcao de onda inicial uniforme-
mente distribuida em redes quadradas com condicoes de contorno periodicas. Na figura 4.8
mostramos a evolugao temporal do niimero de participa¢ido normalizado P(t)/N para alguns
valores representativos da intensidade nao linear na vizinhanca da transicao previsa para a
IM baseada na anélise de estabilidade da solu¢cao CW da equacao de Schrodinger nao linear
continua. Os dados foram obtidos a partir da solu¢cao numérica da equacao 4.1 na rede

quadrada com N = L? = 2500 sitios.

Claramente observamos a transicao do regime de solugoes uniformes estaveis, no qual
o nimero de participacao normalizado permanece unitario ao longo de simulagoes muito
longas, para o regime de solugcoes CW instaveis no qual o niimero de participagao decresce
apOs um tempo caracteristico 7, que torna-se menor quando a intensidade nao linear au-
menta. Existe uma transicao direta entre o regime uniforme e o de solucoes localizadas

auto-armadilhadas. Essa caracteristica estd em acordo com a previsao baseada na anélise
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Figura 4.9: Acoplamento nao linear caracteristico da instabilidade modulacional y,,, versus o
namero de sitios da rede quadrada. O pequeno desvio da previsao analitica (linha tracejada)
sinaliza a limitagao da aproximacao continua para descrever as dindmicas em redes discretas
pequenas.

20.0 | |

19.8 — ]

196 ¢ —

=
>
19.4 — —

19.2 - ]

190 I | I | I | I | I
0 1000 2000 3000 4000 5000

2
N=L
Fonte: Autor, 2014.
via instabilidade modulacional de que x,,, > X ., significando que a criacao da instabilidade

de onda continuas ocorre dentro do regime de solucoes estaveis auto-armadilhadas.

Na figura 4.9 fornecemos uma estimativa numérica precisa para x,,, em redes quadradas
finitas com tamanhos distintos. A linha tracejada representa a previsao independente do
tamanho da rede y,,, = 272 obtida a partir da analise da IM da equagao nio linear continua
de Schriodinger. Ela fornece uma estimativa muito boa para o limiar das solu¢goes CW em
redes discretas com dimensio lateral L = /N > 40. Os desvios apresentados sinalizam
a limitacao da aproximacao continua utilizada para capturar a dinadmica mais precisa de
redes discretas menores. Nesse regime de redes discretas menores, uma relagao de dispersao
completa no modelo discreto foi considerada, por exemplo em (91, 92). No entanto, aqui
focamos na transicao do regime de estados estaveis para o regime estados auto-armadilhados

os quais ocorrem independente do tamanho da rede.

Também determinamos o tempo caracteristico 7 com que a instabilidade modulacional

Instituto de Fisica - UFAL



4.1. Cadeias Lineares e Redes Quadradas 46

Figura 4.10: Tempo caracteristico normalizado da instabilidade 7/N de uma fung¢io de onda
inicialmente uniforme versus Ay = (x —X,.,)/ X1, Obtido para redes quadradas de tamanhos

distintos. A linha tracejada corresponde & previsao baseada na anélise da instabilidade
modulacional 7/N = (1/472)Ax /2,
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Fonte: Autor, 2014.

cresce como funcio da intensidade da nao linearidade y. E simples mostrar que no regime
inicial de crescimento exponencial das pequenas perturbacoes, o nimero de participacao
normalizado evolui como P(t)/N = 1—ae?/7, onde « é proporcional ao ruido inicial. Por isso,
estimamos numericamente 7 ajustando o desvio exponencial inicial de P(t)/N unitaria. Essas
estimativas sdo mostradas na figura 4.10. Os valores de 7/N versus Ax = (X — X,;u:)/X1us
obtidos para tamanhos de rede distintos colapsam em uma lei de poténcia. A linha tracejada
representa a previsio a partir da analise da IM 7/N = (1/472)Ax~/2 e estdo em bom acordo

com os resultados numeéricos.

Realizamos ainda um estudo relacionado com a transicao entre o comportamento no
caso 1D para o 2D. Para realizar tal estudo, consideramos a evolugao temporal de um
pacote de onda inicialmente uniforme sobre todos os sitios da fita com N = L X [ sitios
com condicgoes de contorno periddicas, onde L é usado para a maior dimensao da fita e [
para a menor dimensao. Para evidenciar o comportamento dindmico distinto, plotamos o
nimero de participacao normalizada minima em funcao da intensidade nao linear y, como
foi feito para o caso da cadeia linear. Esse resultado estd mostrado na figura 4.11. Para

fitas estreitas, como mostrado na figura 4.11a, observamos a presenca de quatro regimes
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Figura 4.11: Diagrama mostrando o nimero de participacao minima normalizada versus y
obtido a partir da evolugao temporal de um pacote de onda inicialmente distribuido unifor-
memente sobre todos os sitios. a) Fita estreita com N = 50 x 5 sitios. O comportamento é
bastante similar ao das cadeias lineares, mostrando regimes com solucoes estéveis e unifor-
mes, batimentos regulares, comportamento do tipo cadtico e auto-armadilhamento. b) Fitas
mais largas com N = 50 x 20 até N = 50 x 40. Nesses casos, o regime do tipo cadtico é au-
sente e o regime de batimentos regulares é reduzido até que a geometria de redes quadradas
é alcancada.
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Fonte: Autor, 2014.

dinamicos distintos: pacotes de onda estacionérios e uniformes para pequenos valores da
intensidade nao linear, batimentos regulares acima do limiar de IM o qual evolui para um

comportamento do tipo cadtico e finalmente o auto-armadilhamento.

No entanto, o regime do tipo cadtico é fortemente suprimido quando o comprimento
da fita é aumentado. Esse comportamento desaparece por completo para [/L 2 0.3. Na
figura 4.11b mostramos o nimero de participacao minima para fitas com comprimentos
de N = 50 x 20 até N = 50 x 40 sitios. Nota-se que apenas os padroes de batimentos
regulares estao presentes entre o estado estavel uniforme e o estado auto-armadilhado, o que
é sinalizado por um tunico minimo P,,;,/N distinto para esses valores limites. Além disso, o
regime intermediario de batimentos continuamente estreita-se a medida que ela aproxima-se
da geometria de redes quadradas. O limiar de instabilidade modulacional em fitas deve ser
Xrv = 27%(1/L), o qual esta completamente em acordo com nossa previsio através da analise

da instabilidade modulacional.
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4.2 Instabilidade modulacional na familia de fulerenos

Nesta se¢ao iremos investigar o fendmeno da instabilidade modulacional na familia de
fulerenos e comparar com a dindmica equivalente na cadeia linear. Neste caso, iremos con-
siderar a aproximacgao adiabatica na qual a nao-linearidade é representada por um termo

cubico na equacao nao-linear discreta de Schrodinger.

4.2.1 Resultados

Vamos considerar um pacote de onda inicialmente distribuido de maneira uniforme sobre
todos os sitios da rede. Além disso os coeficientes sao ¢, = 1/N onde N é o nimero total de
sitios da rede. Nosso foco consiste em investigar a estabilidade do perfil do pacote de onda
uniforme e suas relacoes com o grau de nao linearidade da rede. Estudaremos a dindmica de

pacotes de onda em redes discretas com condicoes de contorno periddicas.

Inicialmente, revisitamos a dinamica em cadeias lineares finitas. Na figura 4.12 fornece-
mos o nimero de participagdo normalizado P(t)/N versus o tempo ¢t para N =50 e xy = 0.3
e x = 0.6. Observamos que para, y = 0.3, o niimero de participacao é constante em todo o
intervalo de tempo considerado, Portanto indica que o pacote de onda uniforme permanece
estavel. Para x = 0.6 o nimero de participagao exibe um comportamento oscilatério, que
sinaliza a instabilidade da largura do pacote de onda. Além disso, nossos calculos indicam
que existe um valor critico da nao linearidade (x.) abaixo do qual o pacote de onda per-
manece estavel e distribuido sobre todos os sitios da rede. Para y > Y., a dinamica de
instabilidade conduz a um comportamento oscilante da fungao de participagao do pacote de
onda eletronico, que podem ser associadas a batimentos periédicos. No entanto, a funcao
de participacao oscila em torno de valores relativamente grandes, indicando que o pacote
de onda permanece estendido, pelo menos, ligeiramente acima da transicao. Consideramos
também duas cadeias lineares com tamanhos distintos e exatamente o mesmo valor do aco-
plamento nao linear (ver figura 4.13(a)). Para N = 40, x = 0.45 é fraco o suficiente para
manter a estabilidade do pacote de onda e o nimero de participacao permanece constante.

Ja para N = 50, e o mesmo valor da intensidade do acoplamento nao linear y = 0.45, é
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Figura 4.12: Numero de participa¢do normalizado P(t)/N versus tempo ¢ para cadeias
lineares com N = 50 e y = 0.3 e x = 0.6. Em nossos célculos, consideramos o pacote de
onda inicialmente distribuido sobre todos os sitios da cadeia linear. Além disso, o pacote
de onda inicial possui ¢, = 1/N onde N é o nimero total de sitios. Observamos que
para xy = 0.3, o niimero de participacao é constante durante todos o intervalo de tempo
considerado, portanto indicando que o pacote de onda é estavel. Para y = 0.6 o nimero
de participacao exibe um fortes oscilagoes, sinalizando a instabilidade do pacote de onda
uniforme.

forte o suficiente para desencadear uma instabilidade no pacote de onda e os batimentos
periodicos emergem. Como resultado do aumento do comprimento da cadeia linear, a in-
tensidade da nao linearidade critica x. diminui decresce. Essa dependéncia da intensidade
da nao linearidade critica com o tamanho da cadeia foi determinada numericamente, com a
curva resultante mostrada na figura 4.13(b). Encontramos, numericamente, que a nao linea-
ridade critica decresce proporcionalmente & 1/N. Na figura 4.13(b) os circulos representam
os valores de . obtidos numericamente para diferentes tamanhos de cadeias lineares, ja a

curva pontilhada representa o melhor fit para a lei de poténcia 1/N.

A partir daqui ampliamos nossas analises de estabilidade do pacote de onda para o caso
de topologias de rede nas quais os sitios estao distribuidos sobre uma superficie fechada.

Em particular, iremos considerar a topologia da rede formada por fulerenos. Inicialmente
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Figura 4.13: a) Numero de participa¢do normalizado P(t)/N versus o tempo t para cadeias
lineares com tamanhos distintos e grau de nao linearidade xy = 0.45. Observamos que para
N = 40, tal acoplamento nao linear é suficiente para manter a estabilidade do pacote de onda.
No entanto, para N = 50, o estado uniforme torna-se instavel e o nimero de participacao
desenvolve oscilagoes, sinalizando um padrao de batimentos. b) Demonstramos que o valor
X que separa o estado estavel para a fase instavel decresce com 1/N. As barras de erro sao
menores que o tamanho dos simbolos.

consideramos que o pacote de onda estd uniformemente distribuido sobre todos os sitios
do fulereno e seguimos numericamente sua evolucao temporal. Dedicamos uma atencao
particular para as caracteristicas da transicao do estado estavel para o estado instavel dos
pacotes de onda uniformes e suas dependéncias com o tamanho do fulereno. Na figura 4.14,
mostramos uma representacao esquemética de dois tipos de fulerenos: sao eles o C'60 e o
C180. Porém, nosso estudo foi aplicado a toda a familia de buckyballs desde N = 20 até
N = 720. O pacote de onda uniforme inicial também possui como coeficientes ¢, = 1/N
onde N é numero de sitios do fulereno considerado. Na figura 4.15 plotamos a funcao de
participagdo P(t)/N versus o tempo t para y = 7 e x = 7.5. Temos usado a topologia do
C60 para esses calculos. Podemos observar que existem dois tipos distintos de regimes a
depender do grau de nao linearidade. Um desses regimes é caracterizado pela estabilidade
do pacote de onda que permanece ocupando integralmente o fulereno. Consequentemente, a
funcao de participacao normalizada permanece constante durante todo o intervalo de tempo

considerado. Em contrapartida, no outro regime, o pacote de onda focaliza em torno de uma

pequena fracao de sitios do fulereno, um fenéomeno similar ao bem conhecido fenémeno de
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Figura 4.14: Representacao esquematica de dois fulerenos, denominados C'60 e C'180.
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Figura 4.15: Fungao de participacao normalizada P(t)/N versus o tempo t para x = 7.0
e x = 7.5. Consideramos aqui o pacote de onda uniformemente distribuido sobre todos os
sitios do C'60. Podemos observar que y = 7.0 o pacote de onda permanece estavel ocupando
todo o fulereno. Para xy = 7.5, observamos que o pacote de onda localiza-se sobre uma
pequena fracao de sitios, sinalizando o fen6meno de auto-focalizacao.

auto-focalizacao.
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Figura 4.16: Intensidade da nao linearidade critica separando o estado uniforme estavel e
a fase auto-focalizada como uma fun¢ao do niimero de sitios nos fulerenos. O valor critico

X hecessario para promover a transicao representa uma fraca dependéncia com o tamanho
para os fulerenos.

Para o caso do C60, podemos notar, através da evolucao da funcao de participacao
normalizada P(t)/N, que as transi¢bes ocorrem para valores tipicos da nao linearidade pro-
ximos a Y. = 7,32. Além disso, nao sao observadas oscilagbes acima das transicoes. Em
vez de apresentar o desenvolvimento de batimentos, como ocorre para cadeias lineares, ha
uma transicao direta do estado uniforme estendido para um estado fortemente localizado.
Determinamos numericamente a intensidade da nao linearidade critica que determina essa
transicao para toda a familia de fulerenos. Encontramos que o valor x. necessario para pro-

ver a transicao decresce lentamente quando o nimero de sitios dos fulerenos é aumentado,
como mostrado na figura 4.16. Contudo, esse valor de intensidade nao linear critica satura
em um valor finito, muito proximo para os fulerenos maiores, em contraposicao com o que

foi mostrado para o decrescimento continuo da nao linearidade com o tamanho em cadeias
lineares.

As tendéncias acima associadas a dependéncia de tamanhos distintos tanto em cadeias
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lineares quanto em fulerenos do acoplamento nao linear, acima do qual o pacote de onda
torna-se instavel pode ser compreendido sob & luz da analise da instabilidade modulacional.
Como o estado inicial é uniforme, a natureza discreta da rede nao é relevante para descrever

os aspectos gerais relacionados com sua instabilidade.

De acordo com a discussao apresentada no capituo 2, perturbacoes harmonicas com gran-
des vetores de onda permanece estaveis (€2 real), enquanto aquelas com k < k,,, = 1/2x/|t¢o|?
crescem exponencialmente (€2 imaginéario). Como consequéncia, as solugoes CW serdo insté-
veis sempre que k,,, = \/2x/N > 27 /L, onde L é o comprimento tipico da dimensao linear
do sistema e 27/L o menor vetor de onda permitido para uma perturbacdo harmonica. Essa
tltima expressio determina a intensidade ndo linear caracteristica x,,, = 272N/L?* acima
da qual a solugdo CW ¢é instavel. Em cadeias lineares N o L, resultando x,,, o< 1/N. Em
cadeias lineares de grandes comprimentos, o limiar da instabilidade modulacional critica é
bastante pequeno. No entanto, o pacote de onda uniforme torna-se instavel acima de y;y,
e o acoplamento nao linear nao é forte o suficiente para promover a localizacao do pacote
de onda e sao desenvolvidos padroes de batimentos. Por outro lado, N o L? quando con-
sideramos a topologia de fulerenos. Nesse caso, a intensidade critica do acoplamento nao
linear torna-se independente do tamanho para a instabilidade modulacional da solucao CW.
Esse valor critico é grande o suficiente para guiar o pacote de onda para uma forte localiza-
cao. Esses resultados estao em total acordo com os dados numéricos obtidos das simulacoes

computacionais.

4.3 Efeito da relaxacao da nao-linearidade no Fulereno

060

Nesta secao, nos estudamos a dinamica do pacote de onda de um elétron no fulereno
Cso com uma uma relaxacao na intensidade da nao linearidade. A dinamica eletronica é
considerada como sendo governada pela equacao nao linear discreta de Schrodinger, na qual
a contribui¢ao nao linear obedece um processo de relaxacao do tipo Debye. Acompanhamos

a evolucao temporal do pacote de onda e usamos o nimero de participacao para explorar
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sua extensao espacial. Considerando situacoes iniciais distintas, caracterizamos a transi¢ao
delocalizacao auto-armadilhamento como funcao da intensidade nao linear e do tempo de
relaxacao. Mostramos que o diagrama de fase exibe um padrao complexo de saliéncias
indicando um comportamento de re-entrancias da transicao. As re-entrancias tornam-se
menos proeminentes para condicoes iniciais nas quais os pacotes de onda estao espacialmente

distribuidas sobre sitios opostos.

4.3.1 Modelo e Formalismo

A seguir, analisaremos a dinamica do pacote de onda de um elétron numa topologia
do tipo fulereno, mais especificamente, no Cgg. Iremos considerar que o fulereno possui
vibracoes intrinsecas que nao alcancam o equilibrio quando comparado com o tempo de
evolucao do elétron. Sob essa condigcao, um cenario nao adiabatico foi aplicado para levar
em conta a relaxacao do termo nao linear efetivo resultante do acoplamento elétron-fonon.
Vamos assumir que a relaxagao da nao linearidade é do tipo Debye (38, 40), a dinadmica nao

adiabética pode ser estudada usando as equacgoes acopladas:

ia; = V(a1 + aj1) + x50 (4.1)
. 1

onde o pacote de onda eletronico estd representado nos orbitais localizados através da re-
presentagdo Wannier por [¥) = >~ a;(t)|j). z; é a contribuigdo nio linear dependente do
tempo para um potencial efetivo no sitio no qual a relaxagao possui um tempo caracteristico
7. V é a amplitude de hopping de um elétron e y parametriza a intensidade da contribuicao
nao linear que é proporcional ao acoplamento elétron-fonon. O fulereno Cgy possui 60 sitios
que estao distribuidos em 20 hexagonos e 12 pentagonos. Cada sitio possui trés ligacoes,
duas delas entre um hexagono e um pentagono (ligagoes simples) e a outra entre dois hexa-
gonos (ligacoes 7). Embora esses dois tipos de ligagdes possuam comprimentos ligeiramente
diferentes iremos considerar que a amplitude de hopping V' é a mesma independente do tipo

de ligacao, e sera considerada como unitaria daqui em diante.
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Para examinar a dinamica do pacote de onda, iremos acompanhar a evolucao temporal

do nimero de participagao P(t), definido como

P(t) = [Z a7 (4.2)

Em geral, o nimero de participacao é uma boa estimativa do nimero de sitios que
efetivamente contribuem para a distribuicao eletronica de probabilidades. Para estados uni-
formemente estendidos, P(t) ¢ igual ao nimero total de sitios N. Para estados fortemente

localizados, o nimero de participacao torna-se muito menor que N.

4.3.2 Resultados e Discussoes

Resolvemos numericamente as equacoes 4.2 considerando diversos tipos distintos de con-
di¢oes iniciais. Acompanhamos a evolucao temporal de um pacote de onda até que ela atinja
o regime estacionario. Comeg¢amos mostrando nossos resultados para o caso no qual o pa-
cote de onda esta inicialmente distribuido uniformemente sobre os sitios do pentidgono como
ilustrado na figura 4.17-a. A evolugao temporal da funcao de participacao é reportada para
alguns conjuntos tipicos de parametros do modelo (como a intensidade da ndo linearidade
X e o tempo de relaxagao 7), como ilustrado nas figuras 4.17-(b-c). Em todos os casos, o
pacote de onda inicial possui um nimero de participagdo P(t = 0) = 5, de acordo com a
distribuicao inicial sobre os sitios do pentidgono. Na figura 4.17-b, fixamos o tempo de rela-
xacao e variamos a intensidade do parametro nao linear para valores proximos da transicao

dos estados localizados para estados auto-armadilhados.

Notamos que as oscilagoes ocorrem em tempos intermediérios, as quais sinalizam o sur-
gimento de batimentos irregulares, sao fracamente sensiveis ao valor preciso da intensidade
da nao linearidade. No entanto, a convergéncia para um estado estacionério final depende
fortemente de y. Para nao linearidades pequenas, o estado estacionario é uniformemente dis-
tribuido sobre todos os sitios do buckyball, enquanto ele focaliza sobre poucos sitios para nao
linearidades fortes. E importante chamar atenciio para o fato que a transicio entre o regime

de estados delocalizados e o regime de estados auto-armadilhados ocorre com o aumento da
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intensidade da nao linearidade, representado pelo comportamento re-entrantes, caracterizado

por uma sequéncia de pacotes de onda assintoticamente delocalizados e auto-armadilhados.

Na figura 4.17-c exploramos a dependéncia da evolucao temporal do pacote de onda
com o tempo de relaxacao 7. Aqui, fixamos o valor do acoplamento nao linear em um
patamar proximo ao da transicdo delocalizagio/auto-armadilhamento e apresentamos os
resultados para alguns valores representativos do tempo de relaxacao. Também observamos
que o transiente inicial de oscilacoes é fracamente sensivel ao valor preciso de 7, contrario a
distribuicao final do pacote de onda assintético. O comportamento re-entrante da transicao
como uma funcao de 7 é também evidenciada. Na figura 4.18, fornecemos o diagrama de
fase completo no espago de parametros xy x 7. Esse comportamento re-entrante da transicao
é reflexo da emergéncia de vérias "pontas”’, as quais tornam-se bastante fragmentadas no
regime com tempos de relaxacao curtos. Nesse regime, existe uma forte sensibilidade dos

estados assintoticos em certos valores dos parametros do modelo.

No intuito de explorar a sensibilidade com rela¢ao a condigao inicial da transi¢ao delocalizagao/aut
armadilhamento, consideramos o caso no qual o pacote de onda inicial estd uniformemente
distribuido sobre os sitios de um hexagono, como ilustra a figura 4.17-a. N6s também forne-
cemos algumas séries representativas da evolugao temporal do nimero de participagao (veja
figura 4.19b-c). A transi¢do também apresenta um comportamento re-entrante, tanto em
fungao da intensidade néo linear (figura 4.19 b) quanto como func¢ao do tempo de relaxacio
(figura 4.19-c). O diagrama de fases é mostrado na figura 4.20. Embora ele possua um
diagrama de fase similar ao apresentado para a condicao inicial pentagonal, existem algu-
mas caracteristicas que merecem ser observadas. Primeiramente, as re-entrancias sao menos
pronunciadas para a condigao inicial hexagonal. No entanto, a sequéncia de pontas é mais
claramente definida, apontando para uma fraca sensitividade aos parametros do modelo no
regime de curtos tempos de relaxacao. Além disso, a intensidade da nao linearidade critica
no regime em que a resposta nao linear varia lentamente (valores grande de 7) é um pouco
maior que a obtida na condicao inicial pentagonal. Essa caracteristica esta de acordo com os
resultados prévios sobre a transicao de auto-armadilhamento que se mostrou um crescimento
monotodnico do limiar de auto-armadilhamento quando a largura do pacote de onda inicial é

aumentada (34).
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Figura 4.17: (a) Ilustragdo de um pacote de onda inicial distribuido uniformemente sobre
os sitios de um hexagono. (b-c) Algumas evolugoes temporais representativas do nimero
de participacao para (b) x = 6.5 e 7 = 0.22,0.45,1.5; e (¢) x = 7.5 e 7 = 0.22,0.45, 1.5.
Observamos uma sequéncia alternada de localizacao e auto-armadilhamento tanto em funcao
de x quanto de 7.

(b)
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(©)
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Figura 4.18: Diagrama de fase mostrando os regimes auto-armadilhado (regides pretas) e
delocalizado (regices brancas) no espaco de parametros bidimensional (7,x). Esses célculos
foram realizados para o caso no qual o pacote de onda inicial esta uniformemente distribuido
sobre os sitios de um hexégono.
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Observamos na figura 4.19 que para x = 6.1 e tempos curtos, o pacote de onda esta ar-
madilhado em cinco sitios (sitios do pentagono). No entanto, para tempos longos, o pacote
de onda espalha-se sobre toda a estrutura do Cgy (P(t) o N com N = 60, o nimero de sitios
da topologia do Cg). Para tempos intermediarios, observamos também uma regiao de ins-

tabilidade. Notamos que o pacote de onda exibe um perfil de batimentos antes de alcancar
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Figura 4.19: (a) Ilustragdo de um pacote de onda inicial distribuido uniformemente sobre
os sitios de um pentagono. (b-c) Algumas evolugdes temporais representativas do nimero
de participagao para (b) x = 6.1 e 7 = 0.30,0.61,1.82; e (¢) x = 7.0 e 7 = 0.30,0.61,1.82.
Observamos também uma sequéncia alternada de localizacao e auto-armadilhamento tanto
em funcao de x quanto de 7.

0 Phtoge o o e pen
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Figura 4.20: Diagrama de fase com relacao ao espago de parametros bidimensional 7,x. A
regiao em preto indica o regime auto-armadilhado enquanto a regiao em branco o regime
delocalizado. Esses calculos foram realizados para o caso no qual o pacote de onda inicial
estd uniformemente distribuido sobre os sitios de um pentagono.
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um comportamento estacionario estendido (com P(t) ~ N). Notamos ainda que, quando o
tempo de resposta 7 é aumentado, o pacote de onda evolui mais rapidamente para o perfil
estacionario estendido. Na figura 4.19-c, observamos para y = 7 e todos os valores de 7 con-
siderados que o namero de participagio evolui para um pequeno valor finito (P(t) ~ ng com

ng << N). Na figura 4.20, exploramos o espago de parametros bidimensional 7,y no intuito
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Figura 4.21: Tlustracoes de quatro condicoes iniciais distintas com o pacote de onda unifor-
memente distribuido sobre os sitios de (a) um pentégono estendido, (b) de dois pentagonos
opostos, (¢) de um hexagono estendido e (d) de dois hexagonos opostos.

Figura 4.22: Os diagramas de fase com os parametros de espaco bidimensionais 7,y. Os
célculos foram realizados considerando quatro tipos distintos de condigoes iniciais: (a) pen-
tagono estendido, (b) dois pentagonos opostos, (c¢) hexdgono estendido e (d) dois hexagonos
opostos. E importante notar que as re-entrancias estio ausentes quando a condicio inicial
do pacote de onda esta distribuido em um conjunto de sitios opostos.
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de construir um diagrama de fase que fornega os regimes localizado (regido em preto com
pequenos P(t)) e delocalizado (regiao em branco com P(t) ~ N). Observamos novamente

que o diagrama de fases exibe uma forma nao usual e um conjunto de protuberancias e re-
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entrancias. A linha que separa os modos estendidos dos estados armadilhados exibem uma
aparéncia e torna-se mais dificil de estimar o limiar da transicao de auto-armadilhamento.
Para um grande intervalo de valores do tempo de resposta finito 7, notamos que o limiar da
transicao de auto-armadilhamento é menor que no caso do hexagono. As saliéncias e entran-
cias indicam, de novo, a possibilidade de a transicao de auto-armadilhamento ser induzida
por um tempo de resposta finito 7. Por exemplo, para um valor fixo x = 6.5 podemos obter
ambos os regimes: armadilhado para 7 = 0.4 e delocalizado para 7 &~ 0.5. Este interessante

fenomeno esta fortemente relacionado com o tipo de condigao inicial considerada.

Antes de finalizar, consideramos outros tipos de condigoes iniciais (veja a figura 4.21): a)
pentagono estendido b) dois pentéagonos opostos ¢) hexagono estendido e d) dois hexagonos
opostos. A condic¢ao inicial com o pentagono estendido consiste do pacote de onda distri-
buido uniformemente sobre 10 sitios: desses, um pentiagono e seus primeiros vizinhos, como
ilustrado na figura 4.20-a. A condigao inicial de dois pentagonos opostos também consiste
do pacote de onda inicial uniformemente distribuido sobre 10 sitios, porém distribuidos de
maneira oposta (veja figura 4.20-b). Na condi¢ao inicial com o hexégono estendido, o pacote
de onda esta distribuido sobre 12 sitios ocupando um hexagono e seus primeiros vizinhos,
como mostrado na figura 4.20-c, enquanto que na condic¢ao inicial de dois hexagonos opostos,

eles ocupam dois hexagonos diametralmente opostos (figura 4.20-d).

Na figura 4.22, reportamos o diagrama de fase resultante para cada uma das condicgoes
anteriormente mencionadas. Para as condigoes iniciais de pentagono estendido (figura 4.22-
a) e hexagono estendido (figura 4.22-c), os diagramas de fase sdo bastante similares aqueles
obtidos para os pacotes de onda inicialmente distribuidos sobre os casos de apenas um
pentagono e um hexigono, respectivamente. A principal diferenca é que as pontas reentrantes
sao ligeiramente menos pronunciadas. Por outro lado, os diagramas de fase relacionados
com as condicoes iniciais com o pacote de onda inicial distribuido em estruturas opostas sao
bastante distintas, ainda que elas possuam o mesmo nimero de de sitios para a participacao
inicial para o caso de sitios estendidos. Nesses casos (veja figura 4.22-b e 4.22-d) as pontas
reentrantes estao ausentes. O limiar do acoplamento nao linear separando o regime de pacotes
de onda delocalizados e o auto-armadilhados sao praticamente independentes do tempo de

relaxacao, exceto no regime de tempos de resposta muitos rapidos nos quais eles apresentam
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um pequeno decréscimo (visivel na figura 4.22-b). Essa caracteristica é devido ao fato que,
para essas condicoes iniciais o pacote de onde espalha-se sobre toda a estrutura do Cgy em
um intervalo de tempo menor do que no caso de um tinico cluster. Nesse caso, a transicao do
regime delocalizado para o auto-armadilhado é desencadeado pela instabilidade modulacional
da solucao uniforme. O limiar assintotico é também maior nos casos de apenas um cluster

conectado, corroborando sua expectativa de dependéncia do ntimero de participacao inicial

(34).
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Conclusao

Em resumo, estudamos, tanto analiticamente quanto numericamente, a evolucao tempo-
ral de uma funcao de onda inicialmente uniforme em redes nao lineares discretas de baixa
dimensionalidade governada pela equacao nao linear discreta de Schrodinger. A anélise da
instabilidade modulacional foi aplicada para mostrar que a intensidade nao linear y,,, acima
do qual as pequenas perturbagoes superpostas ao estado uniforme crescem exponencialmente
é finita na rede quadrada enquanto ela é inversamente proporcional ao comprimento L em
cadeias unidimensionais. Em ambos os casos, demonstramos que o tempo caracteristico de
crescimento da instabilidade 7 oc L2ZAx ™2, com Ay = x — X,,,- A IM é considerada como
uma etapa inicial para a emergéncia de solucoes localizadas tais como solitons e batimentos
(discrete breathers). Na rede quadrada, o valor de y,,, ¢ maior que o acoplamento nao linear
necessario para a ocorréncia de solucoes auto-armadilhadas x,,. Como consequéncia, para
valores acima de ,,,, a instabilidade da solu¢ao uniforme guia o sistema para o estado loca-
lizado com uma distribui¢ao de probabilidades estacionaria. Em contraste, x,,, << x,, em
cadeias lineares. Essa caracteristica é responséavel pela existéncia de um regime no qual nem
o estado uniforme nem o estado auto-armadilhado sao estaveis. Em tal regime, a dinamica
do pacote de onda exibe uma série de comportamentos nao convencionais partindo de bati-
mentos periddicos para oscilagoes do tipo caoticas entre estados localizados distintos. Nos
caracterizamos a mudanca dos estados uniformes para os estados localizados pela apresen-
tacao de algumas orbitas tipicas no espago de fase do niimero de participacao, assim como o

diagrama de bifurcacao do niimero de participacao minimo.
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E importante acrescentar que, recentemente, foi demonstrado que a dimensao da rede
influencia fortemente a dinamica dos condensados de Bose-Einstein em redes opticas (76).
Portanto, os resultados apresentados nesta tese avancam na compreensao das dinamicas de
funcoes de ondas quanticas em redes discretas revelando um papel importante desempenhado
pela relacao entre a instabilidade modulacional e o auto-armadilhamento. Ainda nesse sen-
tido, existem varios aspectos que merecem investigacoes adicionais. Por exemplo, a resposta
nao linear usualmente apresenta certa saturacao a possui um tempo de resposta finito. Como
esse fenomeno influencia a relativa intensidade de IM e a de auto-armadilhamento? Além do
mais, a IM a o auto-armadilhamento sao menores em redes de bidimensionais com um menor
nimero de coordenacgao, o qual pode impactar na dinamica das fun¢oes de onda no grafeno.
Futuros trabalhos focando nesses pontos podem contribuir ainda mais para a construcao de

um panorama da dinamica de pacotes de onda em meios nao lineares.

Também estudamos a dinamica do pacote de onda de um elétron no fulereno Cgy com
uma uma relaxacao na intensidade da nao linearidade. A dinamica eletronica é considerada
como sendo governada pela equacao nao linear discreta de Schrodinger, na qual a contribui-
¢ao nao linear obedece um processo de relaxacao do tipo Debye. Acompanhamos a evolugao
temporal do pacote de onda e usamos o ntiimero de participacao para explorar sua extensao
espacial. Considerando situacoes iniciais distintas, caracterizamos a transicao delocaliza-
¢ao auto-armadilhamento como fun¢ao da intensidade nao linear e do tempo de relaxacao.
Mostramos que o diagrama de fase exibe um padrao complexo de saliéncias indicando um
comportamento de re-entrancias da transicao. As re-entrancias tornam-se menos proemi-
nentes para condigoes iniciais nas quais os pacotes de onda estao espacialmente distribuidas

sobre sitios opostos.

Em resumo, investigamos a evolucao temporal de pacotes de onda eletronicos restri-
tos & evolucao nos sitios de um fulereno Cyy sob a influéncia de uma nao linearidade de
terceira ordem considerando um tempo de relaxacao finito 7. Utilizando a aproximacao
tight-biding e incluindo um processo de relaxacao do tipo Debey na contribuicao nao linear,
fornecemos um estudo detalhado da transicao dos estados delocalizados para os estados
auto-armadilhados assintoticamente localizados. No regime de fracos acoplamentos nao li-

neares, o estado assintotico torna-se delocalizado com relacao ao tempo de relaxacao da nao
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linearidade e condicao inicial. Por outro lado, o pacote de onda evolui para um estado esta-
cionario auto-armadilhado para fortes nao linearidades. Revelamos que a localizagao atual
da transicao é fortemente dependente da condicao inicial assim como o tempo de relaxacao
da nao linearidade. Fornecemos o diagrama de fase completo para as seis condicoes iniciais,
e em quatro delas, consideramos que o pacote de onda foi inicialmente distribuido sobre os
sitios de um cluster conectado (pentagono, hexagono, pentagonos estendidos, e hexagonos
estendidos). Em todos esses casos, os diagramas de fase apresentam pontas reentrantes que
refletem a presenca de uma sequéncia de transicoes quando a intensidade nao linear é au-
mentada, antes do auto-armadilhamento final. Essas reentrancias sao mais proeminentes
em regimes em curtos tempos de relaxagao, assim como nas condic¢oes iniciais com cluster
menores. Adicionalmente, no intervalo de intensidades nao lineares correspondentes a esse
comportamento reentrante, a sequéncia de transicoes de auto-armadilhamento para delocali-
zado também pode surgir com o aumento do tempo de relaxagao. Para a condic¢ao inicial nas
quais o pacote de onda é distribuido em clusteres opostos desconectados (pentagono oposto
e hexdgono oposto) o comportamento reentrante da transi¢do é suprimido e o limiar nao
linear sinalizando a transicao de auto-armadilhamento torna-se praticamente independente
do tempo de relaxacao nao linear. Nesse caso, a transicao de auto-armadilhamento ocorre

apos o espalhamento inicial do pacote de onda sobre todo o fulereno e é desencadeado pela

instabilidade modulacional da solucao uniforme.

Finalmente, comparamos a instabilidade modulacional de um pacote de onda eletronico
evoluindo em uma cadeia linear discreta e na famila de fulerenos. No caso da cadeia linear,
o valor de x. que separa a fase estavel da fase instavel dos pacotes de onda decai proporcio-
nalmente a 1/N, com o pacote de onda desenvolvendo um padrao de batimento logo acima
do limiar de instabilidade. Em fulerenos, também existe um y. abaixo do qual o pacote
de onda eletrénico permanece uniformemente distribuido. Para valores da nao linearidade
acima de Y., o pacote de onda eletronico focaliza em torno de uma pequena fracao dos
sitios do fulereno. Enquanto na cadeia linear esse acoplamento nao linear critico decresce
monotonicamente com o tamanho da cadeia, em fulerenos y. apresenta uma dependéncia
muito fraca com o tamanho. Foi demonstrado que a dinamica distinta do pacote de onda em

cadeias lineares e em fulerenos pode ser compreendida no contexto do fenémeno de instabi-
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lidade modulacional. O presente estudo pode ser estendido para as andlises da estabilidade
dos pacotes de onda uniformes em outras estruturas nanoscopicas (nanotubos, nanofitas,
etc) de atual interesse cientifico e tecnoldgico, assim como a estabilidade de solugbes do tipo
solitons. Nesse contexto, o tempo de relaxacao da nao linearidade poderia ser um ingrediente

relevante para ser incluido na anélise da instabilidade modulacional (40).

Como perspectivas futuras, esses tOpicos merecem ser investigamos no intuito de forne-
cer uma visao mais ampla da compreensao da dinamica eletronica do pacote de onda em
nanoestruturas, tais como grafeno e nanotubos de carbono, devido seu potencial tecnolégico.
Ainda podemos avancar no sentido de compreender o papel da desordem na dinamica desses
pacotes de onda nessas estruturas levando em conta ou nao a aproximacao adiabatica para

o tempo de relacao da interacao elétron-fonon.
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Apéndice A

Deducao da equacao nao linear de
Schrodinger com a aproximacao
adiabatica

Neste apéndice detalharemos o procedimento analitico utilizado para obter a ENLS na

aproximacao adiabatica. Partiremos da equacao 2.1:

leZ{M“’Q

:1:? +V [a; (@41 + aj,l)] + E:Uja;aj} (A.0)
J

Iremos diferenciar a equacao A com relacao a uma variavel x,,:

oH 0 Mw? . *
8%1 = 8—:1:1, ; { 5 x? +V [aj (@js1 + aj_1)} + Exjaja’j} (A.0)

Como a derivada da soma é a soma da derivada, iremos desenvolver cada termo separa-

damente;

75



76

0 0
oz, {Z V[a} (a0 + ajl)}} = or,

J

Z % (CL;CL]’+1 + ajajl)]
J

da* oa. . .

- zj: {8—3; [V (aj—1+a;—1)] + 8—33; [V (a_, + aj_l)}} (A.0)

% <EZx]a]a]> ZE O o ]+ZE:c]a a]+ZE:cja

Oa.
— E\ap|2+2( — Ex;a; + a—ij:L’jaj) (A.0)
p

Juntando os resultados obtidos A.0, A.0 e A.0 na equagao A:

aHl B 9 Oaj aCL]’ % %
o, = Mw?x, + ; {6:5,, V(aj_1+aj_1)] + oz, v (a]‘—l + a’j—l)] +

da; da;
+ Ela,|* + Z (ﬁExjaj + 873Exja;)

0H,
Oz,

_ Mw%+Emf+§:{ E%%+vmﬁwmjm}+
p
Ja

o {6 ) a2

Incluindo a conservacao da norma através de um multiplicador de Langrange, temos:

0H, da;
oz, = Mw xp+E|ap|2+Z{

[Brjay +V (agss-+ay-0) — dajl b+

Tp

- Z{gx [Ezja; +V (aj_y +aj, )\CL;)]} (A.-2)

Utilizando a equagao de Schrédinger f]@/} = E'i e a equagao 2.1:

Mw?
E'a; = > ial+V (ai, +ai_,) + Exja)
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Substituindo a equacao A.-2 na equagao A.-2:

0H, 5 5 oa* Mw?
= M +E +§ —L |F'a; — ——a2%a; — \a;| { +
; W Ty |a,| j 5 a; 5 Tt a;

80" * MWQ 2k *
+ Z{a—xi{E'aj— 5 xjj—)\a]}}

J

0H,
oz, = Mw’z, + Ela,|* +
Mw? oa’ oa
/ 2 J * J
+ E] [E — 5 .’L'] — )\:| |:aja—{L‘p + CLj 8—%:| (A —4)

O termo (I) na equagao A.-4 é nulo, devido a conservagao da norma, portanto, a equagao

A.-4 pode ser escrita da seguinte maneira:

0H,
oz,

= Mw?z, + Ela,|? (A.-4)

A partir deste ponto, utilizamos uma abordagem variacional. Os valores de x,, devem ser
tais que a derivada de H; em relacao a z, seja nula, para que o hamiltoniano seja minimo.

Partindo desta observagao, reescrevemos a equacao A:

Tp = _iyﬁf (A.-4)
Utilizando o resultado da equacao A na equacao A, temos:
H, = Z {M;ﬂ <—€\Xi‘;)2 +Vaj(aj1+aj1) + E (_%\aﬁ) }
J
- S {va (o - Z (A-5)

J
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Agora, temos que encontrar as equagoes de movimento através das relacoes canonicas:

N 8
iy = n?Y (A1)
W = Y @@, NP (A-3)
J
WA = < m—'w>
- mwa&tw
/ V*Hydr = ih / w*awdr
. . 0
= m/¢ azpdr

- m/za;;qs;;%zamdr
- mz U / Ppudr (A7)

Logo,

0 ~ 0
i (J o) = o (e )

0
Oa

H, = iha; (A.-T)

*
J

Recorrendo ao teorema de Ehrenfest

Derivando parcialmente a equagao A.-5 com relagao a aj:

) ) . E?|a;[* (a;a;)
aa; H1 = aa; ; V(l] (aj+1 + a,j_l) — M—uﬂ (A-5)
. E?|a;|%a;
zhaj =V (aj-f—l + aj—l) - % (A—4)

Fazendo h=1e y = finalmente encontramos:

M27
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id; =V (aj41 + aj—1) — X\aj\Qaj

(A-d)
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Apéndice B

Deducao da equacao nao linear de

Schrodinger sem aproximacao adiabatica

Neste apéndice, a relaxacao da nao-linearidade associada ao acoplamento elétron-fonos
serd mantida explicitamente nas equacoes que governam a evolucao temporal do pacote de
onda. Para encontrarmos as equacoes de movimento, utilizaremos a equacao 2.2 que é dada

da seguinte forma:

H, =

R* 0aj da;  Muw?
Z [ —— 22+ Vai (a1 + aj1) + Exjala;| . (B.0)

2M8xj &rj 2

J

Também recorreremos as relagoes canonicas:
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- 8
iy = n?Y

W = > aj(z,- an)d
J
i) = (o m—)w>
- el
/ VHydr = ik / w*awdr

= Zh/zak(bkazal(bldr
k 1
. *aCLl «
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Substituindo a equagao B.4 na equacao B.2, temos:

2 *
—Mw x; — Eajaj

—w?r; — —a;|?

M

Utilizando a equacao B.-1 e B, obtemos:

. 0 h2 aa; 8(1]'
ih = 5 [Z{ma—a7+

J

Fazendo h = 1:

Mw?

2

i =V (aj1+ aj1) + Exja

Ficando assim, demonstrada as equacoes 2.4 e 2.5.

x? +Va; (aj1 +aj1) + Exja;aj}]

(B.7)
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In this paper, we investigate the influence of electron-lattice interaction on the stability of
uniform electronic wavepackets on chains as well as on several types of fullerenes. We will use
an effective nonlinear Schrédinger equation to mimic the electron—phonon coupling in these
topologies. By numerically solving the nonlinear dynamic equation for an initially uniform
electronic wavepacket, we show that the critical nonlinear coupling above which it becomes
unstable continuously decreases with the chain size. On the other hand, the critical nonlinear
strength saturates on a finite value in large fullerene buckyballs. We also provide analytical
arguments to support these findings based on a modulational instability analysis.

Keywords: Nonlinearity; localization; self-focusing; self-trapped.

PACS Nos.: 62.30.+d; 62.20.dq; 72.15.Rn.

1. Introduction

The direct connection between the time-dependent behavior of electronic wave-
packets and the electrical properties of materials has impelled the development of
new studies devoted to the one-electron dynamics within the context of condensed
matter physics.'™ Since the works by Anderson and co-workers, it is known that the
presence of disorder is a key factor governing the extension of the wave function.” It
was demonstrated that all states in a disordered system with dimension below two
are localized in a small fraction of the lattice, even for a small disorder degree. We
emphasize that, although the Anderson localization has been developed in the
electronic context, such prediction is still valid for every field described by a wave
equation. For instance, Anderson localization of electromagnetic fields,” water
waves’ and Bose-Einstein Condensates (BEC)® has been reported in the literature.
One interesting issue concerning the BEC issue is that its dynamic is well described
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by the Gross-Pitaevskii equation” and the nonlinearity present in this equation
reveals exciting new physical properties.” '’ In general, even within the electronic
context, nonlinearity also can be present. It was shown that the interaction between
electrons and optical phonons is well described by a nonlinear Schrodinger equa-
tion.'®!* One of the most interesting phenomenon promoted by the nonlinearity is
the self-trapping (ST) which occurs when the nonlinearity strength exceeds a critical
value of order of the band width.''"'" In this regime, an initially localized wavepacket
does not spread over the system, remaining localized around its initial position.
Usually, the electron—phonon interaction included in the nonlinear Schrédinger
equation commonly found in the literature describes the coupling between the lattice
vibration and the diagonal electronic matrix elements of the electron Hamiltonian,
namely, diagonal linearity. In fact, it was shown that the lattice vibration also can
couple with the off-diagonal electronic matrix elements.'® In Ref. 19 the effect of off-
diagonal nonlinearity on the electronic time-evolution was investigated. The authors
analyzed the second momentum of the electronic probability and the participation
number for different nonlinearity strengths. In general, it was demonstrated that the
off-diagonal nonlinearity also provides the trapping of the wavepacket in a finite
fraction of the system.

The competition between topology and non-linearity has attracted a great in-
terest in the last years. In Ref. 20, a detailed study of the ST transition in square and
honeycomb lattices were reported showing that the ST threshold continuously grow
as a function of the initial wavepacket width. By using a tight-binding Hamiltonian
approach, the dynamics of one-electron wavepackets in a twisted ladder geometry
with adiabatic electron-phonon interaction was investigated.”’ The considered
model mimics the electronic wavepacket dynamics in DNA-like segments. In the
presence of electron—phonon interaction, the Anderson localization existent in DNA
segments is suppressed and a delocalized sub-diffusive regime takes place. A partially
self-trapped behavior develops at strong nonlinearities.”! Self-trapping at large
nonlinearities was also reported to take place in carbon nanotubes with strong
electron—phonon coupling.”? More recently, it has been evidenced that the relaxation
process of the nonlinearity has a profound impact in the wavepacket dynamics and in
the formation of self-trapped stationary states in Cy, buckyballs.*

In this paper, we advance in the study of the wavepacket electron dynamics in the
presence of an effective nonlinearity by numerically investigating the time-evolution
of an initially uniform electronic wavepacket on chains as well as on several fullerene
topologies. In our model, we include the effect of electron-lattice interaction through
an effective nonlinear Schrodinger equation. We will solve numerically the dynamic
nonlinear equation for an uniform wavepacket and investigate its stability. Our
numerical calculations reveal the existence of a strong dependence of the critical
nonlinear coupling above which the uniform state is unstable in linear chain, con-
trasting with its weak size dependence on fullerene buckyballs. We will also provide
some analytical arguments supporting these findings based on the modulational
instability analysis of the uniform state.

1550133-2
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2. Model and Numerical Calculation

Within the context of electronic dynamics under the influence of lattice vibrations,
the effective nonlinear Schrodinger equation appears as an interesting tool that
allows a close investigation of the nonlinear electron wavepacket dynamics on dis-
tinct topologies. By considering an adiabatic approximation, the nonlinear term can
be considered as the on-site potential depending on the local electron density. Using a
tight-binding approach and considering localized orbital basis, the dynamics of the
electronic wavepacket can be described following the discrete nonlinear Schrodinger
equation written as

where we used h = 1. ¢,,(t) is the wavevector coefficient at the local orbital at site
n: [U(t)) =D ,0,(t)|n). The sum is taken over the first nearest neighbors. V,,,,
represents the energy hopping and ¢, is the on-site energy at site n. The dynamic
equations will be solved by using an eighth-order Runge-Kutta algorithm and
the wave function norm (N(t) = Y_,|1,|?) is accompanied with an accuracy of
|1 — N(t)] <1078 to ensure the numerical accuracy.

To describe the spatial extent of the electron wavepacket, we calculate its par-
ticipation function defined as

P(t) = {‘Z wn(tﬂ 7 2)

P(t) provides a measure of the fraction of sites over which the wavepacket is spread
at time ¢. P(t) becomes equal to N for a wavepacket evenly distributed over the
entire system, while P = 1 for a state located in a single site.

3. Results

In this paper, we consider the wavepacket initially uniformly distributed over the
entire lattice. Therefore, the initial wavepacket coefficients are ¢,, = 1/N where N is
the number of sites. Our focus consists in investigating the stability of the uniform
wavepacket profile and its relation with the degree of nonlinearity. We initially study
the wavepacket dynamics in a discrete chain with periodic boundary conditions. In
Fig. 1(a), we plot the normalized participation number P(t)/N versus time ¢ for
N =50and x = 0.3 and 0.6. We observe that, for y = 0.3, the participation number
is constant for all times considered, thus indicating that the uniform wavepacket
remains stable. For y = 0.6 the participation number exhibits an oscillating profile,
which signals the instability of the wavepacket width. Such instability is related to
the mechanism of polaron formation in the underlying electron—phonon system.
Therefore, our calculations indicate that there is a critical value of the nonlinearity
(x.) below which the uniform wavepacket remains stable and spread over the entire
chain. For y > x,, a dynamic instability leads to an oscillating behavior of the
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Fig. 1. The normalized participation number P(t)/N versus time ¢ for linear chains with N = 50 and
x = 0.3 and 0.6. In our calculations, we considered the wavepacket initially distributed over the entire
chain. Therefore, the initial wavepacket has ¢, = 1/N where N is the number of sites. We observe that for
X = 0.3 the participation number is constant for all times considered, thus indicating that the wavepacket
is stable. For y = 0.6 the participation number exhibits an oscillating profile, signaling the instability of
the uniform wavepacket.

participation function of the electronic wavepacket, which is associated with periodic
breathings. However, the participation function oscillates around a relatively large
value, indicating that the wavepacket remains extended, at least slightly above the
transition. We consider also two chains with distinct sizes and exactly the same value
of the nonlinear coupling (see Fig. 2(a)). For N = 40, x = 0.45 is weak enough to
keep the wavepacket stability and the participation number remains constant.
However, for N = 50, the same nonlinear strength xy = 0.45 in strong enough to
trigger the wavepacket instability and periodic breathings emerge. As a result, the
critical nonlinearity y, decreases as the chain size increases. The size dependence of
the critical nonlinear strength was numerically determined, with the resulting curve
reported in Fig. 2(b). We found numerically that the critical nonlinearity decreases
proportional to 1/N. In Fig. 2(b), the circles represent the values of x, obtained
numerically for different sizes of linear chains. The dotted curve represents a best
fitting to a 1/N power-law.

We now extend our analysis of the wavepacket stability for the case of lattice
topologies on which the sites are distributed over a closed surface. In particular, we
consider the lattice topology of fullerene buckyballs. We initially consider the
wavepacket uniformly distributed over all fullerene sites and we follow numerically
its time-evolution. We pay particular attention to the characteristics of the transi-
tion from stable to unstable uniform wavepackets and its dependence on the
buckyball size. In Fig. 3, we show a schematic representation of two typical full-
erenes: namely C60 and C180. However, our study was extended to the whole
buckyball family ranging from N = 20 up to N = 720. The initial uniform wave-
packet still has coefficients ¢, = 1/N where N is the number of sites in a given
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Fig.2. (a) Normalized participation number P(t)/N versus time ¢ for linear chains with distinct sizes and
degree of nonlinearity (x = 0.45). We observe that for N = 40, such nonlinear coupling is sufficient to keep
the wavepacket stability. However, for N = 50, the uniform state becomes unstable and the participation
number develops oscillations, signaling the wavepacket breathing. (b) We numerically demonstrated that
the value x, that separates the stable phase from the unstable phase decreases as 1/N. Error bars are
smaller than the symbol sizes.

fullerene. In Fig. 4, we plot the scaled participation function P(t)/N versus time ¢ for
x = 7 and 7.5. We have used the C'60 topology for these calculations. We can observe
that there are two distinct regimes depending on the degree of nonlinearity. One of
these regimes is characterized by the stability of the wavepacket occupying the entire
buckyball. Consequently, the scaled participation function remains constant for all
times. In the other regime, the wavepacket focuses around a small fraction of the
buckyball sites, a phenomenon similar to the well-known wavepacket self-focusing.
For the case of C60, we can see through the evolution of the normalized participation
function P/N that the transition occurs for a typical value of the nonlinearity

Fig. 3. Schematic representation of two fullerene buckyballs, namely C'60 and C'180.
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Fig.4. Scaled participation function P(t)/N versus time ¢ for Y = 7 and 7.5. We have considered here the
wavepacket uniformly distributed over a C60 geometry. We can observe that for y = 7 the wavepacket
remains stable occupying the entire buckyball. For x = 7.5, we observe that the wavepacket localizes over
a small fraction of sites, signaling a self-focusing phenomena.

around x, = 7.32. Further, no oscillations are observed above the transition. Instead
of developing breathings, as it occurs in a linear chain, there is a direct transition
from a stable uniform extend state to a strongly localized state. We numerically
determined the critical nonlinear strength governing this transition for the entire
buckyball family. We found that the critical value y, necessary to promote the
transition slightly decreases as the number of sites of the fullerene is increased, as
reported in Fig. 5. However, it saturates at a finite value for very large buckyballs, in
contrast with the reported continuous decrease of the critical nonlinearity with the
size of linear chains. It is important to stress that the above features characterizes
the transition from stable to unstable initially uniform wavepackets. The influence
of the nonlinearity on the stability of initially localized or extended nonuniform
states is strongly dependent on the specific initial wavepacket distribution.”’

76H .
75H :

741 -

73 j .

72 | | | |

Fig. 5. The critical nonlinear strength separating the stable uniform state phase and the self-focusing
phase as a function of the number of sites in fullerene buckyballs. The critical value x, necessary to
promote the transition depicts a weak size dependence for fullerene buckyballs.
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The above trends associated with the distinct size dependence in linear chains and
buckyballs of the nonlinear coupling above where a uniform wavepacket becomes
unstable can be understood under the light of a modulational instability analysis. As
the initial state is uniform, the discrete nature of the lattice is not relevant to describe
the general aspects related to its stability. Within this context, one may perform the
modulational instability analysis in the continuous version of the nonlinear
Schrodinger equation, which may be put in the form

L 3)
from which a linear diagonal term was dropped as it does not influence the wave-
function dynamics. The above continuous nonlinear Schrodinger equation has as CW
solution 9(t) = thye X%, In order to investigate its stability, one adds a small
perturbation to its amplitude as

(e, t) = [y + e(r, )], (4)

The time evolution of the perturbation (r,t) obeys
 de 2 2 *
0 = Ve 4 2e +), )

where e* stands for the complex conjugate of ¢ and nonlinear terms are disregarded.
The above equation has harmonic solutions in the form

5(1.’ t) _ Aez‘(k~r+Qt) _|_Be—i(k~r+Qt)’ (6)

subjected to the dispersion relation

Q= /K2 (k? = 2x|00[)- (7)

According to the above dispersion relation, harmonic perturbations with large
wavevectors remain stable (real ), while those with k <k = v/2x[¢y|* grow ex-
ponentially (imaginary ). As a consequence, the CW solution will be unstable
whenever k= \/2x/N > 27/L, where L is the typical linear dimension of the
system and 27/ L is the minimum allowed wavevector for an harmonic perturbation.
This last expression ultimately determines a characteristic nonlinear strength x, =
212N/ L? above which the CW solution is unstable. In linear chains N o L, leading
to x,, o 1/N. In large chain sizes, the critical modulational instability threshold is
quite small. Although the uniform wavepacket becomes unstable above y,, the
nonlinear coupling is not strong enough to promote the wavepacket localization and
breathing pattern develops. According to the dispersion relation (Eq. 7) the period of
the breathing oscillations scales as 7 o (x — XM)’I/ 2 above the modulational in-
stability threshold. On the other hand, N o< L? in a buckyball geometry. In this case,
one results with a size-independent characteristic nonlinear strength for the mod-

ulational instability of the CW solution. This critical value is large enough to drive
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the wavepacket toward its strong localization. These analytical results are in full
agreement with the numerical data.

4. Summary and Conclusions

In summary, we study the instability of an electronic wavepacket evolving in discrete
chains and fullerene buckyballs. In the case of the discrete linear chain, we found that
the value of y, separating the phase of stable from unstable wavepackets profile
decays proportional to 1/ N, with the wavepacket developing breathings right above
the instability threshold. In fullerenes, there is also a x,. below which the electronic
wavepacket remains uniformly distributed. For values of nonlinearity above y,, the
electronic wavepacket focuses around a small fraction of the buckyball sites. While in
linear chains this critical nonlinear coupling decreases monotonically with the chain
size, in fullerenes x, displays a very weak size dependence. We demonstrated that the
distinct reported wavepacket dynamics in linear chains and buckyballs can be un-
derstood within the framework of the modulational instability phenomenon. The
present study can be extended to the analysis of the stability of uniform wavepackets
in other nanoscopic structures (nanotubes, nanostripes, etc) of current scientific and
technological interest, as well as to the stability of soliton-like solutions. Within this
context, the relaxation time of the nonlinearity shall be a relevant ingredient to be
included in the stability analysis.”* These are topics that deserve to be investigated in
the near future in order to provide a more complete scenario regarding the electronic
wavepacket dynamics in nanostructures.
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We investigate the modulational instability of uniform wavepackets governed by the discrete
nonlinear Schrodinger equation in finite linear chains and square lattices. We show that, while the
critical nonlinear coupling y,,; above which modulational instability occurs remains finite in square
lattices, it decays as 1/L in linear chains. In square lattices, there is a direct transition between the
regime of stable uniform wavefunctions and the regime of asymptotically localized solutions with
stationary probability distributions. On the other hand, there is an intermediate regime in linear
chains for which the wavefunction dynamics develops complex breathing patterns. We analytically
compute the critical nonlinear strengths for modulational instability in both lattices, as well as the
characteristic time 7 governing the exponential increase of perturbations in the vicinity of the
transition. We unveil that the interplay between modulational instability and self-trapping phenom-
ena is responsible for the distinct wavefunction dynamics in linear and square lattices. © 2015
AIP Publishing LLC. [http://dx.doi.org/10.1063/1.4921937]

Wave dynamics in nonlinear media is a subject directly
related to several phenomena in optics, Bose-Einstein
condensates, and condensed matter physics. The medium
nonlinear response usually acts together with dispersive
contributions to promote the formation of stable localized
waves. However, distinct physical mechanisms come into
play depending on the initial wave profile. Self-trapping
is the main mechanism acting on initially localized waves,
while modulational instability triggers the localization of
initially wide waves. In the present study, we show that
the interplay between these two physical mechanisms act-
ing on wavepackets leads to quite distinct wave dynamics
in one and two dimensional discrete lattices. We demon-
strate that, while a direct transition between extended
and localized waves takes place in two-dimensions, there
is an intermediate regime of chaotic-like dynamics in lin-
ear chains.

I. INTRODUCTION

The nonlinear Schrodinger equation is widely used in
the description of wave dynamics in several physical scenar-
ios. In the context of optical physics, it governs the propaga-
tion of optical pulses in matter in the slowly varying
envelope approximation, with the nonlinearity arising from
the change on the refractive index of the medium due to a
third order susceptibility. The interplay of dispersive and
nonlinear contributions in the wave equation is responsible
by many physical phenomena, such as soliton formation,
breather solution modes,** and modulational instability,>
that have been explored in the context of several devices of
technological interest.” In particular, modulational instability
(MI) refers to the stability of a continuous wave (CW) solu-
tion with respect to small perturbations. A CW solution is

1054-1500/2015/25(6)/063101/9/$30.00

25,063101-1

fully stable in media with normal dispersion. On the other
hand, it develops an instability in anomalous dispersive
media, with harmonic perturbations having wavevector
smaller than a characteristic value growing exponentially.
Modulational instability is usually seen as the primary step
towards soliton formation. A nonlinear Schrodinger equation
also describes the dynamics of Bose-Einstein condensates
(BEC) with the nonlinearity being originated from inter-
particle interactions.** MI in BEC has been shown to be re-
sponsible for the dephasing and localization of the
condensate.'*"”

Usually, the appropriate wave equation in nonlinear lat-
tices is written as a discrete version of the nonlinear
Schrodinger equation consisting of a set of coupled nonlinear
ordinary differential equations.'® " It has been shown that
the discrete nonlinear Schrodinger equation (DNLSE) cap-
tures the mechanism of charge transport and local denatura-
tion of DNA molecules®™ ™ and properly describes the
propagation of optical pulses in a coupled waveguides
elrra)/36’37 as well as vibrations in unharmonic lattices."®!” It
has also been used to describe the dynamics of matter waves
of BEC in deep optical lattices produced by counter-
propagating laser beams forming a periodic interference
pattern.**** In solid state physics, a strong coupling of elec-
trons with optical phonons leads to an effective DNLSE
governing the electronic wavepacket in the adiabatic approx-
imation, which assumes that the local site polarization is
much faster than the electron transfer between sites.*' >
Denoting by ,(f) the electronic wave amplitude at the local-
ized Wannier orbital |n) (|'P)(r) =), ¥,(1)|n)), the effec-
tive electronic DNLSE can be put in the form

Y i+

U (00, (1), (1
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where the sum extends over the sites that are first neighbors
of site n in the simplest case of very short range hoppings.
Here, we are assuming units of 7 = 1 and a unitary hopping
amplitude. The parameter y represents the nonlinearity
strength, which increases with increasing electron-phonon
coupling. The effective nonlinear contribution to the elec-
tronic wave equation favors the wavepacket localization, a
phenomenon usually termed as self-trapping. A wavepacket
initially localized in a single site remains trapped around its
initial position, whenever the nonlinear strength is above a
characteristic value ygr, which is of the order of the band-
width of the corresponding linear system (g ~ 2z, with z
being the lattice coordination number).*"*%° An initially
uniform wave also suffers from modulational instability in
nonlinear discrete lattices, which may lead to the formation
of discrete breathers, 22242631 Although the emergence of
discrete breathers triggered by modulational instability has
been predicted to occur in several physical scenarios such as
BEC, vibrational excitations, and optical pulses, the question
regarding the corresponding phenomenology associated with
the dynamics of single electron wavepackets under the influ-
ence of an effective nonlinearity due to a strong underlying
coupling with optical phonons is still open.

In the present work, we will provide a detailed analysis of
the dynamics of initially uniform one-electron wavepackets
evolving on nonlinear finite chains and square lattices. We will
analytically determine the critical value of the nonlinear
strength y,,; above which the uniform wave is modulationally
unstable. We will show that, while this critical value is finite in
square lattices, it decreases as 1/L in linear chains. We will
unveil that the interplay between modulational instability and
self-trapping leads to quite distinct wavepacket dynamics on
linear and square lattices. While a direct transition between sta-
ble uniform and self-trapped wavepackets takes place in square
lattices, there is an intermediate regime in linear chains on
which the wavepacket develops a complex sequence of breath-
ing patterns. By computing the participation number to quan-
tify the spacial extension of the wavepacket, we will
characterize the sequence of transitions using standard techni-
ques developed to the analysis of nonlinear dynamical systems.

II. ADIABATIC APPROXIMATION FOR THE
ELECTRON-LATTICE INTERACTION: THE EFFECTIVE
ELECTRONIC NONLINEAR SCHRODINGER EQUATION

The discrete nonlinear Schrodinger equation appears in
the description of several physical scenarios. In this section,
we draw the main lines of its use to effectively describe the
influence of lattice vibrations on the nature of one-electron
states, as first discussed in Ref. 52. The Hamiltonian associ-
ated with the electron-lattice interaction in the Holstein
molecular-crystal model can be written as™

2 2,2
Pa Mw Uy +
HZZ{M* 20 }+V2a2am+U2unanan, 2

(n,m) n

where the first term is associated with the harmonic vibra-
tions of isolated molecules with mass M and Einstein fre-
quency o, (u, and p, stand for the vibrational displacement
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and its conjugated momentum, respectively). The second
sum corresponds to the electron hopping integral V between
first neighbor sites (i, m), while the third one accounts for
the electron-lattice coupling of strength U. aZ and a, are the
standard creation and annihilation fermion operators. In the
adiabatic approximation, the kinetic energy of lattice vibra-
tions is disregarded. The eigen-energies and eigenstates of a
single electron can then be considered as parametric func-
tions of the lattice displacements. By decomposing the elec-
tronic quantum state in the local Wannier basis set
(|¥) =), au|n)), the time-evolution of the electronic wave-
function amplitudes is given by

d

day
ZE =V ;am + Uunans (3)

in units of i = 1. A variational treatment provides that the

. . . . 2
minimal eigen-energies are achieved for , = 7La,| 33
%

thus resulting in an effective discrete nonlinear Schrodinger

equation (see Eq. (1)) with the nonlinear parameter y = /v%;’
0

accounting for the underlying electron-lattice coupling.

lIl. MODULATIONAL INSTABILITY ANALYSIS

The discrete nonlinear Schrodinger equation (Eq. (1))
under periodic boundary conditions in a regular lattice with
N sites and coordination number z (number of first neigh-
bors) has a CW solution yyy (f) = Ype ™™, with o=z + y/N
and , = 1//N. The CW amplitude accounts for the wave-
function normalization over the lattice. However, such CW
solution may be unstable against small perturbations. A
standard procedure to investigate analytically the stability of
the CW solution is the MI analysis.>® Here, we just sketch
the main lines of the MI procedure with emphasis on the
main aspects that will be used to analyze our results concern-
ing the instability of discrete wavepackets.

According to the MI analysis,™ harmonic perturbations
with wavevector k grow exponentially in time if k <k,
where ky; is a characteristic wavevector that depends on the
nonlinearity strength and the CW amplitude. In discrete latti-
ces with periodic boundary conditions, the allowed harmonic
waves have wavenumbers in the interval 2n/L < k < 2n/a,
where g is the lattice spacing (taken as unitary in Eq. (1))
and L is the lateral dimension (L=N in a linear chain and
L = /N in a square lattice). As a white noise random pertur-
bation has a wide spectral range including all harmonic con-
tributions, it will lead to the instability of the CW solution
whenever ky;; > 2n/L. Therefore, the long wavelength regime
of the harmonic perturbation ultimately determines the sta-
bility of the CW solution. Within this context, one may per-
form the modulational instability analysis in the continuous
version of Eq. (1), which may be put in the form

A

_ 12 12
o= VR, @

from which a linear diagonal term was dropped as it does not
have any influence on the wavefunction dynamics. The
above continuous nonlinear Schrodinger equation has as CW
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. 2
solution 1 (£) = Yoe Mol with , € R without loss of gen-
erality. In order to investigate its stability, one adds a small
perturbation to its amplitude as

V(e 1) = o + e, e M, )

and follows the time evolution of the perturbation &(r, f)
which, in the linear regime of [¢(r, 7)| < Yy, obeys

d
i = Vet o+, ©)

where ¢" stands for the complex conjugate of ¢. The above
equation has harmonic solutions in the form

8(1'7 [) :Aei(k-HQt) _I_Be—i(k-rJer)7 M

subjected to the dispersion relation

Q= /(K = 2y ). ®)

According to the above dispersion relation, harmonic pertur-
bations with large wavevectors remain stable (real Q), while

those with k < kyy = 4/2y l//0|2 grow exponentially (imagi-

nary Q). As a consequence, the CW solution will be unstable

whenever ky; = 1/2y/N > 2r/L, which ultimately deter-
mines a characteristic nonlinear strength 7y, = 21°NJL? above
which a CW is unstable. The generality of scaling arguments
for the setup of instabilities in nonlinear dynamical systems
has been pointed out in Ref. 54. Finite-size scaling relation
for the modulational instability threshold has also been
reported in the context of the Fermi-Pasta-Ulam model.*>

At this point, we shall discuss separately the stability of
the CW solution in the linear and square lattices. In linear
chains N=L, leading to XM1=2712/L. Therefore, the CW
solution is stable in finite chains only in the regime of
very weak nonlinearities. Above y), small perturbations
grow exponentially with a characteristic time 7= 1/R[Q)]
= (L2/47)[(7 = 7301) /7o)~ In the thermodynamic limit
of N — oo, a CW solution is always unstable for any finite
nonlinearity. It is important to stress that a wavepacket ini-
tially localized in a single site only evolves towards a stable
self-trapped solution for nonlinear strengths above a charac-
teristic value,*"™ which is of the order of the bandwidth of
the corresponding linear problem (ygr ~ 4 in a linear chain).
As such, a regime with a complex nontrivial wavepacket dy-
namics is anticipated in the regime of y,; <y < ys, Which
will be explored numerically in Sec. IV.

On the other hand, N=L*in a square lattice. In this case,
one results with a size-independent characteristic nonlinear
strength for the modulational instability of the CW solution
yar=21"=19.739.... This value is substantially larger than
st~ 8, contrasting with the opposite relation in a linear chain.
Therefore, when the nonlinear strength becomes large enough
to promote the instability of the CW solution, a stable self-
trapped solution exists in the square lattice, and a direct transi-
tion between these two regimes shall occur. The characteristic
time governing the exponential growth of the perturbation
obeys the same scaling form found in the case of a linear chain.
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IV. NUMERICAL RESULTS

In this section, we will provide numerical results for the
time evolution of an initially uniform wavefunction in linear
and square lattices aiming to evaluate the accuracy of the lin-
ear modulational instability analysis based on the continuous
nonlinear Schrodinger equation, as well as to unveil the non-
trivial dynamic behavior predicted to take place in linear
chains between the modulational instability and self-trapping
transitions. The initial wavefunction will be considered to be
a superposition of a uniform wave of amplitude i, = 1/v/N
and a small perturbation with the amplitudes at each site
being randomly distributed in the interval [0, 10’3%],
with the unitary norm of the resulting wavefunction being
restored after a proper normalization. The set of discrete
nonlinear Schrodinger equations (Eq. (1)) were solved
numerically by employing the eighth order Runge-Kutta
method with a discretization time Ar=10"2 which was
short enough to keep the wavefunction normalization unitary
within a precision of 107° during the entire integration time.

To probe the time evolution of the wavefunction spacial
extension, we will compute its time-dependent participation
number defined as

Pl) = [Z w‘(ﬂ o)

where the sum runs over all lattice sites. For a uniform wave-
function, the participation number equals the number of lat-
tice sites, while P(f) becomes unitary when the wavefunction
is fully localized in a single site. Therefore, this quantity
works as a measure of the number of sites over which the
wavefunction is distributed, being of the order of its localiza-
tion length for exponentially localized wavepackets.

A. Square lattice

We start by following the time evolution of an initially
uniform wavefunction distributed in a finite square lattice
with periodic boundary conditions. In Fig. 1, we report the
time-dependent normalized participation number P(f)/N for
some representative values of the nonlinear strength in the
vicinity of the predicted MI transition based on the linear sta-
bility analysis of the CW solution of the continuous nonlin-
ear Schrodinger equation. Data were obtained from the
numerical solution of Eq. (1) on a square lattice with N=L*
=2500 sites. One clearly observes the transition from the re-
gime of a stable uniform solution, on which the normalized
participation number remains unitary over very long runs, to
the regime of unstable CW solution on which the participa-
tion number decreases after a characteristic time t that
becomes shorter as the nonlinear strength increases. There is
a direct transition between the regime of uniform and self-
trapped localized solutions. Such self-trapped solution in the
square lattice corresponds to a single-peaked wavepacket
superposed to a weak background noise. This feature is in
agreement with MI analysis prediction of y,;, > ys7, meaning
that the set up of CW instability occurs within the regime of
stable self-trapped solutions.
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FIG. 1. Time evolution of the normalized participation number P(#)/N of an
initially uniform wavefunction in a square lattice with N=L*=2500 sites
for three representative values of the nonlinear coupling. Notice that there is
a direct transition between the regime of stable uniform solution to a regime
of stationary strongly localized solution. The transition takes place around
= 19.7, in agreement with the analytical prediction based on the modula-
tional instability analysis. The characteristic time for localization decreases
as i further departs from y,;.

In Fig. 2, we provide accurate numerical estimates of
s on finite square lattices of distinct sizes. The dashed line
represents the prediction of a size independent ;=21
derived from the MI analysis of the continuous nonlinear
Schrodinger equation. This provides a very good estimate of
the MI threshold of the CW solution on discrete lattices with
lateral dimension L = /N > 40 sites. Deviations appearing
in the opposite regime signal the limitation of the continuous
approach to capture the precise dynamics on small discrete
lattices. In this regime of small lattice sizes, the full disper-
sion relation of the discrete model has to be considered, as
done, for example, in Refs. 56 and 57. However, in the pres-
ent work, we will focus on the transition from the stable uni-
form to stable self-localized states, which remains a direct
one irrespective to the lattice size.

We also determined numerically the characteristic insta-
bility time 7 as a function of the nonlinear strength y. It is
straightforward to show that in the initial regime of exponential

20.0 LI N N L
198 — —

19.6— —

XMI
T
1

194 — —

192 —

lgofb 1 l 1 l 1 ‘ 1 I 1

0 1000 2000 3000 4000 5000
N=L

FIG. 2. The characteristic modulational instability nonlinear coupling yy;
versus the number of lattice sites. The small deviation from the analytical
prediction (dashed line) signals the limitation of the continuous approach to
describe the dynamics on small discrete lattices.

Chaos 25, 063101 (2015)

T |||||||| T T T TTTTT
10-1—@\ .

O N=2500
| O N=3600 |
O N=4900
A N=6400
-2 1 IIIIIII| 1 I 11111l
10
10° 10" 10’

(X - XMI)/ XM]

FIG. 3. The normalized characteristic instability time t/N of a uniform
wavefunction versus Ay=(y— yu)/ypr as obtained from distinct lattice
sizes. The dashed line corresponds to the prediction based on the modula-
tional instability analysis T/N = (1/4n)Ay /2.

growth of the small perturbation, the normalized participation
number evolves as P(f)/N = 1 — ae®/", where o is propor-
tional to the initial noise dispersion. Therefore, we numerically
estimate 7 by fitting the initial exponential deviation of P(t)/N
from unit. The resulting estimates are reported in Fig. 3. The
values of ©/N versus Ay = (3 — )/ obtained from distinct
lattices sizes collapse in a single power-law. The dashed line
represents the MI analysis prediction ©/N = (1/4n2)A[1/ % and
accurately fits the numerical data.

B. Linear chain

The analytical prediction of y,;; < ysr in linear chains
points towards the existence of an intermediate regime on
which neither uniform nor self-trapped solutions are stable.
In this section, besides probing the MI of the CW solution
and the scaling characteristics of the MI threshold and insta-
bility time, we will explore the wavefunction dynamics in
the crossover regime.

Some typical time series of the normalized participation
number are depicted in Fig. 4. Data are from the time evolution
in a closed chain with N =L =100 sites. According to the MI

0
0 5000 10000 15000 20000
t

FIG. 4. Time evolution of the normalized participation number P(f)/N of an
initially uniform wavefunction in a linear chain with N=L=100 sites for
three representative values of the nonlinear coupling. Notice that there is an
intermediate oscillatory (breathing) regime between the regime of stable uni-
form solution and the regime of strongly localized solution. The transition
from stable uniform to breathing solutions takes place around y;; =0.20, in
agreement with the analytical prediction based on the modulational instabil-
ity analysis. Localized solutions appear above ysr = 4.
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FIG. 5. Numerical estimates of the characteristic modulational instability
nonlinear coupling jy; versus the linear chain size. The dashed line corre-
sponds to the analytical prediction 73, =27%/L.

analysis developed in Sec. III, the CW solution shall become
unstable for y > 73, = 27%JL ~ 0.197. Indeed, the normalized
participation number remains unitary over very long runs
below this threshold. However, contrasting with the direct tran-
sition to a stable self-trapped state taking place in a square lat-
tice, the wavefunction develops regular breathings right above
71, signaled by periodic oscillations of the participation num-
ber. Only for nonlinear couplings larger than yg ~ 4 is that an
initially uniform state evolves towards a stable localized one.
In this case, there is a transient period on which the wavefunc-
tion exhibits an irregular (chaotic-like) dynamics.

We numerically determined j,,; considering chains on a
wide range of linear sizes. Accurate estimates are reported in
Fig. 5 together with the MI analysis prediction. Although we
used a continuous approach to derive the analytical expres-
sion for y,y, it fairly fits the numerical data even for very
short discrete chains. The characteristic instability time in
the close vicinity of the MI threshold was also computed.
The numerical estimates of 7/L* versus Ay are displayed in
Fig. 6. Data from distinct chain sizes collapse over a single
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FIG. 6. The normalized characteristic instability time 7/L* of an initially uni-
form wavefunction versus Ay = (y — 1)/ as obtained from distinct lin-
ear chain sizes. The dashed line corresponds to the prediction based on the
modulational instability analysis /L% = (1/4z%)A;~"/2.

curve, which confirms the scaling behavior predicted by the
MI analysis (dashed line).

In the following, we are going to closely investigate the
intermediate regime on which the instability of the CW solu-
tion does not lead to an asymptotically stationary localized
state. In Fig. 7, we plot some representative time-evolutions
of the wavefunction probability distribution over a finite
chain with N=100 sites. In the close vicinity of the MI
threshold, the wavefunction develops a regular breathing os-
cillation between the uniform state and a state localized in a
finite segment. As one further departs from y,;, the breath-
ing pattern becomes more complex, with oscillations
between distinct localized states, as shown for = 1.0. The
oscillations among distinct localized states become chaotic-
like as one approaches ygr. In the illustrated case of y=3.0,
these oscillations have no tendency of achieving a stationary
behavior. Above yr, a self-trapped state is reached after the
initial chaotic-like transient. A similar sequence of events

0 20 40 60 80 100

0.06

0.05
0.04 FIG. 7. Time evolution of the wave-
function  probability distribution
0.03 I, (1)[* on a linear chain with N =100
0.02 sites for'some reprelsentative values of
« the nonlinear coupling above the mod-
0.01 ulational ~instability transition.
' 7=0.29: Just above the MI transition,
0 a quite regular breathing pattern takes

place between the uniform and a local-

41

- — -

0.3

ized state. y=1.0: The breathing
becomes more complex with oscilla-
tions between distinct localized states.
7 =3.0: as one further departs from the
MI threshold, chaotic-like oscillations
between several localized states are
developed. 7 =4.5: Above ygr, a local-
ized stationary solution emerges after a
chaotic-like transient time.
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FIG. 8. Typical profiles of the wave-
packet squared amplitude and phase of
the breathers and self-trapped states
appearing during the time evolution in
different regimes of nonlinearities: (a)
For 7=0.29, just above the modula-
tional instability threshold, the wave-
packet develops a single breather with a
smooth phase-profile; (b) At y=10,

almost regular oscillations develop with
two breathers of nearly opposite phase

Ll

profiles; (c) For 3 =3.0, three breathers
appear but the amplitude and phase pro-
files evolve irregularly in time; (d) For
1 =45, the wavepacket evolves to a
strongly localized state exhibiting a sin-
gle peaked structure superposed to a
background noise. The phase profile is
also random except in the close vicinity
of the wavepacket peak. The squared
amplitudes are shown in arbitrary units

site index

has been previously shown to take place in more general
nonlinear dynamical systems as a function of the norm of the
initially extended wavepacket. >

In order to provide a more detailed view of the wave-
packet distribution in each one of the regimes identified
above, we plot in Fig. 8 the profiles of the squared amplitude
W, and the phase ¢, of wavepackets (y, = [, [¢*r) at
representative times on which the breathers and self-trapped
states are present. Just above the modulational instability
threshold, the system develops regular oscillations of a single
breather with a quite smooth phase profile (see Fig. 8(a)).
For larger nonlinearities, as shown in Fig. 8(b), roughly regu-
lar oscillations with two breathers emerge. These breathers
have also smooth, although nearly opposite, phase-profiles.
The number of breathers increases with the nonlinearity. In
Fig. 8(c), one identifies three breathers for y =3.0. However,
the dynamic evolution is quite irregular with the amplitude
and phase profiles continuously changing in time. In this

‘ Il
0 20 40 60 80 100 0O 20 40

60 80 100 for better visualization.

site index

case, the wavepacket does not approach the uniform state
during the course of evolution, as it happens in the case of
regular oscillations with one and two breathers. We observed
irregular oscillation with up to four breathers when the nonli-
nearity strength approaches the self-trapping threshold (not
shown). A larger number of breathers can be achieved in lon-
ger chains. These breathers become quite superposed, which
ultimately triggers the transition to a strongly localized self-
trapped state. In Fig. 8(d), we show the amplitude and phase
profiles of a typical self-trapped state. It is strongly peaked at
a single site, although depicting a background noise. The
phase profile is also random, except in the close vicinity of
the wavepacket peak.

The above sequence of dynamical behaviors leading to
the ultimate asymptotic self-trapping can also be illustrated
by plotting some representative orbits in the participation

dP

number phase-space - x P, as provided in Fig. 9. Just above

the MI threshold, a single closed orbit in phase-space signals
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FIG. 9. Some representative orbits in
the participation number phase-space
dP(t)/dt x P(t) as obtained from linear
chains with N=100 sites in the time
interval 80000 <7< 100000. 5 =0.29:

The simple closed orbit signals a regu-

002 0.02 lar wavefunction breathing pattern.
L , 7= 1.0: The orbit becomes unstable but
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,.\: ’ ’ 7=16: Chaotic-like oscillations are
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the periodic oscillation of the wavepacket between the uni-
form state with P/N =1 and a state localized on a finite seg-
ment. As the nonlinearity is increased, the phase-space orbit
starts to become unstable, presenting nearly regular oscilla-
tions. The orbit evolves to a chaotic-like pattern as y is fur-
ther increased. Finally, it converges to a single spot
representing the self-trapping in a localized state.

The above results show that the wavefunction and its
associated participation number exhibit a complex sequence
of dynamic behavior as a function of the nonlinear strength.
In order to provide a more complete picture of how the
wavefunction dynamics changes with y, we located the local
minima of the participation number for a large set of nonlin-
ear strengths covering all dynamical regimes described
above. The resulting data are reported in Fig. 10. Only min-
ima of the participation number occurring in the time inter-
val 80000 << 100000 were plotted. The first branching
appearing just above y,,; ~ 0.2 represents the regime on
which the wavefunction displays periodic oscillations
between the uniform and a single localized state. The second
branching appearing for y ~ 0.8 delimits the end of the re-
gime of single periodic oscillations. In a narrow range of
nonlinear strengths, the oscillations are mainly between the
uniform and two localized states, although the one associated
with the first branch starts to become unstable. The dynamics
become chaotic-like for 1.0 < y < 3.8, with the participation
number having many minima due to its irregular oscillations.
These minima cover densely a finite range of participation
values. Self-trapping is reached for y > ygr =~ 3.8.

Before finishing, we show some results related to the
crossover from 1D to 2D behavior. To perform such study,
we considered the time-evolution of initially uniform wave-
packets on ribbons with N =L x ¢ sites with periodic bound-
ary conditions, where L (£) accounts for the largest (smallest)
dimension of the ribbon. To evidence the distinct dynamical
behaviors, we plotted the minima of the normalized partici-
pation number as a function of the nonlinear parameter , as
done above for the case of a linear chain. Our results are
summarized in Fig. 11. For narrow ribbons, as shown in Fig.
11(a), one still observes the presence of four dynamical

FIG. 10. Diagram showing the minima of the normalized participation num-
ber versus 7 as obtained from an initially uniform wavefunction evolving on
a linear chain with N=100 sites. The single minima appearing at small 7
signal the emergence of modulational instability. A chaotic-like pattern sep-
arates the regimes of stable uniform and localized wave-functions.
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FIG. 11. Diagram showing the minima of the normalized participation num-
ber versus 7 as obtained from an initially uniform wavefunction evolving on
ribbons of distinct widths. (a) A narrow ribbon with N=50 x 5 sites. The
behavior is quite similar to the one observed in linear chains, showing
regimes of stable uniform, regular breathings, chaotic-like behavior, and
self-trapping. (b) Wider ribbons with N =50 X 20 up to N =50 x 40 sites. In
these cases, the chaotic-like regime is absent and the regime of regular
breathings continuously reduces as the square lattice geometry is
approached.

regimes: stable uniform wavepackets at small nonlinear-
ities, regular breathings above the MI threshold which
evolves towards a chaotic-like behavior prior to the ulti-
mate self-trapping. However, the chaotic-like regime is
strongly suppressed when the width of the ribbon increases.
It fully disappears for //L = 0.3. In Fig. 11(b), we show the
normalized participation minima for ribbons with N=>50
x20 up to N=50x40 sites. Notice that only regular
breathings are present between the stable uniform and self-
trapped states, which are signaled by single minima with
P,ir/N distinct from its limiting values. Further, this inter-
mediate breathing regime continuously shrinks as the
square lattice geometry is approached. The MI threshold in
ribbons is found to be 7, =2r*(¢/L), which is in full agree-
ment with the modulational instability analysis prediction.

V. SUMMARY AND CONCLUSIONS

In summary, we studied, both analytically and numeri-
cally, the time-evolution of initially uniform electronic
wavepackets in discrete nonlinear low-dimensional lattices
governed by a discrete nonlinear Schrodinger equation. A
modulational instability analysis was employed to show that
the critical nonlinear strength y,,, above which small pertur-
bations superposed to the uniform state grow exponentially
is finite in the square lattice, while it is inversely proportional
to the length L in one-dimensional chains. In both cases, we
showed that the characteristic instability time scales with
Ay=y—qmras 1 x LzAx’l/ 2 MI is usually considered as
the initial step towards the emergence of localized solutions
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such as solitons and breathers. In the square lattice, y,; is
much larger than the characteristic nonlinear coupling ysr
required to make an initially fully localized wavepacket to
remain self-trapped. As a consequence, above J,,, the insta-
bility of the uniform solution drives the system to a localized
state with a stationary probability distribution. In contrast,
yur < st in linear chains. This feature is responsible for the
existence of an intermediate regime on which, although the
uniform state is unstable, the system is not driven towards a
stable self-trapped state. In such regime, the wavepacket dy-
namics exhibits a series of unconventional behavior ranging
from periodic to irregular (chaotic-like) breathings. We char-
acterized the crossover from uniform to localized stable
states by reporting some typical orbits in the participation
number phase-space, as well as the bifurcation diagram of
the participation number minima. We also reported the
crossover from 1D to 2D behavior by considering the wave-
packet dynamics on ribbons. We found that the chaotic-like
regime is strongly suppressed, being fully absent in wide rib-
bons on which the regimes of stable and self-trapped states
are separated by a regular breathing regime. The MI and ST
thresholds continuously merge as the square geometry is
approached.

It is interesting to emphasize that the discrete nonlinear
Schrodinger equation also supports unconventional solutions
such as stable twisted solitons in 1D** and discrete vortices
in 2D.%° For the initial conditions considered in the present
work consisting of a random perturbation superposed to a
uniform state, no such states appear during the evolution. It
would be valuable to investigate if these unconventional soli-
tons can naturally evolve from the uniform state by properly
manipulating the perturbation to include an intrinsic twist or
vorticity. Further, it has been recently demonstrated that the
lattice dimension strongly influences the dynamics of Bose-
Einstein condensates in optical lattices.”> Therefore, the
present results advance in the understanding of the dynamics
of wavefunctions in discrete lattices by unveiling the rele-
vant role played by the relation between modulational insta-
bility and self-trapping. Along this direction, there are
several aspects that would deserve further investigation. For
example, the nonlinear response usually depicts some satura-
tion and has a finite response-time. How do these phenomena
influence the relative strength of MI and ST? Further, the MI
and ST thresholds are lower in two-dimensional lattices with
a smaller coordination number, which may have an impact
on the wavefunction dynamics on graphene and fullerene.
Future works addressing these points would further contrib-
ute to build a more complete scenario regarding the wave-
packet dynamics in nonlinear media.
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Abstract

We study the one-electron wavepacket dynamics in a Cgy buckyball topology with
a relaxing nonlinearity. The electron dynamics is considered to be governed by a
discrete Schrodinger equation on which the nonlinear contribution obeys a Debye-
like relaxation process. We follow the temporal evolution of the wavepacket and use
the associated participation number to probe its spatial extension. By considering
distinct initial conditions, we characterize the delocalization/self-trapping transition
as a function of the nonlinear strength and relaxation time. We show that the phase-
diagram exhibits a complex pattern of tongues signaling a re-entrant behavior of
the transition which is strongly sensitive to the initial wavepacket distribution.
The re-entrances become less prominent for initial conditions which are spatially
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1 Introduction

Wave propagation in low-dimensional nonlinear models is a timely subject
with several connections with basic and applied solid state physics, optics,
acoustics, and Bose-Einstein condensation, among others [1-22,24-29]. Within
the context of electronic transport in low-dimensional nonlinear discrete lat-
tices, one of the most known properties is the self-trapping (ST) phenom-
ena. In general lines, ST occurs when the strength of the nonlinearity sur-
passes a threshold which is of the order the bandwidth for initially fully local-
ized wavepackets [2-6]. In this case, the electron wavepacket remains trapped
around the initial position with the probability of finding the electron at its ini-
tial position remaining finite in the long-time limit. Some specificities of the ST
transition in square and honeycomb lattices were reported in [7] showing that
the ST threshold continuously grows as a function of the initial wavepacket
width. Recent experiments have probed the electron-phonon interaction in
graphene [30,31] and mapped the wavefunction in graphene quantum dots [32-
34]. Low-temperature scanning tunneling microscopy experiments can thus be
explored to directly observe theoretical predictions concerning the wavepacket
dynamics in carbon-based structures.

A question that has attracted recent interest concerns the role played by the
finite nonlinear response time on the wavepacket dynamics in discrete lattices.
In ref. 6] the problem of electronic ST in a chain with a non-adiabatic delayed
electron-phonon coupling was investigated. It was shown that, in the regime
of short delay times, a weaker nonlinearity is required to promote the ST
transition when compared with the case of an instantaneous response. It was
also demonstrated that for slowly responding media, ST only takes place for
very strong nonlinearities. By using a Debye-like law for the relaxation of
the nonlinearity, it was shown that the slow relaxation of the nonlinearity is
responsible for the reduction of the delocalized regime and for the emergence
of a complex wavepacket self-focusing regime [22]. The competition between
disorder and a finite nonlinear response time was investigated in ref. [23]. It
was numerically demonstrated that no sub-diffusive spreading of the second
moment of the wavepacket distribution takes place when the finite response
time of the nonlinearity is taken into account. Such re-localization was latter
explained as resulting from the energy drift towards the band edge[24]. More
recently, it has been evidenced that the relaxation process of the nonlinearity
has a profound impact in the wavepacket dynamics and in the formation of
self-trapped stationary states in Cgy buckyballs[27]. In this structure, finite-
size effects play a mayor role in the wavepacket dynamics.

In the present work, we will unveil the influence of the initial wavepacket
distribution on the self-trapping transition in the Cg topology in the pres-
ence of a non-instantaneous nonlinearity. By considering a discrete nonlinear
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Schrédinger equation within a non-adiabatic approximation, we will analyze
the dynamics of a one-electron wavepacket having distinct initial distributions.
We will present the phase diagram as a function of the nonlinear coupling and
the relaxation time of the nonlinearity. In particular, we will show that the
wavepacket dynamics depicts re-entrant behaviors both as a function of the
strength of the nonlinear coupling and as a function of the relaxation time.
This leads to a complex structure of tongues in the phase-diagram that be-
comes less prominent when wider initial wavepackets distributed in discon-
nected clusters are considered.

2 Model and Formalism

In the following, we will analyze the one-electron wavepacket dynamics on
a Cgo buckyball topology. We will consider that the intrinsic vibrations of
the lattice do not reach equilibrium as compared with the time-evolution of
the electron wavepacket. Under this condition, a non-adiabatic framework has
to be employed to account for the relaxation of the effective nonlinear term
resulting from the underlying electron-lattice coupling.

The discrete nonlinear Schrédinger equation appears within the electron-lattice
interaction picture in an Einstein-like model of the lattice vibrations[35] whose
Hamiltonian can be written as

9 M 2,2
H= Z Pn 1 Tty + Z Vn,malam + UZunaLan, (1)

where the first term is associated with local harmonic oscillators with mass M
and Einstein frequency wy (u, and p, stand for the vibrational displacement
and its conjugated momentum, respectively). The on-site electron energy is set
to zero without loss of generality. The second sum corresponds to the electron
hopping integral between first neighbor sites (n,m). The Cgy buckyball has 60
sites distributed in 20 hexagons and 12 pentagons. Each site has three bonds,
two of them between a hexagon and a pentagon (single bonds) and the other
between two hexagons (7 bonds). Although these two types of bonds have
slightly different lengths, we will consider that the hopping amplitude V,,,, is
the same irrespective to the bond type. It will be taken as unitary hereafter.
The third term accounts for the electron-lattice coupling of strength U. a]
and a, are creation and annihilation fermion operators. In the absence of
electron-phonon coupling, the one-electron eigen-energies and the structure
of the eigenstates were investigated in the previous literature[36]. An exact
diagonalization of the Hamiltonian matrix shows that, although most of the
eigenstates are not uniformly distributed over the buckyball, they are spread
over a significant fraction of the sites. By decomposing the electronic quantum
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state in the local Wannier basis set (|¥) = ¥, U,,|n)), the time-evolution of
the electronic wavefunction amplitudes is given by

i0,(t) = Y Vi Unn(t) = Xa(1) 0, (1), 2)

in units of i = 1. A variational treatment provides that the minimal eigen-
. . . 2
energies are achieved for the stationary value X, = s, [2[37], thus result-
0
ing in an effective discrete nonlinear Schrodinger equation, with the nonlinear
U

parameter y = ﬁ accounting for the underlying electron-lattice coupling.
0

Here, we will consider the relaxation process of the nonlinearity assuming that
the lattice oscillations are over-damped. In this way, its relaxation towards the
stationary value is governed by a single time scale 7 characterizing a Debye-like
process described by

Xult) = = [lt) +x1000F] )

To probe the wavepacket dynamics, we will follow the time-evolution of the
participation number P(t) defined as

P(t) = [T (4)

In general, the participation number is used as an estimate of the number
of sites that effectively contribute to the electronic probability distribution.
For uniformly extended states, P(t) equals the total number of sites N. For
strongly localized states, the participation number becomes much smaller than
N.

3 Results and Discussions

We numerically solved the model equations by considering several distinct
kinds of initial conditions using a standard eight-order Runge-Kutta algo-
rithm [38] with time step dt = 0.005. We did not find any significant quantita-
tive or qualitative difference for time discretizations dt << 0.005 or by solving
the nonlinear equations using alternative numerical methods. The numerical
convergence and stability were checked at each time step. We verified that the
norm conservation, e.g. (|1 -3, [V, *| < 1077) was satisfied during the entire
simulation time.

We followed the time evolution of the wavepacket until it has reached a sta-
tionary regime. We start by showing our results for the case in which the
wavepacket is initially distributed uniformly over the sites of a pentagon, as
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Fig. 1. Color on-line:(a) Illustration of the initial wavepacket uniformly distributed
over the sites of a pentagon. (b-c) Some representative time-dependent participation
function for (b) 7 = 0.42 and x = 6.7,6.8,6.9; (c) x = 6.6 and 7 = 0.7,0.8,0.9.
There appears an alternate sequence of localization and self-trapping as a function
of both y and 7.
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Fig. 2. The phase diagram within the two-dimensional parameter space 7, . Black
region indicates the self-trapped regime and the white region accounts for fully
delocalized states. The transition between these two regimes is discontinuous. Cal-
culations were done for the case in which the wavepacket is initially uniformly
distributed over the sites of a pentagon.

illustrated in fig.1a. The temporal evolution of the participation function is
reported for some typical sets of model parameters (namely the strength of the
nonlinearity x and the relaxation time 7) (see fig.1b-c). In all cases, the initial
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102 10" 10° 10" 10° 10° 10°
t

Fig. 3. Color on-line:(a) Illustration of the initial wavepacket distributed uniformly
over the sites of an hexagon. (b-c) Some representative time-dependent participation
function for (b) 7= 0.38 and y = 7.20, 7.23, 7.25; (c) x = 7.2 and 7 = 0.7,0.8,0.9.
Notice the alternate sequence of localization and self-trapping as a function of both
x and 7.
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Fig. 4. The phase diagram regarding the self-trapped (black region) and the delo-
calized (white region) regimes in the two-dimensional parameter space (7, ). Cal-
culations were done for the case in which that the wavepacket is initially uniformly
distributed over the sites of an hexagon.

wavepacket has a participation number P(t = 0) =5 , according to the initial
wavepacket distribution over the pentagon. In fig.1h, we fixed the relaxation
time and varied the nonlinear strength over values close to the transition from
delocalized to self-trapped states. Notice that the oscillations taking place at
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Fig. 5. Color online: [llustrative representations of 4 distinct initial conditions with
the wavepacket distributed uniformly over the sites of (a) an extended pentagon, (b)
two opposite pentagons, (c) an extended hexagon, and (d) two opposite hexagons.

107 100 10 100 10 10¢° 10'0° 10" 10
O0F T T T gl 7T hfF T 1

100 100 10° 10
T T

of @ ]
F— x=72
40?,, X=73

T =10 i

0
10° 10" 10 100 100 16° 10°0°
t

1

10" 10 100 10
Fig. 6. Some representative time-dependent participation functions for distinct ini-
tial conditions: (a) Extended pentagon; (b) Extended hexagon; (c) Opposite pen-
tagons; and (d) Opposite hexagons. In all cases, the transition from well localized
to fully extended asymptotic states is direct.
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Fig. 7. The phase diagrams within the two-dimensional parameter space 7, . Cal-
culations were done by considering four distinct types of initial conditions : a)
extended pentagon b) two opposite pentagons c) extended hexagon and (d) two op-
posite hexagons. Notice that the re-entrances are absent when the initial wavepacket
is distributed in opposite clusters.

intermediate times, which signal the emergence of irregular breathings, are
weakly sensitive to the precise value of the nonlinear strength. However, the
convergence to the ultimate stationary state strongly depends on y. For small
nonlinearities, the stationary state is uniformly distributed over all sites of
the buckyball, while it focuses over very few sites for strong nonlinearities. It
is worth to call attention to the fact that the transition from delocalized to
self-trapped states that takes place with increasing strengths of the nonlin-
earity depicts a re-entrant behavior, characterized by an alternate sequence of
self-trapped and delocalized asymptotic wavepackets. In fig.1c we explore the
dependence of the wavepacket time-evolution on the relaxation time 7. Here we
fixed the nonlinear coupling at a value close to the delocalization /self-trapped
transition and report results for some representative values of the relaxation
time. We also observe that the initial transient oscillations are weakly sensi-
tive to the actual precise value of 7, in contrast to the participation number
of the asymptotic wavepacket. The re-entrant behavior of the transition as a
function of 7 is also evidenced. In fig.2 we provide the full phase diagram in
the parameter space y X 7. The region in white corresponds to asymptotic par-
ticipation P/N =1 (fully extended wavepacket) while the region in black to
P/N near zero (well localized wavepacket). Intermediate values would appear
in gray scale between these two limiting values. The absence of asymptotic
intermediate values of the participation number signals that the transition
from localized to extended asymptotic states is discontinuous. The re-entrant
behavior of the transition is reflected by the emergence of several tongues,
which become quite fragmented in the regime of short relaxation times. In
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this regime, there is a strong sensitivity of the asymptotic state on the precise
values of the model parameters.

In order to explore the sensitivity on the initial condition of the delocalization/self-

trapping transition, we now consider the case on which the wavepacket is ini-
tially distributed uniformly over the sites of an hexagon, as illustrate in fig.3a.
We also show some representative time evolution series of the participation
number (see fig.3b-c). The transition also depicts a re-entrant behavior, ei-
ther as a function of the nonlinear strength (fig.3b) or as a function of the
relaxation time (fig.3c). The corresponding phase diagram is shown in fig.4.
Although it has a similar structure as the one attained for the pentagonal
initial condition, there are a few characteristics that deserve to be stressed.
Firstly, the re-entrances are less pronounced for the hexagonal initial condi-
tion. However, the sequence of tongues is more clearly defined, pointing for
a weaker sensitivity on the model parameters in the regime of short relax-
ation times. Further, the critical nonlinear strength in the regime of slowly
responding nonlinearity ((large 7) is somewhat larger than the one obtained
for the pentagonal initial condition. This feature is in agreement with previous
results concerning the self-trapping transition which showed a monotonic in-
crease of the self-trapping threshold when the width of the initial wavepacket
distribution is increased [7].

Before concluding, we consider other kinds of initial conditions (see fig. 5): a)
extended pentagon, b) two opposite pentagons, c) extended hexagon, and d)
two opposite hexagons. The extended pentagon initial condition consists of the
wavepacket initially distributed uniformly over 10 sites: those of a pentagon
and its five nearest neighboring sites, as illustrated in fig.5a. The two opposite
pentagons initial condition also consists of the wavepacket distributed uni-
formly over 10 sites, but distributed in opposite clusters (see fig.5b). In the
extended hexagon initial condition, the wavepacket is initially distributed over
12 sites occupying an hexagon and its nearest neighbors, as shown in fig.5c,
while in the two opposite hexagons initial condition the 12 sites occupy dia-
metrically opposite hexagonal clusters (see fig.5d). Representative plots of the
participation number time-evolution for each one of these initial conditions
are shown in fig.6. In all cases, the participation depicts a direct transition
between well localized and fully extended asymptotic states. The location of
the asymptotically localized state is strongly dependent on the initial con-
dition and model parameters, especially near the localization-delocalization
transition.

In fig.7, we report the phase diagrams resulting from each one of the above
initial conditions. For the extended pentagon (fig.6a) and hexagon (fig.6c)
initial conditions, the phase diagrams are quite similar to those obtained for
wavepackets distributed initially over the corresponding closed clusters. The
main difference is that the re-entrant tongues are slightly less pronounced. On
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the other hand, the phase diagrams related to the initial conditions with the
wavepacket distributed in opposite clusters are quite distinct, even though they
have the same initial participation number as their extended cluster counter-
part. In these cases (see fig.6b and 6d) the re-entrant tongues are absent. The
threshold nonlinear coupling separating delocalized from self-trapped asymp-
totic wavepackets are roughly independent of the relaxation time, except in
the regime of very fast nonlinear responses on which the self-trapping thresh-
old displays a small decrease (visible in fig.6b). This feature is due to the fact
that, for these initial conditions the wavepacket spreads over the entire buck-
yball in a shorter time than in the case of an initially connected single cluster.
In this case, the transition from delocalization to self-trapping is triggered by
the modulational instability of the uniform solution. The asymptotic thresh-
old is also larger than in the cases of single connected clusters, corroborating
its expected dependence on the initial participation number [7].

4 Summary and Conclusions

In summary, we investigated the time-evolution of one-electron wavepackets
restricted to evolve on the sites of a Cgy buckyball under the influence of
a third-order nonlinearity with a finite relaxation time 7. Within a tight-
binding approach including a Debye-like relaxation process of the nonlinear
contribution, we provided a detailed study of the transition from delocalized to
self-trapped asymptotically stationary states. In the regime of weak nonlinear
couplings, the asymptotic state becomes delocalized irrespective to the nonlin-
ear relaxation time and initial condition. On the other hand, the wavepacket
evolves to a self-trapped stationary state for strong nonlinearities. However,
we unveiled that the actual location of the transition is strongly dependent on
the initial condition as well on the relaxation time of the nonlinearity.

We provided the full phase-diagram for six distinct initial conditions. In four
of them, we considered that the wavepacket was initially uniformly distributed
over the sites of a connected cluster (pentagon, hexagon, extended pentagon,
and extended hexagon). In all of these cases, the phase diagram presents re-
entrant tongues reflecting the presence of a sequence of transitions when in-
creasing the nonlinear strength, before the ultimate self-trapping. These re-
entrances are more prominent in the short relaxation time regime, as well as
in the smallest initial cluster. Such re-entrant phase-diagram indicate that the
border between the dynamical attractors related to localized and extended
states is complex, as usual in high-dimensional nonlinear dynamical systems
(120 dynamical variables in the present model). Further, in the range of non-
linear strengths corresponding to this re-entrant behavior, a sequence of self-
trapping to delocalization transitions can also take place with increasing relax-
ation times. For the initial conditions on which the wavepacket is distributed
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in disconnected opposite clusters (opposite pentagons and hexagons) the re-
entrant behavior of the transition is suppressed and the nonlinear threshold
signaling the self-trapping transition becomes roughly independent of the non-
linear relaxation time. In this case, the self-trapping transition occurs after the
initial spread of the wavepacket over the entire buckyball and is triggered by
the modulational instability of the uniform solution.

The above phenomenology shall also appear in general nonlinear physical sys-
tems where the wavepacket dynamics is influenced by a relaxing nonlinear-
ity. Extensions of the present study to other nanosized clusters with strong
electron-phonon coupling, BEC in optical lattices, as well as of light prop-
agation in nonlinear photonic crystals would be in order to provide a more
complete scenario regarding the physical mechanisms behind the self-trapping
transition in slowly responding nonlinear lattices.
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