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Resumo

O estudo de ondas dinâmi
as em meios não lineares é um tema que está diretamente rela-


ionado 
om vários fen�menos em ópti
a, 
ondensados de Bose-Einstein e físi
a da matéria


ondensada. A resposta de um meio não linear geralmente atua junto 
om 
ontribuições dis-

persivas para promover a formação de ondas lo
alizadas estáveis. No entanto, me
anismos

físi
os distintos entram em jogo dependendo do per�l da onda ini
ial. Auto-armadilhamento

é o prin
ipal me
anismo atuando em ondas ini
ialmente lo
alizadas, enquanto a instabilidade

modula
ional desen
adeia a lo
alização de ondas ini
ialmente largas. No presente estudo,

mostramos que a ação 
ombinada entre esses dois me
anismos físi
os atuando sobre os pa
o-

tes de onda 
onduz a dinâmi
as de ondas bastante distintas em uma e em duas dimensões.

Nós demonstramos que, enquanto o
orre uma transição direta entre ondas estendidas e lo-


alizadas em duas dimensões, existe um regime intermediário 
om dinâmi
a do tipo 
aóti
a

em 
adeias lineares. Além disso, investigamos a in�uên
ia da interação elétron-f�non na

estabilidade de pa
otes de onda eletr�ni
os em diversos tipos de fulerenos. Nós usamos a

equação de S
hrödinger não linear efetiva para simular o a
oplamento da interação elétron-

f�non nessas topologias. Através de soluções numéri
as da equação não linear dinâmi
a

para um pa
ote de onda ini
ialmente uniforme, mostramos que, enquanto o a
oplamento

não linear 
ríti
o a
ima do qual ele permane
e instável de
res
e 
ontinuamente 
om o ta-

manho da 
adeia linear, ele satura em um valor �nito para fulerenos. Também forne
emos

argumentos analíti
os para fundamentar esses resultados baseados na análise da instabili-

dade modula
ional. Finalmente, estudamos a dinâmi
a de pa
otes de onda de um elétron

na topologia do fulereno C60 
om uma relaxação na não linearidade. Consideramos que a

dinâmi
a eletr�ni
a é governada pela equação não linear dis
reta de S
hrödinger no qual a


ontribuição não linear obede
e a um pro
esso de relação do tipo Debye. A
ompanhamos

a evolução temporal do pa
ote de onda e usamos o número de parti
ipação asso
iado para

avaliar sua extensão espa
ial. Considerando 
ondições ini
iais distintas, 
ara
terizamos a

transição delo
alização/auto-armadilhamento 
omo função da intensidade não linear e do

tempo de relaxação. Mostramos que o diagrama de fase exibe um padrão 
omplexo de pon-

tas que sinalizam um 
omportamento re-entrante das transições que são fortemente sensíveis

às distribuições ini
iais do pa
ote de onda. As re-entrân
ias tornam-se menos proeminentes

para 
ondições ini
iais nas quais os sítios agrupados são espa
ialmente distribuídos sobre

sítios opostos.

Palavras-
have: Instabilidade modula
ional, Auto-armadilhamento, Sistemas dis
retos não

lineares de baixa dimensionalidade.



Abstra
t

Wave dynami
s in nonlinear media is a subje
t dire
tly related to several phenomena in

opti
s, Bose-Einstein 
ondensates and 
ondensed matter physi
s. The response of a nonlinear

medium usually a
ts together with dispersive 
ontributions to promote the formation of

stable lo
alized waves. However, distin
t physi
al me
hanisms 
ome into play depending on

the initial wave pro�le. Self-trapping is the main me
hanism a
ting on an initially lo
alized

waves, while modulational instability triggers the lo
alization of initially wide waves. In the

present study, we show that the interplay between these two physi
al me
hanisms a
ting

on wavepa
kets leads to quite distin
t wave dynami
s in one and two dimensional dis
rete

latti
es. We demonstrate that, while a dire
t transition between extended and lo
alized

waves takes pla
e in two-dimensions, there is an intermediate regime of 
haoti
-like dynami
s

in linear 
hains. Beyond that, we investigate the in�uen
e of ele
tron-latti
e intera
tion on

the stability of uniform ele
troni
 wavepa
kets on several types of fullerenes. We use an

e�e
tive nonlinear S
hrodinger equation to mimi
 the ele
tron-phonon 
oupling in these

topologies. By solving numeri
ally the nonlinear dynami
 equation for an initially uniform

ele
troni
 wavepa
ket, we show that while the 
riti
al nonlinear 
oupling above whi
h it

be
omes unstable 
ontinuously de
reases with the 
hain size, it saturates on a �nite value in

large fullerene bu
kyballs. We also provide analyti
al arguments to support these �ndings

based on a modulational instability analysis. Finally, we study the one-ele
tron wavepa
ket

dynami
s in a C60 bu
kyball topology with a relaxing nonlinearity. The ele
tron dynami
s

is 
onsidered to be governed by a dis
rete S
hrödinger equation on whi
h the nonlinear


ontribution obeys a Debye-like relaxation pro
ess. We follow the temporal evolution of

the wavepa
ket and use the asso
iated parti
ipation number to probe its spatial extension.

By 
onsidering distin
t initial 
onditions, we 
hara
terize the delo
alization/self-trapping

transition as a fun
tion of the nonlinear strength and relaxation time. We show that the

phase-diagram exhibits a 
omplex pattern of tongues signaling a re-entrant behavior of the

transition whi
h is strongly sensitive to the initial wavepa
ket distribution. The re-entran
es

be
ome less prominent for initial 
onditions whi
h are spatially distributed over opposite


lusters.

Keywords: Modulational Instability, Self-trapping, Ele
tron-phonon, Nonlinearity, Relax-

ation



Lista de �guras

3.1 A
ima: evolução de um trem de onda não linear no de
orrer da instabilidade

modula
ional. Abaixo: a evolução do espe
tro de onda 
orrespondente. . . . 29

4.1 Evolução temporal do número de parti
ipação normalizado P (t)/N de uma

função de onda ini
ialmente uniforme em uma 
adeia linear 
om N = L =

100 sítios para três valores representativos do a
oplamento não linear. Nota-

se que há um regime os
ilatório (batimentos) intermediário entre o regime

estável 
om solução uniforme e o regime de solução fortemente lo
alizada.

A transição do regime estável para as soluções-batimentos o
orre próximo

de χ
IM

= 0,20, em a
ordo 
om a previsão analíti
a baseada na análise da

instabilidade modula
ional. Soluções lo
alizadas surgem a
ima de χ
AA

≃ 4. . 38

4.2 Estimativa numéri
a do a
oplamento não linear 
ara
terísti
o da instabilidade

modula
ional χ
IM

versus 
omprimento da 
adeia linear. A linha tra
ejada


orresponde à previsão analíti
a χ
IM

= 2π2/L. . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

4.3 Tempo 
ara
terísti
o normalizado da instabilidade τ/L2
de uma função de

onda ini
ialmente uniforme versus ∆χ = (χ − χ
IM

)/χ
IM

obtido para 
adeias

lineares de tamanhos distintos. A linha tra
ejada 
orresponde à previsão

baseada na análise da instabilidade modula
ional τ/L2 = (1/4π2)∆χ−1/2
. . . 39

4.4 Evolução temporal da distribuição de probabilidades da função de onda em

uma 
adeia linear 
om N = 100 sítios para alguns valores representativos

do a
oplamento não linear a
ima da transição da instabilidade modula
ional.

χ = 0,29 : Logo a
ima da transição da IM, um padrão bastante regular

de batimento o
orre entre o estado uniforme e o lo
alizado. χ = 1,0 : Os

batimentos tornam-se mais 
omplexos 
om os
ilações entre estados lo
alizados

distintos. χ = 3,0: Como uma parte adi
ional da IM, os
ilações do tipo


aóti
as entre vários estados lo
alizados são desenvolvidas. χ = 4,5: A
ima

de χ
AA

uma solução lo
alizada esta
ionária emerge após um tempo transiente


om os
ilações do tipo 
aóti
as. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

7



Lista de �guras 8

4.5 Per�s típi
os da norma da função de onda e da fase dos batimentos e dos

estados auto-armadilhados que apare
em durante a evolução temporal em

diferentes regimes de não linearidades: a) Para χ = 0.29, logo a
ima do

limiar de instabilidade modula
ional, o pa
ote de onda desenvolve um úni
o

batimento 
om um per�l suave de fase; b) Para χ = 1.0 as os
ilações regulares

desenvolvem-se 
om dois batimentos de fases aproximadamente opostas; 
)

Para χ = 3.0 surgem três batimentos, mas as amplitudes e os per�s da fase

evoluem irregularmente no tempo; d) Para χ = 4.5 o pa
ote de onda evolui

para um estado fortemente lo
alizado exibindo um úni
o pi
o. O per�l da fase

é aleatório ex
eto nas proximidades o pi
o do pa
ote de onda. As amplitudes

quadradas são mostradas em unidades arbitrárias para uma melhor visualização. 41

4.6 Algumas órbitas representativas no espaço de fase do número de parti
ipação

dP (t)/dt×P (t) obtido em uma 
adeia linear 
om N = 100 sítios no intervalo

80000 < t < 100000. χ = 0,29: As órbitas fe
hadas simples sinalizam um pa-

drão de breathing regular da função de onda. χ = 1,0: As órbitas tornam-se

instáveis mas as os
ilações são aproximadamente regulares. χ = 1,6: Os
ila-

ções do tipo 
aóti
as são desenvolvidas. χ = 4,5: As órbitas 
onvergem para

um úni
o ponto indi
ando a lo
alização assintóti
a da função de onda. . . . . 42

4.7 Diagrama mostrando o número de parti
ipação normalizado mínimo versus

χ obtido de uma função de onda ini
ialmente uniforme, evoluindo em uma


adeia linear 
om N = 100 sítios. O úni
o mínimo surgindo para pequenos

χ sinaliza o surgimento da instabilidade modula
ional. Um padrão 
aóti
o

separa os regimes de funções de onda uniformes e lo
alizadas. . . . . . . . . 43

4.8 Evolução temporal do número de parti
ipação normalizado P (t)/N de uma

função de onda ini
ialmente uniforme em uma rede quadrada 
om N = L2 =

2500 sítios para três valores representativos do a
oplamento não linear. Nota-

se que há uma transição direta entre o regime estável uniforme e o regime

de solução esta
ionária fortemente lo
alizada. A transição o
orre próximo de

χ
IM

= 19,7, em a
ordo 
om a previsão analíti
a baseada na análise da ins-

tabilidade modula
ional. O tempo 
ara
terísti
o para a lo
alização de
res
e


om χ à medida que nos afastamos de χ
IM
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4.9 A
oplamento não linear 
ara
terísti
o da instabilidade modula
ional χ
IM

ver-

sus o número de sítios da rede quadrada. O pequeno desvio da previsão

analíti
a (linha tra
ejada) sinaliza a limitação da aproximação 
ontínua para

des
rever as dinâmi
as em redes dis
retas pequenas. . . . . . . . . . . . . . . 45

Instituto de Físi
a - UFAL



Lista de �guras 9

4.10 Tempo 
ara
terísti
o normalizado da instabilidade τ/N de uma função de

onda ini
ialmente uniforme versus ∆χ = (χ − χ
IM

)/χ
IM

obtido para redes

quadradas de tamanhos distintos. A linha tra
ejada 
orresponde à previsão

baseada na análise da instabilidade modula
ional τ/N = (1/4π2)∆χ−1/2
. . . 46

4.11 Diagrama mostrando o número de parti
ipação mínima normalizada versus

χ obtido a partir da evolução temporal de um pa
ote de onda ini
ialmente

distribuído uniformemente sobre todos os sítios. a) Fita estreita 
om N =

50 × 5 sítios. O 
omportamento é bastante similar ao das 
adeias lineares,

mostrando regimes 
om soluções estáveis e uniformes, batimentos regulares,


omportamento do tipo 
aóti
o e auto-armadilhamento. b) Fitas mais largas


om N = 50 × 20 até N = 50 × 40. Nesses 
asos, o regime do tipo 
aóti
o é

ausente e o regime de batimentos regulares é reduzido até que a geometria de

redes quadradas é al
ançada. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4.12 Número de parti
ipação normalizado P (t)/N versus tempo t para 
adeias

lineares 
om N = 50 e χ = 0.3 e χ = 0.6. Em nossos 
ál
ulos, 
onsideramos o

pa
ote de onda ini
ialmente distribuído sobre todos os sítios da 
adeia linear.

Além disso, o pa
ote de onda ini
ial possui φn = 1/N onde N é o número

total de sítios. Observamos que para χ = 0.3, o número de parti
ipação é


onstante durante todos o intervalo de tempo 
onsiderado, portanto indi
ando

que o pa
ote de onda é estável. Para χ = 0.6 o número de parti
ipação exibe

um fortes os
ilações, sinalizando a instabilidade do pa
ote de onda uniforme. 49

4.13 a) Número de parti
ipação normalizado P (t)/N versus o tempo t para 
a-

deias lineares 
om tamanhos distintos e grau de não linearidade χ = 0.45.

Observamos que para N = 40, tal a
oplamento não linear é su�
iente para

manter a estabilidade do pa
ote de onda. No entanto, para N = 50, o estado

uniforme torna-se instável e o número de parti
ipação desenvolve os
ilações,

sinalizando um padrão de batimentos. b) Demonstramos que o valor χc que

separa o estado estável para a fase instável de
res
e 
om 1/N . As barras de

erro são menores que o tamanho dos símbolos. . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.14 Representação esquemáti
a de dois fulerenos, denominados C60 e C180. . . . 51

4.15 Função de parti
ipação normalizada P (t)/N versus o tempo t para χ = 7.0

e χ = 7.5. Consideramos aqui o pa
ote de onda uniformemente distribuído

sobre todos os sítios do C60. Podemos observar que χ = 7.0 o pa
ote de onda

permane
e estável o
upando todo o fulereno. Para χ = 7.5, observamos que

o pa
ote de onda lo
aliza-se sobre uma pequena fração de sítios, sinalizando

o fen�meno de auto-fo
alização. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

Instituto de Físi
a - UFAL



Lista de �guras 10

4.16 Intensidade da não linearidade 
ríti
a separando o estado uniforme estável e

a fase auto-fo
alizada 
omo uma função do número de sítios nos fulerenos.

O valor 
ríti
o χc ne
essário para promover a transição representa uma fra
a

dependên
ia 
om o tamanho para os fulerenos. . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4.17 (a) Ilustração de um pa
ote de onda ini
ial distribuído uniformemente sobre

os sítios de um hexágono. (b-
) Algumas evoluções temporais representativas

do número de parti
ipação para (b) χ = 6.5 e τ = 0.22,0.45,1.5; e (
) χ = 7.5

e τ = 0.22, 0.45, 1.5. Observamos uma sequên
ia alternada de lo
alização e

auto-armadilhamento tanto em função de χ quanto de τ . . . . . . . . . . . . 57

4.18 Diagrama de fase mostrando os regimes auto-armadilhado (regiões pretas) e

delo
alizado (regiões bran
as) no espaço de parâmetros bidimensional (τ,χ).

Esses 
ál
ulos foram realizados para o 
aso no qual o pa
ote de onda ini
ial

está uniformemente distribuído sobre os sítios de um hexágono. . . . . . . . 57

4.19 (a) Ilustração de um pa
ote de onda ini
ial distribuído uniformemente sobre

os sítios de um pentágono. (b-
) Algumas evoluções temporais representativas

do número de parti
ipação para (b) χ = 6.1 e τ = 0.30,0.61,1.82; e (
) χ =

7.0 e τ = 0.30,0.61,1.82. Observamos também uma sequên
ia alternada de

lo
alização e auto-armadilhamento tanto em função de χ quanto de τ . . . . . 58

4.20 Diagrama de fase 
om relação ao espaço de parâmetros bidimensional τ,χ.

A região em preto indi
a o regime auto-armadilhado enquanto a região em

bran
o o regime delo
alizado. Esses 
ál
ulos foram realizados para o 
aso no

qual o pa
ote de onda ini
ial está uniformemente distribuído sobre os sítios

de um pentágono. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

4.21 Ilustrações de quatro 
ondições ini
iais distintas 
om o pa
ote de onda unifor-

memente distribuído sobre os sítios de (a) um pentágono estendido, (b) de dois

pentágonos opostos, (
) de um hexágono estendido e (d) de dois hexágonos

opostos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

4.22 Os diagramas de fase 
om os parâmetros de espaço bidimensionais τ,χ. Os


ál
ulos foram realizados 
onsiderando quatro tipos distintos de 
ondições ini-


iais: (a) pentágono estendido, (b) dois pentágonos opostos, (
) hexágono es-

tendido e (d) dois hexágonos opostos. É importante notar que as re-entrân
ias

estão ausentes quando a 
ondição ini
ial do pa
ote de onda está distribuído

em um 
onjunto de sítios opostos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

Instituto de Físi
a - UFAL



Sumário

1 Introdução 13

2 Equação não linear de S
hrödinger 18

2.1 Equação Não-Linear de S
hrödinger 
om aproximação adiabáti
a . . . . . . . 22

2.2 Equação Não-Linear de S
hrödinger sem aproximação adiabáti
a . . . . . . . 24

3 Instabilidade Modula
ional 27

3.1 Tempo Cara
terísti
o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

4 Instabilidade Modula
ional e Auto-armadilhamento em redes dis
retas 35

4.1 Cadeias Lineares e Redes Quadradas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

4.1.1 Cadeia Linear . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4.1.2 Rede Quadrada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4.2 Instabilidade modula
ional na família de fulerenos . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.2.1 Resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.3 Efeito da relaxação da não-linearidade no Fulereno C60 . . . . . . . . . . . . 53

4.3.1 Modelo e Formalismo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

4.3.2 Resultados e Dis
ussões . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

5 Con
lusão 62

Referên
ias 66

Apêndi
es 75

A Dedução da ENLS 
om a aproximação adiabáti
a 75

11



Sumário 12

B Dedução da ENLS sem a aproximação adiabáti
a 80

Anexos 83

A Artigo: Stability of uniform ele
troni
 wavepa
kets in 
hains and fullere-

nes 83

B Artigo: Interplay between modulational instability and self-trapping of

wavepa
kets in nonlinear dis
rete latti
es 93

C Artigo: Sensitivity to initial 
onditions of the self-trapping transition in

C60 bu
kyballs with relaxing nonlinearity 103

Instituto de Físi
a - UFAL



1

Introdução

Quase todos os sistemas 
onhe
idos nas 
iên
ias naturais são sistemas não lineares. Um

exemplo bem 
onhe
ido na físi
a é a mola que, quando seu deslo
amento torna-se su�
ien-

temente grande, a lei de Hooke deixa de valer e a mola torna-se um os
ilador não linear.

Um segundo exemplo é o pêndulo simples, que 
omporta-se linearmente apenas quando o

deslo
amento angular do pêndulo é pequeno. Existem importantes diferenças qualitativas

entre o 
omportamento de um sistema em seu regime linear ou não linear. Por exemplo, o

período de os
ilação do pêndulo não depende da amplitude no regime linear enquanto que no

regime não linear depende. São diversas áreas em que a não linearidade está presente, tais


omo, fra
tais, sistemas 
omplexos, ópti
a, 
ondensados de Bose-Einstein e super
ondutores;

apenas para 
itar algumas.

O surgimento dos 
omputadores ampliou 
onsideravelmente as possibilidades de realiza-

ção de simulações de sistemas não lineares. Uma das primeiras simulações 
omputa
ionais

em sistemas não lineares foi realizada por Fermi, Pasta e Ulam em 1955 (1). Nesse traba-

lho, eles investigaram 
omo a energia vibra
ional se propaga numa 
adeia unidimensional de

partí
ulas de massa m ligadas por molas ideais, levando em 
onta forças não lineares. No

âmbito da ópti
a, uma manifestação importante da não linearidade nas �bras ópti
as o
orre

através dos sólitons ópti
os, formados 
omo o resultado da ação 
ombinada entre efeitos

dispersivos e não lineares. O termo sóliton refere-se a tipos espe
iais de ondas planas que

podem propagar-se sem distorções por longas distân
ias. Sólitons têm sido reportados em

muitos ramos da físi
a (2, 3, 4, 5). No 
ontexto de �bras ópti
as, os sólitons são de fun-

13
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damental interesse pois possuem apli
ações práti
as no 
ampo das 
omuni
ações por �bras

ópti
as (6). Um outro sistema no qual a não linearidade desempenha um papel importante

é no 
ondensado de Bose-Einstein.

O fen�meno 
onhe
ido 
omo 
ondensado de Bose-Einstein (BEC), foi previsto na dé
ada

de 1920, para sistemas nos quais as partí
ulas obede
em a estatísti
a de Bose e o número

total de partí
ulas é 
onservado. Foi mostrado que existe uma temperatura 
ríti
a abaixo

da qual uma fração �nita de todas as partí
ulas 
ondensam em um mesmo estado quânti
o.

Desde de 1995, o fen�meno BEC tem sido observado utilizando-se diferentes tipos de átomos,


on�nados em armadilhas magnéti
as e resfriados a temperaturas extremamente baixas (7,

8, 9, 10). Do ponto de vista matemáti
o, a dinâmi
a da função de onda do BEC pode

ser des
rita por uma equação de 
ampo médio efetiva 
onhe
ida 
omo equação de Gross-

Pitaevskii (11). Ela é uma equação não linear que leva em 
onta os efeitos da interação

entre as partí
ulas através de um 
ampo médio efetivo. Por 
ausa das similaridades entre a

equação de Gross-Pitaevskii na teoria BEC e a equação não linear de S
hrödinger em ópti
a

não linear, muitos fen�menos previstos nesta última, são esperados que também o
orram

para os BEC, mesmo que a físi
a em questão seja diferente. A des
rição teóri
a 
ompleta de

um BEC requer uma aproximação quânti
a de muitos 
orpos (11). A aproximação de 
ampo

médio é 
omumente usada em sistemas de partí
ulas interagentes para superar o problema

de resolver exatamente a equação de S
hrödinger para muitos 
orpos 
ompletamente. Além

da 
onveniên
ia de evitar trabalho numéri
o pesado, teorias de 
ampo médio permitem o

entendimento do 
omportamento de um sistema em termos de um 
onjunto de parâmetros

que tenham um 
laro signi�
ado físi
o.

A equação não linear de S
hrödinger (ENLS), já foi utilizada em várias áreas da físi
a (12,

13, 14, 15, 16). Tem sido mostrado que a equação não linear dis
reta de S
hrödinger (ENLDS)


aptura o me
anismo da denaturação lo
al de molé
ulas de DNA (17, 18, 19) e des
reve a

propagação de pulsos ópti
os em guias de ondas a
opladas (20, 21) assim 
omo as vibrações

em redes anarm�ni
as (22, 23). Duas áreas que experimentaram avanços signi�
ativos 
om a

apli
ação da equação não linear dis
reta de S
hrödinger foram a ópti
a não linear, utilizando-

a 
omo modelo para guias de onda a
opladas e em 
ondensados de Bose-Einstein (BEC). Uma

não linearidade 
úbi
a, também 
hamada de não linearidade de Kerr, apare
e naturalmente

Instituto de Físi
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tanto na des
rição de 
ondensados de Bose-Einstein quanto na modelagem de uma grande

variedade de sistemas ópti
os.

No que se refere a ópti
a não linear, na dé
ada de 1980, Jensen sugeriu o uso da ENLDS

em sua forma de dímero 
omo modelo para dois guias de onda a
opladas (24). Posterior-

mente, essa estratégia foi adotada para des
rever a auto-fo
alização em matrizes de guias

de onda a
opladas (20) e, dado o su
esso dessa abordagem, muitos trabalhos posteriores

seguiram propondo apli
ações em ópti
a não linear derivadas de propriedades intrínse
as da

ENLDS. A partir de 1998, muitos trabalhos experimentais 
omprovaram previsões teóri
as

baseadas na ENLDS em guias de onda a
opladas, 
omo por exemplo a existên
ia de sólitons

espa
iais (3) e sólitons dis
retos propagantes (25).

No 
ontexto do estudo dos 
ondensados de Bose-Einstein, a equação não linear de S
hrö-

dinger foi utilizada para, na forma de dímero, modelar dois BECS fra
amente a
oplados

aprisionados em um poten
ial de duplo poço (15). O progresso dos experimentos em 
on-

densados de Bose-Einstein aprisionados em poten
iais periódi
os (26), possibilitou um de-

senvolvimento semelhante ao o
orrido em ópti
a não linear, 
om a ENLDS sendo proposta


omo modelo para o referido sistema e diversos fen�menos inspirados em propriedades da

dinâmi
a da ENLDS - 
omo a existên
ia de sólitons/breathers dis
retos, por exemplo - foram

propostos em trabalhos posteriores (27, 28). Alguns desses fen�menos, ainda que sob 
ertas

restrições, obtiveram 
omprovação experimental (29, 30).

Com base no trabalho de Holstein (31), que des
reve a propagação de um polaron em um


ristal mole
ular, pode-se demonstrar a equação não linear dis
reta de S
hrödinger (ENLDS).

Nesse modelo proposto por Holstein, 
onsidera-se uma ex
itação (o polaron) propagando-se

em um 
ristal unidimensional (a rede) interagindo 
om as vibrações da rede (os f�nons), des-


ritas 
omo os
iladores harm�ni
os. Ao assumir que os íons da rede possuem um pequeno

movimento os
ilatório em torno do ponto de equilíbrio, torna-se ne
essário levar em 
onsi-

deração a existên
ia de modos vibra
ionais da rede, denominados f�nons. A interação da

função de onda eletr�ni
a 
om a rede originará um tipo de interação, 
onhe
ida 
omo intera-

ção elétron-f�non. Esta interação, após ex
eder um determinado valor 
ríti
o, promove uma

lo
alização do pa
ote de onda eletr�ni
o, fen�meno 
onhe
ido 
omo auto-armadilhamento
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(32, 12, 33, 13, 34). Quando as vibrações mole
ulares nos sítios da rede atingem o equilíbrio

numa es
ala de tempo muito inferior à es
ala de evolução do pa
ote eletr�ni
o, estamos

diante da aproximação adiabáti
a do a
oplamento elétron-f�non (32). Ao utilizar essa abor-

dagem, diversos trabalhos 
onseguiram 
aptar fatores importantes da dinâmi
a elétron-f�non

(35, 13, 36, 34) 
omo, por exemplo, que o número de 
oordenação da rede (número de primei-

ros vizinhos) é um parâmetro topológi
o relevante para a transição de auto-armadilhamento

(34).

Além disso, uma questão que também tem gerado re
entes e interessantes avanços é o

papel desempenhado pelo tempo �nito da resposta não linear na dinâmi
a de pa
otes onda

em redes dis
retas, ou seja, num 
ontexto em que a aproximação adiabáti
a não é utilizada.

Em (37) o problema do auto-armadilhamento eletr�ni
o em uma 
adeia 
om um retardo não

adiabáti
o do a
oplamento elétron-f�non foi investigado. Foi mostrado que, no regime de


urtos retardos, uma não linearidade mais fra
a é requerida para promover a transição de

auto-armadilhamento quando 
omparado 
om o 
aso de uma resposta instantânea. Também

foi demonstrado que para um meio 
om resposta lenta, o auto-armadilhamento apenas a
on-

te
e para não linearidades muito intensas. Usando uma lei de relaxação do tipo Debye para a

não linearidade, foi mostrado que a relaxação lenta da não linearidade é responsável pela re-

dução do regime delo
alizado e pela emergên
ia de um regime 
omplexo de auto-fo
alização

(38).

A 
ompetição entre desordem e um tempo de resposta não linear �nito foi investigada em

(14) e demostrou-se numeri
amente que o espalhamento sub-difusivo do segundo momento

do pa
ote de onda o
orre quando um tempo de resposta �nito na não linearidade é levado

em 
onsideração. Tal re-lo
alização foi posteriormente expli
ada 
omo resultado de uma

transferên
ia de energia para modos lo
alizados borda da banda (39). Mais re
entemente,

foi eviden
iado que o pro
esso de relaxação da não linearidade possui um profundo impa
to

na dinâmi
a dos pa
otes de onda e na formação de estados auto-armadilhados em fulerenos

C60 (40).

Nessa tese investigamos a instabilidade modula
ional de funções de onda quânti
as go-

vernadas pela equação não linear dis
reta de S
hrödinger em 
adeias lineares �nitas, em

Instituto de Físi
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redes quadradas e na família de fulerenos. Mostramos que, enquanto o a
oplamento não

linear 
ríti
o χ
IM
, a
ima do qual a instabilidade modula
ional o
orre, permane
e �nito em

redes quadradas, ele de
ai 
om 1/L em 
adeias lineares (41). Na rede quadrada, o
orre uma

transição direta entre o regime de soluções estáveis e o regime de soluções assintoti
amente lo-


alizadas 
om distribuições de probabilidade esta
ionárias. Por outro lado, existe um regime

intermediário nas 
adeias lineares no qual a dinâmi
a da função de onda desenvolve padrões


omplexos de batimentos

1

. Cal
ulamos analiti
amente as intensidades não lineares 
ríti
as

para a instabilidade modula
ional em ambas as redes, assim 
omo o tempo 
ara
terísti
o τ

que governa o 
res
imento exponen
ial das pertubações na vizinhança da transição entre os

regimes. Revelamos que a ação 
onjunta entre a instabilidade modula
ional e o fen�meno de

auto-armadilhamento é responsável pelas dinâmi
as distintas da função de onda nas redes

linear e quadrada.

Além do estudo em 
adeias lineares e redes quadradas, realizamos ainda um estudo da

in�uên
ia da interação elétron-f�non na estabilidade do pa
ote de onda eletr�ni
o em diversos

tipo de fulerenos, no regime adiabáti
o (42). Pela solução numéri
a da equação não linear

de S
hrödinger para um pa
ote de onda ini
ialmente distribuído uniformemente sobre os

sítios dos fulerenos, e mostramos que a intensidade não linear 
ríti
a a
ima da qual o pa
ote

de onda torna-se instável de
res
e 
ontinuamente para 
adeias lineares. Por outro lado, a

intensidade não linear 
ríti
a satura em um valor �nito para fulerenos maiores.

Também investigamos a evolução temporal de pa
otes de onda eletr�ni
os restritos para

nos sítios do fulereno C60 sob a in�uên
ia de uma não linearidade de ter
eira ordem 
om

um tempo de relaxação �nito τ (43). Dentro da aproximação tight-binding e in
luindo um

pro
esso de relaxação do tipo Debye na 
ontribuição não linear, forne
emos um estudo de-

talhado da transição entre estados delo
alizados e estados auto-armadilhados. No regime

de fra
os a
oplamentos não lineares, os estados assimptóti
os tornam-se delo
alizados inde-

pendentemente do tempo de relaxação da não linearidade e da 
ondição ini
ial. Por outro

lado, o pa
ote de onda evolui para o estado esta
ionário auto-armadilhado para os regimes


om fortes não linearidades. Revelamos ainda que, a lo
alização da transição é fortemente

dependente da 
ondição ini
ial assim 
omo do tempo de relaxação da não linearidade.

1

O termo em inglês breathing é mais 
omum de ser utilizado.
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Equação não linear de S
hrödinger

A equação não linear de S
hrödinger (ENLS) é amplamente utilizada na des
rição de

ondas dinâmi
as em diversos 
ontextos físi
os. No 
enário da ópti
a, ela governa a propaga-

ção dos pulsos ópti
os na matéria na aproximação do envelope variando lentamente, 
om a

não linearidade surgindo a partir da variação no índi
e de refração do meio devido à sus
ep-

tibilidade de ter
eira ordem. A interação entre as 
ontribuições dispersivas e não lineares na

equação de onda é responsável por muitos fen�menos físi
os, tais 
omo formação de sólitons

(44, 45), soluções do tipo batimentos (46) e instabilidade modula
ional (47), que têm sido

explorados em diversos dispositivos de interesse te
nológi
o (6).

Um fen�meno importante que surge nos modelos des
ritos pela equação não linear dis-


reta de S
hrödinger (ENLDS) é o auto-armadilhamento, ou self-trapping, do pa
ote de onda

eletr�ni
o. Nesse regime, que se estabele
e quando o parâmetro de não linearidade χ supera

um valor 
ríti
o, um pa
ote de onda eletr�ni
o ini
ialmente lo
alizado não evolui mais para a


on�guração espalhada por todos os sítios, �
ando 
on�nado a uma região limitada próxima

ao sítio ini
ial. Temos um fen�meno de lo
alização que é induzido por uma não linearidade.

O estudo da equação não linear dis
reta de S
hrödinger tem uma longa e interessante

história, tendo sido �redes
oberta� independentemente em 
ampos diversos da Físi
a por di-

ferentes pesquisadores. O primeiro pesquisador a derivar a ENLDS, ainda que em sua forma

esta
ionária, foi Holstein em 1959, em seu modelo do movimento dos polarons em 
ristais

mole
ulares (31). Em bioquími
a, surgiu uma nova motivação para o estudo da ENLDS;

18
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Davydov em 1973, realizou estudos sobre o transporte energéti
o em estruturas α-héli
e de

proteínas (48). Davydov sugeriu que ex
itações (vibra
ionais) de grupos peptídi
os 1-amido

(os
ilações da ligação CO), lo
alizados ao longo da α-héli
e, interagem 
om f�nons da pró-

pria α-héli
e, distor
endo-a; essa nova 
on�guração, entretanto, interage novamente 
om os

grupos ex
itados, podendo aprisionar a ex
itação (auto-armadilhamento). Essas ex
itações

propostas por Davydov, �
aram 
onhe
idas 
omo sólitons de Davydov (49, 50). Outra abor-

dagem que 
onduz a equação não linear dis
reta de S
hrödinger é através equação dis
reta

de Klein-Gordon, que foi utilizada para des
rever os
iladores anarm�ni
os a
oplados, via ex-

pansão multies
ala nos limites de os
ilações de pequenas amplitudes e fra
os a
oplamentos

inter-sítios (22, 51, 52).

O desenvolvimento da teoria dos modos lo
ais de vibração de molé
ulas pequenas em

físi
o-quími
a (53), na dé
ada de 1980, também 
hegou a utilizar a equação não linear de

S
hrödinger. Posteriormente, nos anos de 1990, a ENLDS foi utilizada 
omo modelo em

estudos sobre os modos lo
alizados intrínse
os (dis
rete breathers) em 
adeias de os
ilado-

res anarm�ni
os a
oplados (54, 55). Mais re
entemente, a equação não linear dis
reta de

S
hrödinger tem sido apli
ada 
om su
esso em dois novos 
ontextos, que têm atraído bas-

tante atenção: em ópti
a não linear, 
omo modelo para guias de onda a
opladas, e em


ondensados de Bose-Einstein (BEC).

No que se refere a ópti
a não linear, na dé
ada de 1980, Jensen sugeriu o uso da ENLDS

em sua forma de dímero 
omo modelo para dois guias de onda a
opladas (24). Posterior-

mente, essa estratégia foi adotada para des
rever a auto-fo
alização em matrizes de guias

de onda a
opladas (20) e, dado o su
esso dessa abordagem, muitos trabalhos posteriores

seguiram propondo apli
ações em ópti
a não linear derivadas de propriedades intrínse
as da

ENLDS. A partir de 1998, muitos trabalhos experimentais 
omprovaram predições teóri
as

baseadas na ENLDS em guias de onda a
oplados, 
omo por exemplo a existên
ia de sólitons

espa
iais (3) e sólitons dis
retos propagantes (25).

No 
ontexto do estudo dos 
ondensados de Bose-Einstein, a equação não linear de S
hrö-

dinger foi utilizada para, na forma de dímero, modelar dois BECS fra
amente a
oplados

aprisionados em um poten
ial de duplo poço (15). O progresso dos experimentos em 
on-
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densados de Bose-Einstein aprisionados em poten
iais periódi
os (26), possibilitou um de-

senvolvimento semelhante ao o
orrido em ópti
a não linear, 
om a ENLDS sendo proposta


omo modelo para o referido sistema e diversos fen�menos inspirados em propriedades da

dinâmi
a da ENLDS - 
omo a existên
ia de sólitons/breathers dis
retos, por exemplo - foram

propostos em trabalhos posteriores (27, 28). Alguns desses fen�menos, ainda que sob 
ertas

restrições, obtiveram 
omprovação experimental (29, 56).

A equação não linear de S
hrödinger (ENLDS), já foi utilizada em várias áreas da físi
a

(12, 13, 14, 15, 16). Demonstramos a ENLDS 
om base no trabalho de Holstein (31),

em que é feita uma análise da propagação de um polaron

1

em um 
ristal mole
ular. No

modelo proposto por Holstein, 
onsidera-se uma ex
itação propagando-se em um 
ristal

unidimensional interagindo 
om as vibrações da rede (f�nons), des
ritas 
omo os
iladores

harm�ni
os. Para analisarmos os efeitos da interação elétron-f�non, é ne
essário a modelagem

da dinâmi
a através de equações de evolução quânti
as dis
retas não lineares, utilizaremos

neste trabalho, a equação não linear dis
reta de S
hrödinger.

Ao assumir que os íons da rede possuem um pequeno movimento os
ilatório em torno

do ponto de equilíbrio, torna-se ne
essário levar em 
onsideração a existên
ia de modos

vibra
ionais da rede, denominados f�nons. A interação da função de onda eletr�ni
a 
om a

rede que possui tais modos de vibra
ionais, dará origem a um tipo de interação, 
onhe
ida

usualmente 
omo interação elétron-f�non. Esta interação, após ex
eder um determinado

valor 
ríti
o, promove uma lo
alização do pa
ote de onda eletr�ni
o, fen�meno 
onhe
ido


omo auto-armadilhamento (32, 12, 13).

Para en
ontramos as equações de evolução para o sistema, 
omeçamos pelo 
ál
ulo do

operador hamiltoniano Ĥ, para um meio 
ristalino 
om N sítios, que será es
rito da seguinte

maneira:

Ĥ = Ĥf + Ĥe + Ĥi (2.0)

sendo Ĥf o hamiltoniano devido à vibração da rede, Ĥe o hamiltoniano devido à energia

eletr�ni
a e Ĥi o hamiltoniano que 
onsidera a interação elétron-f�non.

1

uma quase partí
ula 
omposta de um elétron revestido de f�nons virtuais.
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Para o termo Ĥf , podemos 
onsiderar que os íons de massa M do sólido, estão distribuí-

dos pelos sítios da rede 
ristalina e todos eles os
ilam em torno do seu ponto de equilíbrio


om a mesma frequên
ia ω. Assim, estamos diante de um os
ilador harm�ni
o simples, onde

o hamiltoniano é dado por:

Ĥf =
∑

j

[
1

2M
P̂ 2
j +

Mω2

2
X̂2
j

]

(2.0)

onde X̂j é o operador deslo
amento do j-ésimo íon em relação a sua posição de equilíbrio,

no espaço das posições toma a forma do seu autovalor xj ; P̂j é o operador momento angular

do j-ésimo sítio da rede, no espaço das posições se torna −i~ ∂
∂Xj

.

O Ĥe terá dois termos: um devido à energia de formação do átomo j-ésimo e o outro

surgirá devido à energia gerada pelo salto do elétron do sítio j para os sítios vizinhos, energia

mais 
onhe
ida 
omo energia de hopping. Vamos utilizar a simpli�
ação que a rede não possui

desordem, então os poten
iais lo
ais εj's serão todos iguais à ε e as energias de hopping Vj+1,j

iguais à V .

Ĥe =

N∑

j=1

[

εĈ†
j Ĉj + V

(

Ĉ†
j Ĉj+1 + ĈjĈ

†
j+1

)]

(2.0)

Ĉ†
j é o operador 
riação e o Ĉj é o operador aniquilação de um elétron no sítio j.

O último termo do hamiltoniano, equação 2, é devido a energia do elétron tentar deformar

a vibração do íon, que é a interação elétron-f�non (31).

Ĥi = E

N∑

j=1

X̂jĈ
†
j Ĉj , (2.0)

E representa o termo de a
oplamento do pa
ote de onda 
om as vibrações da rede.

Agora podemos rees
rever o hamiltoniano do sistema, equação 2, re
orrendo às equações

2 , 2 e 2 (57):

Ĥ =
1

2M

N∑

j=1

P̂ 2
j +

Mω2

2

N∑

j=1

X̂2
j+ε

N∑

j=1

Ĉ†
j Ĉj+V

N∑

j=1

(Ĉ†
j Ĉj+1+ĈjĈ

†
j+1)+E

N∑

j=1

X̂jĈ
†
j Ĉj. (2.0)
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hrödinger 
om aproximação adiabáti
a 22

Podemos representar um estado neste sistema, 
omo uma superposição de funções de

onda lo
alizadas φj. Portanto, ele pode ser es
rito 
omo

ψ(r,x1, . . . ,xN ) =
N∑

j=1

aj(x1, . . . ,xN )φj(r− ja,xj) (2.1)

|ψ〉 =
N∑

j=1

aj(x1, · · · ,xN )φj (2.2)

A função de onda φj(r− ja,xj) está lo
alizada no sítio j da rede e a é um vetor da rede

de Bravais dependente de xj . Já os 
oe�
ientes das funções de onda, aj(x1, . . . ,xN ), que

são as amplitudes de probabilidades eletr�ni
as do j-ésimo sítio, para todo j, dependem de

todas as 
oordenadas internu
leares.

2.1 Equação Não-Linear de S
hrödinger 
om aproxima-

ção adiabáti
a

A aproximação adiabáti
a, também 
onhe
ida 
omo aproximação de Born-Oppenheimer

(58), fundamenta-se no fato de que as forças de interação 
oulombiana entre os elétrons e

os íons possuem a mesma ordem de magnitude e, portanto, as variações no momento linear

entre os elétrons e os íons também são da mesma ordem. Contudo, a massa dos íons é muito

maior que a massa dos elétrons, e portanto os elétrons devem mover-se a uma velo
idade

muito maior. Desta maneira, pode-se assumir que, para uma determinada 
on�guração

espa
ial dos íons, os elétrons, por sua vez, rapidamente (
omparado 
om os íons) relaxam

para uma estado fundamental 
orrespondente.

Iremos 
onsiderar que as vibrações da rede (xj) atingem o equilíbrio mais rapidamente do

que a evolução eletr�ni
a, ou seja, faremos uma aproximação adiabáti
a. Com isso, podemos

desprezar o termo 
orrespondente a energia 
inéti
a da rede e rees
revemos o hamiltoniano

da seguinte maneira:

Ĥ =
Mω2

2

N∑

j=1

x2j + ε
N∑

j=1

Ĉ†
j Ĉj + V

N∑

j=1

(Ĉ†
j Ĉj+1 + ĈjĈ

†
j+1) + E

N∑

j=1

X̂jĈ
†
j Ĉj (2.2)

Instituto de Físi
a - UFAL



2.1. Equação Não-Linear de S
hrödinger 
om aproximação adiabáti
a 23

Utilizando a equação 2.1 e 2.1 en
ontraremos Ĥψ:

Ĥψ =
Mω2

2

∑

j

x2jajφj + ε

N∑

j=1

ajφj + V
∑

j

(aj+1φj + ajφj+1) + E
∑

j

ajφj (2.2)

Tomaremos o 
onjugado da equação 2.1. Logo:

ψ∗ =
∑

i

a∗iφ
∗
i (2.2)

Utilizando a equação 2.1 na equação 2.1 e tomando a integral sobre toda rede:

∫

ψ∗Ĥψdr =
∑

ij
Mω2

2
x2j
(
a∗i aj

∫
φ∗
iφjdr

)
+
∑

ij ε
(
a∗i aj

∫
φ∗
iφjdr

)
+

+
∑

ij V a
∗
i (aj+1 + aj−1)

∫
φ∗
iφjdr+

+
∑

ij Exja
∗
i aj
∫
φ∗
iφjdr (2.1)

Considerando as integrais de overlap

2

nulas e sendo ψ uma função também normalizada,

temos:

∫

ψ∗ψdr = 1 =⇒
∑

j

|aj|2 = 1 (2.2)

∫

φ∗
iφjdr = δij (2.3)

Podemos assim, a partir da equação 2.2 e equação 2.3, veri�
ar que o termo

∑

ij ε
(
a∗i aj

∫
φ∗
iφjdr

)
será uma 
onstante. Como as propriedades físi
as do poten
ial não

se alteram 
om a adição de 
onstantes, podemos então fazer o ε ser nulo, sem perda de

generalidade.

Rees
revendo a equação 2.1 utilizando as equações 2.2 e 2.3:

H1 ≡
∑

j

{
Mω2

2
x2j + V

[
a∗j (aj+1 + aj−1)

]
+ Exja

∗
jaj

}

(2.3)

2

Sobreposição das funções de onda.
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Na aproximação adiabáti
a, ainda temos que en
ontrar os xj que minimizem a energia

H1 (Esse 
ál
ulo está detalhado no Apêndi
e A). Considerando ~ = 1 e χ = E2

Mω2 que é

o parâmetro que modula a não linearidade, en
ontramos �nalmente a equação não linear

dis
reta de S
hrödinger na forma mais 
onhe
ida,

iȧj = V (aj+1 + aj−1)− χ|aj |2aj (2.3)

A equação não linear dis
reta de S
hrödinger 
om aproximação adiabáti
a 
onsidera que

as vibrações da rede al
ançam o equilíbrio mais rápido do que a evolução eletr�ni
a. A

equação 2.1 é uma equação que possui instabilidade modula
ional, pois a evolução temporal

da função de onda é muito sensível a valores de χ, fazendo assim 
om que a função de onda

possa atingir tanto 
on�gurações lo
alizadas 
omo estendidas (59).

2.2 Equação Não-Linear de S
hrödinger sem aproxima-

ção adiabáti
a

Nesta seção iremos desenvolver o hamiltoniano 
ompleto des
rito na equação 2, 
omeça-

remos en
ontrando Ĥψ, re
orreremos a equação 2.1 para isso:

Ĥψ = − ~2

2M

∑

j
∂2

∂x2
j

ajφj +
Mω2

2

∑

j x
2
jajφj + ε

∑

j ajφj +

+V
∑

j(aj+1φj + ajφj+1) + E
∑

j ajφj (2.3)
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Agora, poderemos en
ontrar o hamiltoniano na primeira quantização, 
omo sendo:

H1 ≡
∫

ψ∗drĤ

∫

ψdr

=
∑

j,i

− ~
2

2M

∫

a∗iφ
∗
i

∂2

∂x2j
ajφjdr+

∑

j,i

Mω2

2
x2j

(

a∗i aj

∫

φ∗
iφjdr

)

+

+
∑

j,i

ε

(

a∗i aj

∫

φ∗
iφjdr

)

+
∑

j,i

V

(

a∗i (aj+1 + aj−1)

∫

φ∗
iφjdr

)

+

+
∑

j,i

E

(

xja
∗
i aj

∫

φ∗
iφjdr

)

(2.1)

Analisando a primeira integral (

∫
a∗iφ

∗
i
∂2

∂x2j
ajφjdr) da equação 2.4 
om integração por

partes temos:

∫

a∗iφ
∗
i

∂2

∂x2j
ajφjdr =

∫

ψ∗ ∂
2

∂xj
ψdr (2.2)

∫

ψ∗∂
2ψ

∂xj
dr = ψ∗ ∂ψ

∂xj

∣
∣−
∫
∂ψ∗

∂xj

∂ψ

∂xj
dr (2.3)

Como as funções ψ e ψ∗
diminuem rapidamente nos limites de integração, então o pri-

meiro termo da equação 2.3 é nulo. Então, podemos rees
rever a equação 2.4 utilizando

também a 
ondição de ortonormalidade des
rito nas equações 2.2 e 2.3 da seguinte maneira:

H1 =
∑

j

[
~
2

2M

∂a∗j
∂xj

∂aj
∂xj

+
Mω2

2
x2j + V a∗j (aj+1 + aj−1) + Exja

∗
jaj

]

(2.3)

En
ontrado o valor médio do hamiltoniano, podemos agora en
ontrar as equações de

movimento através das relações 
an�ni
as e o teorema de Ehrenfest (
omo foi realizado no

Apêndi
e A). Também usaremos as unidades naturais (~ = 1), pj é o momento dos íons do

j-ésimo sítio, que será de�nido pela equação 
lássi
a pj =Mẋj (Vide Apêndi
e B):

iȧj = V (aj+1 + aj−1) + Exjaj (2.4)

ẍj = −ω2xj −
E

M
|aj |2 (2.5)

A equação 2.4 des
reve a evolução temporal da amplitude de probabilidade eletr�ni
a
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do j-ésimo sítio, já a equação 2.5 é a evolução temporal da vibração do j-ésimo sítio da

rede. Porém, existe uma interação entre as duas equações e, por essa razão, são 
hamadas

de equações a
opladas. O último termo de ambas equações, representa a interação elétron-

f�non.

Podemos notar que a equação 2.5 des
reve um os
ilador harm�ni
o forçado. Para tornar

o sistema o mais realista possível, adi
ionaremos na equação 2.5 um termo de amorte
imento

(−αẋj). Por simpli�
ação, desprezaremos a segunda derivada temporal, método proposto

por Kenkre e Wu, pois ultrapassando a aproximação adiabáti
a, o termo não-linear e�
az

tem sido demonstrado que obede
e a um pro
esso de relaxação de Debye (12).

ẍj = −ω2xj −
E

M
|aj|2 − αẋj

ẋj =
ω2xj
α

− E

αM
|aj|2 (2.5)

fazendo τ = α
ω2 e χ = E2

Mω2 , podemos rees
rever a equação 2.5 da seguinte maneira:

ẋj = −ω
2

α

(

xj +
E

ω2M
|aj|2

)

ẋj = −1

τ

(

xj +
χ

E
|aj |2

)

(2.5)

Utilizaremos o modelo de equação não linear 
om não linearidade (χ) e retardo (τ),

pois es
lare
e a lo
alização do pa
ote de onda eletr�ni
o e também 
onsegue des
rever o

fen�meno de auto-armadilhamento (40, 38) sem 
onsiderar que as vibrações da rede atingem

o equilíbrio mais rápido do que a evolução eletr�ni
a. Alguns trabalhos mostram que a não

linearidade desempenha um papel signi�
ativo na dinâmi
a do pa
ote de onda eletr�ni
o em

estruturas formadas por 
arbonos (40, 60, 61). Estudos re
entes investigaram a interação

elétron-f�non no grafeno que pode ser representada 
omo uma não linearidade (62, 63).
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Instabilidade Modula
ional

Um tema fundamental no estudo da teoria das ondas não lineares é a instabilidade mo-

dula
ional (IM). Este fen�meno, que é gerado pela ação 
ombinada entre efeitos não lineares

e efeitos dispersivos, foi previsto por Bespalov e Talanov (64) para ondas eletromagnéti
as

em meios não lineares, 
om uma não linearidade 
úbi
a e também por Benjamin e Feir (65)

para ondas em águas profundas. Atualmente, IM é observada em diversas áreas da físi
a,

tais 
omo ópti
a não linear, físi
a de plasma, físi
a da matéria 
ondensada (
ondensados de

Bose-Einstein, �bras ópti
as, magnetismo, et
.) (66, 67, 68). Este fen�meno é de grande

interesse tanto para a teoria geral de ondas não lineares quanto para apli
ações te
nológi
as.

No 
aso parti
ular da ópti
a, o me
anismo de instabilidade modula
ional pode o
orrer tanto

no domínio espa
ial (64, 4) quanto no temporal (69), de forma independente. Já a ação 
om-

binada, ou seja, na presença simultânea dos efeitos espa
iais e temporais no desenvolvimento

da IM foi investigada em detalhes em (70). Nas �bras ópti
as a dispersão que é observada

está asso
iada a dispersão da velo
idade de grupo e os efeitos não-lineares do tipo Kerr. A

IM têm sido estudada devido a suas importantes apli
ações para a dinâmi
a de feixes ou

pulsos luminosos propagando-se através de um meio não linear.

Essa instabilidade destrói a distribuição homogênea das amplitudes das ondas e, tipi
a-

mente, resulta na 
riação de um número de ex
itações móveis lo
alizadas, 
onhe
idas 
omo

batimentos (breathers modes). Tais batimentos, através de pro
essos de interação podem

adensar-se em um pequeno número de batimentos esta
ionários de grande amplitude. Dessa

maneira, a instabilidade modula
ional de ondas planas é geralmente proposta 
omo 
ons-

27
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tituindo uma etapa ini
ial para a lo
alização energéti
a em redes não lineares, in
luindo a

ENLDS. A ação 
ombinada entre a dis
retização e a não linearidade também é 
ru
ial para

a o
orrên
ia da IM, bastante estudada na teoria de meios não lineares (55).

A análise de instabilidade modula
ional é geralmente obtida seguindo o seguinte es-

quema. Em primeiro lugar, pre
isamos en
ontrar um estado de equilíbrio da equação em

investigação, que é a solução simples e exata para uma onda plana. Em segundo lugar deve-

mos a
res
entar uma pequena perturbação no estado de equilíbrio 
om um número de onda

e frequên
ia de perturbação muito menores do que aqueles da onda portadora. A partir

daí obtemos a relação de dispersão que é analisada para se obter uma frequên
ia 
omplexa,

que nos revela o 
res
imento da amplitude modulada do pa
ote de onda. O 
res
imento

das perturbações pode ser tratado em termos da ampli�
ação da fra
a modulação imposta

à onda harm�ni
a 
onforme a �gura 3.1.

Enquanto num sistema linear sempre podemos efetuar 
ombinações lineares de ondas


ontra-propagantes e±iκj e obtermos ondas esta
ionárias (CW) na forma de 
ossenos cos(κj+

β), a mesma situação, naturalmente, não é verdade em um sistema não-linear devido à falta

de prin
ípio da superposição. No entanto, ainda existem geralmente soluções não lineares

esta
ionárias, apesar de não poder serem es
ritas 
omo superposições de ondas viajantes


ontra-propagantes. Tais ondas esta
ionárias não-lineares foram investigados em detalhe

para 
adeias gerais de os
iladores a
oplados (52) (os resultados para a 
adeia não linear

dis
reta de S
hrödinger estão mais pre
isamente resumidos em (71)).

Em parti
ular, IM refere-se à estabilidade da solução de uma onda 
ontínua 
om relação

a pequenas perturbações. Uma solução de onda 
ontínua é 
ompletamente estável em um

meio 
om dispersão normal. Por outro lado, ela desenvolve uma instabilidade em meios 
om

dispersão an�mala, 
om pequenas perturbações que possuem vetores de onda menores que um

valor 
ara
terísti
o e 
res
em exponen
ialmente. A instabilidade modula
ional é usualmente

vista 
omo um etapa primária para a formação de sólitons. A equação de S
hrödinger não

linear também des
reve as dinâmi
as de 
ondensados de Bose-Einstein 
om a não linearidade

sendo originada a partir das interações inter-partí
ulas (11, 72). IM em 
ondensados de

Bose-Einstein tem mostrado ser responsável pela defasagem e lo
alização do 
ondensado
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a - UFAL



29

Figura 3.1: A
ima: evolução de um trem de onda não linear no de
orrer da instabilidade

modula
ional. Abaixo: a evolução do espe
tro de onda 
orrespondente.

Fonte: V. E. Zakharov, 2009 (referên
ia (47)).

(66, 56, 73, 74, 75, 76, 77, 78).

A equação não linear dis
reta de S
hrödinger 2.1 sob 
ondições periódi
as de 
ontorno

em uma rede regular 
om N sítios e número de 
oordenação z (número de primeiros vizinhos)

possui uma solução de onda 
ontínua ψ
CW

= ψ0e
−iωt

, 
om ω = z + χ/N e ψ0 = 1/
√
N . A

amplitude da onda 
ontínua é devido à normalização da função de onda sobre a rede, para

esse tipo de solução. No entanto, tal solução de onda 
ontínua pode ser instável quando são

adi
ionadas pequenas perturbações à amplitude da função de onda original. Um pro
edi-

mento padrão para investigar analiti
amente a estabilidade da solução de onda 
ontínua é a

análise da instabilidade modula
ional. De a
ordo 
om essa análise, perturbações harm�ni
as


om vetores de onda k 
res
em exponen
ialmente no tempo se k < k
IM
, onde k

IM
é o vetor de

onda 
ara
terísti
o que depende da intensidade da não linearidade e da amplitude da solução

da onda 
ontínua. Em redes dis
retas 
om 
ondições de 
ontorno periódi
as, os números de

onda permitidos estão no intervalo de 2π/L < k < 2π/a, onde a é o espaçamento da rede

(que neste trabalho, 
onsideramos unitário) e L é a dimensão lateral (L = N em 
adeias

lineares e L =
√
N em redes quadradas). Como a perturbação aleatória adi
ionada (ruído)

possui todas as 
ontribuições harm�ni
as, ela irá 
onduzir à instabilidade da solução de onda


ontínua sempre que k
IM

> 2π/L. Portanto, o regime de longos 
omprimentos de onda das
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perturbações harm�ni
as �nalmente determinam a instabilidade da solução de onda 
ontí-

nua. Esse 
ál
ulo também pode ser realizado no 
aso dis
reto, o que exige uma abordagem

mais espe
í�
a 
omo realizada em (22, 27). Porém, 
omo vamos tratar apenas dos 
asos


om grandes 
omprimentos de onda, nos basta a versão 
ontínua. Levando em 
onta esse


ontexto, podemos realizar a análise da instabilidade modula
ional na versão 
ontínua da

equação 2.1, a qual pode ser 
olo
ada na forma

i
dψ

dt
= ∇2ψ + χ|ψ|2ψ, (3.0)

da qual o termo linear diagonal foi omitido, pois este não tem qualquer in�uên
ia na dinâmi
a

da função de onda. A versão 
ontínua da equação não linear de S
hrödinger 3 possui 
omo

solução de onda 
ontínua ψ(t) = ψ0e
−iχ|ψ0|2t

. No intuito de investigar a sua estabilidade,

adi
ionamos pequenas perturbações à amplitude 
omo

ψ(r,t) = [ψ0 + δ(r,t)]e−iχ|ψ0|2t, (3.0)

e a
ompanhamos a evolução temporal da perturbação δ(r,t), a qual, no regime linear obede
e

a relação |δ(r,t)| ≪ ψ0,

i
dδ

dt
= ∇2δ + χ|ψ|2(δ + δ∗), (3.0)

onde δ∗ é o 
omplexo 
onjugado de δ. A equação 3 possui soluções harm�ni
as na forma

δ(r,t) = Aei(k·r+Ωt) +Be−i(k·r+Ωt), (3.0)

onde k é o número de onda. Ao substituirmos a solução 3 na equação 3, obtemos:

−AΩei(kx+Ωt) +Be−i(kx+Ωt) = −Ak2ei(kx+Ωt) − Bk2e−i(kx+Ωt)

+χ|ψ0|2
[
Aei(kx+Ωt) +Be−i(kx+Ωt)Ae−i(kx+Ωt) +Bei(kx+Ωt)

]
, (3.0)
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forne
endo, assim, um 
onjunto de duas equações homogêneas para A e B

−ΩA = −k2A+ χ|ψ0|2A+ χ|ψ0|2B

ΩB = −k2B + χ|ψ0|2B + χ|ψ0|2A. (3.0)

Para que esse sistema de equações possua solução não trivial, seu determinante prin
ipal

deve ser igual a zero, o que nos leva à relação de dispersão

Ω =
√

k2(k2 − 2χ|ψ0|2). (3.0)

De a
ordo 
om a relação de dispersão a
ima, perturbações harm�ni
as 
om grandes 
om-

primentos de onda permane
em estáveis para as quais o valor de Ω é real. Por outro lado,

aquelas 
om k < k
IM

=
√

2χ|ψ0|2 
res
em exponen
ialmente, ou seja, apresentam valores

de Ω imaginários. Como 
onsequên
ia, a solução de onda 
ontínua será instável sempre

que k
IM

=
√

2χ/N > 2π/L, que �nalmente, determina a intensidade 
ara
terísti
a da não

linearidade χ
IM

= 2π2N/L2
a
ima da qual a solução de onda 
ontínua é instável. A genera-

lidade dos argumentos de es
ala para o 
onjunto de instabilidades na dinâmi
a de sistemas

não lineares foi apontada em (79). A relação de es
alas de tamanho �nito para o limiar

de instabilidade modula
ional também foi reportada também no 
ontexto do modelo de

Fermi-Pasta-Ulam (80).

3.1 Tempo Cara
terísti
o

A IM é 
ara
terizada por um 
res
imento exponen
ial das pequenas perturbações arbi-

trárias resultantes do efeito 
ombinado da dispersão e da não linearidade. Como estamos

interessados na região onde a instabilidade o
orre, ou seja, no regime em que Ω é imaginário,

es
revemos expli
itamente tal exigên
ia para a perturbação

δ(x,t) = δ0e
i(kx+Ωt). (3.0)
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Como Ω é imaginário, então podemos es
revê-lo assim, Ω = iω0

δ(x,t) = δ0e
ikx · eiiω0t → δ0e

ikx · e−ω0t. (3.0)

Sabemos que

δ(x,t) ∝ eδ0t ∝ et/τ (3.0)

onde τ representa o tempo de 
res
imento 
ara
terísti
o da perturbação, na forma τ = 1/ω0.

Ω =
√

f(k) (3.0)

Utilizando a equação 3 na equação 3.1

Ω =
√

k2(k2 − 2χ|ψ0|2) (3.0)

Estamos interessados nos menores vetores de onda possíveis, ou seja, kmin, que ao subs-

tituirmos na equação 3.1

Ω =
√

k2min(k
2
min − 2χ|ψ0|2). (3.0)

Obtemos χc =
k2min

2|ψ0|2
, que é a não linearidade 
ríti
a, a
ima da qual as soluções possam

a ser instáveis. Podemos rees
rever a equação 3.1 em termos de χc, que �
a

Ω =
√

2k2min(χc − χ)|ψ0|2 (3.0)


onsiderando que utilizaremos valores para a intensidade não linear χ maiores do que a não

linearidade 
ríti
a χc. Podemos ainda usar o termo χ = χc + ∆χ e rees
rever a relação de

dispersão

Ω = ±i
√

2|ψ0|2k2min∆χ. (3.0)

Finalmente, obtemos uma expressão para o tempo 
ara
terísti
o do 
res
imento das per-
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tubações, quando se utiliza uma intensidade não linear superior ao valor da não linearidade


ríti
a, 
ara
terizada por χc

τ =
1

√

2|ψ0|2k2min∆χ
, (3.0)

que ao utilizarmos o valor da não linearidade 
ríti
a, χc =
k2min

2|ψ0|2
, e realizarmos as devidas

simpli�
ações obtemos

τ =
1

k2min

(
∆χ

χc

)−1/2

, (3.0)

que mede o 
res
imento da perturbação ao 
onsiderarmos a região onde temos os maiores


omprimentos de onda possíveis.

A partir desse ponto, iremos dis
utir separadamente a estabilidade da solução CW em


adeias lineares e em redes quadradas. Nas 
adeias lineares N = L, o que 
onduz a χIM =

2π2/L. Consequentemente, a solução CW é estável para 
adeias lineares �nitas apenas no

regime de não linearidades muito fra
as. A
ima de χIM pequenas perturbações 
res
em ex-

ponen
ialmente 
om o tempo 
ara
terísti
o τ = 1/ℜ[Ω] = (L2/4π2)[(χ− χ
IM

)/χ
IM

]−1/2
. No

limite termodinâmi
o, N → ∞, a solução CW é sempre instável para qualquer valor �nito

de não linearidade. É importante ressaltar que um pa
ote de onda ini
ialmente lo
alizado

em um úni
o sítio evolui para uma solução auto-armadilhada para intensidades de não line-

aridades a
ima do valor 
ara
terísti
o (33, 35, 81), que é da ordem da largura de banda do

problema linear 
orrespondente (χAA ≃ 4 para 
adeias lineares). De tal forma, um regime


om uma dinâmi
a 
omplexa é ante
ipada para χIM < χ < χAA, a qual será explorada

numeri
amente no próximo 
apítulo.

Por outro lado, na rede quadrada N = L2
e nesse 
aso, a intensidade da não linearidade


ara
terísti
a é independente do tamanho da rede para a instabilidade modula
ional da

solução CW e tem valor χIM = 2π2 = 19,739.... Esse valor é substan
ialmente maior que

que χAA ≃ 8, 
ontrastando 
om o 
aso da 
adeia linear. Além disso, quando a intensidade

não linearidade torna-se grande o su�
iente para promover a instabilidade da solução CW,

existe um estado auto-armadilhado e uma transição direta entre esse regimes irá o
orrer.
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O tempo 
ara
terísti
o que governa o 
res
imento exponen
ial da perturbação obede
e a

mesma es
ala en
ontrada no 
aso da 
adeia linear.
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4

Instabilidade Modula
ional e

Auto-armadilhamento em redes dis
retas

4.1 Cadeias Lineares e Redes Quadradas

Usualmente, a equação de onda apropriada em redes não lineares é a versão dis
reta

da equação não linear de S
hrödinger, que 
onsiste em um 
onjunto de equações diferen-


iais não lineares a
opladas (22, 23, 82, 83, 84, 30, 85, 76, 86). Tem sido mostrado que

a ENLDS 
aptura o me
anismo de denaturação lo
al das molé
ulas de DNA para des
re-

ver a propagação de pulsos ópti
os em guias de onda a
opladas (20, 21), assim 
omo as

vibrações de redes anarm�ni
as (22, 23). Ela também tem sido utilizada para des
rever

a dinâmi
a de ondas em BEC em redes ópti
as produzidas por feixes de lasers intera-

gentes, formando um padrão de interferên
ia periódi
o (27, 87, 76). Em físi
a do estado

sólido, um forte a
oplamento dos elétrons 
om f�nons 
onduz a uma ENLDS efetiva que

governa o pa
ote de onda eletr�ni
o. Na aproximação adiabáti
a, assume-se que a polari-

zação lo
al nos sítios é muito mais rápida do que a transferên
ia eletr�ni
a entre os sítios

(33, 35, 81, 88, 87, 37, 36, 13, 89, 34). Es
revendo ψn(t) 
omo a amplitude eletr�ni
a no

orbital lo
alizado de Wannier |n〉(|Ψ〉(t) =∑n ψn(t)|n〉), a ENLDS efetiva pode ser 
olo
ada

na forma

i
dψn(t)

dt
=
∑

m

ψm(t) + χ|ψn(t)|2ψn(t), (4.0)

35
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onde o somatório estende-se sobre todos os sítios que são os primeiros vizinhos do sítio

n, no 
aso mais simples de hopping de 
urto al
an
e. Aqui, assumiremos que ~ = 1 e a

amplitude de hopping 
omo sendo unitária, sem qualquer perda de generalidade. O parâme-

tro χ representa a intensidade da não linearidade, que por sua vez, 
res
e 
om o aumento

do a
oplamento elétron-f�non. A 
ontribuição não linear efetiva para a equação de onda

favore
e a lo
alização do pa
ote de onda, um fen�meno frequentemente denominado auto-

armadilhamento. Um pa
ote de onda ini
ialmente lo
alizado em um úni
o sítio permane
e

preso em torno da sua posição ini
ial sempre que a intensidade da não linearidade está a
ima

de um valor 
ara
terísti
o χ
AA

o qual é da ordem da largura de banda do sistema linear 
orres-

pondente (χ
AA

≃ 2z, onde z é o número de 
oordenação da rede) (33, 35, 81, 34). Uma onda

ini
ialmente uniforme também experimenta uma instabilidade modula
ional em redes não

lineares dis
retas que pode desen
adear a formação de sólitons dis
retos (22, 84, 85, 86, 5).

A emergên
ia de batimentos dis
retos gerados a partir da instabilidade modula
ional tem

sido prevista em vários 
enários da físi
a, tais 
omo, BEC, ex
itações vibra
ionais, pulsos

ópti
os. Entretanto, a questão rela
ionada 
om a fenomenologia asso
iada 
om as dinâmi
as

de pa
otes de ondas eletr�ni
as sob a in�uên
ia de uma não linearidade efetiva devido ao

forte a
oplamento 
om os f�nons ópti
os ainda está em aberto.

Nessa seção, iremos forne
er os resultados numéri
os para a evolução temporal de uma

função de onda ini
ialmente uniforme em redes lineares e redes quadradas visando ava-

liar a pre
isão da análise da instabilidade modula
ional baseada na equação não linear de

S
hrödinger 
ontínua, assim 
omo revelar o 
omportamento dinâmi
o não trivial previsto

para o
orrer em 
adeias lineares entre a instabilidade modula
ional e as transições de auto-

armadilhamento. A função de onda ini
ial será 
onsiderada 
omo a superposição de uma

onda uniforme de amplitude ψ0 = 1/
√
N e uma pequena perturbação 
om as amplitudes em


ada sítio sendo distribuídas aleatoriamente no intervalo [0, 10−3ψ0], 
om a norma unitária

da função de onda resultante sendo reestabele
ida após uma normalização própria. O 
on-

junto de equações não lineares dis
retas 4.1 foram resolvidas numeri
amente pela apli
ação

do método de Runge-Kutta (90) de oitava ordem, 
om um tempo de dis
retização∆t = 10−2
,

o qual foi 
urto o su�
iente para manter a função de onda normalizada 
om uma pre
isão

de 10−6
durante todo o pro
esso de integração.
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Para mostrar a evolução temporal da extensão espa
ial da função de onda, iremos 
al
ular

seu número de parti
ipação em função do tempo, de�nido 
omo

P (t) =

[
∑

n

|ψn|4(t)
]−1

(4.0)

onde a soma estende-se sobre todos os sítios da rede. Para uma função de onda uniforme,

o número de parti
ipação é igual ao número de sítios da rede, enquanto que P (t) torna-se

unitário quando a função de onda é 
ompletamente lo
alizada em um úni
o sítio. Portanto,

essa quantidade serve 
omo uma medida do número de sítios sobre os quais a função de onda

está distribuída, sendo da ordem de seu 
omprimento de lo
alização para pa
otes de onda

exponen
ialmente lo
alizados.

4.1.1 Cadeia Linear

A previsão analíti
a de χ
IM

<< χ
AA

na 
adeia linear mostra a existên
ia de um regime

intermediário no qual nem as soluções uniformes nem as soluções auto-armadilhadas são

estáveis. Nesta seção, além de mostrar a IM da solução CW e as 
ara
terísti
as de es
ala

temporal da instabilidademodula
ional, vamos explorar a dinâmi
a função de onda no regime

intermediário.

Algumas evoluções temporais do número de parti
ipação normalizado são retratadas na

�gura 4.1. Os dados são da evolução temporal em uma 
adeia linear fe
hada 
om N =

L = 100 sítios. De a
ordo 
om a análise de IM desenvolvida na seção anterior, a solução

de onda 
ontínua (CW) se tornará instável para χ > χ
IM

= 2π2/L ≃ 0,197. De fato, o

número de parti
ipação normalizado permane
e unitário em simulações longas abaixo desse

limiar. No entanto, 
ontrastando 
om a transição direta para o estado auto-armadilhado que

o
orre na rede quadrada (que será mostrado na próxima seção), a função de onda desenvolve

padrões regulares de batimentos logo a
ima de χ
IM
, sinalizada pelas os
ilações periódi
as

do número de parti
ipação. Apenas para a
oplamentos não lineares maiores que χ
AA

≃ 4 é

que um estado ini
ialmente uniforme evolui para um estado lo
alizado. Nesse 
aso, existe

um período transiente no qual as funções de onda exibem uma dinâmi
a irregular (do tipo
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Figura 4.1: Evolução temporal do número de parti
ipação normalizado P (t)/N de uma fun-

ção de onda ini
ialmente uniforme em uma 
adeia linear 
om N = L = 100 sítios para

três valores representativos do a
oplamento não linear. Nota-se que há um regime os
ilató-

rio (batimentos) intermediário entre o regime estável 
om solução uniforme e o regime de

solução fortemente lo
alizada. A transição do regime estável para as soluções-batimentos

o
orre próximo de χ
IM

= 0,20, em a
ordo 
om a previsão analíti
a baseada na análise da

instabilidade modula
ional. Soluções lo
alizadas surgem a
ima de χ
AA

≃ 4.
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Fonte: Autor, 2014.


aóti
a).

Determinamos numeri
amente χ
IM


onsiderando 
adeias lineares de diversos tamanhos.

As estimativas numéri
as estão na �gura 4.2 junto 
om a previsão via instabilidade mo-

dula
ional. Embora tenhamos usado uma aproximação de 
ontínua para obter a expressão

analíti
a para χ
IM
, ela 
on
orda razoavelmente 
omo os dados para 
adeias lineares dis
retas

pequenas.

O tempo de instabilidade 
ara
terísti
o nas proximidades da transição entre os regimes

estável e instável, também foi 
al
ulado. As estimativas numéri
as para τ/L2
versus ∆χ

são mostradas na �gura 4.3. Dados para 
adeias lineares de tamanhos distintos 
olapsam

sobre uma úni
a 
urva o que 
on�rma o 
omportamento de es
ala previsto pela análise de

instabilidade modula
ional (linhas tra
ejadas).

Em seguida, investigamos o regime intermediário no qual a instabilidade da solução


ontínua não 
onduz a um estado esta
ionário assimptoti
amente lo
alizado. Na �gura 4.4

mostramos algumas evoluções temporais representativas da distribuição de probabilidades da
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Figura 4.2: Estimativa numéri
a do a
oplamento não linear 
ara
terísti
o da instabilidade

modula
ional χ
IM

versus 
omprimento da 
adeia linear. A linha tra
ejada 
orresponde à

previsão analíti
a χ
IM

= 2π2/L.

10 100 1000
L

10
-2

10
-1

10
0

χ M
I

Fonte: Autor, 2014.

Figura 4.3: Tempo 
ara
terísti
o normalizado da instabilidade τ/L2
de uma função de onda

ini
ialmente uniforme versus ∆χ = (χ−χ
IM

)/χ
IM

obtido para 
adeias lineares de tamanhos

distintos. A linha tra
ejada 
orresponde à previsão baseada na análise da instabilidade

modula
ional τ/L2 = (1/4π2)∆χ−1/2
.
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L = 100
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Fonte: Autor, 2014.

função de onda sobre 
adeias lineares 
om N = L = 100 sítios. Nas proximidades do limiar

de transição da IM, as funções de onda desenvolvem um padrão regular de batimentos entre

o estado uniforme e o estado lo
alizado em uma região �nita. Para uma região mais distante

Instituto de Físi
a - UFAL



4.1. Cadeias Lineares e Redes Quadradas 40

Figura 4.4: Evolução temporal da distribuição de probabilidades da função de onda em

uma 
adeia linear 
om N = 100 sítios para alguns valores representativos do a
oplamento

não linear a
ima da transição da instabilidade modula
ional. χ = 0,29 : Logo a
ima da

transição da IM, um padrão bastante regular de batimento o
orre entre o estado uniforme

e o lo
alizado. χ = 1,0 : Os batimentos tornam-se mais 
omplexos 
om os
ilações entre

estados lo
alizados distintos. χ = 3,0: Como uma parte adi
ional da IM, os
ilações do tipo


aóti
as entre vários estados lo
alizados são desenvolvidas. χ = 4,5: A
ima de χ
AA

uma

solução lo
alizada esta
ionária emerge após um tempo transiente 
om os
ilações do tipo


aóti
as.

-3

0.02

0.04

0.06

-3

site index site index

de χ
IM
, os padrões de batimentos tornam-se mais 
omplexos, 
om os
ilações entre estados

lo
alizados distintos, 
omo mostrado para χ = 1,0. As os
ilações entre estados lo
alizados

distintos tornam-se do tipo 
aóti
as quando se aproximam de χ
AA
. No 
aso ilustrativo de χ =

3,0, essas os
ilações não possuem uma tendên
ia de atingir o 
omportamento esta
ionário.

A
ima do valor χ
AA
, o estado auto-armadilhado é atingido após o transiente do tipo 
aóti
o

ser ultrapassado.

A �m de ofere
er uma visão mais detalhada da distribuição do pa
ote de onda em 
ada

um dos regimes identi�
ados a
ima, nós plotamos na �gura 4.5 os per�s da amplitude qua-

dráti
a |ψn|2 e da fase φn (ψn = |ψn|eiφn) em instantes representativos nos quais estados

os
ilantes e auto-armadilhados estão presentes. Justamente a
ima do limiar da instabilidade

modula
ional, o sistema desenvolve os
ilações regulares 
om um envelope de pi
o úni
o no

qual o per�l da fase é suave (�gura 4.5-a). Para não linearidades maiores, tal 
omo mos-
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Figura 4.5: Per�s típi
os da norma da função de onda e da fase dos batimentos e dos estados

auto-armadilhados que apare
em durante a evolução temporal em diferentes regimes de não

linearidades: a) Para χ = 0.29, logo a
ima do limiar de instabilidade modula
ional, o pa
ote

de onda desenvolve um úni
o batimento 
om um per�l suave de fase; b) Para χ = 1.0 as

os
ilações regulares desenvolvem-se 
om dois batimentos de fases aproximadamente opostas;


) Para χ = 3.0 surgem três batimentos, mas as amplitudes e os per�s da fase evoluem

irregularmente no tempo; d) Para χ = 4.5 o pa
ote de onda evolui para um estado fortemente

lo
alizado exibindo um úni
o pi
o. O per�l da fase é aleatório ex
eto nas proximidades o

pi
o do pa
ote de onda. As amplitudes quadradas são mostradas em unidades arbitrárias

para uma melhor visualização.
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Fonte: Autor, 2014.

trado na �gura 4.5-b, os
ilações aproximadamente regulares 
om o envelope apresentando

duas estruturas de pi
o surgem. Estes apresentam per�s de fase suaves embora prati
amente

opostos. O número de modos 
res
e 
om a não linearidade. Na �gura 4.5-
, podemos iden-

ti�
ar três modos para χ = 3.0. Contudo, a evolução temporal é bastante irregular 
om os

per�s de amplitude e fase mudando 
ontinuamente 
om o tempo. Neste 
aso, o pa
ote de

onda não se aproxima do per�l uniforme durante a evolução temporal, 
omo no 
aso ob-

servado quando os
ilações regulares estão presentes. Nós observamos os
ilações irregulares

apresentando até quatro modos quando a intensidade da não linearidade se aproxima do

limiar de auto-armadilhamento. Um número maior de modos pode ser atingido em 
adeias

mais longas. Estes modos tornam-se 
ada vez mais superpostos o que a
arreta na transição

para o estado auto-armadilhado. Na �gura 4.5-d, nós mostramos os per�s típi
os da ampli-

tude e da fase de um estado auto-armadilhado. A amplitude é fortemente 
on
entrada em

torno de um sítio, embora apresente um ruído residual espalhado por toda a 
adeia. O per�l

da fase é aleatório, ex
eto na vizinhança próxima do pi
o predominante do pa
ote de onda.

A sequên
ia de 
omportamentos dinâmi
os mostrados na �gura 4.4 também pode ser
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Figura 4.6: Algumas órbitas representativas no espaço de fase do número de parti
ipação

dP (t)/dt × P (t) obtido em uma 
adeia linear 
om N = 100 sítios no intervalo 80000 <
t < 100000. χ = 0,29: As órbitas fe
hadas simples sinalizam um padrão de breathing

regular da função de onda. χ = 1,0: As órbitas tornam-se instáveis mas as os
ilações são

aproximadamente regulares. χ = 1,6: Os
ilações do tipo 
aóti
as são desenvolvidas. χ = 4,5:
As órbitas 
onvergem para um úni
o ponto indi
ando a lo
alização assintóti
a da função de

onda.

Fonte: Autor, 2014.

ilustrada pela órbitas representativas no espaço de fase do número de parti
ipação

dP
dt

× P ,


omo apresentado na �gura 4.6. Logo a
ima do limiar IM, uma úni
a órbita fe
hada no

espaço de fase sinaliza as os
ilações periódi
as do pa
ote de onda entre o estado uniforme


om P/N = 1 e o estado lo
alizado no segmento �nito, visto na �gura 4.6-a. Quando a

não linearidade é aumentada, as órbitas do espaço de fase 
omeçam a se tornar instáveis,

apresentando os
ilações próximas às regulares. As órbitas evoluem para o padrão do tipo


aóti
o quando χ é aumentado ainda mais, 
onforme as �guras 4.6-b-
. Finalmente, elas


onvergem para um úni
o lo
al, representando o auto-armadilhamento do estado lo
alizado,

observado na �gura 4.6-d.

Os resultados a
ima mostram que a função de onda e seu número de parti
ipação asso-


iado exibem uma sequên
ia 
omplexa no 
omportamento dinâmi
o 
omo função da inten-

sidade do parâmetro não linear. No intuito de forne
er um entendimento mais 
ompleto de
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Figura 4.7: Diagrama mostrando o número de parti
ipação normalizado mínimo versus

χ obtido de uma função de onda ini
ialmente uniforme, evoluindo em uma 
adeia linear


om N = 100 sítios. O úni
o mínimo surgindo para pequenos χ sinaliza o surgimento

da instabilidade modula
ional. Um padrão 
aóti
o separa os regimes de funções de onda

uniformes e lo
alizadas.
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Fonte: Autor, 2014.


omo a dinâmi
a da função de onda varia 
om χ, lo
alizamos os mínimos lo
ais do número

de parti
ipação para um grande 
onjunto de intensidades não lineares 
obrindo todos os

regimes dinâmi
os des
ritos anteriormente. O resultado é apresentado na �gura 4.7. Apenas

os números de parti
ipação mínimo presentes no intervalo temporal 80000 < t < 100000

foram 
onsiderados. A primeira rami�
ação apare
endo logo a
ima de χ
IM

≃ 0,2 representa

o regime no qual a função de onda apresenta os
ilações periódi
as entre os estado uniforme

e o úni
o estado lo
alizado. A segunda rami�
ação apare
endo para χ ≃ 0,8 delimita o �nal

do regime de os
ilações periódi
as úni
as. Numa estreita faixa de intensidades não lineares,

as os
ilações são prin
ipalmente entre o estado uniforme e dois estados lo
alizados, embora o

primeiro esteja asso
iado 
om a primeira rami�
ação �
ar instável. A dinâmi
a torna-se 
aó-

ti
a para 1,0 ≃ χ ≃ 3,8 
om o número de parti
ipação possuindo diversos mínimos devido a

suas os
iladores irregulares. Esses mínimos varrem densamente um intervalo �nito de valores

do número de parti
ipação. O auto armadilhamento é atingido para valores χ > χ
AA

≃ 3,8.
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Figura 4.8: Evolução temporal do número de parti
ipação normalizado P (t)/N de uma

função de onda ini
ialmente uniforme em uma rede quadrada 
om N = L2 = 2500 sítios para
três valores representativos do a
oplamento não linear. Nota-se que há uma transição direta

entre o regime estável uniforme e o regime de solução esta
ionária fortemente lo
alizada. A

transição o
orre próximo de χ
IM

= 19,7, em a
ordo 
om a previsão analíti
a baseada na

análise da instabilidade modula
ional. O tempo 
ara
terísti
o para a lo
alização de
res
e


om χ à medida que nos afastamos de χ
IM
.
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Fonte: Autor, 2014.

4.1.2 Rede Quadrada

Começamos observando a evolução temporal de uma função de onda ini
ial uniforme-

mente distribuída em redes quadradas 
om 
ondições de 
ontorno periódi
as. Na �gura 4.8

mostramos a evolução temporal do número de parti
ipação normalizado P (t)/N para alguns

valores representativos da intensidade não linear na vizinhança da transição previsa para a

IM baseada na análise de estabilidade da solução CW da equação de S
hrödinger não linear


ontínua. Os dados foram obtidos a partir da solução numéri
a da equação 4.1 na rede

quadrada 
om N = L2 = 2500 sítios.

Claramente observamos a transição do regime de soluções uniformes estáveis, no qual

o número de parti
ipação normalizado permane
e unitário ao longo de simulações muito

longas, para o regime de soluções CW instáveis no qual o número de parti
ipação de
res
e

após um tempo 
ara
terísti
o τ , que torna-se menor quando a intensidade não linear au-

menta. Existe uma transição direta entre o regime uniforme e o de soluções lo
alizadas

auto-armadilhadas. Essa 
ara
terísti
a está em a
ordo 
om a previsão baseada na análise
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Figura 4.9: A
oplamento não linear 
ara
terísti
o da instabilidade modula
ional χ
IM

versus o

número de sítios da rede quadrada. O pequeno desvio da previsão analíti
a (linha tra
ejada)

sinaliza a limitação da aproximação 
ontínua para des
rever as dinâmi
as em redes dis
retas

pequenas.
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Fonte: Autor, 2014.

via instabilidade modula
ional de que χ
IM

> χ
AA
, signi�
ando que a 
riação da instabilidade

de onda 
ontínuas o
orre dentro do regime de soluções estáveis auto-armadilhadas.

Na �gura 4.9 forne
emos uma estimativa numéri
a pre
isa para χ
IM

em redes quadradas

�nitas 
om tamanhos distintos. A linha tra
ejada representa a previsão independente do

tamanho da rede χ
IM

= 2π2
obtida a partir da análise da IM da equação não linear 
ontínua

de S
hrödinger. Ela forne
e uma estimativa muito boa para o limiar das soluções CW em

redes dis
retas 
om dimensão lateral L =
√
N > 40. Os desvios apresentados sinalizam

a limitação da aproximação 
ontínua utilizada para 
apturar a dinâmi
a mais pre
isa de

redes dis
retas menores. Nesse regime de redes dis
retas menores, uma relação de dispersão


ompleta no modelo dis
reto foi 
onsiderada, por exemplo em (91, 92). No entanto, aqui

fo
amos na transição do regime de estados estáveis para o regime estados auto-armadilhados

os quais o
orrem independente do tamanho da rede.

Também determinamos o tempo 
ara
terísti
o τ 
om que a instabilidade modula
ional
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Figura 4.10: Tempo 
ara
terísti
o normalizado da instabilidade τ/N de uma função de onda

ini
ialmente uniforme versus ∆χ = (χ−χ
IM

)/χ
IM

obtido para redes quadradas de tamanhos

distintos. A linha tra
ejada 
orresponde à previsão baseada na análise da instabilidade

modula
ional τ/N = (1/4π2)∆χ−1/2
.
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10
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Fonte: Autor, 2014.


res
e 
omo função da intensidade da não linearidade χ. É simples mostrar que no regime

ini
ial de 
res
imento exponen
ial das pequenas perturbações, o número de parti
ipação

normalizado evolui 
omo P (t)/N = 1−αe2t/τ , onde α é propor
ional ao ruído ini
ial. Por isso,

estimamos numeri
amente τ ajustando o desvio exponen
ial ini
ial de P (t)/N unitária. Essas

estimativas são mostradas na �gura 4.10. Os valores de τ/N versus ∆χ = (χ − χ
IM

)/χ
IM

obtidos para tamanhos de rede distintos 
olapsam em uma lei de potên
ia. A linha tra
ejada

representa a previsão a partir da análise da IM τ/N = (1/4π2)∆χ−1/2
e estão em bom a
ordo


om os resultados numéri
os.

Realizamos ainda um estudo rela
ionado 
om a transição entre o 
omportamento no


aso 1D para o 2D. Para realizar tal estudo, 
onsideramos a evolução temporal de um

pa
ote de onda ini
ialmente uniforme sobre todos os sítios da �ta 
om N = L × l sítios


om 
ondições de 
ontorno periódi
as, onde L é usado para a maior dimensão da �ta e l

para a menor dimensão. Para eviden
iar o 
omportamento dinâmi
o distinto, plotamos o

número de parti
ipação normalizada mínima em função da intensidade não linear χ, 
omo

foi feito para o 
aso da 
adeia linear. Esse resultado está mostrado na �gura 4.11. Para

�tas estreitas, 
omo mostrado na �gura 4.11a, observamos a presença de quatro regimes
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Figura 4.11: Diagrama mostrando o número de parti
ipação mínima normalizada versus χ
obtido a partir da evolução temporal de um pa
ote de onda ini
ialmente distribuído unifor-

memente sobre todos os sítios. a) Fita estreita 
om N = 50× 5 sítios. O 
omportamento é

bastante similar ao das 
adeias lineares, mostrando regimes 
om soluções estáveis e unifor-

mes, batimentos regulares, 
omportamento do tipo 
aóti
o e auto-armadilhamento. b) Fitas

mais largas 
om N = 50× 20 até N = 50× 40. Nesses 
asos, o regime do tipo 
aóti
o é au-

sente e o regime de batimentos regulares é reduzido até que a geometria de redes quadradas

é al
ançada.
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Fonte: Autor, 2014.

dinâmi
os distintos: pa
otes de onda esta
ionários e uniformes para pequenos valores da

intensidade não linear, batimentos regulares a
ima do limiar de IM o qual evolui para um


omportamento do tipo 
aóti
o e �nalmente o auto-armadilhamento.

No entanto, o regime do tipo 
aóti
o é fortemente suprimido quando o 
omprimento

da �ta é aumentado. Esse 
omportamento desapare
e por 
ompleto para l/L & 0.3. Na

�gura 4.11b mostramos o número de parti
ipação mínima para �tas 
om 
omprimentos

de N = 50 × 20 até N = 50 × 40 sítios. Nota-se que apenas os padrões de batimentos

regulares estão presentes entre o estado estável uniforme e o estado auto-armadilhado, o que

é sinalizado por um úni
o mínimo Pmin/N distinto para esses valores limites. Além disso, o

regime intermediário de batimentos 
ontinuamente estreita-se a medida que ela aproxima-se

da geometria de redes quadradas. O limiar de instabilidade modula
ional em �tas deve ser

χIM = 2π2(l/L), o qual está 
ompletamente em a
ordo 
om nossa previsão através da análise

da instabilidade modula
ional.
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4.2 Instabilidade modula
ional na família de fulerenos

Nesta seção iremos investigar o fen�meno da instabilidade modula
ional na família de

fulerenos e 
omparar 
om a dinâmi
a equivalente na 
adeia linear. Neste 
aso, iremos 
on-

siderar a aproximação adiabáti
a na qual a não-linearidade é representada por um termo


úbi
o na equação não-linear dis
reta de S
hrödinger.

4.2.1 Resultados

Vamos 
onsiderar um pa
ote de onda ini
ialmente distribuído de maneira uniforme sobre

todos os sítios da rede. Além disso os 
oe�
ientes são φn = 1/N onde N é o número total de

sítios da rede. Nosso fo
o 
onsiste em investigar a estabilidade do per�l do pa
ote de onda

uniforme e suas relações 
om o grau de não linearidade da rede. Estudaremos a dinâmi
a de

pa
otes de onda em redes dis
retas 
om 
ondições de 
ontorno periódi
as.

Ini
ialmente, revisitamos a dinâmi
a em 
adeias lineares �nitas. Na �gura 4.12 forne
e-

mos o número de parti
ipação normalizado P (t)/N versus o tempo t para N = 50 e χ = 0.3

e χ = 0.6. Observamos que para, χ = 0.3, o número de parti
ipação é 
onstante em todo o

intervalo de tempo 
onsiderado, Portanto indi
a que o pa
ote de onda uniforme permane
e

estável. Para χ = 0.6 o número de parti
ipação exibe um 
omportamento os
ilatório, que

sinaliza a instabilidade da largura do pa
ote de onda. Além disso, nossos 
ál
ulos indi
am

que existe um valor 
ríti
o da não linearidade (χc) abaixo do qual o pa
ote de onda per-

mane
e estável e distribuído sobre todos os sítios da rede. Para χ > χc, a dinâmi
a de

instabilidade 
onduz a um 
omportamento os
ilante da função de parti
ipação do pa
ote de

onda eletr�ni
o, que podem ser asso
iadas a batimentos periódi
os. No entanto, a função

de parti
ipação os
ila em torno de valores relativamente grandes, indi
ando que o pa
ote

de onda permane
e estendido, pelo menos, ligeiramente a
ima da transição. Consideramos

também duas 
adeias lineares 
om tamanhos distintos e exatamente o mesmo valor do a
o-

plamento não linear (ver �gura 4.13(a)). Para N = 40, χ = 0.45 é fra
o o su�
iente para

manter a estabilidade do pa
ote de onda e o número de parti
ipação permane
e 
onstante.

Já para N = 50, e o mesmo valor da intensidade do a
oplamento não linear χ = 0.45, é
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Figura 4.12: Número de parti
ipação normalizado P (t)/N versus tempo t para 
adeias

lineares 
om N = 50 e χ = 0.3 e χ = 0.6. Em nossos 
ál
ulos, 
onsideramos o pa
ote de

onda ini
ialmente distribuído sobre todos os sítios da 
adeia linear. Além disso, o pa
ote

de onda ini
ial possui φn = 1/N onde N é o número total de sítios. Observamos que

para χ = 0.3, o número de parti
ipação é 
onstante durante todos o intervalo de tempo


onsiderado, portanto indi
ando que o pa
ote de onda é estável. Para χ = 0.6 o número

de parti
ipação exibe um fortes os
ilações, sinalizando a instabilidade do pa
ote de onda

uniforme.

forte o su�
iente para desen
adear uma instabilidade no pa
ote de onda e os batimentos

periódi
os emergem. Como resultado do aumento do 
omprimento da 
adeia linear, a in-

tensidade da não linearidade 
ríti
a χc diminui de
res
e. Essa dependên
ia da intensidade

da não linearidade 
ríti
a 
om o tamanho da 
adeia foi determinada numeri
amente, 
om a


urva resultante mostrada na �gura 4.13(b). En
ontramos, numeri
amente, que a não linea-

ridade 
ríti
a de
res
e propor
ionalmente à 1/N . Na �gura 4.13(b) os 
ír
ulos representam

os valores de χc obtidos numeri
amente para diferentes tamanhos de 
adeias lineares, já a


urva pontilhada representa o melhor �t para a lei de potên
ia 1/N .

A partir daqui ampliamos nossas análises de estabilidade do pa
ote de onda para o 
aso

de topologias de rede nas quais os sítios estão distribuídos sobre uma superfí
ie fe
hada.

Em parti
ular, iremos 
onsiderar a topologia da rede formada por fulerenos. Ini
ialmente
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Figura 4.13: a) Número de parti
ipação normalizado P (t)/N versus o tempo t para 
adeias

lineares 
om tamanhos distintos e grau de não linearidade χ = 0.45. Observamos que para

N = 40, tal a
oplamento não linear é su�
iente para manter a estabilidade do pa
ote de onda.

No entanto, para N = 50, o estado uniforme torna-se instável e o número de parti
ipação

desenvolve os
ilações, sinalizando um padrão de batimentos. b) Demonstramos que o valor

χc que separa o estado estável para a fase instável de
res
e 
om 1/N . As barras de erro são

menores que o tamanho dos símbolos.


onsideramos que o pa
ote de onda está uniformemente distribuído sobre todos os sítios

do fulereno e seguimos numeri
amente sua evolução temporal. Dedi
amos uma atenção

parti
ular para as 
ara
terísti
as da transição do estado estável para o estado instável dos

pa
otes de onda uniformes e suas dependên
ias 
om o tamanho do fulereno. Na �gura 4.14,

mostramos uma representação esquemáti
a de dois tipos de fulerenos: são eles o C60 e o

C180. Porém, nosso estudo foi apli
ado a toda a família de bu
kyballs desde N = 20 até

N = 720. O pa
ote de onda uniforme ini
ial também possui 
omo 
oe�
ientes φn = 1/N

onde N é número de sítios do fulereno 
onsiderado. Na �gura 4.15 plotamos a função de

parti
ipação P (t)/N versus o tempo t para χ = 7 e χ = 7.5. Temos usado a topologia do

C60 para esses 
ál
ulos. Podemos observar que existem dois tipos distintos de regimes a

depender do grau de não linearidade. Um desses regimes é 
ara
terizado pela estabilidade

do pa
ote de onda que permane
e o
upando integralmente o fulereno. Consequentemente, a

função de parti
ipação normalizada permane
e 
onstante durante todo o intervalo de tempo


onsiderado. Em 
ontrapartida, no outro regime, o pa
ote de onda fo
aliza em torno de uma

pequena fração de sítios do fulereno, um fen�meno similar ao bem 
onhe
ido fen�meno de
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Figura 4.14: Representação esquemáti
a de dois fulerenos, denominados C60 e C180.
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Figura 4.15: Função de parti
ipação normalizada P (t)/N versus o tempo t para χ = 7.0
e χ = 7.5. Consideramos aqui o pa
ote de onda uniformemente distribuído sobre todos os

sítios do C60. Podemos observar que χ = 7.0 o pa
ote de onda permane
e estável o
upando

todo o fulereno. Para χ = 7.5, observamos que o pa
ote de onda lo
aliza-se sobre uma

pequena fração de sítios, sinalizando o fen�meno de auto-fo
alização.

auto-fo
alização.
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Figura 4.16: Intensidade da não linearidade 
ríti
a separando o estado uniforme estável e

a fase auto-fo
alizada 
omo uma função do número de sítios nos fulerenos. O valor 
ríti
o

χc ne
essário para promover a transição representa uma fra
a dependên
ia 
om o tamanho

para os fulerenos.

Para o 
aso do C60, podemos notar, através da evolução da função de parti
ipação

normalizada P (t)/N , que as transições o
orrem para valores típi
os da não linearidade pró-

ximos a χc = 7,32. Além disso, não são observadas os
ilações a
ima das transições. Em

vez de apresentar o desenvolvimento de batimentos, 
omo o
orre para 
adeias lineares, há

uma transição direta do estado uniforme estendido para um estado fortemente lo
alizado.

Determinamos numeri
amente a intensidade da não linearidade 
ríti
a que determina essa

transição para toda a família de fulerenos. En
ontramos que o valor χc ne
essário para pro-

ver a transição de
res
e lentamente quando o número de sítios dos fulerenos é aumentado,


omo mostrado na �gura 4.16. Contudo, esse valor de intensidade não linear 
ríti
a satura

em um valor �nito, muito próximo para os fulerenos maiores, em 
ontraposição 
om o que

foi mostrado para o de
res
imento 
ontínuo da não linearidade 
om o tamanho em 
adeias

lineares.

As tendên
ias a
ima asso
iadas a dependên
ia de tamanhos distintos tanto em 
adeias
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lineares quanto em fulerenos do a
oplamento não linear, a
ima do qual o pa
ote de onda

torna-se instável pode ser 
ompreendido sob à luz da análise da instabilidade modula
ional.

Como o estado ini
ial é uniforme, a natureza dis
reta da rede não é relevante para des
rever

os aspe
tos gerais rela
ionados 
om sua instabilidade.

De a
ordo 
om a dis
ussão apresentada no 
apítuo 2, perturbações harm�ni
as 
om gran-

des vetores de onda permane
e estáveis (Ω real), enquanto aquelas 
om k < k
IM

=
√

2χ|ψ0|2


res
em exponen
ialmente (Ω imaginário). Como 
onsequên
ia, as soluções CW serão instá-

veis sempre que k
IM

=
√

2χ/N > 2π/L, onde L é o 
omprimento típi
o da dimensão linear

do sistema e 2π/L o menor vetor de onda permitido para uma perturbação harm�ni
a. Essa

última expressão determina a intensidade não linear 
ara
terísti
a χ
IM

= 2π2N/L2
a
ima

da qual a solução CW é instável. Em 
adeias lineares N ∝ L, resultando χ
IM

∝ 1/N . Em


adeias lineares de grandes 
omprimentos, o limiar da instabilidade modula
ional 
ríti
a é

bastante pequeno. No entanto, o pa
ote de onda uniforme torna-se instável a
ima de χIM ,

e o a
oplamento não linear não é forte o su�
iente para promover a lo
alização do pa
ote

de onda e são desenvolvidos padrões de batimentos. Por outro lado, N ∝ L2
quando 
on-

sideramos a topologia de fulerenos. Nesse 
aso, a intensidade 
ríti
a do a
oplamento não

linear torna-se independente do tamanho para a instabilidade modula
ional da solução CW.

Esse valor 
ríti
o é grande o su�
iente para guiar o pa
ote de onda para uma forte lo
aliza-

ção. Esses resultados estão em total a
ordo 
om os dados numéri
os obtidos das simulações


omputa
ionais.

4.3 Efeito da relaxação da não-linearidade no Fulereno

C60

Nesta seção, nós estudamos a dinâmi
a do pa
ote de onda de um elétron no fulereno

C60 
om uma uma relaxação na intensidade da não linearidade. A dinâmi
a eletr�ni
a é


onsiderada 
omo sendo governada pela equação não linear dis
reta de S
hrödinger, na qual

a 
ontribuição não linear obede
e um pro
esso de relaxação do tipo Debye. A
ompanhamos

a evolução temporal do pa
ote de onda e usamos o número de parti
ipação para explorar
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sua extensão espa
ial. Considerando situações ini
iais distintas, 
ara
terizamos a transição

delo
alização auto-armadilhamento 
omo função da intensidade não linear e do tempo de

relaxação. Mostramos que o diagrama de fase exibe um padrão 
omplexo de saliên
ias

indi
ando um 
omportamento de re-entrân
ias da transição. As re-entrân
ias tornam-se

menos proeminentes para 
ondições ini
iais nas quais os pa
otes de onda estão espa
ialmente

distribuídas sobre sítios opostos.

4.3.1 Modelo e Formalismo

A seguir, analisaremos a dinâmi
a do pa
ote de onda de um elétron numa topologia

do tipo fulereno, mais espe
i�
amente, no C60. Iremos 
onsiderar que o fulereno possui

vibrações intrínse
as que não al
ançam o equilíbrio quando 
omparado 
om o tempo de

evolução do elétron. Sob essa 
ondição, um 
enário não adiabáti
o foi apli
ado para levar

em 
onta a relaxação do termo não linear efetivo resultante do a
oplamento elétron-f�non.

Vamos assumir que a relaxação da não linearidade é do tipo Debye (38, 40), a dinâmi
a não

adiabáti
a pode ser estudada usando as equações a
opladas:

iȧj = V (aj+1 + aj−1) + xjaj (4.1)

ẋj = −1

τ
(xj + χ|aj |2), (4.2)

onde o pa
ote de onda eletr�ni
o está representado nos orbitais lo
alizados através da re-

presentação Wannier por |Ψ〉 =
∑

j aj(t)|j〉. xj é a 
ontribuição não linear dependente do

tempo para um poten
ial efetivo no sítio no qual a relaxação possui um tempo 
ara
terísti
o

τ . V é a amplitude de hopping de um elétron e χ parametriza a intensidade da 
ontribuição

não linear que é propor
ional ao a
oplamento elétron-f�non. O fulereno C60 possui 60 sítios

que estão distribuídos em 20 hexágonos e 12 pentágonos. Cada sítio possui três ligações,

duas delas entre um hexágono e um pentágono (ligações simples) e a outra entre dois hexá-

gonos (ligações π). Embora esses dois tipos de ligações possuam 
omprimentos ligeiramente

diferentes iremos 
onsiderar que a amplitude de hopping V é a mesma independente do tipo

de ligação, e será 
onsiderada 
omo unitária daqui em diante.
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Para examinar a dinâmi
a do pa
ote de onda, iremos a
ompanhar a evolução temporal

do número de parti
ipação P (t), de�nido 
omo

P (t) = [
∑

j

|aj |4]−1. (4.2)

Em geral, o número de parti
ipação é uma boa estimativa do número de sítios que

efetivamente 
ontribuem para a distribuição eletr�ni
a de probabilidades. Para estados uni-

formemente estendidos, P (t) é igual ao número total de sítios N . Para estados fortemente

lo
alizados, o número de parti
ipação torna-se muito menor que N .

4.3.2 Resultados e Dis
ussões

Resolvemos numeri
amente as equações 4.2 
onsiderando diversos tipos distintos de 
on-

dições ini
iais. A
ompanhamos a evolução temporal de um pa
ote de onda até que ela atinja

o regime esta
ionário. Começamos mostrando nossos resultados para o 
aso no qual o pa-


ote de onda está ini
ialmente distribuído uniformemente sobre os sítios do pentágono 
omo

ilustrado na �gura 4.17-a. A evolução temporal da função de parti
ipação é reportada para

alguns 
onjuntos típi
os de parâmetros do modelo (
omo a intensidade da não linearidade

χ e o tempo de relaxação τ), 
omo ilustrado nas �guras 4.17-(b-
). Em todos os 
asos, o

pa
ote de onda ini
ial possui um número de parti
ipação P (t = 0) = 5, de a
ordo 
om a

distribuição ini
ial sobre os sítios do pentágono. Na �gura 4.17-b, �xamos o tempo de rela-

xação e variamos a intensidade do parâmetro não linear para valores próximos da transição

dos estados lo
alizados para estados auto-armadilhados.

Notamos que as os
ilações o
orrem em tempos intermediários, as quais sinalizam o sur-

gimento de batimentos irregulares, são fra
amente sensíveis ao valor pre
iso da intensidade

da não linearidade. No entanto, a 
onvergên
ia para um estado esta
ionário �nal depende

fortemente de χ. Para não linearidades pequenas, o estado esta
ionário é uniformemente dis-

tribuído sobre todos os sítios do bu
kyball, enquanto ele fo
aliza sobre pou
os sítios para não

linearidades fortes. É importante 
hamar atenção para o fato que a transição entre o regime

de estados delo
alizados e o regime de estados auto-armadilhados o
orre 
om o aumento da
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intensidade da não linearidade, representado pelo 
omportamento re-entrantes, 
ara
terizado

por uma sequên
ia de pa
otes de onda assintoti
amente delo
alizados e auto-armadilhados.

Na �gura 4.17-
 exploramos a dependên
ia da evolução temporal do pa
ote de onda


om o tempo de relaxação τ . Aqui, �xamos o valor do a
oplamento não linear em um

patamar próximo ao da transição delo
alização/auto-armadilhamento e apresentamos os

resultados para alguns valores representativos do tempo de relaxação. Também observamos

que o transiente ini
ial de os
ilações é fra
amente sensível ao valor pre
iso de τ , 
ontrário a

distribuição �nal do pa
ote de onda assintóti
o. O 
omportamento re-entrante da transição


omo uma função de τ é também eviden
iada. Na �gura 4.18, forne
emos o diagrama de

fase 
ompleto no espaço de parâmetros χ× τ . Esse 
omportamento re-entrante da transição

é re�exo da emergên
ia de várias �pontas�, as quais tornam-se bastante fragmentadas no

regime 
om tempos de relaxação 
urtos. Nesse regime, existe uma forte sensibilidade dos

estados assintóti
os em 
ertos valores dos parâmetros do modelo.

No intuito de explorar a sensibilidade 
om relação à 
ondição ini
ial da transição delo
alização/auto-

armadilhamento, 
onsideramos o 
aso no qual o pa
ote de onda ini
ial está uniformemente

distribuído sobre os sítios de um hexágono, 
omo ilustra a �gura 4.17-a. Nós também forne-


emos algumas séries representativas da evolução temporal do número de parti
ipação (veja

�gura 4.19b-
). A transição também apresenta um 
omportamento re-entrante, tanto em

função da intensidade não linear (�gura 4.19 b) quanto 
omo função do tempo de relaxação

(�gura 4.19-
). O diagrama de fases é mostrado na �gura 4.20. Embora ele possua um

diagrama de fase similar ao apresentado para a 
ondição ini
ial pentagonal, existem algu-

mas 
ara
terísti
as que mere
em ser observadas. Primeiramente, as re-entrân
ias são menos

pronun
iadas para a 
ondição ini
ial hexagonal. No entanto, a sequên
ia de pontas é mais


laramente de�nida, apontando para uma fra
a sensitividade aos parâmetros do modelo no

regime de 
urtos tempos de relaxação. Além disso, a intensidade da não linearidade 
ríti
a

no regime em que a resposta não linear varia lentamente (valores grande de τ) é um pou
o

maior que a obtida na 
ondição ini
ial pentagonal. Essa 
ara
terísti
a está de a
ordo 
om os

resultados prévios sobre a transição de auto-armadilhamento que se mostrou um 
res
imento

monot�ni
o do limiar de auto-armadilhamento quando a largura do pa
ote de onda ini
ial é

aumentada (34).
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Figura 4.17: (a) Ilustração de um pa
ote de onda ini
ial distribuído uniformemente sobre

os sítios de um hexágono. (b-
) Algumas evoluções temporais representativas do número

de parti
ipação para (b) χ = 6.5 e τ = 0.22,0.45,1.5; e (
) χ = 7.5 e τ = 0.22, 0.45, 1.5.
Observamos uma sequên
ia alternada de lo
alização e auto-armadilhamento tanto em função

de χ quanto de τ .

0
10

20
30
40
50
60

P
(t

)

τ = 0.22
τ = 0.45
τ = 1.50

10
-2

10
-1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

t

0

10

20

30

40

50

60

P
(t

)

τ = 0.22
τ = 0.45
τ = 1.50

χ = 6.5

χ = 7.5

(b)

(c)

Figura 4.18: Diagrama de fase mostrando os regimes auto-armadilhado (regiões pretas) e

delo
alizado (regiões bran
as) no espaço de parâmetros bidimensional (τ,χ). Esses 
ál
ulos
foram realizados para o 
aso no qual o pa
ote de onda ini
ial está uniformemente distribuído

sobre os sítios de um hexágono.

Observamos na �gura 4.19 que para χ = 6.1 e tempos 
urtos, o pa
ote de onda está ar-

madilhado em 
in
o sítios (sítios do pentágono). No entanto, para tempos longos, o pa
ote

de onda espalha-se sobre toda a estrutura do C60 (P (t) ∝ N 
om N ≈ 60, o número de sítios

da topologia do C60). Para tempos intermediários, observamos também uma região de ins-

tabilidade. Notamos que o pa
ote de onda exibe um per�l de batimentos antes de al
ançar
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Figura 4.19: (a) Ilustração de um pa
ote de onda ini
ial distribuído uniformemente sobre

os sítios de um pentágono. (b-
) Algumas evoluções temporais representativas do número

de parti
ipação para (b) χ = 6.1 e τ = 0.30,0.61,1.82; e (
) χ = 7.0 e τ = 0.30,0.61,1.82.
Observamos também uma sequên
ia alternada de lo
alização e auto-armadilhamento tanto

em função de χ quanto de τ .
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Figura 4.20: Diagrama de fase 
om relação ao espaço de parâmetros bidimensional τ,χ. A

região em preto indi
a o regime auto-armadilhado enquanto a região em bran
o o regime

delo
alizado. Esses 
ál
ulos foram realizados para o 
aso no qual o pa
ote de onda ini
ial

está uniformemente distribuído sobre os sítios de um pentágono.

um 
omportamento esta
ionário estendido (
om P (t) ≈ N). Notamos ainda que, quando o

tempo de resposta τ é aumentado, o pa
ote de onda evolui mais rapidamente para o per�l

esta
ionário estendido. Na �gura 4.19-
, observamos para χ = 7 e todos os valores de τ 
on-

siderados que o número de parti
ipação evolui para um pequeno valor �nito (P (t) ≈ n0 
om

n0 << N). Na �gura 4.20, exploramos o espaço de parâmetros bidimensional τ,χ no intuito
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Figura 4.21: Ilustrações de quatro 
ondições ini
iais distintas 
om o pa
ote de onda unifor-

memente distribuído sobre os sítios de (a) um pentágono estendido, (b) de dois pentágonos

opostos, (
) de um hexágono estendido e (d) de dois hexágonos opostos.

Figura 4.22: Os diagramas de fase 
om os parâmetros de espaço bidimensionais τ,χ. Os


ál
ulos foram realizados 
onsiderando quatro tipos distintos de 
ondições ini
iais: (a) pen-

tágono estendido, (b) dois pentágonos opostos, (
) hexágono estendido e (d) dois hexágonos

opostos. É importante notar que as re-entrân
ias estão ausentes quando a 
ondição ini
ial

do pa
ote de onda está distribuído em um 
onjunto de sítios opostos.

de 
onstruir um diagrama de fase que forneça os regimes lo
alizado (região em preto 
om

pequenos P (t)) e delo
alizado (região em bran
o 
om P (t) ≈ N). Observamos novamente

que o diagrama de fases exibe uma forma não usual e um 
onjunto de protuberân
ias e re-
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entrân
ias. A linha que separa os modos estendidos dos estados armadilhados exibem uma

aparên
ia e torna-se mais difí
il de estimar o limiar da transição de auto-armadilhamento.

Para um grande intervalo de valores do tempo de resposta �nito τ , notamos que o limiar da

transição de auto-armadilhamento é menor que no 
aso do hexágono. As saliên
ias e entrân-


ias indi
am, de novo, a possibilidade de a transição de auto-armadilhamento ser induzida

por um tempo de resposta �nito τ . Por exemplo, para um valor �xo χ = 6.5 podemos obter

ambos os regimes: armadilhado para τ ≈ 0.4 e delo
alizado para τ ≈ 0.5. Este interessante

fen�meno está fortemente rela
ionado 
om o tipo de 
ondição ini
ial 
onsiderada.

Antes de �nalizar, 
onsideramos outros tipos de 
ondições ini
iais (veja a �gura 4.21): a)

pentágono estendido b) dois pentágonos opostos 
) hexágono estendido e d) dois hexágonos

opostos. A 
ondição ini
ial 
om o pentágono estendido 
onsiste do pa
ote de onda distri-

buído uniformemente sobre 10 sítios: desses, um pentágono e seus primeiros vizinhos, 
omo

ilustrado na �gura 4.20-a. A 
ondição ini
ial de dois pentágonos opostos também 
onsiste

do pa
ote de onda ini
ial uniformemente distribuído sobre 10 sítios, porém distribuídos de

maneira oposta (veja �gura 4.20-b). Na 
ondição ini
ial 
om o hexágono estendido, o pa
ote

de onda está distribuído sobre 12 sítios o
upando um hexágono e seus primeiros vizinhos,


omo mostrado na �gura 4.20-
, enquanto que na 
ondição ini
ial de dois hexágonos opostos,

eles o
upam dois hexágonos diametralmente opostos (�gura 4.20-d).

Na �gura 4.22, reportamos o diagrama de fase resultante para 
ada uma das 
ondições

anteriormente men
ionadas. Para as 
ondições ini
iais de pentágono estendido (�gura 4.22-

a) e hexágono estendido (�gura 4.22-
), os diagramas de fase são bastante similares àqueles

obtidos para os pa
otes de onda ini
ialmente distribuídos sobre os 
asos de apenas um

pentágono e um hexágono, respe
tivamente. A prin
ipal diferença é que as pontas reentrantes

são ligeiramente menos pronun
iadas. Por outro lado, os diagramas de fase rela
ionados


om as 
ondições ini
iais 
om o pa
ote de onda ini
ial distribuído em estruturas opostas são

bastante distintas, ainda que elas possuam o mesmo número de de sítios para a parti
ipação

ini
ial para o 
aso de sítios estendidos. Nesses 
asos (veja �gura 4.22-b e 4.22-d) as pontas

reentrantes estão ausentes. O limiar do a
oplamento não linear separando o regime de pa
otes

de onda delo
alizados e o auto-armadilhados são prati
amente independentes do tempo de

relaxação, ex
eto no regime de tempos de resposta muitos rápidos nos quais eles apresentam
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um pequeno de
rés
imo (visível na �gura 4.22-b). Essa 
ara
terísti
a é devido ao fato que,

para essas 
ondições ini
iais o pa
ote de onde espalha-se sobre toda a estrutura do C60 em

um intervalo de tempo menor do que no 
aso de um úni
o 
luster. Nesse 
aso, a transição do

regime delo
alizado para o auto-armadilhado é desen
adeado pela instabilidade modula
ional

da solução uniforme. O limiar assintóti
o é também maior nos 
asos de apenas um 
luster


one
tado, 
orroborando sua expe
tativa de dependên
ia do número de parti
ipação ini
ial

(34).
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Con
lusão

Em resumo, estudamos, tanto analiti
amente quanto numeri
amente, a evolução tempo-

ral de uma função de onda ini
ialmente uniforme em redes não lineares dis
retas de baixa

dimensionalidade governada pela equação não linear dis
reta de S
hrödinger. A análise da

instabilidade modula
ional foi apli
ada para mostrar que a intensidade não linear χ
IM

a
ima

do qual as pequenas perturbações superpostas ao estado uniforme 
res
em exponen
ialmente

é �nita na rede quadrada enquanto ela é inversamente propor
ional ao 
omprimento L em


adeias unidimensionais. Em ambos os 
asos, demonstramos que o tempo 
ara
terísti
o de


res
imento da instabilidade τ ∝ L2∆χ−1/2
, 
om ∆χ = χ− χ

IM
. A IM é 
onsiderada 
omo

uma etapa ini
ial para a emergên
ia de soluções lo
alizadas tais 
omo sólitons e batimentos

(dis
rete breathers). Na rede quadrada, o valor de χ
IM

é maior que o a
oplamento não linear

ne
essário para a o
orrên
ia de soluções auto-armadilhadas χ
AA
. Como 
onsequên
ia, para

valores a
ima de χ
IM
, a instabilidade da solução uniforme guia o sistema para o estado lo
a-

lizado 
om uma distribuição de probabilidades esta
ionária. Em 
ontraste, χ
IM

<< χ
AA

em


adeias lineares. Essa 
ara
terísti
a é responsável pela existên
ia de um regime no qual nem

o estado uniforme nem o estado auto-armadilhado são estáveis. Em tal regime, a dinâmi
a

do pa
ote de onda exibe uma série de 
omportamentos não 
onven
ionais partindo de bati-

mentos periódi
os para os
ilações do tipo 
aóti
as entre estados lo
alizados distintos. Nós


ara
terizamos a mudança dos estados uniformes para os estados lo
alizados pela apresen-

tação de algumas órbitas típi
as no espaço de fase do número de parti
ipação, assim 
omo o

diagrama de bifur
ação do número de parti
ipação mínimo.
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É importante a
res
entar que, re
entemente, foi demonstrado que a dimensão da rede

in�uen
ia fortemente a dinâmi
a dos 
ondensados de Bose-Einstein em redes ópti
as (76).

Portanto, os resultados apresentados nesta tese avançam na 
ompreensão das dinâmi
as de

funções de ondas quânti
as em redes dis
retas revelando um papel importante desempenhado

pela relação entre a instabilidade modula
ional e o auto-armadilhamento. Ainda nesse sen-

tido, existem vários aspe
tos que mere
em investigações adi
ionais. Por exemplo, a resposta

não linear usualmente apresenta 
erta saturação a possui um tempo de resposta �nito. Como

esse fen�meno in�uen
ia a relativa intensidade de IM e a de auto-armadilhamento? Além do

mais, a IM a o auto-armadilhamento são menores em redes de bidimensionais 
om um menor

número de 
oordenação, o qual pode impa
tar na dinâmi
a das funções de onda no grafeno.

Futuros trabalhos fo
ando nesses pontos podem 
ontribuir ainda mais para a 
onstrução de

um panorama da dinâmi
a de pa
otes de onda em meios não lineares.

Também estudamos a dinâmi
a do pa
ote de onda de um elétron no fulereno C60 
om

uma uma relaxação na intensidade da não linearidade. A dinâmi
a eletr�ni
a é 
onsiderada


omo sendo governada pela equação não linear dis
reta de S
hrödinger, na qual a 
ontribui-

ção não linear obede
e um pro
esso de relaxação do tipo Debye. A
ompanhamos a evolução

temporal do pa
ote de onda e usamos o número de parti
ipação para explorar sua extensão

espa
ial. Considerando situações ini
iais distintas, 
ara
terizamos a transição delo
aliza-

ção auto-armadilhamento 
omo função da intensidade não linear e do tempo de relaxação.

Mostramos que o diagrama de fase exibe um padrão 
omplexo de saliên
ias indi
ando um


omportamento de re-entrân
ias da transição. As re-entrân
ias tornam-se menos proemi-

nentes para 
ondições ini
iais nas quais os pa
otes de onda estão espa
ialmente distribuídas

sobre sítios opostos.

Em resumo, investigamos a evolução temporal de pa
otes de onda eletr�ni
os restri-

tos à evolução nos sítios de um fulereno C60 sob a in�uên
ia de uma não linearidade de

ter
eira ordem 
onsiderando um tempo de relaxação �nito τ . Utilizando a aproximação

tight-biding e in
luindo um pro
esso de relaxação do tipo Debey na 
ontribuição não linear,

forne
emos um estudo detalhado da transição dos estados delo
alizados para os estados

auto-armadilhados assintoti
amente lo
alizados. No regime de fra
os a
oplamentos não li-

neares, o estado assintóti
o torna-se delo
alizado 
om relação ao tempo de relaxação da não
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linearidade e 
ondição ini
ial. Por outro lado, o pa
ote de onda evolui para um estado esta-


ionário auto-armadilhado para fortes não linearidades. Revelamos que a lo
alização atual

da transição é fortemente dependente da 
ondição ini
ial assim 
omo o tempo de relaxação

da não linearidade. Forne
emos o diagrama de fase 
ompleto para as seis 
ondições ini
iais,

e em quatro delas, 
onsideramos que o pa
ote de onda foi ini
ialmente distribuído sobre os

sítios de um 
luster 
one
tado (pentágono, hexágono, pentágonos estendidos, e hexágonos

estendidos). Em todos esses 
asos, os diagramas de fase apresentam pontas reentrantes que

re�etem a presença de uma sequên
ia de transições quando a intensidade não linear é au-

mentada, antes do auto-armadilhamento �nal. Essas reentrân
ias são mais proeminentes

em regimes em 
urtos tempos de relaxação, assim 
omo nas 
ondições ini
iais 
om 
luster

menores. Adi
ionalmente, no intervalo de intensidades não lineares 
orrespondentes a esse


omportamento reentrante, a sequên
ia de transições de auto-armadilhamento para delo
ali-

zado também pode surgir 
om o aumento do tempo de relaxação. Para a 
ondição ini
ial nas

quais o pa
ote de onda é distribuído em 
lusteres opostos des
one
tados (pentágono oposto

e hexágono oposto) o 
omportamento reentrante da transição é suprimido e o limiar não

linear sinalizando a transição de auto-armadilhamento torna-se prati
amente independente

do tempo de relaxação não linear. Nesse 
aso, a transição de auto-armadilhamento o
orre

após o espalhamento ini
ial do pa
ote de onda sobre todo o fulereno e é desen
adeado pela

instabilidade modula
ional da solução uniforme.

Finalmente, 
omparamos a instabilidade modula
ional de um pa
ote de onda eletr�ni
o

evoluindo em uma 
adeia linear dis
reta e na famíla de fulerenos. No 
aso da 
adeia linear,

o valor de χc que separa a fase estável da fase instável dos pa
otes de onda de
ai propor
io-

nalmente a 1/N , 
om o pa
ote de onda desenvolvendo um padrão de batimento logo a
ima

do limiar de instabilidade. Em fulerenos, também existe um χc abaixo do qual o pa
ote

de onda eletr�ni
o permane
e uniformemente distribuído. Para valores da não linearidade

a
ima de χc, o pa
ote de onda eletr�ni
o fo
aliza em torno de uma pequena fração dos

sítios do fulereno. Enquanto na 
adeia linear esse a
oplamento não linear 
ríti
o de
res
e

monotoni
amente 
om o tamanho da 
adeia, em fulerenos χc apresenta uma dependên
ia

muito fra
a 
om o tamanho. Foi demonstrado que a dinâmi
a distinta do pa
ote de onda em


adeias lineares e em fulerenos pode ser 
ompreendida no 
ontexto do fen�meno de instabi-
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lidade modula
ional. O presente estudo pode ser estendido para as análises da estabilidade

dos pa
otes de onda uniformes em outras estruturas nanos
ópi
as (nanotubos, nano�tas,

et
) de atual interesse 
ientí�
o e te
nológi
o, assim 
omo a estabilidade de soluções do tipo

sólitons. Nesse 
ontexto, o tempo de relaxação da não linearidade poderia ser um ingrediente

relevante para ser in
luído na análise da instabilidade modula
ional (40).

Como perspe
tivas futuras, esses tópi
os mere
em ser investigamos no intuito de forne-


er uma visão mais ampla da 
ompreensão da dinâmi
a eletr�ni
a do pa
ote de onda em

nanoestruturas, tais 
omo grafeno e nanotubos de 
arbono, devido seu poten
ial te
nológi
o.

Ainda podemos avançar no sentido de 
ompreender o papel da desordem na dinâmi
a desses

pa
otes de onda nessas estruturas levando em 
onta ou não a aproximação adiabáti
a para

o tempo de relação da interação elétron-f�non.
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Apêndi
e A

Dedução da equação não linear de

S
hrödinger 
om a aproximação

adiabáti
a

Neste apêndi
e detalharemos o pro
edimento analíti
o utilizado para obter a ENLS na

aproximação adiabáti
a. Partiremos da equação 2.1:

H1 ≡
∑

j

{
Mω2

2
x2j + V

[
a∗j (aj+1 + aj−1)

]
+ Exja

∗
jaj

}

(A.0)

Iremos diferen
iar a equação A 
om relação a uma variável xp:

∂H1

∂xp
=

∂

∂xp

∑

j

{
Mω2

2
x2j + V

[
a∗j (aj+1 + aj−1)

]
+ Exja

∗
jaj

}

(A.0)

Como a derivada da soma é a soma da derivada, iremos desenvolver 
ada termo separa-

damente;

∂

∂xp

(
∑

j

Mω2

2
x2j

)

=
Mω2

2
2xp

= Mω2xp (A.0)
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∂

∂xp

{
∑

j

V
[
a∗j (aj+1 + aj−1)

]

}

=
∂

∂xp

[
∑

j

V
(
a∗jaj+1 + a∗jaj−1

)

]

=
∑

j

{
∂a∗j
∂xp

[V (aj−1 + aj−1)] +
∂aj
∂xp

[
V
(
a∗j−1 + a∗j−1

)]
}

(A.0)

∂

∂xp

(

E
∑

j

xja
∗
jaj

)

=
∑

j

E
∂xj
∂xp

a∗jaj +
∑

j

Exj
∂a∗j
∂xp

aj +
∑

j

Exja∗j
∂aj
∂xp

= E|ap|2 +
∑

j

(
∂a∗j
∂xp

Exjaj +
∂aj
∂xp

Exja
∗
j

)

(A.0)

Juntando os resultados obtidos A.0, A.0 e A.0 na equação A:

∂H1

∂xp
= Mω2xp +

∑

j

{
∂a∗j
∂xp

[V (aj−1 + aj−1)] +
∂aj
∂xp

[
V
(
a∗j−1 + a∗j−1

)]
}

+

+ E|ap|2 +
∑

j

(
∂a∗j
∂xp

Exjaj +
∂aj
∂xp

Exja
∗
j

)

∂H1

∂xp
= Mω2xp + E|ap|2 +

∑

j

{
∂a∗j
∂xp

[Exjaj + V (aj+1 + aj−1)]

}

+

+
∑

j

{
∂aj
∂xp

[
Exja

∗
j + V

(
a∗j−1 + a∗j+1

)]
}

(A.-2)

In
luindo a 
onservação da norma através de um multipli
ador de Langrange, temos:

∂H1

∂xp
= Mω2xp + E|ap|2 +

∑

j

{
∂a∗j
∂xp

[Exjaj + V (aj+1 + aj−1)− λaj ]

}

+

+
∑

j

{
∂aj
∂xp

[
Exja

∗
j + V

(
a∗j−1 + a∗j+1 − λa∗j

)]
}

(A.-2)

Utilizando a equação de S
hrödinger Ĥψ = E ′ψ e a equação 2.1:

E ′a∗j =
Mω2

2
x2ja

∗
j + V

(
a∗j+1 + a∗j−1

)
+ Exja

∗
j

E ′a∗j −
Mω2

2
x2ja

∗
j = V

(
a∗j+1 + a∗j−1

)
+ Exja

∗
j (A.-2)
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Substituindo a equação A.-2 na equação A.-2:

∂H1

∂xp
= Mω2xp + E|ap|2 +

∑

j

{
∂a∗j
∂xp

[

E ′aj −
Mω2

2
x2jaj − λaj

]}

+

+
∑

j

{
∂aj
∂xp

[

E ′a∗j −
Mω2

2
x2ja

∗
j − λa∗j

]}

∂H1

∂xp
= Mω2xp + E|ap|2 +

+
∑

j







[

E ′ − Mω2

2
x2j − λ

] [

aj
∂a∗j
∂xp

+ a∗j
∂aj
∂xp

]

︸ ︷︷ ︸

I







(A.-4)

O termo (I) na equação A.-4 é nulo, devido a 
onservação da norma, portanto, a equação

A.-4 pode ser es
rita da seguinte maneira:

∂H1

∂xp
=Mω2xp + E|ap|2 (A.-4)

A partir deste ponto, utilizamos uma abordagem varia
ional. Os valores de xp devem ser

tais que a derivada de H1 em relação a xp seja nula, para que o hamiltoniano seja mínimo.

Partindo desta observação, rees
revemos a equação A:

xp = −E|ap|
2

Mω2
(A.-4)

Utilizando o resultado da equação A na equação A, temos:

H1 =
∑

j

{

Mω2

2

(

−E|aj |
2

Mω2

)2

+ V a∗j (aj+1 + aj−1) + E

(

−E|aj |
2

Mω2
|aj |2

)}

=
∑

j

{
Mω2

2

E2|aj |4
(Mω2)2

+ V a∗j (aj+1 + aj−1)−
E2|aj|2
Mω2

}

=
∑

j

{

V a∗j (aj+1 + aj−1)−
E2|aj |4
Mω2

}

(A.-5)
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Agora, temos que en
ontrar as equações de movimento através das relações 
an�ni
as:

Ĥ|ψ〉 = i~
∂|ψ〉
∂t

(A.-4)

〈ψ| =
∑

j

a∗j(x1, · · · ,xN )φ∗
j (A.-3)

〈ψ|Ĥ|ψ〉 =

〈

ψ

∣
∣
∣
∣
i~
∂

∂t

∣
∣
∣
∣
ψ

〉

= i~〈ψ ∂
∂t

〉ψ
∫

ψ∗Ĥψdr = i~

∫

ψ∗ ∂

∂t
ψdr

= i~

∫

ψ∗ ∂

∂t
ψdr

= i~

∫
∑

k

a∗kφ
∗
k

∂

∂t

∑

l

alφldr

= i~
∑

k,l

a∗k
∂al
∂t

∫

φ∗
kφldr (A.-7)

Logo,

∂

∂a∗j

(∫

ψ∗Ĥψdr

)

= i~
∂

∂a∗j

(
∑

k,l

a∗j
∂al
∂t

∫

φ∗
kφldr

)

∂

∂a∗j
H1 = i~ȧj (A.-7)

Re
orrendo ao teorema de Ehrenfest

ẋj =
∂H1

∂pj
e ṗj = −∂H1

∂xj
(A.-6)

Derivando par
ialmente a equação A.-5 
om relação à a∗j :

∂

∂a∗j
H1 =

∂

∂a∗j

∑

j

[

V a∗j (aj+1 + aj−1)−
E2|aj |2

(
a∗jaj

)

Mω2

]

(A.-5)

i~ȧj = V (aj+1 + aj−1)−
E2|aj|2aj
Mω2

(A.-4)

Fazendo ~ = 1 e χ = E2

Mω2 , �nalmente en
ontramos:
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iȧj = V (aj+1 + aj−1)− χ|aj |2aj (A.-4)
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Apêndi
e B

Dedução da equação não linear de

S
hrödinger sem aproximação adiabáti
a

Neste apêndi
e, a relaxação da não-linearidade asso
iada ao a
oplamento elétron-f�nos

será mantida expli
itamente nas equações que governam a evolução temporal do pa
ote de

onda. Para en
ontrarmos as equações de movimento, utilizaremos a equação 2.2 que é dada

da seguinte forma:

H1 =
∑

j

[
~
2

2M

∂a∗j
∂xj

∂aj
∂xj

+
Mω2

2
x2j + V a∗j (aj+1 + aj−1) + Exja

∗
jaj

]

. (B.0)

Também re
orreremos as relações 
an�ni
as:
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Ĥ|ψ〉 = i~
∂|ψ〉
∂t

(B.1)

〈ψ| =
∑

j

a∗j(x1, · · · ,xN )φ∗
j (B.2)

〈ψ|Ĥ|ψ〉 =

〈

ψ

∣
∣
∣
∣
i~
∂

∂t

∣
∣
∣
∣
ψ

〉

= i~

〈

ψ

∣
∣
∣
∣

∂

∂t

∣
∣
∣
∣
ψ

〉

∫

ψ∗Ĥψdr = i~

∫

ψ∗ ∂

∂t
ψdr

= i~

∫
∑

k

a∗kφ
∗
k

∂

∂t

∑

l

alφldr

= i~
∑

k,l

a∗k
∂al
∂t

∫

φ∗
kφldr (B.-1)

Logo,

∂

∂a∗j

(∫

ψ∗Ĥψdr

)

= i~
∂

∂a∗j

(
∑

k,l

a∗j
∂al
∂t

∫

φ∗
kφldr

)

∂

∂a∗j
H1 = i~ȧj (B.-1)

Re
orrendo ao teorema de Ehrenfest

ẋj =
∂H1

∂pj
e ṗj = −∂H1

∂xj
(B.0)

Temos que pj =Mẋj , então, ṗj =Mẍj , logo:

ṗj = −∂H1

∂xj
(B.1)

Mẍj = −∂H1

∂xj
(B.2)

Mas,
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∂H1

∂xj
=

Mω2

2
2xj + Ea∗jaj (B.3)

= Mω2xj + Ea∗jaj (B.4)

Substituindo a equação B.4 na equação B.2, temos:

Mẍj = −Mω2xj −Ea∗jaj (B.5)

ẍj = −ω2xj −
E

M
|aj |2 (B.6)

Utilizando a equação B.-1 e B, obtemos:

i~ȧj =
∂

∂a∗j

[
∑

j

{
~
2

2M

∂a∗j
∂xj

∂aj
∂xj

+
Mω2

2
x2j + V a∗j (aj+1 + aj−1) + Exja

∗
jaj

}]

(B.7)

Fazendo ~ = 1:

iȧj = V (aj+1 + aj−1) + Exjaj (B.7)

Fi
ando assim, demonstrada as equações 2.4 e 2.5.
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In this paper, we investigate the in°uence of electron-lattice interaction on the stability of
uniform electronic wavepackets on chains as well as on several types of fullerenes. We will use

an e®ective nonlinear Schr€odinger equation to mimic the electron–phonon coupling in these

topologies. By numerically solving the nonlinear dynamic equation for an initially uniform
electronic wavepacket, we show that the critical nonlinear coupling above which it becomes

unstable continuously decreases with the chain size. On the other hand, the critical nonlinear

strength saturates on a ¯nite value in large fullerene buckyballs. We also provide analytical

arguments to support these ¯ndings based on a modulational instability analysis.

Keywords: Nonlinearity; localization; self-focusing; self-trapped.

PACS Nos.: 62.30.þd; 62.20.dq; 72.15.Rn.

1. Introduction

The direct connection between the time-dependent behavior of electronic wave-

packets and the electrical properties of materials has impelled the development of

new studies devoted to the one-electron dynamics within the context of condensed

matter physics.1–3 Since the works by Anderson and co-workers, it is known that the

presence of disorder is a key factor governing the extension of the wave function.3 It

was demonstrated that all states in a disordered system with dimension below two

are localized in a small fraction of the lattice, even for a small disorder degree. We

emphasize that, although the Anderson localization has been developed in the

electronic context, such prediction is still valid for every ¯eld described by a wave

equation. For instance, Anderson localization of electromagnetic ¯elds,4 water

waves5 and Bose–Einstein Condensates (BEC)6 has been reported in the literature.

One interesting issue concerning the BEC issue is that its dynamic is well described

International Journal of Modern Physics C

Vol. 26, No. 12 (2015) 1550133 (9 pages)

#.c World Scienti¯c Publishing Company
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by the Gross–Pitaevskii equation7 and the nonlinearity present in this equation

reveals exciting new physical properties.8–10 In general, even within the electronic

context, nonlinearity also can be present. It was shown that the interaction between

electrons and optical phonons is well described by a nonlinear Schr€odinger equa-

tion.10,11 One of the most interesting phenomenon promoted by the nonlinearity is

the self-trapping (ST) which occurs when the nonlinearity strength exceeds a critical

value of order of the band width.11–17 In this regime, an initially localized wavepacket

does not spread over the system, remaining localized around its initial position.

Usually, the electron–phonon interaction included in the nonlinear Schr€odinger

equation commonly found in the literature describes the coupling between the lattice

vibration and the diagonal electronic matrix elements of the electron Hamiltonian,

namely, diagonal linearity. In fact, it was shown that the lattice vibration also can

couple with the o®-diagonal electronic matrix elements.18 In Ref. 19 the e®ect of o®-

diagonal nonlinearity on the electronic time-evolution was investigated. The authors

analyzed the second momentum of the electronic probability and the participation

number for di®erent nonlinearity strengths. In general, it was demonstrated that the

o®-diagonal nonlinearity also provides the trapping of the wavepacket in a ¯nite

fraction of the system.

The competition between topology and non-linearity has attracted a great in-

terest in the last years. In Ref. 20, a detailed study of the ST transition in square and

honeycomb lattices were reported showing that the ST threshold continuously grow

as a function of the initial wavepacket width. By using a tight-binding Hamiltonian

approach, the dynamics of one-electron wavepackets in a twisted ladder geometry

with adiabatic electron–phonon interaction was investigated.21 The considered

model mimics the electronic wavepacket dynamics in DNA-like segments. In the

presence of electron–phonon interaction, the Anderson localization existent in DNA

segments is suppressed and a delocalized sub-di®usive regime takes place. A partially

self-trapped behavior develops at strong nonlinearities.21 Self-trapping at large

nonlinearities was also reported to take place in carbon nanotubes with strong

electron–phonon coupling.22 More recently, it has been evidenced that the relaxation

process of the nonlinearity has a profound impact in the wavepacket dynamics and in

the formation of self-trapped stationary states in C60 buckyballs.23

In this paper, we advance in the study of the wavepacket electron dynamics in the

presence of an e®ective nonlinearity by numerically investigating the time-evolution

of an initially uniform electronic wavepacket on chains as well as on several fullerene

topologies. In our model, we include the e®ect of electron-lattice interaction through

an e®ective nonlinear Schr€odinger equation. We will solve numerically the dynamic

nonlinear equation for an uniform wavepacket and investigate its stability. Our

numerical calculations reveal the existence of a strong dependence of the critical

nonlinear coupling above which the uniform state is unstable in linear chain, con-

trasting with its weak size dependence on fullerene buckyballs. We will also provide

some analytical arguments supporting these ¯ndings based on the modulational

instability analysis of the uniform state.

V. L. C. Filho et al.
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2. Model and Numerical Calculation

Within the context of electronic dynamics under the in°uence of lattice vibrations,

the e®ective nonlinear Schr€odinger equation appears as an interesting tool that

allows a close investigation of the nonlinear electron wavepacket dynamics on dis-

tinct topologies. By considering an adiabatic approximation, the nonlinear term can

be considered as the on-site potential depending on the local electron density. Using a

tight-binding approach and considering localized orbital basis, the dynamics of the

electronic wavepacket can be described following the discrete nonlinear Schr€odinger

equation written as

i 
:
nðtÞ ¼ "n nðtÞ þ

X

m

Vnm mðtÞ þ �j nðtÞj
2 nðtÞ; ð1Þ

where we used } ¼ 1.  nðtÞ is the wavevector coe±cient at the local orbital at site

n : j�ðtÞi ¼
P

n nðtÞjni. The sum is taken over the ¯rst nearest neighbors. Vnm

represents the energy hopping and "n is the on-site energy at site n. The dynamic

equations will be solved by using an eighth-order Runge–Kutta algorithm and

the wave function norm (NðtÞ ¼
P

nj nj
2) is accompanied with an accuracy of

j1�NðtÞj < 10�8 to ensure the numerical accuracy.

To describe the spatial extent of the electron wavepacket, we calculate its par-

ticipation function de¯ned as

P ðtÞ ¼
X

N

n¼1

j nðtÞj
4

" #

�1

; ð2Þ

P ðtÞ provides a measure of the fraction of sites over which the wavepacket is spread

at time t. P ðtÞ becomes equal to N for a wavepacket evenly distributed over the

entire system, while P ¼ 1 for a state located in a single site.

3. Results

In this paper, we consider the wavepacket initially uniformly distributed over the

entire lattice. Therefore, the initial wavepacket coe±cients are �n ¼ 1=N where N is

the number of sites. Our focus consists in investigating the stability of the uniform

wavepacket pro¯le and its relation with the degree of nonlinearity. We initially study

the wavepacket dynamics in a discrete chain with periodic boundary conditions. In

Fig. 1(a), we plot the normalized participation number P ðtÞ=N versus time t for

N ¼ 50 and � ¼ 0:3 and 0.6. We observe that, for � ¼ 0:3, the participation number

is constant for all times considered, thus indicating that the uniform wavepacket

remains stable. For � ¼ 0:6 the participation number exhibits an oscillating pro¯le,

which signals the instability of the wavepacket width. Such instability is related to

the mechanism of polaron formation in the underlying electron–phonon system.

Therefore, our calculations indicate that there is a critical value of the nonlinearity

(�c) below which the uniform wavepacket remains stable and spread over the entire

chain. For � > �c, a dynamic instability leads to an oscillating behavior of the

Stability of electronic wavepackets in chains and fullerenes
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participation function of the electronic wavepacket, which is associated with periodic

breathings. However, the participation function oscillates around a relatively large

value, indicating that the wavepacket remains extended, at least slightly above the

transition. We consider also two chains with distinct sizes and exactly the same value

of the nonlinear coupling (see Fig. 2(a)). For N ¼ 40, � ¼ 0:45 is weak enough to

keep the wavepacket stability and the participation number remains constant.

However, for N ¼ 50, the same nonlinear strength � ¼ 0:45 in strong enough to

trigger the wavepacket instability and periodic breathings emerge. As a result, the

critical nonlinearity �c decreases as the chain size increases. The size dependence of

the critical nonlinear strength was numerically determined, with the resulting curve

reported in Fig. 2(b). We found numerically that the critical nonlinearity decreases

proportional to 1=N. In Fig. 2(b), the circles represent the values of �c obtained

numerically for di®erent sizes of linear chains. The dotted curve represents a best

¯tting to a 1=N power-law.

We now extend our analysis of the wavepacket stability for the case of lattice

topologies on which the sites are distributed over a closed surface. In particular, we

consider the lattice topology of fullerene buckyballs. We initially consider the

wavepacket uniformly distributed over all fullerene sites and we follow numerically

its time-evolution. We pay particular attention to the characteristics of the transi-

tion from stable to unstable uniform wavepackets and its dependence on the

buckyball size. In Fig. 3, we show a schematic representation of two typical full-

erenes: namely C60 and C180. However, our study was extended to the whole

buckyball family ranging from N ¼ 20 up to N ¼ 720. The initial uniform wave-

packet still has coe±cients �n ¼ 1=N where N is the number of sites in a given

0 5000 10000 15000 20000
t

0.2

0.4

0.6

0.8

1

P
(t

)/
N

χ=0.3

χ=0.6

Fig. 1. The normalized participation number PðtÞ=N versus time t for linear chains with N ¼ 50 and
� ¼ 0:3 and 0.6. In our calculations, we considered the wavepacket initially distributed over the entire

chain. Therefore, the initial wavepacket has �n ¼ 1=N whereN is the number of sites. We observe that for

� ¼ 0:3 the participation number is constant for all times considered, thus indicating that the wavepacket

is stable. For � ¼ 0:6 the participation number exhibits an oscillating pro¯le, signaling the instability of
the uniform wavepacket.

V. L. C. Filho et al.
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fullerene. In Fig. 4, we plot the scaled participation function P ðtÞ=N versus time t for

� ¼ 7 and 7.5. We have used the C60 topology for these calculations. We can observe

that there are two distinct regimes depending on the degree of nonlinearity. One of

these regimes is characterized by the stability of the wavepacket occupying the entire

buckyball. Consequently, the scaled participation function remains constant for all

times. In the other regime, the wavepacket focuses around a small fraction of the

buckyball sites, a phenomenon similar to the well-known wavepacket self-focusing.

For the case of C60, we can see through the evolution of the normalized participation

function P=N that the transition occurs for a typical value of the nonlinearity

0 5000 10000 15000 20000
t

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

P
(t

)/
N

N = 40 ; χ = 0.45

N = 50 ; χ = 0.45

(a)

20 40 60 80 100

N

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

χ
c

Numerical calculations
best fitting

(b)

Fig. 2. (a) Normalized participation number PðtÞ=N versus time t for linear chains with distinct sizes and
degree of nonlinearity (� ¼ 0:45). We observe that forN ¼ 40, such nonlinear coupling is su±cient to keep

the wavepacket stability. However, for N ¼ 50, the uniform state becomes unstable and the participation

number develops oscillations, signaling the wavepacket breathing. (b) We numerically demonstrated that
the value �c that separates the stable phase from the unstable phase decreases as 1=N. Error bars are

smaller than the symbol sizes.

Fig. 3. Schematic representation of two fullerene buckyballs, namely C60 and C180.

Stability of electronic wavepackets in chains and fullerenes

1550133-5

In
t.

 J
. M

od
. P

hy
s.

 C
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 w

w
w

.w
or

ld
sc

ie
nt

if
ic

.c
om

by
 U

N
IV

E
R

S
ID

A
D

E
 F

E
D

E
R

A
L

 D
E

 A
L

A
G

O
A

S
 o

n 
06

/0
2/

15
. F

or
 p

er
so

na
l 

us
e 

on
ly

.

Instituto de Físi
a - UFAL



89

around �c ¼ 7:32. Further, no oscillations are observed above the transition. Instead

of developing breathings, as it occurs in a linear chain, there is a direct transition

from a stable uniform extend state to a strongly localized state. We numerically

determined the critical nonlinear strength governing this transition for the entire

buckyball family. We found that the critical value �c necessary to promote the

transition slightly decreases as the number of sites of the fullerene is increased, as

reported in Fig. 5. However, it saturates at a ¯nite value for very large buckyballs, in

contrast with the reported continuous decrease of the critical nonlinearity with the

size of linear chains. It is important to stress that the above features characterizes

the transition from stable to unstable initially uniform wavepackets. The in°uence

of the nonlinearity on the stability of initially localized or extended nonuniform

states is strongly dependent on the speci¯c initial wavepacket distribution.20

0 200 400 600 800

N

7.2

7.3

7.4

7.5

7.6

7.7

χ
c

Fig. 5. The critical nonlinear strength separating the stable uniform state phase and the self-focusing

phase as a function of the number of sites in fullerene buckyballs. The critical value �c necessary to

promote the transition depicts a weak size dependence for fullerene buckyballs.

10
1

10
2

10
3

10
4

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

P
(t

)/
N χ = 7.0

χ = 7.5

Fig. 4. Scaled participation function PðtÞ=N versus time t for � ¼ 7 and 7:5. We have considered here the

wavepacket uniformly distributed over a C60 geometry. We can observe that for � ¼ 7 the wavepacket

remains stable occupying the entire buckyball. For � ¼ 7:5, we observe that the wavepacket localizes over
a small fraction of sites, signaling a self-focusing phenomena.
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The above trends associated with the distinct size dependence in linear chains and

buckyballs of the nonlinear coupling above where a uniform wavepacket becomes

unstable can be understood under the light of a modulational instability analysis. As

the initial state is uniform, the discrete nature of the lattice is not relevant to describe

the general aspects related to its stability. Within this context, one may perform the

modulational instability analysis in the continuous version of the nonlinear

Schr€odinger equation, which may be put in the form

i
d 

dt
¼ r2 þ �j j2 ð3Þ

from which a linear diagonal term was dropped as it does not in°uence the wave-

function dynamics. The above continuous nonlinear Schr€odinger equation has as CW

solution  ðtÞ ¼  0e
�i�j 0j

2t. In order to investigate its stability, one adds a small

perturbation to its amplitude as

 ðr; tÞ ¼ ½ 0 þ "ðr; tÞ�e�i�j 0j
2t: ð4Þ

The time evolution of the perturbation "ðr; tÞ obeys

i
d"

dt
¼ r2"þ �j 0j

2ð"þ "�Þ; ð5Þ

where "� stands for the complex conjugate of " and nonlinear terms are disregarded.

The above equation has harmonic solutions in the form

"ðr; tÞ ¼ Ae
iðk�rþ�tÞ þBe

�iðk�rþ�tÞ; ð6Þ

subjected to the dispersion relation

� ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

k2ðk2 � 2�j 0j
2Þ

q

: ð7Þ

According to the above dispersion relation, harmonic perturbations with large

wavevectors remain stable (real �), while those with k < k
MI

¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

2�j 0j
2

p

grow ex-

ponentially (imaginary �). As a consequence, the CW solution will be unstable

whenever k
MI

¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

2�=N
p

> 2�=L, where L is the typical linear dimension of the

system and 2�=L is the minimum allowed wavevector for an harmonic perturbation.

This last expression ultimately determines a characteristic nonlinear strength �
MI

¼

2�2N=L2 above which the CW solution is unstable. In linear chains N / L, leading

to �
MI

/ 1=N . In large chain sizes, the critical modulational instability threshold is

quite small. Although the uniform wavepacket becomes unstable above �MI , the

nonlinear coupling is not strong enough to promote the wavepacket localization and

breathing pattern develops. According to the dispersion relation (Eq. 7) the period of

the breathing oscillations scales as � / ð�� �
MI
Þ�1=2 above the modulational in-

stability threshold. On the other hand, N / L2 in a buckyball geometry. In this case,

one results with a size-independent characteristic nonlinear strength for the mod-

ulational instability of the CW solution. This critical value is large enough to drive
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the wavepacket toward its strong localization. These analytical results are in full

agreement with the numerical data.

4. Summary and Conclusions

In summary, we study the instability of an electronic wavepacket evolving in discrete

chains and fullerene buckyballs. In the case of the discrete linear chain, we found that

the value of �c separating the phase of stable from unstable wavepackets pro¯le

decays proportional to 1=N , with the wavepacket developing breathings right above

the instability threshold. In fullerenes, there is also a �c below which the electronic

wavepacket remains uniformly distributed. For values of nonlinearity above �c, the

electronic wavepacket focuses around a small fraction of the buckyball sites. While in

linear chains this critical nonlinear coupling decreases monotonically with the chain

size, in fullerenes �c displays a very weak size dependence. We demonstrated that the

distinct reported wavepacket dynamics in linear chains and buckyballs can be un-

derstood within the framework of the modulational instability phenomenon. The

present study can be extended to the analysis of the stability of uniform wavepackets

in other nanoscopic structures (nanotubes, nanostripes, etc) of current scienti¯c and

technological interest, as well as to the stability of soliton-like solutions. Within this

context, the relaxation time of the nonlinearity shall be a relevant ingredient to be

included in the stability analysis.23 These are topics that deserve to be investigated in

the near future in order to provide a more complete scenario regarding the electronic

wavepacket dynamics in nanostructures.
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We investigate the modulational instability of uniform wavepackets governed by the discrete

nonlinear Schrodinger equation in finite linear chains and square lattices. We show that, while the

critical nonlinear coupling vMI above which modulational instability occurs remains finite in square

lattices, it decays as 1/L in linear chains. In square lattices, there is a direct transition between the

regime of stable uniform wavefunctions and the regime of asymptotically localized solutions with

stationary probability distributions. On the other hand, there is an intermediate regime in linear

chains for which the wavefunction dynamics develops complex breathing patterns. We analytically

compute the critical nonlinear strengths for modulational instability in both lattices, as well as the

characteristic time s governing the exponential increase of perturbations in the vicinity of the

transition. We unveil that the interplay between modulational instability and self-trapping phenom-

ena is responsible for the distinct wavefunction dynamics in linear and square lattices. VC 2015

AIP Publishing LLC. [http://dx.doi.org/10.1063/1.4921937]

Wave dynamics in nonlinear media is a subject directly
related to several phenomena in optics, Bose-Einstein
condensates, and condensed matter physics. The medium
nonlinear response usually acts together with dispersive
contributions to promote the formation of stable localized
waves. However, distinct physical mechanisms come into
play depending on the initial wave profile. Self-trapping
is the main mechanism acting on initially localized waves,
while modulational instability triggers the localization of
initially wide waves. In the present study, we show that
the interplay between these two physical mechanisms act-
ing on wavepackets leads to quite distinct wave dynamics
in one and two dimensional discrete lattices. We demon-
strate that, while a direct transition between extended
and localized waves takes place in two-dimensions, there
is an intermediate regime of chaotic-like dynamics in lin-
ear chains.

I. INTRODUCTION

The nonlinear Schrodinger equation is widely used in

the description of wave dynamics in several physical scenar-

ios. In the context of optical physics, it governs the propaga-

tion of optical pulses in matter in the slowly varying

envelope approximation, with the nonlinearity arising from

the change on the refractive index of the medium due to a

third order susceptibility. The interplay of dispersive and

nonlinear contributions in the wave equation is responsible

by many physical phenomena, such as soliton formation,1,2

breather solution modes,3,4 and modulational instability,5,6

that have been explored in the context of several devices of

technological interest.7 In particular, modulational instability

(MI) refers to the stability of a continuous wave (CW) solu-

tion with respect to small perturbations. A CW solution is

fully stable in media with normal dispersion. On the other

hand, it develops an instability in anomalous dispersive

media, with harmonic perturbations having wavevector

smaller than a characteristic value growing exponentially.

Modulational instability is usually seen as the primary step

towards soliton formation. A nonlinear Schrodinger equation

also describes the dynamics of Bose-Einstein condensates

(BEC) with the nonlinearity being originated from inter-

particle interactions.8,9 MI in BEC has been shown to be re-

sponsible for the dephasing and localization of the

condensate.10–17

Usually, the appropriate wave equation in nonlinear lat-

tices is written as a discrete version of the nonlinear

Schrodinger equation consisting of a set of coupled nonlinear

ordinary differential equations.18–29 It has been shown that

the discrete nonlinear Schrodinger equation (DNLSE) cap-

tures the mechanism of charge transport and local denatura-

tion of DNA molecules30–35 and properly describes the

propagation of optical pulses in a coupled waveguides

array36,37 as well as vibrations in unharmonic lattices.18,19 It

has also been used to describe the dynamics of matter waves

of BEC in deep optical lattices produced by counter-

propagating laser beams forming a periodic interference

pattern.38–40 In solid state physics, a strong coupling of elec-

trons with optical phonons leads to an effective DNLSE

governing the electronic wavepacket in the adiabatic approx-

imation, which assumes that the local site polarization is

much faster than the electron transfer between sites.41–50,54

Denoting by wn(t) the electronic wave amplitude at the local-

ized Wannier orbital jni ðjWiðtÞ ¼
P

n wnðtÞjniÞ, the effec-

tive electronic DNLSE can be put in the form

i
dwn tð Þ

dt
¼

X

m

wm tð Þ þ vjwn tð Þj2wn tð Þ; (1)

1054-1500/2015/25(6)/063101/9/$30.00 VC 2015 AIP Publishing LLC25, 063101-1
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where the sum extends over the sites that are first neighbors

of site n in the simplest case of very short range hoppings.

Here, we are assuming units of �h ¼ 1 and a unitary hopping

amplitude. The parameter v represents the nonlinearity

strength, which increases with increasing electron-phonon

coupling. The effective nonlinear contribution to the elec-

tronic wave equation favors the wavepacket localization, a

phenomenon usually termed as self-trapping. A wavepacket

initially localized in a single site remains trapped around its

initial position, whenever the nonlinear strength is above a

characteristic value vST, which is of the order of the band-

width of the corresponding linear system (vST ’ 2z, with z

being the lattice coordination number).41–43,50 An initially

uniform wave also suffers from modulational instability in

nonlinear discrete lattices, which may lead to the formation

of discrete breathers.18,22,24,26,51 Although the emergence of

discrete breathers triggered by modulational instability has

been predicted to occur in several physical scenarios such as

BEC, vibrational excitations, and optical pulses, the question

regarding the corresponding phenomenology associated with

the dynamics of single electron wavepackets under the influ-

ence of an effective nonlinearity due to a strong underlying

coupling with optical phonons is still open.

In the present work, we will provide a detailed analysis of

the dynamics of initially uniform one-electron wavepackets

evolving on nonlinear finite chains and square lattices. We will

analytically determine the critical value of the nonlinear

strength vMI above which the uniform wave is modulationally

unstable. We will show that, while this critical value is finite in

square lattices, it decreases as 1/L in linear chains. We will

unveil that the interplay between modulational instability and

self-trapping leads to quite distinct wavepacket dynamics on

linear and square lattices. While a direct transition between sta-

ble uniform and self-trapped wavepackets takes place in square

lattices, there is an intermediate regime in linear chains on

which the wavepacket develops a complex sequence of breath-

ing patterns. By computing the participation number to quan-

tify the spacial extension of the wavepacket, we will

characterize the sequence of transitions using standard techni-

ques developed to the analysis of nonlinear dynamical systems.

II. ADIABATIC APPROXIMATION FOR THE
ELECTRON-LATTICE INTERACTION: THE EFFECTIVE
ELECTRONIC NONLINEAR SCHRODINGER EQUATION

The discrete nonlinear Schrodinger equation appears in

the description of several physical scenarios. In this section,

we draw the main lines of its use to effectively describe the

influence of lattice vibrations on the nature of one-electron

states, as first discussed in Ref. 52. The Hamiltonian associ-

ated with the electron-lattice interaction in the Holstein

molecular-crystal model can be written as52

H ¼
X

n

p2n
2M

þ
Mx2

0u
2
n

2

� �

þV
X

n;mð Þ

a†nam þU
X

n

una
†
nan; (2)

where the first term is associated with the harmonic vibra-

tions of isolated molecules with mass M and Einstein fre-

quency x0 (un and pn stand for the vibrational displacement

and its conjugated momentum, respectively). The second

sum corresponds to the electron hopping integral V between

first neighbor sites (n, m), while the third one accounts for

the electron-lattice coupling of strength U. a†n and an are the

standard creation and annihilation fermion operators. In the

adiabatic approximation, the kinetic energy of lattice vibra-

tions is disregarded. The eigen-energies and eigenstates of a

single electron can then be considered as parametric func-

tions of the lattice displacements. By decomposing the elec-

tronic quantum state in the local Wannier basis set

(jWi ¼
P

n anjni), the time-evolution of the electronic wave-

function amplitudes is given by

i
dan

dt
¼ V

X

m

am þ Uunan; (3)

in units of �h ¼ 1. A variational treatment provides that the

minimal eigen-energies are achieved for un ¼
U

Mx2
0

janj
2
,53

thus resulting in an effective discrete nonlinear Schrodinger

equation (see Eq. (1)) with the nonlinear parameter v ¼ U2

Mx2
0

accounting for the underlying electron-lattice coupling.

III. MODULATIONAL INSTABILITYANALYSIS

The discrete nonlinear Schrodinger equation (Eq. (1))

under periodic boundary conditions in a regular lattice with

N sites and coordination number z (number of first neigh-

bors) has a CW solution wCWðtÞ ¼ w0e
�ixt, with x¼ zþ v/N

and w0 ¼ 1=
ffiffiffiffi

N
p

. The CW amplitude accounts for the wave-

function normalization over the lattice. However, such CW

solution may be unstable against small perturbations. A

standard procedure to investigate analytically the stability of

the CW solution is the MI analysis.5,6 Here, we just sketch

the main lines of the MI procedure with emphasis on the

main aspects that will be used to analyze our results concern-

ing the instability of discrete wavepackets.

According to the MI analysis,5,6 harmonic perturbations

with wavevector k grow exponentially in time if k< kMI,

where kMI is a characteristic wavevector that depends on the

nonlinearity strength and the CW amplitude. In discrete latti-

ces with periodic boundary conditions, the allowed harmonic

waves have wavenumbers in the interval 2p/L< k< 2p/a,

where a is the lattice spacing (taken as unitary in Eq. (1))

and L is the lateral dimension (L¼N in a linear chain and

L ¼
ffiffiffiffi

N
p

in a square lattice). As a white noise random pertur-

bation has a wide spectral range including all harmonic con-

tributions, it will lead to the instability of the CW solution

whenever kMI> 2p/L. Therefore, the long wavelength regime

of the harmonic perturbation ultimately determines the sta-

bility of the CW solution. Within this context, one may per-

form the modulational instability analysis in the continuous

version of Eq. (1), which may be put in the form

i
dw

dt
¼ r2wþ vjwj2w; (4)

from which a linear diagonal term was dropped as it does not

have any influence on the wavefunction dynamics. The

above continuous nonlinear Schrodinger equation has as CW

063101-2 Chaves Filho, Lima, and Lyra Chaos 25, 063101 (2015)
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solution wðtÞ ¼ w0e
�ivjw0j

2
t, with w0 2 < without loss of gen-

erality. In order to investigate its stability, one adds a small

perturbation to its amplitude as

wðr; tÞ ¼ ½w0 þ eðr; tÞ�e�ivjw0j
2
t; (5)

and follows the time evolution of the perturbation e(r, t)
which, in the linear regime of jeðr; tÞj � w0, obeys

i
de

dt
¼ r2eþ vjw0j

2
eþ e�ð Þ; (6)

where e* stands for the complex conjugate of e. The above

equation has harmonic solutions in the form

eðr; tÞ ¼ Aeiðk�rþXtÞ þ Be�iðk�rþXtÞ; (7)

subjected to the dispersion relation

X ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

k2ðk2 � 2vjw0j
2Þ

q

: (8)

According to the above dispersion relation, harmonic pertur-

bations with large wavevectors remain stable (real X), while

those with k < kMI ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

2vjw0j
2

q

grow exponentially (imagi-

nary X). As a consequence, the CW solution will be unstable

whenever kMI ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

2v=N
p

> 2p=L, which ultimately deter-

mines a characteristic nonlinear strength vMI¼ 2p2N/L2 above

which a CW is unstable. The generality of scaling arguments

for the setup of instabilities in nonlinear dynamical systems

has been pointed out in Ref. 54. Finite-size scaling relation

for the modulational instability threshold has also been

reported in the context of the Fermi-Pasta-Ulam model.55

At this point, we shall discuss separately the stability of

the CW solution in the linear and square lattices. In linear

chains N¼ L, leading to vMI¼ 2p2/L. Therefore, the CW

solution is stable in finite chains only in the regime of

very weak nonlinearities. Above vMI small perturbations

grow exponentially with a characteristic time s ¼ 1=<½X�
¼ ðL2=4p2Þ½ðv� vMIÞ=vMI�

�1=2
. In the thermodynamic limit

of N ! 1, a CW solution is always unstable for any finite

nonlinearity. It is important to stress that a wavepacket ini-

tially localized in a single site only evolves towards a stable

self-trapped solution for nonlinear strengths above a charac-

teristic value,41–43 which is of the order of the bandwidth of

the corresponding linear problem (vST ’ 4 in a linear chain).

As such, a regime with a complex nontrivial wavepacket dy-

namics is anticipated in the regime of vMI< v< vST, which

will be explored numerically in Sec. IV.

On the other hand, N¼ L2 in a square lattice. In this case,

one results with a size-independent characteristic nonlinear

strength for the modulational instability of the CW solution

vMI¼ 2p2¼ 19.739…. This value is substantially larger than

vST ’ 8, contrasting with the opposite relation in a linear chain.

Therefore, when the nonlinear strength becomes large enough

to promote the instability of the CW solution, a stable self-

trapped solution exists in the square lattice, and a direct transi-

tion between these two regimes shall occur. The characteristic

time governing the exponential growth of the perturbation

obeys the same scaling form found in the case of a linear chain.

IV. NUMERICAL RESULTS

In this section, we will provide numerical results for the

time evolution of an initially uniform wavefunction in linear

and square lattices aiming to evaluate the accuracy of the lin-

ear modulational instability analysis based on the continuous

nonlinear Schrodinger equation, as well as to unveil the non-

trivial dynamic behavior predicted to take place in linear

chains between the modulational instability and self-trapping

transitions. The initial wavefunction will be considered to be

a superposition of a uniform wave of amplitude w0 ¼ 1=
ffiffiffiffi

N
p

and a small perturbation with the amplitudes at each site

being randomly distributed in the interval [0, 10�3w0],

with the unitary norm of the resulting wavefunction being

restored after a proper normalization. The set of discrete

nonlinear Schrodinger equations (Eq. (1)) were solved

numerically by employing the eighth order Runge-Kutta

method with a discretization time Dt¼ 10�2, which was

short enough to keep the wavefunction normalization unitary

within a precision of 10�6 during the entire integration time.

To probe the time evolution of the wavefunction spacial

extension, we will compute its time-dependent participation

number defined as

PðtÞ ¼
X

n

jwnj
4ðtÞ

� ��1
; (9)

where the sum runs over all lattice sites. For a uniform wave-

function, the participation number equals the number of lat-

tice sites, while P(t) becomes unitary when the wavefunction

is fully localized in a single site. Therefore, this quantity

works as a measure of the number of sites over which the

wavefunction is distributed, being of the order of its localiza-

tion length for exponentially localized wavepackets.

A. Square lattice

We start by following the time evolution of an initially

uniform wavefunction distributed in a finite square lattice

with periodic boundary conditions. In Fig. 1, we report the

time-dependent normalized participation number P(t)/N for

some representative values of the nonlinear strength in the

vicinity of the predicted MI transition based on the linear sta-

bility analysis of the CW solution of the continuous nonlin-

ear Schrodinger equation. Data were obtained from the

numerical solution of Eq. (1) on a square lattice with N¼ L2

¼ 2500 sites. One clearly observes the transition from the re-

gime of a stable uniform solution, on which the normalized

participation number remains unitary over very long runs, to

the regime of unstable CW solution on which the participa-

tion number decreases after a characteristic time s that

becomes shorter as the nonlinear strength increases. There is

a direct transition between the regime of uniform and self-

trapped localized solutions. Such self-trapped solution in the

square lattice corresponds to a single-peaked wavepacket

superposed to a weak background noise. This feature is in

agreement with MI analysis prediction of vMI> vST, meaning

that the set up of CW instability occurs within the regime of

stable self-trapped solutions.

063101-3 Chaves Filho, Lima, and Lyra Chaos 25, 063101 (2015)
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In Fig. 2, we provide accurate numerical estimates of

vMI on finite square lattices of distinct sizes. The dashed line

represents the prediction of a size independent vMI¼ 2p2

derived from the MI analysis of the continuous nonlinear

Schrodinger equation. This provides a very good estimate of

the MI threshold of the CW solution on discrete lattices with

lateral dimension L ¼
ffiffiffiffi

N
p

> 40 sites. Deviations appearing

in the opposite regime signal the limitation of the continuous

approach to capture the precise dynamics on small discrete

lattices. In this regime of small lattice sizes, the full disper-

sion relation of the discrete model has to be considered, as

done, for example, in Refs. 56 and 57. However, in the pres-

ent work, we will focus on the transition from the stable uni-

form to stable self-localized states, which remains a direct

one irrespective to the lattice size.

We also determined numerically the characteristic insta-

bility time s as a function of the nonlinear strength v. It is

straightforward to show that in the initial regime of exponential

growth of the small perturbation, the normalized participation

number evolves as PðtÞ=N ¼ 1� ae2t=s, where a is propor-

tional to the initial noise dispersion. Therefore, we numerically

estimate s by fitting the initial exponential deviation of P(t)/N

from unit. The resulting estimates are reported in Fig. 3. The

values of s/N versus Dv¼ (v� vMI)/vMI obtained from distinct

lattices sizes collapse in a single power-law. The dashed line

represents the MI analysis prediction s/N¼ (1/4p2)Dv�1=2 and

accurately fits the numerical data.

B. Linear chain

The analytical prediction of vMI � vST in linear chains

points towards the existence of an intermediate regime on

which neither uniform nor self-trapped solutions are stable.

In this section, besides probing the MI of the CW solution

and the scaling characteristics of the MI threshold and insta-

bility time, we will explore the wavefunction dynamics in

the crossover regime.

Some typical time series of the normalized participation

number are depicted in Fig. 4. Data are from the time evolution

in a closed chain with N¼ L¼ 100 sites. According to the MI

FIG. 2. The characteristic modulational instability nonlinear coupling vMI

versus the number of lattice sites. The small deviation from the analytical

prediction (dashed line) signals the limitation of the continuous approach to
describe the dynamics on small discrete lattices.

FIG. 3. The normalized characteristic instability time s/N of a uniform

wavefunction versus Dv¼ (v� vMI)/vMI as obtained from distinct lattice

sizes. The dashed line corresponds to the prediction based on the modula-
tional instability analysis s/N¼ (1/4p2)Dv�1=2.

FIG. 1. Time evolution of the normalized participation number P(t)/N of an
initially uniform wavefunction in a square lattice with N¼L2¼ 2500 sites

for three representative values of the nonlinear coupling. Notice that there is
a direct transition between the regime of stable uniform solution to a regime

of stationary strongly localized solution. The transition takes place around

vMI¼ 19.7, in agreement with the analytical prediction based on the modula-
tional instability analysis. The characteristic time for localization decreases

as v further departs from vMI.

FIG. 4. Time evolution of the normalized participation number P(t)/N of an

initially uniform wavefunction in a linear chain with N¼L¼ 100 sites for
three representative values of the nonlinear coupling. Notice that there is an

intermediate oscillatory (breathing) regime between the regime of stable uni-
form solution and the regime of strongly localized solution. The transition

from stable uniform to breathing solutions takes place around vMI¼ 0.20, in

agreement with the analytical prediction based on the modulational instabil-
ity analysis. Localized solutions appear above vST ’ 4.

063101-4 Chaves Filho, Lima, and Lyra Chaos 25, 063101 (2015)
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analysis developed in Sec. III, the CW solution shall become

unstable for v> vMI¼ 2p2/L ’ 0.197. Indeed, the normalized

participation number remains unitary over very long runs

below this threshold. However, contrasting with the direct tran-

sition to a stable self-trapped state taking place in a square lat-

tice, the wavefunction develops regular breathings right above

vMI, signaled by periodic oscillations of the participation num-

ber. Only for nonlinear couplings larger than vST ’ 4 is that an

initially uniform state evolves towards a stable localized one.

In this case, there is a transient period on which the wavefunc-

tion exhibits an irregular (chaotic-like) dynamics.

We numerically determined vMI considering chains on a

wide range of linear sizes. Accurate estimates are reported in

Fig. 5 together with the MI analysis prediction. Although we

used a continuous approach to derive the analytical expres-

sion for vMI, it fairly fits the numerical data even for very

short discrete chains. The characteristic instability time in

the close vicinity of the MI threshold was also computed.

The numerical estimates of s/L2 versus Dv are displayed in

Fig. 6. Data from distinct chain sizes collapse over a single

curve, which confirms the scaling behavior predicted by the

MI analysis (dashed line).

In the following, we are going to closely investigate the

intermediate regime on which the instability of the CW solu-

tion does not lead to an asymptotically stationary localized

state. In Fig. 7, we plot some representative time-evolutions

of the wavefunction probability distribution over a finite

chain with N¼ 100 sites. In the close vicinity of the MI

threshold, the wavefunction develops a regular breathing os-

cillation between the uniform state and a state localized in a

finite segment. As one further departs from vMI, the breath-

ing pattern becomes more complex, with oscillations

between distinct localized states, as shown for v¼ 1.0. The

oscillations among distinct localized states become chaotic-

like as one approaches vST. In the illustrated case of v¼ 3.0,

these oscillations have no tendency of achieving a stationary

behavior. Above vST, a self-trapped state is reached after the

initial chaotic-like transient. A similar sequence of events

FIG. 5. Numerical estimates of the characteristic modulational instability

nonlinear coupling vMI versus the linear chain size. The dashed line corre-
sponds to the analytical prediction vMI¼ 2p2/L.

FIG. 6. The normalized characteristic instability time s/L2 of an initially uni-
form wavefunction versus Dv¼ (v� vMI)/vMI as obtained from distinct lin-

ear chain sizes. The dashed line corresponds to the prediction based on the

modulational instability analysis s/L2¼ (1/4p2)Dv�1=2.

FIG. 7. Time evolution of the wave-
function probability distribution

jwnðtÞj
2
on a linear chain with N¼ 100

sites for some representative values of

the nonlinear coupling above the mod-

ulational instability transition.
v¼ 0.29: Just above the MI transition,

a quite regular breathing pattern takes
place between the uniform and a local-

ized state. v¼ 1.0: The breathing
becomes more complex with oscilla-

tions between distinct localized states.

v¼ 3.0: as one further departs from the
MI threshold, chaotic-like oscillations

between several localized states are
developed. v¼ 4.5: Above vST, a local-

ized stationary solution emerges after a
chaotic-like transient time.

063101-5 Chaves Filho, Lima, and Lyra Chaos 25, 063101 (2015)
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has been previously shown to take place in more general

nonlinear dynamical systems as a function of the norm of the

initially extended wavepacket.55,58

In order to provide a more detailed view of the wave-

packet distribution in each one of the regimes identified

above, we plot in Fig. 8 the profiles of the squared amplitude

jwnj
2
and the phase /n of wavepackets (wn ¼ jwnje

i/n ) at

representative times on which the breathers and self-trapped

states are present. Just above the modulational instability

threshold, the system develops regular oscillations of a single

breather with a quite smooth phase profile (see Fig. 8(a)).

For larger nonlinearities, as shown in Fig. 8(b), roughly regu-

lar oscillations with two breathers emerge. These breathers

have also smooth, although nearly opposite, phase-profiles.

The number of breathers increases with the nonlinearity. In

Fig. 8(c), one identifies three breathers for v¼ 3.0. However,

the dynamic evolution is quite irregular with the amplitude

and phase profiles continuously changing in time. In this

case, the wavepacket does not approach the uniform state

during the course of evolution, as it happens in the case of

regular oscillations with one and two breathers. We observed

irregular oscillation with up to four breathers when the nonli-

nearity strength approaches the self-trapping threshold (not

shown). A larger number of breathers can be achieved in lon-

ger chains. These breathers become quite superposed, which

ultimately triggers the transition to a strongly localized self-

trapped state. In Fig. 8(d), we show the amplitude and phase

profiles of a typical self-trapped state. It is strongly peaked at

a single site, although depicting a background noise. The

phase profile is also random, except in the close vicinity of

the wavepacket peak.

The above sequence of dynamical behaviors leading to

the ultimate asymptotic self-trapping can also be illustrated

by plotting some representative orbits in the participation

number phase-space dP
dt
� P, as provided in Fig. 9. Just above

the MI threshold, a single closed orbit in phase-space signals

FIG. 8. Typical profiles of the wave-

packet squared amplitude and phase of
the breathers and self-trapped states

appearing during the time evolution in

different regimes of nonlinearities: (a)
For v¼ 0.29, just above the modula-

tional instability threshold, the wave-
packet develops a single breather with a

smooth phase-profile; (b) At v¼ 1.0,
almost regular oscillations develop with

two breathers of nearly opposite phase

profiles; (c) For v¼ 3.0, three breathers
appear but the amplitude and phase pro-

files evolve irregularly in time; (d) For
v¼ 4.5, the wavepacket evolves to a

strongly localized state exhibiting a sin-
gle peaked structure superposed to a

background noise. The phase profile is

also random except in the close vicinity
of the wavepacket peak. The squared

amplitudes are shown in arbitrary units
for better visualization.

FIG. 9. Some representative orbits in

the participation number phase-space
dPðtÞ=dt� PðtÞ as obtained from linear

chains with N¼ 100 sites in the time
interval 80000< t< 100 000. v¼ 0.29:

The simple closed orbit signals a regu-

lar wavefunction breathing pattern.
v¼ 1.0: The orbit becomes unstable but

the oscillations are nearly regular.
v¼ 1.6: Chaotic-like oscillations are

developed. v¼ 4.5: The orbit converges
to a single point signaling the asymp-

totic wave-function localization.
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the periodic oscillation of the wavepacket between the uni-

form state with P/N¼ 1 and a state localized on a finite seg-

ment. As the nonlinearity is increased, the phase-space orbit

starts to become unstable, presenting nearly regular oscilla-

tions. The orbit evolves to a chaotic-like pattern as v is fur-

ther increased. Finally, it converges to a single spot

representing the self-trapping in a localized state.

The above results show that the wavefunction and its

associated participation number exhibit a complex sequence

of dynamic behavior as a function of the nonlinear strength.

In order to provide a more complete picture of how the

wavefunction dynamics changes with v, we located the local

minima of the participation number for a large set of nonlin-

ear strengths covering all dynamical regimes described

above. The resulting data are reported in Fig. 10. Only min-

ima of the participation number occurring in the time inter-

val 80 000< t< 100 000 were plotted. The first branching

appearing just above vMI ’ 0.2 represents the regime on

which the wavefunction displays periodic oscillations

between the uniform and a single localized state. The second

branching appearing for v ’ 0.8 delimits the end of the re-

gime of single periodic oscillations. In a narrow range of

nonlinear strengths, the oscillations are mainly between the

uniform and two localized states, although the one associated

with the first branch starts to become unstable. The dynamics

become chaotic-like for 1.0 � v� 3.8, with the participation

number having many minima due to its irregular oscillations.

These minima cover densely a finite range of participation

values. Self-trapping is reached for v> vST ’ 3.8.

Before finishing, we show some results related to the

crossover from 1D to 2D behavior. To perform such study,

we considered the time-evolution of initially uniform wave-

packets on ribbons with N¼L� ‘ sites with periodic bound-

ary conditions, where L (‘) accounts for the largest (smallest)

dimension of the ribbon. To evidence the distinct dynamical

behaviors, we plotted the minima of the normalized partici-

pation number as a function of the nonlinear parameter v, as

done above for the case of a linear chain. Our results are

summarized in Fig. 11. For narrow ribbons, as shown in Fig.

11(a), one still observes the presence of four dynamical

regimes: stable uniform wavepackets at small nonlinear-

ities, regular breathings above the MI threshold which

evolves towards a chaotic-like behavior prior to the ulti-

mate self-trapping. However, the chaotic-like regime is

strongly suppressed when the width of the ribbon increases.

It fully disappears for ‘=L� 0:3. In Fig. 11(b), we show the

normalized participation minima for ribbons with N¼ 50

� 20 up to N¼ 50� 40 sites. Notice that only regular

breathings are present between the stable uniform and self-

trapped states, which are signaled by single minima with

Pmin/N distinct from its limiting values. Further, this inter-

mediate breathing regime continuously shrinks as the

square lattice geometry is approached. The MI threshold in

ribbons is found to be vMI¼ 2p2(‘/L), which is in full agree-

ment with the modulational instability analysis prediction.

V. SUMMARYAND CONCLUSIONS

In summary, we studied, both analytically and numeri-

cally, the time-evolution of initially uniform electronic

wavepackets in discrete nonlinear low-dimensional lattices

governed by a discrete nonlinear Schrodinger equation. A

modulational instability analysis was employed to show that

the critical nonlinear strength vMI above which small pertur-

bations superposed to the uniform state grow exponentially

is finite in the square lattice, while it is inversely proportional

to the length L in one-dimensional chains. In both cases, we

showed that the characteristic instability time scales with

Dv¼ v� vMI as s / L2Dv�1=2. MI is usually considered as

the initial step towards the emergence of localized solutions

FIG. 10. Diagram showing the minima of the normalized participation num-
ber versus v as obtained from an initially uniform wavefunction evolving on

a linear chain with N¼ 100 sites. The single minima appearing at small v

signal the emergence of modulational instability. A chaotic-like pattern sep-
arates the regimes of stable uniform and localized wave-functions.

FIG. 11. Diagram showing the minima of the normalized participation num-

ber versus v as obtained from an initially uniform wavefunction evolving on
ribbons of distinct widths. (a) A narrow ribbon with N¼ 50� 5 sites. The

behavior is quite similar to the one observed in linear chains, showing

regimes of stable uniform, regular breathings, chaotic-like behavior, and
self-trapping. (b) Wider ribbons with N¼ 50� 20 up to N¼ 50� 40 sites. In

these cases, the chaotic-like regime is absent and the regime of regular
breathings continuously reduces as the square lattice geometry is

approached.
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such as solitons and breathers. In the square lattice, vMI is

much larger than the characteristic nonlinear coupling vST
required to make an initially fully localized wavepacket to

remain self-trapped. As a consequence, above vMI, the insta-

bility of the uniform solution drives the system to a localized

state with a stationary probability distribution. In contrast,

vMI � vST in linear chains. This feature is responsible for the

existence of an intermediate regime on which, although the

uniform state is unstable, the system is not driven towards a

stable self-trapped state. In such regime, the wavepacket dy-

namics exhibits a series of unconventional behavior ranging

from periodic to irregular (chaotic-like) breathings. We char-

acterized the crossover from uniform to localized stable

states by reporting some typical orbits in the participation

number phase-space, as well as the bifurcation diagram of

the participation number minima. We also reported the

crossover from 1D to 2D behavior by considering the wave-

packet dynamics on ribbons. We found that the chaotic-like

regime is strongly suppressed, being fully absent in wide rib-

bons on which the regimes of stable and self-trapped states

are separated by a regular breathing regime. The MI and ST

thresholds continuously merge as the square geometry is

approached.

It is interesting to emphasize that the discrete nonlinear

Schrodinger equation also supports unconventional solutions

such as stable twisted solitons in 1D59 and discrete vortices

in 2D.60 For the initial conditions considered in the present

work consisting of a random perturbation superposed to a

uniform state, no such states appear during the evolution. It

would be valuable to investigate if these unconventional soli-

tons can naturally evolve from the uniform state by properly

manipulating the perturbation to include an intrinsic twist or

vorticity. Further, it has been recently demonstrated that the

lattice dimension strongly influences the dynamics of Bose-

Einstein condensates in optical lattices.25 Therefore, the

present results advance in the understanding of the dynamics

of wavefunctions in discrete lattices by unveiling the rele-

vant role played by the relation between modulational insta-

bility and self-trapping. Along this direction, there are

several aspects that would deserve further investigation. For

example, the nonlinear response usually depicts some satura-

tion and has a finite response-time. How do these phenomena

influence the relative strength of MI and ST? Further, the MI

and ST thresholds are lower in two-dimensional lattices with

a smaller coordination number, which may have an impact

on the wavefunction dynamics on graphene and fullerene.

Future works addressing these points would further contrib-

ute to build a more complete scenario regarding the wave-

packet dynamics in nonlinear media.
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Abstract

We study the one-electron wavepacket dynamics in a C60 buckyball topology with
a relaxing nonlinearity. The electron dynamics is considered to be governed by a
discrete Schrödinger equation on which the nonlinear contribution obeys a Debye-
like relaxation process. We follow the temporal evolution of the wavepacket and use
the associated participation number to probe its spatial extension. By considering
distinct initial conditions, we characterize the delocalization/self-trapping transition
as a function of the nonlinear strength and relaxation time. We show that the phase-
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1 Introduction

Wave propagation in low-dimensional nonlinear models is a timely subject
with several connections with basic and applied solid state physics, optics,
acoustics, and Bose-Einstein condensation, among others [1–22,24–29]. Within
the context of electronic transport in low-dimensional nonlinear discrete lat-
tices, one of the most known properties is the self-trapping (ST) phenom-
ena. In general lines, ST occurs when the strength of the nonlinearity sur-
passes a threshold which is of the order the bandwidth for initially fully local-
ized wavepackets [2–6]. In this case, the electron wavepacket remains trapped
around the initial position with the probability of finding the electron at its ini-
tial position remaining finite in the long-time limit. Some specificities of the ST
transition in square and honeycomb lattices were reported in [7] showing that
the ST threshold continuously grows as a function of the initial wavepacket
width. Recent experiments have probed the electron-phonon interaction in
graphene [30,31] and mapped the wavefunction in graphene quantum dots [32–
34]. Low-temperature scanning tunneling microscopy experiments can thus be
explored to directly observe theoretical predictions concerning the wavepacket
dynamics in carbon-based structures.

A question that has attracted recent interest concerns the role played by the
finite nonlinear response time on the wavepacket dynamics in discrete lattices.
In ref. [6] the problem of electronic ST in a chain with a non-adiabatic delayed
electron-phonon coupling was investigated. It was shown that, in the regime
of short delay times, a weaker nonlinearity is required to promote the ST
transition when compared with the case of an instantaneous response. It was
also demonstrated that for slowly responding media, ST only takes place for
very strong nonlinearities. By using a Debye-like law for the relaxation of
the nonlinearity, it was shown that the slow relaxation of the nonlinearity is
responsible for the reduction of the delocalized regime and for the emergence
of a complex wavepacket self-focusing regime [22]. The competition between
disorder and a finite nonlinear response time was investigated in ref. [23]. It
was numerically demonstrated that no sub-diffusive spreading of the second
moment of the wavepacket distribution takes place when the finite response
time of the nonlinearity is taken into account. Such re-localization was latter
explained as resulting from the energy drift towards the band edge[24]. More
recently, it has been evidenced that the relaxation process of the nonlinearity
has a profound impact in the wavepacket dynamics and in the formation of
self-trapped stationary states in C60 buckyballs[27]. In this structure, finite-
size effects play a mayor role in the wavepacket dynamics.

In the present work, we will unveil the influence of the initial wavepacket
distribution on the self-trapping transition in the C60 topology in the pres-
ence of a non-instantaneous nonlinearity. By considering a discrete nonlinear

2

Instituto de Físi
a - UFAL



106

Schrödinger equation within a non-adiabatic approximation, we will analyze
the dynamics of a one-electron wavepacket having distinct initial distributions.
We will present the phase diagram as a function of the nonlinear coupling and
the relaxation time of the nonlinearity. In particular, we will show that the
wavepacket dynamics depicts re-entrant behaviors both as a function of the
strength of the nonlinear coupling and as a function of the relaxation time.
This leads to a complex structure of tongues in the phase-diagram that be-
comes less prominent when wider initial wavepackets distributed in discon-
nected clusters are considered.

2 Model and Formalism

In the following, we will analyze the one-electron wavepacket dynamics on
a C60 buckyball topology. We will consider that the intrinsic vibrations of
the lattice do not reach equilibrium as compared with the time-evolution of
the electron wavepacket. Under this condition, a non-adiabatic framework has
to be employed to account for the relaxation of the effective nonlinear term
resulting from the underlying electron-lattice coupling.

The discrete nonlinear Schrödinger equation appears within the electron-lattice
interaction picture in an Einstein-like model of the lattice vibrations[35] whose
Hamiltonian can be written as

H =
∑

n

[

p2n
2M

+
Mω2

0u
2
n

2

]

+
∑

(n,m)

Vn,ma
†
nam + U

∑

n

una
†
nan, (1)

where the first term is associated with local harmonic oscillators with mass M
and Einstein frequency ω0 (un and pn stand for the vibrational displacement
and its conjugated momentum, respectively). The on-site electron energy is set
to zero without loss of generality. The second sum corresponds to the electron
hopping integral between first neighbor sites (n,m). The C60 buckyball has 60
sites distributed in 20 hexagons and 12 pentagons. Each site has three bonds,
two of them between a hexagon and a pentagon (single bonds) and the other
between two hexagons (π bonds). Although these two types of bonds have
slightly different lengths, we will consider that the hopping amplitude Vnm is
the same irrespective to the bond type. It will be taken as unitary hereafter.
The third term accounts for the electron-lattice coupling of strength U . a†n
and an are creation and annihilation fermion operators. In the absence of
electron-phonon coupling, the one-electron eigen-energies and the structure
of the eigenstates were investigated in the previous literature[36]. An exact
diagonalization of the Hamiltonian matrix shows that, although most of the
eigenstates are not uniformly distributed over the buckyball, they are spread
over a significant fraction of the sites. By decomposing the electronic quantum
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state in the local Wannier basis set (|Ψ〉 =
∑

n Ψn|n〉), the time-evolution of
the electronic wavefunction amplitudes is given by

iΨ̇n(t) =
∑

m

VnmΨm(t)−Xn(t)Ψn(t), (2)

in units of h̄ = 1. A variational treatment provides that the minimal eigen-
energies are achieved for the stationary value Xn = U2

Mω2

0

|Ψn|
2[37], thus result-

ing in an effective discrete nonlinear Schrödinger equation, with the nonlinear
parameter χ = U2

Mω2

0

accounting for the underlying electron-lattice coupling.

Here, we will consider the relaxation process of the nonlinearity assuming that
the lattice oscillations are over-damped. In this way, its relaxation towards the
stationary value is governed by a single time scale τ characterizing a Debye-like
process described by

Ẋn(t) = −
1

τ

[

Xn(t) + χ|Ψn(t)|
2
]

. (3)

To probe the wavepacket dynamics, we will follow the time-evolution of the
participation number P (t) defined as

P (t) = [
∑

j

|Ψj|
4]−1. (4)

In general, the participation number is used as an estimate of the number
of sites that effectively contribute to the electronic probability distribution.
For uniformly extended states, P (t) equals the total number of sites N . For
strongly localized states, the participation number becomes much smaller than
N .

3 Results and Discussions

We numerically solved the model equations by considering several distinct
kinds of initial conditions using a standard eight-order Runge-Kutta algo-
rithm [38] with time step dt = 0.005. We did not find any significant quantita-
tive or qualitative difference for time discretizations dt << 0.005 or by solving
the nonlinear equations using alternative numerical methods. The numerical
convergence and stability were checked at each time step. We verified that the
norm conservation, e.g. (|1−

∑

n |Ψn|
2| < 10−7) was satisfied during the entire

simulation time.

We followed the time evolution of the wavepacket until it has reached a sta-
tionary regime. We start by showing our results for the case in which the
wavepacket is initially distributed uniformly over the sites of a pentagon, as
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Fig. 1. Color on-line:(a) Illustration of the initial wavepacket uniformly distributed
over the sites of a pentagon. (b-c) Some representative time-dependent participation
function for (b) τ = 0.42 and χ = 6.7, 6.8, 6.9; (c) χ = 6.6 and τ = 0.7, 0.8, 0.9.
There appears an alternate sequence of localization and self-trapping as a function
of both χ and τ .

Fig. 2. The phase diagram within the two-dimensional parameter space τ, χ. Black
region indicates the self-trapped regime and the white region accounts for fully
delocalized states. The transition between these two regimes is discontinuous. Cal-
culations were done for the case in which the wavepacket is initially uniformly
distributed over the sites of a pentagon.

illustrated in fig.1a. The temporal evolution of the participation function is
reported for some typical sets of model parameters (namely the strength of the
nonlinearity χ and the relaxation time τ) (see fig.1b-c). In all cases, the initial
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Fig. 3. Color on-line:(a) Illustration of the initial wavepacket distributed uniformly
over the sites of an hexagon. (b-c) Some representative time-dependent participation
function for (b) τ = 0.38 and χ = 7.20, 7.23, 7.25; (c) χ = 7.2 and τ = 0.7, 0.8, 0.9.
Notice the alternate sequence of localization and self-trapping as a function of both
χ and τ .

Fig. 4. The phase diagram regarding the self-trapped (black region) and the delo-
calized (white region) regimes in the two-dimensional parameter space (τ, χ). Cal-
culations were done for the case in which that the wavepacket is initially uniformly
distributed over the sites of an hexagon.

wavepacket has a participation number P (t = 0) = 5 , according to the initial
wavepacket distribution over the pentagon. In fig.1b, we fixed the relaxation
time and varied the nonlinear strength over values close to the transition from
delocalized to self-trapped states. Notice that the oscillations taking place at
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Fig. 5. Color online: Illustrative representations of 4 distinct initial conditions with
the wavepacket distributed uniformly over the sites of (a) an extended pentagon, (b)
two opposite pentagons, (c) an extended hexagon, and (d) two opposite hexagons.
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Fig. 6. Some representative time-dependent participation functions for distinct ini-
tial conditions: (a) Extended pentagon; (b) Extended hexagon; (c) Opposite pen-
tagons; and (d) Opposite hexagons. In all cases, the transition from well localized
to fully extended asymptotic states is direct.
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Fig. 7. The phase diagrams within the two-dimensional parameter space τ, χ. Cal-
culations were done by considering four distinct types of initial conditions : a)
extended pentagon b) two opposite pentagons c) extended hexagon and (d) two op-
posite hexagons. Notice that the re-entrances are absent when the initial wavepacket
is distributed in opposite clusters.

intermediate times, which signal the emergence of irregular breathings, are
weakly sensitive to the precise value of the nonlinear strength. However, the
convergence to the ultimate stationary state strongly depends on χ. For small
nonlinearities, the stationary state is uniformly distributed over all sites of
the buckyball, while it focuses over very few sites for strong nonlinearities. It
is worth to call attention to the fact that the transition from delocalized to
self-trapped states that takes place with increasing strengths of the nonlin-
earity depicts a re-entrant behavior, characterized by an alternate sequence of
self-trapped and delocalized asymptotic wavepackets. In fig.1c we explore the
dependence of the wavepacket time-evolution on the relaxation time τ . Here we
fixed the nonlinear coupling at a value close to the delocalization/self-trapped
transition and report results for some representative values of the relaxation
time. We also observe that the initial transient oscillations are weakly sensi-
tive to the actual precise value of τ , in contrast to the participation number
of the asymptotic wavepacket. The re-entrant behavior of the transition as a
function of τ is also evidenced. In fig.2 we provide the full phase diagram in
the parameter space χ×τ . The region in white corresponds to asymptotic par-
ticipation P/N = 1 (fully extended wavepacket) while the region in black to
P/N near zero (well localized wavepacket). Intermediate values would appear
in gray scale between these two limiting values. The absence of asymptotic
intermediate values of the participation number signals that the transition
from localized to extended asymptotic states is discontinuous. The re-entrant
behavior of the transition is reflected by the emergence of several tongues,
which become quite fragmented in the regime of short relaxation times. In
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this regime, there is a strong sensitivity of the asymptotic state on the precise
values of the model parameters.

In order to explore the sensitivity on the initial condition of the delocalization/self-
trapping transition, we now consider the case on which the wavepacket is ini-
tially distributed uniformly over the sites of an hexagon, as illustrate in fig.3a.
We also show some representative time evolution series of the participation
number (see fig.3b-c). The transition also depicts a re-entrant behavior, ei-
ther as a function of the nonlinear strength (fig.3b) or as a function of the
relaxation time (fig.3c). The corresponding phase diagram is shown in fig.4.
Although it has a similar structure as the one attained for the pentagonal
initial condition, there are a few characteristics that deserve to be stressed.
Firstly, the re-entrances are less pronounced for the hexagonal initial condi-
tion. However, the sequence of tongues is more clearly defined, pointing for
a weaker sensitivity on the model parameters in the regime of short relax-
ation times. Further, the critical nonlinear strength in the regime of slowly
responding nonlinearity ((large τ) is somewhat larger than the one obtained
for the pentagonal initial condition. This feature is in agreement with previous
results concerning the self-trapping transition which showed a monotonic in-
crease of the self-trapping threshold when the width of the initial wavepacket
distribution is increased [7].

Before concluding, we consider other kinds of initial conditions (see fig. 5): a)
extended pentagon, b) two opposite pentagons, c) extended hexagon, and d)
two opposite hexagons. The extended pentagon initial condition consists of the
wavepacket initially distributed uniformly over 10 sites: those of a pentagon
and its five nearest neighboring sites, as illustrated in fig.5a. The two opposite
pentagons initial condition also consists of the wavepacket distributed uni-
formly over 10 sites, but distributed in opposite clusters (see fig.5b). In the
extended hexagon initial condition, the wavepacket is initially distributed over
12 sites occupying an hexagon and its nearest neighbors, as shown in fig.5c,
while in the two opposite hexagons initial condition the 12 sites occupy dia-
metrically opposite hexagonal clusters (see fig.5d). Representative plots of the
participation number time-evolution for each one of these initial conditions
are shown in fig.6. In all cases, the participation depicts a direct transition
between well localized and fully extended asymptotic states. The location of
the asymptotically localized state is strongly dependent on the initial con-
dition and model parameters, especially near the localization-delocalization
transition.

In fig.7, we report the phase diagrams resulting from each one of the above
initial conditions. For the extended pentagon (fig.6a) and hexagon (fig.6c)
initial conditions, the phase diagrams are quite similar to those obtained for
wavepackets distributed initially over the corresponding closed clusters. The
main difference is that the re-entrant tongues are slightly less pronounced. On
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the other hand, the phase diagrams related to the initial conditions with the
wavepacket distributed in opposite clusters are quite distinct, even though they
have the same initial participation number as their extended cluster counter-
part. In these cases (see fig.6b and 6d) the re-entrant tongues are absent. The
threshold nonlinear coupling separating delocalized from self-trapped asymp-
totic wavepackets are roughly independent of the relaxation time, except in
the regime of very fast nonlinear responses on which the self-trapping thresh-
old displays a small decrease (visible in fig.6b). This feature is due to the fact
that, for these initial conditions the wavepacket spreads over the entire buck-
yball in a shorter time than in the case of an initially connected single cluster.
In this case, the transition from delocalization to self-trapping is triggered by
the modulational instability of the uniform solution. The asymptotic thresh-
old is also larger than in the cases of single connected clusters, corroborating
its expected dependence on the initial participation number [7].

4 Summary and Conclusions

In summary, we investigated the time-evolution of one-electron wavepackets
restricted to evolve on the sites of a C60 buckyball under the influence of
a third-order nonlinearity with a finite relaxation time τ . Within a tight-
binding approach including a Debye-like relaxation process of the nonlinear
contribution, we provided a detailed study of the transition from delocalized to
self-trapped asymptotically stationary states. In the regime of weak nonlinear
couplings, the asymptotic state becomes delocalized irrespective to the nonlin-
ear relaxation time and initial condition. On the other hand, the wavepacket
evolves to a self-trapped stationary state for strong nonlinearities. However,
we unveiled that the actual location of the transition is strongly dependent on
the initial condition as well on the relaxation time of the nonlinearity.

We provided the full phase-diagram for six distinct initial conditions. In four
of them, we considered that the wavepacket was initially uniformly distributed
over the sites of a connected cluster (pentagon, hexagon, extended pentagon,
and extended hexagon). In all of these cases, the phase diagram presents re-
entrant tongues reflecting the presence of a sequence of transitions when in-
creasing the nonlinear strength, before the ultimate self-trapping. These re-
entrances are more prominent in the short relaxation time regime, as well as
in the smallest initial cluster. Such re-entrant phase-diagram indicate that the
border between the dynamical attractors related to localized and extended
states is complex, as usual in high-dimensional nonlinear dynamical systems
(120 dynamical variables in the present model). Further, in the range of non-
linear strengths corresponding to this re-entrant behavior, a sequence of self-
trapping to delocalization transitions can also take place with increasing relax-
ation times. For the initial conditions on which the wavepacket is distributed
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in disconnected opposite clusters (opposite pentagons and hexagons) the re-
entrant behavior of the transition is suppressed and the nonlinear threshold
signaling the self-trapping transition becomes roughly independent of the non-
linear relaxation time. In this case, the self-trapping transition occurs after the
initial spread of the wavepacket over the entire buckyball and is triggered by
the modulational instability of the uniform solution.

The above phenomenology shall also appear in general nonlinear physical sys-
tems where the wavepacket dynamics is influenced by a relaxing nonlinear-
ity. Extensions of the present study to other nanosized clusters with strong
electron-phonon coupling, BEC in optical lattices, as well as of light prop-
agation in nonlinear photonic crystals would be in order to provide a more
complete scenario regarding the physical mechanisms behind the self-trapping
transition in slowly responding nonlinear lattices.
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R. Follath, W. Eberhardt, B. Büchner, and T. Pichler, Phys. Rev. B 79 (2009)
205106.

[32] D. Subramaniam, F. Libisch, Y. Li, C. Pauly, V. Geringer, R. Reiter, T. Mashoff,
M. Liebmann, J. Burgdörfer, C. Busse, T. Michely, R. Mazzarello, M. Pratzer,
and M. Morgenstern, Phys. Rev. Lett. 108 (2012) 046801.

[33] S.H. Park, J. Borme, A.L. Vanegas, M. Corbetta, D. Sander, and J. Kirschner,
ACS Nano 5 (2011) 8162.
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