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RESUMO

Neste trabalho estudamos a prova da existéncia de medidas que maximizam a entropia
métrica para um conjunto aberto de difeomorfismos locais de classe C'' de uma variedade
Riemanniana compacta, conexa. Nesse contexto, também, foi visto que a entropia topo-
légica coincide com logaritmo do grau. Além disso, temos que as medidas maximizantes
sao automedidas do operador de Ruelle-Perron-Frobenius. Quando a aplicacao é topologi-
camente mixing, a medida maximizante é inica e positiva em todos os conjuntos abertos.

Palavras Chaves: Medida maximizante. Grau. O Operador de Ruelle-Perron-
Frobenius.



ABSTRACT

At this work, we study the proof of the existence of measures that maximaizing the metric
entropy for a open set of local diffeomorphisms of classes C'! of a compact, connected
Riemannian manifold. In this context, we also see that the topological entropy coincides
with the logarithm of the degree. Furthermore, we have that the maximizing measures are
eigenmeasures of the Ruelle-Perron-Frobenius operator. When the map is topologically
mixing, the maximizing measure is unique and positive on every open set.

Keywords: Maximizing measure. Degree. The Ruelle-Perron-Frobenius Operator.
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INTRODUGCAO

O objetivo desse trabalho é estudar a prova do seguinte teorema, dada por Krerley

Oliveira e Marcelo Viana em (2).

Teorema 0.0.1. Seja f: M — M um difeomorfismo local de classe C' e grau p>1. Se
f satisfaz:

1 e
| Jnax  maxlimsup —log||(Dfz)"|| <logp. (1)

Entao hiop(f) =logp, e qualquer automedida mazimal p do dual do operador de transfe-
réncia L é uma medida maximizante. Em particular, existe alguma medida mazximizante
para f. Se f € topologicamente mizing entdo a medida mazximizante é unica e positiva

nos abertos.

Considerando
(DAY (01 A+~ Avg) = Df(v1) A=~ ADf(vy),

onde v A--- Avg, = det((v;,v5)) é o k-produto exterior, daremos mais informagcoes adiante

na Secao 2.2.1.

Entao para tal, precisaremos de algumas nog¢oes basicas que dividimos em trés capi-

tulos.

No primeiro capitulo, daremos algumas nogoes basicas e exemplos sobre entropia

métrica e entropia topoldgica que sao partes fundamentais do Teorema 3.0.4.

No segundo capitulo, desenvolveremos técnicas que serdao uteis na demonstragdo do
Teorema 3.0.4. Na Secao 2.1 mostraremos a existéncia de automedida maximal para
o operador de Ruelle-Perron-Frobenius, depois, mostraremos que tais medidas tem pro-
priedades interessantes. Na Secao 2.2, daremos algumas nogoes sobre produto exterior,
expoentes de Lyapunov e mostraremos um lema que serd de fundamental importancia
para o decorrer do trabalho. Na Secao 2.3, daremos algumas nocoes de tempos hiperbo-
licos que serao uteis para mostrarmos a cxisténcia de particdes geradoras ¢ usaremos o

teorema de Rokhlin (Teorema 2.5.3) para termos uma estimativa da entropia topologica.
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No terceiro capitulo, reproduziremos a prova dada por Oliveira e Viana do teorema
enunciado acima. Primeiro, provaremos a existéncia de uma medida maximizante e, além
disso, que uma automedida maximal também ¢é uma medida maximizante. Depois, se f
como no teorema ¢ topologicamente mixing entao mostraremos que tal medida maximi-

zante é Unica.
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1 NOCOES BASICAS

Neste capitulo apresentaremos os conceitos e resultados necessarios para o desenvol-

vimento deste trabalho.
1.1 Medidas invariantes e ergdodicas

Seja (M,B,r) um espago de probabilidade. Considere f: M — M uma transformagao

mensuravel, dizemos que v é f-invariante se v(f~!(B)) = v(B) para todo B € B.

Daremos uma condi¢ao suficiente para que exista uma medida invariante.

Teorema 1.1.1 (Existéncia de medidas invariantes). Seja f: M — M uma transforma-
cdo continua num espag¢o métrico compacto. FEntdo existe pelo menos uma medida de

probabilidade em M invariante por f.

O ponto principal na demonstracdo é considerar uma certa topologia no conjunto
M1(M) das medidas de probabilidade em M, que chamamos de topologia fraca®™. A
ideia é que duas medidas sdo consideradas proximas se as integrais com relacao a cada
uma dessas duas medidas estejam préximas para (muitas) fungoes continuas. Temos que
com essa topologia M1(M) é compacto, dai construimos uma sequéncia de medida de
modo que seja f-invariante entao possui uma subsequéncia convergente para uma medida

f-invariante.

Exemplo 1.1.1. Seja f:]0,1] — [0,1], definida por f(x) = 10x(modl). A medida de

Lebesgue ¢ f-invariante.

De fato, seja (a,b) C [0,1]. Temos que f~(a,b) = U}_q(a+k/10,b+k/10), daf segue
que m(f~Y(a,b)) = S5_gmla+k/10,b+ k/10) = m(a,b). Logo pela aditividade de m

segue que vale para unides finitas de intervalos. Agora, a familia das unides finitas de
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intervalos é uma algebra que gera a o-dlgebra de Borel de [0,1]. Logo, pelo Teorema

3.0.19 (Apéndice), temos que m é f-invariante.

Daremos agora a definicdo de topologicamente mixing.

Definicao 1.1.2. Dizemos que f: M — M é topologicamente mixing se dado qualquer
conjunto aberto U C M existe N € N tal que fN(U) = M.

Dizemos que (f,v) é um sistema ergédico se dado B € B tal que f~1(B) = B entao
ouv(B)=0ourv(B)=1

1.2 Entropia

Para motivar a definigdo de entropia de Kolmogorov-Sinai, vamos considerar a seguinte
situagao bésica da Teoria da Informacao. Consideremos um canal de comunicacdo que
transmite, sucessivamente, certos simbolos. Esse canal pode ser um telégrafo transmitindo
pontos e tracos, segundo o antigo c6digo Morse, uma fibra 6tima, transmitindo zeros e uns,
segundo o codigo binario ASCII, ou qualquer outro sistema de transmissao sequencial de
informagao. O objetivo é medir a entropia do canal, ou seja, a quantidade de informagao

transmitida, em média, a cada unidade de tempo.

Em Teoria da Informacao é usual considerar logaritmos na base 2, porque essencial-
mente todos os canais de informagao que encontramos na pratica sao binarios. No entanto,
em Teoria Ergddica é mais comum considerar logaritmos naturais (base e), e nés faremos
o mesmo. Por defini¢do, a quantidade de informacdio associada a um caracter a € A esta
dada por

I(a) = —logpa

onde p, é a probabilidade (frequéncia) do caracter a. A informagio média associada ao

alfabeto A é dada por
I(A)=>_—pal(a) =) _ —palogpa.
a a

Mais geralmente, a informacao associada a uma palavra aj...a, é

I(al...an) = —10gpa1...an

onde a probabilidade pg,. 4, da palavra ¢, usualmente, maior que o produto pg,...pg,, das

probabilidades das suas letras (vale a igualdade no caso independente). Denotando por
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A™ o conjunto de todas as palavras de comprimento n, definimos

[<An) = Z —Paj...an logpal...an-

ag,...,an

Finalmente, a entropia do canal de comunicagao é definida por:

= lilniI(A”). (1.1)

1.2.1 Entropia de uma particao

Queremos adaptar estas ideias ao nosso contexto em Teoria Ergédica. A principal
diferenga é que, enquanto em Teoria da Informacgdo o alfabeto A é discreto(finito), em
geral, esse nao é necessariamente o caso para o espago de estados da maioria dos siste-
mas dinamicos interessantes. Esse ponto é resolvido fazendo uso de partigoes, finitas ou

enumeraveis, do espaco de estados.

Seja (M, B,v) um espago de probabilidade. Neste capitulo, uma parti¢io é uma familia
finita ou enumeravel P de subconjuntos de M disjuntos dois-a-dois e cuja a unido tem
medida total. Denotamos por P(x) o elemento da particdo que contém x. A soma PV Q
de duas partigoes P e Q é uma particdo cujos elementos sdo as interse¢oes PN com

PeP e e Q. Mais geralmente, dada qualquer familia de parti¢oes Py, definimos

\/Pn={nPy: Py, € Pp,¥n € N}.
n

A cada parti¢do P associamos a respectiva funcao de informacao
Ip: M - R, Ip(x)=—logv(P(z)).

E claro que a fungdo Ip é mensuravel. Entdo chamamos entropia, ou informagao média,

da particao P ao ntimero
Hu(P)= [ Ipdu= 3 ~u(P)logu(P).
Como ¢ usual na teoria da integral de Lebesgue, fazemos a convencao de que 0log0 =
lim xlogx = 0.
z—0

Relacionamos com isto, a seguinte observacao serd 1til em diversas ocasides. Considere

a fungao ¢ : (0,00) — R da da por ¢(z) = —zlogx. Derivando duas vezes vemos que ¢” < 0.
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Portanto ¢ é concava:

bo(zr) + - +pd(zg) < d(lizr+ -+ L) (1.2)

para todo xy,...,xp € t1,...,tp >0 com t;+---+t; = 1. Além disso, a concavidade ¢ estrita:

vale a igualdade em (1.2) se, e somente se, x| = -+ = xp.

Dizemos que duas partigoes P e Q sao independentes se v(PNQ) = v(P)v(Q) para
todo P € P e todo () € Q. Nesse caso, Ipyo = Ip+Ig e, portanto,

H,(PVQ)=H,(P)+ H,(Q).

Exemplo 1.2.1. Seja M ={1, ...,d}N munido de uma medida produto v =n". Denotamos
=n({i}) para cadai€ {1,...,d}. Para cadan>1, seja P" a particio de M em cilindros

0:a1,...,a,] de comprimento n. A entropia de P™ ¢
yUly.eeyUn 74 y4

H,(P") = > —Pa " Pan10g(pa; - Pay)

ala-"»an

= Z Z ~Pay " Pa;** Pan 108 P,

j ai,..-,an

= ZZ _paj logpaj Z Pay - 'paj_lpaj+1 “Pay -
J i iF]

A dltima soma € igual a 1, uma vez que Y ; p; = 1. Portanto,

d d d d

L (P™) = Z Z —Pa,l0gpa; = Y _ > —pilogpi =—n)_pilogp;.

— j=li=1 i=1

Chamaremos de entropia condicional de uma particdo P com relacdo a uma particao

Q ao numero

H,(P/Q)= > Y —v(PNQ)log———~+ (PHQ) (1.3)
PePQeQ v(Q)

Intuitivamente, ele mede a informacao adicional fornecida pela particao P uma vez co-
nhecida a informacio da particio Q. E claro que H,(P/M) = H,(P) para todo P, onde
M denota a parti¢ao trivial M = {M}. Além disso, se P e Q sdo independentes entao

HZ/(P/Q) = HI/(P)

Dadas duas particoes, P e Q dizemos que P é menos fina que Q, e escrevemos P < Q,
se todo elemento de Q esta contido em algum elemento de P, a menos de medida nula.

A soma PV Q é, precisamente, a menos fina de todas as partigoes R tais que P <R e
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Q<R.

Agora daremos algumas propriedades da entropia condicional de uma particao.

Lema 1.2.1. Sejam P,Q e R particoes com entropia finita. Entdo,

(a) H(PVQ/R)=H,(P/R)+H,(Q/PVQ);
(b) se P < Q entio H,(P/R) < H,(Q/R) e H,(R/P)> H,(R/Q).

(¢) P =< Q se, e somente se, H,(P/Q)=0.

Observe, em particular, que se tomarmos P = M no item (b) do Lema 1.2.1 obtemos
que
H,(R/Q) < H,(R) para quaisquer partigoes Q e R. (1.4)

Além disso, tomando R = M no item (a), secgue que

H,(PvQ)=H,(P)+Hv(Q/P)< H,(P)+ H,(Q). (1.5)

Seja f: M — N uma transformacdo mensuravel e seja v uma probabilidade em M.
Entao f.v é uma probabilidade em N. Além disso, se P é uma particao de N entao

f~YP)={f"1(P): P& P} éuma partigio de M. Por definicio:

Hy(f7(P)) = > —v(f'(P))logr(f~(p))

pPepP

= Y —fw(P)log fiv(P)

PeP
= Hy,(P).

Em particular, se M = N e a medida v é invariante por f entao

H,(f~Y(P)) = H,(P) para toda particio P. (1.6)

Também precisaremos da seguinte propriedade de continuidade.

Lema 1.2.2. Dado k> 1 e e >0 existe 6 > 0 tal que, para quaisquer particoes finitas
P = {Pl,...7Pk} e Q = {Ql,...,Qk},

v(PAQ;) <9 para todoi=1,...k= H,(Q/P) < e,
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onde v(PiAQi) = v(P\Q) + (Qi\P,),

Demonstragio. Fixe ¢ >0 e k> 1. Pela continuidade da funcao ¢ : [0,1] = R, ¢(z) =
—zlogz, existe p > 0 tal que ¢(x) < e/k? para todo z € [0,p) U (1 —p,1]. Tome & =
p/k. Dadas duas partigoes P e Q como no enunciado, denote por R a partigdo cujos
elementos sao as interse¢oes P;MN(Q); com ¢ # j e também o conjunto UleP,- NQ;. Note
que ¥(P;NQj) <v(PAQ;) < 6 para todo i # j e

k
UPmQ 22 P) —v(PAQy)) > Y (v(P) =) =1—p.
=1 =1 )

Portanto,

= 3 6(R) <#R 3

ReR
E claro da definicao que PV Q =PV R. Entdo, usando (1.4) ¢ (1.5),

H,(Q/P)=H,(PVQ)—-H,(P) = H,(PVR)—H,(P)
= HV(R/P) < HV(R) <E.

1.2.2 Entropia de um sistema dindmico

Seja f: M — M uma transformacao mensuravel preservando uma medida de proba-
bilidade v. A nogao de entropia do sistema (f,r), apresentada a seguir, é inspirado pela

ideia de entropia de um canal de comunicacao definida por (1.1)

Dada uma particao P de M com entropia finita, denotamos
= V"4 f74P) para cada n > 1.
Observe que o elemento P"(x) que contém x € M esta dado por:

P (z) = P(x) N fH(P(f(2))N--- 0 f~ O PO (@))).

E claro que a sequéncia P" é nao-decrescente, ou seja, P < P" 1 para todo n. Portanto,

a sequéncia das entropias H,(P") também ¢é nao-decrescente.

Daremos uma definicdo e consequentemente um lema que serd ttil no desenvolver da

teoria.
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Definigao 1.2.3. A sequéncia (a,)nen € dita subaditiva quando ap4yn < @ + ap.

a a
Lema 1.2.4. Seja a,, uma sequéncia subaditiva. Entdo: — — L =inf{—}.
n n

Demonstragdo. Seja L = inf{a—n}. Dado € > 0,3dN tal que GWN <L+ e Sen>N,
n

escrevemos n =qN +r com 0 <r < N —1.
Qn  AgN+r agN |, Gr _ qan qan

< + L < + & < +ar<L+e—i—1s { }
= —— —<— 4 —< —4+— —supi{ai,...,an_1}-
n qgN+r— n n- n n - gN n — n P11 N1

a
Se n for suficientemente grande, L < L <L+ 2. ]
n

Mostraremos agora que sequéncia (H,(P"))n>1 ¢ subaditiva:

Lema 1.2.5. H,(P"™™) < H,(P")+ H,(P™) para todo m,n > 1.

Demonstragio. Por definicio, P = viEn=lf=i(p)y = pmy f=m(P").  Portanto,
usando (1.5),

Hy, (P™™) < Hy(P™) + Hy (f~™(P")). (1.7)
Por outro lado, como v é invariante por f, a propriedade (1.6) implica que
Hy(f~"(P")) = H,(P")

para todo m,n. Substituindo esse fato em (1.7) obtemos a conclusao do lema. ]

Chamaremos entropia de f com relacao a medida v e a particio P o limite
B, P) = lim =1, (P") = inf = I, (P"). (1.8)

Observe que esta entropia ¢ tanto maior quanto mais fina for a particdo. De fato, se
P < Q entao P < Q" para todo o n. Usando o Lema 1.2.1, segue que H,(P") < H,(Q")

para todo n. Consequentemente,
P<Q=h(fP)<hi(f Q) (1.9)

Finalmente, a entropia do sistema (f,v) é definida por

ho(f) = S%phu(f,P), (1.10)
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onde o supremo é tomado sobre todas as particbes com entropia finita. Uma observacao
util é que a definicao nao é afetada se consideramos o supremo apenas sobre as partigoes

finitas.

Exemplo 1.2.2. Considere a transformagdo decimal f :[0,1] — [o,1], dada por f(z) =
10z( mod 1). Como observamos anteriormente, f preserva a medida de Lebesque no
intervalo m. Seja P a particio de [0,1] por intervalos da forma ((k—1)/10,k/10] com
k=1,..,10. Entao P™ é a parti¢ao do [0,1] por intervalos da forma ((k—1)/10" k/10"]

comk=1,....10". Assim, como

10"
Hp(P™") =) —10""log10™" = nlog 10.
k=1

Seque-se
hin(f,P) = lim Hy,, (P") = log 10.

Usando a teoria que serd desenvolvida na se¢io sequinte, veremos que hy,(f) também

¢ igual a log10, ou seja, P realiza o supremo na defini¢io (1.10).

Este lema sera til na prova do teorema de Kolmogorov-Sinai.

Lema 1.2.6. h,(f,Q) <h,(f,P)+H,(Q/P) para quaisquer particoes P e Q com entropia
finita.

Demonstragio. Pelo Lema 1.2.1, para todo n > 1 vale que

H,(Q" /P = H,(Q"V fT"(Q)/P"V ["(P))
< H,(Q"/P")+H,(J7"(Q)/[T(P)).

O tltimo termo é igual a H,(Q/P), poque a medida v é f-invariante. Portanto, a relagao

anterior prova que
H,(Q"/P") <nH,(Q/P) para todon > 1. (1.11)
Usando o Lema 1.2.1, uma vez mais, segue que
H,(Q") < H,(P"VvQ")=H,(P)+ H,(Q"/P") < H,(P")+nH,(Q/P).

Dividindo por n e passando o limite quando n — oo obtemos a conclusao do lema. O
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Lema 1.2.7. h,(f,P) =limH,(P/ Vi, f7UP)) para qualquer particio P com entropia
finita.

Demonstrag¢io. Usando o Lema 1.7 (a) e o fato de que a medida v é invariante:

n—1 n—1 n—1
Hu(\/of_i(P)) = H,(\/ [(P)+H,(P/\ [7(P))
= j=1 j=1
n—2 n—1
= H,(\/ [ (P)+H,(P/\ [(P))
7=0 7=1

para todo n. Por recorréncia, segue que

n—1 ) n—1 k

HV( \/ f_J(P)) = HV(P) + Z HV(P/ \/ f_J
§=0 k=1 j=1
Portanto, h,(f,P) é dada pelo limite Cesaro
1 n—1 .
lim—H,(\/ (P —hm ZH (P/ \/ 7
nn .
7=0

Por outro lado, o item (b) do Lema 1.7, garante que a sequéncia H,(P/Vi_, f~7/(P))
é decrescente. Em particular, liTILIl Vief ~J(P) existe e, consequentemente, coincide com

o limite Cesaro na igualmente anterior. O

1.2.3 Teorema de Kolmogorov-Sinai

Em geral, a principal dificuldade no calculo da entropia reside no calculo do supremo
da defini¢ao (1.10). Os métodos que vamos desenvolver nesta secao permitem simplificar
a tarefa em muitos casos de interesse, identificamos certas partigoes P que realizam o

supremo, isto é, tais que hy,(f,P) = h,(f). O resultado principal é o seguinte:

Teorema 1.2.8 (Kolmogorov-Sinai). Seja P} < -+ < Py < -++ uma sequéncia nao-
decrescente de particoes com entropia finita tais que Uy 1Py, gera a o-dlgebra dos conjun-

tos mensurdveis a menos de medidas nula. Entdo
hl/(f) = li7rlnh,,(f,73n).

Demonstragio. O limite sempre existe, pois a propriedade (1.9) implica que a sequéncia

hy(f,P™) é ndo-decrescente. Para provar tal teorema usaremos o seguinte fato:
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Lema 1.2.9. lim H,(Q/P™) =0 para qualquer particio finita Q.

Demonstragio. Escreva Q = {Q1,...,Q,}. Dado qualquer € > 0, existe 4 > 0 como no
Lema 1.2.2. Seja A a algebra formada pelas unides finitas de elementos de U,P™. Por
hipétese, A gera a o-dlgebra de todos os conjuntos mensuraveis. Logo, pelo teorema de

aproximagao (Apéndice 3.0.18), para cada i = 1,....k existe A; € A tal que
v(QiAA;) < §/(4k). (1.12)

O fato de que os @; formam uma cobertura de M garante que os A; estao perto de serem,

também, uma cobertura:

v(Ain(Ujx4;)) < l/(U?:l(Aj\Qj))<5/4 para todo i (1.13)

v(M\US_; A)) < w(UE(Qi\AY)) < 6/4. (1.14)

A seguir, defina
Ay, parai=1
Qi=1q A\ Ué-;11 Aj, paral <i<k
M\ U?;ll Aj, parai=Fk

Entdo Q' ={Q1,....,Q)} ¢ uma particio de M. Afirmamos que

v(A;AQ)) < 6/2 para todo i=1,...,k. (1.15)

Isto ¢ trivial para ¢ = 1. Para ¢ > 1 temos que A;\Q; esta contido em A; N (Uj<;A;).
Logo, usando 1.13, obtemos que v(A;\Q}) < /4. Isso prova a afirmacdo para 1 <i <k,
uma vez que nesse caso )i\ A; = (. Finalmente, para i = k, temos que Q). \ Ay, esta contido
no complementar de UF_; A;. Logo, usando (1.14), vemos que v(Q}\Ax) < §/4. Somando
essa estimativa com a anterior, vem que v(ApAQ)) < /2. Isso completa a prova da

afirmagcao (1.15).

Combinando as desigualdades (1.13) e (1.15), obtemos que v(Q;AQ}) < para todo
i=1,...k. Agora, é claro que @} € A para todo i. Entao, como se trata de uma familia
finita, podemos encontrar m > ¢ tal que todo @ é uma unido de elementos de P,,. Em

outras palavras, a particdo Q' = {Q1,...,Q}.} ¢ menos fina do que Py,. Entéo, pelos Lema
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1.2.1 e Lema 1.2.2,
H,(Q/Py) < H,(Q/Pp) < H,(Q/Q') <& paratodo n>m.

Isso completa a demonstragdao do lema.

Pelo Lema 1.2.6, também temos que
hy(f,Q) < h,(f,P")+ H,(Q/P") para todo n.

Passando o limite quando n — oo e, entao, tomando o supremo sobre todas as parti¢coes

Q, obtemos a conclusao do teorema. O

Corolario 1.2.9.1. Seja Py < --- <Py <--- uma sequéncia de particoes finitas tais que

o diamP,,(x) — 0 para v-quase todo ponto x € M. Entao
hy(f) = h}LHhV(f:Pn)'

Demonstragdo. Seja U um aberto qualquer de M. A hipotese garante que para cada x
tal que o conjunto Py =P,y (x) estd contido em U. E claro que P, pertence & dlgebra A
gerada por U, P,. Observe também que esta adlgebra é enumeravel, ja que ela esta formada
pelas unides finitas de elementos das particoes P,. Em particular, o conjunto dos valores
tomados por P, é enumeravel. Segue que U = U,y P, também estd na o-algebra gerada
por A. Isso prova que o-dlgebra gerada por A contém todos os abertos e, portanto,
contém todos os conjuntos borelianos. Agora, a conclusdo segue de uma aplicacao direta
do Teorema 1.2.8. O

1.3 Férmula de Rokhlin
O férmula de Rokhlin é uma ferramenta importante no estudo de sistemas dinamicos,

ela d4 uma relacao entre entropia métrica do sistema e a integral de uma funcao especifica

chamada de jacobiano, quando tal jacobiano existe.
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1.3.1 Jacobiano

Agora daremos a nog¢ao de jacobiano de uma medida. Essencialmente, o jacobiano de
uma medida v (quando existir) é uma funcao que satisfaz as condigoes do Teorema de

Mudanca de variaveis. Vamos a defini¢ao precisa.

Defini¢ao 1.3.1. Uma fungao £ : M — R é um jacobiano para a medida v, se é localmente

integravel com respeito a v e para todo mensurdvel A tal que f|4 é injetora, entdo

v(f(4) = [ gdv.
Em outras palavras, o jacobiano ¢ definido por & = d(v(f))/dv.

Exemplo 1.3.1. Seja M um aberto do R™ e f é uma transformacio de classe C1, o

Teorema de Mudanca de Varidvel nos garante que se f|a4 € uma difeomorfismo, entao

m(f(4)) = [ |det Df (2)|dz.

Em outras palavras, isso significa que a fungao &(x) = |det Df(x)| € um jacobiano para a

medida de Lebesgue m.

Definicao 1.3.2. Dizemos que uma medida v é nao-singular com respeito a f. Se dado

um conjunto A com v(A) =0, entao v(f(A)) =0.

A seguir mostrar que uma medida nao-singular para uma transformacao f localmente

injetora possui um unico jacobiano.

Proposicao 1.3.3. Seja M um espago métrico separdvel e f uma transformagdo local-
mente injetiva. Entao, dada uma medida boreliana v nao-singular com respeito a f, existe
um unico jacobiano & : M — R. Se, além disso, existir k € N de modo que cada ponto de

M possui no mdximo k pré-imagens, entio & € L*(v).

Demonstragcio. Existéncia: Para cada p € M podemos encontrar um aberto A, de modo
que f|a, é injetora. Tomando uma subcobertura de {A,},cn se necessirio, podemos
supor que existe uma subcobertura enumeravel {4, }ien C {Ap}penm tal que v(A4,,) >0

para todo ¢ € N.

Podemos decompor M em subconjuntos mensuraveis B; C Ay, de modo que {B;}ien

é uma particao de M. Para tanto, basta definir B} = A e por inducao By = A\ Uf;ll B;.
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Novamente,renumerando os B;’s se necessario, podemos assumir que v(B;) > 0. Assim,
cada ponto x € M admite, no maximo, uma quantidade enumeravel de pré-imagens e
fi=flp, : Bi = f(B;) é uma bijecao.

Fixado i € N, vamos denotar por v; a medida em definida em B; por v;(A) = v(fi(A)).
Observe que v; é absolutamente continua com respeito a v em B;, ja que se v(A) =0,
entao v;(A) =v(f(A)) =0. Portanto, pelo teorema de Rodén-Nykodim existe uma fungao
& € LY(v) tal que

vi(A) = /A &dv,
Para cada A C B;.

Seja & a funcao definida por
() =Y &(x)Xp,(2).
€N
Afirmamos que £ é um jacobiano para v e f. De fato, se f4 é injetora, podemos escrever

A como a uniao disjunta A =U(AN B;), onde segue-se que

v(F(A) = mi(ANB) =Y /AnBi v = | cav,

i>1 i>1
como queriamos demostrar.

Unicidade: Se £ é um jacobiano para v e f, pelo Teorema da Derivac¢ao 3.0.21(Apéndice),

existe um conjunto A de medida v total tal que se x € A vale

) 1
€a) =l s / RO

Por outro lado, assumindo que r é suficientemente pequeno de modo que f| B, (x) € injetora,

temos que
/Br(x) E()dv = v(f(Br(x))).

Portanto, temos que para um conjunto de medida v total vale

B
)= B, ())

que mostra que & é tnico.

Assuma agora que existe k € N tal que todo ponto tem no maximo k pré-imagens.
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Para mostrar que ¢ € L(v), basta observa que
Jev=3 [ cdv=3u(f(B) < kv (M),
1 v 1
ja que todo ponto tem no méaximo k pré-imagens. O
Iremos denotar o jacobiano de f com respeito a v por J,f. Usando a definigao,

podemos verificar que J, f™(z) = [172y Ju f(f*(x)) é um jacobiano para f.

Teorema 1.3.4 (Férmula de Rohklin). Seja f: M — M uma transformagio mensurdvel
localmente invertivel num espagco métrico separdvel e seja v uma probabilidade invariante
por f. Suponha que existe uma particio finita ou enumerdvel P tal que cada elemento

P € P é dominio de injetividade de f e diamP"(x) — 0 para v-quase todo x. Entdo
— / log J,, fdv.

Demonstragao. Consideremos a sequéncia da particoes Qp, = Vi, f ~J(P). Pelo Corolario
1.2.9.1 e pelo Lema 1.2.7,

ho(f) = hu(f,P) =lim H,(P/Qn). (1.16)
Por definicao,
H(P/O) = 3 Y —u(PAQy)log E0G)
PP Qnen v(Qn)
_ .y v(PNQy)
- f;wnze:@n (Qn)¢< v(Qn) )

Seja e, (1, x) a esperanga condicional relativamente & particdo 9, definida na segao 3.2

(Apéndice), e seja e(1h, ) o seu limite quando n — oo. E claro da defini¢ao que

v(PNQy)

=ep(Xp,x) paratodo xr €@, etodo @, € Q.

Portanto,

Yoo > —v(Qn) ( (P(gf”> Z/gben Xp,z))dv(z). (1.17)

PePQnen PeP

Pelo Lema 3.0.25, o limite e(Xp,z) = lignen(/l’p,:c) existe para r-quase todo ponto
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x € M. Entao, observado que a funcao ¢ é nao negativa limitada, podemos usar o teorema

da convergéncia dominada para deduzir das relagoes (1.16) e (1.17) que

h(f)=3 / o(e(Xp,x))du(z). (1.18)

PeP

Resta relacionar o integrando do lado direito com o jacobiano. Isso sera feito por meio

do seguinte lema.

Lema 1.3.5. Para toda fung¢ao mensurdvel limitada ¢ : M — R e v-quase todo © € M,

~ 5 (0
e(V,x) =¢(f(x)) onde P(y)= Y (2).
zef~1(y) Juf

Demonstragao. Lembre-se que Qn =V'i_; f ~J(P). Também usaremos a sequéncia de par-
tigoes P" = \/?:_& f77(P). Representaremos por e, (¢,y) a esperanca condicional relativa

a particao P" e seja e(¢,y) o seu limite quando n — co. Afirmamos que

en(1h,2) =¢!, (¢, f(x)) paratodo ze todo n>1. (1.19)

Passando o limite, e(¢,z) = ¢’ (zZA), f(z)) para v-quase todo x € M. Por outro lado, pelo
do Corolario 1.2.9.1, a hipétese do teorema implica que a sequéncia de particoes P"
é geradora. Entdo pelo item (e) do Teorema 3.0.23, ¢’ (ﬁ,y) = zﬁ(y) para v-quase todo

y € M. Logo, para provar o lema basta provar a afirmacao (1.19).

Observe que Q,(x) = f~HP" 1(f(x))) para todo n e todo z. Por definicao de espe-

ranca condicional,

1 1
enl0:0) = 55 Jonier P = 2o 0T} Sty P

PePp
para toda funcao mensuravel limitada ). Por definicao de jacobiano e pelo Lema 3.0.26,
a expressao do lado direito é igual a

1 (0
2 v(Qn()) /f(PﬂQn(x)) Juf

pPeP

A

Ydy.

. g, L
(lp)d V(Qn(x))/m—l(f(x»

Lembrando que a medida v é invariante, também segue que a expressao do lado direito é
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igual a
e [ v =y (0, 7))
v(PrA(f@)) Spresgay T T
Combinando essa trés igualdade obtemos (1.19). O

Vamos aplicar esse resultado a ¢y = Xp. Como f ¢ injetiva em todo elemento de P,
cada intersecio PN f~!(y) ou é vazio ou contém exatamente um ponto. Portanto, segue
do Lema 1.3.5 que e(Xp,z) = Xp(f(x)), com

YUY seye f(P)
) = { 0 seyg f(P)

Entao, como a medida v é invariante,

[ ote(xpapdva) = [o(Ep(y)viy)

_ 1 o ( o)1
= Jop G080 (1)

= /Plog Jy fdv

(a dltima igualdade segue da definigdo do jacobiano, veja o Lema 3.0.26).

Substituindo esta expressao em (1.18), vem que
h(f) =% / 1ogJ,,fdu=/1ogJ,,fdu,
pep’P

tal como afirmado no teorema. OJ
1.4 Entropia topolégica

A entropia topologica de um sistema dinamico ¢ um nimero real ndo negativo que
mede a complexidade do sistema. A primeira introducao de entropia topologica foi dada
em 1965 por Adler, Konheim e McAndrew. Essa definicdo foi modelada apds a definicao
de Kolmogorov-Sinai ou entropia métrica. Mais tarde, Dinaburg (8),em 1970, e Rufus

Bowen (9), em 1971, deram independentemente uma diferente definigdo equivalente.

Nesse trabalho, estamos interessados apenas em espacos métricos compactos e suas

coberturas abertas.
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1.4.1 Definicao via coberturas

A definicdo de entropia topolégica que daremos a seguir foi introduzida por Adler,
Konheim e McAndrew (7), em 1965. Sua ideia de atribuir um nimero a uma cobertura
aberta para medir a sua complexidade foi inspirada por Kolmogorov e Tihomirov (6), em
1961.

A seguir, definiremos a nocao de coberturas abertas que sera de fundamental impor-

tancia na definicao da entropia topolégica.

Definig¢ao 1.4.1. Scja X um subconjunto de um espago métrico M. Uma cobertura de

X uma familia C'= (A))xer de subconjuntos de M tal que X C U A,. Dizemos que a

AEL
cobertura é aberta se cada Ay, A € L, é aberto em M.

Definiremos agora uma operacao entre coberturas que sera util no célculo da entropia

topologica.

Definigao 1.4.2. Sejam « e 3 coberturas abertas de um espaco métrico X. Entao,

e oV ={A;NBj; A; € a,Bj € f} também é uma cobertura aberta de X.

e A cobertura [ refina « se, para todo B € (3, existir A € a tal que B C A. Denota-

remos por a < 3.
e Se « ¢ uma cobertura aberta de um espago métrico X e f: X — X ¢é uma aplicagdo
continua entdao f~'(a) = {f~1(A); A€ a} é uma cobertura de X.
Temos, f~HaVvp)=f"Ya)VvfHB) e, se a <3, entio f~(a) < f1(B). Em parti-
cular, denotamos aV f~!(a) V ... V f 7" (a) por VI, f~(a) ou simplesmente, o

Definicao 1.4.3. Sejam X um espago métrico compacto e a uma cobertura aberta de
X. Definimos N(«) como sendo o ntimero de conjuntos de uma subcobertura de a com

a menor cardinalidade, ou seja,

N(a) = inf{#0; 5 C a subcobertura de X }.

A entropia de « é o numero H(a) =log N(a).
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Exemplo 1.4.1. Seja X = [0,1] C R. Considere a  cobertura o =
{(—1,%);(—%,%);(%,%);(%,%)}. Dai sequi que N () =2, portanto, H(«) =log2.

Os lemas que veremos a seguir serdo tteis para provarmos a proposi¢ao 2.1.

Lema 1.4.4. Sejam «, 3 coberturas abertas de X e f: X — X uma aplicacdo continua.

Entao,

(i) H(a) 20;
(i) a <= H(a) < H(B);
(iii) H(aVp) < H(a)+H(B);

(iv) H(fYa)) < H(a). Se f sobrejetiva entio H(f'(a)) = H(a).

Demonstragcio. Sejam «, 3 coberturas abertas de X e f: X — X uma aplicacao continua.
(i) segue direto da definigao.

Para (ii), seja { B1, Ba, ..., By(g)} uma subcobertura de 4 com menor cardinalidade. Para
cada B; existe A; € « tal que B; C A;. Portanto, {Aj, A, ..., A N(ﬁ)} é uma subcobertura
de a. Logo, N(a) < N(p), assim, H(a) < H(S).

(iii) Sejam {Ay, Ag, ..., Ay(a)} € {B1, B2, ..., By()} subcoberturas de a e 3, respecti-
vamente, de menor cardinalidade. Entdo o conjunto {4;NB;; A; € o, B; € §} é uma
subcobertura de oV . Assim, N(aV 3) < N(a)N(B).

Finalmente para (iv), seja {A1, Ag, ..., An(o) } uma subcobertura de v de menor cardinali-
dade, entao { f 71 (A1), f7H(A2), ..., fTH(AN(qa))} é uma subcobertura de f~* (). Portanto
N(f~Ya)) < N(a) o que nos leva H(f~(a)) < H(a).

Se f sobrejetiva e {f~1(41), ..., f_l(AN(f—l(a)))} uma subcobertura de f~!(a) de
menor cardinalidade, entdo {Ay, ..., Ay(f-1(a))} também uma subcobertura de . Assim,
N(f~Ya))> N(a) o que acarreta N(f~1(a)) = N(a). Portanto, H(f~(a)) = H(a). O

Proposicao 1.4.5. Se o é uma cobertura de X e f: X — X é continua, entdo

1
lim —H(a™) existe.
n—-+oon
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Demonstragao. Considere a, = H(a™). Logo,

Ay = H(@"" ) = HVET (@)
S H(\/;L O1 _Z(Oé))—i-H( n+m ].f—l(a))
< HNVEG () +H(F (VI 7 (@)
< H(\/ Olf 7(0())+H(\/Z~=61f_i(oz)):an—l—am.
Portanto, a, subaditiva. Logo lim M Yim —H (VI () existe. O

n—+o0 N n—+oon
Como consequéncia da proposicao anterior, podemos definir o seguinte.

Definicao 1.4.6. Seja o uma cobertura aberta de X e f: X — X uma aplicagdo continua,

entao a entropia de f com relacao a o é dada por

h(f.a)= Tim ~H(a").

n—+oo n

Exemplo 1.4.2. Seja f:[0,1] — [0,1], dada por f(x) =2x(modl). Tome a cobertura
aberta a={[0,1/2],[1/2,1]}. Entdo, temos

FHe) = {{0,1/4]; [1/4,1/2]; [1/2,3/4]; [3/4,1]}, o f T ()

= {2 G D)/25 = 0,1, 20— 1),

Logo H(a™) =log2™. Dai sequi que,

h(f,a)= lim 1H(oz"): lim —nlogQ log 2.

n—+oon n—+oon

Agora, mostraremos algumas propriedades técnicas da entropia de uma aplicacao f

com relagdo a uma cobertura.

Lema 1.4.7. Se o, B sao coberturas de X. Entao

(v) h(f, o) < H(a);
(vi) @<= h(f,c) <h(f,5).

Demonstrag¢io. Para (v), temos

Z_j ) < nH(a) = ;H(a") < H(a) = h(f.a) < H(a).
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Para (vi), como a < = a" < ", temos pelo Lema 1.4.4 (item (ii)) que
H(a™) < H(B") = h(f,a") < h(f,B").
[l

A definicao de entropia topolégica que daremos a seguir esta bem definida, pelo que

vimos anteriormente.

Definicao 1.4.8. Seja f: X — X uma aplicacao continua, a entropia topolégica de f é

dada por

h(f) =suph(f,a)
onde « varia ao longo de toda cobertura aberta de X.

O teorema abaixo diz que, se f: X — X é um homeomorfismo, a entropia topologica

de f e f~! coincidem. Assim, s estaremos interessados nos iterados positivos.

Teorema 1.4.9. Seja f: X — X um homeomorfismo de X, entdo h(f)=h(f~1).

Demonstragio. Do item (iv) acima, segue que

o . 1 ny __ . 1 n—1/.n

h(fe) = lm “H(@")= lm ~H(f"(a")
. . 1 n—1 pi _ : 1 -n
= REIEOOEH(W:O (a))—ngﬁloogH(a )
= h(fa).

1.4.2 Defini¢do de Rufus Bowen e Dinaburg

Daremos a seguinte definicao para introduzir uma outra nocao de entropia topologica.
Definicao 1.4.10. Seja f: X — X uma aplicac¢ao continua no espac¢o métrico compacto.
(a) Paramn > 1ee >0, chamamos o conjunto S C X de um conjunto (n,&) — separado

se, para cada z,y € S com x # y, tivermos que d(f'(z),f'(y)) > ¢ para algum
i=0,1,...,n—1.
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Seja sp () € N o méximo das cardinalidades de todos os conjuntos (n,e) — separado.

(b) Paran > 1ee >0 chamamos um conjunto R C X de um conjunto (n,e) —gerador se,

para todo x € X, existir y € R tal que d(f*(z), f*(y)) <¢ paratodoi= 0, 1,...,n—1.

Seja r,(¢) € N a menor das cardinalidades de todos os conjuntos (n,e) — gerador.
O lema abaixo serd usado para provarmos a equivaléncia entre a Definicao 1.4.8 e a
Defini¢ao 1.4.10.

Lema 1.4.11. (i) Parac>¢', temos que sp(e') > sp(€) ern(e’) >rp(e). Em particular,

1 1
limsup — log(s,,(¢")) > limsup — log(s,,(¢))

n—+oo 1 n—+oo T

1 1
limsup — log(r, (")) > limsup — log (7, (¢));

n—+oo T n—+oo N

(ii) Parae>0 en >1 temos que
rn(e) < sple) <ru(e/2). (1.20)

Demonstragdao. (i) Segue direto da defini¢do.

Para (ii), observemos o conjunto S que é um (n,¢) — separado de maior cardinalidade
é, também um (n,e) — gerador. Caso contrario, existe xg € X tal que para todo y € S vale
que d(f*(zo), f(y)) > ¢ para algum i =0, ..., n— 1. Assim, SU{z¢} é um (n,e) — separado

com cardinalidade maior que a cardinalidade de S, absurdo. Logo, r,(g) < sp,(e).

Para mostrarmos que sp(¢) < r,(€/2), considere S (n,e) — separado. Seja R um
(n,e/2) — gerador de menor cardinalidade. Defina ¢ : S — R de forma que, para cada
r €S, p(x) € R com d(f'(x), fi(o(x))) <e/2 para todo i =0, 1, ..., n— 1.

Afirmamos que ¢ ¢ injetiva.
Com efeito, suponha que x, 2’ € S tais que (), p(2') € R, com ¢(x) = p(2’). Logo,

d(f'(z), f'(z')) < d(f'(x), f1(p(2))) + d(f* (), ['(e(a")) <

para todo ¢ = 0, ..., n— 1. Dai segue que z, 2’ sdo iguais.
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A definicdo de entropia topolégica que veremos a seguir foi introduzida por Rufus
Bowen(9) e Dinaburg(8), em 1971 e 1970, respectivamente, ambos utilizaram a seguinte

no¢ao.

Definigao 1.4.12. Seja f: X — X uma aplicacdo continua no espago métrico compacto.

A entropia topoldgica de f via (n,e) — gerador é dada por:

h(f) = lim limsup ! log (1 (€)).

€0 p—stoo N

Segue de (1.20) que:

h(f) = lim limsupllog(sn(s)) = lim limsupllog(rn(e)). (1.21)

e20nstoo N e20nstoo N

1.4.3 A equivaléncia entre as defini¢oes

Apresentamos agora, alguns resultados técnicos para mostrarmos a equivaléncia entre

as defini¢oes de entropia topoldgica.

Definigao 1.4.13. Diz-se que o niimero § > 0 é o niimero de Lebesgue de uma cobertura
a de um espago métrico X, quando todo subconjunto U C X com didmetro menor que 9§

esta contido em algum elemento de a.

Proposigao 1.4.14. Seja X um espaco métrico compacto, entao toda cobertura aberta «

possui um numero de Lebesqgue.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que a cobertura dada nao possua numero de Le-
besgue. Obtemos, para cada n € N, um conjunto .S,, C X com diam S,, = sup{d(z,y);x,y €
Sn} < 1/n tal que nenhum Ay contenha S,,. Escolhamos em cada S, um ponto z,. Pas-
sando a uma subsequéncia se necessario, podemos admitir que limx, =a € X. Temos
a € Ay para algum A € L. Existe ¢ > 0 tal que B(a;e) C Ay. Tomemos n € N tal que
1/n<e/2ed(a,z,) <e/2. Entao

1
y € Sp=d(a,y) < d(a,zn)+d(zn,y) < ﬁ+% <e.

Logo S,, C B(a;e) C Ay, uma contradicao. O

Lema 1.4.15. Seja f: X — X continua em um espaco métrico compacto.
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(vii) Seja oo uma cobertura aberta de X com nimero de Lebesgue 6 >0, entao
N(ViZg (@) < 7a(0)

para todo n > 1;

(viii) Sejae>0e~y={By, By, ..., By} uma cobertura aberta com uax diam B; < g, entdo
<i<

sn(€) S N(ViZg (7).

Demonstragao. (vii) Seja R um (n,0) — gerador de cardinalidade 7,(d). Entao X =

n—1

U D(z,n,0), onde D(z,n,d) ﬂ fT'B(f%(x),d). Portanto, para cada x € R, temos
zER

n—1
B(f%(x), ) C A, com Ay, € a para cadai=0,....,n—1,1. e, D(z,n,8) C () f"(Ax,) €
) i=0
n—
VI 7Y (e@). Em particular, |J (1) f7(Ak,) cobertura de X. Dai, temos que
z€R =0

N(ViZg £ (@) < ().

s (viii) Seja S um (n,e) — separado de cardinalidade sy, (g). Cada ponto do conjunto S per-
tence a diferentes elementos de V'=j' f () (desde que x,y € ﬂ?:_& [ (By;) € VL (),
temos d(f"(z), f"(y)) < diam B;, < ¢e). Em particular,

sn(€) S N(VEZ f 7' ().

]

O seguinte resultado mostra a equivaléncia entre a definigdo de Adler, Konheim e

McAndrew e a definicao de Dinaburg e Rufus Bowen.

Teorema 1.4.16. A entropia topologica de uma aplicagdo continua f: X — X em um

espaco métrico compacto é dada por:

h(f) = limlimsup 1 log(rn(€))

e=0 potoo N

h(f) = limlimsup 1 log(sn(€)).

e300 pstoo N
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Demonstrag¢io. Sendo h(f) = suph(f,«). Dado qualquer n > 0 existe uma cobertura
«

aberta de X, seja « essa cobertura, tal que

h(f,e) +n=h(f) = h(f,a).

Seja 6 > 0 o nimero de Lebesgue de . Sabemos, pela de (1.21), que

1 1
lim limsup —log(ry,(¢)) = lim limsup — log (s, (¢)).
eV n—stoo N e n—sto00 N

Em particular,

1 1
lim limsup —log(rn()) = limsup—log(ry(9))

E2Unstoo N n—+oo M

> limsup 1 log(N (Vg £~ ()))

n—-+00

= W(f.a) = h(f)—n

Por outro lado, dado € > 0, podemos escolher uma cobertura aberta § = {Bjy, ..., By} de

X com max diam B; < . Assim, temos
_,L_

lim sup — log(sn(2)) < limsup ~log(N (V2L F(8))) = h(f, 8) < h().

n—-+oo 7 n—-+oo 1

Fazendo ¢ — 0, temos

lim lim sup 1 log(sn(€)) < h(f).

€20 nstoo N

Portanto,

h(f) —n < limlimsup ~ log(sn(2)) < h(f).

€20 notoo N

Isso completa a prova. O
1.5 Principio variacional

Agora daremos uma importante relagdo entre entropia métrica e entropia topoldgica.
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Teorema 1.5.1 (Principio variacional). Se f: M — M é uma transformacio continua
num espago métrico compacto entdo a sua entropia topologica hiey(f) coincide com o
supremo das entropias métricas hy,(f) da transformacao f relativamente a todas as pro-

babilidades invariantes. Mais precisamente,
htop(f) = Sl;p hzz(f)' (1‘22)

Mostraremos agora que o supremo em (1.22) pode ser tomado sobre todas probabili-

dades ergddicas.

Com efeito, considere h = sup hy(f) o supremo com relagdo as probabilidades er-
gbédicas. Claramente, vemos que hyop(f) > h. Por outro lado, dado ¢ > 0 existe uma

probabilidade 7 tal que
htop(f) —e< hn(f) < htop(f)-

Como, pelo Teorema de Jacobs 3.0.24, temos que

ho(f) = [ hun(1doAP).

Logo, alguma destas probabilidade vp temos hy,(f) > hy(f). Assim,

Portanto,

hiop(f) =suph,(f) com v probabilidade ergédica. (1.23)
v

Denotaremos entropia topolégica de uma transformacao f: M — M por hyop(f).
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2 PRELIMINARES

O objetivo deste capitulo é apresentar alguns resultados que sera de fundamental im-
portancia no capitulo seguinte, onde mostraremos que sob algumas hipdteses garantimos

a existéncia de medidas maximizantes.
2.1 Operador de Ruelle-Perron-Frobenius

Sejam (X, d) um espago métrico compacto e f: X — X uma aplicagao continua. O par
(X, f) é chamado de sistema dindmico. Seja 1 : X — R} uma fungdo continua estritamente
positiva que chamaremos de potencial. O operador de Ruelle-Perron-Frobenius £ = Ly ),

simplesmente chamado de operador de Ruelle, é definido como

Lg(x)= > vyy)

y:f (y)=z
para g em um espaco adequado de fungoes em X. O operador de Ruelle ¢ uma importante

ferramenta no estude de sistemas dindmicos.

Considere M uma variedade riemanniana de classe C', compacta, conexa. Sejam
f: M — M um difeomorfismo local de classe C! e o potencial 1) = 1. Seja p>1 o grau de
f, que é, o ntimero # f~!(x) das pré-imagens de qualquer x em M. Definiremos operador
de Ruelle-Perron-Frobenius no espago das fungées continua C'(M). i. e, L:C(M)— C(M)
definido por,

Lg(x)= > g(y).

y:f(y)=x
Agora mostraremos que £ estd bem definido. De fato, como f é um difeomorfismo local
existem V com x € V' e Uy,Us,...,U, abertos em M tal que f:U; — V ¢é difeomorfismo,

1=1,2,...,p. Logo,
p
Lg(x)=Y gof H(z),xeV.
i=1
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Portanto, £ estd bem definido. E facil ver que se g > 0 entdo Lg > 0. Além disso, ||£|| = p.
Agora daremos algumas defini¢oes que sera til no decorrer desta teoria.

Seja K um espago de Banach. Um subconjunto fechado e convexo C' é chamado de
cone de E, se ele satisfaz:
AC C C para todo A >0e CN(—C)={0}.
Dizemos que o cone C' é normal quando

inf{||x+y|| : z,y € C tais que || X|| =||y|| =1} > 0.

Fixemos um cone C' de E. Dado um operador linear continuo 7" : £ — FE, diremos
que T é um operador positivo sobre C' se T(C') C C. Dado um funcional linear continuo
¢: FE — R, diremos que ¢ é um funcional positivo sobre C' se ¢(v) > 0 para todo v € C' .

Chamaremos de cone dual conjunto C* de todos os funcionais positivos sobre C'.

Exemplo 2.1.1. Seja M espagco métrico compacto. Denote por C’S)F(M) conjunto de todas
as fungoes continuas positivas. Observe que C_?_(M/) ¢ um cone e que € preservado pelo

operador de Ruelle L. O cone dual

CY(M)* = {n € COM)* :n(g) = 0,Yg € CLM)}.

Seja L* : M(M) — M(M) o operador dual de £ agindo sobre o espago das medidas

de Borel de M, sabemos por definicado que a acao do dual satisfaz,

/gdﬁ*(u) =Lv(g) =v(Lyg) = /Egdu.

Esse operador linear é positivo, no sentido de que se n é uma medida positiva entao L£*n

é também positiva.
Daremos agora uma definicado que sera util mais adiante.

Definigao 2.1.1. Seja T : V — V um operador linear continuo. O raio espectral é dado
por:
r(T) = lim {/||T™||.

n—0o0

E facil ver que os espectros de £ e L£* estdao contido no disco fechado de raio p.
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Chamamos automedida maximal qualquer medida de probabilidade p que satisfaz
L= pp.
Agora para mostraremos a existéncia de uma medida maximal. Para isso, defina
G: M(M)— M(M) no espago das medidas M (M) por
]' *
Gv)=-L"(v).

p

Observe que G estd bem definida e é continua na topologia fraca™ em M. Com efeito, é

facil ver que L*v(M) = pv(M), portanto, bem definida. Agora dado v, — v, temos

./gdﬁ*z/k - /ﬁgdl/k = /cgdy - /gdﬁ*i/,Vg e C(M).

Isso mostra a continuidade de G na topologia fraca®* em M(M). Desde de que Mj é
um espago compacto e convexo, usaremos o seguinte teorema para concluir que G' possui

ponto fixo.

Teorema 2.1.2 (Tychonoff-Schauder). Seja T': V — V' uma transformagdo continua num
V' um espago vetorial topoldgico. Suponha que exita K CV compacto, convexo tal que

T(K)C K. Entio T possui ponto fizo.

Assim, tomando V = M(M) e K = M, pelo teorema de Tychonoff-Schauder, existe
alguma probabilidade p tal que G(p) = u. Em outras palavras, g é uma automedida

maximal. Observe também que p ¢ invariante para f. De fato, para toda g continua

temos que L(go f)(x) =pg(z) e
1 . 1
/(QOf)du= p/(QOf)dﬁ p= p//l(gOf)du= /gdu-
Logo, pelo seguinte lema concluimos que p é invariante para f.

Lema 2.1.3. Sejam M um espago métrico compacto, f: M — M uma transformacao

mensurdvel e p uma medida em M. Entdo p é invariante para f se, e somente se,

/gdu = /(QOf)du,

para toda g : M — R continua.

Demonstragdo. consultar (10). O
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2.2 Medidas com entropia grande

Nesta segao provaremos que, sob nossas hipdteses, qualquer medida com entropia

grande tem todos os seus expoentes de Lyapunov positivos.

2.2.1 Produto exterior

Seja V' é um espaco vetorial de dimensao d com um produto interno. Para cada inteiro

Ek tal que 1 <k <d, seja V* é o espaco das k-linear formas alternadas em V/, isto &,
{vi A= Avg;v; €V opara 1<j <k}

e seus elementos satisfazem:

(@) vi A A (U +yw) Ao Avg =TV A AUA - AV FYvr A- Aw A -+ Ay para
todo z,y € R;

(b) v A AUAWA-- AV ==V A~ AWAUN-- AVUg.

Para qualquer transformacao linear A de V', o k-ésimo produto exterior A+ de A é a

tinica transformacao linear de V¢ tal que
AA’“vl/\-~-/\vk=Av1/\~-/\Avk

para quaisquer vy,...,v, € VM =V,

Se {e1,....,eq} é uma base de V', entao {e;; A---Ae; 11 <iyp <--- <ip <d} é uma base
de V% por isso dim V/\k = (Z)

Podemos definir um produto interno em V% dado por
(VLA ANvg,wi A -+ ANwg) = det((vi,wj)), 1 <4,5 <k,

para quaisquer v A--- Avg,wi A--- Aw, € V. A norma induzida satisfaz as seguintes
propriedades:
Lo ot A= Avg|| < v A== A |[|vger A - - Aok || para qualquer I < k,

2. Para quaisquer transformacoes A, Bde V ¢ 1 <k, <d, denotaremos por A* a matriz

transposta de A, entao os operadores induzidos satisfazem:
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(i) [[(AB)" ]| < [[A™][[|B"*]];
(i) |[AN0]] < [JANR[[[| AN < (AR,
(i) (AM)*" = (A)";
(iv) [JAMk]| = H§=1 Aj, onde A1 < --- < \g sdo os autovalores de (A*A)Y/2.
(v) Os autovalores de A" sdo da forma A;, -+ A

i, com 1 <1; <d, onde os \; sao

autovalores de A.
Dessas propriedades segue que dada (Ay),>1 tal que A, — A entao ANk — ANk,

Para mais informacoes ver (12).

2.2.2 Expoente de Lyapunov

Seja M um espago métrico compacto. Considere (M,B,p) o completamento de um
espago de probabilidade, i. e, B contém todos os subconjuntos de X tal que p(X) =
0. (M,B,p) é chamado de espag¢o de Lebesque. Seja T : M — G Lz uma transformagao

mensuravel. Dada 7: M — M uma func¢ao que preserva p, definimos
Ty =T("(2))---T(r(x))T(x).
Denotaremos por T a matriz transposta de T'.

Teorema 2.2.1 (Ergédico multiplicativo). Se
log™ [|T(-)I| € L'(M, p).

Entao existe T C M tal que 7T C T, p(T') =1, e as sequintes propriedades valem se x € I':

(a) Hm((T2) T2 = Ay
(1) (s)

(b) Sejam expAz’ < --- <expAy’ os autovalores de Ay ( com s = s(z), o0s A sdo

reais, e )\531) pode ser —oa), e UQS”,..., ;ES) 0s autoespacos correspondentes. Seja

(r) (r)

mSI) =dim Ua(;r). As fungoes x — Ny’ my’ sdo T- invariante. Escrevendo Vx(o) = {0}
e Vx(r) = Ué” D---D U;ET), temos:

1 -
i —log™ (| T3ull = A quando w e VIV

parar=1,...,s.
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(r)

Os ntmeros Ay’ sao chamados de expoente de Lyapunov de T" no ponto z € M.

Também escreveremos todos os expoentes de Lyapunov como
AL > A2 > o>\ (D)

onde cada expoente de Lyapunov é repetido de acordo com sua multiplicidade. Chamare-
(4)

mos Ay’ de expoente de Lyapunov de p que é a integral do i-ésimo expoente de Lyapunov

com respeito a medida p, i. e,
)\gi) = /maX{O,)\gi)}dp, para ¢1=1,....d.

Mostraremos que o expoente de Lyapunov de T'¢ sdao as somas de k expoentes de

Lyapunov de T.

Seja Tk : M — GL(d) o k-ésimo produto exterior de T'. Temos:
k

() T () = (1)

e
Jim (T2 )" (T ) 27 = T (T2 (T3)) /27 = A (2.1
De fato, observe que
(TAk)Z(ul Ao Nug) = TAk(T"_l(x)).-.TAk(x)(ul A Aug)

= T(T”_l(x))--‘T(x)ul /\---/\T(T"_l(x)) c T () ug
= T;.’ul/\---/\Tﬁuk
= (T ™ (ur A=+ Auy)

e

(T ) (L) (ua A Awg) = (T (T un A AT (T3 u
= () (T3) " (ur A Aug).
Isso mostra a afirmagao (2.1).

Assim, pelo Teorema 2.2.1 e da Propriedade (v) acima, segue que os autovalores

de AQ* sao da forma eXp(Z?ﬂ )\:gj)) e UV A AU ¢ autoespaco correspondente &
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(41,...,3,) com 1 < iy < --- < it < s. Com isso, temos

.1 koo
Ji g (T (e A+ )l = 32 A, (2.2)
J:

Agora, considere f: M — M um difeomorfismo local de classe C' em uma varie-
dade riemaniana compacta. Sejam (M,B,u) um espaco de Lebesgue e p uma medida

f-invariante. Tomando, T'= Df e 7 = f, por (2.2), temos

i ‘ -
NIt N = T og [[(D ) iy A+ A )| (2.3)

Suponha que,

1
limsup — log |[(D £7) || < log p.
| Jnax maxlimsup - og |[(Dfy)"*]| <logp

Assim, a soma (2.3) ¢ estritamente menor que logp, para todo k < d.

Lema 2.2.2. Se p é uma medida de probabilidade invariante com alguma integral do

expoente de Lyapunov menor que

_ 1
o(f) =logp— max maxlimsup _log||(Df;)"|l (2.4)

entdo h,(f) <logp.

Demonstragio. Seja p uma probabilidade invariante, e suponha A(u) = [ max{0,\%}du <
. 1 ,
c¢(f). Por (2.3), temos Y1<j<x A, < maxlimsup—log||(Df;)"*|| para todo 1 <k < d.
- reEM n—oco N
Entao, usando a desigualdade de Ruelle 3.0.28,

| 1

h </ Nd limsup — log||(D f7)*|] < logp.

u(f) < _A]Zw rdp <c(f)+ | max maxlimsup —log||(Df)"*| < logp
) Az

Isso prova o lema. O
2.3 Tempos hiperbdlicos

Nesta introduziremos a nog¢do de tempos hiperbdlicos que sera 1til na construcao da

prova do nosso resultado principal.

Definicao 2.3.1. Dado ¢ > 0, dizemos que n € N ¢ um c-tempo hiperbolico para x € M
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se

Jj—1 .
11 IIDF("F @)Y <e 7 para todo 1<j<n.
k=0

No que se segue fixamos ¢ = ¢(f)/10 e falamos, simplesmente, de tempos hiperbélicos.

Dizemos que [ tem densidade de tempos hiperbolicos positiva para x se o conjunto H, dos

inteiros que sao tempos hiperbolicos de f para x satisfaz

1
limninfg#(HxU[l,n]) > 0. (2.5)

O préximo lema mostra que ha uma infinidade de tempos hiperbdlicos.

Proposigao 2.3.2. Se um ponto x satisfaz

n—1

1 :
limsup— ) log||Df(fi(z))7| < —4e <0,
1=0

n—+oo N . —

entdo f tem densidade de tempos hiperbolicos positiva para x.

Para mostrarmos a proposi¢ao precisamos do seguinte lema.

Lema 2.3.3. Dados A>ca>c1 >0, seja 0y = (ca—c1)/(A—c1). Entao, dados quaisquer

numeros reais ai,...,aN tais que

N
ZajZCQN e aj <A para todo 1<j <N,
j=1

existem | >0gN e 1<ny <---<n; <N de modo que

n;
Z aj >ci(nj—n) para todo 0<n<n;—1 e i=1,...,L
Jj=n+1

n
Demonstragdo. Defina S(n) =Y (aj —c1), para cada 1 <n < N, e também S(0) = 0.
j=1
Entao defina 1 <nj <--- <mn; < N para ser a sequencia maximal tal que S(n;) > S(n)
paratodo0<n<n;—1 e i=1,...,I. Note que [ ndo pode ser zero, desde que S(N) > S(0).
Além disso, a definicao significa que

ng
Z aj>ci(ni—n) para 0<n<n;—1 e i=1,..,L
j=n+1

Assim, sé temos de verificar que [ > 0y N. Observe que, por defini¢ao,

S(ni—1) < S(nj—1) eassim S(n;) <S(nj—1)+(A—c1)
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para todo 1 < i <[. Além disso, S(n1) < A—cy e S(n;) > S(N) > N(ca—c1). Isso implica,
l
N(CQ —Cl) < S(nl) = Z(S(nl) —S(ni_l) —|—S(n1) < l(A—Cl),
1=2

que completa a prova.

[
Agora provaremos a proposi¢ao anterior.
Demonstragio. Como por hipdtese
' 17! ir -1
hmsupg > log||Df(f'(x) "] < —4e <0
n i=0
segue-se
1 n—1 ] .
o i N —
hrr}lmfﬁ ;} —log||Df(f'(x)) || > 4c > 0.
1 n—1 .
Tomando, z, = — > —log||Df(f"(z))!|| e b, = inf{x1,...,v,}, temos
"izo
by >by>--->0b,>--->1limb, > 4c. (2.6)
Assim, se tomarmos a; = —log||Df(fi(x))"Y|,co = 4c,c1 = 2¢ e A > ¢y sufici-

entemente grande, de modo que, A > a; paratodo i € N, como por exemplo,
A= —log||Df(z)~ |}

max{—log||Df(x)"|[}

Logo, por (2.6) temos que, dado N € N segue que

N-1
Z a; > 4cN = coN,
=0

entao pelo lema anterior, existem [ > 0gN e 1 <nj <--- <n; < N tal que

nj
> a;>ci(nj—n), para 0<n<nj—1 e j=1,..,1l
i=n-+1

Assim, para todo 0 <n <n; —1,

S ai=—log [ IDF(F(@) ] = 2e(n; —n) (2.7)
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fazendo k =nj —n, temos 1 < k <n; e por (2.7) obtemos

k—1
[T IDf(f™ ()7t < e™2% para todo 1<k <n;.
m=0

1
Logo, ni,...,n; sao tempos hiperbdlicos. Portanto, —#(H, U [1,n]) > 6y > 0

n
para todo m €N, com isso, segue que a densidade dos tempos hiperbdlicos é positiva. [

Observagao 2.3.4. A densidade que é, o liminf em (2.5), é limitado por baixo pela cons-

tante 0y que depende apenas de f e nossa escolha de c.

No proximo lema, temos que os ramos inversos de iterados de f sdo contragoes.

Lema 2.3.5. FEuxiste dg > 0, dependendo apenas de [ e ¢, tal que dado qualquer tempo
hiperbolico n > 1 para um ponto x em uma variedade riemaniana compacta M, e dado
qualquer 1 < j <n, o ramo inverso f;{l de f7 que leva f™(z) a f*~I(x) é definido na bola

de raio &y centrada em f"(x), e satisfaz

d(fz5(2), [ (w)) < e™Vd(z,w)

para todo z,w na bola de raio &y centrada em f™(x).

Antes de comegarmos a prova do lema, faremos a seguinte afirmacao.

Como f é um difeomorfismo de classe C' e M é compacta, podemos tomar gy > 0
de modo que para todo ponto x € M tenhamos f| Beg(x) UM difeomorfismo. Além disso,

dados x,y € M com y € B,(z), temos
~1
Hwa{ngeg
1D f ()~
De fato, defina f: M x M — R por

CUDsy) Y
Hew) =551

facilmente vemos que f esta bem definida e continua, logo uniformemente continua. As-

sim, dado 6 > 0, existe € > 0 tal que se d(z,y) +d(r,s) =d((z,r);(y,s)) < € entdo

|f(z,r)— f(y,s)| <0.
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Dai tomando ¢( suficientemente pequeno, segue que
d(z,y) =d((z,y); (y.y)) <e = 1-0<[f(z,y) <1+0.

Portanto, a afirmacao é verdadeira.

Agora demostraremos o lema acima.

Demonstragdo. Seja n > 1 qualquer tempo hiperbélico para um ponto x € M, entao dado

qualquer 1 < 7 <n, temos
J
ILIDF ()M < e,
k=1
A prova serd por indugdo sobre j. Logo, para j =1 note que, dados z,w € Bs,(f"(x)),
onde dp o minimo entre o ¢ dado pela Observagdo 3.0.11, e 0 ¢y da afirmagdo acima, segue
que
d(fon(2), frm(w)) < ed(z,w).
Com efeito, seja 7 a geodésica ligando z a w com 7([0,1]) C Bs,(f™(x)). Assim,

B(t) = frn(7(t)) é uma curva diferencidvel que liga f; 1(2) a fan(w) tal que

d(fn(2): fon(w)) <1(B),
1) = [ 13Ol < [ 1050 I @l
como 7(t) € Bs,(f"(x)) para todo ¢ € [0,1], temos

IDf(v®) M < e“[DF(f" (@) < e

Assim vale para j = 1. Suponha que valha para j— 1, e usando a mesma ideia veremos
que

d(fzh(2), e (w) < e Cd(fi5(2), 13} (w) < e”Yd(z,w).

Isso prova o lema.

O préximo lema sera 1til quando provamos que f admiti uma particao geradora.

Lema 2.3.6. Dada uma medida ergédica invariante v cujos os expoentes de Lyapunov
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sdo todos maiores que 8c, existe N € N tal que fN tem densidade de tempos hiperbélicos

positiva para v-quase todo ponto.

Demonstragio. Desde que todos expoente de Lyapunov de v sdo maiores do que 8¢, para

quase todo x € M existe ng :=ng(z) > 1 tal que
[[Df"(z)v]| > e%", para todo v € Ty M,com ||v||=1,e n>ny.
Em particular,
||Df™(x)w|| > eS"||w||, para todo weT,M e n>ng.
Em outras palavras,
IIDf™"(x)7 Y| < e %", para todo n > ng.

Defina o, = v({x;n9 > n}). Desde que f é um difeomorfismo local de classe C'!, podemos

também fixa uma constante & > 0 tal que log||Df(z)~!|| < K para todo = € M. Entao
[ oD @) Mde = [ sl D) v+ [ oD () v
M {z:n>ng} {zno>n}
< —(6c— Kap)n.
Desde a,, — 0 quando n — 400, escolhendo N suficientemente grande garantimos que
1
/M ~log|| DY () !|dv < —4e <0,

Entdo, como v é ergbdica para fV, pois seja A um conjunto fV-invariante com medida
positiva, entdo considere Ag = {x € A: f¥(x) € A frenquéncia infinita} que, pelo Teorema
3.0.20, tem medida igual a medida de A. Como Ag é f-invariante e v é para f, segue que

A tem medida total, portanto, A também tem. Logo,

1A N kN, —1 1 N1
A, 2 3 oD (Y W) = [ losliDF @) dv < —te
Isso significa que podemos aplicar Proposicao 2.3.2 para concluir. O

Segundo a Observagdo 2.3.4, temos que a densidade de tempos hiperbdlicos ¢ limitada

por baixo por uma constante que depende apenas de fV e nossa escolha de c.

Lema 2.3.7. Sejam BC M,0>0 ¢ g: M — M um difeomorfismo local tal que g tem
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densidade de tempos hiperbolicos maior que 20 para todo x € B. Entdo, dado qualquer

medida de probabilidade v em B e qualquer m > 1, existe n > m tal que
v({z € B:n é tempo hiperbdlico de g para x}) > 6.

Demonstrag¢io. Defina H como o conjunto dos pares (z,n) € B x N tal que n é um tempo
hiperbdlico para x. Ou seja, HN ({x} x N) = H,. Para cada k > 1, seja X} a medida
de contagem no intervalo [m+1,m+k]. A hipétese implica que, dado quaisquer x € B,

temos
Xi(Hy) > 20 (2.8)
para todo k suficientemente grande. De fato,
1 1 1
A (H (1)) = = (Ho O [Lm]) + - (He 0 [+ 1))
Tomando k = n —m, segue que

i#([—[x N[l,n]) = i#(Hx N[1,m])+ i#(Hx N[m+1,n])

n—m

— 71#(1%0[1,m])+ Xy (Hy).

Logo,
1
20 < liminf —#(H, N[1,n])) = liminf X} (H,). (2.9)
n

Isso pelo seguinte lema.

Lema 2.3.8. Se a, = b, + ¢y, onde by, — 0 com ay e ¢, limitadas inferiormente. Entdao

liminf a,, = liminf ¢,,.

Com efeito, como liminf a,, = liminf(b, + ¢,,) > liminf ¢,,. Por outro lado, ¢, = a, — by,
segue que liminf ¢, > liminfa, —limsupb,, = liminf a,,.

Isso demonstra o lema.

De (2.9), temos que existe ko = ko(z) tal que para todo k > kg valha

Xk(Hx) > 26.

Agora, fixe k > 1 de modo que que valha (2.8) para um subconjunto C' de pontos
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xr € B com v(C) > 1/2, isso porque, considerando By = {x € B; X(H,) > 20} segue que
By, C Bpy1 e B =UgBy, portanto limg_, ., v(By) — 1. Considere, X7 : B x N — R. Logo,

pelo teorema de Fubini,

(z/x/'\fk)(H)>/C/XH(m,n)kadu:/CXk(Hm)dy>/C29d1/>9,

isso implica que
v(HN(Bx{n}))>¥6

para algum n € [m+1,m+ k]. Caso contrério, temos
// Xy (,n)dvd Xy, = /V(Hm (B x {n}))dx; < 0.

Absurdo, pois (v x Xy)(H) = [[ Xg(x,n)dvdX). Portanto, existe n € [m+1,m + k] tal
que v(HN (B x{n})) > 0. O

2.4 Partigoes geradoras

Andes de provarmos a existéncia de uma parti¢gdo geradora, daremos algumas infor-

magoes uteis para o que segue.

Definicao 2.4.1. Uma medida boreliana v num espagco topolégico é regular se para todo
subconjunto B e todo € > 0 existe um conjunto fechado F' e um conjunto aberto A tais
que FCBCAev(F\A) <e.

Lema 2.4.2. Toda medida de probabilidade em um espaco métrico M é regular.

Demonstragdo. Seja By a familia dos subconjunto borelianos B tais que para todo € >0
existe um fechado F. e um aberto A, satisfazendo F. C B C A; e v(F:\A:) <e. Mos-
traremos que By é uma o-dlgebra. Claramente M € By. Seja B € By; mostraremos que
B¢ € By. se € >0 existem F; fechado, A. aberto com F. C B C A tal que v(F:\A:) <e.
Assim AS C B¢ C Ff e AS\FS = A\ Fy, entdo v(AS\FY) = v(A:\F:) < e. Portanto B € By.

Agora mostraremos que By é fechado sobre a uniao enumeravel. Sejam Bj, Bo,... €
By e seja B =U*B;. Seja ¢ >0 dado. Existem abertos A.;, fechados F;; tais que
F.; CB;CA.;i e v(A\F.;) <e/3". Sejam A. = U, Ac;(que é aberto), I = U, Fr;,
e escolhendo k tal que I/(ﬁg\ Ule F.;) <e/2. Seja F, = UleFE,,-(que é fechado). Temos
F. C BC A.. Assim,
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v(A:\F:)

IN

V(ANFL) +v(F\Fr)
V(Aci\F.;) +v(F\F:)
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A
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Portanto, By é uma o-algebra.

Para completar a prova mostraremos que By contém todos os subconjuntos fechados
de M. Seja B um conjunto fechado e ¢ > 0. Considere A, = {x € M : d(B,z) < 1/n}
um conjunto aberto, entao A1 D A D--- DA, D e N2 A; = B. Escolha k tal que
v(Ap\B) < ¢, seja F. = B e A; = Aj. Isso mostra que B € By. ]

Em todo que segue a constante oy > 0 estd fixada como dada no Lema 2.3.5.

Lema 2.4.3. Se v é uma medida ergddica invariante tal que todos os seus expoente de
Lyapunov sdo maiores que 8c, e o € uma particao com diametro menor que dy. FEntao
para v-quase todo ponto x € M, o digmetro de c,(x) vai a zero quando n vai a infinito.

Em particular, o € uma particao f-geradora com respeito a v.

Demonstracio. Pelo Lema 2.3.6 existe N > 1 tal que fV tem densidade de tempos hiper-

bélicos positivo para v-quase todo ponto. Defina

Tk = kvlf_jN(a) para cada k> 1.
=0
Pelo Lema 2.3.5, se k é um tempo hiperbdlico de fV para x entdo diam~y(z) < e,
Em particular, uma vez que os conjuntos y;(x) sdo nao-crescentes com k, o didmetro de
v&(z) vai a zero quando k — oo. Visto que agn(z) C vx(x) e a sequéncia diam oy, (z) é
nao-crescente, isso imediatamente nos dé que o didmetro de ay,(z)vai a zero quando n vai
ao infinito, para v-quase todo ponto x € M. Pela prova do Corolario 1.2.9.1, temos que a

algebra A gerada por Uy, gera a o-algebra de Borel. Isso completa a prova. [
2.5 Foérmula de Rokhlin

O préximo teorema serd util para mostrarmos a existéncia do jacobiano para um

difeomorfismo local em uma variedade riemaniana compacta.
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Teorema 2.5.1 (Teorema fundamental de segoes transversais de Rokhlin). Seja M um
espaco métrico completo e separdvel. Suponha que A e B sdao duas particoes mensu-
raveis de um espago de Lebesgue (M,F,v) tal que para vg-quase toda fibras B em B,
ANB={ANB:Aec A} é enumerdvel para vg . Entao existe uma particio enumerdvel
v={",7,...} de M tal que cada ~; € y intersecta quase todo B em no mdzimo um ponto

( mod0) para vg, que é entdo um dtomo de vp.

Demonstragio. A prova desse fato esta em (4). O

Lema 2.5.2. Se f: M — M é um difeomorfismo local num espaco métrico compacto, v

uma medida de probabilidade f-invariante. Entao v é nao-singular com respeito a f.

Demonstragdo. Sejam A=ceB=f _1(5) duas parti¢dbes mensuravel, onde € representa a
particdo por pontos. Como AN B é enumerével, pois f~!(z) é finita, temos, pelo Teorema
2.5.1, que existe uma particao vy = {y1,72, ...} tal que cada y; € 7 intersecta vz-quase todo

B em no maximo um ponto para vpg, que é entdo um atomo de vg. Considere Y C M,

Y= f(Ujz17)-

n>0

Note que, f(Y)CY e paratodoz e, f~'(z)NY consiste apenas de dtomos da medida
condicional v¢-1(,y. Considere (Y4,F4,fa) (como no Apéndice). Assim, para B CY

mensurdvel, o conjunto
{AcA:vy(BNA)£0}={Ac A: ANB#0} (2.10)

é mensuravel em F 4 e assim sua imagem por f 4, igual f(B), é mensuravel. Se v(B) =0,
entdo o conjunto em (2.10) tem medida v 4 igual a 0, como f4 é isomorfismo, obtemos

que f(B) é mensuravel e tem medida 0. Portanto, v é nao-singular. O

Seja f: M — M uma transformagao mensuravel, v é uma probabilidade invariante.
Suponha que existe uma parti¢do finita ou enumeréavel o de M tal que
(a) f é localmente injetiva, o que significa que é injetiva em todos os dtomos de «;

(b) « é f-geradora com respeito a v, no sentido que diama(z) — 0 para v-quase todo

ponto x € M.
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Teorema 2.5.3 (Versao fraca da Férmula de Rokhlin). Seja f: M — M uma difeomor-
fismo local num espaco métrico compacto e seja v uma probabilidade invariante por f.

Suponha que existe uma particio finita ou enumerdvel a satisfazendo (a) e (b). Entdo
hu(f) = [1ogJ, fdv.

Demonstragdo. Basta observar que a particdo « satisfaz a hipétese do Teorema 1.3.4. [J
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3 RESULTADO PRINCIPAL

Aqui sempre consideraremos M uma variedade riemaniana de classe C', compacta,

conexa e d-dimensional.

Teorema 3.0.4. Seja f: M — M um difeomorfismo local de classe C' e grau p>1. Se
f satisfaz:

— Nk
| Jpax maxlimsup - logII(Dfx) || <logp. (3.1)

Entao hiop(f) =logp, e qualquer automedida mazimal p do dual do operador de transfe-
réncia L é uma medida maximizante. Em particular, existe alguma medida mazximizante
para f. Se f € topologicamente mizing entdo a medida mazximizante é unica e positiva

nos abertos.
3.1 Existéncia

Aqui provaremos que toda automedida maximal é uma medida maximizante. O pri-

meiro passo é:

Lema 3.1.1. Se p € uma automedida maximal entao J,f é constante igual a p.

Demonstragio. Seja A qualquer conjunto mensuravel tal que f|4 é injetiva. Tome uma
sequéncia {g,} € C(M) tal que g, — X4 em u-quase todo ponto e sup |g,| < 2 para todo

n. Por definicao,

Lon(z)= > gnly)
y:f(y)=z

Observe que a expressdo passada converge para X 7(4) em p-quase todo ponto. Assim,

pelo teorema da convergéncia dominada,

/pgndu = /gnd(ﬁ*u) = /Egndu = u(f(A)).
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Por outro lado, temos que [4 pdy, concluimos que

u(f(A) = [ pdu.

]

O seguinte lema sera 1til para concluirmos que a integral do expoente de Lyapunov é

positivo.

Lema 3.1.2. Se p € uma automedida maximal entao h;, > logp.

Demonstragio. Definimos a bola dindmica B (n,x) por
Be(n,z) ={y € M;d(f'(z), f'(y)) <€ para i=0,..n—1}.

Tome € ¢ pequeno o suficiente para que f|fj(B€(n’x)) seja injetiva para j =0,....n—1 e
para todo n. Isso é possivel, pois basta tomar ¢ de modo que 2¢ seja menor que o niimero
de Lebesgue de uma cobertura {Ug 11, de M cuja f|y, é injetiva para todo k=1,...,N.
Assim, como f7(B.(n,z)) tem didmetro menor que 2¢, temos f7(B.(n,z)) C U}, para algum

1<k < N. Entao tomando € como acima e pelo fato de que J, f = p, segue-se
1= p(M) = p(f"(Be(n,x))) = p" 1(Be(n, z)).
Em particular, podemos concluir que
1
logp < ——log u(Be(n,x)),¥n € N
n

logp < lin%inf(—l/n)logu(Be(n,x)) = —limsup(1/n)log u(Be(n,x)),

para todo € pequeno. Pela formula local da entropia de Brin-Katok 3.0.27(Apéndice),

temos

() = = [ limlimsup(1/n)log p(Be(n,2))du(x) > logp.

Corolario 3.1.2.1. Toda automedida ergodica mazximal p tem entropia igual a logp.

Demonstragio. Pelo Lema 3.1.2, a entropia é no minimo logp. Entao, podemos aplicar

o Lema 2.2.2, para concluir que todos os expoentes de Lyapunov de p sao positivos.
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Segue-se, pelo Lema 2.4.3, que p admite uma particdo geradora com didmetro pequeno.

Portanto, podemos aplicar a Teorema 2.5.3 e o Lema 3.1.1, para encontrar que

hu(f) = /logJud,u,: logp.

No seguinte lema mostraremos que a entropia topologica é igual a logp.

Lema 3.1.3. A entropia topolégica hiop(f) =logp. Além disso, se n € alguma medida

ergédica mazimizante entao Jy,f € constante igual a p.

Demonstragio. Usando a afirmacdo (1.23), basta apenas considerar as probabilidades
ergddicas. Seja 1 uma probabilidade ergddica tal que h,(f) > logp. Pelo Lema 2.2.2
todos expoentes de Lyapunov de 7 sdo maiores que ¢(f). Entao, pelo Lema 2.4.3, existe
uma particao geradora com diametro arbitrariamente pequeno. Isso garante que podemos

aplicar Teorema 2.5.3 para 7, e entao obter que

() = [1og Jy(f)dn. (3.2

Vamos escrever g, = 1/(J,(f)). Como por hipétese 1 é f-invariante, segue-se que
Z Qn(y) =1
y:f(y)==

para n-quase todo ponto z € M. Da igualdade (3.2) e usando o Lema 3.0.22, temos

p_l p_l
< —_— pr— — pr— [
0 < hy(f)—logp /log o dn ./y:f?y):mgn(y)log ) dn. (3.3)

Agora, usaremos o seguinte fato elementar de cédlculo:

n
Lema 3.1.4. Sejam p;, x; numeros reais positivos para, i =1,...n, tal que Zpi =1. Entao
" " =1
Zpi logz; <log <Zpl:cl) e a igualdade vale se, e somente se, os x; sao todos iguais.
i=1 i=1

Tome p; = gy(y) e x; =p~ /gy, obtemos
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-1 —1

) gn(y)log;:7 (y)§10g< ) g,,(y)p)zlog( ) p—l):o (3.4)

y:f(y)=x y:f(y)=x () y:f(y)=x

em 7n-quase todo ponto. Desde que a integral é nao-negativa, por (3.3), a igualdade
é valida n-quase toda parte, e hy(f)—logp = 0. Como 7 é arbitrario, isso mostra que

htop(f) =logp.

De (3.3) e (3.4), obtemos a seguinte igualdade:

-1 -1
> gyly)log Y =10g< > gn(y)p>=0 para n—q.t.p. x€ M. (3.5)

yif(y)=a gn(y) y:f(y)=x g’l(y)

Assim, pelo Lema 3.1.4, segue que p~1/gy(y) sdo o mesmo para todos y € f~1(z). Em
outras palavras, para n-quase todo x € M existe um ntmero c(z) tal que p~1/g, (y) = ()

para todo y € f~1(z). Entdo
1 pt
@) > == 2 ;=1
yef~1(z)

o®) e

para 7n-quase todo ponto x € M. Isso significa, precisamente, que J,f(y) = p para todo

y € f~1(x) e x pertencente a um conjunto de medida 7 total. O

Isso prova a existéncia de uma medida maximizante.
3.2 Unicidade

Nesta secao assumiremos f topologicamente mixing, e concluiremos que a medida
maximizante é inica e suportada em todo ambiente M. E suficiente considerar as medidas
ergddicas. Porque, pela observacgao feita do Teorema de Jacobs 3.0.24(Apéndice), as

componentes ergodicas de medidas maximizante também sao medidas maximizantes.

Lema 3.2.1. Qualquer medida maximizante ergodica jv € suportada nos abertos de M.

Demonstrag¢io. Suponha p(U) =0 para algum conjunto aberto nao vazio U. Pela hipdtese
mixing, existe N > 1 tal que fV(U)= M. Partindo U em subconjuntos Uy, ..., U}, de modo

que f| U, seja injetiva, obtemos que

p(fN(U;)) = /U JufNdp =0
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para todo j =1,...,k. Pelo Lema 3.1.3, temos que .J, NV é constante. Isso implica que

w(fN(U)) =0, que é uma contradicio. O

Isso tem a seguinte consequéncia tutil: dada qualquer § > 0 existe b = b(J) tal que

u(B(x,d)) > b para todo =€ M. (3.6)

De fato, suponha que existem 0 > 0 ¢ uma sequéncia (xy, )n>1 tal que u(B(zy,0)) <1/n
entdo, considerando um ponto de acumulagao x e uma bola B(z,d/2), temos que passando
a uma subscquéncia se necesséario todas as bolas B(zp,0) contém a bola B(z,d/2). Dai

segue, u(B(x,9)) =0. O que contradiz o Lema 3.2.1.

Agora sejam 1 e ug quaisquer duas medidas maximizantes ergddicas. Nosso objetivo
¢é provar que as duas medidas coincidem. Como um primeiro passo provaremos que elas
sao equivalentes. Para isso, fixemos quaisquer particao P finita de M tal que os elementos
P € P tem interior nao-vazio, e o bordo P tem medida zero para ambas uy e ps. Isso
é possivel, pois dado = € M temos uma quantidade nao enumeravel para 0B(z,e). Logo,
w(0B(z,€)) > 0 no maximo para uma quantidade enumeravel de e, portanto, podemos
pegar tal particao e cada elemento dessa particao tenha diametro tao pequeno quanto
desejado. Fixando 6 > 0 pequeno o suficiente de modo que todo P € P contenha alguma

bola de raio 4, usando (3.6) para ambas medidas, concluimos que existe a > 0 tal que

w1 (P) < apz(P) e p2(P)<api(P) paratodo P €P. (3.7)

Agora seja g um ramo inverso de qualquer iterado f™, n > 1. Usando Lema 3.1.3, obtemos
pilP) = il 9(P) = [ T s =" il (P)

para i =1, 2. Por (3.7), segue que

p1(g(P)) <apa(g(P)) e pa(g(P)) <api(g(P)) (3.8)

para todo P € P e todo ramo inverso g de f", para quaisquer n > 1. Denotamos por Q a

familia de todos os g(P).

Lema 3.2.2. Dados quaisquer conjunto mensuravel E C M e ¢ >0 existe uma familia €

de elementos disjuntos de Q tal que
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(BN U 9(P))=0epu( U g(P\E)<eparai=12.
g(P)eg g(P)e€

Demonstragio. Pelo Lema 2.2.2; todos expoentes de Lyapunov de p; maiores que c(f).
Pelo Lema 2.3.6, existem N >1 e # > 0, com # dependendo apenas de fV e da escolha de

¢, tal que pi-quase todo ponto tem densidade de tempos hiperbélicos para f¥ maior que
20.

Sejam U; um conjunto aberto e K7 um conjunto compacto tais que K1 C £ C U;
e i (U1\E) < e para i = 1,2, com p;(K7p) > %uZ(E) Usando Lema 2.3.7, com B = K
e v=p;/ui(Ky), podemos encontrar n; > 1 tal que e~ < d(K1,Uf) e o subconjunto
Ly dos pontos = € K| para os quais n; é um tempo hiperbélico para fV satisfazendo
wi(L1) > 0pi (K1) > (0/2)i(E). Seja & a familia de todos g(P) que intersecta Lj, com
P €P e g um ramo inverso de fN™ . Note que os elementos de & sao dois a dois disjuntos,
porque os elementos de P sdo dois a dois disjuntos. Além disso, pelo Lema 2.3.5, seus
didmetros sao menores que e~ “"1. Assim, a uniao F7 de todos os elementos de £ esta

contido em U;. Por construcao, temos
pi(ByNE) > pi(L1) > 0pi (K1) > (0/2)pi(E).

Agora, considere o conjunto aberto Us = Ul\E_l, seja Ko C E\El um conjunto com-
pacto tal que ji;(K3) > (1/2)u;(E\E7). Observe que j;(E1\E1) =0, pois as fronteiras dos
atomos de P tem medida zero e elas sdo preservadas pelos ramos inversos, desde de que
i1, 2 sao invariantes. Seguindo o mesmo raciocinio, podemos encontrar ng > nj tais que
e~ < d(K,U§) e um conjunto Ls C Ko dos pontos z tal que ng é tempo hiperboélico
para N com p;(Lg) > 0pu;(K3). Denote por & a familia de imagens inversas g(P) que
intersecta Lo, com P € P e g um ramo inverso de f¥"2. Como antes, os elementos de &

C

sao dois a dois disjuntos, seus didmetros sao menores que e~ “"2. Logo, sua uniao Fs esta

contida em Us. Consequentemente, os elementos da uniao £ U&» sdo também dois a dois

disjuntos. Além disso,
pi( B2 N[E\E1]) > pi(L2) > 0pi(Ka) > (0/2) i (E\ E1).

Repetindo esse processo, construimos a familia £,k > 1, de elementos de Q tais que seus

elementos sao todos dois a dois disjuntos, estao contidos em Uy e

pi( B N[EN(ELU--- U ER)]) > (0/2)pi(B\(ELU--- U Ey)) (3.9)
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para cada k> 1, onde Ej = | g¢(P). Assim, p;(U21E\E) < pi(U1\E) < ¢ para
g(P)€eg;
i=1,2, e (3.9) implica que

pi( E\URZy Ef) = 0.
Desde que,
[E\(E1U---UE,1)|U[En 1 N(E\(E1U---UE,)] = E\(E1U---UEy,).
Logo,

pi(E\(E1 U+ UE) < (1= 0)™

Isso completa a prova do lema, com & = U &y

]

Logo, p1, 12 sdo probabilidades ergddicas absolutamente continuas, pois se 1 (E) =0,

pelo Lema 3.2.2, temos que

pe(E) <p( |J 9(P)) < Bm( U g(P))

g(P)ee g(P)eE
= B(u( U 9(P)NE)+um( U g(P)\E)) <e.
g(P)e€ g(P)e&

Como € > 0 é arbitrario, isso prova o desejado. Portanto, segue-se p1 = po. Isso prova a

unicidade.
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APENDICES

APENDICE A Variedades diferenciaveis; espacos tangentes

Defini¢cao 3.0.3. Uma variedade diferenciavel de dimensao n é um conjunto M e uma

familia de aplicagoes injetivas x, : U, C R™ — M de abertos U, de R em M tais que:

(1) Uxa(Ua) = M;

(2) Para todo par «, 3, com x4 (Uy) Na(Ug) =W 0, os conjuntos z, (W) e :vgl(W)

sao abertos de R™ e as aplica¢oes 51:51 0 x4 sdo diferenciaveis;

(3) A familia {(Uy,2)} é maxima relativamente as condigoes (1) e (2).

O par (Uy,xq) com p € 24(U,) é chamado uma parametrizacio de M em p. Uma

familia {(Uq, )} satisfazendo (1) e (2) é chamada uma estrutura diferencidvel em M.

Observagdo 3.0.4. Uma estrutura diferenciavel em M induz de maneira natural uma to-
pologia em M. A C M é aberto de M se z,'(ANx,(U,)) é aberto em R" para todo
a. Denotaremos por M™ uma variedade de dimensao n. Dizemos que uma variedade é
de classe C",r > 1, se existe uma familia satisfazendo (1), (2) e (3) tal que xlgl oz, é de

classe C".

Figura 1 - Variedade diferenciavel

ws/

—1
Gl [y ———
N

Fonte: Autor, 2012.

Definicao 3.0.5. Scjam M7 e M3" variedades diferenciaveis. Uma aplicacao ¢ : My — Mo

é diferencidvel em p € M se dada uma parametrizagao y: V C R™ — My em ¢(p) existe
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uma parametrizagdo x : U — M7 em p tal que p(U) C y(V) e a aplicagdo
y lopor:UCR® - R™ (3.1)

¢ diferencidvel em 1 (p).

Figura 2 - ¢ diferenciavel em p

y‘l opor
Fonte: Autor, 2012.

¢ ¢ diferenciavel em um aberto de M se ¢ diferenciavel em todos os pontos desse

aberto.

Decorre, da condigdo (2) da Definigao (3.0.3), que a definicdo acima independe das
escolhas das parametrizagoes. A aplicagdo (3.1) é chamada expressao de ¢ nas parame-
trizacoes x e y. Sejam M; e Mo, variedades de classes C",> 1, a aplicacao ¢ é dita de

classe C*. k < r se sua expressio em z e y é de classe C*.

Daremos agora uma nocgao de vetor tangente as variedades diferenciaveis.

Definicao 3.0.6. Seja M uma variedade diferencidavel. Uma aplicacdo diferencidvel
a: (—e,e) - M é chamada uma curva (diferenciavel) em M. Suponha «(0) =p € M,
e seja D o conjunto das func¢ées de M diferencidveis em p. O vetor tangente a curva em
t=0 ¢ a fungao o/(0) : D — R dada por

, d

a(0)f=—(fea)(t))  feD.
dt t=0

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em ¢t =0 de alguma curva o : (—¢,e) - M

com «(0) = p. O conjunto dos vetores & M em p serd indicado por T, M.

Se escolhermos uma parametriza¢do x: U — M em p = z(0), podemos exprimir a
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fungdo f e a curva a nessa parametrizacao por

fO.’L'(q) = f<$17"'7xn)7 q= (I’l,...,l’n) S U’

zVoa(t) = (21(t),...,xn(t)),
respectivamente. Portanto, restringindo f a «, obteremos

d

o =7 (21(t),...,xn (1))

o/ (0)] = % (Foa)(t)

t=0

_ éx;(O)(gi) = <dszn:x;(0)(8(zi)0>f,

i=1

Em outras palavras, o vetor o/(0) pode ser expresso na parametrizagio z por

o/(0) = éx(ai)o (3.2)

Observe que ( 0
8:1:1»

> é o vetor tangente em p a curva "curva coordenada’:
0

x; — x(0,...,0,2;,0,...,0).

Figura 3 - Curvas coordenadas e seus vetores tangentes

Fonte: Autor, 2012.

A expressao (3.2) mostra que o vetor tangente a uma curva o em p depende apenas
das derivadas de a em um sistema de coordenadas. Decorre também de (3.2) que o
conjunto Ty, M, com as operacoes usuais de fungoes, forma um espago vetorial de dimensao

n, e que a escolha de uma parametrizacao x : U — M determina uma base associada
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),

definida nao depende da parametrizacao x. O espacgo vetorial TpM é chamado o espago

. ( 8.2,,,)0} em Tp,M (Fig.3).  imediato que a estrutura linear em T, M assim

tangente de M em p.

Com a nogao de espago tangente podemos estender as variedades diferencidvel a nogao

de diferencial de uma aplicacao diferenciavel.

Proposicao 3.0.7. Sejam M7 e M3" variedades diferencidaveis e seja ¢ : My — Mo uma
aplicagdo diferencidvel. Para cada p € My e cada v € T,M, escolha uma curva dife-
rencidvel « : (—e,e) — My com «(0) =p, o/ (0)=v. Faca f=poa. A aplicagio
dpp : TyMy — Ty M2 dada por dpp(v) = B'(0) é uma aplicagdo linear que ndo depende

da escolha de c.
Demonstragio. Sejam x: U — My e y: V — My parametrizacoes em p e ¢(p), respectiva-
mente. Exprimindo ¢ nestas parametrizagdes, podemos escrever

y_l OQOO{L‘(q) = (yl(xlv "'):Lln)) "'7ym(x17 ---:xn))

q= (5517-“75511) € U7 (ylv JJm) eV.
Por outro lado, exprimindo « na parametrizagao x, obtemos
x_l OOé(t) = (xl(t)a 7$n(t))

Portanto,
y_l Oﬁ(t) = (yl(ml(t)) "'7xn(t))7 "')ym(xl(t)v )xn(t)))

Decorre dai que a expressao de 5'(0) na base {( 8yl> } de T, (,) Mz, associada a parame-

trizacao y, é dada por

0)= (3 5k0),... - (o)) (3:3)

A relagao (3.3) mostra que /(0) ndo depende da escolha de . Além disso, (3.3) pode ser

escrito como

6 .
B8(0) = diy(v) = (6i/;)(x;(0)), i=1,m: j=1,..n
s
onde <8yl> indica uma matriz m x n e 2%(0) indica uma matriz coluna com n elemen-
Lj

tos. Portanto, dyp, ¢ uma aplicacao linear de T, My em T, Mz cuja matriz nas bases
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. . . , : . (Oyi
associadas as parametrizagoes x e y é precisamente a matriz 9 )" O
Lj
A aplicagdao dy, ¢ chamada diferencial de ¢ em p. Agora daremos a definicao de

difeomorfismo local.

Definigao 3.0.8. Sejam M; e M; variedades diferenciaveis. Uma aplicagdo ¢ : My — Mo

L ¢ diferencidvel. ¢ é

¢ um difeomorfismo se ela é diferenciavel, bijetiva e sua inversa ¢~
um difeomorfismo local se para todo ponto p € M; existem vizinhancas U de p e V de

©(p) tais que ¢ : U — V' é um difeomorfismo.

Sejam My, My variedades diferenciaveis de classes C”. ¢ : My — My é um difeomor-
fismo de classe C* k <r, se ¢ é de classe C* e é um difeomorfismo. Analogamente, ¢ é
um difeomorfismo local de classe C* se para todo ponto p € M existem vizinhancas U de
peV de ¢(p) tais que p: U — V é um difeomorfismo de classe C*. Segue do teorema da
aplicacio inversa em R”, ver (3), que sendo ¢ um difeomorfismo de classe C* entdo ¢~

também é de classe CF.
APENDICE B Variedades Riemanniana

Uma métrica riemanniana numa variedade diferenciavel M é uma correspondéncia

que associa a cada ponto p € M um produto interno no espago tangente Tp,M.

Seja g uma métrica riemanniana em M. Indicamos por (u,v) ou simplesmente (u,v)

p
o produto interno dos vetores u,v € T, M.

O comprimento ou norma do vetor tangente u € T, M ¢ definido obviamente por

] = y/{u,v).

Uma variedade diferenciavel onde esta definida uma métrica riemanniana chama-se
uma variedade riemanniana. Ou seja, trata-se de um par (M,(-,-)) onde (-,-) é uma

métrica riemanniana na variedade M.

Observagio 3.0.9. E possivel definir uma métrica riemanniana de classe C*~1 em qualquer
variedade M € CF.
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APENDICE C A distancia intrinseca

Numa variedade riemanniana M, faz sentido falar em muitos conceitos geométricos.
Por exemplo, podemos definir o comprimento de um caminho «: [0,1] — M, de classe
C', pondo I(a) = [y |o/(t)|dt. Nessa expressio, |o (t)| = 1/{c/(t),e/(t)) é a norma do verto

tangente o/ (t) €T, a(t)M, segundo o produto interno definido pela métrica de M.
Um caminho « : [0,1] — M diz-se seccionalmente de classe C! se a é continua e existe

uma particio 0 =tg <t; <--- <ty =1 tal que oy = O‘|[ti,ti_1] é de classe C'! para todo

i=1,...,m. Assim, definimos o comprimento de a por

la) =1l(ar)+---+1(am)

A aditividade da integral mostra que I(«) ndo depende da escolha da partigao.

Seja M uma variedade conexa, de classe C*. Dados p,q € M, existe um caminho

a:[0,1] = M seccionalmente de classe C*, tal que a(0) =p e a(1) = ¢, ver (3).

Podemos entao definir a distancia intrinseca d(p,q) entre dois pontos p,q de uma

variedade riemanniana conexa por

d(p,q) = inf{l(«) : aé uma curva C'! por partes ligando p a q}.

Seja M uma variedade diferenciavel, com uma métrica riemanniana continua. A
distancia intrinseca acima definida satisfaz os axiomas que definem um espago métrico.

Além disso, a topologia dessa métrica coincide com a inicial, ver (3).

A seguir daremos algumas defini¢gbes e enunciaremos uma proposicao que serd tutil

mais adiante, mas ndo daremos & prova desse fato que pode ser encontrada em (3).

Uma curva v tal que d(y(0),v(1)) =1(vy) é chamada de geodésica minimizante. Dire-
mos também que um conjunto S C M é fortemente convexo se para quaisquer dois pontos
q1,q2 do fecho S de S existe uma tnica geodésica minimizante v ligando ¢1 a g2 cujo

interior esta contido em S.

Proposicao 3.0.10 (vizinhancas convexa). Para cada p € M existe um nimero § >0 tal

que a bola geodésica By, € fortemente conveza.

Observagdo 3.0.11. Como M ¢é compacta podemos na Proposicdo 3.0.10 tomar ¢ > 0

uniforme.
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APENDICE D Isomorfismo e conjugacio de transformacoes

Definigao 3.0.12. Suponha (X1,B1,v1,71) ¢ (X2, B2,12,T5) sao espagos de probabilida-
des junto com transformacgoes que preservem as medidas. Dizemos que 17 é isomorfo a

Ty se existe My € By e My € By com v1(Mp) =1 e vp(M3) =1 tal que
(i) Tl(]wl) C My, TQ(MQ) C Ms, e
(ii) Existe uma transformagao invertivel ¢ : M — My tal que

OT1(x) = Too(x), Vo € My e vi () = va(¢7 ().

Denotaremos por T7 ~ Th.( em (ii) os conjuntos M; (i = 1,2) estdo equipados com a

o-algebra induzida por B; e v; restrita as o-algebras induzidas, respectivamente).

Note que ~ é uma relagao de equivaléncia.

Daremos agora outra nocao de equivaléncia, s6 que de medidas. Antes, considere a

seguinte relacdo de equivaléncia:
VA,B S Bi, A~ B<—= Vi(AAB) =0.

Denote por B; a colecao das classe de equivaléncia e v; induz uma medida 7; em B; por
0;(B) = v;(B). O par (B;,7;) é chamado &lgebra de medida.

Seja (X1,B1,v1), (X2,B2,172) espacos de probabilidades com suas algebras de me-
didas (Bl,ﬁl) e (Ba,1), respectivamente. Se ¢ : X1 — Xo preserva a medida, i. e,
va(A) = v1 (¢~ (A)),VA € By. Entdao temos uma aplicacio ¢! : (Bo, 1) — (By,v1) de-
finida por ¢~ 1(By) = By, onde By = ¢~ 1(Bsy). Essa aplicacio estd bem definida desde de
que ¢ preserva a medida. A aplicacao &1 preserva complementares e unides enumeraveis
(e disso, intersecoes enumeraveis). Também v1 (¢~ (B) = 1»(B),¥B € By. Portanto ¢!

pode ser considera um homomorfismo de algebras de medidas. Observe que ¢! & injetiva.

Um isomorfismo entre &lgebras de medidas é uma aplicacio @ : (Ba,1h) —

(Bl,lil) bijetiva tal que preserva complementares, unides enumeraveis e satisfaz
Vl((I)(B) = I/Q(B),VB S BQ.

Definicao 3.0.13. Seja T; uma transformacao que preserva a medida do espago de pro-
babilidade (X;,B;,v;),i = 1,2. Dizemos que 17 é conjugado a T3 se existe um isomorfismo

® entre as dlgebras de medidas (By,71) e (Ba,vs) tal que Ty 1 =T719.
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Note que se Ty ~ T5 entao T é conjugada a T. Pois, ¢ : M1 — Ms determina um
isomorfismo nas algebras de medidas. O proximo resultado d4 uma condicao suficiente

para a reciproca.

Teorema 3.0.14. Sejam (X1,B1,v1),(Xa,B2,12) espacos de probabilidades que sao espa-
cos de Lebesque ou X; € um espago métrico separdvel e B; é sua o-dlgebra de conjuntos

de Borel. Se Ty é conjugada a Ty entdo T1 é isomorfa a 1.

Daremos nogao mais fracado que a definicdo de isomorfismo e conjugagao.

Defini¢ao 3.0.15. Suponha (Xj;,B;,v;) é uma espago de probabilidade e T; : X; — X; é
uma transformacao que preserva a medida v;,i = 1,2. Dizemos que T5 é um fator de T}
se existe M; € B; com v;(M;) =1 e T;(M;) C M; (i =1,2) e existe uma transformagao que
preserva a medida ¢ : My — My com ¢T1(x) = Tap(x),Vo € M.

A diferenca entre isso e isomorfismo é que a transformacao ¢ pode nao ser invertivel.
A seguinte definicdo é uma noc¢ao mais fraca de conjugacao.

Definicao 3.0.16. Seja T; uma transformacao que preserva a medida de um espaco de
probabilidade X, B;,v;),i = 1,2. Dizemos que Th ¢ semi-conjugada de T sc existe um
homomorfismo das dlgebra de medida ® : (By,v3) — (By,v1) tal que ®T: 2_1 = Tl_ 1p.

A aplicacio @ : (By,vs) — (By,v1) é um homomorfismo das dlgebra de medida se
®(Y\B) = X\®(B),¥B € Ba, ®(U2, B,,), sempre que By, € Ba, e 11 (®(B)) = 1va(B),VB €
Bs.

Daremos agora um teorema que sera 1til no que segue.

Teorema 3.0.17. Assuma que T : X — X' ¢ uma aplicagio mensurdvel injetiva de um
espago de Lebesgue (X, F,v) em um espaco separdvel (X', F', V') e pré-imagens dos con-
juntos de medida 0 (ou positivo) sao de medida O (ou positiva). Entdo o espago (X', F' V')

¢ Lebesque e T € uma aplicacdo mensurdvel.

Sejam (X, B,r) um espago de Lebesgue e seja ( uma partigao arbitraria de X, ¢ ndo é
necessariamente enumeravel e consistindo de conjuntos mensuraveis. Por CA denotaremos
a sub-o-algebra de B consistindo dos conjuntos B-mensuraveis que sao uniao de elementos
inteiros (fibra) de ¢. Obviamente (C {0, X}. Chamamos uma partigdo de (-mensurével

se ela possui a seguinte propriedade de separacao.
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Existe {B,} C (A tal que para quaisquer C1,C5 em ¢ com C7 # Cy, existe um inteiro

n tal que ou

CiCcB, e CQCX\Bn
ou

CyCB, e C1CX\B»,,.

Sejam (X, B,v) um espaco de Lebesgue. Podemos a partir de uma partigao mensuravel
¢ formar um novo espaco de Lebesgue, para isso, tomemos o conjunto X cujos os pontos
sao elementos de (. Entao existe uma projegao natural 7 : X — X que leva um ponto
no clemento da particao que o contém, e podemos considerar Fi = W(f ) como uma o-
dlgebra de subconjuntos de X¢. Também definimos v¢(-) = v(771(-)) que é uma medida
de probabilidade em (X¢, F¢), o espago (X¢, F¢,v¢) é chamado de espago fator de (X, B,v)
com respeito a (. Seja T : X — X uma transformacgao que preserva a medida v. Considere
a particio mensuravel ¢ = T~ !(¢), onde ¢ uma particdo por pontos, entdo definimos
T¢: X¢ — X por Ty (m(x)) = T(x) ¢ mensuravel e injetiva. Portanto, pelo Teorema 3.0.17,

segue que T é um isomorfismo.

Agora suponha novamente que ¢ é uma particio mensuravel de X. Usando a medida
V¢, € possivel falar de quase toda fibra de (. Agora, pode ser demonstrado que para quase
todo C' € (, existe uma o-algebra B¢ e uma medida v¢ definida em C' tal que (C, Be,vo)

é um espaco de Lebesgue e além disso,

(i) Se B € B, entao BNC € B¢ para quase todo C
(ii) A funcao vo(BNC') é Be-mensurédvel se B € B;
(iii) Para Be B, v(B)= [vc(BNC)dy,.
Além disso, pode ser mostrado que o espago (C,B¢,vc) sao unicamente definido

mod 0 para v¢. O sistema de medidas, assim definido, é chamado um sistema candnico

com respeito a (.
Para mais informagoes ler (1) ou (4).

Teorema 3.0.18 (Teorema de aproximacao). Seja (M,B,v) uma espago de probabilidade
e seja A uma dlgebra que gera a o-dlgebra B. Entdo para todo € >0 e todo B € B existe
A€ A tal que v(AAB) < e.
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Demonstragio. Pode ser encontrada em (1) ou (10). O

Teorema 3.0.19 (Extensdo). Seja A uma dlgebra de subconjuntos de M e sejavy: A— R
uma fungio o-aditiva com vy(M) < co. Entdo existe uma unica medida v definida na o-

dlgebra gerada por A que é uma extensdao de vy, ou seja, tal que v(A) = vy(A) para todo

Ac A.

Demonstrag¢io. Pode ser encontrada em (10). O

Teorema 3.0.20 (Recorréncia de Poincaré). Seja f: M — M uma transformagao men-
suravel e seja v uma medida finita invariante por f. Seja E C M qualquer conjunto
mensurdvel com v(E) > 0. Entao, para v-quase todo ponto x € E temos que fk(x) eFE

com frequéncia infinita, i. e, existem infinitos valores de k tal que f¥(x) também estd em
E.

Demonstragio. Mais detalhes pode ser encontrada em (10). O

Teorema 3.0.21. Seja (M, B,v) um espago de Lebesgue e M um espago métrico completo,
separdvel. Sejam B C M um mensurdvel, e f: B — R uma fun¢do integravel. Entdo a

sequinte formula vale para v-quase todo x € B:

. 1
M B9 /B(:s,a) Jdv=J(),

onde B(x,e) ={ye M :d(z,y) <e}
Demonstrag¢ao. Pode ser encontrada em (11). O

Lema 3.0.22. Seja M um espaco métrico compacto. Suponha que f: M — M admita

um jacobiano J,f com relacao a uma de probabilidade invariante v. Entao

/ﬂdl/:/xefz_:l(y) Jf}‘a)dy(x),

para toda funcao mensurdvel limitada 1 : M — R.

Para mais informagcoes consulte (10).
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APENDICE E Decomposigio ergédica

Antes de enunciarmos o teorema de decomposicao ergddica vamos analisar um exem-

plo que ajudara a motivar e delimitar o seu enunciado.

Exemplo 3.0.1. Considere f:[0,1] — [0,1] dada por f(x) = x2. As medidas de 6o e
01 sdo invariantes e ergddicas para f. Também € claro que v =0 e x =1 sdo os unicos
pontos recorrentes por [ e portanto toda probabilidade invariante v satisfaz v({0,1}) = 1.
Em particular, v =v({0})do +v({1})d1 € uma combinag¢io convexa (finita) de medidas

ergodicas.

Seja (M,B,v) um espago de probabilidade e P uma particio de M em conjuntos
mensuraveis. Considere m: M — P a projecao natural que associa a cada x € M o elemento
P(x) da partigio que o contém. Essa projegdo permite munir P de uma estrutura de
espaco de probabilidade, da seguinte forma. Primeiramente, dizemos que um subconjunto

Q de P é mensuravel se, e somente se, a pré-imagem
7T_1(Q) = unido dos elementos P € P que pertencem a Q

¢ um subconjunto mensuravel de M. E facil ver que essa defini¢ao estd correta: a familia
B dos subconjunto mensuraveis é uma o-algebra em P. Em seguida, definimos a medida
quociente U por

7(Q) = v(r~1(Q)) para todo Q€ B.

Teorema 3.0.23 (Decomposigao ergbdica). Seja M um espago métrico completo separd-
vel, f: M — M uma transformacao mensurdavel e v uma probabilidade invariante. Entdo
existe um conjunto mensurdvel My C M com v(My) =1, uma particio P de My em sub-

conjuntos mensurdveis e uma familia de probabilidades {vp: P € P} em M, satisfazendo
(a) vp(P)=1 para v-quase todo P € P;
(b) P vp(E) é mensurdvel, para todo conjunto mensurdveis £ C M;
(¢) vp € invariante e ergédica para v-quase todo P € P;
(d) v(E) = [vp(E)dD(P), para todo conjunto mensurdvel & C M ;

(e) Para toda fungao integravel v : M — R wale

/ bdy = / < / wdyp>d19.
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Teorema 3.0.24 (Jacobs). Suponha que M é um espago métrico separdvel. Dada qual-
quer probabilidade invariante v, seja {vp: P € P} a sua decomposicio ergddica. Entdo
hy(f) = [ hup(f)dD(P) (quando um dos lados da igualdade € infinito o outro também é).

Com isso, temos que se v é uma medida maximizante, segue que suas componentes

ergddicas também sdo maximizantes.

De fato, seja v uma medida de probabilidade maximizante. Entao, pelos Teorema de
Jacobs 3.0.24 ¢ o principio variacional 1.5.1, temos que hop(f) = ho (f) = [ hup(f)dD(P).

Considere o conjunto A = {vp : vp é maximizante}, logo

hion($) = ko) = [ hup(DAAP)+ [ hup(£)dA(P)

= i WA)+ [ hup ()0 (P)
< haop(F)P(A) + haopl1)P(A%) = haoy ().

Portanto, absurdo. Isso prova que as vp sao medidas maximizantes.

Para mais informagdes consulte (10).
APENDICE F Esperancas condicionais

Fixe uma sequéncia crescente qualquer Py <Py < --- <P, < --- de particoes enumera-
veis tal que P = \/p— Py, restrito a algum conjunto My C M com medida total. Usaremos

Pn(z) para denotar o elemento de P, que contém um dado ponto x € M.

Seja 1 : M — R uma fung¢ao mensuravel limitada qualquer. Para cada n > 1, defina

en(¥): M — R da seguinte forma:

mf%(x) vdv sev(Pp(x)) >0

(3.4)
0 caso contrario.

en(V,x) = {
Como as particoes P, sao enumeraveis, o segundo caso da defini¢gdo se aplica somente
num conjunto de pontos com medida v igual zero. Observe também que e, (1) é contante

em cada P, € P,; denotemos por E, (1, P,) o valor desta constante. Entao

/@Ddl/: Z

PrePn

/Pni/fdz/: S U(P)En (), Py) = / en(1)dv (3.5)

PnePn,

para todo n € N(as somas envolvem somente os P, € P, com medida positiva).
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Lema 3.0.25. Dada qualquer fungcio mensurdvel limitada 1 : M — R, existe um subcon-

junto My de M com v(My) =1 tal que

(a) e(v,z)= lirllnen(w,a:) existe para v-quase todo x € My;
(b) e(y) : My — R € mensurdvel e é constante em cada P € P;

(c) Jodv = [e(y)dv.

O préximo lema sera 1til para provarmos a Férmula de Rokhlin.

Lema 3.0.26. Seja f: M — M uma funcdo que admite o jacobiano J,f de f com relacao

a uma probabilidade v. Entao vale a formula de mudanca de varidvel:

/f oy V= ., we f)d, fav

para fungao v : M — R mensurdvel e limitada (U, € qualquer vizinhanga de x onde f é

invertivel).

Mais informagées consulte (10).

APENDICE G Entropia local

Suponhamos que f: M — M é uma aplica¢ao continua num espag¢o métrico compacto.
Dado x € M,n >1 e € > 0, chamamos bola dinamica de comprimento n e raio € em torno

de x ao conjunto:
B(z,n,e)={ye M :d(f'(y),f(x)) <e paratodo i=0,..,n—1}
Em outras palavras, B(z,n,s) = N2 f~(B(f'(z),¢)). Defina:
hy(f,e,z) = limsup—qlzlogy(B(x,n,s))
ho(f,e,n) = lin}linf—ilogy(B(:c,n,e)).
Teorema 3.0.27 (Brin-Katok). Seja v uma medida invariante por f. Os limites

. + . —
g%hy (fie,x) e g%hy (f.e,x)
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existem e s ao iguais para v-quase todo ponto. Denotemos por h,(f,z) o seu valor comum,

a fungao x — hy(f,z) € mensurdvel e tem-se
h(f) = [ ho(fa)dv.

Para mais informagoes consulte (11).

APENDICE H Desigualdade de Ruelle

Esta desigualdade é uma importante estimativa superior para entropia, onde relaciona

a entropia de uma medida com os expoente de Lyapunov.

Teorema 3.0.28 (Desigualdade de Ruelle). Seja f: M — M wma transformagao de classe

C' numa variedade riemaniana compacta e v wma probabilidade f-invariante. Entdo

hy(f)g/ S miNdy.
j:)\‘;>0

Quando v é ergédica, temos hy(f) < > miAl.
j:>\gc>0

Demonstrag¢io. Pode ser encontrada em (5) O
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