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Resumo

Neste trabalho abordamos um problema classico do célculo da dimensao de Hausdorff
de uma certa classe de conjuntos. Para isto, no capitulo 2 introduzimos a defini¢ao de
dimensao de Hausdorff e achamos a dimensao dos conjuntos de Moran . No capitulo
3, introduzimos conceitos que serao uteis para estudar a dimensao de Hausdorff dos
conjuntos Quase-Moran. No capitulo 4, encerramos o trabalho com o teorema principal
devido a Pesin e Weiss.

Palavras chave: Dimensao de Hausdorff, Conjuntos Quase-Moran, Formalismo
Termodinamico .



Abstract

In this work we will approach a classic problem about Hausdorff Dimension compu-
tation of a certain kind of sets. In chapter 2, we introduce the definition of Hausdorff
Dimension and we find the Hausdorff dimension of Moran sets. In the Chapter 3 , we pre-
sent useful topics to study Hausdorff Dimension of Moran-like sets. In the last chapter,
we present the main theorem of this work, due to Pesin and Weiss.

Keywords: Hausdorff Dimension, Moran-like sets, Thermodynamic Formalism .
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Capitulo 1

Introducao

Em 1927, Abram Besicovitch propos aos seus alunos o problema de calcular a dimensao
de Hausdorff de uma certa classe de conjuntos. Patrick Moran resolveu o problema e a tal
classe de conjuntos hoje leva seu nome. Pesin e Weiss perceberam que a idéia de Moran
podia ser usada para calcular a dimensao de Hausdorff de uma classe ainda mais ampla
de conjuntos, modeladas por um shift, via formalismo termodinamico. Neste trabalho,
veremos como a dimensao de Hausdorff desses conjuntos se relacionam com outras outras
espécies de dimensao.

10



Capitulo

Dimensao de Hausdorff de conjuntos
de Moran

2.1 Dimensao de Hausdorff

Por vezes o conjunto no qual estamos interessados tem medida de Lebesgue nula, mas
nao ¢ completamente negligenciavel. Isso pede entao uma definicao mais fina de dimensao
que 'enxergue’ tais conjuntos. Tendo isso em vista, neste capitulo vamos ver uma nogao
de dimensao que generaliza aquela de espacos vetoriais.

Seja A C R™. Definimos o diametro de A como diam(A) = sup{|x — y|;z,y € A}

Definicao 1. Seja X C R" e d,s > 0. Definimos
Hs(X 1nf{z diam(A;)%; X C UA@' e diam|A;| < § para todo A;}.
i=0

Uma cobertura~ {A;}; de X éMChamada de d-cobertura se diamA; < § para todo 1. E

claro que se § > 4, entao toda d-cobertura de X é uma d-cobertura de X e portanto,
Hi(X) < Hz(X) (se A C B entdao inf A > inf B). Assim, definimos a medida s-
dimensional de Hausdorff como:

Definigao 2. H*(X) = lim H5(X) = sup H3(X).

6—0 §>0

Proposu;ao 2.1. Seja {X; }ZeN uma familia enumerdvel de conjuntos. Entdo:

1H3( UX Zm
2.1 UX <Z’H

Demonstracgao. Seja {A; ;}; uma 6-cobertura de X;. Entao {4;,};; é uma J-cobertura
de X =J X;. Da definigao:
X) <N Ayl
i g
e tomando o infimo sobre todas as coberturas vem:
) x) < S M.
i=0 i=0
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E assim obtemos a primeira desigualdade. Da definigao:
YOHHX) <Y H(X)
i=0 =0

assim, por 1:

HJX) <D H(X).
=0 i=0

Agora, tomando o limite quando ¢ vai para zero, o resultado segue.
Se U C R" e A > 0 definimos A\U = {Az:z € U}.

Proposigao 2.2. Seja A CR" e A > 0. Entao H*(ANA) = N*H?(A).

Demonstragao. Seja 6 > 0. Considere {U,}, uma J-cobertura de A. Entao {A\U,}, é
uma Ad-cobertura de AA. Da definigao, Hj(A) = inf{A*(C) : C é uma J-cobertura de A}

onde A*(C) = Z(diamUi)S e C ={U,}n. Temos A*(XC) = Z IAUG® = A° Z \Ui|* =
i=1 i=1 i=1
= MA(C). Assim: o
N {A*(C);C é d-cobertura de A } C {A°C;C é Ao-cobertura de NA} = H3;(A\A) <
< NH3(A). Fazendo § | 0 :
H(ANA) < NHP(A).

1 B
Seja B C R™ e a > 0. Na desigualdade obtida acima facamos A = — e A = T Entao:
Q

w(5) = () ()

W(B) < aifH (aB)

IN

a*H*(B) < H’(aB)

Juntando os dois resultados, ja que eles valem em geral, o resultado segue.

Proposicao 2.3. Se f : A C R* — R™ ¢ a-Holder , i.e., existe ¢ € R tal que
|f(x) — f(y)] < c|lz —y|* entao

Ha(f(A)) < caHs(A).

Demonstragao. Seja C = {U,}, uma d-cobertura de A. Entao f(C) = {f(U,)}, é uma
cd®-cobertura de f(A). Além disso,

SO < ea|Ui = en YU
=1
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Assim Aa (f(C)) < caA%(C). Logo:
M (£(4)) < 53 (A).

Fazendo 6 | 0 obtemos Ha (f(A)) < caH?(A).

Faremos agora algumas consideracoes a respeito da medida de Hausdorff.
Suponha que H*(A) = oco. Seja s < aed > 0efacac = a— s > 0. Tome uma
d-cobertura qualquer {U;} de A. Entao:

Z Ui|* = Z |U;]*F = Z U120~ > 6‘82 leAss

Como a cobertura foi tomada arbitraria, vem:

Hy(A) > 5 H(A).

A o4
Fazendo 0 | 0 temos H*(A) > lim H(A)

= X
5—0 o€

Suponha agora que H*(A) < co. Seja s > a e d > 0 tal que Hj(A) < co. Considere
uma J-cobertura de A, {U,} e ¢ = s — a. Temos:

S ue = Uil = 5782 Ui,

Como consequéncia, 6°H$(A) > H3(A). Fazendo § | 0 vem 0 > H*(A). Obtemos entao:
Proposicao 2.4. Seja A C R" entao existe a € R tal que
s _ 0, ses>aq,
w) ={%, £5Z&
Definicao 3. O numero o da proposicao acima é chamado dimensdao de Hausdorff de A

e escrevemos a = dimyA , ou ainda, HD(A).

Exemplo 2.5. Seja B(x,r) C R" a bola de centro x e raio r. Entdo :

w(B ) ={% wizn

Com efeito, H"(B(z,r)) = 2"r" (ver [4]).

Algumas propriedades da dimensao de Hausdorff sao:

Corolario 2.6. Se f: A C R" — R™ € a-Holder, entao:

dimg(A) > adimg(f(A)).
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Demonstragdo. Se H*(A) = 0 entdo Ha(f(A)) = 0.
Assim s > dimpy A = 2 > dimpg(f(A)). Logo:

dimpy(A) > adimy(f(A)).
|

Corolario 2.7. (Invaridncia por aplicagées bi-Lipschitz)
Seja f : A C R" — R™ wuma aplicagdo bi-Lipschitz ,i.e., existem 0 < ¢,d € R tais
que clz —y| < |f(z) — f(y)| < d|x — y| Vx,y € A. Entdo:

Corolario 2.8. (Invaridncia por normas equivalentes)Se |.|, e |.|o sdo normas

equivalentes, entao
dlIIl(H’|_‘1)(A) = dlm(H’|_‘2)(A).

Demonstragdo. A aplicagao i : (M,|.]y) — (M, |.|2) dada por i(z) = = é bi-Lipschitz.
Assim, usando o corolario acima, o resultado segue.
Proposicao 2.9. Se A C B entao dimyg A < dimy B.
Demonstracao. Se U é uma o-cobertura de B entao é uma J-cobertura de A. Logo,
para todo s > 0:

H3(A) < H5(B).

Portanto:
sup{s; H*(A) = oo} < sup{s; H*(B) = oo},

Proposicao 2.10. Seja {A,},, uma familia de subconjuntos de R"™. Entdo vale:
dimy (U2, 4;) = sup{dimp (4;)}.

Demonstragdo.Seja s = sup{dimy A;} e £ > 0. Entdo:

S+€>dimHA,~ Vi € N.

Pelo item 2 da proposicao 2.1:
HoTE(UR, A < ZHS“ = 0.

Da definigao, s + ¢ > dimy U2, A; como ¢ é arbitrério, temos s > dimgy(UA;).
Por outro lado, dimgy(UA;) > dim A, pois A, C UA; para todo n € N e portanto

dim(UA;) > sup{dimpy A;}. Juntando as duas desigualdades o resultado segue.
|

Enunciaremos agora dois lemas que seram utilizados adiante.

Lema 2.11. Se existe C' constante com oo > C' > 0 e tal que para todo ¢ , existe uma
e-cobertura U = {U;}; de A com Z |U;|* < C entao,
dimy A < a.
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Demonstracao. HS(A) =inf{d_ |U|*U ={U;}i é uma e — cobertura} < C.

Assim:
HY(A) < C < 0.

Logo,
a > inf{s; H*(A) = 0} = dimy A.

Lema 2.12. Se ezistem ¢ > 0 e C' > 0 constante tal que para toda e-cobertura U = {U;};
de A temos Z \U;|* > C' entio
z dimg A > «.
Demonstracao. HS(A) =inf{), |U;|*U = {U;}; é € — cobertura de A} > C.
Assim, H*(A) > C > 0. Logo:

a <sup{s;H*(A) > 0} = dimy A.

Note que ¢é mais facil, em geral, obter um estimativa superior para a dimensao de
Hausdorff do que uma estimativa inferior .

2.2 Conjuntos de Moran

Vamos definir conjuntos de Moran na reta. Facamos a seguinte construcao:

Sejam Ay, ..., \x € (0,1) tais que Z)‘i < 1.

Na primeira etapa, considere k intervalos disjuntos Iy, ..., I C [0,1]. Na n-ésima
etapa considere intervalos I, ;, ,; C Ly 4 o, j=1,....k com |I;; 4 il = Nl Liy.in o] s
Vj=1,..k ouseja, I i, | = Ny hi, || , além disso, exija que I;, ;. NI ;. =0, se
(ih Jn) 7& (j17 ;]n)

Figura 2.1: caso Ay = Aa = 1/3

Teorema 2.13. A dimensdo de Hausdorff de K = U ﬂ L, ..i, € igual a inica
(il...in,‘..) n=1
k
solugao em t de Z No=1.
i=1
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Demonstracao.
Parte 1: dimy K <t
Seja Anax max{)\l, eeiy A} Temos:

L] = |fw1|H w)

Além disso, lim A1 =0, pois Anax < 1. Dado € > 0, existe n e de K tal que \?! < .

max max
n—oo

Considere entao: . o
U ={lp . w;l <w; <k ,V1<j<n}. Da definicdo de n segue que U é uma

e-cobertura. Assim, da definicao de ¢:

HK) S S |

(W1, swn)

< Z |]w1---wn711|t + Tt |]w1---wn71k|t

(wlv"'vwn—l)

< Z ‘Iw1...wn_1‘t()\§ =+ ..+ )\Z)

(w1,~~-,wn—1)

S Z |le~~wnfl|t

(W1yeeeyWn—1)
Por inducao:
"K) < Z |I,,|" = C = constante

Assim, pelo Lema 1.10 vem :

Parte 2: dimyg K >t

Agora vamos usar o lema 1.11 para provar que dimyg K > t, i.e., vamos mostrar que
existe C' para o qual > |U;|" > C para toda U = {U;}, e-cobertura. Para isso vamos
dividir a prova em dois casos, a saber: quando a cobertura é feita por intervalos basicos
e quando a cobertura é arbitraria.

Caso 1 : A cobertura de U é formada por intervalos basicos.

Seja C' = Zle |I;]* e considere uma cobertura & = {U;} uma e-cobertura por in-
tervalos basicos. Como K é compacto entao existe uma subcobertura de U finita. Essa
cobertura pode ser tomada minimal, no sentido de que nao pode conter subcobertura
prépria. Continuaremos chamando tal cobertura de U.

Seja A = {m :existe I, ., € U}. Considere n = max A. Seja entdo I, ., €U.

Como U é minimal, entdo I, ., _, ¢ U se I > 0 (Se Ly, w,, € U, entdo U =
U\ {1y, w,} ainda seria um cobertura) e portanto I, ., ,; € U para todo j =1,....k
(Se Iy, ..w,_j & U entdo existe Ly, w, ,jw,,, €U uma contradicao, pela defini¢ao de n,
ou Iy, ., €U com k < n uma contradicao pelo que foi observado acima).

Note que:

k
Z| wi ... Wn— 1]|t Z|le cWn— 1‘ )\2
j=1
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o que implica que
k k
t __ t t
§ |Iw1~~~wn71j| - |Iw1mwn71| E >‘j
=1 j=1

entao:

k
Z ’[wlmwn—lj‘t = |[w1-~~wn—1’t
j=1

Assim, se definimos C = {Ly,.w,  } YU\ {Lwy. w0, 115+ Lioy..0,_1k } tETEMOS:
D o= vr
Ueu vec

Assim, fazendo inducao em n = max A segue que para toda cobertuta por intervalos

bésicos U = {U;}:
k
AT IR
i>1 =1

Isso conclui a prova no caso de cobertura por intervalos bésicos.
Seja entao V(r) o conjunto dos intervalos bésicos I, ., tais que

r

T/\min S ‘le...wn‘ S /\ .
min

E claro que :
)\min|[w1...wn,1| S ‘[wl...wn‘ S )\maX’[wlA..wn,l .

Seja Vi (1) = {Luwy..om; Twy.oon, € V(r)}. Se Vi(r) # 0 entao :

1.An, < )\r:in
2. T)\min S )\gax
1 — 1 )\min 1 1 >\rnin
Portantom >1, m > 08T T 08 em < ogT + o8 . Logo:
log Amin log Amax
logr 4+ log Amin~~ logr — log Apmin
d Vo, < — .
card({m; Vn(r) # 0}) < o8 A o8 A
Portanto:
A({m; V(r) # 0}) < 2128 2min
card({m; V,,(r <2—=—.
’ log A\max
IOg )\min

Assim, x € K esta contido em no maximo M = 2 elementos de V(r) uma vez

log Amax
que ele nao pode estar em dois elementos distintos da mesma etapa da construcao.
Vamos usar o seguinte lema:

M

Lema 2.14. Se U = [a,b] C R e |U| = r entao U intersecta no mdzimo M' = 2/\

elementos de V(r)
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Demonstrac¢ao. Sejam xog = a,2q,...,T,, = b€ U com 2y < 11 < ... < Tpp1 < Ty, = b
+ 1.
min

Se V € V(r) intersecta U, entdo deve conter algum z; (V' é um intervalo de compri-
mento > rApn. Digamos V' = [¢,d]. Se a,bN'V # () ndo hé o que fazer. Se ndo , entao
a>c,d<b Tome z; tal que z; —a = 1rr1k11r1(x/1€ —a)). Mas cada z; esta contido em no

tais que @41 — 2 < rApin € M <

méximo, M elementos de V(r). Portanto:

card{VeV(r),VNU#0} <» M<2Mm<2
i=0
Assim, concluimos a prova do lema.
Considere uma e-cobertura {U;}; de K. Seja r; = |U;| e U; 1, ..., Ui m@) 0s intervalos
basicos de V(r;) que intersectam U;.
Pelo que acabamos de mostrar , m(i) < M.

Da definigao de V(r):
<

Ui 5

/\min .
Logo

Z'U,J’t | |

IU !
)\t

Como U, ; é cobertura por intervalos bésicos :

DUl 2 A“;?ZZWJV

_;;:12|1|t>0

E usando o Lema 1.11 concluimos a prova.

< M

Exemplo 1. Considere para j = 1,..k conjuntos [a;j,b;] C [0,1] disjuntos. Defina a
aplicagao f : [ay,b1] U ... U [ag, by] — [0,1] por f(z) = M(a: — ag).
Seja C = (2 [ (a1, b1]U...U[a, bi]), ou seja, C € o conjunto dos pontos que podem

ser iterados para sempre.
O conjunto C é um conjunto de Mordn.

De fato, f([0,1]) = LU...uIy e f7([0,1]) = U I ..i; onde os intervalos
(150eyi5 ) E{1,.. ,k}
L ..i, sao deﬁm'dOS recursivamente como seque. Escreva I i, = |ai. 4,,bi,.4,]. Ora,

_ 1 _ 1
(L) U itim ONAE Qi g, = Q5+ 17,1 % im € bjiy..iyy = a5 + mbil...im-

18



Figura 2.2: caso I, = [0,1/3], I, = [3/2, 1]

|bji1.‘.im - ajil‘..z'm| = >\j|az‘1...im - bil..‘z’m|-
Usando entdo indu¢ao vem:

‘[,lem’ — )\741)\1777.
Vamos mostrar que dado n, I;; ;. C I i, qualquer que seja a n-upla (i1, ...i,) € para
todo 7 =1,...k. Isto serd feito por inducao forte em n.

De fato , a;j = a; + \ia; > a;, para todo j = 1,...,k e para todo i. De modo andlogo
podemos provar que b; < b;; quaisquer que sejam i,j = 1,..k. Assim, a prova esta feita

no cason =1 o ~
Suponha agora que a afirmacgao € vdlida para um certo l. FEntao, dado m = 1,..k

temos: G + Ap@iy iy = Gm + Ay 4, - O que nos dd:
iy iy = Qi iy -

E de modo andlogo by, i, < bmiy. i, O que conclur a demonstragao.
Portanto estamos em condigoes de aplicar Mordn. Logo, dimy(C) =t onde t é a

unica solucao de :
1 t
> ()~
|b; — aj

J
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Exemplo 2. Considere o conjunto C' dos pontos em [0,1] que ndo possuem 2 em sua
expansao decimal infinita.

Entao , basta considerar a aplicagao f : [0, 2] U [,1] — [0,1] dada por f(z) =
10x — [10z] onde [z]| representa a parte inteira de x. Tal aplicagdo é como a do exemplo
anterior com I; = [jl;ol,%] sel<j<2el,= [%,kl—JBl] para 3 < k < 9. Portanto a

9

1
dimensdo de Hausdorfft de C' € tal que Z(l—o)t = 1. Logo:

J=1

~ log9
~ log 10’

Exemplo 3. Ainda nessa linha temos o conjunto de Cantor terndrio, K. O cdlculo da
dimensdo de K ¢é feito de maneira andloga a feita acima (notando que o conjunto de
Cantor € o conjunto de pontos que ndo possuem digito 1 na sua expansdo bindria):

log 2
dimy K = —8

log3

O teorema de Moran se aplica a uma classe mais ampla de conjuntos. Facamos a
seguinte construcao:

Dizemos que A C R? ¢ semelhante a B C R? com razao a(ou fator de escala) se existe

L:R? — R com L = aO + P onde O é uma transformacao ortogonal e P € R? tal
que A = L(B).

1. Considere conjuntos A; C R?, j = 1,...,k fechados sem pontos isolados e \; > 0
k
com Y ;4 A < 1.

2. Na n-ésima etapa construa A;, . ; disjuntos e com A; ; semelhante a A, ; |
com fator de escala \;,. Além disso, A, 4, ,; C Dy 4, , paratodo j =1,.... k.

3. Defina K = m U JAVR I

n>1141...in

k
A prova de que dimy K é a tnica solugao em ¢ de E >‘§' = 1 é praticamente a mesma
j=1
feita acima, exceto na estimativa do Lema 2.14. Nao faremos aqui, mas no capitulo de

Dimensao de Hausdorff de conjuntos quase-Moran (capitulo 4) faremos uma estimativa
que serve em geral.

Exemplo 4. (Tridgngulo de Sierpinski)
Considere um triangulo /\ eqiildatero. Retire de /\ o triangulo com vértices nos pontos
médios dos lados do triangulo /\. Desse modo, restam 3 triangulos /Ny, Ny e A3 que sdo

semelhantes a /A com razao de semelhanca \ = 5 Em cada triangulo 2\;, comi=1,2,3,

repita o procedimento feito com /\. Desse modo, obtemos para cadat=1,2,3ej=1,2,3

um triangulo A;; com N; C A, e A;j semelhante a A; com razdo 3 Continuando o
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Figura 2.3:

processo indutivamente, obtemos um conjunto K = (,~;JA para o qual podemos

aplicar o teorema de Moran. Assim:

3 1 dimyg K
>(3) -

=1

ZAlu-'L‘n

e portanto

O conjunto K é conhecido como Triangulo de Sierpinski.

Exemplo 5. (Esponja de Menger)
Considere agora um cubo 0. Para facilitar a construgao, suponhamos O = [0,3]3 .

Divida U1 em 27 cubos com lados de mesmo comprimento. Mais precisamente, considere
0s cubos:

[klm — [k, k+ 1] x [I,1+ 1] x [m,m + 1]

com k,l,m =0,1,2. Agora retire todos cubos 0F"™ para os quais vale pelos menos uma
das 3 alternativas: k =1 =1ouk =m =1 oul = m = 1, isto € , retire os cubos

7 NP
centrais’.
Desse modo, restam agora 20 cubos, digamos [; com 1 =1, ...,20 que sao semelhantes

a J com razao A = 3 Repita entao o processo indutivamente para cada um desses cubos.
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Figura 2.4:

O congunto limite desta construcao K = ﬂn21 U0, ., € conhecido como Esponja de
Menger. E pelo que fizemos, sua dimensao € t tal que

B

e portanto
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Capitulo 3

Algumas Nocoes de Dimensao

3.1 Capacidade Limite

A nocao de dimensao de Hausdorff é uma das nogoes de dimensao mais utilizadas e, como
vimos, apresenta propriedades bastante razoaveis. No entanto, existem outras nocoes de
dimensio importantes. Falaremos um pouco mais a respeito.

Seja A C R"™. Denote por Ns(A) o nimero minimo de conjuntos de diametro no
maximo ¢ necessarios para cobrir A. Entao definimos:

— — Ns(A
dimpg(A) = lim i(()g)é
... Ns5(A)
dimg = lim “logo

Quando essas dois nimeros coincidem nés os chamamos capacidade limite. e deno-
tamos por dimp(A). Temos a seguinte relacao entre as nogoes de dimensao até agora
definidas:

Proposicao 3.1. L
dimy A < dimpA < dimpgA.

Demonstragao. Para ver isso, comece notando que Hj(A) < Ns(A)d* (Da definicdo,
N5 (A)

existe uma cobertura {U;};=1 . n, com |U;| < 6 Vi = 1,..,.N, assim Z \U;|°

,,,,,

N;(A)d° e portanto da defini¢ao, H3(A) < Ns(A)o®).
Suponha que H*(A) > 1. Da definigao existe 1 > dy > 0 tal que se § < Jp entao
Hi(A) > 1logo 1 < Ns(A)é® e portanto , 0 < log Ns(A) + slogéd de onde vem:

 log Ns(A)

10g5 T \V/6<50

e finalmente:
s <dimg(A), Vs> dimyA.

A outra desigualdade ¢é direta, o que prova a afirmacao inicial.
|
Como exemplo onde a dimensao de Hausdorff difere da capacidade limite, temos o

conjunto A = QNI0, 1] para o qual vale, dimy A = 0, j& que A é enumerdvel, dimp A =1
, j& que A é denso em [0, 1].
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Observagao 3.1.1. Em geral, ndo temos a igualdade. De fato, dados o, 5 € [0,1] com
0 < a < B eziste um conjunto F' C [0,1] fechado, tal que dimpy = 0, dimpF = a e
dimpF = 5. Uma prova para este fato pode ser encontrada em [1].

Considere um espago métrico X e p uma medida em X (todas as medidas que apa-
recerdo ao longo do texto sao medidas de probabilidade borelianas.)

Definicao 4. A dimensdo de Hausdorff de p é dimpy p = inf{dimg(2) : u(Z2) =1} .

Uma consequéncia direta da definigao é que dimy p < dimy X.
1 B
Definigao 5. Definimos a dimensao pontual de p em x como d,(z) = lir% M
r— ogr

se tal limite existir.

Além disso, definimos a dimensao pontual inferior e superior como:

d,(z) = 11§Liglf10g(ul(i(f,r)))
dyfw) = Timsup 10g(ul(fg(fﬂ")))

Alguns resultados relacionam a dimensao de uma medida p com a dimensao de X.
De fato, temos:

Teorema 3.2. (Principio de Distribuicao de Massa Nao-Uniforme)

Suponha que p é uma medida finita em R, E C R tem medida positiva e que existe
a >0 tal que
dy(z) > o

para j1-quase todo ponto x € E. Entao dimy F > «a.

Teorema 3.3. Suponha que p é uma medida finita em R? e que existe o > 0 tal que
d,(z) <a

para todo x € Z. Entao dimyZ < a.

As provas dos teoremas acima podem ser encontradas em [1].

3.2 Construcao de Carathéodory
3.2.1 Dimensao de Carathéodory

Seja X um conjunto e F uma colecao de subconjuntos de X.
Sejam 1,1 : F — R satisfazendo :

1. 0 e F;nd)=0¢®) =0; nU),»(U) > 0 para todo ) # U € F.
2. Para todo § > 0 existe ¢ > 0 tal que n(U) < 0 se Y(U) < e.
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3. Para todo € > 0 existe G C F enumeravel que cobre X e

¥(G) =sup{y(U);U € G} <.

Seja agora £ : F — RT uma funcao. Através das fungoes ¢, £, n introduzimos uma
estrutura de dimensao de Caratheddory 7 = (F,&,n,¢) em X ou C-estrutura. Dado
Z CXea€eRee>0 defina:

mo(Z,a,2) =nf{}_ €Un(U)"}
Ueg

onde o infimo tomado sobre todas as enumeraveis G C F que cobrem Z com 9(G) < e.

Exemplo 6. Considere X = R". Tome F = {U;U¢€ aberto} , v(U) = n(U) = |U| e
£:F — RT como {(U) =1 para todo U € F. (F,&,n,v) € uma C-estrutura em R™.
De fato:

1. O € aberto. Além disso, se U # () é aberto entao existe x € U e portanto existe
r >0 tal que B(x,r) C U. Logo, »(U) =n(U) =|U| >r > 0.

2. A propriedade 2 vale com € = 4.

3. Seja e > 0. Considere {x;} uma enumeracio de Q™. Entao {B (xi, g) ;i€ N} €

€
uma cobertura enumerdvel de X com (B (xi, 5)) = ¢ para todo © € N.

Quando dimuimos o € as coberturas admissiveis diminuem, assim existe :

me(Z, o) = ll_I)I(l)mc(Z,Oé,éf).
Proposicao 3.4. Dado a € R:

1. mc<@,06) =0.

2. mo(Zy, o) <me(Zy, ) se Zy C Zs.

3. me(| ) Z) <D me(Zi, ).
i>0 i>0
Demonstracao.

1. 0 € F e n(d) = 0 portanto me (0, a) = 0.

2. Dado que G é uma cobertura de Zs com 1(G) < € entdo G é uma cobertura de 7,
o resultado segue (Se A C B entao inf A > inf B).

3. Sejam ¢,0 > 0. Para cada i > 0 existe um cobertura G; = {U;; €; F;j > 0} de Z;
com ¥(G;) < € tal que :

ime(Zi, ) — Zf(Uij)U(Uij)a’ < %

J=0

Assim G = {Uy;,i > 0,j > 0} é uma cobertura de Z = (J;5,Zi e ¢ claro que
¥(G) < e. Portanto:
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c(Z,a,¢) Zf n(Usis) <25+chZZ,oz)

U;;€6G >0

Fazendo € ir para zero e § em seguida, temos o resultado.

A préxima proposicao possibilita a definicao de dimensao.

Proposicao 3.5. Existe ac tal que me(Z,a) = +o00 se a < a¢ e me(Z,a) = 0 se
a > Qc.

Demonstragdo. Suponha que 0 < mg(Z,a) < +o00. Considere f > a e § > 0. Existe
go > 0 tal que para todo € < ¢ vale:

1. me(Z,a,e) < L < +00.
2. n(U) < dsey(U) < e (pela Propriedade 2 da estrutura de Carathéodory).

Considere entdo € < g¢. Temos para toda G cobertura de Z com ¢(G) < e:

D)UY =) U W) <8y gU)n(U)* < 67 L. Assim:

Ueg Ueg Ueg
me(Z,B,e) < 6°~L

para todo € < ¢p. Fazendo ¢ — 0 vem:
me(Z,3) < 6° L.

Fazendo, por fim, 6 — 0 vem :
mc(Z, ) =0

Suponha agora que m¢c(Z,a) = +00. Se f < a entdo me(Z, ) = +00 (se nao fosse

aasim, pelo que acabamos de provar me(Z, a) < +00)
|

Definicao 6. A dimensao de Z (de acordo com a C-estrutura) é dime Z = ac dado pela
Proposi¢ao acima.

Exemplo 7. Quando a C-estrutura € aquela do exemplo 4 entdo ac = dimpyZ.

Vejamos algumas propriedades basicas.
Proposigao 3.6. 1. dim¢ 0 = 0.

2. Se Zy C Zy temos dimg 77 < dime 2.

3. dimg(| Z;) = sup, dime Z;.

A prova da proposi¢ao acima segue da proposicao 3.4.
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3.2.2 Capacidade Limite de Carathéodory

Seja X um conjunto com a C-estrutura (F, &, n,v). Vamos definir em X uma nova nogao

de dimensao. ) _ o
Vamos assumir que vale a seguinte condicao :

3’. Para todo ¢ > 0 suficientemente pequeno, existe uma subcolecao G C F que cobre
X tal que p(U) =e VU € G.
DadoaeR ,e>0e Z C X , defina:

Re(Z,a,€) = inf {Zg(U

Ueg
onde o infimo é tomado sobre todas as coberturas enumeraveis G C F tais que

Y(U) = ¢ para todo U € G.
Sejam
re(Z,a) = lir% inf Ro(Z, a, €)
E—r
To(Z,a) = limsup Ro(Z, a, €).
e—0
Proposicao 3.7. Para todo Z C X existe o , € Q¢ tais que:
1. ro(Z,a) =00 se v < ap era(Z,a) =0 se a > a.
2. Te(Z,a) =00 para a < @¢ eTF(Z,a) =0 se a > .
Por fim definimos, respectivamente, a capacidade superior e inferior de Z :

Cap.Z = ac = inf{a;ro(Z, a) = 0}
CapoZ = ac = inf{a;7c(Z, a) = 0}.
Algumas propriedades béasicas seguem abaixo.
Proposicao 3.8. 1. dimg Z < C’apCZ < CapsZ para todo Z C X.

2. Se Zy C Zy entao C’apCZl < CapCZQ e CappZy < CapeZs.

> %C(U Z;) > sup Cap ., Z;
C_GPC(U Z;) > sup CappZ;.
Demonstracao.
1. Temos inf {Z U)*} < inf {Z )%} . Assim, mo(Z,a) <

Gp(G)<e Gup(G)=
re(Z,a). Portanto se mo(Z, ) = 400 entao EC(Z a) = +oo. Logo:

{a:me(Z,a) = +o0} CH{ajra(Z, a) = +oo}.

O que nos da:

dimeZ < C’apCZ.
E claro que C’apCZ < CapsZ. E o resultado segue.
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2. Se G é uma cobertura de Z; com ¥(G) = ¢ entao é tambem cobertura para Z;. .
Assim, ro(Z1, a) < ro(Z2, @) e portanto Cap ,Z1 < Cap,Z>. A outra desigualdade
¢é analoga.

3. Do item anterior, CapC(Zn) < Cap,, (U Zi) para todo n > 0.

1>0

Logo:

Cap,, (U Zi) > sup Cap,,Z;

i>0 20

A outra desigualdade é andaloga.

3.3 Pressao Topolégica

A construcao acima aplicada no contexto de dinamica, produz a nocao de Pressao to-
polodgica, como descrito abaixo.
Considere f : X — X continua ,um conjunto Z C X invariante e ¢ : 7 — R

continua. . _ .
Considere Y uma cobertura de X. Seja S,,(U) o conjunto dos cilindros :

V:{Ungz UZJ GU}

m—1)

Faca agora S = S(U) = U Sn(U).
m>0

Dado um cilindro V' = {U;,...U;,, ,} € S(U), defina m(V) =m e
X(V)={zeX;f/(z) €U;,j=0,...m(V)—1}.

Ponha ainda
F=FU) ={X(V);VeSU}

Agora defina &, 1,1 : S(U) — R como

§U)=exp| sup D o(f(2))
zeX(U) =0
n(U) = exp(—m(U))
V(U) =m(U)"".
De acordo com a construcao da sec¢ao acima:
me(Z,a) = im M(Z, a,o,U, N)
N—o0
onde,

m(V)—1

M(Z,a,p,U, N) = inf Zexp —am(V)+ sup Z o(fF(x))
9 v zeX(V) 5o
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todas as cole¢oes enumeréaveis de cilindros G C S(U), m(V) > N para todo V' € G onde

G cobre Z.
Além disso,

re(Z,a) =lim inf R(Z,a,¢o,U,N)

N—o0

To(Z,a) = lim sup R(Z,a,o,U, N)

N—o0

onde,
N-1
R(Z,a,p,U,N) = inf exp [ —aN+ sup Y o(f*(z))
g {[;g xeX(U)kZ:O

Tomado sobre todas as colegoes enumeraveis de cilindros G C S(U) tais que m(V) = N
para todo V € G e G cobre Z.
Por fim,

Pyz(o,U) = inf{o; mc(Z, o) = 0} = sup{a; me(Z, a) = 400}

CPy(p,U) =inf{a;ro(Z, a) = 0} = sup{o;ro(Z, a) = +oo}

CPy(o,U) = inf{a;7c(Z,a) = 0} = sup{a;7c(Z, o) = +oo}.
Note que as dimensoes acima dependem da cobertura inicial U.

Teorema 3.9. Existem os limites:
1. Pz(p) = lim Pz(p,U)
|[U|—0

2. Qz(‘ﬁ) = lim Qz(%u)

|U|—0

3. CPy(p) = lim CPy(p,U)

|U|—0

Demonstracao.
Considere uma cobertura )V de diametro menor que o nimero de Lebesgue de U.

Assim dado V' € V existe U(V) € U tal que V. C U(V). Dado um cilindro V =
{Vig----Vi,,} € S(V) podemos associd-la a U(V) = {U(V;,),..U(V;, )} € S(U). Além
disso, é claro que se G € S(V) é uma cobertura de Z entdo U(G) = {U(V);V € G} cobre

" Seja v = y(U) = sup{|o(z) — ©(y)|;x,y € U para algum U € U}. Assim:

m(V)—1

EEZexp —(a=~)m(V) + sup Z o(ffx) | =

vVeg zeX (V) k=0
m(V)—1

:Zexp —am(V) 4+ sup ( Z p(f(@)) +7)

Veg 2€X(V) k=0
Note que se z € U(V) entdo f*(z) € U(V;,) para todo k. Assim, se y € V temos

lp(z) —o(y)] <.

Portanto:
m(V)—1
E > Z exp | —am(U(V))+ sup Z o(f*(y))
UeU(g yeX(U(V)) k=0
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A desigualdade acima nos da:
M(Z a,o,U,N) < M(Z,aa—~,V,N).
Logo:

Pyz(o,U) —~ < lim inf Pz(¢, V).
[V|—0

Como X é compacto, temos que ¢ é uniformemente continua e portanto ‘li‘m y(U) = 0.
U|—0
Logo:

_ o |
dam sup Pz (e, U) < lim inf Pz (o, U)

Portanto, o primeiro limite existe. Para os outros dois a prova é inteiramente analoga.

Definicao 7. Os limites do teorema acima sao chamados respectivamente de Pressao
Topolégica , Capacidade Inferior e Capacidade Superior de .

Em geral, Py () < CP,(p) < CP4(p). As propriedades que listaremos abaixo sao
as tradugoes das propriedades da construcao de Carathéodory para o nosso contexto.

Proposicao 3.10. 1. Py(p) <0
2. Se Zl C ZQ entao le ((,0) S PZQ(‘;O)

3. se 7 = UZi Py(p) = sup; Pz, (p)

Proposicao 3.11. 1. CP; <0, CPy(p) <0
2. Se Z, C Zy entio CP, < CPy (¢) e CPy < CPyg(yp).
3. Se Z =\JZ; entao CP () > sup; CP, e CPy(p) > sup; CPz/(p).
No caso que em o espaco em questao é compacto , esses niimeros coincidem.

Teorema 3.12. 1. Se Z C X invariante entao CP,(p) = CPy(p). Além disso, para
qualquer cobertura U de Z temos CP,(o,U) = CPz(p,U).

2. Se Z C X ¢ invariante compacto entdo vale Pz() = CP(p) = CP(p). Além disso
para toda cobertura aberta U temos Pz(p,U) = CP,(p,U) = CPz(p,U)

A prova do teorema acima pode ser encontrada em [2].

O conjunto X, = {1, ..., p}¥ é chamado shift com p stmbolos. No caso em que estamos
no shift e a dinamica é a aplicacao o((iy, ..., i, ...)) = (i2, 13, ...) as defini¢gdes de Pressao,
Capacidade limite superior e inferior podem ser simplificadas . Seja U/, uma cobertura
por cilindros de comprimento n, Cy, ;. = {(J1,-Jm,-);J1 = sy Jn = in}. Temos
lim |U,| = 0 e para todo U € S(U,,), X (U) é um cilindro. Assim, podemos escrever:

n—oo

M(Z N) = inf _ 1 k
(Z,c,0,Uy, N) 1 Z exp( a(m+1)+ sup Z"O(U (w))) onde o

c weCyq..ip, =0

Q- in
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infimo é tomado sobre todas as G coberturas por cilindros Cy, _;,., m > N > n.
N
R(Z,a,o,U,, N) = Z exp <—a(N +1)+ sup Zgo(ak(w))) onde a soma
Cig..in €G weCi.in k=g

¢ feita sobre todos os cilindros Cj, ;, que intersectam Z.

Teorema 3.13. (Principio Variacional) Seja f : X — X continua , e Z C X
compacto invariante . Entao para toda ¢ : Z — R continua temos:

Py () = sup{h,(f) + /godl/; v é f — invariante}.

Um prova para o teorema acima pode ser encontrada em [3].
Uma medida que realiza o supremo do teorema acima é chamada estado de equilibrio.

Uma transformacao f : X — X é dita expansiva de existe g > 0 tal que se z,y € X
e x # y entao existe n € N tal que d(f"(x), f"(y)) > €o. Note que esse é o caso dos shifts

a esquerda o : {1,..,p}N — {1,..,p}" com a métrica dg, ds((zr), (yx)) = > —|”"’fﬂ_kyk‘.
Nesse caso temos:

Teorema 3.14. Se f: X — X (X métrico compacto) € expansiva entao todo potencial
p: X — R admite estado de equilibrio.

Nao faremos a prova completa do Teorema acima, apenas um esboco é feito abaixo.
Os detalhes podem ser encontrados em [3].

Como X é compacto, My(f) = {u; u(X) = 1 e p medida f-invariante} é compacto na
topologia fracax. Além disso, a aplicagdo yu — [ pdu é continua na mesma topologia.
Pelo Principio Variacional, existe uma sequéncia {, }, tal que

n—oo

lim A, (f) +/sodun = P(f.¢).

Mas M;(f) é compacto e portanto {u,}, admite uma subsequencia convergente para
um certo v. Como f é expansiva a aplicagdo yt — h,(f) é semi-continua superiormente.
Logo:

hy(f) + /cpdl/ > limninf hy, (f) + /gpdun = P(f,¢).

Logo, v é um estado de equilibrio.
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Capitulo 4

Dimensao de Hausdorff de
Conjuntos Quase-Moran

Os conjuntos quase-Moran sao obtidos de acordo com a seguinte construcao. Considere
A1,y Ap € (0,1). Na etapa n considere conjuntos A;, ;. fechados tais que:

| VAV N GVAV I R! para todo j =1, ..., p.

2. Existem bolas tais que B(z;, s 7i..i.) C Digein € B(Tig...ins Tip...in, ) qualquer que
seja a n-tupla (i1, ...i,).

3. Os raios das bolas acima satisfazem:

= Kl)\io-“)\in

Tig.in

Fio---in = KQ)\Z‘O.../\'

in

K, e K, sao constantes.

4. int By, Nint By o =0 se (i1, ....,in) # (J1, - Jn) € M > N0,
Seja K o conjunto limite dessa construcao.
Como lim | A;, 4, | = 0 (de acordo com a propriedade de 3) entao (07, 2, i,
n—oo

consiste de um ponto. Podemos entao definir uma aplicagao de maneira natural:

XL pY — K como X((i1, sty o)) = Npey L -

Vamos considerar em X, = {1, ..., p}" a métrica dg(w,w’) = 3, IZ'“ il g6 =
= (i1 ey lipy -..) € W = (i), ...7,,...). Isso nos permite obter informagoes sobre F através
do shift.

Um subshift Q C {1,...,p}" é um conjunto invariante pela aplicagao shift

oY, — X, dada por o((i1,...,0n,...)) = (i2,i3,...). Seja Q@ C {1,...,p}" subshift
compacto. Dlzemos que uma n-upla (i, ...,4i,) é Q-admissivel se existe um elemento
(Je)e € Q tal que (j1,..., jn) = (i1,...55). Assim podemos falar no conjunto modelado

pelo subshift, i.e.,
F= ﬂ U 2

(i1...%n) €
Q—admissivel

Cobertura de Moran ‘
Seja 0 < r < 1. Dado w = (i1, ...in, ...) € Q existe, e é unico, n(w) € N tal que:
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iy -- )\z()>re)\i1 A s ST
Considere entao os cilindros Cj, . ; () 2COM W € Q. Dois cilindros ou sao disjuntos ou
um esta contido no outro ( Suponha que w € Cil...in(w/)- Se isso ocorre entao necessari-

amente n(w') < n(w) o que nos da C;,_;, () C Ci1~~-in(w/>)' Considere entao os cilindros

maximais ( isto é, cilindros que nao estdo contidos em nenhum outro). E claro que esses
cilindros formam uma cobertura de Q).

Chamamos essa cobertura de cobertura de Moran, e denotamos por U, g ou U, se nao
houver perigo de confusdo. A cobertura de F' formada pelos conjuntos x(C(w)), onde
C(w) € Uy, também é chamada cobertura de Moran. Quando estiver implicito o espaco
em questao, escreveremos apenas U,..

Quando R C @ nao é invariante ainda podemos construir uma cobertura de Moran
para R. Nesse caso os conjuntos C'(w) nao sdo necessariamente disjuntos, mas satisfazem
Clw)NCwj)NR="0sei#j.

A principal propriedade das coberturas de Moran é:

Proposicao 4.1. Existe uma constante M, independente de v e x tal que B(z,r) inter-
secta no mdzximo M elementos de U, .

Demonstracdo. Considere a cobertura de Moran U, de F, digamos, /A7 com j =
1,...N.

Se AN N B(z,r) # 0 entao AV C B(z,r +diam AJ). Lembrando que diam AJ <
2+ K, (de fato, A C B(T;,7;) onde r; = Ky)i...A\p() para algum w € @ e portanto,

da defini¢do de cobertura de Mordn, 7; < Ky—). Assun.

)\min

, K
A]CB(QZ,T’—I—2; 2).

Mas existe B(z;,7;) C /A comr; > Kyr e portanto B(z;,r,) C B (a: r <1 + 2,52 >>

~127!. Como diam B(z.,r;) > 2Kr

Considere entdo a grade de pontos em R!, G = Tj,T;

2v1
entao B (:L‘j,?"]) deve conter pelo menos um ponto de G de acordo com o lema 4.2 abaixo.
Assim, como as bolas B(z,,r;) sao disjuntas ( pela Propriedade 4 dos conjuntos de

J)=Jj
Moran) temos

K, K
card{B(x],rJ) B(z;,r;) C B ( <1+2>\min))} <cardGNB (x,r (1 +2)\min>) .
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I
K. 4
Note que card B ( z,r [ 1+ 2—2 NG < \/_( 2)+1] . Logo:
)\min Kl /\mln

card{AF; A9 1 Bla,r) # 0} < card{B(%%) Blaj ;) CB( (HQ;;;))}

< cardGﬂB(;1:,7”(1—1—2/\[(.2 )>

< (4};{(1 + 2Amm) + 1) :

E esse ultimo nimero independe de r e de .

Lema 4.2. Seja B = B(z,5) CR! com s > r. Entdo B contém pelo menos um ponto de
r
7t

2/l

Demonstragdo. Escreva z = (z1,...z;). Podemos escrever z; = p; + t; para algum

2/l

piEZeO<ti<L,i:1,..,l. Assim:

2Vl
‘ <p12\/_ P 7\;_)‘:|(t17:...tl)\:(t%+...+tl2)

Em outras palavras (p1,...,p;))——= € B(z,s).
p (p1 pz)Q\/z (2,5)

=
/;\
=%
N—
SIS
Il
|3
IA
VA

A equagao Pg(slog ;) = 0 é chamada equacao de Bowen. Vamos denotar sua raiz
por sy, i.e., Pg(salog A;y) = 0. A medida de equilibrio para a aplicagao ¢ = s, log A\, serd
denotada por py, € my = Y, i.6., mx(E) = pr(¢ ' (E)). Esses objetos se relacionam
C%m a dimensao de Hausdorff de conjuntos quase-Moran, como enunciado, e provado
abaixo.

Teorema 4.3. (Pesin-Weiss) Seja F o conjunto de obtido através do sistema (Q, o) de
acordo com a construcao descrita acima. Entdo vale :

1. HD(F) = dimpF = dimgF = s,
2. dimg my = s,

hm (U|Q>

3. s = ——— T
A fQ log )‘io d'u)\
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Demonstragdo. Seja d = HD(F). Da defini¢ao, dado € > 0 existe r > 0 para o qual
existe uma cobertura {B;};eny por meio de bolas B; com raio r; < r satisfazendo :

Z rite < 1.

De fato, como d = HD(F) entdao H"*(F) = 0 e portanto existe r > 0 tal que
H, T (F) < 1.

Para cada ! > 0 considere a cobertura de Moran U,, de F'. Denotemos por A}, ..., A;n(l)
aqueles elementos da cobertura de U,, que intersectam a bola B;. Como observado
anteriormente, como propriedade das coberturas de Mordn, temos m(l) < M para todo

[ € N ,onde M ¢ o fator de multiplicidade da cobertura. De fato, temos A{ = Aio,...,in(l,j)-
Assim, de acordo com a Propriedade 3 de conjuntos quase-Moran:

n(l.) n(l.5)
Ky H Aik = Ligingy S Tiowinay) = 152 H iy < Gy
k=0

A constante C independe de [ e j (de fato, maxi{ff—f} serve).

Assim {AJ:j =1,...,m(l),] € N} formam uma cobertura de F digamos G (se x € F

entdo dado [ € N temos = € A; para algum A; € U,, e além disso, como {B;}; é uma
m(k)

cobertura temos x € Bj para algum k € N e portanto z € U Ai) assim os cilindros

=0
{C’J = Cigipyy;d = Lym(l), L € N} formam uma cobertura para Q. Temos:
) m@) (o) O\
2 =20 (1T =
Aleg k=0 I k=0 \ k=0

xS (Gn) (@) (B
1 l K 1=0 l K
Dado N > 0 escolha r pequeno tal que n(l,j) > N para todo [ e todo j. Seja

U,, cobertura de ) por meio de cilindros de comprimento n, com n < N. Entao, pela
definicao e pelo que obtivemos acima:

n(l,5) d+e
M(Q,0,0,U,, N) < Z exp | sup Z (o™ (w)) Z H >\d+€ < M(Cl> .

nleg weC] k=0 Ajeg k=0 K

Portanto, m.(Z,0) <0, logo 0 > Py((d+¢)log A, ). Assim, s < d+¢ ja que Py(tlog \;,)
¢é decrescente. Fazendo € ir a zero, vem s = s, < d.

Vamos mostrar agora que dimgF’ < s. Para simplificar a notagao, facamos d =
log N(F,r)

= dimpF. Por definicdo, dimpF = limsup
log r=1

. Seja ¢ > 0, da definigao existe
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r tal que N(F,r) > re—d Seja entdao C'U) = Clo.ing,y cOM j = 1,..., N, a cobertura de
J
Moran U, de F. Da definigdo, N, > N(F,r). Assim, existe A > 1 tal que

j)+1
< )\ik <r
0

n(

£

SN
bl
I

(tome A = (min \;)~! como )\; < 1 para todo ¢ = 1,...p , entdao pela definicao das

1<k<p
n(w;) n(w;)+1 n(w;)
coberturas de Moran temos H Nip, >Te H i, <. Além disso, )\in(wj)+l H i >
k=0 k=0 k=0
> r min \; para todo j = 1,..., N,) Logo, (n(w;) + 2) min log \; < logr e além disso,
1<i<p 1<i<p
r
. > Z i
(n(wy) + 2) max log \; > log T Assim,

1 A
Coylog — — 2 < n(w;) < Cslog — —2
r r

onde Cy e C3 sdo constantes para simplificar a notacao(Cy = (minlog \;) ™! e Cs =
= (maxlog \;)™!). Assim n(w;) pode tomar no maximo Czlog 2 — Cologt + 1 valores.
Chamaremos essa ultimo nimero de B. Pelo principio da casa dos pombos , existe um
N € [Cy log% — 2,05 logé + 2| inteiro para o qual vale:

card{j :n(w) =N} >

ja que B < (C} logé se r é suficientemente pequeno. Além disso, lin% r°Cslog — =
r—> T

A 1\° 1 1
=0 (lin(l)r6 log— = lim <—) logsA = lim /5 = lim — = 0). Portanto, se r ¢é
r— T

s—00 \ S s—00 £8~ s—o00 £8¢

suficientemente pequeno, 1 > r<Cjy logé e portanto

card{j : n(w;) = N} > r2ed
Seja G uma cobertura arbitraria de () por cilindros de comprimento N, C;, ., €

z; = x(w;). Entao:

N n(z;)

Cig...in €9 k=0 jn(z;)=N k=0

jn(a;)=N

> A%—d = Cy = constante.
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Logo, sen >0e N > n, vem:

R(Q,0,0,U,, N) = Z exp( sup ng )

Cig..iy wECig...in k0

= 2. HM’;% > Ci

Cs

iQ.- zn

Isso para ¢ = (E — 2¢)log \;,. Portanto pelo teorema 3.19 (e aqui é usado o fato de que
Q é compacto) , vem:

CPo((d—2¢)log \iy) = Po((d — 2¢)log \iy) >0

e portanto, d — 2 < s. Mas como ¢ é arbitrdrio vem d < s. Temos d < s < d e é um

fato geral que d < dimzF < d , assim o a prova do item 1 segue.
Seja py medida de equilibrio para slog \;,. Da definigao:

hy, (0|Q) + s/ log \i,dpy = 0.
Q

Para simplificar a notacao, de agora em diante faremos h = h,,,. Seja e > 0 e suponhamos
que uy ¢ ergédica. Considerando a particao de () por cilindros o teorema de Shannon-
McMillan-Breiman afirma que para u-q.t.p w € @ existe N;(w) tal que para todo n >

> Ny(w):
pa(Cig._ip,) < exp(—(h —€))n).

Aqui C;, ;, (w) é o cilindro de comprimento n que contém w.
Pelo teorema de Birkhoff:

n—1

1 )
1 e .
nh_)rgo - Zslog iy (07 w) /slog Nig iy

J=0

Visto de outro modo, para p-q.t.p. w € @ existe No(w) tal que

1 n
3/ log A\j dpey < —logH)\f. +e.
Q noooiy

Assim se n = n(w) é suficientemente grande :

n
MA(Cio...in) < e—(h—e)n < 6san10g)\iOdu,\6na < (€+ [T5—o 7, e < eanH)‘fj'

—
Seja & = —2 . Entdo a > =2 e portanto e?"¢ < (H” )\ij) . Assim, se

min; log by — ijo log W 7=0

n = n(w) é suficientemente grande vem:

)\ zo n <H/\S “.

Para cada | € N defina @, = {w € Q; max{Nl(w), Ny(w)} <1}. Temos :
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1. Qi C Qi

2. m(Q\JQ) =0

=1

O item 1 é de fécil verificagdo. A segunda afirmacao é verdadeira porque |J;2, @Q; ¢ a
interseccao de dois conjuntos de medida total , a saber, o conjunto dos pontos para os
quais vale a convergéncia no teorema da média de Birkhoff e o conjunto dos pontos para
os quais vale a convergéncia em Shannon-McMillan-Brieman. Assim, existe {, > 0 tal
que para todo [ > Iy temos (@) > 0. Sejal > ly e 0 < r < 1. Seja U,; a cobertura

de Moran de ();. Tal cobertura é composta por elementos Clj =C; onde w; € Qy,
j=1,., N, Seja A} = x(C}). '

Seja N = N(z,r,1) = card{(l,j) : ] N B(x,r) # 0}. Sabemos que N(z,r,1) < M
onde M ¢é a multiplicidade da cobertura de Moran. Assim, pelas propriedades dos quase-
Moran

O'Ln(wj)

N N
mx(B(z,r) N x(Q)) < Zm,\(A{) < Z N S KoN(z,r, Dr* ™ < KoMre™®.

j=0 7=0 k=0

Pelo Lema de densidade de Borel, enunciado no apéndice, como m(x(Q;) > 0 entdo
para quase todo = € @ existe um ¢y = ro(x) tal que 0 < r < 1y entao :

my < 2my(B(z,r) N x(Q1)).

Assim se [ > [y para u) quase todo x € ); temos :

dmk (aj) = hm 1nf M Z hm Hlf log m)\( (SL’, T) X(Ql)) ‘
r—0  logr r=0 log r

1 B
Mas log m(B(z, 7)Nx(Q;)) < log Ko M+(s—a) logr o que nos da ogmx(B N x(Qr)) >

log r
log KoM
>s—a+ 08 2 se r < 1. Portanto:
log r
A, () > 55y — .
log KoM
Ja que lim 082l 0.
r—0 logr

Portanto pela propriedade 2 dos @;’s vem que d,,, (z) > sy — « para quase todo
x € Q, ou seja, dimy my > sy — . Como lim. g «a(e) = 0, fazendo ¢ ir a zero vem que

dimpy m, > s, para quase todo x € Q. E claro que dimy F' > dimy py (A medida esta
suportada em F') . Portanto o item 2 esta provado.

No caso geral , considere a decomposicao ergddica de u , digamos (up)p. Com efeito,
wp € medida de equilibrio para fip-quase todo P de acordo com a proposigao 10.5.5 de [3].
Seja Z C @ tal que u(Z) = 1. Entéao pela decomposicao ergddica, temos que up(Z) =1
para ji-quase todo ponto P. Assim, pelo que foi provado acima, dimyg Z > s,. Logo da
definicao vem:

dimyg p = sy.

Por fim, como por defini¢ao, P(sylogA;,) = 0 entdo temos, ja que p, é medida de
equilibrio:
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hy, (0]Q) + S)\/ log;, dpy = 0.
Q

E portanto segue também o item 3.
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Apéndice

Nesse apéndice, listaremos conceitos , propriedades e teoremas (sem provas) que foram
usadas no texto.

4.1 Lema de Densidade de Borel

Teorema 4.4. (Lema de Densidade de Borel) Seja A C X com u(A) > 0. Entao,
para ji-quase todo ponto x € A temos:

i 1B 0 A
r—0 M(B(Z’J’)

=1.

Além disso, para cada § > 0 existe Y C A com u(Y) > p(A) — 6 e rg tal que para
todox €Y el <r <rg,

u(B(a,r) N A) > ~u(Bla,r)).

N —

4.2 Equacao de Bowen
Seja X espaco métrico , f: X — X e ¢ : X — R continuas.
Teorema 4.5. Se ¢ € negativa e Z C X entao:

1. Y(t) = Py(ty) € Lispschitz , conveza e estritamente decrescente.

2. Eziste um unico s tal que p(s) = 0. No caso de Z compacto, s < +0o0.

4.3 Alguns Resultados de Teoria Ergddica

As provas dos teoremas aqui citados podem ser encontradas em [V-O].

Definicao 8. Seja f : M — M wuma transformacao mensurdvel e p uma medida em
M. A medida p é dita f-invariante se u(E) = u(f~*(F)) para todo conjunto mensurdvel
E.

Definicao 9. Seja f: M — M uma transforma¢ao mensuravel. Uma medida p é dita
ergédica se f~H(F) = E = u(E) = 0 ou u(E) = 1, ou seja, todo conjunto invariante
tem medida nula ou total. Escrevemos que (f,u) € ergddica.
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Teorema 4.6. (Média de Birkhoff)
Seja f: M — M um transformacdao mensurdvel e p uma medida invariante. Dado
¢ : M — R integrdvel, para p-quase todo ponto x existe o limite

o(z) = lim — ng fi(x

n—oo N,

Além disso, ¢ ¢ integravel e satisfaz:

/M Pdp(x) = /M pdp(z).

No caso em que p é ergodica temos:

Teorema 4.7. A aplicacao ¢ do teorema acima € constante em p-quase todo ponto x e

portanto:
J
/ ey)dp(y) = lim — Zw Flx

em quase todo ponto.

Seja M um espago métrico e P uma particao de M por conjuntos mensuraveis. Vamos
colocar uma estrutura de espaco de probabilidade. Para isso, considere a aplicacao 7 :
M — P que associa © € M ao tnico conjunto P(z) € P que o contém. Diremos que
um subconjunto @ C P ¢é mensuravel se 7r*1(Q) for mensuravel. Por fim, definimos a
medida /i em P como:

Q) = u(r Q).

Temos entao os ingredientes para o :

Teorema 4.8. Decomposi¢cao E’rgédica

Seja f : M — M uma transformac¢ao mensurdvel num espaco métrico completo
e separdvel M e p uma medida f-invariante. FEntao existem um conjunto My C M
mensuravel com u(My) = 1, uma particao P de My e uma familia (up)pep de medidas
ergodicas em M | tais que

1. up(P) =1 para fi-quase todo P € P.
2. P — p(E) € mensurdvel para todo conjunto mensurdvel E C M.

3. pp € invariante e ergodica para fi-quase todo ponto P € P.

= [ up(E)dj(P)

4.4 Entropia Métrica ou de Kolmogorov

Seja M um espaco métrico. Considere f : M — M continua e g uma medida f
invariante. o ) o s
Dadas P e Q particoes de M, definimos a soma dessas particoes como a particao

PVQ={PNQ:PcP ¢ Qc Q.
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Mais geralmente, para uma familia {P,} definimos \/ P, = {ﬂ P,; P, € P,}.

n=1

Seja P uma particao finita de M. Definimos:

Definigao 10. #H,(P) = — Z wu(P)log u(P) € a entropia da parti¢ao P.
PeP

Dadas duas particoes P e Q definimos a entropia condicinal de P em relagao a Q
como :
PN
WPl =S Y —uPQ) %.
PeP Qe H

Notacao 4.9. Escrevemos P < Q se todo elemento de Q estd contido em algum elemento

de P.

Vamos listar algumas propriedades da entropia de parti¢oes no proximo lema.

Lema 4.10. Considere P ,Q e R particoes de M. Entao :
1. H,(PV QIR) = Hu(PIR) + Hu(QIPVR)

2. Se P < Q entao
Hu(PQ) < Hu(QIP)

<H
Hu(RIP) = Hu(R|Q)
3. P=<Q < H.P|Q)
E claro que H,(P|M) = H,(P) , onde M é a partigio trivial. Usando o item 2

do lema, fazendo Q igual a partigao trivial (A partigao trivial é por definicao Q = M),
temos:

Hu(RIP) < HW(R).

Por fim, usando o item 3 com R = M vem:
H(PV Q) =H,(P)+Hu(QVP)<HLP)+ Hu(Q).

Escreva f~Y(P) = {f~Y(P

); P € P}. Se f preserva a medida p entdao H,(P) =
H,(f1(P)). Escreva PP =PV f~HP)V

LV TP,

Lema 4.11. H,(P™") < H,(P™) + H,.(P")

Demonstragdo.Temos P = H™\V f~™(P™). Assim:
Ha(P™) < Pu(P™) + Hy (£ (P).
E pelo que foi observado acima vem (se f preserva p entao f™ também o faz):

Hu(P™") < HW(P™) + Hu(P").
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Temos o seguinte resultado a respeito de sequéncias de niimeros reais:

Lema 4.12. Seja {a,}, uma sequéncia subaditiva de nimeros reais,i.e., Gpmyn < G+ ay,
entao existe o limite:

.a
L= lim —.

n—oo N,

. . . 0 0n
Além disso, temos L = inf —.
non

Logo, gracas aos lemas anteriores, existe o limite :
1
h,(f,P) = lim EH“(PH)'

Definicao 11. O limite acima é chamado entropia de f com relagao a parti¢ao P.
Por fim, definimos a entropia de f :

Definicao 12. O supremo tomado sobre todas as particoes finitas
hu(f) = Sup hu(f, P)

¢ chamado entropia métrica ou entropia de Kolmogorov de f.

Alguns resultados ajudam no calculo da entropia.
Vamos enunciar alguns.

Teorema 4.13. Sejam Py, ..., Py, ... particoes de M com P, < Ppi1. Se U P" gera a
n>1
o-dlgebra dos mensurdveis entao

hu(f) = Tim h(f, Pa).
Demonstragao. Ver [3].
Como corolario, temos:

Corolario 4.14. Se UP” gera a o-dlgebra dos conjuntos mensurdveis ,entao :

hu(f) = hu(f, P).

Definimos o didmetro de uma partigdo P como diamP = sup{diamU; U € P}

n

Corolario 4.15. Seja M um espag¢o métrico. Se lim diamP"™ = 0 entado:
n—oo

hu(f) = h(f,P).
Em posse desse resultado vamos calcular a entropia do shift no espago das sequéncias.

Exemplo 8. Seja M = ({1,....,1}",d) onde d({zn}n, {yn}n) = 3 com n = min{k; z, #

Y} e com a medida definida nos cilindros (definidos logo abaizo) do seguinte modo:
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l
1. Sejam py € [0,1] m=1,...1 tais que Y _p; =1
j=1

2. Os conjuntos (Ciy._i. ) (k) = {(z1, .0y Ty . ); Tk = 10, Th1 = U1,y .- Thpn = Tn} SGO
chamados cilindros. Defina
1((Cig...in)) (k) = PigPiy i, -

A medida definida acima se estende, de maneira unica, a todos os borelianos de
{0,1}N, e é chamada medida de Bernoulls.

Considere a aplicagdo o : {1,.. .1} — {1,.... 1} definida por o(xy,.1,,...) =
(T2 ooy Ty ot E facil ver que a medida é preservada na dlgebra gerada pelos cilindros.
Como os cilindros geram a o-dlgebra dos borelianos, entdao essa medida € o-invariante.
Para detalhes, veja Lema 1.3.1 em [3]).
Vamos agora calcular a entropia h, (o)
Note que o= (C;,..4,) (k) = Cy, i, (k+1). Considere a particao de P = {C1(1),C1(1), ..., Cy(1)}.
Temos P" = {C;,. ;. (1); (i1, ...in) € {0,1}"}. Note que

lim diamP" =0

( De fato diam C;, ; (1) = #} Assim, h,(f) = hu,(f, P).
Hu(P") = Z —1(Ci,..i,, (1)) log (T, .1, (1))
= Z —Piy---Pi,, 108 Diy - Diy,
= —pi-pi, Y logp;,
J
= Z Z —pi; log pi; Z Diy---Pi; 1 Pij 1 ---Pn-
Joi

i k#]

1 n—1
Essa ultima soma € igual a (Z pj) =1. Assim:

j=1

H,(P") =—n ij log p;.
J
Logo, *H,(P") = — >_;pjlogp; e portanto:

ha(f) = pilogp;.
J

Nessa linha, temos ainda o teorema de Shannon-McMillan-Breiman que é de carater
mais local, e que sera enunciado logo abaixo.

Seja P uma parti¢ao de M. Denote por P"(x) o elemento da partigdo P™ que contem
z. O teorema de Shannon-Mcmillan-Breiman afirma que:

44



Teorema 4.16. // Dada qualquer particao P com entropia finita existe
1
= lim ——1 "
hﬂ<f77)7x> nl—>nc}o n Og/’L(,P (.CL’))
em p-quase todo ponto. Além disso, a fung¢do que associa v — h,(f,P,x) € p-integrdvel

e o limite também vale em L'(isto é, definindo g,(x) = ——log u(P"(z)) tais fungoes
n

convergem na norma L' para a fungdo que associa x — h,(f,P,x)). Por fim,
[ bl () = 1y (7.P)

Demonstragdo.Ver [3].

Note que h,(f,P,z) = h,(f, P, f(z)) para todo x € M. Assim, a média

n—1

% ST hu(f, P (@) = h(f.P,x).

7=0
Assim, se p é ergddica, pelo teorema de ergddico de Birkhoff, temos que para p-quase

todo ponto x:
h#(fu 7)7 .T) = hu(fa P)
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