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Resumo

A propagacao de ondas acusticas em particulas é um fendémeno complexo que envolve a
interacao Onda-Particula, resultando em reflexdo, transmissao e espalhamento da energia
acustica. O estudo do espalhamento actstico envolve a andlise das solucoes da equagao de
Helmholtz, considerando condig¢oes de contorno e a expansao em ondas parciais, essa analise
nos permite compreender como particulas interagem com ondas actusticas e contribuem
para a propagacao e espalhamento da energia actstica. A maioria das analises tedricas
sobre espalhamento e forga de radiagdo actstica F,.q (forca estacionédria causada pela
mudanca linear do fluxo de momento durante o espalhamento de uma onda actstica
por uma particula) em fluidos assume que as particulas tém forma esférica, mas, essa
simplificacdo nao representa todas as situacoes da realidade. A forma esférica é considerada
uma forma geométrica idealizada, onde a particula é simétrica em todas as dire¢des, essa
suposicao simplifica o problema ao permitir que equagoes matematicas mais simples sejam
aplicadas para descrever o comportamento da particula em resposta a radiagao actstica.
Ao considerar particulas com formas nao esféricas, as técnicas analiticas exatas podem se
tornar impraticaveis. Nesses casos, sao necessarias abordagens numéricas mais sofisticadas,
como métodos de elementos finitos, métodos de diferencas finitas ou métodos de elementos
de contorno, para resolver o problema de espalhamento e obter resultados precisos e
realistas. Aqui, uma abordagem semianalitica é introduzida para lidar com particulas
axissimétricas de subcomprimento de onda (limite de espalhamento de Rayleigh) imersas
em um fluido ideal isotrépico. Os coeficientes de espalhamento que refletem os modos
monopolo e dipolo sao determinados por meio da resolu¢cao numérica do problema de
espalhamento. Nosso método é comparado com o resultado exato para uma esfera rigida
de subcomprimento de onda em agua, uma esfera fluida e um sélido viscoelastico, além
disso estendemos nossa andlise para um esferoide, geometria que se aproxima da esfera,
porém envolve complicagoes analiticas que tornam as solugdes exatas mais complicadas.
Esses estudos sao fundamentais para diversas aplicagoes Biomédicas, que usam técnicas
como aprisionamento de particulas, levitacao e pingas actustica, entre outras. Técnicas
para imobilizar particulas e células em sistemas microfluidicos sao muitas vezes necessarios
no conceito da tecnologia de laboratério dentro de um chip (Lab-On-Chip) onde é comum
particulas com dimensoes muito menores do que o comprimento de onda actstica, conhecido

como regime de espalhamento Rayleigh, encontrado em dispositivos de Acustofluidica.

Palavras-chave: Acustofluidica, Espalhamento de Rayleigh, Método de elementos finitos.



Abstract

The propagation of acoustic waves in particles is a complex phenomenon that involves
the interaction between waves and particles, resulting in the reflection, transmission, and
scattering of acoustic energy. The study of acoustic scattering involves analyzing the
solutions of the Helmholtz equation, considering boundary conditions and the expansion
into partial waves. This analysis allows us to understand how particles interact with
acoustic waves and contribute to the propagation and scattering of acoustic energy. Most
theoretical analyses on scattering and acoustic radiation force F,.q4 (the stationary force
caused by the linear change of momentum flux during the scattering of an acoustic wave
by a particle) in fluids assume that particles have a spherical shape, but this simplification
does not represent all real-world situations. The spherical shape is considered an idealized
geometric form, where the particle is symmetrical in all directions. This assumption
simplifies the problem by allowing simpler mathematical equations to describe the particle’s
behavior in response to acoustic radiation. However, when considering particles with
non-spherical shapes, exact analytical techniques can become impractical. In such cases,
more sophisticated numerical approaches are required, such as finite element methods,
finite difference methods, or boundary element methods, to solve the scattering problem
and obtain precise and realistic results. Here, we introduce a semi-analytical approach to
deal with axially symmetric particles of sub-wavelength size (Rayleigh scattering limit)
immersed in an ideal isotropic fluid. The scattering coefficients that reflect the monopole
and dipole modes are determined through the numerical resolution of the scattering
problem. Our method is compared with the exact result for a rigid sub-wavelength sphere
in water, a fluid sphere, and a viscoelastic solid. Additionally, we extend our analysis to
an spheroid, a geometry that approximates a sphere but involves analytical complications
that make exact solutions more challenging. These studies are fundamental for various
biomedical applications, which utilize techniques such as particle trapping, levitation,
and acoustic tweezers, among others. Techniques for immobilizing particles and cells in
microfluidic systems are often necessary in the concept of Lab-On-Chip technology, where
particles with dimensions much smaller than the acoustic wavelength are common, known

as the Rayleigh scattering regime, found in Acoustofluidic devices.

Keywords: Acoustofluidics, Rayleigh Scattering, Finite Element Method.
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1 Introducao

1.1 Som

O som ¢é uma onda mecanica e, por esse motivo, s6 é capaz de se propagar em
meios materiais, como o ar, agua ou metais. Sua propagacao ¢é tridimensional e tem forma
esférica em um meio homogéneo, percorrendo distancias iguais em todas as direcoes. E
percebido pelo ouvido humano como uma sensacao auditiva e é gerado pela vibracao de
um objeto ou fonte sonora, que cria ondas de pressao que se propagam através de um
meio. Essas ondas de pressao sao compostas por variagoes na pressao do meio em relacao
ao seu valor médio [1], elas se propagam em todas as diregdes a partir da fonte sonora e
sao captadas pelo sistema auditivo, que as transforma em impulsos elétricos transmitidos
ao cérebro onde esses sinais elétricos sao interpretados como sons e reconhecidos como
diferentes tonalidades, intensidades e timbres. Os sons audiveis pelos seres humanos se
encontram dentro de um intervalo de frequéncias chamado de espectro audivel, essas
frequéncias distribuem-se, na média, entre 20 Hz e 20.000 Hz, sons de frequéncias inferiores
a 20 Hz sao chamados de infrassons, é considerado ultrassom quando a frequéncia das
ondas sonoras esta acima da faixa audivel pelo ouvido humano. Algumas caracteristicas
incluem sua frequéncia, que esta relacionada a altura do som (agudos ou graves), amplitude
relacionada a intensidade do som (volume), sua forma de onda, que determina o timbre
ou qualidade sonora e a velocidade de propagacao das ondas sonoras que depende de
fatores como densidade, temperatura e elasticidade do meio, as ondas sonoras se propagam
mais rapidamente nos meios solidos, além disso, os estudos do som e seus principios

fundamentais sao realizados no campo da Acustica.

A teoria de espalhamento acustico em particulas de subcomprimento de onda é
fundamentada em métodos analiticos, numéricos e experimentais e envolve a resolucao
de equagoes de espalhamento, modelagem de particulas com geometrias complexas e a
consideracao de propriedades fisicas, como densidade, velocidade do som e atenuacao
do meio em que as particulas estdo imersas [2]. O espalhamento de ondas tem por
objetivo inicial compreender a natureza de propagacao de ondas sonoras incidentes e
espalhadas, para diferentes estruturas e geometrias dos centros espalhadores que formam
um meio. Problemas desse tipo sao investigados também em outras areas da Fisica,
incluindo Eletromagnetismo, Mecéanica Classica e Mecanica Quantica, essas areas estudam
a dinamica do espalhamento de ondas e particulas quando interagem com estruturas
ou objetos [3]. O estudo dos problemas de espalhamento desempenha um papel crucial
no avanc¢o do conhecimento cientifico e no desenvolvimento de tecnologias em diversas

aplicagoes praticas. O entendimento dos mecanismos de espalhamento de ondas em



particulas é essencial para a compreensao da interacao entre a radiagdo e a matéria, além
de fornecer informagoes valiosas sobre as propriedades das particulas e dos objetos em
estudo. Na Acustica, o espalhamento ocorre quando uma onda sonora incide em um objeto
ou meio e sofre reflexao, difragao ou dispersao [3]. Compreender como ondas de ultrassom
se comportam ao interagir com objetos complexos é fundamental como exemplo para

desenvolver técnicas de diagndstico.

E sabido que a natureza das ondas actsticas e seu tratamento formal dependem
do meio em que se propagam. Em fluidos, ondas actusticas sao descritas como ondas
longitudinais de pressao, que podem ser representadas por um campo escalar [4], nesse caso,
a variacao da pressao é a principal caracteristica da onda acistica. Para objetos elasticos,
como soélidos, é necessario utilizar a teoria da elasticidade para descrever e formalizar as
deformagobes e tensoes no material, isso é necessario para obter os potenciais que descrevem
a onda acustica no meio solido. A teoria da elasticidade permite relacionar as deformagoes
do material com as forgas e tensoes resultantes, fornecendo uma descricao completa do
comportamento eldstico do sélido [1]. Em sélidos, em geral, além das ondas longitudinais
de pressao, também podem ocorrer ondas transversais de cisalhamento, essas envolvem a
deformacao do meio sélido de forma perpendicular a dire¢do de propagacao da onda, a
presenca dessas ondas de cisalhamento é influenciada pela estrutura da rede de atomos e
pela organizacao cristalina do sélido [4]. No caso de sélidos rigidos, em que a estrutura
cristalina é altamente ordenada, é comum e conveniente utilizar o formalismo dos fénons
para descrever as ondas acusticas, os fonons representam as quantizacoes da rede cristalina
e permitem uma descri¢ao precisa das vibracoes e propriedades acusticas do solido rigido
[5].

Propomos nesse trabalho a descricao do fenémeno de espalhamento acustico em
que ondas viajantes sao desviadas de sua trajetéria inicial, esse processo de desvio é possi-
velmente acompanhado pela absorcao parcial da onda no interior do centro espalhador. Na
pratica é de grande interesse o entendimento dos materiais usados como espalhadores para
que otimizem a absor¢do ou o espalhamento. Em nossas andlises consideramos diferentes
estruturas de espalhamento simples, como esfera rigida, fluida e esfera viscoelastica, além

de um esferoide rigido.

1.1.1 Acustica e Acustofluidica

A Acustica é o ramo da Fisica que estuda o som e sua propagacao através de
diferentes meios. Abrange diversos aspectos relacionados a producdo, transmissao e
deteccao de ondas sonoras, bem como os efeitos dessas ondas no ambiente e nos objetos,
envolve o estudo das propriedades do som, como frequéncia, amplitude, velocidade,
intensidade e timbre. Também investiga fendmenos como a reflexao, a difragao e a

interferéncia sonora, que influenciam a forma como o som se comporta em diferentes



ambientes. Ja a Acustofluidica é uma area multidisciplinar que combina os principios
da Acustica e da Fluidodinamica, buscando entender e controlar a interacao entre ondas
sonoras e fluidos, como liquidos e gases [6]. A Acustofluidica tem aplicagoes em diversas
areas, como biomedicina, microfluidica, separagdo de particulas, manipulagao de fluidos e

tecnologias de laboratorio em escala micro ou nanométrica.

Ondas consistem em perturbagoes que transportam energia e momento (linear e
angular). Quando uma onda sonora que se propaga em um meio atinge a superficie de um
objeto parte do momento angular da onda ¢é transferida dando origem a for¢a de radiacao
acustica Fy.q, [7]. O controle cuidadoso desse efeito permite o manuseio de microparticulas
da ordem de lpym a lem [8, 9] sem contato, que pode ser uma ferramenta ttil para
manipular uma tnica célula ou molécula para uma ampla gama de aplicagdoes biomédicas.
Além de levitar, também é possivel utilizar ondas sonoras para mover e girar objetos
de forma controlada; a F,,q também pode ser utilizada em meios liquidos, permitindo a
manipulacao e separacao de células e microparticulas com ondas de ultrassom, isto pode
ter importantes aplicagoes praticas, como possibilitar a separacao de células tumorais
circulantes (CTCs) de células sadias ou dar origem a placas de petri “inteligentes”, que
poderiam ser utilizadas para manipular células usando ondas sonoras. A manipulacao de
microparticulas através da F.,4 e torque decorrentes do espalhamento de ondas é essencial
para a separacao de particulas, aglomeracao, transporte, formacao de padroes, e imagem.
Tais aplicagoes potencialmente promovem as industrias bioquimica e médica em assuntos
especificos, incluindo migracdo de microrganismos, montagem de estrutura coloidal e

desenvolvimento de novos métodos de bioimpressao [10].

Existem algumas técnicas para manipulacao de microparticulas sem contato, como a
Magnética que consiste na manipulacao de particulas em solucao usando campos magnéticos
para transporte e localizagdo de micro e nanomateriais [11], o aprisionamento Optico de
particulas [12] e a Actstica que usam forga de radiagdo sonora para manipular a matéria sem
contato [13]. Porém as técnicas magnéticas e eletronicas exigem que as particulas ou meios
que elas estejam imersas sejam magneticamente suscetiveis ou eletricamente polarizaveis.
As alternativas Opticas sao limitadas por danos na amostra devido ao aquecimento extensivo
por lasers de alta intensidade que podem danificar amostras biologicas, um fato que
restringe a viabilidade de aplicagoes em organismo vivo, consequentemente a manipulacao
direta da matéria biologica é um desafio significativo para técnicas que se utilizam de
aprisionamento 6ptico [14]. Os métodos actisticos por sua vez sao livres de tais restrigoes,
as forgas de radiacdo acustica sao cinco ordens de magnitude maior por unidade de
poténcia de entrada do que no aprisionamento 6ptico, dando-lhes uma vantagem de
eficiéncia significativa e permitindo operagao de baixo consumo de energia que ¢é critica

em aplicagoes de manipulagao de células [15].



1.2 Revisao da Literatura

A teoria de espalhamento é um tépico amplamente explorado na Fisica ha muitos
séculos, desde os avancos no entendimento da propagacgao da luz, que resultaram em
descobertas importantes como a lei de Snell e os principios de Huygens e Fermat no
século XVII [16], até a formalizacao da Actstica por Lord Rayleigh, que realizou estudos
fundamentais na teoria do som [17] e dreas relacionadas, entre o final do século XIX e o

inicio do século XX.

Na Actustica, o problema de espalhamento, envolve o estudo da interacao de ondas
sonoras com objetos ou estruturas. Essa area de pesquisa existe ha varias décadas, e uma
das primeiras investigagoes desse problema datam de 1934, King [18] apresentou em seu
trabalho “On the acoustic radiation pressure on spheres” expressoes para forca de radiacao
acustica sobre uma esfera incompressivel devido a uma onda plana progressiva e uma onda
plana estacionéria. Na década de 1950 Anderson [19], que abordou o espalhamento do
som por esferas fluidas. investigando a dependéncia das propriedades do espalhamento
acustico, como a se¢ao de choque de espalhamento e os padroes de radiacao actstica, em
relacdo ao tamanho da esfera, frequéncia do som incidente e propriedades do meio fluido.
Seguido por JJ Faran [20] que em 1951 publicou "Sound Scattering by Solid Cylinders
and Spheres'onde investigou o espalhamento de ondas planas de som por cilindros e
esferas circulares isotropicas considerando ondas de cisalhamento e ondas de compressao
em espalhadores de material sélido. Em 1952 Junger [21] e posteriormente Gary S. [22]
introduziram as cascas elasticas conhecidas como sistemas Core-Shell. Em 1966 Doolittle
23, 24] apresentou a solugao para o campo espalhado correspondente a uma onda sonora
plana incidente sobre uma casca concéntrica circular-cilindrica elastica. Em 1988 Stanton
[25] investigou o espalhamento de uma onda plana incidente por um cilindro circular
finito de fluido para varias frequéncias. Além desses cenarios, contextos com aplicagoes
relevantes foram estudados envolvendo regimes ressonantes em materiais elasticos [26, 27] e

viscoeldsticos [28]. Ivansson [29] também analisou materiais viscoeldsticos em seus estudos.

Esses sao alguns estudos que ajudaram a estabelecer as bases para o desenvolvimento
de modelos tedricos e técnicas experimentais para a analise do espalhamento actstico em
diferentes contextos; desde entdao, o estudo do espalhamento actustico tem sido ampliado e
aplicado a uma variedade de areas e aplicagoes na Actustica. Por exemplo, a compreensao
das propriedades do espalhamento actstico por esferas fluidas é relevante no projeto de
transdutores acusticos, no desenvolvimento de técnicas de imageamento médico baseadas
em ultrassom, na detecgao e caracterizacao de particulas suspensas em meios fluidos, entre
outras aplicagoes [2]. Além disso, os estudos sobre o espalhamento actustico contribuem
para o avanc¢o da teoria acustica e para a compreensao dos fendmenos fisicos envolvidos
na interacdo das ondas sonoras com objetos. Essas pesquisas tém sido fundamentais

para o desenvolvimento de métodos de simulagdo computacional, técnicas de modelagem



matematica e abordagens experimentais mais sofisticadas, permitindo uma anélise mais

precisa e abrangente do espalhamento actstico em diversos cenarios.

Vale salientar um fendmeno de interesse derivado da teoria de espalhamento actstico,
surge na interacao entre a onda actstica e o objeto. O objeto absorve ou espalha a onda
ocasionando uma transferéncia de momento linear e angular para o objeto. Em particular,
o fluxo do momento linear e a tensao que atuam sobre o objeto é conhecido como a forca de
radiacao acustica F).q, essa forca é utilizada em diversas aplicagbes como aprisionamento,
separacao, padronizacao e aglomeracao de particulas em diversas areas, sendo ideal em
situacoes onde as caracteristicas do sistema requer uma forga de intensidade suficiente
para transportar ou manipular substancias sem danificar a estrutura do objeto, como em

processos Bioquimicos e Farmacéuticos, [30].

Em 1955, efeitos de compressibilidade da particula suspensa em um fluido ideal
foram introduzidos por Yosioka e Kawasima [31] em seus resultados observaram que a
particula poderia mover-se para um nos ou anti-nos de pressao dependendo das propriedades
acusticas do fluido e da particula. as teorias de King, Hasegawa e Yosioka se equiparam,
quando o produto do nimero de onda e o raio da esfera é pequeno KR < 1, mesmo
com condigoes diferentes para as particulas [32]. Em 1957, Westervelt [33] derivou uma
expressao para forga de radiagdo em termos da funcao de espalhamento assintético sobre

um obstaculo arbitrario devido a uma onda plana incidente.

Em 1962, Gor’kov [34], apresentou uma expressao para uma esfera compressivel
em campo acustico arbitrario, sua expressao se torna semelhante a proposta por King
[18] para o caso de uma onda plana estacionaria. O método utilizado por Gor’kov é
limitado ao considerar que a particula ¢ muito menor que o comprimento de onda incidente.
Nesta aproximacao, somente os coeficientes de espalhamento de monopolo e dipolo sao
considerados [7]. A partir destes modelos, uma série de estudos e pesquisas veio a

aprimorar-se nos ultimos anos baseados nestes trabalhos.

Em 2011, Silva [35] obteve uma solugdo da forga de radiagdo exercida para um
feixe actstico de forma arbitraria sobre um objeto de geometria arbitraria, em fungao da
forma do feixe e dos coeficientes de espalhamento de uma onda incidente. Em 2011, Zhang
e Marston [36] desenvolveram uma interpretagio geométrica da forca de radiacao exercida
pelo feixe de Bessel de ordem zero em uma esfera no eixo em termos das se¢oes transversais
de absorgao, espalhamento e da poténcia extraida do feixe. Em 2013 Sapozhnikov [37]
desenvolveu uma abordagem tedrica para calcular forca de radiagdo de um feixe actstico
arbitrario sobre uma esfera elastica dentro de um liquido ou gas, usando uma solugao
classica para o espalhamento de uma onda plana a partir de uma esfera elastica aplicada

para cada componente de onda plana.

Em 2014, Silva [38] a partir de solugoes de espalhamento propds formulas exatas da

forga de radiacao acustica exercida por uma onda harmonica arbitraria sobre uma pequena



particula compressivel absorvedora, suspensa num fluido ideal. Em 2015, Leao Neto [7]
analisou um feixe com frente de onda arbitraria incidindo sobre uma pequena particula
viscoelastica suspensa em um fluido ideal e derivou expressdes analiticas para forca e
torque de radiagdo. Além desses, trabalhos mais recentes se destacam em nossas analises,
em 2018 Silva [39] a partir da solugao de espalhamento analisou expressoes analiticas de
forca de radiagao actustica exercida sobre uma pequena particula rigida esferoidal por
um feixe de frente de onda arbitraria. Com base nisso em 2020, Leao Neto [40] propos
expressoes analiticas de torque de radiagao actstica em um esferoide. Em 2021 Lima [41]
estudou expressoes de forca e torque de radiagdo actstica em uma esfera rigida imersa
e dgua e um globulo vermelho imerso em plasma sanguineo sob uma onda ultrassonica
estacionaria. Além desses, uma série de estudos e pesquisas vem se aprimorando nos
ultimos anos baseados nestes trabalhos usando técnicas numéricas e software de resolucao

de equagoes diferenciais avancados.

1.3 Aplicacoes

1.3.1 Pincas Acusticas

Pinca actistica é uma técnica para aprisionamento de particulas que utiliza feixes
acusticos, uma das primeiras aplicagoes da forga de radiacao [7]. O primeiro sistema de
pinga actstico foi proposto por Wu [42], que trata do fenémeno de aprisionamento de
objetos usando feixes ultrassdnicos colimados e focados de (3.5 MHz), conhecidos como
"acoustical tweezers', o texto descreve como é gerado um pocgo de potencial de forca estavel
por esses feixes e como ele pode ser usado para manipular objetos em dgua axialmente ou
lateralmente movendo um dos transdutores de focagem piezelétrico PZT que geram o foco
ultrassonico. Seu dispositivo é capaz de aprisionar estavelmente particulas de latex e ovos

de ra de 270 pm de didmetro em agua.

Uma pinga acustica usa forga de radiagdo actstica exercida por ondas ultrassonicas
para prender objetos de tamanho milimétrico [42]. Aplicagoes usando forca de radiagao
acustica para manipulac¢do sem contato foram propostas anteriormente [43, 44], no entanto,
tais métodos sao restritos a aplicagoes académicas [45]. As pingas acisticas sdo mais
adaptaveis a particulas de tamanhos variados e meios diferentes e sdo cruciais no campo

da captagao de objetos sem contato [46].

1.3.2 Levitacao Acdstica

A levitacao consiste de um processo onde objetos podem ser suspensos em uma
posigao estavel sem contato, e isso pode ser aplicado para a investigacao e o processamento
dos novos materiais. Esse processo é amplamente utilizado em diversas atividades de

pesquisa, como exemplo podemos citar a medi¢ao de tensao superficial de liquidos [47],
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aprisionamento de gases com alta densidade [48], formagao de particulas de gelo em campos
acusticos estacionérios [49, 50], e também nas dreas de Quimica Analitica e de Quimica

Bioanalitica [51].

Historicamente, a armadilha actustica foi introduzida como uma ferramenta para
processamento pela NASA e ESA cerca de 40 anos atras [52]. Os levitadores acisticos
desenvolvidos entao eram tipicamente destinados a levitar goticulas liquidas ao ar livre em
frequéncias de algumas dezenas de quilohertz. No inicio dos anos 1990, a levitagao actstica
em liquido foi investigada para uso em culturas em suspensao a granel para melhorar
a produtividade, desde entao, tem havido muitas publicagoes interessantes integrando

armadilhas actisticas com o mundo do laboratério em um chip (Lab-on-chip).

Existe uma variedade de técnicas de levitagao, que incluem levitagdo magnética [53],
levitacao tica[b4], e levitacao eletrostatica [55, 56]. Objetos também podem ser suspensos
através de ondas de ultrassom, esse método é conhecido como levitagao actstica que
consiste em contrabalancear a forca gravitacional F, por meio da for¢a de radiacao acistica
F,.q exercida por uma onda sonora que na maioria dos casos é uma onda estacionaria,

sobre uma particula suspensa em um meio fluido [57].

Um tipico exemplo de sistema de levitagao acistica consiste de um transdutor
de ultrassom, que vibra harmonicamente numa determinada frequéncia e de um refletor,
como mostra a Figura [1], usando um campo de ondas estacionarias gerado entre um
transdutor e um refletor é possivel capturar pequenos objetos em nés da distribuicao de
pressao sonora no ar. Na Fig.1, Considerando paredes rigidas, as amplitudes de uma onda
estacionaria sao maximas quando a distancia entre o transdutor e o refletor é um multiplo
inteiro de meio comprimento de onda, nesse caso, a distancia ¢ igual a um comprimento de
onda, o fato de existir dois nés de pressao, indica duas posi¢oes de levitagao, colocando-se
a particula no levitador ela é empurrada para um dos nés de pressao, aumentando-se
a distancia entre o transdutor e o refletor é possivel posicionar diversas particulas no
levitador. Kozuka [58] posicionou sete particulas de poliestireno simultaneamente usando
um transdutor cilindrico do tipo Langevin operando a uma frequéncia de 28 kHz com
amplitude de deslocamento de 30 um e um refletor de placa de vidro circular de 47 mm

de didmetro e uma distancia entre a fonte sonora e o refletor foi de 58 mm.



Figura 1 — Sistema de Levitacao Actstica

Fonte: Autor, 2023

A técnica de levitacao acustica é vantajosa em relagao a outras técnicas quando
consideramos o fato de nao haver restrigoes sobre a particula a ser levitada, como a exigéncia
de a particula ser metalica ou de estar eletrizada, além disso nao requer que a particula
esteja confinada em uma regiao limitada, isso permite a instalacao de equipamentos de
medicao e deteccao ao redor da particula, como equipamentos de espectroscopia Raman e
de difragao de raio X [51].

1.3.3 Acustofluidica

Podemos definir a Acustofluidica como uma técnica que utiliza campos actsticos em
microparticulas suspensas em Microfluidica, que é a ciéncia que opera em pequenos fluidos
suspensos em canais de cortes transversais com dimensoes micrométricas; dispositivos no

dominio de Acustofluidica sao, em geral, baseados em ondas estacionarias [7].

Existe a necessidade de manipular particulas e células em escala micrométrica
em muitas areas da Fisica, Quimica Analitica e Biociéncias; técnicas como filtragao,
centrifugacao e a sedimentacao sao bem estabelecidos em aplicagoes de macroescala, mas
em sistemas microfluidicos o uso de outras abordagens, incluindo 6ptica, magnéticas,
dielectroforéticas e forgas actsticas sao de interesse, porque permite uma separacao de
particulas baseadas nas propriedades mecénicas, como, tamanho, forma, densidade e
compressibilidade. A forcas radiacao acustica, normalmente em frequéncias ultrassdnicas
nas centenas de kHz a dezenas de MHz, tém comprimentos de onda que sdo bem combinados
com escalas de canais microfluidicos, e sao capazes de gerar pogos de potencial com escalas
de comprimento significativas; a tecnologia também é relativamente facil de integrar dentro

do sistema microfluidico [59].

Técnicas para imobilizar particulas e células em sistemas microfluidicos sao muitas
vezes necessarios no conceito da tecnologia de laboratério dentro de um chip (Lab-On-Chip),

a imobilizagao pode facilitar varias aplicacoes diferentes, tais como, estudos de microscopia,



incubagao e lavagem de células, enriquecimento de células a partir de suspensoes diluidas e
estudos de interagoes célula-célula. A Imobilizacdo sem contato especificamente permite o
estudo de células nao aderentes em um estilo mais controlado em ambiente in vivo, como

cultura de células sem contato em camaras de perfusao [60].

Com o desenvolvimento de sistemas Microfluidicos e o conceito da tecnologia
de Lab-On-Chip, o movimento de particulas resultante da forca de radiagao acustica
tém promovido uma revolugao em aplicagoes biomédicas, onde é comum particulas com
dimensoes muito menores do que o comprimento de onda acistica, conhecido como regime
de espalhamento Rayleigh, encontrado em dispositivos de Acustofluidica operando em 2

MHz e manipulagao de particulas tdo pequenas quanto luym em um meio fluido [7].

1.3.4 Motivacao

O estudo da interagao entre uma onda Acustica e particulas com diferentes formas
geométricas e materiais distintos é de grande relevancia na perspectiva de aplicagoes
em diferentes areas de estudo. A resposta a radiagao acustica de células bioldgicas se
assemelha a esses tipos de sistemas e pode ser aplicado no desenvolvimento de tecnologias
para uso em Biomedicina. Portanto, é necessario analises teéricas detalhadas sobre o
fendmeno de espalhamento actstico em diferentes tipos particulas na aproximacao de
Rayleigh. O potencial de aplicacao desses estudos nos motivou para analisar teoricamente
o fendmeno de espalhamento actstico por particulas esféricas e esferoidais, considerando
materiais rigidos, fluidos e s6lidos imersos em fluidos ideais. Além disso, nosso trabalho é
um passo concreto em dire¢do a computacao dos campos actsticos médios em particulas
nao esféricas em mais configuragoes acusticas realistas e pode servir como o base para

novas investigagoes em dispositivos acustofluidicos.



2 Formulacao Matematica para propagacao

de ondas acusticas em meios fluidos

Neste capitulo, sera apresentada uma formulacao Matematica para a propagacao de
ondas acusticas em meios fluidos que serd a base para a formulacao dos métodos numéricos
do Capitulo 4. Inicialmente, serdo deduzidas as equagoes governantes da propagacao de
ondas, partindo dos principios de conservacao de grandezas fundamentais como, massa,
energia e momento. Serd apresentada a equacao de onda acistica homogénea e a equagio
de Helmholtz, que representa a solucao para a propagacao de ondas em um meio sem
fontes externas, em seguida, sera apresentada solugoes analiticas conhecidas para a equacao
de Helmholtz, essas solugoes serao utilizadas posteriormente no Capitulo 3 na anélise
do espalhamento da onda sonora e formulagao dos métodos numéricos apresentados no
Capitulo 4.

2.1 Ondas aclsticas

Ondas acusticas (som) sao oscilagoes de pressao P(z,t) que se propagam em um
meio elastico, gerando variagoes temporais de densidade, velocidade e compressibilidade
do meio. Essas variagdes geram uma perturbagao no campo de pressao que se propaga por
meio de sucessivas variagdes na pressao e na velocidade das particulas do meio, de forma
alternada em relagdo a pressao atmosférica. A frequéncia dessas oscilagoes determina a
altura do som, enquanto que a amplitude da onda actustica estd relacionada a intensidade.
As ondas actsticas podem se propagar em meios sélidos, liquidos e gasosos, sendo que
a velocidade de propagacao depende das propriedades fisicas do meio, como densidade,
compressibilidade e médulo de elasticidade. A descricao matematica é dada pela equagao
da onda actustica, que é uma equacao diferencial parcial de segunda ordem que governa a
propagacao das ondas acusticas em um meio elastico e é obtida a partir de leis fundamentais

para fluidos compressiveis [61].

2.2 Conservacao de massa

A conservacao da massa é uma das leis fundamentais da Fisica e se aplica a
todos os sistemas, incluindo fluidos. A matéria é composta por atomos e moléculas, mas,
ao analisarmos o comportamento macroscépico de alguns sistemas envolvendo fluidos,
¢ comum considera-los como meios continuos, essa abordagem ¢ ttil porque simplifica

a descricdo matematica dos fenémenos. Ao tratar um fluido como um meio continuo,



podemos aplicar equacoes diferenciais parciais para descrever seu comportamento em

termos de grandezas macroscépicas, como densidade, pressao e velocidade.

Na Fig.(2) consideramos um fluxo de um material fluido com densidade p(z,t),
pressao P(x,t), volume de controle €2 fixo no espago e localizado em uma posicao x,
com contorno dg e velocidade v(z,t) na diregdo do vetor unitdrio n(z), exterior a €2,
onde x € R. Ao considerar o volume de controle fixo no espaco, podemos aplicar as leis
da Fisica para descrever o movimento do fluido nesse volume. O sistema contém um
numero suficientemente grande de atomos ou moléculas que se encontram em equilibrio
termodinamico local, um fluido ideal, cujas propriedades macroscopicas sdo constantes.
Isto nos permite definir grandezas fisicas para o elemento de fluido, tais como: densidade,

velocidade, pressao, energia interna e entropia.

Figura 2 — Volume de Controle.

Tn(x)

Volume Q)

Fonte: Autor, 2023

Podemos definir a densidade p(z,t) de um fluido em um instante de tempo t em
um ponto z como a quantidade de massa do fluido contida em um volume infinitesimal ao
redor desse ponto. Se assumirmos que o elemento de fluido contém N atomos ou moléculas,
a densidade pode ser expressa como a razao entre a massa m do fluido e o volume €2

ocupado pelo elemento de fluido:

1 N
plet) =5 > mi (2.1)
=1

m; ¢ a massa de um atomo ou molécula dentro do elemento de volume Q. A velocidade do
centro de massa do elemento de volume do fluido para qualquer instante de tempo ¢ pode

ser definida como:

)
v(r,t) = —/—7= m;v; 2.2
0= a0 ; 22
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v ¢ a velocidade do centro de massa do elemento de fluido, ¢ uma grandeza vetorial, ou
seja, possui magnitude e dire¢ao, indica a rapidez e a direcao do deslocamento do elemento
de volume do fluido em relacao ao tempo, v; é a velocidade do i-ésimo atomo ou molécula

dentro do elemento de volume €.

A conservacao de massa em um fluido exige que a variacdo da massa total do
volume ) por unidade de tempo seja igual ao fluxo de massa através da superficie dn que
envolve esse volume. O fluxo de massa por unidade de drea por unidade de tempo (kg/m?s)
é definido como (pv) que pode ser entendido também como uma densidade de momento,
e a velocidade do fluxo normal através do contorno 90X, é dada por (v(z,t) - n(x,t)).

consequentemente, a conservagao de massa por unidade de tempo é.
9 / dQ) = 7§ (v - 1)dAQ (2.3)
ot Jo P T T’ ’ '

o termo da esquerda da igualdade representa a massa do volume de controle variando
com o tempo, o termo da direita mostra o fluxo de entrada, ou saida, através da fronteira.
Portanto ha um fluxo de entrada e outro de saida, ou seja, os sinais correspondem ao
decréscimo de massa devido ao escoamento (ou seja, na diregdo da normal externa) no

material. Logo, s6 ha variacdo temporal de massa se houver fluxo de massa por 0S2.

O teorema da divergéncia de Gauss, também conhecido como teorema de Gauss, é
um resultado importante da teoria do célculo vetorial que estabelece uma relagao entre o
fluxo de um campo vetorial através de uma superficie fechada e a divergéncia desse campo

no interior dessa superficie, matematicamente, pode ser expresso da seguinte forma:
/ V- B(2)dQ = / B(z) - nddQ (2.4)
Q o0

n ¢é o vetor unitario normal que aponta para fora da superficie do, ddq e df2 sao os
elementos de integracao de area e de volume, respectivamente. O lado esquerdo da equagao
representa a integral da divergéncia do campo vetorial sobre o volume 2, enquanto o lado
direito representa a integral do campo vetorial B(z) sobre a superficie 9€2. Aplicando o

teorema de Gauss na Eq.(2.3), obtemos:
- daﬂz/v- a0 25
#_(pv)-mdo2 = [ - (pv) (25)
das Equagoes (2.3) e (2.5) obtemos,
/ 9 L () d2 =0 (2.6)
o\ ot p o '
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que leva a equacao:

ap B
o PV () =0 (2.7)

que corresponde a equagao de conservacao de massa; ela dita como ocorre a variacao da

massa em um elemento infinitesimal de volume no fluido ideal.

Ao analisar o comportamento e o transporte de massa em um fluido, levando em
consideracao a relagao entre a pressao, a densidade e a aceleracao, é importante definir
a conservacao de massa que influencia a distribuicao da massa no espago e também a
equacao de movimento que descreve como essa distribuicao afeta a aceleragao do fluido.
Assumindo que o volume de controle 2 esta sujeito a pressao hidrostética P(z,t), pode-se

identificar a forca ao longo de 052, como:

F=—¢ PndoQ |, (2.8)
o0

n denota o vetor normal ao longo de 0€). Pela segunda lei de Newton F = ma, tem-se;
dv
¢4 p daQ:/ i 2.9
7{99 " Q P at (29)

usando o teorema de Gauss para transformar a integral de superficie em uma integral de

volume, obtém-se a identidade

- PndaQ:—/VPdQ , (2.10)
[2)9] Q

V ¢é o nabla operador (Gradiente) em coordenadas cartesianas. Sabe-se que a diferencial

total pode expressa por:

dv  OJv
oz AV , 2.11
assumindo pequenas oscilagoes no campo de velocidades, pode-se linearizar o diferencial,

conforme a referéncia [61], ficando somente com a parte linear

deév

R (2.12)

com a suposicao de pequenas oscilagoes, essa relagao é linearizada em actstica. Pelas

equacoes (2.9), (2.10) e pela linearizagao do diferencial total, obtém-se o que é chamado
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de equacao de Euler ou de movimento:

pg'; =-VP . (2.13)

2.3 Conservacao de Energia

2.3.1 Pressao e Densidade

A onda sonora (Som) é uma perturbagao que se propaga através de variagoes de
pressao em um meio material, como um fluido. Essas varia¢oes de pressao se propagam
como uma onda, caracterizada por regides de compressao e rarefagdo do meio. O som se
propaga a uma velocidade finita, ¢y, num fluido inicialmente nao perturbado de densidade
po € pressao py. Considerando grandezas termodinamicas, como energia interna u e entropia
s escritas por unidade de massa, podemos mostrar a relagao entre a pressao e a densidade,

basicamente a passagem do som no fluido altera localmente sua densidade [5].
, (2.14)

u € a energia interna por unidade de massa e s é a entropia por unidade de massa.
Expressar grandezas termodinamicas por unidade de massa permite uma abordagem mais
generalizada, pois ndo depende da quantidade total de fluido presente no sistema. Isso é
especialmente 1til em situagoes onde a massa do fluido pode variar, como em processos de
fluxo continuo, escoamento em tubulagoes, etc. A primeira lei da termodinamica estabelece
uma relacao fundamental entre o aumento da energia interna de um sistema, o trabalho
realizado sobre ele e o calor T'ds adicionado ou removido [7], Essa lei pode ser expressa na

forma diferencial como:
du=Tds—pd (p’l) : (2.15)

T ¢é a temperatura, o tempo necessario para que o som se propague pelo sistema é muito
menor do que o tempo necessario para que ocorram trocas significativas de calor, essa
condi¢ao simplifica a andlise do transporte de energia actstica, permitindo o estudo das
variagoes de pressao e densidade do meio sem a consideracao explicita do calor envolvido
no processo, logo o transporte de calor pelo som ocorre de forma adiabatica, isso implica

ds = 0, portanto;

du = pp~2dp, (2.16)
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assim, tanto a energia interna como a pressao pode ser expressa pela equacao de estado

em funcao da densidade
(2.17)

isso implica que pequenas variacoes na pressao, p — po, podem ser expressas em termos de

uma expansao em série de Taylor nas variacdes da densidade, p — pg :

(po) L= (2.18)

observe que as dimensoes do termo 0,p (po) sdo as mesmas do quadrado de uma velocidade:

Jdp|  Pressdo _ﬁ_ 25 MLY (L)2 (2.19)
dp|  Densidade 2 M pppz2 o \t) '
com isso, define-se formalmente a velocidade do som como,
dp
o= 5y ) (2.20)

esse foi o primeiro passo na obtencao da equacgao de onda do som: a velocidade com que a

onda se propaga, resta agora, saber de que forma essa propagacao ocorre.
Além disso a densidade de energia em um volume 2 é dada pela soma da densidade
de energia cinética e a densidade de energia interna;

pv?(z,t)
9

E(z,t) = + pu(x,t), (2.21)

a densidade de energia pode variar por conveccao através da superficie e pela variacao
do trabalho realizado por uma forga gerada pela pressao na superficie. A densidade de
energia de convecgao ¢ dada em termos do fluxo de energia [(pv?/2 + pu)v] e a variagio
do trabalho devido a pressao ¢ pv, logo, a variacao da taxa da densidade de energia para

um fluido ideal é dada por:
pv? pv?
815/ — +pu dQ+/ — +pu v-ndﬁg—i—/ pv - ndof) = 0, (2.22)
Q\ 2 o\ 2 i)

usando do teorema da divergéncia de Gauss Eq.(2.4), e como o volume é arbitrario, encon-

tramos a equacao da conservacao de energia,
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2 2
ot (p;)+pu>~l—v- Kp;}%—pu%—p) v] = 0. (2.23)

a quantidade entre colchetes é o vetor fluuxo de energia.

2.4 Conservacao de Momento

A variagao do momento de um volume ), esta relacionada a taxa de variacao
do fluxo de momento através da superficie que o envolve 02y, de acordo com o teorema
do transporte de Reynolds; esse fluxo de momento é determinado pelas velocidades das
particulas do fluido e pela densidade do fluido. Por outro lado, a agdo das forcas de pressao
na superficie do volume também pode causar variagdbes no momento. As forcas de pressao
sao exercidas pelas particulas vizinhas no fluido e atuam perpendicularmente a superficie,

contribuindo para a mudanga do momento do volume.

Assim, considerando as forcas externas ao sistema de magnitudes despreziveis na
variagdo do momento, pode-se considerar que o momento de um volume {2y pode variar ou
por meio de seu proprio fluxo pela superficie que o delimita, 0§y, ou pela agao de forgas
de pressao na superficie; essas duas contribui¢oes sao fundamentais para a conservagao
do momento em um fluido e sdo consideradas na andalise das equagoes de movimento de
Euler, que descrevem o comportamento do fluido ideal. Nesse contexto, a densidade de
momento (pv), possui fluxo (pvwv), que simboliza o produto tensorial entre a densidade
de momentos (pv) e a velocidade v num ponto x (um tensor de segunda ordem). Dessa

forma, escreve-se, a variagao da taxa do momento linear no volume €2y para um fluido ideal;

(915/9 pudS) + /69 p(x, t)ndoQ + o PV ndof) = 0, (2.24)

p(z,t) simboliza a pressdo em um ponto x em um tempo t.

Podemos utilizar o teorema de Gauss (2.4) para tensores com intuito de transformar

as integrais de superficie da Eq. (2.24) em integrais volumétricas. Com isso temos:
ot / pod§) + / Vpnd + / V- (pov)dQ = 0, (2.25)
Qo Q Q0

como o volume 2 é arbitrario, encontramos a equacao diferencial parcial da conservacao

do momento, alem disso, comutar o operador dt com a integral no espago produz:
ot(pv) + Vp+ V - (pvv) =0, (2.26)

podemos definir o tensor de tensoes para um fluido nao viscoso como,
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¢ = pI + pvv, (2.27)

I é o tensor unitario, o gradiente da pressao pode ser expresso em termos de um tensor de

segunda ordem,

Vp =V - (pl), (2.28)

reescrevendo a Eq. (2.26);

Ot(pv) +V - ¢ = 0. (2.29)

essa € a equacao de conservacao do momento linear, ela mostra que a variacao temporal
da densidade de momento é causada pela divergéncia das tensoes num dado ponto do
fluido. Observe ainda que tanto a Eq.(2.29) quanto a Eq.(2.7) descrevem relagoes entre
derivadas temporais\espaciais de densidade e pressao. Isso sugere que elas sejam a chave

para a obtencao da equacao de onda linear, que sera feita na préxima secao.

2.5 Equacao de Onda

Com o objetivo de simplificar as equagoes diferenciais parciais nao lineares que
descrevem a dindmica da onda em um fluido ideal, podemos utilizar o método de aproxima-
¢oes sucessivas, esse método envolve a escolha de um parametro de perturbagao, denotado
por M, que é assumido como sendo muito pequeno (M < 1), a partir disso, podemos
expandir as grandezas de interesse, como a pressao, densidade e velocidade, em termos
desse parametro de perturbagdao. Suponha que a velocidade maxima que o elemento de
fluido pode assumir na passagem da onda de pressao seja de magnitude vy, certamente,
vy K €y, OU seja, a velocidade do som é muito maior do que a perturbacgao de velocidade
que ele gera no meio, isso implica que a fragdo vg/co < 1, logo, pode-se considerar como

parametro de perturbacao seja,

M=2 (2.30)

esse parametro de expansao M é conhecido como niimero de Mach [7], uma medida
adimensional da velocidade. A expansao em séries de poténcia das grandezas de interesse

sao:
p—po=y M"p™, (2.31)
n=1
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p—po=y M"p™, (2.32)

n=1
v=> M'v™, (2.33)
n=1

aqui o indice n indica a ordem da expansao. Ao realizar essa expansdo, consideramos uma
série de aproximacoes, onde a solucao exata é representada como uma série infinita de
termos, sendo cada termo multiplicado por uma poténcia do parametro de perturbacao.
Para a derivagao do problema de espalhamento, a aproximacao linear dos campos actsticos

é suficiente, considerando a aproximagao linear, tém-se:

p—po = Mp", (2.34)
p—po=Mp, (2.35)
v = Mo, (2.36)

essas expressoes simplificam as equagoes de conservacao de massa e momento. No caso do
método de aproximagoes sucessivas, consideramos apenas os primeiros termos da série,
geralmente até a primeira ordem em M, para obter uma aproximacgao simplificada das
equagoes originais. Considerando apenas os termos proporcionais a M, trunca-se a soma

da série de Taylor da Eq.(2.18) para n = 1 e obtém-se:

MpH = MpWe2. (2.37)

dessa forma, a analise perturbativa envolve substituir as grandezas de interesse por suas
expansoes em termos M, e em seguida, substituir essas expansdes nas equagoes de
conservacao de momento, conservacao de massa e equacao de estado da pressao em termos
da densidade, isso nos permite obter equagoes aproximadas que descrevem a dinamica da

onda em um fluido ideal de forma simplificada.

A partir dessas equagoes aproximadas, podemos prosseguir com a resolucao e
manipulacao mateméatica para encontrar a equacao de onda, que é uma forma mais simples
e geralmente linearizada da equacao original, essa equacao de onda descreve a propagacao
da onda sonora no fluido ideal, e é mais facil de ser analisada e solucionada em comparacao

com as equagoes diferenciais parciais nao lineares originais. Substituindo as Equacoes
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(2.34) e (2.35) na equagdo (2.18) para n = 1, encontramos;

(1)

b
pV="% e p

Co

W =, (2.38)

que é uma aproximacao linear da expansao da densidade em fun¢do da pressao e da pressao

em funcao da densidade respectivamente.

Considerando as equagoes (2.7) e (2.29), substituimos novamente as Eqs. (2.34),
(2.35) e (2.36), mantendo somente os termos de primeira ordem de M e eliminando a

densidade através da Eq. (2.38) da pressao, obtemos,

1 opW
& ot

+ poV - v =0, (2.39)

na Eq. (2.26) a parcela V - (pvv), é proporcional a M2, e é muito pequena comparada
com os demais termos, entdo pode ser desprezada. Juntamente com as expansoes lineares

obtidas acima, escreve-se:

ovM
Lo ot

+vp) =0, (2.40)

as Egs.(2.39) e (2.40) sao as equagoes lineares de Dinamica dos fluidos.

E sabido que o rotacional do gradiente é sempre nulo, com isso tomando o rotacional
de (2.40) temos,

vV x oM =0, (2.41)

ou seja, a velocidade do elemento do fluido é irrotacional, se na aproximacao de primeira
ordem, o campo de velocidades ¢é irrotacional. Do célculo vetorial, isso implica que v é o

gradiente de alguma funcao potencial ¢ (r,t),

v = v, (2.42)

a relagao dessa fungao potencial com a pressao é obtida ao substituir a Eq.(2.42) em (2.40)

e comutar os operadores de posi¢ao e tempo entre si, produzindo,

podt(Vip) + Vpt) =0, (2.43)

trabalhando os operadores, chegamos em,
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V (podtw) = V (=), (2.44)

como essa relacao deve ser valida em todos os pontos, conclui-se que,

P = —podty, (2.45)

as Eq.(2.42) e (2.45) sao chamadas de relagoes constitutivas da onda acistica, descrita pelo

potencial ¢(r, t). Por fim, substituindo a Eq. (2.45) em (2.39), obtém-se a equagao de onda:

V) — ——— =0. (2.46)

Logo, o som pode ser descrito por uma fungao potencial ¢ (r,t), relacionada a pressao
pela Eq.(2.45) e ao campo de velocidades induzidos no meio pela Eq.(2.42). Essa fungao
potencial satisfaz a equacao de onda escalar e por isso, pode-se caracterizar o som como
um fenémeno ondulatério. Esses resultados sdo bem conhecidos na literatura [4, 62, 6], e

foram reproduzidos com o proposito de reafirmar a teoria que segue.

2.6 Equacao de Helmholtz

Em geral as solugoes da equagao de onda ¢ (r+wvt), sdo atribuidas a Euler, Bernoulli
e D’Alambert, e apesar de bem conhecidas, tratar de dependéncias temporais arbitrarias
no problema da propagagao da onda sonora, torna-o mais complicado [5]. Em geral, a fonte
emissora de ondas de som primarias pode ser controlada, entao, por simplicidade, vamos
supor que elas sejam geradas com dependéncia temporal harmonica, isso implica que a
variagao da perturbacao segue uma fungao seno ou cosseno ao longo do tempo, essa escolha
simplifica a analise, pois permite trabalhar com fun¢oes peridédicas bem definidas, facili-
tando a aplicacao de técnicas matematicas, pois conhecemos as propriedades das fungoes
senoidais e cossenoidais e suas relagoes com a frequéncia, periodo e amplitude; além disso, a
propagacao de ondas harmonicas é bem compreendida e estudada na teoria, o que nos per-

mite utilizar solugoes analiticas conhecidas. A velocidade do elemento de fluido é ¢(r)e™**:
U(r,t) = p(r)e™, (2.47)

a dependéncia temporal harmonica na equacao Eq.(2.46) implica, usando w = 27 f como a
frequéncia angular da onda, dada sua frequéncia linear f, na equacao de Helmholtz para o
fasor ¢ (r). O termo fasor denota o fato de que essa quantidade é invariante no tempo e pos-

sui caracteristicas ondulatérias. Usando k = w/cy onde ¢ é a velocidade de propagacao da
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onda, podemos expressar a equacao linear da onda Eq.(2.46) como a equagao de Helmholtz:

(V2 + k*)o(r) = 0, (2.48)

V2 é o operador laplaciano, que representa a segunda derivada espacial. A equacao de
Helmholtz descreve a propagacao de uma onda harmoénica no espaco e ¢ amplamente
utilizada na andlise de problemas acusticos. Suas solugdes descrevem o comportamento da
pressao e do campo de velocidades gerados no fluido ideal onde se propaga a onda de som.
A equacao de Helmholtz é uma equacao diferencial parcial linear, e suas solu¢oes descrevem
o comportamento da onda actistica no meio, ao resolver essa equacao, ver Apéndice 3,
podemos determinar caracteristicas importantes da onda, como sua distribuicao espacial,

sua propagacao, reflexao e difracao.
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3 Teoria de Espalhamento Aclstico

Neste capitulo, daremos inicio a analise do espalhamento da onda sonora em um
fluido ideal e incompressivel, em interacao com uma particula de simetria esférica ao
longo de sua trajetéria. Em seguida, abordaremos o espalhamento por um esferoide, que
apresenta caracteristicas distintas em comparacao ao espalhamento por uma particula
esférica, como sua forma alongada ou achatada, que afeta a interacdo com a onda sonora

incidente.

3.1 Descricao do Fenémeno de Espalhamento

O espalhamento ocorre quando a onda sonora interage com um objeto ou obstaculo
em seu caminho e tem sua trajetoria desviada, a interacdo pode resultar em mudancas
na direcao, amplitude e fase da onda, levando ao espalhamento da energia sonora. Essa
interacao pode ocorrer devido a diferentes fendémenos fisicos, como reflexao, refracao e
difracdo da onda, resultando na absorcao; ou no desvio da trajetéria da onda, esse ultimo

fendmeno denomina-se espalhamento actstico [63].

Existem diversas aplica¢oes do espalhamento actstico, tanto em campos cientificos
quanto tecnoldgicos, por exemplo, na area de diagnostico médico por ultrassom, o espa-
lhamento acustico é utilizado para obter informacoes sobre a estrutura interna de tecidos
e 6rgaos. Além disso, no estudo de materiais e na analise de particulas microscopicas, o
espalhamento acistico fornece informagoes valiosas sobre suas propriedades fisicas. Assim,
ao compreender o espalhamento actstico, podemos melhorar a deteccao, caracterizacao
e analise de objetos e obstaculos por meio de ondas sonoras; o estudo desses efeitos é
crucial para entender e utilizar de forma eficiente as ondas actisticas em diversas aplicagoes

praticas.

O espalhamento de ondas actusticas desempenha um papel significativo na modi-
ficagao das propriedades mecanicas do meio em que a onda se propaga. Essa interacao
pode afetar os coeficientes de absorcao e reflexdo do material, alterando o comportamento
da onda ao atravessa-lo. Diversos fatores podem influenciar, incluindo a geometria e
dimensoes da particula em relagdo ao comprimento de onda da onda actstica. Quando
a particula é comparavel em tamanho ao comprimento de onda da onda incidente, o
espalhamento se torna mais significativo. Além disso, o material da particula também
desempenha um papel importante ao considerar propriedades como densidade, elasticidade
e absor¢ao da particula que podem afetar a interagao com a onda incidente, resultando

em mudancas nas caracteristicas da onda espalhada.



3.2 Particula com Geometria Esférica

Focamos nossa anélise no espalhamento de uma tnica particula de simetria esférica
imersa em um fluido ideal. O problema consiste em estudar a interacao entre um feixe
de radiacao acustica, com um comprimento de onda arbitrario, e uma particula esférica
isolada imersa em um meio homogéneo ideal, ou seja, a tinica interagao que ocorre é entre
a onda incidente e o centro espalhador. A onda incidente é considerada monocromatica,
assumida como plana, com uma frequéncia angular w, que também é a frequéncia da onda
espalhada e da onda no centro da particula. Nossa andlise é exclusivamente classica, nao

levando em consideracao nenhum fenémeno de natureza Quantica.

3.2.1 Particula fluida

Nesse caso a esfera espalhadora é penetravel ao campo acustico, a onda de fato entra
em seu interior, ou seja, tem absorcao, portanto a onda sofre mais influéncia da particula
em comparagao a um regime de difracao. No processo de absor¢ao de ondas actsticas, parte
da energia da onda incidente é convertida em energia térmica pelo material absorvente, isso
resulta em um aumento da temperatura do material, o que esta relacionado a um aumento
na entropia do sistema. A absorcao de energia da onda actstica pelo material pode ser
quantificada através da parte imaginaria do nimero de onda k, que esté relacionado a fase
dos campos mecanicos da onda e sua parte imaginaria representa a perda de energia pela
onda enquanto ela se propaga [5], quando hé absor¢ao de energia, a parte imaginaria do
numero de onda aumenta, indicando uma diminui¢ao na amplitude da onda com o tempo e
a conversao dessa energia em outras formas, como calor; esse processo de absor¢ao resulta
em uma alteragao da quantidade de energia entre a radiacdo incidente e a espalhada,

levando a um aumento na entropia do sistema.

Na Fig.(3) temos uma ilustracao do problema, considere uma esfera liquida de
raio a e densidade p;, centralizada na origem do sistema de coordenadas, sobre ela incide
uma onda ¢;, que viaja num fluido ideal de densidade pg, na dire¢do crescente do eixo z.
Ao considerar a absor¢ao no processo de interagao entre a onda incidente e a particula é
necessario impor condigoes especiais, como a existéncia de uma funcao ¢; no interior da
particula que descreve a onda actstica e, portanto, é solu¢ao da equacao de Helmholtz Eq.
(2.48). Isso ¢ satisfeito para espalhadores fluidos, onde nao existem ondas de cisalhamento,
que sao um tipo de onda que envolve a deformagao do meio através de um movimento
de cisalhamento, ou seja, as particulas do meio se deslocam em dire¢oes perpendiculares
a direcao de propagacao da onda, sao comuns nos em sélidos, onde as particulas estao
rigidamente ligadas umas as outras. J4 particulas fluidas estao em constante movimento
e podem se mover livremente umas em relagao as outras. Como resultado, ndo ha uma
estrutura coesa que permita a propagacao das ondas de cisalhamento nesse tipo de meio.

Além disso, a onda de pressao deve satisfazer condigoes de contorno especificas do problema
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na interface entre os meios de propagacao que geralmente envolvem a continuidade da
pressao e do deslocamento normal na interface entre o fluido e a particula. Essas condigoes
garantem que a onda incidente seja corretamente transmitida para o interior da particula,

permitindo que ocorra o espalhamento adequado.

Figura 3 — Onda plana incidente sobre uma particula fluida.

Fluido pg

Enbiﬂ;
Z
X
—_— af
P

Fonte: Autor, 2023

Considere a interacdo de uma onda de pressao incidente descrita pelo fasor ¢;,
sobre uma particula fluida esférica, parte da onda vai ser transmitida através da particula
e passara a ser descrita pelo fasor ¢, por outro lado, parte da onda serd espalhada e entao
passa a ser descrita pelo fasor ¢,.. As condigoes de contorno satisfeitas pelas funcoes de

onda sao dadas pelas seguintes equagoes, avaliadas na superficie da particula r = a.

(bin + (bsc = ¢17 (31)
1 0 1 0
%Gin (Gin + Gsc) = EaTﬁbb (3.2)

a Eq.(3.1) mostra a continuidade dos campos de pressdo, enquanto a Eq.(3.2) considera a
componente normal do campo de velocidades imposto pela onda actstica, que por sua vez
tem a dependéncia com a densidade do meio py e da particula p;, essa condigao reflete o
fato de que nao haver deslocamento radial da particula que nao seja compensado pelo fluido
que o permeia. A derivagao normal a superficie da esfera diz respeito a uma derivacao
com relagao a variavel r. Essas condi¢oes de contorno garantem a continuidade da pressao
e da velocidade na interface entre a particula e o meio em que se propaga a onda sonora,
sao fundamentais para descrever a interacao entre a onda incidente e a particula durante
o espalhamento, permitindo determinar as amplitudes e fases das ondas transmitida e

espalhada em relacao a onda incidente.
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3.2.1.1 Coeficientes de espalhamento

Considere a equacao de Helmholtz para uma onda incidente, descrita pelo fasor ¢,
usando o formalismo da teoria de espalhamento, vamos calcular os coeficientes da onda. A
partir da equacao de Helmholtz para a onda incidente e das condi¢oes de contorno, é possi-

vel calcular os coeficientes da onda espalhada e analisar o espalhamento actstico resultante,

para calcular os coeficientes da onda espalhada é necessario resolver a equagao de Helmholtz
para a onda incidente, considerando as condigoes de contorno Eqs.[(3.1) e (3.2)], em seguida,
a onda espalhada é expressa como uma série de ondas esféricas harmonicas multiplica-

das pelos coeficientes de espalhamento. Analogamente a Eq.(20) do Apéndice 3, escrevemos:

00 l
Gin (kor,co86,0) = > i (kor) Y™ (cos b, ¢), (3.4)

=0 m=—1

ko é o nimero da onda no meio circundante, a;,, é o coeficiente de forma do feixe a ser
determinado, j; (kor) representa as fungoes de Bessel esféricas e Y, (cos 0, ) os harmonicos
esféricos. Dentro da esfera, pode-se descrever a onda actstica pelo fasor ¢, analogamente

ao caso anterior podemos escrever,

0o l
¢1 (kyr,cos b, @) = Z Z bim@imJi (k1) Y™ (cos 0, @), (3.5)

=0 m=-—I

by € o coeficiente de transmissao. k; # kg significa que o nimero de onda k; dentro da
particula é diferente do nimero de onda kg no meio externo, isso indica que o material
da esfera é diferente do meio em que ela estd imersa. Isso resulta em uma alteragao no
comprimento de onda da onda dentro da particula, afetando seu nimero de onda. A
dependéncia radial como fung¢oes de Bessel esféricas se justifica pela necessidade de tanto o
fasor incidente ¢;, quanto o fasor interno a esfera, ¢, precisarem ser bem definidos quando
r =0, ou seja, no centro da particula. As fungoes de Bessel esféricas j,(kor) possuem essa
caracteristica, permitindo uma descricao adequada das ondas nesse contexto. O fator de
forma b;,,, € chamado de coeficiente interno da onda, e dita a mudanga na forma da onda
ao entrar na particula, levando em consideracao os efeitos do espalhamento e da interacao

com a particula.

Quanto ao fasor da onda espalhada ¢,., é importante assegurar que as fungoes
radiais sejam adequadamente definidas para r — oo. Para isso, utilizamos as fungoes
de Hankel do primeiro tipo, representadas por hl(l) (kor), para descrever a dependéncia

radial da onda espalhada ¢s.. Portanto, assim como na Eq.(21) do Apéndice 3 podemos
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expressar a onda espalhada da seguinte forma:

¢SC (k(],r cos 0 90 Z Z Slalm kOT) Y2m<COS 87 @)7 (36)

=0 m=-—I

Sim sa0 os coeficientes de espalhamento e mostram a mudanca na forma da onda depois
de espalhada. Além disso, a onda espalhada deve satisfazer a condicao de Radiacao de
Sommerfeld [62], que dita a necessidade da onda espalhada, no limite que kor — oo, se
comportar como uma onda plana, "as fontes devem ser fontes, nao sumidouros de energia.
A energia que é irradiada das fontes deve se espalhar para o infinito; nenhuma energia

pode ser irradiada do infinito para o campo".

kol}gm kor (0, — iko) ¢se = 0. (3.7)
dadas as Eqs.(3.4), (3.5) e (3.6), faremos uso das condigoes de contorno (3.1) e (3.2) para
determinar os coeficientes de expansao ap,, by, € Su,. Inicialmente, determinamos os
coeficientes a;,, da onda incidente ¢;,. Usando as relagoes de ortogonalidade das funcoes
de Bessel esféricas, bem como dos harmonicos esféricos: na Eq. (3.4) multiplicamos os dois
lados por r%j; (k.), com k" um nimero de onda arbitrario, e integramos em r no intervalo

[0, 00), temos,

/ r2 drjy (k') dom = / P2 dr'S” agmji (kor) ji (K'r) Y™, (3.8)
0 0

l,m

de acordo com a referéncia [64] a relagdo de ortogonalidade entre duas fungoes de Bessel

esféricas pode ser expressa por:

/ T2 Arjy (kor) g (K7) = 6 (ko — K) | (3.9)
0 2k2
que produz,
50 (ko = k) Y an ;" = / T2 drjy (K7 don, (3.10)
Im 0

com isso, pode-se produzir uma expressiao importante para ko = £/,

2k‘2
Z Z a1 Y™ (cos 0, p) = =, e drji (kor) ¢in (Kor, cos 8, ¢), (3.11)

=0 m=—1

agora, pela ortogonalidade dos harmonicos esféricos,

27
/ dgo/ d(cos)Y,™(cos 8, )Y (cos 0, v) = 0ipdms, (3.12)
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onde Y;%* denota o complexo conjugado dos harmonicos esféricos. Multiplica-se a Eq.(3.11)
por Y;**(cosf, @), e integra-se nos intervalos convenientes para obter,

2k2 oo
Ay, = 2Ky ; r? dr/ dgo/ d(cos 0)j; (kor) Y (cos 0, )i (kor,cos B, ), (3.13)

™

apartir dessa equacao podemos achar os coeficientes a;,,,, dada a forma de ¢;,, mas resolver
a integral analiticamente pode trazer complicacoes, pra simplificar vamos considerar o se-

guinte: a onda incidente seja uma onda plana de amplitude B viajando no eixo z, dada por,

Gpn (kor, cos 0, ) = Be'korcost, (3.14)

da referéncia [20], pode-se escrever a exponencial da Eq.(3.14) como:

[e.e]

eik‘OT’C059 — Z(Ql + 1)lel (k‘or) _Pl(COS 9) (315)
=0

com essa expressao, deixamos a dependéncia angular em ¢, gracas a simetria fisica do

problema, e passamos a tratar do problema com a onda plana incidente usando as seguintes

expansoes:
Gin (kor,cos) = B Z (20 + 1)i'j; (kor) Py(cos 6), (3.16)
1=0
¢1 (kir,cos0) = B> by(20 + 1)i'jy (ki) Py(cos6), (3.17)
1=0
Gsc (kor,cos0) = B> (2l + 1)1 h (kor) P(cosf), (3.18)
1=0

note que nao ha dependéncia das fungdes de onda com o angulo ¢, dada a simetria esférica

do problema juntamente com a forma da onda plana incidente.

Resta a ser determinados os coeficientes by, € Si,,. Novamente usando as condigoes
de contorno das Egs.(3.1) e (3.2), isolamos by, nas duas condigoes de contorno, da Eq.(3.1)
temos;

. 1
Ji (koa) hl( ) (koa)

[ o 51, 3.19
b= ) T i) (3.19)

enquanto a segunda condi¢ao de contorno Eq.(3.2), exibe b, como;
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ko/h) 71 (koa) B (koa)
by = - + — sy, 3.20
l </€1P0 []'z (kia) — ji (k1) : (3.20)

as Egs. (3.19) e (3.20) devem ser iguais, com isso obtém-se o coeficiente de espalhamento

Sim COMO,

_ kop1ji(kia)j’' (koa) — k1pogi(koa)s’,(kia)
kapohy” (koa) ', (kra) — kopyji(kia) b (koa)

(3.21)

Sim

além dos coeficientes de espalhamento s;,,, temos os coeficientes de transmissao da onda

bim, que podem ser expressos por:

b — _Fopilitkowhi™ (koa) — ', (ko) (oa)

— : . . (3.22)
k(]pl]l (k?la)hl(l),(koa) — ]{le()j,l (kzla) hl(l) (k?od)

3.2.2 Particula Rigida

A partir da analise anterior da esfera penetravel vamos estender nossa analise pros
limites de rigidez da esfera, tratando o caso onde o espalhador é "Acusticamente Rigido",
sendo definido ao impor zero a condic¢do de contorno Eq.(3.2), ou seja, ndo ha deformagoes
na superficie da esfera, ela é considerada completamente incompressivel e nao deformavel,
isso significa que a onda incidente nao consegue deformar a superficie da esfera, resultando
em uma condi¢ao de contorno de deformacao zero. Nesse limite, a esfera reflete totalmente
a onda incidente, sem permitir que ela penetre ou cause deformagoes, sendo essencialmente

uma barreira rigida para a onda incidente.

Para avaliar esses limites, consideramos os campos do problema com a onda inci-

dente, dados nas Eqgs. (3.16) a (3.18), e aplicamos a seguinte condigao de contorno,
¢in + ¢sc = 9251 =0, (323)

isso implica que ¢; = 0, ndo ha penetracao da onda aciistica nesse centro espalhador, de

forma b;,, = 0, para todo [; e os coeficientes de espalhamento sao definidos como,

_ jilkoa)

l hl(l) (k‘oa) ( )

ou seja, a razao da funcao de Bessel pela funcdo de Hankel de primeiro tipo. A segunda

condi¢do de contorno a ser satisfeita é,

10 10

%%(Qbm + ¢se) = E%Cbl =0, (3.25)
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que também fornece duas informacgoes importantes: a primeira, semelhante ao caso anterior,
¢ a nao penetrabilidade do campo actstico no centro espalhador, pois b;,, = 0 para todo [;
a segunda ¢é a determinacao dos coeficientes do campo espalhado como,

-/

ji(koa)

Sim = ———"—, 3.26
l hl(l)/(koa) ( )

ou seja, a razao da derivada das fungoes de Bessel e da funcao de Hankel de primeiro tipo

no ponto koa, [5].

3.2.3 Sélido Viscoelastico

Seguiremos apresentando a teoria de espalhamento actistico para uma particula
esférica feita de um material solido viscoelastico suspensa em um fluido ideal com uma
onda acustica arbitraria. Nesse problema fisico, temos uma onda viajando em um fluido
ideal e incompressivel, em um ponto especifico dessa trajetoria, ha um obstaculo com
simetria esférica que espalha a onda, esse obstaculo é feito de um material viscoelastico,
o que significa que ele pode absorver as ondas longitudinais e de cisalhamento em seu
interior, quando o obstaculo é submetido a forcas que tentam deformaé-lo, ele responde
de forma eldstica e viscosa, isso significa que ele pode retornar a sua forma original apés
a deformagao, como um material elastico, mas também apresenta dissipacao de energia
devido as forgas de atrito internas, como um material viscoso, na Fig.(4) temos uma

ilustragdo do problema.

As caracteristicas viscoelasticas do material tém um papel importante na interacao
da onda com o obstaculo, elas afetam a absorcao e a reflexao da onda, bem como a forma
como o obstaculo se comporta sob a influéncia da onda; o estudo desse tipo de problema
permite entender como as propriedades viscoelasticas do material afetam o espalhamento

e a propagacao da onda.

O espalhamento nesse tipo de material pode ser feito com base no modelo de
Kelvin-Voigt fracionario; uma generalizacao do modelo de Kelvin-Voigt, que descreve a
dependéncia da lei de poténcia da frequéncia observada experimentalmente em varios

materiais viscoeldsticos, e pode ser consultado em maiores detalhes nas Referéncias [7, 5].
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Figura 4 — Representagao esquematica, uma onda plana incide sobre uma esfera solida

viscoelastica.
A
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Fonte: Leao Neto, 2015

Ao incidir uma onda sobre a particula viscoeldstica, ocorre uma divisao da energia
da onda em duas componentes: absor¢ao e espalhamento. A absorgao refere-se a parte
da onda que ¢é absorvida pelo material da particula, resultando em uma dissipacao de
energia e consequente aumento da temperatura do material. A parte da onda que nao é
absorvida é chamada de onda espalhada. Tanto a onda incidente quanto a onda espalhada
podem ser descritas em termos dos potenciais de velocidade, quantidades que descrevem o
movimento das particulas do meio de propagacao da onda; estao relacionados a pressao

acustica e ao deslocamento das particulas do meio,

Gin(T)e™", (3.27)

Bse(r)e ™t (3.28)

assim, podemos obter informacoes detalhadas sobre a distribuicdo de energia e o com-
portamento da onda no interior da particula viscoelastica. que nos permite analisar a
absor¢ao e o espalhamento da onda em termos das propriedades viscoelasticas do material
e compreender melhor os efeitos resultantes da interacao entre a onda actstica e a particula
viscoelastica. As amplitudes dos poténciais de velocidade satisfazem a equacao de onda de
Helmholtz Eq.(2.48),

SC

(V2 + k) ( Gin ) =0, (3.29)

na aproximagao linear, de acordo com as Eqs. (2.42) e (2.45), a pressao incidente (espa-

lhada) e a velocidade do fluido s@o relacionados por:

Pin(sc) = ip0W¢in(sc)7 (330)
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Vin(sc) = V¢zn(sc (331)

no Apéndice 3 ao resolver a equagao de Helmholtz para o problema de espalhamento
acustico, expressamos as amplitudes dos potenciais incidente e espalhado em termos de

uma série de ondas parciais, representagao conhecida como expansao multipolar:

Gin(kr, 0, 0) = Zazmjz (kr)Y;™(6, ), (3.32)

deo(kr, 0, ) = Zazmslm M(kr) Y™ (0, ¢), (3.33)

a;m € o coeficiente de forma do feixe da onda incidente e s, é o coeficiente de espalhamento
escalar. Para a onda espalhada ¢,. nao consideramos a regiao que inclui a origem do
sistema de coordenadas e sua amplitude da onda espalhada deve satisfazer a condigao de

radiagao Sommerfeld no infinito,

lim 7 (Or — ik) ¢s. = 0, (3.34)

T—00

para a onda incidente, representada pela Eq.(3.32), buscamos uma solugao que seja re-
gular na origem e finita dentro da regidao de propagacao. O coeficiente de forma do feixe
pode ser determinado avaliando o potencial de velocidade incidente, conforme descrito
na Eq.(3.31), sobre uma superficie esférica de controle com raio R > a. Multiplicando
a Eq.(3.32) por Y™ (0, ¢) e integrando sobre um angulo sélido (€25 = sin0dfdy), uti-

lizando a relagao de ortogonalidade dos harmonicos esféricos, obtemos o resultado desejado,

2

(kR,0,0)Y," (0, ) sin #dOdp, (3.35)

A =

quando integramos o produto do potencial de velocidade incidente ¢, (kR, 6, ) com o
complexo conjugado do harménico esférico Y;*(6, ¢) sobre um angulo sélido, estamos
efetivamente projetando o potencial de velocidade incidente na dire¢do do harmdnico
esférico especifico. Essa projecao é necessaria para determinar os coeficientes de forma do
feixe de onda incidente ay,,, pois os harmonicos esféricos formam uma base ortogonal no
espaco das fungoes sobre a esfera. A presenca do conjugado do harmonico esférico é uma

parte essencial do processo de integracao que nos permite calcular esses coeficientes.

Para a onda espalhada, nao consideramos a regiao que inclui a origem do sistema
de coordenadas, uma vez que estamos interessados na interacao da onda com a interface
fluido-viscoelastica na superficie da particula. O coeficiente de espalhamento escalar s;

¢é determinado aplicando as condi¢oes de contorno apropriadas nessa interface. Essas
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condigoes sdao derivadas das propriedades viscoeldsticas e determinam como a onda se

comporta ao se propagar e interagir com a particula.

Supondo ondas incidentes e espalhadas muito longe da esfera kr > 1, substituimos
a forma assintética da fungao de Bessel esférica Eq.(9) do apéndice 1 na Eq.(3.32), e a
forma assintética da fun¢ao de Hankel de primeiro tipo Eq.(11) do apéndice 1 na Eq.(3.33),

consulte o Apéndice 1, com isso temos,

1 , T\
Gin(kr,cosb, p) ~ o Zalm sin (lm“ — 2) Y, (cos b, ), (3.36)

Il,m

em que o simbolo “~” denota “é assintético a”; a dependéncia radial na fungao seno decorre
do comportamento assintotico da fungao de Bessel esférica para argumentos grandes; k é
o niamero da onda no meio fluido; a;, sdo os coeficientes que medem as amplitudes das

ondas parciais; e ¥, denotam os harménicos esféricos,

Gsc(kr,cosb, p) ~ — -

Z'eikr -—l .
. > i St Y, (cos 0, ¢), (3.37)
lm

no qual surgem os coeficientes espalhados s;, a serem determinados na solug¢ao do pro-
blema de espalhamento. E preciso observar com cuidado a convergéncia da primeira série,
especialmente para valores [ < kr (onde k é o nimero de onda da onda incidente e r é a
distancia a partir da origem), é importante notar que a convergéncia da série pode ser um
desafio, especialmente para valores pequenos de [ em relacao a kr. Portanto, em praticas
numéricas, ¢ comum limitar o nimero de termos na série para garantir a convergéncia
adequada e obter resultados precisos. Podemos expressar as amplitudes dos potenciais
dentro da particula como fungoes regulares e finitas. Nesse caso, os potenciais longitudinais
e de cisalhamento de Debye podem ser expressos na base de ondas parciais. As solugoes

da equacao de Helmholtz no centro espalhador podem ser escritas da seguinte forma:

(bf (]{5[7’, COs (97 @) = Z blmalmjl (l{?ﬂ”) }/Em(COS 07 90)7 (338)
Ilm
2/}s,l (kST7 COs 97 ()0) = Z Clmalmjl (ksr) }flm(COS 67 Sp)u (339)
I,m
2/}s,2<ksrv COS ‘97 90) = Z dlmalmjl(ks'r)yim(cos 07 90)7 (340)
Im

onde k,, ks sdo os nimeros de onda longitudinal e de cisalhamento e by, ¢im, dim, Sim S80
os coeficientes de expansao determinados pela resolucao do sistema linear obtido a partir

das condigoes de contorno na superficie da particula.
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A completa enunciacao do problema é feita pelas condigoes de contorno nesse caso,
levando em conta a deformagao da estrutura viscoelastica. Para isso, consideram-se as

seguintes condicoes:

e O deslocamento radial da particula w,, na interface, deve ser igual ao deslocamento

radial do fluido ideal que circunda a particula (i/w)(vin,, + Vscr), usando Eq.(3.31),

i 0
00,0, 9) = = [0n(r,0,9) + 0 B,0)] (3.41)

r=a

« Na superficie, a pressao do fluido (p;, + ps.) deve ser igual & componente radial
das tensoes da particula o, (uma vez que essa pressao deve ser a tnica atuante na

particula) Desta forma, da Eq. (3.30), encontramos,

O'TT(CL, 97 SO) = —ipow [¢in<a7 9’ 90) + ¢50(a’ 9’ 90)] ) (342)

e e para que a particula nao gire no fluido, as componentes tangénciais das tensoes

devem ser nulas,

UT@(aa 67 90) = 07 (343)
O_T‘cp(aa 07 (70) = 07 (344)

com essas condicoes de contorno, determinam-se os coeficientes de espalhamento e internos
do campo acustico. Primeiramente, determina-se qual é a componente radial do vetor
deslocamento, w,, em termos dos potenciais escalares de Debye ¢,, 151 € 152, de acordo
com Ref [7],
2
8@55 a (7’770572)

W, = +

5 2 + k2rips 1, (3.45)

derivando o vetor deslocamento em termos dos potenciais escalares de Debye ¢,, 1,1 e

52 obtem-se as componentes do tensor de tensdo em coordenadas esféricas [7],

Orr = = [Ae + (—iwAe)"T k7 0 + 2 [e + (—iwpy)"]

(3.46)
< [02 (60 + 0, (rihan)) + K20, (1)
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Org = e + (—iwpy)"] {2& Llnae (¢¢ + O, (“ﬂs,l))}

(3.47)
a2t (s 22,
sin @ r
2 1

v = lto + (=0 )" { =20, |0, (60 + 0, (r00))]
(3.48)

+ks2 |‘.1a<pws,1 - 89 (arws,Z - 2/}82)] } b

sin @ r

aplicam-se, entao, as condi¢oes de contorno em busca de um sistema de equagoes para s;,
by, ¢; e d;. Calculando a primeira Equagao de contorno Eq.(3.41), usando as Eqs.(3.45),
(3.46), (3.48), (3.32), (3.33), (3.38) e (3.40), obtemos,

b Ui ) = (her) i (ker)] + (U + 1 (k) = = {La(kr) = () (r)
i [y (kr) = (k)b (k)| } |

(3.49)
fazendo uso da relagdo de recorréncia Eq.(1) do Apéndice 1;
. l . ./
Ji(x) = ;]z(l’) —Ji(@), (3.50)
j' = 0.7; dentro da Eq.(3.49) encontramos a primeira equacao do sistema linear
- a11 - "
[ ka . : 1ka .
= (22 2 k) (ki )+ T T R = k) (350
w S Lﬁ,_/
1

os termos aq1, (g € aq3 sao os coeficientes de s;, b e ¢, respectivamente e $; é uma

constante.

Utilizando os potenciais de velocidade ¢;,(s) € a componente radial da tensao
Eq.(3.46) em termos dos potenciais escalares na segunda condi¢ao de contorno Eq.(3.42),

obtemos:

—ipowlji(kr) + sthi) (k1)) = —[Ae 4+ (—iwA) 1oikZ i (ker) + 2[pe + (—iwpe)” {bik2j) (ker)

e 3RZG (ker) + rkZji" (ksr) + K2 ju(ksr) + k5 (ksr)] } o

(3.52)
manipulando as quantidades nessa equacao usando as seguintes relagoes [7];
2 /7.2 2
, v pw” (kI —2k;
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2
. v w
o + (=)’ = B, (3.54)

S

e com as relagoes de recorréncia Eq.(2) e Eq.(3) do Apéndice 1, podemos reescrever a
Eq.(3.2.3), como:

21

Q22

[Whl(l)(ka)]sl +{[21(1 + 1) = (ksa)?*]ji(kea) — 4(kea) ) (kea) }by
{210+ D) [(ka)fi (k) — ji(ksa)]} ¢ = —"/ﬁ"’w)yk
o B2

(3.55)

essa ¢ a segunda equacgao do sistema linear da forma aw;s; + aoob; + ange; = Po a ser
usada para determinar os coeficientes de expansao. Utilizando a componente tangencial
da tensao Eqs. (3.47) e (3.48) em fungdo dos potenciais de Debye. A terceira condigao de
contorno Eq. (3.43) produz,

m

di[(ksa)?ji(ksa) — (K a)ji(ksa) Y™ (cos O, ) = 2bi[ji(kea) — (Kea)ji(kea)]0pY,™ (cos 0, o)

sin 6

+ai[251(ksa) — (ksa)zjl(ksa) — 2(ksa)jj(ksa) — 2(ksa)2jl,/(ksa)]89}ﬁm(cos07 ©)
(3.56)

utilizando a Eq.(3.48), a quarta condi¢ao de contorno Eq. (3.44) nos leva a:

di [(ksa)? ji (ksa) — (K2a) ji (ksa)| Y™ (cos B, ) = —Sli:b@ {20: [ji (kea) — (kea) j; (Kea)]
+ar |2 (ksa) = (ksa)? ji (ksa) — 2 (ksa) jf (kea) — 2 (ksa)? j}' (ksa)| } Y/ (cos 6, o).
(3.57)
combinando a Eq.(3.56) com a Eq.(3.57), obtemos:
di[(ks)?j) (ksa) = (ksa)gi(ksa)] = 0 (3.58)

que deve ser valida para todos os d;, bem como para as fungoes as quais estao multiplicando
d;. Assim, os coeficientes d; = 0, VI = 0, 1, ... ou seja, os coeficiente de espalhamento d; que
aparece na Eq.(3.40) sera nulo, de modo que o potencial escalar de Debye para ondas de
cisalhamento 1,9 é zero. Portanto, apenas um potencial de Debye 15, é necessario para
descrever a propagacao de ondas de cisalhamento no interior de uma particula esférica.

Dessa forma a Eq.(3.56) pode ser reescrita como,
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azz B3
[2Lji(kea) — (kea)ji (kea)]} b + {2(ko0)ji (ko) + [(kea)? — 211 + 1) + 2ji(k,a)} e =0

as33

(3.59)

sendo essa a ultima equacao do sistema linear de equacgoes a ser resolvido. A aplica-
¢ao das condicoes de contorno produziu um conjunto de trés equagoes algébricas lineares

Eq.(3.51), (3.55) e (3.59) que podem ser expressas na sua forma matricial seguinte maneira:

Q11 Q12 013 S1 B
Qg1 Qg Olgg by | = 52 ) (3-60)
0 (39 (033 Cy 0

os coeficientes o da matriz tem seus termos explicitos nas Eqgs.(3.51), (3.55) e (3.59).
Esse sistema pode ser resolvido inteiramente determinando-se a matriz inversa de o, a1,
assumindo que ela exista. Dessa forma, todos os coeficientes possuem formulas explicitas
e analiticas, de forma que o problema estd completamente determinado com essa equagao.
Utilizando a regra de Cramer para resolver o sistema linear obtemos o coeficiente de

espalhamento escalar s;,,;

-1

51 Q12 (713 Q11 Q12 (g3
Sim — det ﬁQ Olgg  (Olg3 det Qg1 (Olgg (g3 s (361)
0 ag ass 0 Q39 (¥33

os elementos da matriz sdo dados na tabela 1. Conforme Referéncia [7], o espalhamento de
uma onda por uma pequena particula de raio muito menor do que o comprimento de onda
¢é conhecido como espalhamento Rayleigh. Nesse caso, é defnido um parametro de escala
em termos do tamanho da particula, ¢ = ka < 1. Com isso, a expansao de ondas parciais
da onda espalhada dada na Eq. (3.33) é reduzida para termos que envolvem somente os
coeficientes de espalhamento de monopolo sgg e dipolo sjy da Eq.(3.61) expandidos em

série de Taylor em torno de £ = 0 usando o software Mathematica, assim te-mos:

2
Sop = —1@53 +igoe® — f—056 +0 (58 + 157) , (3.62)
3 9
S10 = i£53 +igye® — fjsﬁ +0 (58 + ie7> (3.63)
6 36 ’

onde fy, fi, 9o, € g1 sdo coeficientes complexos que dependem das propriedades viscoe-
lasticas da particula. O coeficiente f; é real, enquanto que a parte imaginaria de fy, go,

e gy estao relacionadas com as propriedades de absor¢ao da particula espalhadora; para
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uma particula nao absorvedora, os coeficientes fo, fi, e g1 sdo quantidades reais. Tabela 1:
Coeficientes de espalhamento dados na Eq. (3.61), os Elementos da matriz dessa equacao

sao dados aqui,

Tabela 2 — Coeficientes de espalhamento dados na Eq.(3.61).

5 i(ka/w)j(ka)
Ba —i(po/ prw) kZ2a?ji(ka)
an —i(ka/w)h" (ka)
a2 keaj] (kea)
Qi3 UL+ 1)ji (ksa)
a1 i (po/ prw) k2a*h;" (ka)
oy | —dkeag] (kea) + [(20) (1 + 1) — k2a?)] ji (kea)
a3 201 + 1) [ksag) (ksa) — ji (ksa)]
Q31 0
39 2 bl (]{ZZCL) - k?gajl/ (/{?ga ]
ass | 2kwaj] (ka) + [(kea)® — 201+ 1) + 2] ji (kua)

Fonte: Leao Neto, 2015.

E importante ressaltar que essa é a solucdo geral sem aproximacoes do problema
de espalhamento por uma esfera viscoelastica. As equacoes foram derivadas com base
nas referéncias [7, 61, 5] que devem ser consideradas para uma analise mais detalhada
do problema de espalhamento. Apesar de nédo trivial, os resultados aqui revisitados da
literatura podem ser usados para o calculo da energia depositada durante o processo de
interacao, bem como de campos actsticos médios (Forga e Torque de radia¢ao actstica)

resultantes.

3.3 Particula com Geometria Esferoidal

A maioria das analises tedricas sobre espalhamento actistico em fluidos assume que
as particulas tém forma esférica [40]; mas essa é uma simplificagdo que nao representa todas
as situagoes da realidade. A forma esférica é considerada uma forma geométrica idealizada,
onde a particula é simétrica em todas as diregoes, essa suposicao simplifica o problema,
permitindo que equacdes matematicas mais simples sejam aplicadas para descrever o
comportamento da particula em resposta a onda acustica. Ao considerar particulas com
formas nao esféricas, as técnicas analiticas exatas podem se tornar impraticiaveis, nesses
casos, sao necessarias abordagens numéricas mais sofisticadas, como métodos de elementos
finitos, métodos de diferencas finitas ou métodos de elementos de contorno, para resolver

o problema da forca de radiagao.
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A ortogonalidade das fungdes de onda esféricas é uma das propriedades fundamentais
que facilita a solugdo de problemas envolvendo particulas esféricas. Ao considerar objetos
nao esféricos, as condi¢des de contorno formuladas em coordenadas esféricas se tornam
mais complexas. A dependéncia dos angulos coordenados faz com que a distancia radial
a um ponto na superficie da particula varie com esses angulos, isso implica fungoes de
onda nao necessariamente ortogonais, o que torna as solugoes exatas do problema de

espalhamento mais dificeis de serem obtidas de forma exata.

3.3.1 Teoria de Espalhamento Acustico para o Esferoide Rigido

Considere uma particula esferoidal rigida (Esferoide Prolate) com eixo maior a e
menor b imersa em fluido ideal (dgua), o fluido possui densidade py e compressibilidade /3y,
e 0 som se propaga a uma velocidade ¢y. A particula encontra-se na origem do sistema de

coordenadas Fig.(5) com o eixo z coincidindo com seu eixo de rotagdo e uma distancia
interfocal de d = 2v/a? — 2.

Figura 5 — Onda incidente sobre uma particula esferoidal rigida.

Fonte: Autor, 2023

Respeitando a simetria, usaremos coordenadas esferoidais prolatas para descrever

o espalhamento acustico. A seguir as relagoes de coordenadas cartesianas-esferoidais,

xr = g\/(§2 —1)(1 —n?)cos e, (3.64)

y=\@ D )sing, (3.65)
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= (3.66)

¢ > 1 ¢é a coordenada radial esferoidal, —1 < n <1e 0 < ¢ <27 é o angulo azimutal.
A superficie da particula esferoidal prolata é determinada por ¢ = & = ¢, = 2a/d a

~1/2 ¢ seu volume é expresso por V = 4drab?/3 =

propor¢ao da particula é a/b = (1 — & ?)
Td3&(§2 — 1)/6. Observe que ao fixar ¢ = 0 recuperamos uma particula esférica. A
conexao entre coordenadas esferoidais com distancia radial r e angulo polar 8 pode ser

feita usando:

d né
— L fe2 2 —
r=3 E+n?—1, cosf T (3.67)

A particula espalha uma onda plana estaciondria de frequéncia angular w e nimero
de onda k = 27/\ | sendo A o comprimento de onda. Definimos o pardmetro de expanséo
em termos da razao interfocal-comprimento de onda ¢ = kd/2 < 1; esse é um limite
onde os modos de monopolo e dipolo das ondas incidentes e dispersas sao suficientes para
descrever a interacao onda-particula, e assim as fungdes potenciais de velocidade de ambas

podem ser escritos em coordenadas esferoidais,

1 l
(bin = ¢0 Z Z almSlm(Ea n)Rl(nll) (67 €>ezm@7 (368)
=0 m=—1
1 l 5 )
¢sc = ¢0 Z Z almslmsnm(ea n)Rl(nz (67 5)6“7%07 (369)
=0 m=-1

apm € Spyn S0 0s coeficientes de forma do feixe e de espalhamento respectivamente, ¢ é
, ~ . . . 1 3 ~ ~

uma constante, Sy, € uma fungao angular do primeiro tipo, e Rl(m) e Rl(nz sao as fungoes

radiais do primeiro e terceiro tipo. além disso a dependéncia temporal e*? é omitida por

simplicidade.

Os coeficiente vao ser determinados usando as condi¢oes de contorno na superficie da
particula (£ = &), por se tratar de um material rigido a componente normal da velocidade
do fluido na superficie da particula deve ser igual a derivada parcial da soma dos potenci-

ais incidente e espalhado com relagao a coordenada radial (§) na superficie da particula [40],

be(€0) = Oc(in + Psc)e=¢o (3.70)

com essas condicoes aplicadas aos potenciais ¢;, € ¢, temos o coeficiente de espalhamento
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Sim

o a&ORl(jrB (67 50)

, (3.71)
sy Ri2) (€, €0)

Sim =

como estamos considerando uma particula no limite de espalhamento de Rayleigh, usamos
a aproximagao € < 1, com isso os modos de monopolo (I = 0) e dipolo (I = 1) s@o
suficientes para descrever o espalhamento acistico. Com isso, expandimos em série de
Taylor as fungoes radiais conforme Apéndice 2 e substiuindo na equagao anterior temos os

coeficientes de espalhamento,

€6 €6

ie3  €° ie i€
S00 = —?foogfgoa $10 = Ffw%ffm $1,-1 = S$11 = —Ef11144f1217 (3.72)
foo, fio € fi1 sao os fatores de espalhamento descritos como,
33V
_ 2 _ —
fo=6 (& ~-1) =5 (3.73)
2| & Go+1 |
fl() — n| — (374)
3|1& -1 JEE -1
8 - & So+1 )
Ju=+ | —F7— (3.75)
316 -1 \ /e -1

usando a aproximagao de campo distante) k& > 1, o sistema esferoidal se reduz a coor-
denada esférica e£ = kr + O(£71),n = cosf + O(£72). Além disso, as fungoes esferoidais

tornam-se [40]:

1 I
(1) ~ o
Ry, (€€) o Ty S0 (kr 5 > , (3.76)
3) e
le (67 g) 55300 ¢ kr 9 (377)
Sinlesn) 5, PMeost), .79

P é o polindémio de Legendre. Também precisamos dos harmonicos esféricos de ordem n

e grau m, que sao dados por:

P (cos 0)e"™?. (3.79)



ao substituir as fungoes esferoidais Eqs.(3.76), (3.77) e (3.78) nos potenciais de velocidade
Eqgs.(3.68) e (3.69) usando Y;™, os potenciais de velocidade na aproximagao de campo

distante normalizados em ¢, em coodenadas esféricas passam a ser,

$o o~ « Im
q)in - 7 Z 6lm sin [ kr — — Yim(e, (,0), (380)
A 2
eikr 1 n
Dy = ¢0 k Z Z iililalmslm}/}m(ea 90)7 (381)
=0 m=—1

aim € o coeficiente em forma de feixe na base da funcao esférica, dado por:

- Ar (I 4+ m)!
“ Jzz“(z_m)!‘” (3.82)

considerando uma onda plana estacionaria a funcao de onda incidente torna-se,

Oin = Pp COS [k (I‘ + I‘o)] — (ZO [6ik~(r+ro) + e—ik.(r—i-ro)} ’ (383)

onde rg aponta do centro da particula para o antinodo de pressao mais proximo, que esta
na mesma dire¢ao do vetor de onda, k - ry = krg. Para obter o coeficiente de forma do

feixe ajm,, usamos a expansao de onda parcial em coordenadas esféricas [40],

—47TZZY Ok, 1)1 (kr)Y," (0, ), (3.84)

os angulos 0, e py, sdo os angulos polar e azimutal da direcao de propagacao da onda. A
orientacao da particula é fixa ao longo da dire¢do z. Usando a Eq.(3.84) em (3.83), com a

seguinte relagdo dos harménicos esféricos ;™" = (—1)™Y,”™, obtemos:

l
Ay, = 47 cos (k”f’o + ;)Ylm*(gk, gﬁk), (385)

o espalhamento actustico de uma onda plana estaciondria foi derivado com base nas

Refs.[39, 40], que podem podem ser consultadas para mais detalhes.

3.4 Método Semianalitico

O método semianalitico é de extrema importancia na andlise do espalhamento

acustico por uma particula, pois combina a simplicidade e eficiéncia das solugdes analiticas
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com a capacidade de considerar geometrias e condigbes mais realistas dos métodos numé-
ricos, que podem nao ser tratadas de forma exata pelas solugdes puramente analiticas.
Uma das vantagens do método semianalitico é que ele oferece uma maneira mais flexivel
e versatil de analisar o espalhamento actstico, permitindo a consideracao de geometrias
complexas e distribui¢coes angulares mais realistas dos modos de espalhamento. Além
disso, a utilizagao de fungoes de Hankel esféricas e harmonicos esféricos na expansao das

ondas parciais facilita a analise matematica e numérica do problema.

Para descrever o método vamos considerar como exemplo uma particula esférica
de subcomprimento de onda com simetria rotacional em torno de seu eixo principal
(axisimétrica) imersa em um fluido, conforme mostra a Fig.6, a particula espalha uma
onda incidente com amplitude de pressao p;,, frequéncia angular w, comprimento de onda
A e nimero de onda k. O espalhamento é descrita em relacao ao sistema de referéncia
(x,y,2) fixado no centro da particula, vetores unitédrios cartesianos do sistemas de referéncia

sao denotados por e; com i = x,y, 2.

Figura 6 — Onda incidente sobre uma particula esférica, os circulos concéntricos pontilhados
e as setas pretas mostram a direcao da onda espalhada.

Fonte: Autor, 2023

Assumimos que o raio da particula, denotada por a, é muito menor que o compri-
mento de onda, a < A, ou seja, a chamada aproximagao de comprimento de onda longo.
Para determinar a, para uma particula axisimétrica, primeiro observamos que a parti-
cula ocupa uma regiao, dada em coordenadas esféricas, por (r,6, ), com 0 < r < R(0),
0<0<me0< ¢ <27 nesse caso R é a distancia radial até a superficie da particula. O

parametro de tamanho caracteristico da particula pode ser definido como:

2
ka = %“ <1, (3.86)

como ja vimos na se¢ao (3.2.1.1), a pressao espalhada pela particula é obtida resolvendo a
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equacao de Helmholtz com condig¢oes de contorno na superficie da particula e a condicao
de radiacdo de Sommerfeld no campo distante (kr — 00). A solugdo em série representa a
pressdo dispersa como uma soma infinita de ondas parciais. E conveniente expressar as
ondas parciais em coordenadas esféricas (r, 6, ¢). Portanto, a onda parcial de ordem n é
hi(kr)Y,™(0, @), onde h; é a fungao de Hankel esférica do primeiro tipo, ¥, é o harménico
esférico e m é o nimero que representa o momento angular orbital da onda. No caso de
particulas muito menores que o comprimento de onda, a expansao em ondas parciais pode
ser truncada no termo do momento dipolar (I = 1). No caso da particula esférica o erro
de truncamento estd na ordem de O[(ka)?] [65]. Na aproximagao do dipolo, a expansao

em ondas parciais da pressao espalhada, como vimos nas Eqgs.(3.62) e (3.63):

Pse = Do [CLOOSOOYOO(@a @)houﬂ")
+ [al,flsl,fl}/{l(‘ga ©) + awsi0Y (0, ¢) (3.87)
+ @118115/11(9a @) b (kr)],

onde pg e a;, sao a amplitude de pressao e o coeficiente de formato de feixe da onda
incidente, respectivamente. O termo dependente do tempo e~** é omitido por simplicidade.
Temos quatro coeficientes de espalhamento que representam os modos monopolo (sq),
dipolo transversal (s;_1) e (s1,1) e dipolo axial (s10), E ttil introduzir uma funcio que
representa a distribuigdo angular do modo (I, m) em uma superficie esférica de raio R > a

e centrada no centro da particula,

_ 0s(kR, 0, )

= doammi(kR)’ (3.88)

plm(ea ()0)

usando a ortogonalidade dos harmoénicos esféricos, os coeficientes de espalhamento sao

dados como a projecao da pressao espalhada normalizada no modo angular correspondente,

*

27 s
o / dip / 46 sin 061, (0, )Y, (6, ), (3.89)
0 0

os modos de dipolo transversal de uma particula axisimétrica sao degenerados, (s1,-1 = s1,1),
[41]. Mas resolver essas equagoes analiticamente torna o problema mais complexo, com
isso torna-se necessario o uso do método numérico. A Eq.(3.89) serd implementada no

Comsol para calcular o espalhamento da onda actstica sobre a particula.

Na abordagem semianalitica apresentada, utiliza-se a teoria de Mie [66] para
expressar a pressao espalhada como uma soma infinita de ondas parciais, onde cada
onda parcial é representada por uma fun¢dao de Hankel esférica do primeiro tipo e por
harmonicos esféricos. Isso permite considerar diferentes modos de espalhamento, como

o modo monopolo e os modos de dipolo transversal e axial, para descrever com maior
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precisao a interacao da onda sonora com a particula. Embora o método semianalitico
seja poderoso e amplamente utilizado, é importante mencionar que ele ainda requer uma
analise cuidadosa e pode ser computacionalmente intensivo para certos casos complexos.
Dependendo das caracteristicas especificas da particula e da onda incidente, pode ser
necessario considerar um ntmero significativo de modos de espalhamento para obter

resultados precisos, o que pode aumentar a complexidade computacional.
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4 Modelo Nimerico

Neste capitulo serd apresentada uma breve descri¢ao sobre o Método de Elementos
Finitos (FEM), e como foram realizadas as simulagdes numéricas através do método que
estd disponivel no software comercial COMSOL Multiphysics®. Esse método basicamente
utiliza a discretizacao de dominios para calcular aproximacgoes para as solugoes exatas de

equagoes diferenciais parciais (EDPs),[67].

Podemos resumir o processo de modelagem computacional de um fenémeno fisico
em etapas, a primeira seria identificar fatores que influenciam de maneira relevante
no problema, que implica na escolha adequada dos principios fisicos e das variaveis
dependentes e independentes que descrevem o problema, resultando em um modelo
matematico constituido por um conjunto de equagoes diferenciais. A segunda etapa consiste

em obter a solugdo do modelo matematico, tarefa atribuida aos métodos numéricos.

O FEM tem origem na analise estrutural, com o surgimento dos primeiros compu-
tadores digitais no inicio da década de 50, os métodos matriciais para a analise estrutural
tiveram um grande desenvolvimento. As primeiras aplicagbes envolviam apenas estruturas
reticuladas, mas a crescente demanda por estruturas mais leves, conduziu ao desenvolvi-
mento de métodos numéricos que pudessem ser utilizados nas analises de problemas mais

complexos, [68].

Entre os trabalhos pioneiros nesta linha, podem-se citar os trabalhos de Turner [69]
e Argyris [70]. Zienkiewicz [71], em seu histérico artigo “The Finite Element Method: from
Intuition to Generality”, apresenta uma descrigdo mais detalhada da evolugao do FEM
nesta fase inicial. Na década de 70 o FEM teve suas aplicagoes estendidas a problemas de
mecanica dos fluidos e, desde entao, vem consolidando-se como um método mais geral de

solugdo de equagoes diferenciais parciais (EDPs).

O método “discretiza o continuo”, nessa perspectiva, simplifica e torna factivel o
calculo de estruturas complexas. Simular um objeto qualquer antecipando seu compor-
tamento pode ser uma atividade de alta complexidade considerando toda a variedade
de fatores que a realidade impde. No entanto, o método possibilita enxergar este objeto
complexo em “pequenas partes” — elementos finitos, esses sao conectados entre si por
pontos, os quais sao denominados de nés ou pontos nodais. Ao conjunto de todos esses
itens — elementos e nés — da-se o nome de malha. Em funcao dessas subdivisoes da
geometria, as equagoes matematicas que descrevem o comportamento fisico ndo serao

resolvidas de maneira exata, mas de forma aproximada por este método numeérico.

A precisao do método depende da quantidade de nés e elementos, do tamanho

e dos tipos de elementos da malha. Ou seja, quanto menor for o tamanho e maior for



o nimero deles em uma determinada malha, maior a precisao nos resultados da analise.
Porém, devemos considerar que a solucao do problema converge a medida que o nimero
de elementos na regiao aumenta e isto ocorre porque cada elemento fica com uma area
tao pequena que dentro de sua fronteira, existirao apenas pontos com propriedades bem
parecidas. Porém, essa convergéncia tem um limite, pois um nimero exagerado de
elementos pode provocar a propagacao de erros numéricos devido aos arredondamentos
computacionais. Desta forma, pode-se fazer os devidos calculos e simulacoes para as partes

menores e depois expandir ao todo.

De forma bastante simplificada, o FEM pode ser entendido como uma aproximacao
discreta (ntimero finito de incégnitas) para um problema continuo (nimero infinito de
incognitas). Nesse tipo de método, a regiao do espago que delimita o problema considerado
¢é dividida em um ntamero finito de elementos geométricos, sendo que em cada um deles
o campo continuo, no qual as variaveis da EDP sao definidas, é modelado por uma
aproximacao polinomial local controlada por uma pequena quantidade de coeficientes.
A conexao desses elementos através dos valores desses coeficientes em posi¢oes nodais
compartilhadas, resulta em um conjunto de equagoes algébricas que pode ser resolvido

numericamente por meio de métodos de otimizagao e de algoritmos matriciais.

4.1 Software de simulacdo Comsol Multiphysics

O COMSOL Multiphysics® é uma plataforma de simulacdo que fornece recursos
de modelagem multifisica e de fisica tinica totalmente acopladas. Com ele é possivel o
desenvolver simulagoes e andlises numéricas em diversas areas, para o estudo de problemas

que vao desde andlises de escoamento de fluidos a comportamentos biologicos de células.

O software disponibiliza diversas areas de trabalho denominadas de Mdédulos e
dentro de cada modulo existem diversas interfaces de andlises que podem ser configuradas
e utilizadas juntas através da funcdo Multiphysics. A estrutura do software é feita sob
o modelo de blocos. Para acessar ao programa, existe a Graphical User Interface (GUI)
que ¢ dividido em trés partes: Model Builder onde sao exibidos os blocos utilizados na
simulacao, inclui todas as etapas do fluxo de trabalho de modelagem — desde a defini¢ao
de geometrias, propriedades do material e a Fisica que descreve fenomenos especificos até a
resolugao e pos-processamento de modelos para produzir resultados precisos. Configuracoes
do no designado para edicao e configuracao dos noés e Graphics local para visualizar a
geometria e os graficos. A GUI e sua divisao sao mostradas na Fig.(7). Foi utilizada a

versdo 6.0 do COMSOL Multiphysics®, com as seguintes configuracoes de entrada:

o Dimensao — 2D Axisymmetric
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Médulo — Acoustics Module

“Physics” envolvidas — PressureAcoustics

Tipo de Study — FrequencyDomain

Figura 7 — Estrutura do software COMSOL Multiphysics®, Graphical User Interface
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4.2 Geometria e Parametros das Simulacoes

Na Fig.(8) temos uma ilustragdo da geometria utilizada para espalhamento de
uma onda plana de comprimento de onda A por uma esfera de raio a imersa em fluido
que pode ser caracterizado por sua densidade py e pela velocidade do som nesse fluido cy,
basicamente tem-se um cilindro com uma esfera no centro, como estamos utilizando o
COMSOL no modo 2D-axissimétrico, implementamos somente a metade da geometria, no

final essa geometria é espelhada com relagdo ao eixo de simetria.

421 Geometria

A geometria usada nesse trabalho para analisar a interacao entre uma onda de
pressao acustica e uma particula esférica pode ser desenhada usando as formas contidas no

subné Geometry dentro do né6 Component na janela Model Builder do COMSOL. Primeiro
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fizemos o meio onde a onda se propaga, ele é preenchido com agua e sua forma geométrica
¢ um retangulo com 2,9 x 10~*m de largura e com comprimento duas vezes a largura, além
de uma camada absorvedora PML na base, no topo e na extremidade direita do retangulo,
e foi posicionado em r = 0 em relagdo ao sistema de coordenadas adotado. O segundo
passo é fazer a particula composta basicamente de dois circulos em sequéncia com raios
diferentes, com setor de 180° a direita do eixo de simetria e posicionados em z =r =0
em relacao ao sistema de coordenadas, sendo o primeiro uma regiao de Integragdo onde o
software calcula os coeficientes de espalhamento das ondas dispersar, e o segundo (circulo

menor) a particula em si.

Figura 8 — Geometria do problema de espalhamento em uma esfera.
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A escolha da dimensao 2D Azisymmetric se justifica devido a simetria axial, além
de tornar a modelagem mais simples o que reduz a demanda computacional otimizando o
tempo de trabalho. Essa opgao gera um plano com sistema de coordenadas r (Vertical) e
z (Horizontal). A Fisica usada Pressure Acoustics, possibilita calcular variagoes de pressao
para propagacao de ondas acusticas em fluidos em repouso e o tipo de estudo Frequency
Domain calcula a resposta de um sistema submetido a uma excitagao harmonica para

valores de frequéncia.
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Além disso também analisamos o espalhamento Actstico para uma particula
esferoidal, ver Sec.(3.3.1), nesse caso mantemos a geometria anterior do meio circundante

alterando apenas a forma geométrica central, veja a figura a seguir,

Figura 9 — Geometria do problema de espalhamento em um esferoide.
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4.2.2 Parametros da Simulac3o

Todas as simulagoes foram feitas usando como material para o meio circundante
onde se propaga a onda acustica a dgua, na Tabela [3] temos alguns parametros fixos
na simulagao, esse como varios outros materiais estao disponiveis no COMSOL no né
Materials, que possui uma biblioteca como varios materiais diferentes, o software também

possibilita a inser¢cao de novos materiais, adicionando manualmente suas propriedades.

Para o material da particula, fizemos trés variagoes importantes, na primeira
definimos a particula como rigida, ver se¢ao (3.2.2), que implica a ndo absor¢ao das ondas,
sendo essas totalmente refletidas; em seguida usamos 6leo de oliva e definimos a particula
como fluida, ver se¢ao (3.2.1) nesse caso a esfera espalhadora é penetravel ao campo

acustico, a onda, de fato, entra em seu interior e portanto sofre mais influéncia da particula
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Tabela 3 — Parametros da simulacao.

Parametros Valor Descricao

f 1 MHz Frequéncia

A 0.001481 m Comprimento de onda

k 4242.5 m~* Ntmero de onda

Meio Fluido Agua

Dominio Computacional Cilindro

L. 2.9325x10~*m  Largura do cilindro

h. 5.865x10~%*m  Altura do cilindro

Particula Esfera / Esferoide

a 3.91x10"%m Raio das particulas (Esféricas)
a-b 1 pm — 10pm  Raio menor - maior (Esferoide)

Fonte: Autor, 2023

em comparacao a uma particula rigida, isso exige condig¢oes especiais, como a existéncia de
uma fungao ¢, no interior da particula que descreve a onda actstica. Também definimos
um material s6lido viscoeldstico, ver segao [3.2.3] que permite além da absor¢iao de ondas
longitudinais, ondas de cisalhamento em seu interior, logo, responde de maneira elastica e

viscosa quando sob o efeito de forgas que tentem deforméa-lo.

4.2.3 Pressao Acustica

A Fisica de pressao actstica foi usada para analisar a propagacao da onda actstica
no meio circundante, bem como sua interagao com a particula, essa Fisica estudada no
Frequency Domain calcula a variacao de pressao para propagacgao de ondas acusticas de
fluidos em repouso. Essa Fisica define automaticamente uma equagao para ondas sonoras

em um meio sem perdas por conducao térmica e viscosidade,

1 9% 1
——=—+V-|—[Vp— = Qm, 4.1
2,0+ ( Po[ p qd]> Qm (4.1)
com ¢y € pg, a velocidade do som e a densidade do fluido respectivamente, g4 é o vetor
fonte tipo dipolo e @),, é a fonte do tipo monopolo. Se ¢4 = @,, = 0 considerando que nao
hé fontes no dominio da simulagao a Eq.(4.1) corresponde a equacao de onda Eq.(2.46)
escrita em termos da pressao Eq.(2.38),
2

V2p(1) - —

4.2

como estamos analisando a interagao de uma onda actstica nas particulas, adicionamos
um campo de pressao com a ferramenta Background Pressure Field contida no subné

Pressure Acoustics Frequency Domain (acpr) dentro do né Component na janela de Model
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Builder, com dependéncia espacial do tipo,
p(r) = e ™, (4.3)

a Fisica usada considera que a onda plana utilizada tem dependéncia harmonica com o
tempo p(t) = e ™!, da Eq.(4.3) temos, a onda se propaga no sentido positivo de z com

amplitude de 1 Pa. Usando a Eq.(4.3) podemos reescrever a Eq.(4.1),

V2p + k*p =0, (4.4)

que ¢é a equacao de Helmholtz para pressao, que descreve a propagacao da onda no meio.
Ao adicionarmos a Fisica na nossa simulagao o COMSOL define algumas condig¢oes por
padrao, uma delas é a interface Sound Hard Boundary (Wall), uma condi¢ao de limite
para um limite rigido ou parede sélida, que é um limite no qual o componente normal da

aceleracao (e, portanto, a velocidade) é zero:

—n- (—1(th _ Qd)) =0, (4.5)

C

para fonte de dominio dipolo zero (gq = 0) e densidade de fluido constante p., isso significa

que a derivada normal da pressao é zero no limite, % = 0, isso implica que:

n <_Vp) o, (4.6)

n é o vetor normal a superficie onde essa condicdo é aplicada, o termo entre parénteses é a
aceleragao no fluido e vem da equagdo de movimento de Euler Eq.(2.13). Essa equagao de
contorno, equivale a uma condic¢ao de contorno de Neumann ¢ aplicada nas extremidades
da nossa geometria para evitar a passagem dos campos acusticos para fora do dominio da
simulacao, ela também é usada na superficie da particula rigida, o que nos garante que a

onda incidente sera totalmente espalhada pela particula ndo havendo absorcao por ela.

4.2.4 Mecanica dos Sélidos

Ao considerar a interacao entre uma particula sélida viscoeldstica e a onda actstica,
implementamos a Fisica Solid Mechanics no COMSOL, ela descreve o comportamento
da particula a ser perturbada pela onda actstica; baseada na resolucao de equagoes de
movimento e dindmica de corpos rigidos. A partir disso é possivel descrever a tensao e a
deformagao sofrida pelo objeto durante a interagao. Para modelar o problema o Comsol

utiliza a equagao de movimento dada por:
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2

s—u=F, +V.(, 4.7
P 12 1% ¢ (4.7)
u ¢é o vetor deslocamento, p, é a densidade, Fy sao forgas volumétricas e ¢ é o tensor de
tensdes em um sélido. Uma expressao direta da lei de Newton, corresponde a Eq.(2.29), a

Fisica Solid Mechanics é aplicada a superficie da particula.

4.2.5 Interface de Acoplamento das Fisicas

O COMSOL Multiphysics® possui a capacidade de combinar e analisar diversas
fisicas simultaneamente, o que permite uma abordagem mais completa na resolucao de pro-
blemas. No entanto, para obter uma descrigao realista do problema em estudo, é necessario
acoplar essas fisicas de forma adequada, o COMSOL possui um recurso que desempenha
o papel de acoplar as fisicas necessarias. Para analise do sdlido viscoelastico, utilizamos
as fisicas de "Pressure Acoustic"(Acustica de Pressao) e "Solid Mechanics"(Mecénica de
Solidos), para acoplar essas fisicas, o COMSOL utiliza a interface "Acoustic-Structure
Boundary'(Interface Fluido-Estrutura) que considera o fendmeno em que a pressao acistica
gera uma carga de fluido no dominio sélido e a aceleragao estrutural atua no dominio do

fluido com uma aceleracdo normal através do dominio fluido-sélido.

Através da interface "Acoustic-Structure Boundary", é possivel modelar a interacao
entre a pressao acustica e a estrutura soélida, permitindo uma andlise mais realista do
problema. E importante definir corretamente as condigoes de contorno nessa interface,
levando em consideragao os efeitos da pressao actistica e da aceleragao estrutural ver 3.2.3,
o COMSOL define as condigoes de contorno [67],

-n- (VIJ) =-n-uy, e Fyu=pn, (4.8)
Po

uy € a aceleracao estrutural sofrida pelo solido, n é o vetor normal a superficie do solido e

F4 é a carga (Forga por unidade de area) experimentada pela estrutura.

4.2.6 Camada absorvedora PML

A Figura (12) mostra onde a PML Pefectly Matched Layer foi usada, drea em
azul. A PML é um artificio utilizado no COMSOL para acentuar a atenuacao das ondas
incidentes no dominio selecionado criando caracteristicas de absorcao, usamos deste recurso
para evitar que as ondas espalhadas sejam refletidas de volta distorcendo os resultados.
Em cinza, o meio onde se propaga a onda actstica, e no centro da geometria aparece a
particula, todo o meio esta preenchido com dgua ver se¢ao (4.2.2), exceto a particula que

¢ feita de um material diferente, especificado nas secgoes (3.2.1), (3.2.3) e (3.2.3). As
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simulagoes estao parametrizadas em relacao ao comprimento de onda incidente A, para
uma melhor analise de dados, os paramentros de simulacao foram adicionados no n6 Global

Definitions usando a ferramenta Parameters.

Figura 10 — Perfectly Matched layer PML.
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4.2.7 Discretizacao (Mesh)

Denominamos Malha a combinacao de varios elementos discretizados da geometria,
através da ferramenta Mesh o COMSOL discretiza a geometria construida criando elementos
para aplicagdo do FEM, a malha pode ter formas, tamanho e combinacoes diferentes que
podem ser configuradas. O software fornece tamanhos predefinidos para os elementos
da malha automaticamente ao criar a simulacao, através da guia Size, a partir dessa
malha criada, podemos configurar cada regidao para um melhor resultado. Definimos
pardmetros adimensionais (n e ng) para analisar a densidade de malha necessaria para
observar convergéncia dos resultados, com isso simplificamos a andlise de convergéncia de
malha, estabelecendo n proporcional ao raio da particula, n é o nimero de elementos por
comprimento do raio da particula na superficie de integracao e na superficie da particula e
ng é o nimero minimo de elementos por comprimento de onda para dominios externos
a regiao de transicao de malha. Na Fig.(11) temos o gréafico de convergéncia de malha,
onde fixamos n = 10 e variamos ns, o eixo vertical representa o erro percentual em relacao

ao valor de referéncia (analitico) dos coeficientes de espalhamento da particula rigida a
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partir de um ponto em que o resultado ja convergiu (ny, = 200). Note que a partir de
(ny = 40) a malha ja estd convergindo, ou seja, a partir desse valor de ny o erro em relagao
ao resultado de referéncia varia muito pouco aproximadamente 4.5% e o tempo gasto é
praticamente o mesmo, sendo 16 min para ny = 40 e 20 min para ny, = 200, com isso
assumimos que ny = 200 seria uma escolha mais eficiente em relagao a aproximagdao com

resultado analitico e ao tempo de simulagdo que ainda ¢é baixo.

Figura 11 — Grafico da convergéncia de malha para particula esférica, com n = 10 fixo e
no variavel. As curvas mostram o erro em relagao ao resultado analitico dos

coeficientes de espalhamento obtidos numericamente. A malha converge a
medida que ny se aproxima de 200.
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Na Fig.(12) temos outro grafico de convergéncia de malha, dessa vez fixamos
ne = 200 e variamos n. De forma andloga, o eixo vertical denota o erro percentual em
relacao ao valor de referéncia (analitico) dos coeficientes de espalhamento da particula
rigida a partir de um ponto em que o resultado ja convergiu (n = 10). Observe que, a
partir de n = 5 ja nao ocorrem variagoes relevantes, e o tempo também é praticamente
o mesmo, portanto concluimos que ny, = 200 e n = 10, seria uma escolha adequada e se

mostrou eficiente para as demais simulac¢oes considerando a geometria esférica do centro
espalhador.

Figura 12 — Grafico da convergéncia de malha em relagdo aos coeficientes de espalhamento
para particula esférica, com ny = 200 fixo e n variavel.
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Na Fig.(13) temos um gréfico de convergéncia de malha, dessa vez para o esferoide,
nesse caso fixamos a frequéncia f = 2M Hz e variamos a malha ns. Observamos em
que ponto a malha passa a nao influenciar no valor dos coeficientes de espalhamento
do esferoide. Nesse caso, o eixo vertical denota os coeficientes Re[so|, Im[seo], Re[s1o]
e Im|sio] Respectivamente em relagao a f = 2M Hz para uma variagdo de malha ns.
Observe que, a partir de ny = 80 nao ocorrem variagoes significativas, independente da
densidade da malha para todos os coeficientes. Novamente optamos pelo valor de ny, = 200

para nossa simulacgdo, por estar dentro da regiao de convergéncia.

Figura 13 — Gréfico da convergéncia de malha em relacao aos coeficientes de espalhamento
para particula esferoidal rigida, para uma frequéncia fixa de 2 MHz, com no
variavel. A malha converge conforme ns se aproxima de 200.
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Na Fig.(14) temos outro gréfico de convergéncia para o esferoide, dessa vez fixamos
a frequéncia f = 12M Hz e variamos a malha ny,. Observamos que, a partir de no, = 50

nao ocorrem variagoes relevantes, independente da densidade de malha.
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Figura 14 — Grafico da convergéncia de malha em relacao aos coeficientes de espalhamento
para particula esferoidal rigida, para uma frequéncia fixa de 12 MHz, com ny
variavel.
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Fazer essa convergéncia de malha pro esferoide considerando esses valores de
frequéncia é importante porque, a frequéncia estd relacionada ao comprimento de onda.
Quanto maior a frequéncia, menor sera o comprimento de onda associado. Problemas com
frequéncias mais altas podem apresentar varia¢oes espaciais mais rapidas, o que pode exigir
uma malha mais refinada para capturar essas variagoes. Se a frequéncia for muito alta em
relacao ao tamanho da geometria, a malha necessaria para capturar os detalhes da solucao
sera muito fina, o que pode dificultar a convergéncia e aumentar o tempo de calculo. Por
outro lado, se a frequéncia for muito baixa em relagdo ao tamanho da geometria, é possivel
que a malha necessaria para representar adequadamente a onda actstica seja muito grossa,
levando a resultados imprecisos. A convergéncia da malha em simulagoes numéricas é um
aspecto critico para obter resultados precisos e confiaveis. Ela se refere a obtencao de
uma malha fina o suficiente para capturar os detalhes importantes da solugao sem gerar
excesso de elementos desnecessarios, o que aumenta o custo computacional e pode levar a

resultados imprecisos.

Na Fig.(15), demarcamos regides de transicao de malha, temos uma demonstracao
de como a malha foi definida nas proximidades da particula e da PML. As duas regides
possuem densidade de malha intermediaria entre a malha da superficie de integracao e a
do meio circundante e PML. No mesh realizamos a discretizacao da geometria, criando

uma malha com varios elementos discretizados.
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Figura 15 — Regioes de transicao de malha.
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Observe que na PML foi utilizada uma malha diferente com objetos quadrangulares
para proporcionar uma melhor andlise de absor¢ao da camada, isso ¢é feito usando a
ferramenta Mapped disponivel dentro do né mesh, a ferramenta se baseia em interpolacao
transfinita, construcao de uma func¢ao sobre um dominio planar que corresponde a uma
determinada func¢ao no limite geométrico [72]. Na regido do meio circundante & particula
podemos observar uma diferenca entre a densidade de malha intermediaria entre a malha
da superficie de integracao e a do meio circundante, limite de transicao entre o meio e
a particula, isso ocorre por que o COMSOL cria elementos menores para areas criticas
da simulacao e elementos maiores para regioes continuas através da ferramenta free
triangular, que discretiza a geometria da simulacao em objetos triangulares que podem

varia dependendo da regiao considerada.

4.2.8 Poés-processamento (study) e Carga computacional

Nas nossas andlises usamos o estudo frequency domain, que calcula uma resposta

de um sistema submetido a uma excitagdo harmonica ver secao 4.2.3.

4.2.8.1 Carga Computacional

Utilizamos em todas as simulagdes um desktop com CPU Intel(R) Core(TM) i7-
3770K, com 64 GB de meméria RAM disponivel. As simulacoes duraram cerca de 30 a 40
minutos incluindo todo o processo de gerar a malha e calcular o espalhamento. Procedendo
dessa forma em todas as simulagoes, o espalhamento actstico foi calculado através do

FEM, no préximo capitulo apresentamos os resultados das nossas simulagoes.
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5 Resultados e Discussoes

5.1 Validacao do Modelo

Nesse trabalho nossa metodologia recupera um importante resultado obtido para
teoria de espalhamento actstico [41], que apresenta um método semianalitico para calcular
os campos acusticos médios (Forga de radiagdo e Torque) exercidos em uma particula
esférica, simétrica ao eixo do comprimento de onda em um fluido ideal. Os campos
acusticos sao derivados em funcgao dos coeficientes de espalhamento que refletem os modos
monopolo e dipolo. Geralmente, essas solucoes sao derivadas com métodos de expansao
multipolar e/ou espectro angular. Esses coeficientes sao obtidos a partir da projecao da
pressdo sobre a parte angular do modo correspondente (monopolo e dipolo), sec. (3.4). Por
sua vez, a pressao espalhada é obtida por meio de um solucionador de elementos finitos, em
virtude da complexidade de resolver algumas equacoes. Um de seus principais resultados
mostra que, os coeficientes de espalhamento sdo independentes da onda incidente, além
disso depois de obter esses coeficientes do problema de onda plana, pode-se calcular
campos acusticos médios na particula causados por qualquer onda gerada no dispositivo
acustofluidico. A parte numérica do método é ainda verificada em relacdao a solucdo exata

para uma particula rigida esférica em um fluido sem perdas.

Obteve-se nesse caso quatro coeficientes de espalhamento que representam os modos
de monopolo (sq), dipolo transversal (s1._1) e (s11), e dipolo axial (s10), [41] mostra que
os modos de dipolo transversal de uma particula axissimétrica sao degenerados, s1._; = s1;.
Assim como os coeficientes de dipolo axial também sdao degenerados, s;; = s19, dentro do
erro numérico. Assim, os coeficientes de espalhamento do problema sao:

i (ka " (ka
Sooz_ijz?)((ka))’ 310:8112—]1( )

(5.1)

Jn € a funcao esférica de Bessel de ordem n, h,, é a funcao de Hankel de ordem n.

No Comsol Multiphysics isso é feito a partir da simulagao do espalhamento actstico
por meio de elementos finitos, que envolve varias etapas que sao configuradas através da
interface grafica do software. Inicialmente criamos o modelo geométrico da particula que
causa o espalhamento conforme descrito na Sec.(4.1), isso é feito utilizando as ferramentas
de modelagem do COMSOL, onde podemos criar a geometria 2D axisymetric respeitando
a simetria das particulas e definindo as dimensoes e formas necessarias. A geometria é
discretizada em uma malha de elementos finitos, ajustada para garantir que seja suficien-

temente refinada para capturar os detalhes importantes da solugao ver Sec.(4.2.7). Apos



a criagdo da geometria sao especificadas as equagoes que governam o comportamento
acustico do sistema Cap.(2), isso inclui a equagao da onda actstica Eq.(2.48) e as condigbes
de contorno que variam de acordo com o tipo de material Sec.(3.2.1, 3.2.2 e 3.2.3) e
geometria considerada Sec.(3.3). Além disso o material e suas propriedades afetarao o
comportamento do espalhamento aciistico e as condi¢oes de contorno devem ser definidas

para simular corretamente a interagao entre a onda incidente e a particula.

Apo6s a especificagao das equacoes, propriedades e condi¢oes de contorno, precisa-
mos configurar o solucionador no COMSOL para resolver numericamente o sistema de
equagoes acusticas, como dito na Sec.(3.4) em que descrevemos o método semianalitico.
Apos a configuragdo do modelo e do solucionador, podemos executar a simulagdo no COM-
SOL, o software resolvera numericamente as equagoes acusticas e fornecera os resultados,
incluindo a pressao espalhada, o padrao de espalhamento e os respectivos coeficientes
usando a aproximacao de monopolo e dipolo de espalhamento. Por fim, podemos analisar
os resultados da simulagdo para obter os coeficientes de espalhamento actstico; o COMSOL
permite visualizar os resultados graficamente e exporta-los para analises adicionais. Os
dados numéricos de espalhamento (coeficientes de espalhamento) sao exportados do COM-
SOL como uma base dados e implementados no Wolfram Mathematica onde resolvemos
analiticamente o espalhamento por meio da solucao das equagoes do modelo, os resultados

entao foram comparados por meio de analise de erro entre as solu¢gdes numeérica e analitica.

5.1.1 Particula Rigida

Em acustica, particulas nao esféricas de subcomprimento de onda, que sao muito
menores do que o comprimento de onda, sdo modeladas como pequenas esferas principal-
mente porque elas se encaixam nas expressoes analiticas simples de espalhamento obtidas
na aproximagao de dipolo de espalhamento. Para verificar esse resultado consideramos a
seguinte situacdo: Uma particula esférica rigida de subcomprimento de onda, com uma
simetria rotacional em torno de seu eixo principal, esta imersa em um fluido ideal sobre o
qual se propaga uma onda de pressdo actustica, ver Fig (8), a particula espalha a onda, os

pardmetros necessarios para esse modelo estdo descritos na Tabela (4).
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Tabela 4 — Parametros geométricos e fisicos usados na simulagdo do problema de espalha-
mento por uma esfera rigida imersa em um fluido ideal.

Parametros Valor Descrigao

Meio Fluido Agua

Dominio Computacional Cilindro

Particula Esfera rigida

L. 2.9325x10~*m  Largura do cilindro

h, 5.865x10~%*m  Altura do cilindro

a 3.91x107%n  Raio da particula

f 2 - 12 MHz Frequéncia

Co 1481 m/s Velocidade do som no meio
Bo 0.4560 GPa~! Compressibilidade

0o 998 kg/m? Densidade do meio

A 0.001481 m Comprimento de onda
k 4242.5 1/m Ntmero de onda

Fonte: Autor, 2023

A pressao espalhada pela particula é obtida resolvendo a equacao de Helmholtz
Eq.(2.48) com condigbes de contorno no superficie da particula, ver Sec.(3.2.2) e a condi¢ao

de radiagdo de Sommerfeld no infinito (kor — 00), Eq.(3.34).

Iniciamos a modelagem escolhendo a simetria apropriada do problema, o modelo
axisimétrico bidimensional (2D) é computacionalmente menos intenso em comparacao a
um modelo tridimensional (3D) e corresponde a uma onda plana que se propaga ao longo
do eixo de simetria da particula. O dominio do fluido corresponde a uma malha dentro
de uma regiao cilindrica. Usamos uma Pefectly Matched Layer (PML) ver Sec. (4.2.6),
em uma concha cilindrica concéntrica para absorver a onda espalhada e evitar que seja
refletida de volta ao dominio do fluido, na interface fluido-PML os campos actusticos sao
continuos e a superficie externa da PML é uma parede rigida. Resolvemos numéricamente
o espalhamento usando o FEM no software COMSOL Multiphysics, usando o Médulo de
Actstica onde as equagoes de actstica linear sao implementadas, na Fig (16) apresentamos

o resultado do nosso modelo.
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Figura 16 — Espalhamento de onda plana por uma particula esférica rigida (mostrada
em branco) em dgua. A onda plana viaja em a diregao vertical ao longo do
eixo z. A imagem de fundo corresponde para a parte real da onda espalhada
computada, a pressao positiva e negativa correspondem a regices azul e
amarelo-a-vermelho, respectivamente.
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Fonte: Autor, 2023

O padrao de espalhamento é de extrema importancia para uma analise visual
dos resultados das nossas simulagoes, podemos ver como a onda actstica interage com
a particula e como ela é espalhada em diferentes direcoes. A esfera rigida mantém sua
forma sob a acao de forcas externas, a onda sonora que atinge a particula e é refletida
por sua superficie, resultando nesse padrao de espalhamento. Na Fig.(17) plotamos os
coeficientes de espalhamento (analiticos e numéricos) para uma faixa de frequéncia de
2—-12 MHz, essencial para a validagao e compreensao dos resultados obtidos a partir da
simulacao e da andlise tedrica. A comparacgao entre os coeficientes numéricos e analiticos
permite avaliar a precisao e a confiabilidade da abordagem utilizada. Os coeficientes sao
obtidos ao resolver numericamente o espalhamento da onda plana pela particula usando
o método FEM. O resultado numérico é verificado analiticamente através da solugao do
problema do espalhamento actstico através do método de ondas parciais usando o software
Wolfram Mathematica.
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Figura 17 — Coeficientes de espalhamento de uma particula esférica rigida. As linhas
sélidas representam a solucao exata (Wolfram Mathematica), os pontos sao a
solugdo numérica (Comsol Multiphysics).
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Fonte: Autor, 2023

Como podemos observar o resultado numérico estd de acordo com a solucao exata
apresentada para particula rigida. O erro quadratico médio (NRMSE) em relagao as
solucoes numérica e analitica para a parte real do coeficiente na aproximacao de monopolo
Re[spo] € 0.0036% comparando as duas curvas, a parte imaginaria I'm[sg] é de 0.00011%,
na aproximagao de dipolo de espalhamento Re[sio] e Im[syo], os erros sdo ainda menores
comparados a aproximacao de monopolo e por isso foram desprezados. Para comparar os
resultados numéricos obtidos com os resultados analiticos, usamos o erro quadratico médio
normalizado (NRMSE), que nos fornece uma medida relativa de quao bem o modelo esta

fazendo previsoes em relacao a variabilidade dos dados,

100
A%) = ——F—
(%) Tmaz — Tmin J N

em que N ¢é o nimero de pontos da amostragem, x,,,, ¢ o valor maximo obtido analitica-

1 N

> (it — apum)* (5.2)

n=1

mente e x,,;, 0 menor valor analitico. A aproximacao obtida considerando o valor do erro
entre as solugdes demonstra a precisao do método semianalitico, uma vez que os métodos
numeéricos sao em geral considerados como aproximacoes. Nossa metodologia portanto
recupera o resultado apresentado [41], com isso ela deve ser valida para os casos que vamos

analisar.
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5.1.2 Particula Fluida (Oleo de Oliva)

Aproveitando a geometria construida anteriormente, consideramos agora o caso de
uma particula fluida, isso é feito basicamente mudando o material da particula Fig. (8)
por um material fluido. A Tabela (5) apresenta parametros da simulagao, optamos pelo
Oleo de oliva, por ser um material com propriedades fisicas especificas, como por exemplo
a densidade, que podem ser exploradas em aplica¢oes acustofluidicas, considerado seguro
e nao toxico para uso em aplicagoes biologicas, que o torna um material promissor para
estudos em acustofluidica em sistemas vivos na perspectiva de validagao experimental do
modelo, por ser compativel com muitos outros materiais utilizados em estudos acustoflui-
dicos, como polimeros, o que permite a criacao de sistemas complexos e multifuncionais.
Seu uso pode levar ao desenvolvimento de novas técnicas para separagdo e manipulacao
de células, diagnoéstico de doencas e tratamentos terapéuticos, entre outras aplicagoes

promissoras.

Tabela 5 — Parametros geométricos e fisicos usados na simulagdo do problema de espalha-
mento por uma esfera fluida.

Parametros Valor Descrigao

Meio Fluido Agua

Dominio Computacional Cilindro

Particula Esfera fluida (Oléo de Oliva)
L. 2.9325x10~*m  Largura do cilindro

h, 5.865x10~*m  Altura do cilindro

a 3.91x1075m Raio da particula

f 2 - 12 MHz Frequéncia

Co 1481 m/s Velocidade do som no meio

c1 1464 m/s Velocidade do som na particula

998 kg/m? Densidade do meio
915.8 kg/m3  Densidade da particula
2x10719 Coeficiente de absor¢ao
0.001481 m Comprimento de onda
42425 1/m Ntmero de onda

Fonte: Autor, 2023

>0 3D

Neste caso em que a esfera espalhadora é penetravel ao campo acustico, a onda de
fato entra em seu interior, portanto sofre mais influéncia da particula em comparacao a
particula rigida, isso exige algumas condigoes especiais, consulte Sec.(3.2.1). Na Fig.(18)
analogamente ao que fizemos pra esfera rigida podemos ver o espalhamento da onda plana
pela particula fluida. A diferenca fundamental entre o espalhamento de uma esfera rigida
e uma esfera fluida estd relacionada a natureza de seus materiais e as propriedades fisicas

que influenciam o fendémeno de espalhamento.
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Figura 18 — Distribui¢ao de pressao da onda plana por uma particula esférica fluida. A
onda plana viaja em a dire¢ao vertical ao longo do eixo z. A imagem de fundo
corresponde para a parte real da onda espalhada computada, a pressao positiva
e negativa correspondem a regioes azul e amarelo-a-vermelho, respectivamente.

Fonte: Autor, 2023

Uma esfera fluida pode ser deformada pela acao de forgas externas. Nesse caso
o espalhamento actstico ocorre tanto devido a interagao com a geometria da particula
quanto devido & interagao com as propriedades actsticas do proprio fluido que a constitui.
A onda sonora pode induzir movimentos vibratorios e deformagoes na particula fluida,
resultando nesse padrao de espalhamento caracteristico Fig.(18). Além disso, a velocidade
do som e a densidade do fluido que compoe a particula também afetam o espalhamento
acustico, observe na Tab.5 que a densidade da particula e do meio em que ela esta imersa é
bem préxima, isso se reflete no padrao de espalhamento gerado, note que a interagao é sutil,
gerando um espalhamento quase uniforme. Isso também pode ser observado ao comparar
o valor dos coeficientes com o caso rigido, notamos que os coeficientes de espalhamento da
particula fluida sdo no minimo uma ordem de grandeza inferiores em relagdo a particula
rigida. Na Fig.(19) plotamos os coeficientes de espalhamento do problema considerando o

resultado numérico e analitico.
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Figura 19 — Coeficientes de espalhamento de uma particula esférica fluida. As linhas
sélidas representam a solucao exata (Wolfram Mathematica), os pontos sao a
solugdo numérica (Comsol Multiphysics).
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O resultado obtido numericamente mostra que, para a particula fluida, os coefici-
entes de espalhamento na aproximacao de monopolo sdo bem préximos com os resultados
analiticos. A parte real do coeficiente de espalhamento (Re[sqgo]) tem um desvio de apro-
ximadamente 1,63% em relacdo ao resultado de referéncia, enquanto a parte imagindria
(Im[so]) possui um erro relativo de cerca de 0,05%. Isso indica que a aproximagao de

monopolo é uma boa representacao para o espalhamento acistico da particula fluida.

No entanto, os resultados mostram que os coeficientes de espalhamento na aproxi-
magao de dipolo apresentam um desvio mais significativo em relagao aos coeficientes de
monopolo. A parte real do coeficiente de espalhamento (Re[sip]) tem um erro relativo de
5,20%, e sua parte imaginaria (Im|sig]) 6,40%, Isso sugere que a aproximacao de dipolo

nao é tao precisa para descrever o espalhamento actstico em particulas fluidas.

Esses resultados indicam que a escolha da aproximacao utilizada pode afetar a
precisao das predigoes tedricas. A aproximacao de monopolo parece ser mais adequada para
particulas fluidas, uma vez que os coeficientes de espalhamento tém um bom acordo com
os resultados de referéncia. Uma possivel justificativa para o maior erro na aproximacgao
de dipolo em comparagao com a aproximacao de monopolo é que a aproximacgao de
dipolo considera apenas um momento de ordem superior, enquanto a aproximacao de

monopolo captura os efeitos dominantes no espalhamento acustico da particula. Além
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disso, a geometria e as propriedades fisicas das particulas podem influenciar a precisao das
aproximagcoes utilizadas. Portanto, é importante considerar cuidadosamente as limitacoes

e as condigoes de aplicabilidade das diferentes aproximacoes.

5.1.3 Sélido Viscoelastico

Os solidos apresentam diferencas em relagao aos fluidos quando se trata do trans-
porte de ondas acusticas. Isso ocorre devido a presenca de componentes transversais,
além da componente longitudinal, nas ondas actsticas que se propagam nesses meios, essa
caracteristica implica em uma maior complexidade matematica no tratamento analitico
dos campos de radiagao actstica em solidos. Ao contrario dos fluidos, nos quais é possivel
associar uma pressao escalar a onda acustica, nos sélidos essa abordagem nao ¢ mais valida,
isso significa que a andlise baseada nos potenciais e energias utilizada para os fluidos perde
parte de sua aplicabilidade. No entanto, ainda é possivel descrever os campos no interior
dos sélidos por meio de potenciais escalares associados aos tensores de tensao e deformagcao

dos sélidos, em contraste com os campos de pressao e velocidade presentes nos fluidos.

Nesse caso, temos uma onda viajando em um fluido ideal e incompressivel (Agua),
em um ponto especifico dessa trajetoria, ha um obstaculo com simetria esférica que espalha
a onda, esse obstaculo é feito de um polimero (Polietileno) um material com propriedades
viscoelastica, que implica que ele pode absorver as ondas longitudinais e de cisalhamento
em seu interior. Novamente consideramos a mesma geometria e dimensoes usadas nos
casos rigido e fluido, porém aqui devido as propriedades viscoelastica do material a
Fisica "Solid Mechanics"foi acoplada ao estudo conforme Sec.(4.2.4); Quando a onda
incide sobre a particula, ocorre uma divisao da energia da onda em duas componentes:
absorcao e espalhamento, a absorcao refere-se a parte da onda que é absorvida pelo
material da particula, resultando em uma dissipacao de energia, a parte da onda que
nao é absorvida é chamada de onda espalhada. Tanto a onda incidente quanto a onda
espalhada podem ser descritas em termos dos potenciais de velocidade, quantidades que
descrevem o movimento das particulas do meio de propagacao da onda. Para andlise
numérica, precisamos definir alguns pardmetros acusticos que descrevem o Polietileno.
Em geral, a densidade e a velocidade do som longitudinal e de cisalhamento para esse
material a temperatura ambiente sao dados em tabelas padroes, a Tabela 6 apresenta

alguns parametros utilizados.
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Tabela 6 — Parametros geométricos e fisicos usados na simulagdo do problema de espalha-
mento por um soélido viscoelastico.

Parametros Valor Descricao
Meio Fluido Agua
Dominio Computacional Cilindro

Particula

Esfera sélido viscoelastico (Polietileno)

L. 2.9325x10~*m  Largura do cilindro

h, 5.865x10~%*m  Altura do cilindro

a 3.91x10 %m Raio da particula

f 2-12 MHz Frequéncia

Co 1500 m/s Velocidade do som no meio

o 1000 kg/m*  Densidade do meio

1 957 kg/m? Densidade da particula

A 0.0015 m Comprimento de onda

k 4188.8 1/m Ntumero de onda

C 2380 m/s Velocidade do som longitudinal
Cs 987 m/s Velocidade do som de cisalhamento
o 0.0073 Absorgao longitudinal

Qg 0.022 Absorcao de cisalhamento

Fonte: Autor, 2023

A Fig.(20) descreve o espalhamento da onda acustica pelo sélido viscoeldstico.

A particula sélida viscoelastica exibe tanto comportamento elastico quanto viscoso em

resposta a onda acustica incidente. Isso significa que a particula possui uma combinacao

de caracteristicas de um sélido (que pode deformar elasticamente e voltar & sua forma

original) e de um fluido viscoso (que pode deformar gradualmente e dissipar energia).
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Figura 20 — Espalhamento de onda plana por uma particula esférica de material sélido
viscoeldstico (mostrada em branco) em dgua. A onda plana viaja em a dire¢ao
vertical ao longo do eixo z. A imagem de fundo corresponde para a parte real
da onda espalhada, a pressao positiva e negativa correspondem a regides azul
e amarelo-a-vermelho, respectivamente.

Fonte: Autor, 2023

O padrao de espalhamento pode variar com a frequéncia da onda acustica. Em
frequéncias baixas, o comportamento viscoso pode predominar, enquanto em frequéncias
mais altas, as propriedades elasticas podem se tornar mais proeminentes. Isso por que,
em frequéncias baixas, a onda acustica possui um comprimento de onda maior, o que
significa que a particula é submetida a uma pressao lenta e gradual. Nessa situagao,
a viscosidade do material tem um papel importante, pois ela governa a capacidade do
material de dissipar energia e absorver a deformacao ao longo do tempo. A viscosidade
¢é responsavel por parte do amortecimento da onda actstica e resulta em uma resposta
mais suave e gradual da particula, que se deforma progressivamente. Por outro lado, Em
frequéncias mais altas, a onda acustica possui um comprimento de onda menor, o que
implica que a particula é submetida a uma pressao rapida e repentina. Nesse cenario, as
propriedades elasticas do material sdo mais proeminentes, pois governam a capacidade
da particula de deformar elastica e instantaneamente em resposta a onda acustica. Essa
dependéncia da frequéncia pode leva a padroes de espalhamento complexos e nao lineares,
como mostrado na Fig.(20). Além disso, as propriedades viscoeldsticas da particula podem
causar amortecimento na onda actustica, resultando em atenuagao ou reducao da amplitude
da onda a medida que ela interage com a particula. Na Fig.(21) plotamos os coeficientes

de espalhamento para uma faixa de frequéncia de 2-12 MHz. A parte numérica do método
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foi verificada solucionando o problema do espalhamento actstico através do método de

ondas parciais usando o software Wolfram Mathematica.

Figura 21 — Coeficientes de espalhamento de uma particula esférica feita de material
sélido viscoeléstico, as linhas sélidas representam a solucao exata (Wolfram
Mathematica), os pontos sao a solugdo numérica (Comsol Multiphysics).
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Fonte: Autor, 2023

O resultado obtido para um soélido viscoelastico mostra que os coeficientes de
espalhamento na aproximacao de monopolo apresentam um desvio consideravel em relagao
aos resultados numéricos e analiticos. A parte real do coeficiente de espalhamento (Re[sqo))
possui um erro de aproximadamente 28,16%, enquanto a parte imaginaria (Im[sgo)])

apresenta um erro de cerca de 24,5%.

No caso da aproximacao de dipolo, os resultados mostram um desvio menor em
relagdo aos resultados de referéncia. A parte real do coeficiente de espalhamento (Re[s10])
apresenta um erro de aproximadamente 0,66%, enquanto a parte imaginaria (Im[s10])
tem um erro de aproximadamente 3,12%. Embora ainda haja algum erro, esses valores

indicam uma melhor concordancia em comparagao com a aproximag¢ao de monopolo.

A diferenca nos resultados entre as aproximacodes de monopolo e dipolo pode
ser atribuida a caracteristicas especificas dos sélidos viscoelasticos. Esses materiais tém
propriedades mecanicas complexas, como comportamento viscoso e elastico combinados,
o que pode dificultar a modelagem precisa do espalhamento acustico. Além disso, a
influéncia de outras interagoes e fendmenos, como a dissipagao de energia e a resposta

temporal do material, pode afetar a precisdo das aproximacoes utilizadas. Portanto, é
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importante considerar essas limitagoes ao aplicar a teoria de espalhamento actstico em
solidos viscoelasticos. O alto desvio na aproximacao de monopolo indica a necessidade de
abordagens mais sofisticadas. O uso da aproximacao de dipolo pode fornecer resultados
mais préximos, mas ainda pode ser necessario considerar outras fontes de erro e refinamentos
na modelagem para obter resultados mais precisos. O erro pode estar relacionado a diversos
fatores numéricos e analiticos, como acoplamento das fisicas da simulacao, condi¢oes de
contorno, possiveis erros na defini¢cdo da malha, entre outros fatores, uma analise detalhada
de todos os parametros envolvidos no problema é necessaria para uma melhor convergéncia

dos resultados.

5.1.4 Particula esferoidal

Como mencionado anteriormente, a maioria das andlises teéricas sobre espalha-
mento e forca de radiacdo acustica em fluidos assume que as particulas tém forma esférica.
Uma simplificacao til, porem limitada a formas geométricas idealizadas. Ao conside-
rar particulas com formas nao esféricas, as técnicas analiticas exatas podem se tornar

impraticaveis e se faz necessario abordagens numéricas mais sofisticadas.

Aplicando as técnicas apresentadas até aqui, consideramos no problema de espalha-
mento uma particula com geometria de um esferoide, uma forma geométrica tridimensional
que se assemelha a uma esfera achatada nos polos, na Fig.(22), podemos ver o espalhamento
acustico pelo esferoide. Consideramos uma particula esferoidal rigida com eixo maior a e
menor b imersa em fluido ideal (dgua), de densidade p,y e velocidade de propagacao do

som cg, 0s pardmetros necessarios com base na Ref. [73] estdo descritos na tabela a seguir.

Tabela 7 — Parametros geométricos e fisicos usados na simulagoes do problema de espalha-
mento por um esferoide.

Parametros Valor Descricao

Meio Fluido Agua

Dominio Computacional Cilindro

Particula Esferoide rigido

L. 2.9325x10~*m Largura do cilindro

h, 5.865x10"*m  Altura do cilindro

a 1 pum Raio menor

b 10 pm Raio maior

f 2 - 12 MHz Frequéncia

Co 1492 m/s Velocidade do som no meio
Po 1000 kg/m? Densidade do meio

A 0.001481 m Comprimento de onda
k 42425 1/m Ntmero de onda

Fonte: Autor, 2023

A particula encontra-se na origem do sistema de coordenadas com o eixo z coinci-
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dindo com seu eixo de rotacao. Respeitando a simetria, usamos coordenadas esferoidais
para descrer o espalhamento actstico ver Sec. (3.3.1). Na Fig.(22) temos o padrao de
espalhamento do esferoide. O esferoide é uma forma geométrica nao esférica, caracterizada
por eixos de comprimento diferentes, isso cria uma geometria anisotrépica que resulta em
um padrao de espalhamento assimétrico em relagao aos eixos do esferoide, dependendo
da orientacao, o esferoide pode exibir um padrao de espalhamento direcional, onde a

intensidade de espalhamento é diferente em diferentes direcoes.

Figura 22 — Espalhamento de uma onda plana por um esferoide (Comsol Multiphysics).
A onda plana viaja em a dire¢do vertical ao longo do eixo z. A imagem
de fundo corresponde para a parte real da onda espalhada computada, a
pressao positiva e negativa correspondem a regioes azul e amarelo-a-vermelho,
respectivamente.

Fonte: Autor, 2023

Como podemos observar na imagem a forma do esferoide influéncia significativa-
mente o padrao de espalhamento acustico. Diferentes relacoes entre os eixos principais
do esferoide podem levar a padroes de espalhamento distintos, incluindo assimetrias e
focos de espalhamento em diregoes especificas. Os coeficientes de espalhamento vao ser
determinados usando as condigoes de contorno na superficie das particulas, com isso

obtemos numericamente os coeficientes de espalhamento.
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Figura 23 — Coeficientes de espalhamento de uma particula esferoidal rigida. Os pontos
sao a solugdo numérica (Comsol Multiphysics).
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Fonte: Autor, 2023

A utilizacdo de um método semianalitico para descrever o espalhamento em parti-
culas esféricas é uma abordagem comum e eficaz para analisar o comportamento actustico
dessas particulas. No entanto, ao considerar geometrias nao esféricas, como um esferoide,
a complexidade do problema aumenta significativamente, tornando o uso de métodos

puramente analiticos muito mais dificil ou mesmo impossivel.

Contudo a metodologia usada nesse trabalho demostra que é possivel obter resul-
tados precisos nao s6 para particulas esféricas. A metodologia é vilida para geometrias
complexas como o esferoide, uma validagao analitica nesse caso ¢ desejavel para validar

esse resultado.
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6 Conclusoes e Perspectivas

6.1 Conclusoes

Nesse estudo, tratamos do espalhamento de campos actsticos por diferentes mate-
riais e geometrias ao analisar seus campos internos e externos no processo de interacao.
Assim, derivamos expressoes analiticas numa aproximagao de campo distante kr > 1 para
os coeficientes de espalhamento escalares s, e os coeficientes de forma do feixe ay,, de
uma onda plana sobre diferentes materiais suspensos num fluido ideal, considerando as

geometrias esféricas e esferoidal, no chamado limite de espalhamento Rayleigh.

Apresentamos inicialmente uma formulacao Matematica da propagacao de ondas
acusticas em meios fluidos partindo dos principios de conservacao de grandezas fundamen-
tais como: massa, energia e momento. Para isso, fizemos uma revisao bibliografica no
que diz respeito a Fisica da propagacao de ondas actisticas. No Capitulo 2 derivamos por
meio dos principios basicos de conservagao as expressoes analiticas para a equagao de onda
acustica homogénea, demonstramos que uma onda acustica pode ser descrita por uma
funcao potencial ¥ (r, ), que relaciona & pressao e o campo de velocidades induzidos no
meio que satisfaz a equagao de onda escalar, por isso, o som pode ser caracterizado como
um fenémeno ondulatério. Mostramos também que uma onda sonora harmoénica no tempo
pode ser caracterizada por um fasor ¢ (r) que satisfaz a equagdo de onda linear conhecida
como equacio de Helmholtz (V2 + k?)é(r) = 0, que representa a solugio para a propagacao
de uma onda harménica no espaco, utilizando o método de aproximagoes sucessivas. Nas
diferentes geometrias consideradas, encontramos solugoes através de combinagoes lineares
de fungoes radiais (como Bessel, Neumann ou Hankel) e fungbes angulares (harménicos
esféricos), que nos permitem expressar os campos acusticos nas regioes de interesse. No Ca-
pitulo 3, focamos no problema de espalhamento por uma esfera penetravel, determinando
os coeficientes da onda acustica incidente ay,,, interna by, e espalhada s;,, estudamos
o espalhamento por um objeto esférico rigido determinando os coeficientes do campo
espalhado s;,,; estudamos o espalhamento por um objeto esférico viscoelastico, que utiliza
o modelo de Kelvin-Voigt fracionario, verificamos que sdo necessarios dois fasores para
descrever o campo actstico e desenvolvemos um sistema linear que permite determinar os
coeficientes de forma do feixe da onda incidente a;, € o coeficiente de espalhamento escalar
Sim €expressos em termos dos coeficientes de espalhamento de monopolo sgg e dipolo sq.
Além disso, aplicamos a metodologia na andlise de um centro espalhador na forma de um
esferoide rigido, obtemos os coeficientes de espalhamento s, expressos na aproximacao
de monopolo e dipolo sgy e s19, além do coeficiente em forma de feixe a;,,. Com essa

formalizacao, fizemos uso da teoria de espalhamento como metodologia para determinar as



expressoes das ondas actisticas envolvidas em diferentes geometrias e combinac¢oes de meios.
No Capitulo 4, apresentamos a aplicacio do FEM e do software COMSOL Multiphysics®,

usados para resolver numericamente o problema de espalhamento.

Os estudos sobre a propagacao de ondas em meios fluidos foram de grande im-
portancia para a compreensao do fenémeno de espalhamento actistico. Nesse contexto,
¢é fundamental destacar a relacdo entre o espalhamento actstico e o fenémeno de forga
e torque de radiagao acustica de grande relevancia em diversas aplicagoes, como pingas
acusticas, levitagao, separacgao, aprisionamento de particulas, entre outras. Portanto, os
estudos sobre a propagacgao de ondas acusticas e o fendmeno de espalhamento sao funda-
mentais para avancar o conhecimento na area da Actstica e para aplicar esses principios

em diversas aplicagoes tecnoldgicas e cientificas.

Ao longo do estudo, investigamos cenarios fluido-rigido, fluido-fluido e fluido-sélido
com centro espalhador de geometria esférico, além disso mostramos que nossa metodologia é
valida ndo s6 para particulas esféricas, mas a mesma pode ser aplicada para particulas com
formas distintas como no exemplo do esferoide. Por fim, fizemos uma revisao no problema
de espalhamento de ondas actsticas em meios fluidos por uma esfera rigida, fluida e sélido
viscoelastica, além de um esferoide rigido. Para isso, definimos as grandezas fisicas de
interesse num problema envolvendo meios elasticos e viscoeldsticos, bem como os campos
usados nas descri¢oes da onda acustica. Apresentamos como resultado a comparagao das
descri¢oes analitica e numérica do problema poucas vezes consideradas juntas no mesmo
estudo em virtude da complexidade de se resolver tanto a parte analitica como a parte

numérica.

6.1.1 Perspectivas

A partir deste trabalho, é possivel estender os resultados em uma analise mais
profunda de fené6menos derivados da teoria de espalhamento actistico, como exemplo os
resultados aqui observados podem ser usados para calcular expressoes de forca e torque
de radiagao acustica para os diferentes tipos de particulas consideradas, o que é de suma
importancia no avanco do conhecimento e desenvolvimento de aplicagoes tecnoldgicas e
cientificas na area de Acustofluidica. Uma segunda perspectiva proveniente desse estudo
¢ a investigacao mais detalhada do caso viscoelastico, considerando o resultado aqui
apresentados para esse caso em especifico. Além disso, é necessaria uma validacao analitica
do esferoide rigido para comparar com o resultado numérico, além de considerar outros

tipos de materiais como fluido e sélido para o esferoide.
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Apendice 1

1 Formulas de recorréncia e assintoticas - funcoes de Bessel
e Hankel

1.1 Formulas de Recorréncia

Inicialmente, consideremos as formulas de recorréncia para as fungoes de Bessel e Hankel de primeiro
tipo. Usandro x = kr.

1. Fungoes de Bessel esféricas

Ji(@) = —jiy1(z) + éil(l’)i (1)

2?5 (z) + 2zj](z) + [2° = I(L+ 1)] ji(z) = 0,

(2)
2?5/ (x) + 4] (z) + [2+ 2® — 11+ 1)] ji(z) + 225(2) = 0. (3)
2. Fungoes de Hankel de primeiro tipo
1) 1 I
W (@) = ~hih + h (). (4)
1.2 Consideremos, agora, as expressoes assintéticas
1. Casos assintdticos quando z < 1
(a) Fungoes de Bessel esféricas
1
. T
T)~ o,
@)~ G (5)
. —zHt (20 + 3)zt T
i) ~ s o) 0

(21 +3)"
(b) Fungdes de Hankel do primeiro tipo



—i(20+ 1)

1
hV (@) ~ =

(1) I+ 1)(20 — )N
hy (@) ~ I N

2. Casos assintéticos quando = > 1

(a) Funcgoes de Bessel esféricas

(b) Fungbes de Hankel do primeiro tipo

1 i T
ht (@)~ e

, _glnix l
hY (z) ~ % (1 + zx> .

(10)

(11)

(12)



Apendice 2

1 Funcoes Radiais Monopolo e Dipolo

Na aproximacao de comprimento de onda longo € < 1, as fungbes radiais esferoidais podem ser
expressas por [65];

2 4
RY —14+ 5 (2-302) + —_[112 — 180C?
00 s ( i)+ 16200[ !

4 e 2 (1)
+ 135CT + 382 (2192 — 8064C7

+5670C] — 2835CY)],

2 2
1y € €eCy 9
R =— 2 —5C
1070, 7150 [ 1 1900 2)
x (368 — 700CT + 875C1),
(1) 651 6351 2 62
RV == 4 —-5C
=3 TR 1 1900 (3)
x (712 — 1400C? + 875CY),
@_ 2, €
3 /e\4
2 (€ 4
+5 (6) [11C) + 9Cs (4)
L
+ 55 (1109 — 13803 + 135Cy),
@ _3C1 50 G2y (€)?
Mo ="z 2~z ~2L (1())
402 1 € 4
18C) — —= + L(22 -1 — (=
« [ 801 — 52 + L 002)] + 25 (10) 5

C
x [27231301 - 8640—2 + 7875C;
1

— L(116073 — 99540C5 + 7875C}5),



_ 8L(33 + 50) - 1%6 (1%)2 (6)

12
X [8580001 —1750C5 + 757201 — L(106324 — 76950Cs — 175004)]7
1

R®) =R +iR®) (7)

nm?

RSLQTZL é é a fungao radial de segunda espécie. Observe que, Rgf)n = RS}?W comi = 1,2,3., alem disso;

Cn=;[(m+§)7l+(@+£>_n], (8)
Si=1 [(\/52—1+5)"— (@%)”}’ (9)

1 (VE T4

1 (10)
(V@ T +e)

1



Apéndice 3

0.1 Solucgoes da Equacao de Helmholtz - Coordenadas Esféricas

No problema de espalhamento actstico utilizaremos o sistema de coordenadas esféricas
(r,0,¢). Onde r é a distancia radial, 6 é o angulo polar e ¢ é o dngulo azimutal, conforme ilustrado
na Fig.(1). Essa representagdo é particularmente 1til, pois permite descrever a propagagao da
onda sonora em torno de um objeto em trés dimensodes, as coordenadas esféricas fornecem uma
descricao conveniente para analisar a dependéncia angular do espalhamento actstico, enquanto
a coordenada radial r permite estudar o comportamento da onda em diferentes distancias do ob-

jeto. A regra de transformacao de coordenadas esféricas em cartesianas pode ser descrita desta forma:

x = rsinf cos p, (1)
y = rsinfsin @, (2)
z =1rcosb. (3)

0 é medido a partir do eixo z positivo com 0 < 6 < 7 no plano zy com 0 < ¢ < 27. Essas equacoes
relacionam as coordenadas esféricas (1,0, ) as coordenadas cartesianas (z,y, z), nos permitindo

converter pontos no espago entre os dois sistemas de coordenadas.

Pode-se resolver a equagéo de Helmholtz para um fasor ¢ (r), usando o método de separagdo

de variaveis em coordenadas esféricas, que consiste em fazer a seguinte hipétese:

¢(r,0, ) = R(r)O(0)¢(0), (4)

R(r), ©(0) e ®(¢) sdo fungdes arbitrarias radial, polar e azimutal. Essa hipétese assume que a
solugao da equagao de Helmholtz pode ser expressa como o produto de trés fungbes separdveis, uma

dependendo apenas de 7, outra dependendo apenas de 6, e outra dependendo apenas de .



Figure 1: Coordenadas Esférica (1,6, ¢) .

Fonte: Ledao Neto, 2015.
O operador laplaciano pode ser escrito em coordenadas esféricas,
VQZT%% (7“2%)4-@% (sin@%)—i—lm;—;, (5)
usando as Eqgs. (4) e (5) podemos reescrever (?7),

- - - - - 2 —
2 ar \" ar) T r2smode a9 +E RO =0, (6)

0P d [ ,dR R® d /. ,dO RO d%®
sin 0 -
r2sin? 6 dp?

observe que, todas as derivadas agora sdo derivadas ordindrias, ndo mais parciais. Multiplicando a
Eq.(6) por:

r?sin? (R(r)O(0)®(¢)) !,

temos;

1d ([ ,dR 1 d e 1 &%
20 | L4 (2 L d (g O L A el
sin A\ ar) T osmeas a0 ) T smzeda T ’ @

com isso podemos isolar uma porg¢do da equagdo unicamente dependente de (),

1d?e 9,0 1d [ ,dR 1 d /. ,dO
gd—w—sm (9|:—7" k —E& <7" E) —@Sin9@<81n9@> s (8)

observe que essa equacdo relaciona uma funcdo apenas de ¢ a uma fungao de r e de . Como
sao variaveis independentes, podemos igualar cada lado a uma constante, ou seja, existe alguma

constante real que deve ser igual a ambos os lados da igualdade. Considere m € Z tal que,



1d*e

ECTPQ*—m, (9)
o[ as 1d [ ,dR 1 d /. .de ,
_ _ - = =) i = - _ 1
S 9{ e U ) T esmaan P " (10)

dividindo ambos lados da Eq.(10) por (sin2 0) e separando os termos, obtemos duas equagdes

dependentes de 7 ¢ 6.

1d /[ ,dR m? 1 d 40
2k2 - 20y - - = 5in § — 11
Tt R\ @) T sin?0 Osmods ™ ’ (1)

considerando outra constante | € Z escrita como [(I + 1) e escrevendo as equagdes separadas,

1d [ ,dR
m? 14 de
_ d (990N _ 1
sn?0  Osinddo <““9d9> W+, (13)

a solucdo da Eq.(9) é uma exponencial complexa, do tipo:

D(p) = D1, (14)

onde ®; é uma constante e m é um inteiro de modo que a solucdo é a mesma para @ e @ + 2,

devido a periodicidade do angulo ¢:

P(p) = (v + 2m),

resolvemos a Eq.(13), usando uma mudanga de varidveis (n = cos ), isso mostra que na simetria
em questdo o (cosf) é a varidvel natural do problema, pois é em termos dela que suas solugoes sao

visualizadas, com isso a Eq.(13) torna-se:

de m?

d 2 —
a0 ]+ e - et =o, (15)

essa equagdo é identificada como a equagao associada de Legendre, que possui por solugoes as

chamadas fungoes associadas de Legendre no argumento (n = cosf), ou seja,

O(0) = O1p"(cosh), (16)



onde, p]"(cos ) sdo as fungdes associadas de Legendre e ©; ¢ uma constante.

Podemos reescrever as funcoes ®(¢) e ©(0) como um conjunto de fungdes normalizadas
por conveniéncia, conhecidas como harménicos esféricos ¥;™(cos 6, ¢), que podem ser representados

matematicamente da seguinte forma:

(20 + 1)(1 — m)!

}/lm(COSQ7§0) = 47T(l+m)'

P/™(cos 0)e"™?, (17)

ondel >0,—l <m <|.

Em relacdo & dependéncia radial, da Eq. (12), suas solugdes sdo dadas aos pares (como uma
soma de duas solugdes linearmente independentes), uma opgao é a soma de uma fungdo de Bessel
esférica de ordem [, j;(kr), e uma fungdo de Neumann esférica de ordem I, y;(kr), Ry e Ry sdo

constantes, ou seja,

R(r) = Ryji(kr) + Royi(kr), (18)

ou ainda por uma soma de fungoes de Hankel de primeiro e segundo tipo de ordem [, ou seja, hl(l) (kr)
e h(2)(k7“)
. .

R(r) = Rsh{" (kr) + Ry (kr), (19)

R3 e Ry, sdo constantes.

As funcgoes de Bessel sdo bem definidas na origem e oscilam quando kr — oo, enquanto as
fungbes de Hankel esféricas de primeiro tipo nao sd@o bem definidas para kr — 0, mas decaem a zero
a medida que kr — oo. Por fim, essas solugoes sdo conectadas no fasor ¢ (kr, cos 6, ¢) de acordo com
a regiao do espago que tratamos: caso a fungdo deva ser definida em r = 0, tomamos a combinagao
de fungoes de Bessel esféricas e de Neumann esféricas, entdo uma vez obtidas as solugoes separadas
das fungdes radial, polar e azimutal, a solu¢do geral da equagdo de Helmholtz dada pela Eq. (4)

torna-se:

oS} l
¢(kr,cosb, ) = Z Z [armgi(kr) + bimyi (k)] Y™ (cos 6, @), (20)
1=0 m=—1

caso a situacao seja tal que a fungao precise ser bem definida quando r — oo, a combinacao das

fungoes de Hankel de primeiro e segundo tipo é mais conveniente:

%) 1
d(kr,cos8,0) = Y [slmhl“)(kr)+clmh§2>(kr) Y™ (cos 6, ), (21)

=0 m=—1



onde aypm, by, Sim € Cim S0 coeficientes que serdao determinados através das condigoes de contorno
especificas de um problema acuistico. Essas expressoes sao usadas para recuperar a onda de pressao

p(r,t) e o campo de velocidades v(r,t) através das relagdes de recorréncia,

p(ra t) = _p0¢(kr7 COs 97¢)ateiioﬁ7 (22)

v(r,t) = Vé(kr, cos 0, p)e ™™ (23)

onde pg indica a densidade do meio onde a onda se propaga.
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