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RESUMO

Nesta tese, classificamos as superfícies regradas não degeneradas no espaço tridimensional de
Lorentz-Minkowski que são translating solitons para o inverse mean curvature flow (IMCF).
Em particular, provamos a existência de translating solitons não cilíndricos, que contrastam
com o cenário Euclidiano. Neste mesmo ambiente semirriemanniano, também classificamos
todas as superfícies regradas que são homothetic solutions para o IMCF.

Palavras-chave: Espaço de Minkowski; superfícies regradas; curvatura média; Inverse Mean
Curvature Flow; translating solitons; homothetic solutions.



ABSTRACT

In this thesis, we classify non-degenerate ruled surfaces in the three-dimensional Lorentz-
Minkowski space that are translating solitons for inverse mean curvature flow (IMCF). In par-
ticular, we prove the existence of translating of non-cylindrical solitons, which contrasts with
the Euclidean scenario. In this same semi-Riemannian space, we also classify all ruled surfaces
that are homothetic solutions for the IMCF.

Keywords: Minkowski space; ruled surfaces; mean curvature; inverse mean curvature flow;
translating solitons; homothetic solutions.
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INTRODUÇÃO

Seja X : M → L3 imersão suave de uma superfície M tipo espaço, com curvatura média não
nula, no espaço tridimensional de Lorentz-Minkowski L3. O inverse mean curvature flow
(IMCF) no espaço de Lorentz-Minkowski é uma família a um parâmetro de imersões Xt =
X(., t) : M → L3 com Mt = Xt(M), satisfazendo

∂

∂ t
X(p, t) =− 1

H(p, t)
N(p, t)

X(p,0) = X(p), p ∈ M,

(0.1)

onde H(·, t) e N(·, t) é a curvatura média e o vetor normal unitário de Mt , respectivamente, e
t ∈ [0,T ).

Na literatura existe uma considerável abordagem sobre o IMCF no espaço euclidiano, e
esse fluxo tem se mostrado muito útil para obter desigualdades geométricas, como a desigual-
dade de Penrose para variedades riemannianas assintoticamente euclidianas, demonstrada por
Huisken e Ilmanen em [HI01]. Por sua vez, Gerhardt e Urbas provaram em [Ger90] e [Urb90] a
existência de uma única solução para o fluxo (0.1) para todo t ≥ 0, no caso em que a superfície
inicial seja estrelada. Eles provaram que, quando t → ∞, esse fluxo converge para uma esfera
redonda após um reescalonamento.

No tocante a desigualdades geométricas, Guan e Li, veja [GL09], usaram o IMCF para
provar desigualdades do tipo Alexandrov-Fenchel. Neste tópico, podemos citar também as
obras [dLGa15], [MV15] e [BHW16]. No cenário não euclidiano, Gehardt provou em [Ger83]
alguns resultados de existência e regularidade para o fluxo de curvatura média em espaços-
tempos cosmológicos. Em [Bar84] e [Bar88] podemos encontrar resultados de existência e re-
gularidade para o fluxo de curvatura média em variedades pseudoeuclidianas assintoticamente
planas. A existência e regularidade do IMCF em variedades semirriemannianas, com ênfase
em variedades lorentzianas, são discutidas por Gerhardt em [Ger08]. O IMCF em espaços
de Lorentz-Minkowski aparece no problema clássico de encontrar uma transição suave de um
espaço-tempo big crunch para um big bang, mediante as equações de Einstein e a equação de
estado para fluidos perfeitos. Também em [Ger08], Gerhardt provou, após redimensionamento,
que o IMCF em espaços semirriemannianos poderia ser usado para definir esta transição e a
existência do IMCF para cada tempo em espaços-tempos cosmológicos.

As self-similar solutions, ou seja, superfícies que se movem por contrações ou expansões
homotéticas, translações ou rotações sob o fluxo, desempenham um papel notável na teoria
das singularidades dos fluxos. Neste trabalho, vamos nos concentrar nos translating solitons
e homothetic solutions self-shrinkers e self-expanders de superfícies regradas no espaço de
Lorentz-Minkowski.

Seja I é um intervalo aberto da reta real R, γ(s) uma curva em L3 definida em I e β (s) um
campo de vetores ao longo de γ(s). Para t ∈R, definimos uma superfície regrada, no espaço de
Lorentz-Minkowski, por meio da parametrização local

X(s, t) = γ(s)+ tβ (s). (0.2)
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Superfícies regradas em L3 foram objeto de estudo de diversos autores, como [Kob83], [VdW90],
[DK99], [DVdWVW95], [KY00], [KY04], [KY07], [KK12], [Liu09] e [Ali20], entre outros.

Uma imersão suave X0 : M →L3 é chamada translating soliton (ou translator) para o IMCF,
com relação ao vetor velocidade, não nulo, V ∈ L3, se a família a 1-parâmetro de imersões

X(·, t) = X0 +φ(t)V (0.3)

é solução de (0.1), para alguma função suave positiva φ(t) tal que φ(0) = 0. Geometricamente,
isso significa que a superfície X0(M) move-se sob o fluxo apenas por translações na direção V.
Como provaremos mais adiante, a Equação (0.3) será equivalente à superfície M satisfazer

⟨N,V ⟩=− 1
H
, (0.4)

que será chamada de equação dos translating solitons.
Fazendo uso da equação (0.4), para superfícies regradas não degeneradas, com parametri-

zação dada em (0.2), provamos no Lema 2.1.1 que o campo de vetores β , ao longo da curva
base, não pode ser um campo tipo luz, quando esta superfície for não cilíndrica. Mais preci-
samente, mostramos no Teorema 2.1.1 que, a menos de movimentos rígidos em L3, o campo
de vetores é determinado por β (s) = (1,s,s), e a curva base tem parametrização explícita dada
em (2.9). Além disso, nesse caso, se V = (v1,v2,v3) ∈ L3, é a velocidade do translating so-
liton, então v1 ̸= v2. Quando a superfíce for cilíndrica, isto é, quando o campo de vetores for
constante ao longo da curva base, a menos de movimentos rígidos, escolhemos β = (1,0,0)
ou β = (0,0,1). Uma vez escolhida a direção tipo luz, mostramos que a curva base tem forma
explícita em (2.2.1) e (2.2.2), conforme as coordenadas da velocidade V = (v1,v2,v3) satisfa-
zem v2 =±v3 e v2 ̸=±v3, respectivamente. Esgotamos a análise dos translating solitons, para
o IMCF de superfícies regradas cilíndricas, mostrando que a curva base tem parametrização
(2.36), para o caso em que o campo de vetores é tipo tempo.

Lembramos que Hieu e Hoang provaram em [HH09] que superfícies regradas que são tran-
lating solitons para o fluxo de curvatura média em R3 são partes de planos ou cilindros sobre
curvas grim reapers. Nessa direção, Aydin e López classificaram em [AL21] todas as super-
fícies regradas que são translating solitons para o fluxo de curvatura média em L3, obtendo
uma classificação muito mais rica que a do espaço euclidiano. Em particular, eles obtiveram
superfícies regradas não cilíndricas como translating solitons. Por outro lado, Kim e Pyo, veja
[KP19], classificaram todas as superfícies regradas que são translating solitons para o fluxo
de curvatura média inversa em R3, provando que são cilindros sobre cicloides. Podemos tam-
bém citar o trabalho de Aydin e López, ver [AL23], sobre translating solitons em R3 para o
fluxo por potências da curvatura gaussiana, incluindo superfícies regradas, e o artigo de López,
veja [L2́1], sobre superfícies regradas que são self-similar solutions generalizadas do fluxo de
curvatura média.

Por sua vez, uma imersão X0 : M2 −→ L3, com curvatura média não nula H, é uma solução
auto-similar homotética para o IMCF se é uma homotetia de X0, isto é, se existe uma função
positiva φ(t) com φ(0) = 1 tal que

X(., t) = φ(t)X0 (0.5)
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Também provaremos que, a Equação (0.5) será equivalente existência de uma constante real,
não nula, C tal que

C ⟨N,X⟩=− 1
H
, (0.6)

a qual será chamada equação das homotéticas.
Em constraste com os translating solitons, as homothetic solutions para o IMCF de su-

perfícies regradas não cilíndricas, com parametrização (0.2), pode admitir um campo de ve-
tores tipo luz, onde provamos no Teorema 3.1.1 que esse campo deve satisfazer a relação
(β ′′(s),β (s),β ′(s)) = 1 e que a superfície é self-expander com C = 1, possuindo parame-
trização X(s, t) = (a(s)+ t)β (s)+ b(s)β ′(s), onde a(s) e b(s) ̸= 0 são funções reais suaves.
Todavia, quando supomos que β não admite um campo de vetores tipo luz, de maneira aná-
loga aos translating solitons, provamos que esse campo é a reta β (s) = (1,s,s), a menos de
movimentos rígidos, e a curva base admite duas parametrizações conforme cada caso C = 8
ou C ̸= 8. Concluímos a análise das superfícies regradas que são homothetic solutions para o
IMCF, com o caso cilíndrico. Escolhendo o campo de vetores constante tipo espaço, mostra-
mos no Teorema 3.2.1 que a condição self-shrinker ou self-expander depende do tipo causal
da curva γ . Mais precisamente, provamos que a superfície será self-expander quando C > 0 e
γ for tipo tempo ou quando C < 0 e γ for tipo espaço, e será self-shrinker caso contrário. Fi-
nalmente, escolhendo o campo de vetores tipo tempo, temos que a superfície será sempre tipo
espaço e, consequentemente a superfície é self-shrinker se C < 0 e self-expander se C > 0.
Para ambas escolhas do campo de vetores β , obtivemos as parametrizações da curva base nos
Teorema 3.2.1 e Teorema 3.2.2.

No espaço euclidiano, podemos encontrar estudos recentes sobre os sólitons homotéticos
para o IMCF em [Ger90], [HI01], [Urb90] e [GL09]. Embora não tenhamos encontrado na li-
teratura resultados sobre sólitons homotéticos para o fluxo de curvatura média inversa em L3, a
compreensão desses sólitons é crucial para a compreensão do fluxo, tanto por serem as soluções
mais simples quanto por eles geralmente aparecerem como singularidades do fluxo. No cenário
bidimensional, porém, podemos citar os trabalhos recentes de Tenenblat e da Silva [dST23],
onde consideram o fluxo de curvatura e a curvatura inversa (das curvas) no cone de luz bidi-
mensional, contido no espaço tridimensional de Minkowski, provando que elipses e hipérboles
são as únicas curvas que evoluem por homotetias, entre outras propriedades específicas para
essas soluções.

Este trabalho será organizado da seguinte forma: dividiremos o Capítulo 1 em três seções,
sendo a Seção 1.1 uma retomada de conceitos e resultados de álgebra linear e geometria dife-
rencial de curvas e superfícies no L3, na 1.2 desenvolvemos a teoria das superfícies regradas no
espaço de Lorentz-Minkowski, e finalizamos, na seção 1.3, com uma breve abordagem à teoria
dos fluxos geométricos em L3, com ênfase no fluxo de curvatura média inversa, e deduzimos a
equação dos translating solitons e homothetic solutions para o IMCF de superfícies regradas,
cruciais para a obtenção dos resultados principais. No Capítulo 2, classificamos todas as su-
perfícies regradas em L3 que são translating soliton para o IMCF, dividindo o mesmo em duas
seções conforme a superfície regrada for cilíndrica ou não cilíndrica. Finalizamos o trabalho
classificando todas as superfícies regradas que são homothetic solutions para o IMCF em L3,
no Capítulo 3. Parte substancial dos resultados dessa tese estão publicados em [SS23].



1. PRELIMINARES

Neste capítulo apresentaremos algumas definições e propriedades do espaço de Lorentz-Minkowski,
o qual denotaremos por L3, seguido de uma análise das curvas e superfícies neste ambiente,
com ênfase nas superfícies regradas, que podem ser encontradas em [CL21], [L1́4] e [O’N83].
Finalizamos com uma retomada à teoria dos Fluxos em ambientes semirriemannianos.

1.1. O Espaço de Lorentz-Minkowski

O espaço de Lorentz-Minkowski tridimensional, denotado por L3, é o espaço vetorial R3

com suas operações usuais de soma e multiplicação por escalar, munido do produto interno
pseudoeuclidiano

⟨x,y⟩= x1y1 + x2y2 − x3y3, (1.1)

onde x = (x1,x2,x3) e y = (y1,y2,y3). Vale observar que o produto dado em (1.1), também
conhecido por métrica de Lorentz, é uma forma bilinear simétrica, mas não é positivo definido.

Observação 1.1.1. A depender da referência literária, a forma bilinear em (1.1) é definida com
o sinal negativo na primeira parcela, em vez de na terceira, que geometricamente representa
apenas uma troca de posição dos eixos, o que não interfere no desenvolvimento da teoria.

O produto escalar definido em (1.1) dá origem a uma norma, chamada de norma pseudo-
Euclidiana, que é a aplicação ∥.∥ : L3 → R dada por

∥v∥=
√
|⟨v,v⟩|. (1.2)

Embora tenhamos utilizado a terminologia norma para a aplicação acima, a mesma não de-
termina de fato uma norma, pois não satisfaz a desigualdade triangular e existem vetores não
nulos que calculados nessa norma é igual a zero.

Os vetores em L3 são classificados conforme seu caráter causal.

Definição 1.1.1. Dizemos que um vetor v ∈ L3 é de

(i) tipo espaço, se ⟨v,v⟩> 0, ou v = 0;

(ii) tipo tempo, se ⟨v,v⟩< 0;

(iii) tipo luz, se ⟨v,v⟩= 0, mas v ̸= 0.

Note que, se alterarmos o sinal de qualquer coordenada de um vetor, segue de (1.1) que o
caráter causal do novo vetor obtido será preservado. Além disso, se v = (x,y,z) é um vetor em
L3, a fim de identificarmos o seu lugar geométrico, em conformidade ao caráter causal, segue
de (1.1) que ⟨v,v⟩= c se, e somente se, x2+y2−z2 = c, onde c é um número real. Dessa forma,
da geometria analítica, temos três opções:

• um cone, quando c = 0;

13
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• um hiperboloide de uma folha, quando c > 0;

• um hiperboloide de duas folhas, quando c < 0.

O conjunto de todos os vetores do tipo luz, denotado por C , será chamado cone de luz
(centrado na origem). Dessa forma, o subconjunto aberto do R3 de todos os vetores do tipo
espaço é o exterior de C em R3, e o subconjunto aberto de R3 de todos os vetores tipo tempo é
o interior de C em R3.

Listaremos a seguir conceitos e resultados importantes que dizem respeito à ortogonalidade
em L3.

Definição 1.1.2. Dois vetores u,v ∈ L3 são ortogonais se, e somente se, ⟨u,v⟩= 0.

Definição 1.1.3. Uma base B de L3 é dita ortogonal se seus vetores são dois a dois ortogonais.
Uma base orgogonal B de L3 é dita ortonormal se ∥v∥= 1 para todo v ∈ B.

Observação 1.1.2. A base canônica {e1,e2,e3} do R3 é uma base ortonormal em L3, onde os
vetores e1, e2 são tipo espaço e e3 tipo tempo.

Por sua vez, a definição de subespaço de um espaço vetorial não depende do produto in-
terno. Dessa forma, o conceito de subespaço vetorial do L3 é análogo ao já existente na litera-
tura. Tal como fizemos anteriormente, definiremos o caráter causal de um subespaço vetorial
de L3.

Definição 1.1.4. Um subespaço vetorial, não nulo, U ⊆ L3 é dito de:

(i) tipo espaço se, e somente se, todo vetor não nulo em U é tipo espaço;

(ii) tipo tempo se, e somente se U tem um vetor tipo-tempo;

(iii) tipo luz, caso contrário.

Observação 1.1.3. O subespaço nulo, assim como o vetor nulo, é tipo espaço.

Definição 1.1.5. Seja U ⊆ L3 um subconjunto qualquer. O subespaço de L3 ortogonal a U é

U ⊥ = {v ∈ L3| ⟨u,v⟩= 0, para todo u ∈ U }. (1.3)

A seguir, ordenaremos algumas caracterizações e propriedades da causalidade de um su-
bespaço de L3.

Lema 1.1.1. Seja U um subespaço do L3. As seguintes propriedades são válidas

(i) dimU ⊥ = 3−dimU ;

(ii) (U ⊥)⊥ = U ;

(iii) U é tipo tempo (resp. tipo espaço, tipo luz) se, e somente se (U )⊥ é tipo espaço (resp.
tipo tempo, tipo luz);
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(iv) Se v ∈ L3 é um vetor tipo tempo, ou tipo espaço, então L3 = span{v}⊕ span{v}⊥.

O Lema 1.1.1 é extremamente necessário para demonstrar algumas propriedades, a respeito
de vetores tipo tempo e tipo luz, bem diferentes das conhecidas no espaço euclidiano.

Lema 1.1.2. As seguintes propriedades básicas são válidas para vetores em L3 :

(i) Dois vetores de tipo luz em L3 são ortogonais se, e somente se, forem linearmente de-
pendentes;

(ii) Em L3, não existem dois vetores de tipo tempo ortogonais;

(iii) Em L3, não existem vetores de tipo tempo ortogonais a vetores de tipo luz.

Definição 1.1.6. Sejam u = (u1,u2,u3), v = (v1,v2,v3) ∈ L3. O produto vetorial de u e v,
segundo o pseudoproduto interno definido em (1.1), é o único vetor u× v = w ∈ L3 tal que

⟨w,x⟩= det(x,u,v), para todo x ∈ L3. (1.4)

A existência e unicidade do vetor u× v são garantidos pelo Lema de Riesz aplicado ao
funcional linear f : L3 −→ R definido por f (x) = det(x,u,v).

Os resultados a seguir explicitam algumas propriedades e uma forma prática para calcular
o produto vetorial em L3 .

Lema 1.1.3. Seja B = {e1,e2,−e3} base ortonormal do L3, onde ei são vetores da base canô-
nica do R3. Vale que

u× v =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 −e3
u1 u2 u3
v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣ (1.5)

Lema 1.1.4. Se u,v,w são vetores em L3, então

(i) u× v =−v×u;

(ii) u× v = 0 se, e somente se, {u,v} é linearmente dependente;

(iii) (u+λv)×w = u× v+λ (v×w) para todo λ ∈ R;

(iv) ⟨u× v,w⟩= ⟨u,v×w⟩;

(v) ⟨u× v,u⟩= ⟨u× v,v⟩= 0.

Tal como no espaço euclidiano, também obtemos uma versão da identidade de Lagrange
em L3, a saber, se u,v ∈ L3 vale

⟨u× v,u× v⟩=−⟨u,u⟩⟨v,v⟩+ ⟨u,v⟩2 . (1.6)

Daremos sequência, ao texto, introduzindo alguns conceitos e resultados básicos (locais)
sobre curvas no espaço de Lorentz-Minkowski.



16

Definição 1.1.7. Uma curva suave é uma aplicação diferenciável α : I ⊂ R→ L3 onde I é um
intervalo aberto. Dizemos também que α é uma curva parametrizada.

Definição 1.1.8. A curva é dita regular se α ′(t) ̸= 0 para todo t ∈ I. Se existe t0 ∈ I tal que
α ′(t0) = 0, dizemos que t0 é um ponto singular de α.

Se α : I ⊂ R→ L3 é uma curva regular e t ∈ I, então o espaço tangente TtI é identificado
com R, e a aplicação diferencial é dada por

(dα)t(s) =
d

du

∣∣∣∣
u=0

α(t + su) = s.α ′(t)

onde identificamos (dα)t por α ′(t).
Como estamos considerando R3 com a métrica de Lorentz-Minkowski, no intervalo I tam-

bém será considerada a métrica de L3 induzida pela aplicação α , isto é, estamos considerando

α : (I,α∗ ⟨,⟩)⊂ R→ L3 = (R3,⟨,⟩)

onde α∗ ⟨,⟩ denota a métrica pullback

α
∗ ⟨,⟩t (a,b) = ⟨(dα)t(a),(dα)t(b)⟩= ab

〈
α
′(t),α ′(t)

〉
para a,b ∈ R.

Para classificarmos as curvas em L3 de acordo com o caráter causal, estendendo as de-
finições de tipo causal de vetores e subespaços da Seção 1.1, precisamos saber o sinal de
⟨α ′(t),α ′(t)⟩, pois o subespaço afim associado a cada ponto de uma curva é a reta tangente
à curva naquele ponto.

Definição 1.1.9. Seja α : I ⊂∈ R→ L3 uma curva suave regular. Dizemos que α é de:

(i) tipo espaço em t0 ∈ I, se α ′(t0) for um vetor de tipo espaço;

(ii) tipo tempo em t0 ∈ I, se α ′(t0) for um vetor de tipo tempo;

(iii) tipo luz em t0 ∈ I, se α ′(t0) for um vetor de tipo luz.

Se a curva possui o mesmo tipo causal para todo t ∈ I, atribuímos esse tipo causal à curva
α em si.

Observamos que, como f (t) = ⟨α ′(t),α ′(t)⟩ é uma função contínua, a propriedade de ser
tipo espaço ou tempo é uma propriedade aberta, ou seja, se vale para um ponto, vale para um
intervalo em torno desse ponto. O mesmo não ocorre para a propriedade tipo luz. Porém, como
nossa classificação será essencialmente local, neste trabalho trataremos apenas de curvas com
o mesmo tipo causal em todos os seus pontos.

Se a curva α(t) = (x(t),y(t),z(t)) em L3 for tipo tempo, obviamente temos

0 ≤ (x′(t))2 +(y′(t))2 < (z′(t))2
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o que implica z′(t) ̸= 0 pra todo t ∈ I, isto é, α é regular. Por outro lado, se a curva α(t) =
(x(t),y(t),z(t)) em L3 for tipo luz, temos

(x′(t))2 +(y′(t))2 = (z′(t))2.

Se supusermos z′(t) = 0 para todo t ∈ I, isso implicaria x′(t) = y′(t) = 0 para t ∈ I, o que iria
degenerar α em um ponto e seria tipo espaço, obtendo uma contradição. Logo, α é regular.
Mais precisamente, temos a proposição a seguir.

Proposição 1.1.1. Toda curva tipo tempo ou luz é regular.

Assim como no espaço euclidiano, uma curva parametrizada α : [a,b] → L3 é fechada se
α e todas suas derivadas coincidem em a e b. O resultado a seguir mostra que no espaço de
Lorentz-Minkowski o caráter causal de uma curva em L3 impõe restrições às curvas fechadas.

Proposição 1.1.2. Não existem curvas parametrizadas fechadas de tipo luz ou tempo em L3.

Proposição 1.1.3. Se α é uma curva parametrizada contida num plano π , tipo espaço, fechada
em L3, então π é tipo espaço.

O conceito de comprimento de arco de uma curva α : I → L3 é o mesmo utilizado para
curvas no R3, ou seja, é a função s : I → R dada por

s(t) =
∫ t

t0
|α ′(u)|du.

Definição 1.1.10. Dizemos que a curva α : I → L3 está parametrizada pelo comprimento de
arco se ∥α ′(s)∥= 1 para todo s ∈ I.

Segue da Definição 1.1.10, juntamente com a definição de tipo causal das curvas, que uma
curva parametrizada pelo comprimento de arco é necessariamento tipo espaço ou tempo, e de
forma recíproca, curvas regulares tipo tempo ou espaçp em L3, conforme teorema a seguir,
sempre podem ser parametrizadas pelo comprimento do arco.

Proposição 1.1.4. Seja α : I → L3 uma curva regular tipo tempo ou espaço e s : I → s(I) a
função comprimento de arco. Então existe uma função h, inversa de s, definida em um intervalo
aberto J = s(I) e β = α ◦h : J → L3 reparametrização de α tal que ∥β ′∥= 1.

Se a curva α : I → L3 for de tipo luz, não faz sentido reparametrizar pelo comprimento
de arco. A fim de adequar a Definição 1.1.10 para curvas tal que ⟨α ′(t),α ′(t)⟩ = 0, observe
que por diferenciação obtemos ⟨α ′(t),α ′′(t)⟩ = 0. Então pelo Lema 1.1.2 temos duas opções
quanto ao tipo causal de α ′′, a saber

• α ′′ é tipo luz;

Nesse caso, pelo item (i) do Lema 1.1.2, temos que α ′′(t) é proporcional a α ′(t) para
todo t ∈ I e por integração obtemos que α é uma reta tipo luz.
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• α ′′ é tipo espaço;

Nesse caso, podemos parametrizar α de modo que ∥α ′′(t)∥ = 1, conforme teorema a
seguir.

Proposição 1.1.5. Seja α : I → L3 uma curva tipo luz, cujo traço de α não é uma reta. Existe
uma reparametrizção de α dada por β (s) = α(φ(s))tal que ∥β ′′(s)∥= 1. Nesse caso, dizemos
que α é pseudoparametrizada pelo comprimento de arco.

Faremos agora uma breve retomada de alguns aspectos geométricos de uma superfície regu-
lar em L3, introduzindo inicialmente essa terminologia. Em seguida definiremos, naturalmente,
o caráter causal de uma superfície, a partir do caráter causal de seus planos tangentes e apresen-
taremos resultados que o determinem. Por fim, analisaremos a Primeira Forma Fundamental
de uma superfície em L3, que trata da restrição do produto escalar do ambiente aos seus planos
tangentes, e a Segunda Forma Fundamental, a fim de calcular a variação da direção normal à
superfície e, consequentemente, inserir a noção de curvatura média, bem como sua expressão
em coordenadas locais.

Definição 1.1.11. Uma superfície regular em L3, é um subconjunto M ⊆ L3 tal que, para todo
p ∈ M existem abertos U ⊆ R2 e p ∈V ⊆ M, além de uma aplicação X : U →V tais que:

(i) X é suave;

(ii) X é homeomorfismo;

(iii) para todo p ∈ U , a diferencial dXp : TpM → R3 é injetiva.

Convém observar, na definição anterior, que a condição para dXp ser injetiva é equivalente
aos vetores Xu(p) e Xv(p) serem linearmente independentes. Além disso, tal como fizemos com
as curvas em L3, estaremos considerando a métrica pullback X∗(⟨,⟩q) : TqU ×TqU →R, isto
é,

X∗(⟨,⟩q)(u,v) =
〈
dXq(u),dXq(v)

〉
(1.7)

com u,v ∈ TpM e q = X−1(p).

Definição 1.1.12. Seja M uma superfície regular do L3 e TpM o plano tangente a M em p.
Dizemos que M é de

(i) tipo espaço, se para todo p ∈ M, TpM for um plano de tipo espaço;

(ii) tipo tempo, se para todo p ∈ M, TpM for um plano de tipo tempo;

(iii) tipo luz, se para todo p ∈ M, TpM for um plano de tipo luz.

As propriedades tipo espaço e tipo tempo, de uma superfície, são abertas. Além disso, se a
superfície M em L3 não possuir nenhum ponto p tal que TpM é tipo luz, diremos apenas que
M é não degenerada. Vamos nos restringir, neste trabalho, às curvas não degeneradas, isto é,
tipo espaço ou tempo, e com caráter causal constante.
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Observação 1.1.4. Neste texto, estaremos alternando, eventualmente, as notações Xu e
∂X
∂u

para representarmos derivadas parciais.

Outra forma de caracterizarmos o tipo causal de uma superficie M com parametrização
X : U ⊂ R2 → L3, onde X = X(s, t), é através da análise do tipo causal de Xs(p)×Xt(p).

Proposição 1.1.6. Seja M ⊆ L3 uma superfície regular, X : U ⊂R2 → M, uma parametrização
tal que X(s0, t0) = p ∈ M. Então,

(i) TpM é tipo espaço se, e somente se, Xs(s0, t0)×Xt(s0, t0) é tipo tempo;

(ii) TpM é tipo tempo se, e somente se, Xs(s0, t0)×Xt(s0, t0) é tipo espaço;

(iii) TpM é tipo luz se, e somente se, Xs(s0, t0)×Xt(s0, t0) é tipo luz;

Definição 1.1.13. Seja f : U ⊂ L3 → R, onde U é um aberto, uma função diferenciável. O
gradiente Lorentziano de f em p é o vetor ∇ f (p) ∈ L3 tal que d fp(v) = ⟨∇ f (p),v⟩ para todo
v ∈ TpL3.

Observe que em L3, se v = (a,b,c) ∈ TpL3, então

d fp(v) = a
∂ f
∂x

(p)+b
∂ f
∂y

(p)+ c
∂ f
∂ z

(p)

ou, equivalentemente,

d fp(v) = a
∂ f
∂x

(p)+b
∂ f
∂y

(p)− c
(
−∂ f

∂ z
(p)

)
=

〈(
∂ f
∂x

(p),
∂ f
∂y

(p),−∂ f
∂ z

(p)
)
,v
〉

donde obtemos a expressão para o gradiente em L3:

∇ f (p) =
(

∂ f
∂x

(p),
∂ f
∂y

(p),−∂ f
∂ z

(p)
)
.

O resultado a seguir permite-nos determinar o tipo causal de superfícies que são pré-
imagem do valor regular de alguma função diferenciável.

Proposição 1.1.7. Sejam U ⊆ L3 um aberto, f : U → R uma função diferenciável e a ∈ R um
valor regular para f . Se M = f−1(a), então:

(i) M é tipo espaço se, e somente se, ∇ f (p) é sempre tipo tempo;

(ii) M é tipo tempo se, e somente se, ∇ f (p) é sempre tipo espaço;

(iii) M é tipo luz se, e somente se, ∇ f (p) é sempre tipo luz.
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Mais uma alternativa para determinarmos o tipo causal de superfície regular dá-se por meio
da análise da métrica pullback (1.7) por uma parametrização X . De fato, defina X(s, t) =
(x(s, t),y(s, t),z(s, t)), q = X−1(p) e v = (a,b). Temos que

dXq(v) =


∂x
∂ s

(q)
∂x
∂ t

(q)
∂y
∂ s

(q)
∂y
∂ t

(q)
∂ z
∂ s

(q)
∂ z
∂ t

(q)


(

a
b

)

o que implica

〈
dXq(v),dXq(v)

〉
= a2

〈
∂X
∂ s

(q),
∂X
∂ s

(q)
〉
+2ab

〈
∂X
∂ s

(q),
∂X
∂ t

(q)
〉
+b2

〈
∂X
∂ t

(q),
∂X
∂ t

(q)
〉
,

que é equivalente a

〈
dXq(v),dXq(v)

〉
=
(

a b
)

〈
∂X
∂ s

(q),
∂X
∂ s

(q)
〉 〈

∂X
∂ s

(q),
∂X
∂ t

(q)
〉

〈
∂X
∂ s

(q),
∂X
∂ t

(q)
〉 〈

∂X
∂ t

(q),
∂X
∂ t

(q)
〉

(
a
b

)
.

Note que a matriz central obtida no produto matricial acima, a qual denotaremos por gi j,
satisfaz

⟨Xs ×Xt ,Xs ×Xt⟩=−

∣∣∣∣∣∣∣∣
〈

∂X
∂ s

(q),
∂X
∂ s

(q)
〉 〈

∂X
∂ s

(q),
∂X
∂ t

(q)
〉

〈
∂X
∂ s

(q),
∂X
∂ t

(q)
〉 〈

∂X
∂ t

(q),
∂X
∂ t

(q)
〉

∣∣∣∣∣∣∣∣=−det(gi j) (1.8)

A equação (1.8) é a motivação para definirmos a primeira forma fundamental de uma su-
perfície, bem como seus coeficientes, no espaço de Lorentz-Minkowski.

Definição 1.1.14. Se M é uma superfície regular em L3 e p ∈ M, a primeira forma fundamental
de Minkowski de M em p é a aplicação bilinear Ip : TpM×TpM → R dada por

Ip(u,v) = ⟨u,v⟩ . (1.9)

Definição 1.1.15. Seja M uma superfície em L3. Se M está parametrizada em coordenadas
locais por X : U ⊂ R2 → L3, onde X = X(s, t), os coeficientes da primeira forma fundamental
de M são definidos por

E = ⟨Xs,Xs⟩ , F = ⟨Xs,Xt⟩ e G = ⟨Xs,Xt⟩ .

De posse da Proposição 1.1.6 e da igualdade (1.8), é possível determinarmos, de forma
mais prática, o tipo causal de uma superfície, conhecendo o sinal do determinante de gi j, como
mostra o resultado abaixo.
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Proposição 1.1.8. Se X : U → L3 é uma superfície parametrizada regular, então

(i) X é tipo espaço se, e somente se, detgi j > 0 (isto é, EG−F2 > 0);

(ii) X é tipo tempo se, e somente se, detgi j < 0 (isto é, EG−F2 < 0);

(iii) X é tipo luz se, e somente se, detgi j = 0 (isto é, EG−F2 = 0).

Um fato óbvio decorrente da Proposição 1.1.8, que será bastante utilizado na discussão dos
resultados principais, é que uma superfície é dita não degenerada se EG−F2 ̸= 0 em todos o
seus pontos.

Uma superfície M parametrizada em coordenadas locais por X : U ⊂ R2 → L3, onde X =
X(s, t) e U é um aberto, é orientável se a sua estrutura admite um atlas tal que, para qualquer
par de cartas coordenadas, a mudança de parâmetros tem jacobiano positivo. Em X(U) ⊂ M,
são definidos dois campos de vetores normais unitários

N =± Xs ×Xt

|Xs ×Xt |
. (1.10)

Se M é orientável, então podemos definir, globalmente, um campo normal unitário N : M →
L3, chamado aplicação normal de Gauss de M, cuja expressão em coordenadas locais é dada
por uma das expressões em (1.10). A escolha de um desses campos vetoriais normais unitários
é chamada de escolha de orientação e, após essa escolha, diz-se que a superfície está orientada.
Esse campo vetorial normal satisfaz

⟨N,N⟩= ε,

onde ε =−1 se M for tipo espaço e ε = 1 se M for tipo tempo.
No espaço L3 existe uma única conexão de Levi-Civita, isto é, se χ(L3) denota o conjunto

dos campos de vetores de L3, então existe uma única aplicação

∇ : χ(L3)×χ(L3)−→ χ(L3) (1.11)

tal que

(i) Para todos X , Y , Z ∈ χ(L3) e f ,g ∈C∞(L3,R) tem-se

∇ f X+gY Z = f ∇X Z +∇Y Z

(ii) Para todos X , Y , Z ∈ χ(L3) e a,b ∈ R tem-se

∇X(aY +bZ) = a∇XY +b∇X Z

(iii) Para todos X , Y∈ χ(L3) e f ∈C∞(L3,R) tem-se

∇X fY = X( f )Y + f ∇XY

onde X( f ) = d f (X).
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(iv) Para todos X ,Y ∈ χ(L3) tem-se

∇XY −∇Y X = [X ,Y ]

(v) Para todos X , Y , Z ∈ χ(L3) tem-se

X ⟨Y,Z⟩=
〈

∇XY,Z
〉
+
〈

Y,∇X Z
〉

Definição 1.1.16. Seja M uma superfície regular. Fixados N uma aplicação normal de Gauss
e p ∈ M um ponto, a aplicação de Weingarten de M em p é a aplicação diferencial −dNp :
TpM → TpM.

Proposição 1.1.9. Seja M uma superfície regular em L3. A aplicação de Weingarten é autoad-
junta em qualquer ponto de M.

Se M for uma superfície tipo espaço, então a Primeira Forma Fundamental é positiva de-
finida e, assim, decorre do caso Real do Teorema Espectral que o operador de Weingarten é
sempre diagonalizável. Não temos a mesma garantia se M for uma superfície tipo tempo.

Definição 1.1.17. Seja M ⊆ L3 uma superfície regular e N uma aplicação normal de Gauss
para M. A segunda forma fundamental de M em L3 é a aplicação bilinear simétrica IIp :
TpM×TpM → (TpM)⊥ definida por〈

IIp(v,w),N(p)
〉
=
〈
−dNp(v),w

〉
, (1.12)

onde dNp : TpM → TpM é a diferencial de N em p.

Definição 1.1.18. Seja M ⊆ L3 uma superfície regular, N uma aplicação normal de Gauss e
X : U → M uma parametrização de M. Os coeficientes da segunda forma fundamental de M
com relação a X são definidos por

e(s, t) = ⟨Xss,N(X(s, t))⟩ , f (s, t) = ⟨Xst ,N(X(s, t))⟩ e g(s, t) = ⟨Xtt ,N(X(s, t))⟩ .

Os coeficientes da segunda forma fundamental podem ser expressos em coordenadas locais
da seguinte forma:

e =
(Xs,Xt ,Xss)

|Xs ×Xt |
, f =

(Xs,Xt ,Xst)

|Xs ×Xt |
e g =

(Xs,Xt ,Xtt)

|Xs ×Xt |
. (1.13)

Definição 1.1.19. Sejam M ⊂ L3 uma superfície regular não degenerada e N sua aplicação
normal de Gauss. O vetor curvatura média de M em p é definido por

H =
1
2

trp(II).

A curvatura média de M em p é o escalar H(p) determinado pela igualdade

H(p) = H(p)N(p).

Note que isso implica
H = ε ⟨H,N⟩ .
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Proposição 1.1.10. Seja M ⊆ L3 uma superfície regular não degenerada, N uma aplicação
normal de Gauss e X : U → M uma parametrização de M compatível com N. Então, vale

H =
ε

2
Eg−2F f +Ge

EG−F2 .

Segue, da Proposição 1.1.10 e das igualdades em (1.13), que a curvatura média em coorde-
nadas locais pode ser escrita da forma

H =
ε

2
eG−2 f F +Eg

EG−F2

=−1
2

G(Xs,Xt ,Xss)−2F(Xs,Xt ,Xst)+E(Xs,Xt ,Xtt)

|EG−F2|3/2 ,
(1.14)

onde usamos (u,v,w) = ⟨u× v,w⟩ e |Xs ×Xt |2 =−ε(EG−F2).
Finalizamos esta seção determinando expressões, em coordenadas locais, para a curvatura

gaussiana em L3.

Definição 1.1.20. Se M ⊂L3 é uma superfície regular não degenerada e N sua aplicação normal
de Gauss, a curvatura gaussiana de M em p é dada por

K(p) = ε det(−dNp(v)). (1.15)

Proposição 1.1.11. Seja M ⊆ L3 uma superfície regular não degenerada, N uma aplicação
normal de Gauss e X : U → M uma parametrização de M compatível com N. Então, vale

K(p) = ε
eg− f 2

EG−F2 . (1.16)

Por fim, decorre da Proposição 1.1.11 e das equações (1.13) que, a curvatura Gaussiana em
coordenadas locais pode ser escrita como

K(p) =
(Xs,Xt ,Xss)(Xs,Xt ,Xtt)− (Xs,Xt ,Xst)

2

(EG−F2)2 .

1.2. Superfícies Regradas no Espaço de Lorentz-Minkowski

Uma superfície regrada M ⊂ R3 é a união de uma família de linhas retas a um parâme-
tro. Por se tratar de um conceito afim, e não métrico, a definição de superfícies regradas em
L3 permanece a mesma do espaço euclidiano. Dessa forma, uma superfície regrada pode ser
parametrizada localmente por

X(s, t) = γ(s)+ tβ (s),

onde t ∈ R, γ : I ⊂ R→ L3 é uma curva suave em L3 e β (s) é um campo de vetores ao longo
da curva γ . A curva γ(s) é chamada uma diretriz da superfície X e β (s) são as geratrizes. Se
γ reduz-se a um ponto, a superfície é chamada de cônica. Por outro lado, se as retas são todas
paralelas a uma direção fixa, ou seja, β (s) é constante, a superfície é chamada de cilíndrica.

O resultado a seguir estabelece uma condição suficiente para uma superfície regrada ser
cônica.
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Proposição 1.2.1. Seja M uma superfície regrada em L3, com parametrização X(s, t) = γ(s)+
tβ (s). Se (β ,β ′,β ′′) = 0 e ∥β∥= ∥β ′∥= 1, então M é cônica.

Podemos escolher algumas parametrizações especiais para uma superfície regrada, con-
forme o tipo causal da curva base e do campo de vetores de uma superfície regrada.

Quando a superfície regrada X(s, t) = γ(s)+ tβ (s) não for cilíndrica e a curva β (s) não for
uma curva tipo luz, isto é, ⟨β ′,β ′⟩ ̸= 0, podemos encontrar uma única parametrização especial
tal que ⟨γ ′,β ′⟩= 0, como afirma o seguinte teorema. Nesse caso, a curva base é chamada linha
de estricção.

Proposição 1.2.2. Seja M uma superfície regrada em L3, com parametrização X(s, t) = γ(s)+
tβ (s) tal que ⟨β ,β ⟩ é constante e ⟨β ′,β ′⟩ ̸= 0. Existe uma única curva base γ tal que

〈
γ
′,β ′〉=

0. Além disso, γ não depende da escolha da curva base γ .

Seja M uma superfície com parâmetros X(s, t). Quando a aplicação diferencial dXp : U ⊂
R2 → L3 não e injetiva, dizemos que o ponto p ∈ M é um ponto singular, isto é, Xs ×Xt =
0. A linha de estricção de uma superfície regrada no espaço de Lorentz-Minkowski, assim
como no caso euclidiano, também está associada à localização dos pontos de singularidades
das superfícies tipo tempo.

Proposição 1.2.3. Seja M uma superfície regrada em L3, tipo tempo, com parametrização
X(s, t) = γ(s)+ tβ (s), tal que ⟨β ,β ⟩ = −1 e ⟨β ′,β ′⟩ ̸= 0. Os pontos de singularidades de M
estão sobre a linha de estricção.

Outra parametrização especial é a ortogonal. Dizemos que a superfície regrada X(s, t) =
γ(s)+ tβ (s) tem parametrização ortogonal se ⟨γ ′(s),β (s)⟩= 0 para todo s ∈ I. Além disso, a
parametrização da superfície regrada X(s, t) = γ(s)+ tβ (s) tal que ∥β∥= ∥β ′∥= 1 e ⟨γ ′,β ′⟩=
0 é chamada de forma padrão e, nesse caso, γ é automaticamente a linha de estricção da super-
fície.

Observação 1.2.1. Assim como no caso euclidiano, quando β e β ′ não são um campo de
vetores nulos, sempre podemos introduzir parâmetros de forma padrão.

Resumiremos agora algumas situações especiais para a escolha da parametrização X(s, t) =
γ(s)+ tβ (s) de uma superfície regrada em L3:

• Caso 1: ⟨β ,β ⟩ ̸= 0 e ⟨β ′,β ′⟩ ̸= 0;

Neste caso, a menos da mudança do parâmetro t, podemos escolher β de modo que
∥β∥= 1 e, como ⟨β ′,β ′⟩ ̸= 0, segue do Teorema 1.1.4 que também podemos escolher β

parametrizada pelo comprimento de arco, isto é, tal que ∥β ′∥= 1. Dessa forma, estamos
nas hipóteses do Teorema 1.2.2, logo podemos também escolher, para esse caso, a curva
base como a linha de estricção, isto é, com ⟨γ ′,β ′⟩= 0.

• Caso 2: ⟨β ,β ⟩ ̸= 0 e ⟨β ′,β ′⟩= 0;

Tal como no caso anterior, podemos escolher β de modo que ∥β∥= 1, obtendo ⟨β ,β ′⟩=
0. Como β ′ é um campo de vetores tipo luz, então β é tipo espaço, isto é, ⟨β ,β ⟩ = 1.
Logo, β ′ é uma direção tipo luz no hiperboloide

H = {x ∈ L3| ⟨x,x⟩= 1}
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e isso implica que β seja uma reta. Neste caso, também podemos considerar a parame-
trização ortogonal, ou seja, com ⟨γ ′,β ⟩= 0. Pela Identidade de Lagrange (1.6) temos〈

β ×β
′,β ×β

′〉=−⟨β ,β ⟩
〈
β
′,β ′〉+〈

β ,β ′〉2
= 0

assim, pelo Lema 1.1.2 existe uma função k(s) tal que

β (s)×β
′(s) = k(s)β ′(s).

Derivando a expressão acima e usando o fato de β ser uma reta, podemos concluir que
k(s) é constante. Logo, sem perder a generalidade, neste caso, sempre podemos escolher
k = 1 e a parametrização de forma que

β (s)×β
′(s) = β

′(s).

• Caso 3: ⟨β ,β ⟩= 0 e ⟨β ′,β ′⟩ ̸= 0;

Se β é um campo de vetores tipo luz, isto é, ⟨β ,β ⟩= 0 então ⟨β ′,β ⟩= 0. Dessa forma,
podemos escolher uma parametrização tal que ⟨β ′,β ′⟩ = 1. Segue da identidade de La-
grange (1.6), que 〈

β
′×β ,β ′×β

〉
=−

〈
β
′,β ′〉⟨β ,β ⟩+〈

β
′,β

〉2
= 0,

isto é, β ′×β é um campo de vetores tipo luz. Novamente, usando o Lema 1.1.2, existe
uma função k(s) tal que

β
′(s)×β (s) = k(s)β (s). (1.17)

Derivando (1.17), obtemos
β
′′×β = k′β + kβ

′,

o que implica 〈
β
′′×β ,β ′′×β

〉
= k2.

Por outro lado, usando a identidade de Lagrange (1.6),〈
β
′′×β ,β ′′×β

〉
=−

〈
β
′′,β ′′〉⟨β ,β ⟩+〈

β
′′,β

〉2
= 1,

isto é,
k(s)2 = 1.

Tomando β̃ (s) =−β (s) se necessário (observe que, neste caso, obtemos a mesma super-
fície regrada), assumiremos que k(s) = 1, isto é,

β
′(s)×β (s) = β (s). (1.18)
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1.3. Fluxos Geométricos no Espaço de Lorentz-Minkowski

Os fluxos geométricos, seja no ambiente euclidiano ou lorentziano, tratam essencialmente
das equações de evolução de quantidades geométricas extrínsecas ou intrínsecas a uma va-
riedade diferenciável. Esses fluxos foram desbravados pioneiramente no âmbito da análise
geométrica e tomaram uma proporção, em sua abordagem, nas mais diversas áreas das ciên-
cias exatas, tais como Geometria Diferencial, topologia e física, cada qual com seu propósito
específico. O fluxo lorentziano tem grande aplicabilidade na Teoria da Relatividade Geral e
também é utilizado para analisar as singularidades do espaço ambiente, como podemos ver em
[GW14].

No âmbito da geometria diferencial, de interesse desta tese, os fluxos intrínsecos são re-
gidos por equações diferenciais parciais que alteram uma quantidade geométrica intrínseca à
variedade como, por exemplo, o Fluxo de Ricci, definido por Hamilton em [Ham82], dado por

∂g(t)
∂ t

=−2Rict

onde Rict é a curvatura de Ricci da métrica g(t). Podemos encontrar mais sobre o fluxo de
Ricci no ambiente lorentziano em [Ond10].

Nesta tese, trataremos de fluxos extrínsecos, isto é, fluxos que fazem uso de quantidades
geométricas extrínsecas, tais como as curvaturas média e Gaussiana. Mais precisamente, trata-
remos de deformações de superfícies, no espaço Lorentziano L3, na direção normal, com inten-
sidade inversa a curvatura média. Considerando X : M → L3 imersão suave de uma superfície
M no espaço tridimensional de Lorentz-Minkowski L3, num contexto geral, os fluxos geométri-
cos consistem na existência de uma família a um parâmetro de imersões Xt = X(., t) : M → L3

com Mt = Xt(M), que satisfazem
∂

∂ t
X(p, t) =− f (p, t)N(p, t)

X(p,0) = X(p), p ∈ M,
(1.19)

onde f é uma função que depende da segunda forma fundamental e da métrica de Mt , N(·, t) é
o vetor normal unitário de Mt e t ∈ [0,T ).

A equação (1.19) modela a evolução de cada ponto p, da superfície M orientável, na dire-
ção do normal unitário N(p) com intensidade f . Na literatura, encontramos uma variedade de
trabalhos de acordo com as escolhas de f , tais como, curvatura gaussiana f = K, seu inverso

f =
1
K

bem como suas potências f = Kα , conforme os trabalhos obtidos em [Cho85], [GM21],
[Ju14], [AL23], dentre outros. De maneira análoga, também foram estudados os fluxos lorent-

zianos para as escolhas de f como curvatura média f = H, seu inverso f =
1
H

e suas potências
f = Hα , como podemos ver em [Eck93], [Eck97], [Eck03], [EH91], [dST23] e [Ger08].

Em [Ger08] Gehardt provou que o fluxo de curvatura, definido em (1.19), converge para
uma solução estacionária, se certas suposições forem satisfeitas. A prova da existência de
soluções, para (1.19), consiste de quatro passos:

(i) Existência em um intervalo de tempo máximo [0,T ).
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(ii) Prova que o fluxo permanece em um subconjunto compacto.

(iii) Construção de estimativas uniformes, a princípio, em um espaço de funções apropriado,
que juntamente com (ii), implica T = ∞.

(iv) Conclusão de que o fluxo, ou pelo menos uma subsequência das superfícies do fluxo,
converge se t → ∞.

A existência de solução, para (1.19), em um intervalo de tempo máximo é sempre garantida,
se os dados forem suficientemente regulares, pois trataríamos de um problema de natureza
parabólica.

Teorema 1.3.1 ([Ger08], p.141). Seja 4 ≤ m ∈ N e 0 < α < 1, e assuma que o ambiente
semirriemanniano é de classe Cm+2,α . Considere a função f de classe Cm,α e seja M0 ∈
Cm+2,α uma superfície admissível compacta, tipo espaço, conexa e orientável. Então o fluxo
de curvatura (1.19) com condiçao inicial M0 existe em um intervalo de tempo máximo [0,T ),
com 0 < T ≤ ∞ , onde no caso em que as superfícies do fluxo não puderem ser expressas
como gráficos, elas devem ser suaves, ou seja, as condições devem ser válidas para 4 ≤ m ∈ N
arbitrários, neste caso.

Observação 1.3.1. No nosso contexto, o espaço semirriemanniano em questão será sempre o
L3.

Observação 1.3.2. Considere F ∈C0(Γ)∩C2,α(Γ) uma função curvatura estritamente monó-
tona, onde Γ ⊂ Rn é o cone convexo, aberto e simétrico contendo o cone positivo, tal que

F |∂Γ = 0 e F |Γ > 0.

Uma superfície tipo espaço, orientável, M ⊂L3, é dita admissível, se suas curvaturas principais
em relação a uma direção normal escolhida estão em Γ.

Passamos a considerar, a partir de agora, o caso que f =
1
H

em (1.19), isto é, o inverse
mean curvature flow (IMCF) no espaço de Lorentz-Minkowski, que trata de uma família a um
parâmetro de imersões Xt = X(., t) : M → L3 com Mt = Xt(M), satisfazendo o problema de
condição inicial dado em (0.1).

Em [Ger08] Gehardt provou que, mediante uma forte condição de decaimento de volume
para o espaço-tempo ambiente M, o IMCF de hipersuperfícies de M existe para todo tempo.
Tal condição, introduzida em [Ger04], é uma forma de excluir o caso em que o fluxo atinja
singularidade em um tempo finito.

Para fins específicos, tais como estudar as singularidades do fluxo, sempre é possível es-
crever analiticamente algumas soluções particulares, a saber, as self-similar solutions, isto é,
hipersuperfícies que evoluem por composições de isometrias e homotetias. Neste trabalho
estudaremos duas dessas soluções particulares: translating solitons, que são superfícies que
transladam através do fluxo com respeito a uma velocidade não nula fixada e as homotéticas
por contrações (self-shrinkers) e dilatações (self-expanders).

Finalizaremos esta seção deduzindo as equações dos solitons translating e homotéticos
para o fluxo de curvatura média inversa de superfícies regradas, não degeneradas, essenciais
para obtenção dos resultados principiais.
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1.3.1. Equação dos translating solitons

Considere X0 : M →L3 imersão suave de uma superfície M, com curvatura média não nula,
no espaço tridimensional de Lorentz-Minkowski L3 e X(·, t) uma família a um parâmetro de
imersões satisfazendo o IMCF 

∂

∂ t
X(p, t) =− 1

H(p, t)
N(p, t)

X(p,0) = X(p), p ∈ M.

(1.20)

A solução X(., t) de (1.20) é dita translating soliton com respeito à velocidade, não nula,
V ∈ L3 se existe uma função suave, positiva φ(t), com φ(0) = 0, tal que

X(·, t) = X0 +φ(t)V, (1.21)

isto é, a imersão inicial evolui exclusivamente por translações sob o fluxo, na direção de V .
Substituindo a equação (1.21) em (1.20) temos

∂

∂ t
(X0 +φ(t)V ) =− 1

H(p, t)
N(p, t). (1.22)

Como as translações não alteram a curvatura média, nem o campo vetorial normal, segue-se
que

φ
′(t)V =− 1

H(p,0)
N(p,0). (1.23)

Escreveremos, para simplificar, H(p,0) = H(p) e N(p,0) = N(p). Tomando o produto
interno de (1.23) com N(p) e observando que, para superfícies não degeneradas em L3, vale
⟨N(p),N(p)⟩= ε ∈ {−1,1}, obtemos

φ
′(t)⟨N(p),V ⟩=− ε

H(p)
. (1.24)

Uma vez que apenas φ ′(t) depende de t em (1.24), temos que φ ′(t) é constante. Assim,
alterando o tamanho e a direção de V se necessário (já que V é constante e arbitrário), podemos
tomar φ(t) = t em (1.24) e podemos ignorar ε, obtendo a

⟨N(p),V ⟩=− 1
H(p)

. (1.25)

Agora, considere uma superfície regrada em L3 parametrizada por X(s, t) = γ(s)+ tβ (s).
Com essa parametrização, temos as derivadas parciais

Xt = β , Xs = γ
′+ tβ ′, Xss = γ

′′+ tβ ′′, Xst = β
′ e Xtt = 0.

Como Xtt = 0, podemos reescrever a equação da curvatura média em (1.14) da seguinte
forma

H =−1
2

G(Xs,Xt ,Xss)−2F(Xs,Xt ,Xst)

|EG−F2|3/2 . (1.26)
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Considerando o campo normal N =
Xs ×Xt√
|EG−F2|

e substituindo (1.26) em (1.25), obtemos

1√
|EG−F2|

(Xs,Xt ,V )

[
G(Xs,Xt ,Xss)−2F(Xs,Xt ,Xst)

(EG−F2)3/2

]
= 2

ou, equivalentemente,

(Xs,Xt ,V )[G(Xs,Xt ,Xss)−2F(Xs,Xt ,Xst)] = 2(EG−F2)2. (1.27)

A equação (1.27) será a equação dos translating solitons que estudaremos nesta tese.

1.3.2. Equação das soluções homotéticas

Seja X0 : M → L3 imersão suave de uma superfície M, com curvatura média não nula,
no espaço tridimensional de Lorentz-Minkowski L3 e X(·, t) uma família a um parâmetro de
imersões satisfazendo o inverse mean curvature flow definido em (1.20). Dizemos que X(·, t) é
solução homotética para o IMCF se é uma homotetia de X0, isto é, se existe uma função positiva
φ(t) com φ(0) = 1 tal que

X(., t) = φ(t)X0. (1.28)

Substituindo a expressão homotética (1.28) em (1.20) temos que

∂

∂ t
(φ(t)X0) =− 1

H(p, t)
N(p, t). (1.29)

Como as homotetias não alteram campo vetorial normal, mas modificam a curvatura média
de forma inversamente proporcional ao fator homotético, obtemos

φ
′(t)X0 =− φ(t)

H(p,0)
N(p,0). (1.30)

Tomando o produto interno de (1.30) com o campo normal unitário N e lembrando que
ε = ⟨N,N⟩ ∈ {−1.1}, temos

φ ′(t)
φ(t)

⟨N(p),X0(p)⟩=− ε

H(p)
(1.31)

onde ε = ⟨N,N⟩ ∈ {−1.1}. Portanto, ε
φ ′(t)
φ(t)

é constante, isto é, existe C ∈ R tal que

φ ′(t)
φ(t)

= εC. (1.32)

Resolvendo a equação diferencial (1.32), obtemos

lnφ(t)− lnφ(0) = εCt. (1.33)
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Usando o fato que φ(0) = 1, segue-se que

lnφ(t) = εCt (1.34)

ou, equivalentemente,
φ(t) = eεCt . (1.35)

Isso implica que, para εC < 0, X0(M2) contrai homoteticamente sob o IMCF e, para εC >
0, X0(M2) expande homoteticamente sob o IMCF. No primeiro caso, chamamos M2 de self-
shrinker e, no segundo caso, chamamos M2 de self-expander.

Além disso, segue da equação (1.31), que uma superfície é uma solução autossimilar para
o IMCF se existe uma constante C ∈ R tal que

C ⟨N,X⟩=− 1
H
. (1.36)

Agora, considerando novamente uma superfície regrada em L3 parametrizada por X(s, t) =
γ(s)+ tβ (s). Já vimos que, com essa parametrização podemos escrever a curvatura da seguinte
forma

H =−1
2

G(Xs,Xt ,Xss)−2F(Xs,Xt ,Xst)

|EG−F2|3/2 . (1.37)

Substituindo (1.37) em (1.36), obtemos

C√
|EG−F2|

(Xs,Xt ,X)

[
G(Xs,Xt ,Xss)−2F(Xs,Xt ,Xst)

|EG−F2|3/2

]
= 2

ou, equivalentemente,

C(Xs,Xt ,X)[G(Xs,Xt ,Xss)−2F(Xs,Xt ,Xst)] = 2(EG−F2)2. (1.38)

A equação (1.38) será denominada a equação dos solitons homotéticos para o IMCF de
superfícies regradas.



2. Translating Solitons PARA O IMCF DE SUPER-
FÍCIES REGRADAS NO ESPAÇO TRIDIMENSI-
ONAL DE LORENTZ-MINKOWSKI

Neste capítulo, classificaremos todas as superfícies regradas, não degeneradas, que são trans-
lating solitons para o inverse mean curvature flow em L3. Faremos esse estudo em duas seções,
conforme as superfícies regradas forem cilíndricas ou não.

2.1. Translating Solitons Não Cilíndricas

Começaremos analisando o caso em que a superfície regrada é não cilíndrica, isto é, com
parametrização X(s, t) = γ(s)+ tβ (s) onde γ : I ⊂ R −→ L3 é uma curva regular e β ′(s) ̸= 0
no intervalo I.

Lema 2.1.1. Seja M uma superfície regrada não cilíndrica, não degenerada, em L3, parametri-
zada por X(s, t) = γ(s)+ tβ (s). Se M é translating soliton para o inverse mean curvature flow,
com respeito ao vetor velocidade V = (v1,v2,v3) ∈ L3, então β (s) não é um campo de vetores
do tipo luz.

Demonstração. Os coeficientes da primeira forma fundamental de M são dados por
E = ⟨γ ′,γ ′⟩+2t ⟨γ ′,β ′⟩+ ⟨β ′,β ′⟩ t2,

F = ⟨γ ′+ tβ ′,β ⟩,
G = ⟨β ,β ⟩ .

Mostraremos que β (s) não pode ser um campo de vetores tipo luz. De fato, caso contrário
teríamos G = ⟨β ,β ⟩ = 0 e assim ⟨β ,β ′⟩ = 0, implicando que F = ⟨γ ′,β ⟩ ̸= 0, uma vez que a
superfície é não degenerada. Então, segue-se da equação (1.27) que

(Xs,Xt ,V )[−2F(Xs,Xt ,Xst)] = 2(−F2)2,

isto é,
(Xs,Xt ,V )(Xs,Xt ,Xst) =−F3. (2.1)

Como
Xs ×Xt = γ

′×β + t(β ′×β ),

obtemos
(Xs,Xt ,V ) = (γ ′,β ,V )+ t(β ′,β ,V ) (2.2)

e
(Xs,Xt ,Xst) = (γ ′,β ,β ′)+ t(β ′,β ,β ′) = (γ ′,β ,β ′). (2.3)

Substituindo (2.2) e (2.3) em (2.1), temos

(γ ′,β ,V )(γ ′,β ,β ′)+ t(β ′,β ,V )(γ ′,β ,β ′) =−
〈
γ
′,β

〉3 (2.4)

31
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que é equivalente ao polinômio identicamente nulo, na variável t, com coeficientes dependendo
de s, dado por

p(t) := (γ ′,β ,V )(γ ′,β ,β ′)+
〈
γ
′,β

〉3
+ t(β ′,β ,V )(γ ′,β ,β ′) = 0. (2.5)

Segue-se então que {
(γ ′,β ,V )(γ ′,β ,β ′)+ ⟨γ ′,β ⟩3 = 0
(β ′,β ,V )(γ ′,β ,β ′) = 0.

(2.6)

A segunda equação de (2.6) dá-nos duas possibilidades: (γ ′,β ,β ′) = 0, o que implica, por
(2.4), que γ ′ seja ortogonal a β , o que nos leva a uma contradição, pois F = ⟨γ ′,β ⟩ ̸= 0, ou
(β ′,β ,V ) = 0 implicando que o conjunto {β ′,β ,V} seja linearmente dependente. Nesse caso,
existem funções suaves a(s) e b(s) tal que

V = a(s)β (s)+b(s)β ′(s). (2.7)

Como β é um campo de vetores tipo luz, segue do Lema 1.1.2, item (iii), que β ′ é tipo espaço
e podemos escolher um parâmetro s tal que ⟨β ′,β ′⟩= 1. Assim,

⟨V,V ⟩= a2 ⟨β ,β ⟩+b2 〈
β
′,β ′〉+2ab

〈
β ,β ′〉= b2.

Isso implica que b(s) = b. Afirmamos que b ̸= 0. De fato, caso contrário se b = 0, teríamos,
por (2.7), que V seria paralelo a β , o que é um absurdo, pois pela primeira equação de (2.6),
temos que F = ⟨γ ′,β ⟩= 0, isso implicaria que M seja degenerada. Logo, b é uma constante não
nula. Derivando as equações ⟨β ′,β ′⟩= 1 e ⟨β ,β ′⟩= 0 obtemos, respectivamente, ⟨β ′,β ′′⟩= 0
e ⟨β ,β ′′⟩+1 = 0. Por outro lado, derivando (2.7), temos

a′β +aβ
′+bβ

′′ = 0. (2.8)

Fazendo o produto interno de (2.8) com β obtemos b⟨β ,β ′′⟩ = 0, isto é, ⟨β ,β ′′⟩ = 0, o que é
um absurdo, pois ⟨β ,β ′′⟩=−1. Logo, β não pode ser um campo de vetores do tipo luz.

O próximo resultado classifica as superfícies regradas não cilíndricas que são translating
solitons para o inverse mean curvature flow. No lema anterior, provamos que β não pode ser
um campo vetores tipo luz em um intervalo aberto. Portanto, como nossa análise é local e os
tipos causais espaço e tempo, de uma curva, são propriedades abertas, podemos assumir que β

não é um campo vetores tipo luz em todo M.

Teorema 2.1.1. Seja M uma superfície regrada, não cilíndrica, não degenerada em L3 parame-
trizada por X(s, t) = γ(s)+ tβ (s). Se M é translating soliton para o inverse mean curvature
flow, com relação ao vetor velocidade V = (v1,v2,v3) ∈ L3, então existe um parâmetro s tal
que

(i) β é uma reta parametrizada por β (s) = (1,s,s);
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(ii) Se γ(s) = (x(s),y(s),z(s)), então v2 ̸= v3 e

x(s) =
(

v2 − v3

8

)
s+ c1

y(s) =
3

64
(v2 − v3)s2 +

v1

16
s+

(
v3 −3v2

32

)
ln |s|+ c2

z(s) =
3

64
(v2 − v3)s2 +

v1

16
s+

(
v2 −3v3

32

)
ln |s|+ c3,

(2.9)

onde c1,c2, e c3 são constantes (ver Figura 2.1).

Figura 2.1 Translating soliton, não cilíndrica, para o inverse mean curvature flow em L3 e sua curva
base, com velocidade V = (2,9,1).

Demonstração. Suponha que a parametrização X(s, t) = γ(s) + tβ (s) seja ortogonal, isto é,
⟨β ,γ ′⟩ = 0. Como β não é um campo de vetores tipo luz, pelo Lema 1.1.2, podemos escolher
uma parametrização s tal que ⟨β ,β ⟩ =: δ ∈ {−1,1}. Nesse caso, temos que β ′ é ortogonal a
β . Os coeficientes da primeira forma fundamental são dados por

E = ⟨γ ′,γ ′⟩+2⟨γ ′,β ′⟩ t + ⟨β ′,β ′⟩ t2,

F = ⟨β ,γ ′⟩= 0,
G = δ .
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Por outro lado,

(Xs,Xt ,Xss) = (γ ′,β ,γ ′′)+ [(γ ′,β ,β ′′)+(β ′,β ,γ ′′)]t +(β ′,β ,β ′′)t2.

Substituindo esses fatos em (1.27), obtemos

[(γ ′,β ,V )+ t(β ′,β ,V )]×
× [δ{(γ ′,β ,γ ′′)+ [(γ ′,β ,β ′′)+(β ′,β ,γ ′′)]t +(β ′,β ,β ′′)t2}]
= 2[δ (

〈
γ
′,γ ′

〉
+2

〈
γ
′,β ′〉 t +

〈
β
′,β ′〉 t2)]2.

(2.10)

Reorganizando a equação (2.10), obtemos o polinômio de grau quatro identicamente nulo
p(t) = ∑

4
i=0 Ai(s)t i, onde

A0 = 2
〈
γ
′,γ ′

〉2 −δ (γ ′,β ,V )(γ ′,β ,γ ′′),

A1 = 8
〈
γ
′,γ ′

〉〈
γ
′,β ′〉

−δ [(γ ′,β ,V )(β ′,β ,γ ′′)+(γ ′,β ,V )(γ ′,β ,β ′′)+(β ′,β ,V )(γ ′,β ,γ ′′)],

A2 = 4
〈
β
′,β ′〉〈

γ
′,γ ′

〉
+8

〈
γ
′,β ′〉2

−δ [(γ ′,β ,V )(β ′,β ,β ′′)+(β ′,β ,V )(β ′,β ,γ ′′)+(β ′,β ,V )(γ ′,β ,β ′′)],

A3 = 4
〈
γ
′,β ′〉〈

β
′,β ′〉−δ (β ′,β ,V )(β ′,β ,β ′′),

A4 = 2
〈
β
′,β ′〉2

.

(2.11)

Usando o fato que p(t) é um polinômio identicamente nulo, temos que A4 = 0, isto é, ⟨β ′,β ′⟩=
0. Como ⟨β ,β ⟩= δ , ⟨β ,β ′⟩= 0, e não existem vetores tipo luz ortogonais a vetores tipo tempo
em L3 (ver Lema 1.1.2, item (iii)), temos que β é um campo de vetores tipo espaço e assim
δ = 1. Portanto, β ′ é uma direção tipo luz no hiperboloide

{p ∈ L3 : ⟨p, p⟩= 1}.

Isso implica que β seja uma reta. Logo, existem vetores a⃗,⃗b ∈ L3 tal que β (s) = a⃗s+ b⃗. Como
β ′ = a⃗, temos

⟨⃗a, a⃗⟩= 0 = ⟨⃗a,⃗b⟩ e ⟨⃗b,⃗b⟩= 1.

Portanto, aplicando movimentos rígidos em L3 se necessário, vamos considerar a⃗ = (0,1,1) e
b⃗ = (1,0,0). Isso implica que β (s) = (1,s,s) e provamos o item (i). Usando o item (i),vamos
usar a parametrização local de M dada por

X(s, t) = γ(s)+ t(1,s,s).

Observe que EG−F2 = ⟨γ ′,γ ′⟩+ 2 ⟨⃗a,γ ′⟩ t e, substituindo esses fatos em (2.11), temos A4 =
A3 = 0 e obtemos o sistema de equações

A0 = 2
〈
γ
′,γ ′

〉2 − (γ ′,β ,V )(γ ′,β ,γ ′′),

A1 = 8
〈
γ
′,γ ′

〉 〈⃗
a,γ ′

〉
− [(γ ′,β ,V )(⃗a,β ,γ ′′)+ (⃗a,β ,V )(γ ′,β ,γ ′′)],

A2 = 8
〈⃗
a,γ ′

〉2 − (⃗a,β ,V )(⃗a,β ,γ ′′).

(2.12)
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Afirmamos que ⟨⃗a,γ ′⟩ ̸= 0. De fato, caso contrário, considerando

γ(s) = (x(s),y(s),z(s)),

se y′− z′ = ⟨⃗a,γ ′⟩= 0, seguiria, da condição ⟨γ ′,β ⟩= 0, que〈
γ
′,β

〉
= ⟨⃗b,γ ′⟩+ s

〈⃗
a,γ ′

〉
= ⟨⃗b,γ ′⟩= x′ = 0,

e isso implicaria que 〈
γ
′,γ ′

〉
= (x′)2 +(y′)2 − (z′)2 = 0,

isto é, γ é tipo luz, e consequentemente EG− F2 = 0, o que é um absurdo, pois M é não
degenerada. Logo, ⟨⃗a,γ ′⟩ ̸= 0. Dessa forma, y′(s) ̸= z′(s) para todo s. Para concluirmos que
v2 − v3 ̸= 0, observe que

a⃗×β =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 −e3
0 1 1
1 s s

∣∣∣∣∣∣= (0,1,1) = a⃗.

Substituindo esse fato na expressão A2 = 0 dada em (2.12), obtemos

8
〈⃗
a,γ ′

〉2 −⟨⃗a,V ⟩
〈⃗
a,γ ′′

〉
= 0. (2.13)

Como ⟨⃗a,γ ′⟩ ≠ 0, temos que ⟨⃗a,V ⟩ ̸= 0. Isso implica v2 ̸= v3. Por outro lado, a Equation (2.13)
é equivalente a

(v2 − v3)(y′′(s)− z′′(s))−8(y′(s)− z′(s))2 = 0.

Definindo u(s) = y′(s)− z′(s) obtemos a EDO separável

(v2 − v3)u′(s)−8(u(s))2 = 0,

cuja solução (após uma translação do parâmetro s) é

y′(s)− z′(s) = u(s) =
v3 − v2

8s
. (2.14)

Por outro lado, ⟨γ ′,β ⟩= 0 e (2.14) implicam

x′(s) =−(y′(s)− z′(s))s =−v3 − v2

8
, (2.15)

a expressão de x(s) segue por integração de (2.15) com relação à variável s. Das expressões
A0 = 0 e A2 = 0 dadas em (2.12), obtemos

(γ ′,β ,V )(γ ′,β ,γ ′′) = 2⟨γ ′,γ ′⟩2 e (⃗a,β ,V )(⃗a,β ,γ ′′) = 8⟨⃗a,γ ′⟩2. (2.16)

Por outro lado, multiplicando a expressão de A1 = 0, dada em (2.12), por 1
2 (⃗a,β ,V ) · (γ ′,β ,V )

e substituindo a expressão resultante em (2.16), temos

4(γ ′,β ,V )2 〈⃗a,γ ′
〉2

+(⃗a,β ,V )2 〈
γ
′,γ ′

〉2

−4
〈
γ
′,γ ′

〉 〈⃗
a,γ ′

〉
(γ ′,β ,V )(⃗a,β ,V ) = 0,
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isto é,
[2(γ ′,β ,V )

〈⃗
a,γ ′

〉
− (⃗a,β ,V )

〈
γ
′,γ ′

〉
]2 = 0,

o que implica
2(γ ′,β ,V )

〈⃗
a,γ ′

〉
= (⃗a,β ,V )

〈
γ
′,γ ′

〉
. (2.17)

Observando que

s
〈⃗
a,γ ′

〉
= s(y′− z′) =

v3 − v2

8
, (⃗a,β ,V ) = ⟨⃗a,V ⟩= v2 − v3,

s(γ ′,β ,V ) = s

∣∣∣∣∣∣
x′ y′ z′

1 s s
v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣
= v1s2(y′− z′)− v2s(sx′− z′)+ v3s(sx′− y′)

=−v1sx′+ s2x′(v3 − v2)+ v2(x′+ sy′)− v3sy′

= x′(−v1s+(v3 − v2)s2 + v2)+ s(v2 − v3)y′

=−
(

v3 − v2

8

)
((v3 − v2)s2 − v1s+ v2)+ s(v2 − v3)y′,

e
s2 〈

γ
′,γ ′

〉
= s2(x′)2 + s2(y′)2 − s2(z′)2

= s2(x′)2 + s2(y′)2 − (x′+ sy′)2

= (x′)2(s2 −1)−2sx′y′

=

(
v3 − v2

8

)2

(s2 −1)+2s
(

v3 − v2

8

)
y′,

temos, após multiplicar (2.17) por s2, que

−2
(

v3 − v2

8

)2 (
(v3 − v2)s2 − v1s+ v2

)
−2s(v3 − v2)

(
v3 − v2

8

)
y′

= (v3 − v2)

(
v3 − v2

8

)2

(s2 −1)

+2s(v3 − v2)

(
v3 − v2

8

)
y′.

Após simplificações, temos que

4s(v3 − v2)y′(s) =−
(

v3 − v2

8

)
×

×
(
2(v3 − v2)s2 −2v1s+2v2 +(v3 − v2)(s2 −1)

)
,

isto é,

y′(s) =−3(v3 − v2)s2 −2v1s+3v2 − v3

32s

=−3(v3 − v2)

32
s+

v1

16
− 3v2 − v3

32s

(2.18)
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A expressão de y(s) é obtida após integração na variável s, e a expressão de z(s) após substitui-
ção de (2.18) em (2.14) e por integração em s.

Corolário 2.1.1. Não existe superfície cônica translating soliton para o inverse mean curvature
flow em L3.

Demonstração. Segue do item (ii) do Teorema 2.1.1 que ⟨⃗a,V ⟩ = v2 − v3 ̸= 0, onde V =
(v1,v2,v3) ∈ L3. Pelo item (iii) do Teorema 2.1.1, a primeira função coordenada x(s), da para-
metrização de γ , não é constante. Logo, γ não se reduz a um ponto, isto é, a superfície não é
cônica.

2.2. Translating Solitons Cilíndricas

Nesta seção classificaremos as superfícies cilíndricas, não degeneradas, que são translating
solitons para o inverse mean curvature flow em L3. Tais superfícies têm parametrização

X(s, t) = γ(s)+ tw,

onde γ é uma curva suave e w é um vetor constante. A menos de movimentos rígidos em L3,
podemos escolher

w = (1,0,1), w = (1,0,0), ou w = (0,0,1).

Com essa parametrização, temos Xt = γ ′(s) e Xt = w, o que implica E = ⟨γ ′,γ ′⟩ = δ ∈
{−1,1}, F = ⟨γ ′,w⟩ e G = ⟨w,w⟩. O caso w = (1,0,1) não pode ser considerado para o inverse
mean curvature flow pois, w tipo luz e Xst = Xtt = 0 implicam

H =−1
2

eG
EG−F2 =−1

2
e⟨w,w⟩

⟨w,w⟩−⟨γ ′,w⟩2 = 0. (2.19)

Assim, temos que w = (1,0,0) (isto é, w é tipo espaço) ou w = (0,0,1) isto é, w é tipo
tempo). Começamos analisando o caso quando w = (1,0,0).

Seja M superfície cilíndrica, não degenerada, em L3 parametrizada por

X(s, t) = γ(s)+ t(1,0,0),

onde γ é uma curva arametrizada pelo comprimento de arco, contida no plano ortogonal a w,
isto é,

γ(s) = (0,x(s),y(s)) e (x′(s))2 − (y′(s))2 = δ ∈ {−1,1}.

Com essa parametrização, obtemos Xs = γ ′(s) = (0,x′(s),y′(s)) e Xt = (1,0,0), o que im-
plica E = ⟨γ ′,γ ′⟩= δ , F = 0 e G= 1. Observando que Xs×Xt = (0,y′(s),x′(s)) e (EG−F2)2 =
1, a equação dos translatings soliton (1.27), com respeito à velocidade V = (v1,v2,v3), torna-se

(v2y′(s)− v3x′(s))(y′(s)x′′(s)− x′(s)y′′(s)) = 2. (2.20)



38

Como (x′(s))2 − (y′(s))2 = δ , após diferenciação com relação a s, temos que x′(s)x′′(s)−
y′(s)y′′(s) = 0. Assim, temos um sistema de equações lineares nas incógnitas x′′(s) e y′′(s),x′(s)x′′(s)− y′(s)y′′(s) = 0

y′(s)x′′(s)− x′(s)y′′(s) =
2

v2y′(s)− v3x′(s)
,

cuja solução é

x′′(s) =
−2δy′(s)

v2y′(s)− v3x′(s)
e y′′(s) =

−2δx′(s)
v2y′(s)− v3x′(s)

. (2.21)

Multiplicando a primeira equação em (2.21) por −v2, a segunda equação em (2.21) po v3 e
somando os resultados, obtemos

v3y′′(s)− v2x′′(s) = 2δ . (2.22)

Integrando (2.22) na variável s, e fazendo, se necessário, uma mudança de variáveis por
translação de s, para evitar a constante após a integração obtemos

v3y′(s)− v2x′(s) = 2δ s. (2.23)

Assim, temos o seguinte sistema linear, nas incógnitas x′ e y′{
v3y′(s)− v2x′(s) = 2δ s
(x′(s))2 − (y′(s))2 = δ .

(2.24)

Multiplicando a segunda equação de (2.24) por v2
3 e substituindo a primeira equação na

equação resultante, obtemos

(v2
3 − v2

2)(x
′(s))2 −4δv2sx′(s)− (4s2 +δv2

3) = 0. (2.25)

Claramente, a análise de (2.25) deve ser dividida nos casos em que v2
2 ̸= v2

3 e v2
2 = v2

3.
Observe que, como v2 e v3 não podem ser simultaneamente zero, o segundo caso implica que
v2 ̸= 0 e v3 ̸= 0. Para maior clareza, apresentamos esses dois casos em dois teoremas diferentes,
começando com o caso em que v2

2 = v2
3.

Teorema 2.2.1. Seja M superfície regrada cilíndrica, não degenerada, em L3, parametrizada
por X(s, t) = γ(s)+ tw, onde w = (1,0,0). Se M é translating soliton para o fluxo de curvatura
média inversa, com relação ao vetor velocidade V = (v1,v2,±v2), com v2 ̸= 0, então a curva
base γ(s) = (0,x(s),y(s)) tem parametrização

x(s) =−δ s2

2v2
− v2

4
ln |s|+ c1

y(s) =±
(

δ s2

2v2
− v2

4
ln |s|

)
+ c2,

(2.26)

onde c1,c2 ∈ R são constantes (ver Figure 2.2).
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Figura 2.2 Exemplo de translating soliton cilíndrica para o IMCF dado no Teorema 2.2.1, onde v2 =
v3 = 1 e δ = 1

Demonstração. Se o vetor velocidade V = (v1,v2,v3) do translating soliton é tal que v2 =±v3,
segue, da Equação (2.25), que

x′(s) =−δ s
v2

−
v2

3
4v2

1
s

=−δ s
v2

− v2

4
1
s
.

(2.27)

Integrando (2.27) por x′(s), obtemos

x(s) =−δ s2

2v2
− v2

4
ln |s|+ c1.

Por outro lado, substituindo (2.27) em (2.23) temos

v3y′(s) = v2x′(s)+2δ s

= v2

(
− s

v2
− v2

4s

)
+2δ s

= δ s−
v2

2
4s
.

(2.28)

Integrando (2.28) obtemos

v3y(s) =
δ s2

2
−

v2
2

4
ln |s|+ k,

isto é,

y(s) =±
(

δ s2

2v2
− v2

4
ln |s|

)
+ c2,

onde v3 =±v2, c1,k and c2 = k/v3 são constantes.
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Teorema 2.2.2. Seja M superfície regrada cilíndrica, não degenerada, em L3, parametrizada
por X(s, t) = γ(s)+ tw, onde w = (1,0,0). Se M é translating soliton para o fluxo de curvatura
média inversa, com relação ao vetor velocidade V = (v1,v2,v3), com v2

2 ̸= v2
3, então a curva

base γ(s) = (0,x(s),y(s)) tem parametrização (ver Figura 2.3)

x(s) =
δv2

v2
3 − v2

2
s2

± |v3|
v2

3 − v2
2

s

√
s2 +

δ (v2
3 − v2

2)

4
+ ln

∣∣∣∣∣∣s+
√

s2 +
δ (v2

3 − v2
2)

4

∣∣∣∣∣∣
+ c1

y(s) =
δv3

v2
3 − v2

2
s2

± |v2|
v2

3 − v2
2

s

√
s2 +

δ (v2
3 − v2

2)

4
+ ln

∣∣∣∣∣∣s+
√

s2 +
δ (v2

3 − v2
2)

4

∣∣∣∣∣∣
+ c2.

(2.29)

Figura 2.3 Exemplo de translating soliton cilíndrica para o IMCF dado no Teorema 2.2.2, onde v2 = 1,
v3 = 2 and δ = 1.

Demonstração. Se v2
2 ̸= v2

3 temos, de (2.25), que

x′(s) =
4δv2s±

√
16v2

2s2 +4(v2
3 − v2

2)(4s2 + v2
3δ )

2(v2
3 − v2

2)

ou, equivalentemente,

x′(s) =
2δv2s
v2

3 − v2
2
± 2|v3|

v2
3 − v2

2

√
s2 +

δ (v2
3 − v2

2)

4
. (2.30)

A expressão de x(s) é obtida após integração de (2.30) na variável s (analisando os casos δ (v2
3−

v2
2)> 0 e δ (v2

3−v2
2)< 0 separadamente). A expressão de y(s) é obtida substituindo a expressão

de x′(s) no sistema (2.24) e integrando o resultado em s.
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Vamos considerar agora o caso w = (0,0,1) e M tem parametrização

X(s, t) = γ(s)+ t(0,0,1)

Tomando novamente a curva base γ em um plano ortogonal do w e parametrizando γ pelo
comprimento do arco, temos

γ(s) = (x(s),y(s),0), e (x′(s))2 +(y′(s))2 = 1.

Como Xs = (x′(s),y′(s),0) e Xt = (0,0,1), obtemos E = 1, F = 0, e G = −1. Assim, a
equação do translating soliton (1.27) implica

(v1y′(s)− v2x′(s))(y′(s)x′′(s)− x′(s)y′′(s)) =−2. (2.31)

Derivando a equação do comprimento de arco e usando (2.31), obtemos o sistemax′(s)x′′(s)+ y′(s)y′′(s) = 0

y′(s)x′′(s)− x′(s)y′′(s) =
−2

v1y′(s)− v2x′(s)
,

cuaja solução é

x′′(s) =
−2y′(s)

v1y′(s)− v2x′(s)
e y′′(s) =

2x′(s)
v1y′(s)− v2x′(s)

.

Dessa forma
v2y′′(s)+ v1x′′(s) =−2,

isto é, (após translação do parâmetro s),

v2y′(s)+ v1x′(s) =−2s.

Essa equação, junto com a equação do comprimento do arco, dá-nos o sistema de equações{
v2y′(s)+ v1x′(s) =−2s
(x′(s))2 +(y′(s))2 = 1.

(2.32)

Multiplicando a segunda equação de (2.32) por v2
2 e então substituindo a primeira equação

desse sistema na equação resultante, para eliminar y′(s), obtemos

(v2
1 + v2

2)(x
′(s))2 +4v1sx′(s)+4s2 − v2

2 = 0. (2.33)

o que implica

x′(s) =
−4v1s±

√
16v2

1s2 −4(v2
1 + v2

2)(4s2 − v2
2)

2(v2
1 + v2

2)

=− 2v1

v2
1 + v2

2
s± 2|v2|

v2
1 + v2

2

√
v2

1 + v2
2

4
− s2.

(2.34)
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Substituindo a expressão de x′(s) dada em (2.34) no sistema de equações (2.33), temos que

y′(s) =− 2v2

v2
1 + v2

2
s∓ 2|v1|

v2
1 + v2

2

√
v2

1 + v2
2

4
− s2. (2.35)

Integrando (2.34) e (2.35) na variável s, obtemos

Teorema 2.2.3. Seja M superfície regrada cilíndrica, não degenerada, em L3, parametrizada
por X(s, t) = γ(s)+ tw, onde w = (0,0,1). Se M é translating soliton para o fluxo de curvatura
média inversa, com relação ao vetor velocidade V = (v1,v2,v3), então a curva base γ(s) =
(x(s),y(s),0) tem parametrização (ver Figura 2.4)

x(s) =− v1

v2
1 + v2

2
s2 ∓ |v2|

4
arccos

 2s√
v2

1 + v2
2


± |v2|s

v2
1 + v2

2

√
v2

1 + v2
2

4
− s2 + c1

y(s) =− v2

v2
1 + v2

2
s2 ± |v1|

4
arccos

 2s√
v2

1 + v2
2


∓ |v1|s

v2
1 + v2

2

√
v2

1 + v2
2

4
− s2 + c2.

(2.36)
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Figura 2.4 Exemplos de curvas base “cicloides” de translating soliton cilíndricas para o IMCF dada no
Teorema 2.2.3, onde, respectivamente, (v1,v2) = (8,6), (v1,v2) = (8,−3), and (v1,v2) = (8,−7).



3. Homothetic Solutions PARA O IMCF DE SUPER-
FÍCIES REGRADAS NO ESPAÇO TRIDIMENSI-
ONAL DE LORENTZ-MINKOWSKI

Neste capítulo, classificaremos as superfícies regradas que são self-similar solutions para o
inverse mean curvature flow e, tal como no capítulo anterior, dividiremos este estudo conforme
a superfície for cilíndrica ou não.

3.1. Homothetic Solutions Não Cilíndricas

Iniciaremos com as homothetic solutions para o IMCF, que são superfícies regradas, não
cilíndricas, não degeneradas, isto é, que são solução de (1.38) com parametrização X(s, t) =
γ(s)+ tβ (s) onde γ : I ⊂R−→ L3 é uma curva regular e β ′(s) ̸= 0 no intervalo I. No primeiro
resultado a seguir, será considerado o caso em que a curva β é (localmente) um campo de
vetores do tipo luz, isto é, ⟨β ,β ⟩= 0. Como Xt(s, t) = β (s) é um campo de vetores do tipo luz
no espaço tangente a M, temos que M é tipo tempo, neste caso.

Teorema 3.1.1. Seja M uma superfície regrada não cilíndrica, não degenerada de L3, parame-
trizada por X(s, t) = γ(s)+ tβ (s), tal que β é um campo de vetores tipo luz parametrizada pelo
comprimento de arco, isto é, tal que ⟨β ′(s),β ′(s)⟩ = 1. Se M é homothetic solution para o
inverse mean curvature flow, então

(i) M é self-expander tipo tempo com C = 1;

(ii) γ(s) = a(s)β (s)+b(s)β ′(s) onde a(s) e b(s) ̸= 0 são funções reais suaves;

(iii) (β ′′(s),β (s),β ′(s)) = 1.

Reciprocamente, seja M uma superfície regrada parametrizada por X(s, t) = γ(s)+ tβ (s), onde
β (s) é um campo de vetores tipo luz, parametrizada pelo comprimento de arco. Se β e γ

satisfazem (ii) e (iii), para quaisquer funções reais a(s) e b(s) ̸= 0, então M é tipo tempo,
self-expander para o inverse mean curvature flow com C = 1.

Demonstração. Se β é um campo de vetores tipo luz, isto é, ⟨β ,β ⟩ = 0, pelo caso 3 da dis-
cussão elencada na Seção 1.2, podemos escolher uma parametrização tal que ⟨β ′,β ′⟩ = 1 e
β ′×β = β , além de já obtermos naturalmente ⟨β ,β ′⟩= 0.

Os coeficientes da primeira forma fundamental de M são dados por
E = ⟨γ ′,γ ′⟩+2t ⟨γ ′,β ′⟩+ t2,

F = ⟨γ ′,β ⟩ ,
G = ⟨β ,β ⟩= 0

implicando que F = ⟨γ ′,β ⟩ ̸= 0, pois a superfície é não degenerada. Assim, por (1.38), temos
que

C(Xs,Xt ,X)[−2F(Xs,Xt ,Xst)] = 2(−F2)2

44
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isto é,
C(Xs,Xt ,X)(Xs,Xt ,Xst) =−F3. (3.1)

Como
Xs ×Xt = γ

′×β + tβ ′×β ,

obtemos
(Xs,Xt ,X) =

〈
γ
′×β + tβ ′×β ,γ + tβ

〉
= (γ ′,β ,γ)+ t(β ′,β ,γ) (3.2)

e
(Xs,Xt ,Xst) = (γ ′,β ,β ′)+ t(β ′,β ,β ′) = (γ ′,β ,β ′). (3.3)

Substituindo (3.2) e (3.3) em (3.1), temos que

C[(γ ′,β ,γ)+ t(β ′,β ,γ)](γ ′,β ,β ′) =−
〈
γ
′,β

〉3
, (3.4)

que é equivalente ao polinômio identicamente nulo, na variável t, com coeficientes dependendo
de s, dado por

p(t) :=C(γ ′,β ,γ)(γ ′,β ,β ′)+
〈
γ
′,β

〉3
+ tC(β ′,β ,γ)(γ ′,β ,β ′) = 0. (3.5)

Dessa forma, temos que {
C(β ′,β ,γ)(γ ′,β ,β ′) = 0
C(γ ′,β ,γ)(γ ′,β ,β ′)+ ⟨γ ′,β ⟩3 = 0.

(3.6)

A primeira equação de (3.6) acarreta duas possibilidades: (γ ′,β ,β ′) = 0, o que implica, por
(3.6), que F = ⟨γ ′,β ⟩= 0, o que nos leva a uma contradição, ou (β ′,β ,γ) = 0 e assim {β ′,β ,γ}
é linearmente dependente. Neste último caso, existem funções suaves a(s) e b(s) tais que

γ(s) = a(s)β (s)+b(s)β ′(s) (3.7)

e assim obtemos
⟨γ,γ⟩= a2 ⟨β ,β ⟩+2ab

〈
β ,β ′〉+b2 〈

β
′,β ′〉= b2. (3.8)

Tomando a derivada de (3.7), temos

γ
′ = a′β +(a+b′)β ′+bβ

′′. (3.9)

Isso implica que

γ
′×β = (a+b′)(β ′×β )+b(β ′′×β ) = (a+b′)β +b(β ′′×β ). (3.10)

Tomando o produto interno de (3.10) com γ temos que

(γ ′,β ,γ) = b2(β ′′,β ,β ′). (3.11)

Similarmente, tomando o produto interno de (3.10) com β ′ obtemos

(γ ′,β ,β ′) = b(β ′′,β ,β ′). (3.12)
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Note que ⟨γ ′,β ⟩= b⟨β ′′,β ⟩ e, derivando ⟨β ,β ′⟩= 0, obtemos ⟨β ,β ′′⟩=−1. Logo, temos que〈
γ
′,β

〉
=−b ̸= 0. (3.13)

Substituindo as expressões obtidas em (3.11), (3.12) e (3.13) na segunda equação do sistema
(3.6) temos

b3C(β ′′,β ,β ′)2 −b3 = 0, (3.14)

ou, equivalentemente,

C(β ′′,β ,β ′)2 = 1. (3.15)

Como, por (1.18),
(β ′′,β ,β ′) =−(β ′,β ,β ′′) =−

〈
β ,β ′′〉= 1,

temos que C = 1. Assim, como ε = 1, pois M é tipo tempo, concluímos que M é self-expander.
Reciprocamente, se M é uma superfície regrada parametrizada por X(s, t) = γ(s)+ tβ (s), e tal
que β (s) é tipo luz, ⟨β ′(s),β ′(s)⟩= 1, (β ′′(s),β (s),β ′(s)) = 1, e γ(s) = a(s)β (s)+b(s)β ′(s),
para funções reais arbitrárias a(s) e b(s) ̸= 0, então, substituindo essas informações em (3.1) e
seguindo os passos da prova anterior, podemos concluir que M é uma self-expander tipo tempo,
com C = 1.

Exemplo 3.1.1. A classe de vetores β (s), parametrizada pelo comprimento de arco, tal que

(β ′′(s),β (s),β ′(s)) = 1

é não vazia. De fato, tome os vetores

A⃗ = (0,a0,a0), B⃗ = (b0,b0,b0), e C⃗ = (c0,0,c0), (3.16)

onde a0,b0,c0 > 0 são números reais a determinar. Defina

β (s) = A⃗s2 + B⃗s+C⃗ (3.17)

temos que

⟨β (s),β (s)⟩=
〈

A⃗, A⃗
〉

s4 +2
〈

A⃗, B⃗
〉

s3 +
(

2
〈

A⃗,C⃗
〉
+
〈

B⃗, B⃗
〉)

s2

+2
〈

B⃗,C⃗
〉

s+
〈

C⃗,C⃗
〉

= (−2a0c0 +b2
0)s

2 = 0

se, e somente se b2
0 = 2a0c0. Por outro lado, como β ′(s) = 2A⃗s+ B⃗, devemos ter〈

β
′(s),β ′(s)

〉
=
〈

B⃗, B⃗
〉
= b2

0 = 1,

isto é, temos a relação
2a0c0 = b2

0 = 1.
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Por sua vez, temos

(β ′′(s),β (s),β ′(s)) = (2A⃗, A⃗s2 + B⃗s+C⃗,2A⃗s+ B⃗) = 2(A⃗,C⃗, B⃗)

= 2

∣∣∣∣∣∣
0 a0 a0
c0 0 c0
b0 b0 b0

∣∣∣∣∣∣
= 2a0b0c0 = b3

0 = 1,

se, e somente se b0 = 1.
Portanto, definindo β como em (3.17), onde A⃗, B⃗, e C⃗ são dados por (3.16), com 2a0c0 = 1

e b0 = 1 temos um exemplo de um campo vetorial tipo luz que satisfaz a condição recíproca
do Teorema 3.1.1. Podemos obter outro exemplo tomando A⃗ = (a0,0,a0), B⃗ = (−1,−1,−1) e
C⃗ = (0,c0,c0), onde 2a0c0 = 1.

Isso dará exemplos de superfícies regradas tipo tempo, self-expanders para o inverse mean
curvature flow com C = 1, tomando a parametrização

X(s, t) = (a(s)+ t)β (s)+b(s)β ′(s),

para a(s) e b(s) ̸= 0 funções arbitrárias.

Figura 3.1 Superfície regrada não cilíndrica, self-expander tipo tempo para o IMCF em L3, com C = 1,
nas condições do Teorema 3.1.1, onde a(s) = s, b(s) = s2 +1, β (s) = (0,1,1)s2 +(1,1,1)s+

(1
2 ,0,

1
2

)
.

Exemplo 3.1.2. Tomando β (s) = (−coss,−sins,−1) obtemos outra classe de superfícies re-
gradas satisfazendo a hipótese do Teorema 3.1.1. De fato, temos que

(β ′′(s),β (s),β ′(s)) =

∣∣∣∣∣∣
sins coss 0
−sins −coss −1
−coss sins 0

∣∣∣∣∣∣= sin2 s+ cos2 s = 1
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isto é, β (s) satisfaz a recíproca do Teorema 3.1.1. (ver Figura 3.2)

Figura 3.2 Outra self-expander, não cilíndrica, tipo tempo, para o IMCF em L3, C = 1, nas condições
do Teorema 3.1.1, onde β (s) = (−coss,−sins,−1), a(s) = coss, e b(s) = 1+ sin2 s.
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Observação 3.1.1. Foi provado por Dillen e Kühnel em [DK99] (ver Teorema 2, item (iii),
p.313) que superfícies regradas em L3, onde β (s) é um campo de vetores tipo luz, são superfí-
cies de Weingarten satisfazendo H2 = K, onde K é a curvatura gaussiana da superfície.

Continuaremos a classificação considerando agora o caso em que β (s) não é um campo de
vetores tipo luz, ou seja, tal que ⟨β (s),β (s)⟩ ̸= 0 em um intervalo aberto.

Teorema 3.1.2. Seja M superfície regrada, não cilíndrica, em L3, parametrizada por X(s, t) =
γ(s)+ tβ (s), tal que β não é um campo de vetores tipo luz. Se M é solução autossimilar para o
inverse mean curvature flow, então existe um parâmetro s tal que

(i) β é uma reta parametrizada por β (s) = (1,s,s);

(ii) Se γ(s) = (x(s),y(s),z(s)), então y(s)− z(s) não é constante e

x(s) =− C
2C−8

(
(C−8)k1

C

) C
C−8

s(
2C−8
C−8 ) + k2

y(s) =
(

s2 +1
2

)(
(C−8)k1s

C

) C
C−8

− C
2C−8

(
(C−8)k1

C

) C
C−8

s(
3C−16
C−8 ) + k2s

z(s) =
(

s2 −1
2

)(
(C−8)k1s

C

) C
C−8

− C
2C−8

(
(C−8)k1

C

) C
C−8

s(
3C−16
C−8 ) + k2s,

(3.18)

quando C ̸= 8 e 

x(s) =−ek1s
(

s− 1
k1

)
+ k2

y(s) = ek1s
(

1− s2

2
+

s
k1

)
+ k2s

z(s) = ek1s
(
−1+ s2

2
+

s
k1

)
+ k2s

(3.19)

quando C = 8, onde k1,k2 são constantes com k1 ̸= 0.

Demonstração. Suponha que a parametrização X(s, t)= γ(s)+tβ (s) é ortogonal, isto é, ⟨β ,γ ′⟩=
0. Como β não é um campo de vetores tipo luz, por hipétese, podemos escolher um parâmetro
s tal que ⟨β ,β ⟩ =: δ ∈ {−1,1}. Nos dois casos, temos β ′ ortogonal a α. Os coeficientes da
primeira forma fundamental são dados por

E = ⟨γ ′,γ ′⟩+2⟨γ ′,β ′⟩ t + ⟨β ′,β ′⟩ t2,

F = ⟨β ,γ ′⟩= 0,
G = δ .
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Por outro lado,

(Xs,Xt ,Xss) = (γ ′,β ,γ ′′)+ [(γ ′,β ,β ′′)+(β ′,β ,γ ′′)]t +(β ′,β ,β ′′)t2.

Substituindo esses fatos em (1.38), obtemos

C[(γ ′,β ,γ)+ t(β ′,β ,γ)]×
× [δ{(γ ′,β ,γ ′′)+ [(γ ′,β ,β ′′)+(β ′,β ,γ ′′)]t +(β ′,β ,β ′′)t2}]
= 2[δ (

〈
γ
′,γ ′

〉
+2

〈
γ
′,β ′〉 t +

〈
β
′,β ′〉 t2)]2.

(3.20)

Fazendo cálculos com a Equação (3.20), obtemos o polinômio de grau quatro identicamente
nulo p(t) = ∑

4
i=0 Ai(s)t i, onde

A0 = 2
〈
γ
′,γ ′

〉2 −Cδ (γ ′,β ,γ)(γ ′,β ,γ ′′),

A1 = 8
〈
γ
′,γ ′

〉〈
γ
′,β ′〉

−Cδ [(γ ′,β ,γ)(β ′,β ,γ ′′)+(γ ′,β ,γ)(γ ′,β ,β ′′)+(β ′,β ,γ)(γ ′,β ,γ ′′)],

A2 = 4
〈
β
′,β ′〉〈

γ
′,γ ′

〉
+8

〈
γ
′,β ′〉2

−Cδ [(γ ′,β ,γ)(β ′,β ,β ′′)+(β ′,β ,γ)(β ′,β ,γ ′′)+(β ′,β ,γ)(γ ′,β ,β ′′)],

A3 = 8
〈
γ
′,β ′〉〈

β
′,β ′〉−Cδ (β ′,β ,γ)(β ′,β ,β ′′),

A4 = 2
〈
β
′,β ′〉2

.

(3.21)

Usando que p(t) é um polinômio identicamente nulo, temos A4 = 0, isto é, ⟨β ′,β ′⟩= 0. Como
⟨β ,β ⟩= δ , ⟨β ,β ′⟩= 0, e não existem vetores tipo luz luz ortogonais a vetores tipo tempo em
L3 (ver Lema 1.1.2, item (iii)), temos que β é tipo espaço e assim δ = 1. Logo, β ′ é uma
direção tipo luz no hiperboloide

{x ∈ L3 : ⟨x,x⟩= 1}.

Isso implica que β seja uma reta, e assim existem vetores a⃗,⃗b ∈ L3 tais que β (s) = a⃗s+ b⃗.
Como β ′ = a⃗, temos que

⟨⃗a, a⃗⟩= 0 = ⟨⃗a,⃗b⟩ e ⟨⃗b,⃗b⟩= 1.

Portanto, aplicando movimentos rígidos de L3, se necessário, podemos considerar a⃗ = (0,1,1)
e b⃗ = (1,0,0). Isso implica que β (s) = (1,s,s). Usando esse último fato, podemos considerar
a parametrização local de M dada por

X(s, t) = γ(s)+ t(1,s,s).

Observe que EG−F2 = ⟨γ ′,γ ′⟩+ 2 ⟨⃗a,γ ′⟩ t e, substituindo tais fatos em (3.21), temos A4 =
A3 = 0 e obtemos o sistema de equações

A0 = 2
〈
γ
′,γ ′

〉2 −C(γ ′,β ,γ)(γ ′,β ,γ ′′),

A1 = 8
〈
γ
′,γ ′

〉 〈⃗
a,γ ′

〉
−C[(γ ′,β ,γ)(⃗a,β ,γ ′′)+ (⃗a,β ,γ)(γ ′,β ,γ ′′)],

A2 = 8
〈⃗
a,γ ′

〉2 −C(⃗a,β ,γ)(⃗a,β ,γ ′′).

(3.22)
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Afirmamos que ⟨⃗a,γ ′⟩ ̸= 0. De fato, caso contrário, considerando

γ(s) = (x(s),y(s),z(s)),

se y′− z′ = ⟨⃗a,γ ′⟩= 0, decorreria, da condição ⟨γ ′,β ⟩= 0, que〈
γ
′,β

〉
= ⟨⃗b,γ ′⟩+ s

〈⃗
a,γ ′

〉
= ⟨⃗b,γ ′⟩= x′ = 0,

o que implicaria que 〈
γ
′,γ ′

〉
= (x′)2 +(y′)2 − (z′)2 = 0,

isto é, γ é tipo luz, e assim EG−F2 = 0, o que é um absurdo já que M é não degenerada.
Assim, ⟨⃗a,γ ′⟩ ̸= 0. Isso dá y′(s) ̸= z′(s) para cada s e, consequentemente, y(s)− z(s) não é
constante. Por outro lado, observando que

a⃗×β =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 −e3
0 1 1
1 s s

∣∣∣∣∣∣= (0,1,1) = a⃗, (3.23)

e substituindo esse fato na expressão de A2 = 0 dada em (3.22), temos

C ⟨⃗a,γ⟩
〈⃗
a,γ ′′

〉
−8

〈⃗
a,γ ′

〉2
= 0,

isto é,
C(y(s)− z(s))(y′′(s)− z′′(s))−8(y′(s)− z′(s))2 = 0. (3.24)

Substituindo u(s) := y(s)− z(s) em (3.24), obtemos a EDO

Cu(s)u′′(s)−8u′(s)2 = 0. (3.25)

Como a solução u(s) constante implica ⟨⃗a,γ ′⟩= 0, que não é possível, vamos considerar apenas
as soluções não constantes de (3.25), cuja solução, após translação do parâmetro s, é

y(s)− z(s) = u(s) =


(
(C−8)k1s

C

) C
C−8

, para C ̸= 8,

ek1s , para C = 8.
(3.26)

onde k1 ̸= 0 é uma constante. Como ⟨γ ′,β ⟩= 0, temos

x′(s) =−(y′(s)− z′(s))s, (3.27)

isso implica, por (3.26), que

x(s) =


− C

2C−8

(
(C−8)k1

C

) C
C−8

s(
2C−8
C−8 ) + k2 , para C ̸= 8,

−ek1s
(

s− 1
k1

)
+ k2 , para C = 8,

(3.28)
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onde k2 ∈ R é constante. As expressões A0 = A2 = 0 dadas em (3.22), implicam

C(γ ′,β ,γ)(γ ′,β ,γ ′′) = 2⟨γ ′,γ ′⟩2 e C(⃗a,β ,γ)(⃗a,β ,γ ′′) = 8⟨⃗a,γ ′⟩2. (3.29)

Por outro lado, multiplicando a expressão de A1 = 0, dada em (3.22), por 1
2 (⃗a,β ,γ) ·

(γ ′,β ,γ) e substituindo a expressão resultante em (3.29), temos

4(γ ′,β ,γ)2 〈⃗a,γ ′
〉2

+(⃗a,β ,γ)2 〈
γ
′,γ ′

〉2

−4
〈
γ
′,γ ′

〉 〈⃗
a,γ ′

〉
(γ ′,β ,γ)(⃗a,β ,γ) = 0,

isto é,
(2(γ ′,β ,γ)

〈⃗
a,γ ′

〉
− (⃗a,β ,γ)

〈
γ
′,γ ′

〉
)2 = 0,

ou equivalentemente
2(γ ′,β ,γ)

〈⃗
a,γ ′

〉
= (⃗a,β ,γ)

〈
γ
′,γ ′

〉
. (3.30)

Usando novamente a notação u(s) := y(s)− z(s) e (3.27), temos〈⃗
a,γ ′

〉
= u′(s), (⃗a,β ,γ) = ⟨⃗a,γ⟩= u(s),

(γ ′,β ,γ) =

∣∣∣∣∣∣
x′ y′ z′

1 s s
x y z

∣∣∣∣∣∣
= x′s(z− y)− y′(z− sx)+ z′(y− sx)
=−sx′u+ sx(y′− z′)+ z′y− y′z

= s2uu′+ sxu′+(y−u)′y− y′(y−u)
= su′(su+ x)− yu′+ y′u,

e 〈
γ
′,γ ′

〉
= (x′)2 +(y′)2 − (z′)2

= (x′)2 +(y′)2 − (y′−u′)2

= (x′)2 − (u′)2 +2u′y′

= (u′)2(s2 −1)+2u′y′.
Substituindo esses fatos em (3.30) temos

2u′[su′(x+ su)+uy′− yu′] = u[(u′)2(s2 −1)+2u′y′].

Isso implica, após algumas simplificações, que

y(s) =
(

s2 +1
2

)
u(s)+ sx(s), (3.31)

e, como z(s) = y(s)−u(s), temos

z(s) =
(

s2 −1
2

)
u(s)+ sx(s). (3.32)

O resultado segue por substituição das expressões x(s) e u(s) dadas em (3.28) e (3.26),
conforme cada caso C ̸= 8 ou C = 8.
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Figura 3.3 Solução autossimilar não cilíndrica do IMCF dada pelo Teorema 3.1.2, onde C = k1 = 9 e
k2 = 0.

.

3.2. Homothetic Solutions Cilíndricas

Nesta seção, classificaremos as superfícies regradas não degeneradas cilíndricas que são
homothetic self-similar solutions para o IMCF em L3. Essas superfícies têm a parametrização

X(s, t) = γ(s)+ tw,

onde γ é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco e w é um vetor constante.
A menos de movimentos rígidos no L3, podemos escolher

w = (1,0,1), w = (1,0,0), ou w = (0,0,1).

Com essa parametrização, temos que Xt = γ ′(s) e Xt = w, o que implica E = ⟨γ ′,γ ′⟩ = δ ∈
{−1,1}, F = ⟨γ ′,w⟩ e G = ⟨w,w⟩. O caso w = (1,0,1) não pode ser considerado para o IMCF,
pois w tipo luz e Xst = Xtt = 0 implicam

H =−1
2

eG
EG−F2 =−1

2
e⟨w,w⟩

⟨w,w⟩−⟨γ ′,w⟩2 = 0. (3.33)
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Assim, temos que w = (1,0,0) (isto é, w é tipo espaço) ou w = (0,0,1) (isto é, w é tipo tempo).
Começamos analisando o caso quando w = (1,0,0).

Seja M superfície regrada não degenerada, cilíndrica, em L3 parametrizada por

X(s, t) = γ(s)+ t(1,0,0),

onde γ é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco contida num plano ortogonal a w,
isto é,

γ(s) = (0,x(s),y(s)),

onde
(x′(s))2 − (y′(s))2 = δ ∈ {−1,1} (3.34)

é a equação do comprimento de arco. Como,

⟨N,N⟩= ⟨Xs ×Xt ,Xs ×Xt⟩
|EG−F2|

=
−⟨Xs,Xs⟩⟨Xt ,Xt⟩+ ⟨Xs,Xt⟩2

|EG−F2|
=−δ ,

temos que a superfície é tipo espaço se δ = 1 tipo tempo se δ = −1. Isso dá-nos o seguinte
cenário:

δ =−1
C > 0 self-expander
C < 0 self-shrinker

δ = 1
C > 0 self-shrinker
C < 0 self-expander

O primeiro resultado da seção é

Teorema 3.2.1. Seja M superfície regrada cilíndrica, não degenerada em L3, parametrizada
por X(s, t) = γ(s)+ tw, onde w = (1,0,0) e γ(s) = (0,x(s),y(s)) é uma curva parametrizada
pelo comprimento de arco contida num plano ortogonal a direção w. Seja

f (s) := δ

(
2
C
−1

)
s2 + k,

t(s) :=±
∫ √

4δ f (s)+( f ′(s))2

2| f (s)|
ds =±

∫ √
2(2−C)s2 +δkC2

|(2−C)s2 +δkC|
ds,

r(s) :=±
√
| f (s)|,

onde k ∈ R. Se M é homothetic solution para o fluxo de curvatura média inversa, então

γ(s) =

{
(r(s)sinh(t(s)),r(s)cosh(t(s)),0) , para f (s)> 0;
(r(s)cosh(t(s)),r(s)sinh(t(s)),0) , para f (s)< 0.

Demonstração. Com a parametrização dada, da superfície, obtemos Xs = γ ′(s)= (0,x′(s),y′(s))
e Xt =(1,0,0), o que implica E = ⟨γ ′,γ ′⟩= δ , F = 0 e G= 1. Note que Xs×Xt =(0,y′(s),x′(s))
e (EG−F2)2 = 1 e a Equação (1.38) torna-se

C(xy′− yx′)(y′x′′− x′y′′) = 2. (3.35)
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Derivando (3.34), obtemos
x′(s)x′′(s)− y′(s)y′′(s) = 0.

Assim, temos o sistema linear de equações, nas incógnitas x′′(s) e y′′(s),x′x′′− y′y′′ = 0

y′x′′− x′y′′ =
2

C(xy′− yx′)
,

cuja solução é

x′′ =
−2δy′

C(xy′− yx′)
e y′′ =

−2δx′

C(xy′− yx′)
.

As soluções acima são equivalentes a

−xCδ

2
x′′ =

xy′

xy′− yx′
e

yCδ

2
y′′ =

−yx′

xy′− yx′
.

Somando as duas últimas igualdades temos

Cδ

2
(yy′′− xx′′) = 1

isto é,

yy′′− xx′′ =
2δ

C
. (3.36)

Definindo as funções

u(s) := y(s)y′(s) =
1
2
(y(s)2)′ e v(s) := x(s)x′(s) =

1
2
(x(s)2)′,

temos
u′(s) = y(s)y′′(s)+(y′(s))2 e v′(s) = x(s)x′′(s)+(x′(s))2. (3.37)

Substituindo (3.37) e (3.34) em (3.36), obtemos

u′(s)− v′(s) = δ

(
2
C
−1

)
. (3.38)

Por translação do parâmetro s, a integração de (3.38) juntamente com as definições de u e v
implicam

u(s)− v(s) =
1
2
[
(y(s)2)′− (x(s)2)′

]
= δ

(
2
C
−1

)
s (3.39)

que é equivalente a

y(s)2 − x(s)2 = δ

(
2
C
−1

)
s2 + k, (3.40)

onde k ∈ R é constante. Seja

f (s) := δ

(
2
C
−1

)
s2 + k.

Vamos separar a análise em dois casos:
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(i) Se f (s)> 0, definindo {
x(s) = r(s)sinh(t(s)),
y(s) = r(s)cosh(t(s)),

(3.41)

para algumas funções r(s) e t(s), obtemos, substituindo (3.41) em (3.40), que

(r(s))2 = f (s) = | f (s)|. (3.42)

Substituindo (3.42) e (3.41) em (3.34), obtemos

−(r′(s))2 +(r(s))2(t ′(s))2 = δ ,

o que implica, após uma multiplicação por 4r2, que

−( f ′(s))2 +4( f (s))2(t ′(s))2 = 4δ f (s).

Isso dá a expressão para t(s) quando f (s)> 0.

(ii) Se f (s)< 0, defina {
x(s) = r(s)cosh(t(s)),
y(s) = r(s)sinh(t(s)),

(3.43)

onde r(s) e t(s) são funções a serem determinadas. Substituindo (3.43) em (3.40), obte-
mos

(r(s))2 =− f (s) = | f (s)|. (3.44)

Agora, substituindo (3.43) em (3.34) temos

−(r′(s))2 +(r(s))2(t ′(s))2 =−δ ,

o que implica, depois de multiplicar a última equação por 4r2 e usar a expressão (3.44),
que

−( f ′(s))2 +4( f (s))2(t ′(s))2 = 4δ f (s),

donde obtemos a expressão para t(s).

Agora vamos considerar o caso em que w = (0,0,1) e M tem a parametrização

X(s, t) = γ(s)+ t(0,0,1).

Tomando novamente a curva base γ contida em um plano ortogonal à direção w e parame-
trizando γ pelo comprimento do arco, temos

γ(s) = (x(s),y(s),0)

e
(x′(s))2 +(y′(s))2 = 1. (3.45)

Como

⟨N,N⟩= ⟨Xs ×Xt ,Xs ×Xt⟩
|EG−F2|

=
−⟨Xs,Xs⟩⟨Xt ,Xt⟩+ ⟨Xs,Xt⟩2

|EG−F2|
= 1,

temos que a superfície é sempre tipo tempo. Nesse caso, temos que a superfície é self-shrinker
se C < 0 e self-expander se C > 0. O segundo resultado desta seção é
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Figura 3.4 Curva base das self-similar solutions cilíndricas para o IMCF dada pelo Teorema 3.2.1. Em
cada figura, estamos desenhando os quatro ramos dependendo do sinal + ou − em t(s) e r(s). As figuras
foram desenhadas para (a) C = k = δ = 1, (b) C = 2, δ = 1, e k = ±1 (neste caso as curvas são a
hipérbole x2 − y2 =±1), e C = 4, δ = k = 1. Nesse último caso a curva não é completa.

(a) (c)(b)

Teorema 3.2.2. Seja M superfície cilíndrica, não degenerada em L3, parametrizada por X(s, t)=
γ(s)+ tw, onde w = (0,0,1) e γ(s) = (x(s),y(s),0) é uma curva parametrizada pelo compri-
mento de arco, contida num plano ortogonal a direção w. Se M é homothetic solution para o
fluxo de curvatura média inversa, então

γ(s) = (r(s)cos(t(s)),r(s)sin(t(s)),0),

onde 
(r(s))2 =

(
1− 2

C

)
s2 + k > 0,

t(s) =±
∫ √

2
C

(
1− 2

C

)
s2 + k(

1− 2
C

)
s2 + k

,

e k ∈ R é constante.

Demonstração. Como Xs = (x′(s),y′(s),0) e Xt = (0,0,1), obtemos E = 1, F = 0, e G =−1.
Assim, a equação das self-similar solutions (1.38) torna-se

C(xy′− yx′)(y′x′′− x′y′′) =−2. (3.46)

Derivando a equação do comprimento de arco e usando (3.46), obtemos o sistemax′x′′+ y′y′′ = 0

y′x′′− x′y′′ =
−2

C(xy′− yx′)
,

cuja solução é

x′′ =
−2y′

C(xy′− yx′)
e y′′ =

2x′

C(xy′− yx′)
.
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Isso implica

xx′′+ yy′′ =− 2
C
. (3.47)

Defina as funções

u(s) := y(s)y′(s) =
1
2
(y(s)2)′ e v(s) := x(s)x′(s) =

1
2
(x(s)2)′

Somando u′ com v′ e substituindo (3.47) no resultado obtemos

u′(s)+ v′(s) = 1− 2
C
. (3.48)

Isso implica, por integração e após uma translação do parâmetro s, que

u(s)+ v(s) =
1
2
[
(x(s)2)′+(y(s)2)′

]
=

(
1− 2

C

)
s, (3.49)

isto é,

x(s)2 + y(s)2 =

(
1− 2

C

)
s2 + k =: f (s), (3.50)

onde k ∈ R é uma constante. Note que f (s) definida em (3.50) é não negativa. Seja{
x(s) = r(s)cos(t(s)),
y(s) = r(s)sin(t(s)),

(3.51)

onde r(s) e t(s) são funções a determinar. Substituindo (3.51) em (3.50) temos

r(s)2 = f (s). (3.52)

Substituindo (3.52) e 3.51 em (3.45), obtemos

(r′(s))2 +(r(s))2(t ′(s))2 = 1,

que é equivalente (após multiplicação por 4r2) a

( f ′(s))2 +4( f (s))2(t ′(s))2 = 4 f (s).

Logo, após integração em s, obtemos a expressão de t(s).
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Figura 3.5 Curva base de superfície cilíndrica self-similar solution para o IMCF dada no Teorema 3.2.1.
Em cada figura, esboçamos os quatro ramos dependendo do sinal + ou − em t(s) e r(s). As figuras foram
desenhadas para (a) C = 4 e k = 1, (b) C = 2 e k = 1 (neste caso a curva é o círculo x2+y2 = 1), e C = 1,
k = 25. Nesse último caso a curva não é completa.

(a) (b) (c)
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[SY12] Semra Saraçoḡlu and Yusuf Yayli. On timelike and spacelike developable
ruled surfaces. J. Math. Comput. Sci., 2(6):1824–1838, 2012.



63

[Urb90] John I. E. Urbas. On the expansion of starshaped hypersurfaces by symmetric
functions of their principal curvatures. Math. Z., 205(3):355–372, 1990.

[VdW90] Ignace Van de Woestijne. Minimal surfaces of the 3-dimensional Minkowski
space. In Geometry and topology of submanifolds, II (Avignon, 1988), pages
344–369. World Sci. Publ., Teaneck, NJ, 1990.

[YS12] Yusuf Yayli and Semra Saracoglu. On developable ruled surfaces in Min-
kowski space. Adv. Appl. Clifford Algebr., 22(2):499–510, 2012.


	Preliminares
	O Espaço de Lorentz-Minkowski
	Superfícies Regradas no Espaço de Lorentz-Minkowski
	Fluxos Geométricos no Espaço de Lorentz-Minkowski 
	Equação dos translating solitons 
	Equação das soluções homotéticas


	Translating Solitons para o IMCF de Superfícies Regradas no Espaço Tridimensional de Lorentz-Minkowski 
	Translating Solitons Não Cilíndricas
	Translating Solitons Cilíndricas

	Homothetic Solutions para o IMCF de Superfícies Regradas no Espaço Tridimensional de Lorentz-Minkowski 
	Homothetic Solutions Não Cilíndricas
	Homothetic Solutions Cilíndricas


