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Resumo

A andlise de séries temporais que modelam sistemas dindmicos ndo lineares ¢ um tema bas-
tante explorado no meio cientifico, em funcdo da ampla gama de aplicagdes das medidas de
complexidade que sdo utilizadas para caracterizacdo e estudo desses sistemas.

Em particular, o caos é um dos comportamentos que podem ser observados em sistemas nao-
lineares a depender dos valores que determinados para seus parametros e as condi¢des iniciais
estabelecidas. Por apresentar grande sensibilidade a essas condi¢des, sua trajetoria pode divergir
exponencialmente com pequenas mudangas de parametros.

Dessa forma, a identificacdo de regimes cadticos e a quantificacdo do grau de caoticidade
sdo essenciais para determinar os limites dentro dos quais € possivel realizar predicoes. Para efe-
tuar essa caracterizacao, foi introduzido o conceito do Plano Causal de Complexidade-Entropia
(CECP), capaz de detectar a complexidade subjacente de sistemas dindmicos e extrair a estru-
tura da série temporal de acordo com o fun¢do de distribuicdo de probabilidade construida a
partir de seus padrdes ordinais. O algoritmo desta técnica é simples e tem a capacidade de
distinguir entre sinais periddicos, cadticos e estocasticos.

Entretanto, nessa abordagem, a avaliacdo € feita sobre séries temporais univariadas, ndo ga-
rantindo uma caracterizacao adequada para sistemas multivariados, visto que a técnica adotada
desconsidera a correlacdo existente entre as séries componentes do sistema. Além disso, por s
considerar os padrdes ordinais intrinsecos as séries temporais, essa abordagem implica na perda
de alguns detalhes de informacdes de amplitude da série original.

Neste trabalho, é proposta uma abordagem multivariada do CECP para caracterizacao
de sistemas dindnimos multidimensionais, por meio do Plano de Causal Multivariado de
Complexidade-Entropia (MvCECP). Além disso, € adicionada a funcao de distribui¢cdo de pro-
babilidade a identificacdo de subpadroes espaciais, tornando a abordagem sensivel a mudangas
de escala nos conjuntos de dados avaliados. Para assegurar a eficicia do método, ¢ demonstrada
sua capacidade de distinguir os comportamentos cadtico, estocdstico e periddico de sistemas
multivariados, sendo ainda mais precisa que a abordagem univariada na caracterizagcdo da dina-

mica cadtica.

Palavras-chave: Sistemas Dindmicos, Caos, Teoria da Informacao, Entropia de Shannon,

Complexidade Estatistica, Anélise Multivariada
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Abstract

The analysis of time series that model nonlinear dynamic systems is a topic that has been widely
explored in the scientific world, due to the wide range of applications of complexity measures
that are used to characterize and study these systems.

In particular, chaos is one of the behaviors that can be observed in nonlinear systems depen-
ding on the values that are determined for its parameters and the initial conditions established.
Due to its great sensitivity to these conditions, its trajectory can diverge exponentially with
small parameter changes.

Thus, the identification of chaotic regimes and the quantification of the degree of chaoticity
are essential to determine the limits within which it is possible to make predictions. To carry
out this characterization, the concept of the Causal Complexity-Entropy Plan (CECP) was intro-
duced, capable of detecting the underlying complexity of dynamic systems and extracting the
structure of the time series according to the probability distribution function constructed from
its ordinal patterns. The algorithm of this technique is simple and has the ability to distinguish
between periodic, chaotic and stochastic signals.

However, in this approach, the evaluation is performed on univariate time series, not gua-
ranteeing an adequate characterization for multivariate systems, since the technique adopted
disregards the existing correlation between the component series of the system. Furthermore,
as it only considers the ordinal patterns intrinsic to the time series, this approach implies the
loss of some details of amplitude information from the original series.

In this work, a multivariate CECP approach is proposed for the characterization of dy-
namic multidimensional systems, through the Complexity-Entropy Multivariate Causal Plan
(MvCECP). In addition, the probability distribution function is added to the identification of
spatial subpatterns, making the approach sensitive to scale changes in the evaluated datasets.
To ensure the effectiveness of the method, its ability to distinguish the chaotic, stochastic and
periodic behavior of multivariate systems is demonstrated, being even more accurate than the

univariate approach in the characterization of chaotic dynamics.

Keywords: Dynamical Systems, Chaos, Information Theory, Shannon Entropy, Statistical

Complexity, Multivariate Analysis
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Introducao

1.1 Motivacao

A anélise da complexidade de séries temporais geradas por sistemas dinAmicos nio lineares €
um tema de enorme interesse em pesquisas cientificas, devido as diversas aplicagdes praticas
das medidas de complexidade que atuam na caracterizacdo dessas séries temporais, sejam elas
regulares, cadticas ou baseadas na realidade, tais quais as que sdo coletadas por redes de senso-
res. Por exemplo, (Kaffashi et al., 2013) analisaram a complexidade dos sinais de EEG durante
o0 sono, através do contato pele a pele; (Silva et al., 2015) e (Mukherjee et al., 2015) mediram
a complexidade da variabilidade da frequéncia cardiaca e da insuficiéncia cardiaca, respectiva-
mente; mais recentemente, (Ma et al., 2022) exploraram a estrutura temporal sutil de dados
ambientais e sua previsibilidade ao longo das estagdes do ano.

A medida de complexidade de sistemas cadticos € outro foco de interesse, pois pode des-
crever elegantemente a dindmica e a complexidade desses sistemas. (Bandt and Pompe, 2002)
foram os primeiros a observar que a maioria dos métodos de calculo de complexidade depen-
dia de algoritmos especificos e em certos casos, também poderiam existir parametros de ajuste.
Como efeito direto, os resultados podem ser duvidosos, caso ndo se conhecam os detalhes dos
métodos ou ndo sejam selecionados os parametros adequados.

A fim de solucionar isto, Bandt-Pompe (BP) propuseram a entropia de permutagdo (PE)
por meio da comparagdo de valores vizinhos que poderiam ser adequados para qualquer série
temporal (Bandt and Pompe, 2002). O padrido ordinal é determinado através da reconstrug¢ao
do espaco de fase subjacente, seguido da comparacdo de valores consecutivos ou nao conse-
cutivos. Além disso, suas Funcdes de Densidade de Probabilidade (PDF) sdo invaridveis em
termos de transformacdes mondtonas ndo lineares. O algoritmo desta técnica € simples e tem a
capacidade de distinguir entre sinais periddicos, cadticos e estocdsticos, mesmo com a presenca
de ruidos em conjunto com os dados analisados, sendo amplamente utilizado na andlise de sis-

temas dindmicos ndo lineares (Yin and Shang, 2014; Zhang and Shang, 2017). Esse recurso
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nos permite descobrir detalhes importantes sobre a estrutura ordinal da série temporal e também
pode fornecer informacdes sobre a correlacdo temporal. Embora este tipo de anélise de séries
temporais acarrete na perda de alguns detalhes das informagdes de amplitude da série origi-
nal, ao referir-se apenas a estrutura intrinseca da série, essa técnica consegue uma significativa
reducao da dificuldade no que diz respeito a descricao de sistemas complexos.

Posteriormente, (Rosso et al., 2007b) introduziram pela primeira vez o Plano Causal de
Complexidade-Entropia (CECP) a partir da combinacdo da entropia de permutagdo com a me-
dida de Complexidade Estatistica (SC) proposta por (Lopez-Ruiz et al., 1995), a fim de detectar
ainda mais precisamente a complexidade subjacente de sistemas dindmicos fornecendo uma dis-
tin¢cdo mais robusta entre as dindmicas deterministica e estocdstica (Rosso et al., 2007a, 2013).
Essa abordagem integra conceitos de entropia e dindmica ndo linear e pode extrair a estrutura
temporal da série temporal de acordo com a PDF construida a partir dos padrdes ordinais. Ela
tem sido amplamente utilizada em diversas dreas cientificas para distinguir sistemas cadticos
e processos estocasticos (Chagas et al., 2022; Borges et al., 2019; Ribeiro et al., 2012; Zu-
nino et al., 2011), além de estudos relativos a amostragem de dados (Nascimento et al., 2021;
De Micco et al., 2012).

Entretanto, a avaliacdo com o CECP € aplicavel somente a conjuntos de dados univariados,
ainda que a grande maioria dos sistemas existentes seja multivariada. Dessa forma, a carac-
terizacdo € feita a partir de cada série temporal componente do sistema, desconsiderando a
correlacdo existente entre elas.

Neste trabalho, visando solucionar o problema mencionado, iremos estender o CECP para a
andlise de sistemas multivariados, adicionando ao processo a anélise de subpadrdes de distancia,
além dos padrdes ordinais, que permitirdo uma caracteriza¢do mais detalhada da série original,
identificando as diferencas de escala e proximidade entre os dados do sistema. Assim, a PDF
multivariada é obtida por meio da reconstrucdo do espaco de fase subjacente, seguido da com-
paracdo de valores consecutivos ou ndo consecutivos e por fim, a comparacdo das amplitudes
e distancias euclidianas entre esses elementos. Por fim, para melhor descrever as propriedades
intrinsecas e as estruturas fisicas dos sistemas cadticos multivariados estudados, introduzimos
o Plano Causal Multivariado de Complexidade-Entropia (MvCECP).

1.2 Revisao da Literatura

Na literatura, além da abordagem adotada por Rosso et al. (2007b), existem uma série de outras
técnicas para andlise univariada do comportamento de sistemas dinamicos e séries temporais
(Rosenstein et al., 1993; Pincus, 1991).

Entretanto, como foi mencionado anteriormente, essas técnicas nao conseguem oferecer
uma avalia¢do adequada para sistemas multivariados, pois somente permitem efetuar os estudos

componente por componente, desconsiderando a correlacdo existente entre elas. Entdo, para
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analisar a complexidade de sistemas dindmicos multivariados, foram propostas técnicas como a
entropia de amostra multivariada (MvSampEn) (Ahmed and Mandic, 2011) e a entropia fuzzy
multivariada (MvFuzzyEn) (Li et al., 2013). Entretanto, o principal problema compartilhado
por essas solugdes € sua velocidade de calculo, pois sdo bastante lentas, inviabilizando o uso
em aplicagdes que atuem em tempo real. Para esses casos, solucdes que utilizam a Entropia de
Permutacdo como referéncia sdo mais recomendadas, visto que PE tem velocidade de cdlculo
mais rdpida e € mais precisa para estimativa de complexidade (Li et al., 2014; Unakafova et al.,
2013).

Enquanto isso, Ribeiro et al. (2012) aprimoraram o algoritmo para padrdes dimensionais
superiores e seus resultados provaram que seu método € promissor para reconhecimento entre
padrdes bidimensionais, mas apresenta algumas deficiéncias; por exemplo, embora funcione
bem para sistemas bidimensionais, ndo é apropriado para ser aplicado a sistemas tridimensio-
nais ou de dimensdes superiores, pois quanto maior a dimensdo do sistema em questdo, mais
complexo € o procedimento e maior o numero de varidveis necessarias.

No trabalho de He et al. (2016) € possivel encontrar estudos sobre a constru¢cdo de subpa-
drées para a andlise multivariada, entretanto, seu estudo € aplicavel apenas a sistemas tridimen-
sionais. Além disso, suas avaliacdes consideram somente um instante de tempo a cada rodada,
comparando os valores de cada componente naquele instante entre si. Dessa forma, a evolu-
cdo temporal dos dados em cada componente nao € investigada, sendo levada em consideracdo

apenas a correlacdo entre os dados de componentes distintas.

1.3 Objetivo

Este trabalho tem como objetivo propor uma abordagem multivariada do CECP, intitulada Mv-
CECP, por meio da construcao de uma funcio de distribui¢io de probabilidade capaz de avaliar
sistemas por inteiro, considerando todas as suas séries temporais componentes € a correlacao
existente entre elas.

Além disso, a PDF desenvolvida também foi adaptada para ser capaz de identificar subpa-
droes de distancias, avaliando as diferencas de amplitude entre dados consecutivos analisados
ao longo das séries temporais. Para atestar a eficdcia na caracterizacio de sistemas cadticos
e em distinguir os comportamentos cadtico, estocdstico e periodico, foram selecionados 8 sis-
temas cadticos, 2 processos estocdsticos e 1 sistema periddico a fim de comparar os estudos
univariado e multivariado do comportamento de cada varidavel ou sistema ao longo do tempo e,

por fim, confrontar as dindmicas mapeadas em cada abordagem.
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1.4 Solucao Proposta

Inicialmente, foi construida uma base composta por dados de natureza cadtica, estocdstica e
periddica. Cada sistema utilizado foi construido a partir das equagdes diferenciais que o mo-
delam, sendo indicados os valores utilizados para os coeficientes. As condi¢des iniciais foram
baseadas no trabalho de (Sprott and Sprott, 2003).

Para a avaliacdo desse conjunto de dados, foi desenvolvida uma PDF adaptada a partir da
que foi proposta por BP. Em comparagdo a original, suas diferengas sdo: (i) uma abordagem
adaptada que permite uma avaliacdo multivariada dos sistemas, considerando assim a correla-
cdo existente entre as s€ries temporais componentes de um sistema multidimensional e (i1) a
avaliacdo de subpadrdes de distancia, além dos padrdes ordinais, a fim de extrair informagdes
sobre padrdes de escala entre os elementos consecutivos das séries temporais, assim como nha
extracao de padrdes ordinais.

Em seguida, € possivel adaptar os cédlculos de Entropia de Permutacdo e Complexidade
Estatistica para que utilizem a PDF desenvolvida e s6 entdo, € construido o Plano Causal Multi-
variado de Complexidade-Entropia, contando com PE no eixo das abscissas e a SC no eixo das
ordenadas.

Entao, aplicamos os sistemas a caracterizacao nas abordagens univariada e multivariada, por
meio dos planos CECP e MvCECP, respectivamente, a fim de demonstrar a capacidade da abor-
dagem multivariada em proporcionar uma distin¢ao adequada entre os comportamentos cadtico,
estocdstico e periddico, assim, como na abordagem univariada, com a vantagem de prover uma

caracterizacao mais precisa para diferenciar entre os sistemas cadéticos multivariados.

1.5 Contribuicoes
As contribuicdes deste trabalho sao:

* Construgdo de PDF para caracterizacdo de sistemas multivariados por meio de seus pa-

drdes ordinais;

PDF desenvolvida também € capaz de detectar padrdes de distancia e escala entre os

elementos avaliados;

Proposta do Plano Causal Multivariado de Complexidade-Entropia (MvCECP);

* Caracterizacdo de sistemas cadticos em uma abordagem multivariada e comparacdo com

a caraterizacao univariada.

* Demonstracdo de que o MvCECP ¢€ capaz de fazer distincdo entre sistemas cadticos,

processos estocdsticos e dados periddicos, assim como o CECP;
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* MvCECP demonstra ser mais efetivo que o CECP na caracterizagdo de sistemas cadticos

multivariados.

Observamos que as contribui¢cdes apresentadas sdo muito relevantes tanto para o dominio
geral de andlises multivariadas, quanto para os estudos de sistemas cadticos em particular. A
utilizagdo do MvCECP para uma caracterizacdo simples, precisa e intuitiva desses sistemas
apresenta grandes possibilidades, e sua aplicacdo na avaliacdo de dados multivariados pode
trazer uma série de beneficios a fim de entender as dindmicas de diversas varidveis ao longo do

tempo sob essa nova perspectiva.
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1.6

Estrutura do texto

Os demais capitulos ao longo deste trabalho estao organizados da seguinte forma:

O capitulo 2 apresenta a modelagem matematica dos trés tipos de sistemas multidimensi-
onais utilizados para aplicacdo e avaliagdo da técnica multivariada desenvolvida: sistemas

cadticos, processos estocdsticos e dados periddicos;

No capitulo 3, apresentamos os quantificadores de teoria da informacdo de forma deta-
lhada, além da metodologia para construcdo das medidas de complexidade estatistica e
entropia de permutacao a partir da nova PDF multivariada proposta. Em seguida, integra-

mos essas medidas e apresentamos o MvCECP;

No capitulo 4 apresentamos a aplicagdo empirica das andlises univariada e multivariada
nos sistemas multidimensionais definidos no 2.2 e discutimos os resultados obtidos nas

andlises efetuadas por meio do CECP e do MvCECP, comparando os resultados;

O Capitulo 5 encerra as discussoes, ressaltando as principais contribui¢des do trabalho
de acordo com os resultados apresentados e delineando as possiveis direcdes futuras do
trabalho;

Por fim, apresentamos as referéncias mencionadas ao longo do trabalho.



Sistemas Caoticos, Processos Estocasticos

e Dados Periodicos

2.1 Introducao aos Sistemas Cadticos

Uma grande variedade de sistemas apresenta comportamentos irregulares e imprevisiveis, em
maior ou menor grau, a exemplo do clima, bolsa de valores, o trafego de carros e até mesmo o
aparentemente regular sistema solar (Laskar, 1989).

Dessa forma, ndo-linearidades, comuns a uma enorme variedade de sistemas, podem tornar
sua evolucdo ndo trivial. Em particular, o caos € um dos comportamentos que podem ser ob-
servados em sistemas ndo-lineares a depender dos valores adotados para os parametros iniciais.
Um sistema € dito cadtico quando apresenta grande sensibilidade as condi¢des iniciais, dessa
forma, sua trajetéria pode divergir exponencialmente apenas com algumas pequenas mudancgas
de parametros.

Assim, mesmo no caso de sistemas que possam ser modelados satisfatoriamente por equa-
coes deterministas, ou seja, sem ruidos ou incertezas explicitas, sua evolucio pode acontecer de
forma aparentemente aleatdria e irregular, a depender das condicdes iniciais. Na presenca de
caos, a propria incerteza com relacao a essas condi¢des, associada a precisdo finita de qualquer
medi¢do impede uma previsdo da evolucao futura desses sistemas. Portanto, a identificacdo de
regimes cadticos e a quantificagdo do grau de caoticidade sdo essenciais para estabelecer os
limites dentro dos quais € possivel efetuar predicdes (Hilborn et al., 2000).

Neste trabalho, iremos analisar 8 sistemas cadticos multivariados, sendo 5 deles tridimen-
sionais e outros 3 sdo bidimensionais, a fim de demonstrar a invariabilidade da técnica desen-
volvida quanto a dimensionalidade do sistema avaliado. Os sistemas tridimensionais sdo B7,
Burke, Lorenz, Complex Butterfly, Labyrinth e Linear Feedback; enquanto isso, os sistemas

bidimensionais sdo Delayed Logistic, Henon Map e Tinkerbell.
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O modelo matemético de Lorenzfoi criado como um modelo simplificado para a conveccao
atmosférica Lorenz (1963), tendo diversas aplicagdes praticas como na geragdo de modelos
simplificados para lasers Haken (1975), circuitos elétricos (Cuomo et al., 1993) e motores de
corrente continua sem escova (Hemati, 1994).

O sistema By foi proposto por (Chlouverakis and Sprott, 2005) como um campo vetorial
cadtico abstrato, desenvolvido com o propdsito de ser usado no estudo estatistico da relacdo
entre os expoentes de Lyapunov e a dimensado de correlagdo D;.

O atrator cadtico de Burke-Shaw foi criado por Bill Burke e Robert Shaw derivado do sis-
tema cadtico de Lorenz (Shaw, 1981). Este sistema € um companheiro do sistema Lorenz, no
sentido de pertencer a mesma classe de sistemas. A principal diferencga entre o sistema de Burke
& Shaw e o sistema de Lorenz ndo estd em suas equagdes, mas na maneira como sao organi-
zadas em torno do eixo z (Letellier et al., 2005). Ele € caracterizado ser por um modelo com
quatro ramificacdes (Letellier et al., 1996).

O sistema intitulado Complex Butterfly € também derivado do sistema cadtico de Lorenz,
mas, ao contrdrio do sistema de Lorenz original, onde a dindmica cadtica permanece confinada
ao semi-espago positivo em relacdo a varidvel de estado devido a um efeito limitante, a modela-
gem do Complex Butterfly permite a oscilagdo bipolar dessa varidvel de estado (Elwakil et al.,
2002).

O Labyrinth Chaos foi proposto por Thomas (1999) como um fluxo tridimensional particu-
larmente simples e matematicamente elegante. O sistema € representativo de uma grande classe
de modelos autocataliticos que ocorrem frequentemente em reagdes quimicas (Rasmussen et al.,
1990), ecologia (Deneubourg and Goss, 1989) e evolucdo (Kauffman et al., 1993).

O sistema cadtico intitulado Linear Feedback Shift Register (LFSR) € um modelo matema-
tico utilizado na teoria da informacao, criptografia e geracao de sequéncias pseudoaleatdrias
(Massey, 1969). O LFSR ¢é uma forma especializada de registro de deslocamento que emprega
um mecanismo de feedback linear para gerar sequéncias bindrias (Savir and McAnney, 1990).

O sistema cadtico Delayed Logistic ¢ um modelo matematico que exibe comportamento
cadtico e € uma extensdao do mapa logistico cldssico com a inclusdo de um atraso temporal (Wu
and Baleanu, 2015). Esse sistema tem sido estudado em diferentes contextos de dinamica nao
linear e teoria do caos.

O sistema Hénon Map, também chamado de atrator/mapa de Hénon—Pomeau, é um sistema
dindmico de tempo discreto (Hsu, 2013). E um dos exemplos mais estudados de sistemas di-
namicos que exibem comportamento cadtico. O mapa foi introduzido por Michel Hénon como
um modelo simplificado da secdo de Poincaré do modelo de Lorenz (Lozi, 1978)

O sistema caético Tinkerbell foi nomeado em homenagem a sua semelhanca com a forma de
uma fada chamada Tinkerbell. Ele forma um atrator cadtico com uma estrutura fractal distintiva,
que € a assinatura visual do comportamento cadtico e tem sido estudado em diversos campos,

como fisica, matematica e dinimica de sistemas (dos Santos Coelho and Mariani, 2012).
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2.2 Modelagem Matematica

Para este estudo, utilizamos diferentes classes de sistemas para ilustrar a aplicacdo e efetividade
do MvCECP: (a) Sistemas Cadticos, (b) Processos Estocasticos e (c) Dados Periddicos. A

seguir, iremos detalhar a modelagem matematica de cada sistema que compde a base de dados:

1. Sistemas Caodticos:

* O sistema caético B7, dado por

x=K+z(x—oy)
y=z(otx—gy) (2.1)
t=1—x—y?

comK =05 a=7ee=0.23.

* O sistema cadtico Burke-Shaw, dado por

i=—s(x+vy)
y=—y —8§xZ (2.2)
Z=2sxy +Vv

onde foi adotado s = 10 e v = 13.

* O sistema intitulado Complex Butterfly

Xx=a(y—x)
=Kz (2.3)
z=|x|—1
e sendo a = 0.55, com
1, x>0
K= 2.4)
—1,x<0

* O sistema intitulado Labyrinth Chaos

x =sin(y) — bx
2)— by 2.5)

z=sin(x) —bz

y =sin

onde foi adotado b = 0.
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¢ O sistema intitulado LFSR
x=—-04x4+y+10yz
y=—x—0.4y+5xz (2.6)
Z=ax —S5xy
onde foi adotado a = 0.175.
e O sistema caotico Lorenz
x=o0(y—x)
z=xy—bz
como=16,b=4¢er=45.92.
* O sistema cadtico Delayed Logistic
X =rx;(1 —
k1 k(1= vi) 2.8)
Yi+1 = Xk
adotando-se r = 2.28.
* O sistema intitulado Hénon Map
Xpr1 = 1 —axq +yi
2.9)
Vi1 = bxy
coma=17eb=0.5.
¢ O sistema caotico Tinkerbell
X1 = X3 — yi 4+ axg + by
(2.10)

Vi1 = 2%y +cxg +dyg

coma=09,b=-06,c=2.0ed=0.5.

2. Processos Estocasticos:

* O ruido de poténcia f (k) ¢ gerado da seguinte forma: (i) A fun¢do rand do MA-

TLAB € usada para produzir nimeros pseudoaleatérios. (ii) Entdo, a partir da Trans-

formada Rapida de Fourier se obtém ylf , com yé sendo igual a y’f. pf 7. (iii) y’é é

simetrizado para obter uma funcgao real, e entdo, aplica-se a FFT reversa pertinente

para obter o k-noise esperado. Para a avaliacdo multivariada, geramos trés séries
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temporais f (k) independentes, ylf , y’é e ylg, e entdo construimos um sistema tridi-

mensional, ¥ = [y’f,y’g,y’ﬂ-

* Ruido Branco Gaussiano Tridimensional: Aqui geramos um ruido branco Gaussiano

trivariado onde trés canais de dados sdo mutuamente independentes, ou seja, G =

[g17g27g3]~

3. Dados Periodicos

e Sistema temporal tridimensional composto por séries geradas pela fungdo sin(z):
Para obter séries temporais periddicas, geramos trés sinais independentes x; =
sin(0.27t) + b;, sendo i = {1, 2, 3} com mesmo periodo e diferentes amplitudes.
Define-se b1 =0, b, = 0.5 e b3 = —0,5. Finalmente, a série temporal periddica

tridimensional é X = [x, x2, x3].



Teoria da Informacao

3.1 PDF de Bandt-Pompe

Dada uma série temporal unidimensional qualquer, seu estudo e caracterizacdo se inicia por
meio da construcao de sua Func¢ado de Distruibui¢do de Probabilidade (PDF). Bandt and Pompe
(2002) introduziram uma metodologia bem-sucedida para a avaliagdo da PDF associada a dados
escalares de séries temporais usando uma técnica de simbolizacao.

Os dados simbdlicos pertinentes sdo (i) criados pela classificagao dos valores da série e (ii)
definidos pela reordenaciao dos dados incorporados em ordem crescente, o que equivale a uma
reconstru¢do do espaco de fase com dimensdo de incorporac¢do (comprimento do padrdo) D e
atraso de imersao T (Zanin et al., 2012). Desta forma é possivel quantificar a diversidade dos
simbolos de ordenagdo (padrdes) derivados de uma série temporal escalar.

Observe que a sequéncia de simbolos apropriada surge naturalmente da série temporal e
nenhuma suposicdo baseada em modelo € necessaria. Na verdade, as “parti¢cdes’” necessarias sao
criadas comparando a ordem dos valores relativos vizinhos. Entretanto, fica claro que esse tipo
de andlise de séries temporais acarreta a perda de alguns detalhes da informacdo de amplitude
da série original.

As vantagens adicionais do método residem em (i) sua simplicidade (sdo necessarios poucos
parametros: o padrdao/dimensdo de incorporagdo D e o atraso de imersdo T e (ii) a natureza
extremamente rapida do processo de calculo pertinente (Keller and Sinn, 2005).

A distribui¢do de probabilidade P gerada pela técnica de BP € obtida uma vez que escolhe-
mos a dimensdo de incorporagdo D e o atraso de imersdo T. O primeiro pardmetro desempenha
um papel importante na avaliacdo da distribui¢do de probabilidade apropriada, uma vez que D
determina o nimero de estados acessiveis, dado por D!. Além disso, foi estabelecido que o
comprimento N da série temporal deve satisfazer a condicdo N > D! a fim de obter estatisticas
confidveis. Com relacdo a sele¢do dos pardmetros, BP sugerem trabalhar com 3 < D <7 e com

um intervalo de tempo T = 1.

12
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No entanto, outros valores de T podem fornecer informacdes adicionais, como demonstra-
ram Soriano et al. (2011) e Zunino et al. (2010a). Quando este parametro € relevante, ele esta
fortemente correlacionado com as escalas de tempo intrinsecas do sistema em andlise.

Com relag@o a modelagem matematica, dada uma série temporal unidimensional da forma
{x(n), n=1,2,3,---, N}, uma dimensédo de incorporagdo D e um atraso T = 1, a série recons-

truida é denotada por

X(0) =A{x@@), x(i+1), x(i+2), ---, x(i+D—1)} 3.1

ondei=1,2,3,....N — D+ 1. Entdo, X (i) pode ser rearranjado em ordem crescente de modo a

determinar um padrdo ordinal © = {rg, ry, --+, ry_1}, sendo:

Xitryg < Xitr, < oo < Xigrp_, (3.2)

Desse modo, como cada padrao € relativo a uma possivel ordenacao do conjunto de dimen-
sdo D, entdao hd D! possiveis padrdes. Por exemplo, tomando D = 3, ha 6 possiveis padrdes
ordinais: {my, x; < x <x3}, {m2, x1 <x3 <}, {m3, x20 < x1 < x3}, {4, 20 < x3 < x1},
{ms, x3 <x1 <x}e{mg, x3 <xp <x1}. Seadotarmos @; = {j, j = 1, 2, 3, ..., D!}, pode-
mos obter os padrdes da série {s(i), i = 1, 2, 3, ..., N— D+ 1}. Se o padrio ordinal de X (i)
é m;, entdo s(i) = j. Entdo, temos que a distribuicdo de probabilidade de Bandt-Pompe P(7;) é
dada por

_ #{s|s<N-D+1; s=j}
B N-D+1

P(TC]') 3.3)

sendo # o simbolo de cardinalidade do conjunto.

3.2 Entropia de Shannon

Em busca de quantificar aspectos estruturais e dindmicos de um sinal qualquer, (Shannon, 1948)
iniciou os estudos de Teoria da Informagdo, onde propds um dos principais quantificadores
baseando-se na nogdo de entropia. Dada uma PDF f(x) comx € Q C Re [, f(x) dx =1, sua

Entropia de Shannon € definida por

S() = = [ foms(ds G4
Com isso, para uma série temporal X(¢) = {x(n), n= 1, 2, 3, ---, D!}, sendo D! um
conjunto de medidas observdveis de X e sua PDF, dada por P = {p;,j =1, ---, N}, com

ijyzl pj =1 e sendo N o nimero de estados possiveis de um sistema estudado, a medida de
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informag@o de (Shannon, 1948) € definida por

D!
S[Pl = — ) pjln(p;) (3.5)

j=1
Nosso conhecimento de um determinado sistema é maximo quando a Entropia de Shannon
€ igual a zero, assim podemos prever com total certeza quando o estado j ird de fato acontecer,
dada a probabilidade p;. Ao contrério, o conhecimento do sistema € minimo quando temos
uma distribui¢do uniforme P, = {p; = 1/N,Vj=1,--- ,N}. A distribui¢do P, denota a mesma
que P para uma apropriada referéncia ou estado de equilibrio. Assim, definimos a Entropia de

Shannon normalizada 0 < H < 1 como
H[P| = S[P]/S[P.] = S[P]/InN (3.6)

Assim, a Entropia A de uma série temporal pode ser interpretada de acordo com as carac-

teristicas de sua distribui¢ao de probabilidade, baseando-se na ordenagdo de seus elementos.

3.3 Complexidade Estatistica

Em busca de compreender a estrutura fisica do sistema complexo, a Complexidade Estatistica C
mede o desequilibrio do sistema baseado no contetido da informacgao descrita pela distribui¢ao
de probabilidade e pela entropia (Lopez-Ruiz et al., 1995).

(Lamberti et al., 2004) desenvolveram uma medida de complexidade estatistica C, capaz
de: (i) Detectar detalhes essenciais da dindmica do sistema avaliado e (ii) diferenciar entre
caos e periodicidade (em diferentes graus). Essa medida de complexidade fornece informagdes
adicionais sobre a funcdo de distribui¢dao de probabilidade que ndo sdo detectadas pela entropia.

Seguindo a notagdo apresentada por Lopez-Ruiz et al. (1995), temos que a expressdo da

complexidade estatistica C é dada por

CIP] = Q[P, F]- H[P] 3.7)

Medimos o desequilibrio Q; através do divergente de Jensen-Shannon (Fuglede and Topsoe,
2004), que quantifica a diferenca entre duas (ou mais) distribui¢cdes de probabilidade, represen-

tado por

Q(P,P.]=Qo- I[P, Pe] , (3.8)

com

I[P, P.|=S[(P+P.)/2] —S[P]/2—S[Pe]/2, (3.9)
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onde Qp é uma constante de normalizagio (0 < Qg < 1) igual ao inverso do valor maximo de

I[P, P,], dado pela expressdo

Qo = —2{ (nnil) log(n+1)—2log(2n) +log(n)}}_] (3.10)

em que n € o nimero total de estados acessiveis, nesse caso, n = D!.

A complexidade estatistica de um sistema € nula em duas situacdes opostas: no conheci-
mento perfeito ou na aleatoriedade completa, qualquer sistema mensurado ficard entre essas

configuragdes extremas.

3.4 Plano de Causalidade Complexidade-Entropia (CECP)

Na mecanica estatistica, muitas vezes estamos interessados em sistemas isolados caracterizados
por uma distribui¢do de probabilidade inicial, arbitraria e discreta. A evolu¢do em direcdo ao
equilibrio deve ser descrita como o objetivo primordial. No equilibrio, podemos pensar, sem
perda de generalidade, que este estado € dado pela distribui¢ao uniforme P,.

A evolucdo temporal da Complexidade Estatistica pode ser analisada usando um diagrama
de C versus tempo ¢. No entanto, € bem conhecido que a segunda lei da termodindmica afirma
que para sistemas isolados a entropia cresce monotonicamente com o tempo (dHS/dt > 0)
(Plastino and Plastino, 1996). Isso implica que a Entropia de Shannon pode ser considerada
como um paralelo do tempo, de modo que uma forma equivalente de estudar a evolugdo tempo-
ral da Complexidade Estatistica intensivo é por meio da anélise do C versus . Desta forma,
o eixo da entropia normalizado substitui o eixo do tempo. Além disso, foi demonstrado que
para um dado valor de #, a faixa de possiveis valores de complexidade estatistica varia entre
um minimo C;, € um méaximo C,,,, (Martin et al., 2006), restringindo os possiveis valores de
complexidade neste plano. Portanto, a avaliacdo da complexidade fornece informagdes adicio-
nais sobre os detalhes da distribui¢do de probabilidade do sistema, que ndo € discriminada por
medidas de aleatoriedade como a entropia (Rosso et al., 2007b; Feldman et al., 2008).

A complexidade também pode ajudar a descobrir informag¢des relacionadas as estruturas
correlacionais relacionadas aos componentes do processo fisico em estudo (Rosso and Masol-
ler, 2009). O diagrama de Entropia x Complexidade (4 x (), também intitulado como Plano
Causal de Complexidade-Entropia (CECP), tem sido utilizado para estudar mudangas na dina-
mica de um sistema originadas por modificacdes de alguns pardmetros caracteristicos (Zunino
et al., 2012, 2010b; Rosso et al., 2010).
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3.5 PDF Multivariada

3.5.1 Padroes Ordinais

Dado um sistema multivariado qualquer, tomemos sua representacdo como sendo da forma
{Xij(n), n = 1,2,---, N|j = 1,2, ---, o}, onde o é o nimero de componentes que
integram o sistema. Como os intervalos de flutuagdo de cada uma desses séries podem ser
diferentes, iremos normalizé-las, a fim de garantir uma avaliacao conjunta utilizando uma tnica
escala de referéncia. Para este propdsito, empregamos a normalizacdo min-max (Patro and
Sahu, 2015), que € definida como

- xj —min(x;)

X =
7 max(x;) —min(x;)’

(3.11)

onde max(-) é a fun¢do de maximo e min(-) é a funcdo de minimo. Apds a normalizagdo, todas
as séries temporais componentes do sistema terdo valores compreendidos dentro do intervalo
fechado [0, 1].

Entdo, dado o sistema multivariado X;, uma dimensdo de incorpora¢do multivariada G e
um atraso de imersdo T = 1, é possivel avaliar os padrdes ordinais utilizando uma janela des-
lizante, assim como na abordagem univariada, que cubra um conjunto com G pontos, sendo
eles formados pela jun¢do das componentes do sistema multivariado em um instante de tempo
qualquer.

Na figura 3.1 comparamos a forma de construir as janelas deslizantes para percorrer os
dados nas abordagens univariada e multivariada para o caso em que D = ¢ = 3. Como o R"
ndo € um corpo ordendvel para n > 1, utilizaremos como métrica a norma de cada vetor que é

determinado pela origem do espaco em dire¢do aos pontos do sistema avaliado.

X Y z
® B o X(1)

D=3 X(2) '@ H e
| | . @® H e X

X(1) X(3)

EEN
\

(a) PE (b) MvPE

Figura 3.1: Ilustracdo gréfica do funcionamento das janelas de dados deslizantes utilizadas nas
abordagem univariada (a) e multivariada (b), com D=6=3



3.5. PDF MULTIVARIADA 17

Com essa adaptacdo, passa a ser possivel fazer um estudo dos padroes ordinais de sistemas
multivariados, determinando as categorias dos pontos do sistema a partir da ordenacao das
respectivas normas dos vetores associados. Dessa forma, a avaliacdo adotada passa a observar
a correlacdo entre as séries temporais componentes do sistema.

Para cdlculo de distincia, adotaremos neste trabalho a expressao para cdlculo da distancia
euclidiana (Danielsson, 1980). Como os dados foram previamente normalizados, o valor da

norma de cada vetor observado € da forma

dy = /T2 + Bl + T3 [02 4+ o n)? (3.12)
visto que estamos calculando a distancia do ponto até a origem do espaco.

Assim, a partir da ordena¢@o dos médulos desses vetores, poderemos determinar os padroes
ordinais associados a cada rearranjo da série reconstruida a partir de subconjuntos com dimen-

sao O.

3.5.2 Padroes de Distancia

Como os padrdes ordinais nem sempre podem detectar mudancgas nas séries temporais de forma
sensivel (Yin and Shang, 2014), passamos a projetar subpadrdes capazes de detectar tais mu-
dancas (He et al., 2016). Para isso, dividimos cada padrdo ordinal em mais situa¢des, com-
parando as distancias entre os elementos envolvidos a fim de obter ainda mais detalhes dos
sistemas analisados. Inicialmente, iremos analisar o estudo dos subpadrdes de distancia em
um caso univariado, a fim de entender como ele funciona e replicar o processo para estudos
multidimensionais.

Tomando ¢ = 3, sabemos que existem 6 possiveis ordena¢des dos elementos de uma sequén-

cia x(n), como indicado na figura 3.2.

SN

m=1 M, =2 ;=3 =4 Ms=5 Mg=6

Figura 3.2: As 6 configurag¢des de padrdes ordinais para o caso em que ¢ = 3

Como os dados sempre sdo normalizados, neste caso, qualquer elemento se encontra no
segmento fechado de [0, 1]. A fim de analisar as rela¢des de distincia entre esses 3 elementos,

dada uma ordenagio qualquer entre eles, selecionaremos os elementos de maior e menor valor,
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para posicionar sobre o segmento. Entdo, o elemento de valor intermedidrio poderd assumir
um dos 3 estados dos padrdes de distancia: (i) ter um valor consideravelmente mais préximo
a0 maximo; (ii) ter um valor consideravelmente mais préximo ao minimo ou (iii) ocupar uma
regido intermedidria.

Para delimitar essas regides, utilizaremos 2 valores de referéncia, Top e Bot, que irdo dividir
0 segmento existente entre os valores maximo e minimo em 3 segmentos de igual comprimento,
partes do original, que demarcardo os estados baseados nos padrdes de distancia que foram
supracitados.

Na figura 3.3 podemos perceber que a partir do padrao de incorporagdo ¢ = 3, existem 18
possiveis estados acessiveis (M = 18). As expressdes para determinar os escalares de referéncia,
denominados Top e Bot, a fim de dividir o segmento entre os valores madximo e minimo em 3

regides de igual comprimento, sdo dadas por:

_2 Lmi
Top, = 5max(x(n)) + zmin(x(n)) (3.13)

Bot, = tmax(x(n)) + min(x(n))

Me=10 Tmp=11 mp=12

Ms=13 mu=14 ms=15 Me=16 My=17 ms=18

Figura 3.3: Padrdes de ordem para dimensao de incorporacdo ¢ = 3 com seus subpadrdes g
em um sistema univariado
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Podemos perceber observando as expressdes que os valores de referéncia Top e Bot sdo
obtidos a partir de operagdes envolvendo os valores de maximo e minimo da sequéncia e por
isso, fixar suas posi¢des inicialmente é fundamental para esta anélise.

Analogamente, para o caso em que ¢ = 4, os elementos de maximo e minimo serdo posi-
cionados no intervalo [0, 1] e o segmento determinado por eles serd dividido em 4 partes por
meio de 3 valores de referéncia, neste exemplo intitulados E, E> e E3. Tomando os elementos
como sendo A, B, C e D e aordenacio emque A > B > C > D, temos que os elementos
B e C podem ocupar qualquer uma das regides que foram delimitadas no segmento AB. Neste
caso, os valores das expressoes para determinar os valores de referéncia, garantindo que todos

tenham 0 mesmo comprimento, sao:

Ei=32A+iD
Ey=2A+2D (3.14)
Es=1A+3D

O caso particular da ordenagdo A > B > C > D, com ¢ =4 € exibido na figura 3.2.
Podemos notar que hd 10 possibilidades para cada ordenagdo, entdo, como hé 4! = 24 possiveis

ordenacdes dos elementos, temos que para ¢ = 4, o nimeros de estados acessiveis € M = 240.

:’NNHH[
RN NENNERNS
oLl ey,

IR PPN EY

1 M=2 4 ns=5 mMe=6 Tr=7 Meg=8 Me=9 TMwo=1

Figura 3.4: As 10 possibilidades de padrdes de distancia existentes para uma dada ordenagao
dos elementos no caso em que ¢ = 4 em um sistema univariado

Generalizando esse processo no espago unidimensional, dado um valor qualquer de 6 e uma
sequéncia de elementos x(n) com G elementos, podemos dividir o segmento entre os elemen-
tos de maximo e minimo em © regides de mesmo comprimento, utilizando ¢ — 1 valores de

referéncia. Entdo, as expressoes serdo da forma:
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(

Ey = “Limax(x(n)) + .min(x(n))
E, = %.max(x(n)) + %.min(x(n))

E3 = %23 max(x(n)) + %.min(x(n)) (3.15)

9

| Eo-1= L max(x(n)) + 2=t .min(x(n))

E ficil perceber a partir das expressdes acima que o maior e o menor niimero da sequéncia
sempre ocupam as regioes extremas, sendo usados como referéncias para determinar os valores
que irdo dividir o segmento formado por eles. Desse modo, eles sempre ocupam a regidao
mais distante da origem e a mais proxima, respectivamente, enquanto os demais pontos podem
ocupar qualquer uma das regioes delimitadas por eles. Assim, hd sempre ¢ — 2 nimeros que
podem ocupar qualquer uma das ¢ regides delimitadas. Ou seja, hd

_ 62  _ypo-20-1_ ©!(20-3)!  ©.(20-3)!
M=oChe “=0hes =6 2lo-1! (0-2)!

(3.16)

possibilidades de distribui¢do, sendo CR o nimero de combinacdes completas (MORGADO
et al., 2006).

Como o cdlculo de M é uma fun¢do de ¢ e considera somente o nimero de elementos e
espacos disponiveis, ele independe do nimero de componentes do sistema avaliado.

Em seguida, a fim de generalizar esse processo para sistemas multivariados, iremos analisar
como o espago pode ser dividido para os casos de 2 ou 3 dimensdes, visto que ja observamos
como isto acontece no caso unidimensional.

Caso a andlise se refira ao espaco bidimensional, ou seja, sistemas com 2 dimensdes, pre-
cisamos garantir que as ¢ reparticdes contidas no plano possuam a mesma area. Nesse caso,
dentro do plano, as regides serdo delimitadas por quartos de circunferéncia centradas na origem,
sendo o raio a propria norma dos vetores determinados pelos pontos da sequéncia.

Entdo, tomando ¢ = 3, sejam A e B os pontos de minimo € maximo com r € R sendo os
raios das circunferéncias centradas na origem e passando por A e B, respectivamente. Na Figura
3.5 € possivel ver uma representacao grafica do plano com os pontos A e B posicionados e suas
respectivas circunferéncias associadas.

O "ponto livre" C ird ocupar uma das 3 regides determinadas pelos raios o e 3, denominadas
A1, Ay ou A3. Neste caso, € necessdrio garantir que as 3 regides tenham a mesma drea, para
que a probabilidade de C ocupar qualquer uma delas seja igual, ou seja, os eventos devem ser
equiprovaveis. Para garantir que as regides A1, A, € A3 tenham a mesma drea, iremos determinar
os raios o e 3 que assegurem essa condi¢do. Assim, obtemos o seguinte sistema de equagdes:

(o’ —r?) _ m(p-a?)

) = ) (3.17)
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0.1)

Figura 3.5: Plano dividido em ¢ = 3 regides para avaliagdo de padrdes de distancia de sistemas
bidimensionais

n(p*—a?) m(R*—B?)
4 - 4

(3.18)

n(o?—r)  m(R*—B?)
4 - 4

Solucinando o sistema composto pelas equagdes geradas, podemos determinar os valores de

)
()

Podemos repetir o processo para os demais valores de ¢ em sistemas bidimencionais, a fim

(3.19)

o e B em fungdo de r e R, tal que:

de obter expressoes generalizadas, assim como no caso unidimensional. Analogamente, para
uma sequéncia normalizada x(n) e um G qualquer, seguindo os passos descritos, obteremos as

seguintes expressoes:
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(El = \/GT_I.max(x(n))z + Lmin(x(n))?
Ey = \/GT_Z.max(x(n))z + 2. min(x(n))?
By = o max(a(m)? 3 min((n) 62

| Eo-1= \/é.max(x(n))2 + GT_I.min(x(n))z

onde max(x(n)) e min(x(n)) representam a maior e menor norma, respectivamente, dentre os

vetores de uma sequéncia de dimensao G.

Por fim, podemos adaptar os passos adotados para avaliagdo de sistemas tridimensionais,
a fim de encontrar as expressdes para segmentar o espago adequadamente, produzindo regides
com o mesmo volume. Neste caso, a representacao tridimensional € exibida na figura 3.6 com
¢ = 3, onde os pontos J e K representam, respectivamente, os pontos de minimo € maximo e
o "ponto livre"pode ocupar qualquer uma das 3 regides determinadas no espago, denominadas
Al, A2 e A3.

C

.D//F .@/G

f

Figura 3.6: Espaco tridimensional dividido em ¢ = 3 regides para avaliacdo de padrdes de
distancia

Para assegurar que os volumes das regides A1, A e A3 sejam iguais, temos:

n(o’ —r*) _ m(p’— o)
== (3.23)
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n(pP—o’)  m(RP—P)
3 N 3

(3.24)

n(o’ —r)  m(R—B)
3 N 3

Solucinando o sistema composto pelas equagdes geradas, podemos determinar os valores de

(G
o=(3)'+ )

Podemos entdo seguir a mesma linha para os demais valores de ¢ em sistemas tridimenci-

(3.25)

o e B em fungdo de r e R, tal que:

onais, a fim de obter expressdes generalizadas, assim como nos casos unidimensional e bidi-
mensional. Analogamente, para uma sequéncia normalizada x(n) e um 6 qualquer, seguindo 0s

passos descritos, obteremos as seguintes expressoes:

3= f/ﬂ.max(x(n))3 + 3 min(x(n))3 (3.28)

| Eo-1= i/é.max(x(n))3 + =L min(x(n))3

Esse processo pode ser adaptado para sistemas n-dimensionais e as condi¢des serdo cons-
truidas de modo a satisfazer que todas as regides delimitadas pelas expressdes tenham 0 mesmo
hipervolume (Gipple, 2014). A expressdo para calculo do nimero M de espacos acessiveis € a
mesma, visto que foi construida de forma independente a estrutura do sistema analisado.

Seguindo os passos anteriores, construimos um algoritmo para a avaliacdo de padroes ordi-
nais e subpadrdes de dimensdo em sistemas multivariados.

Consequentemente, podemos determinar uma funcao de densidade de probabilidade multi-
variada associada que mensure a ocorréncia de cada evento s, sendo invaridvel ao nimero de

dimensodes do sistema, dada por:

#s|s<N—-oc+1; s=j}
N—-o+1

Pyy(mj) = (3.29)
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3.6 Quantificadores de Teoria da Informacao Multivariados

Como ambos os quantificadores utilizados, # e C sdo fungoes da distribui¢do de probabilidade,
a unica mudanca ocorre na varidvel que contabiliza o nimero de espacos acessiveis M, que €
também a dimensdo da PDF Multivariada.

Dessa forma, a entropia multivariada normalizada é dada por

M
Hy[Puy) = — ) pjln(p;)/InM (3.30)
Jj=1

Paralelamente, podemos determinar a expressdao da complexidade estatistica multivariada C

como sendo da forma

CMV[PMV] = QI[PMIMPe] . "]-[MV[PMV] (331)

Medimos o desequilibrio Q; através do divergente de Jensen-Shannon, que quantifica a

diferenca entre duas (ou mais) distribui¢des de probabilidade, representado por

QI[PMWPE] :QO'j[PMWPe] 5 (332)

com

][PM\/,Pe] == 5Mv[(PMv+Pe)/2] _5MV[PMV]/2 _SMV[Pe]/z 9 (333)

onde @y é uma constante de normalizacdo (0 < Qs < 1) igual ao inverso do valor méaximo de

[Py, P.], dado pela expressdo

Qo= —2 { (MTH> log(M +1)—2log(2M) + log(M)}}_l. (3.34)

Com isso, concluimos a proposicao de uma perspectiva multivariada adaptada para a Entro-
pia de Shannon e a Complexidade Estatistica. Entdo, propomos o Plano Causal Multivariado
de Complexidade-Entropia (MvCECP) para avaliacdo e caracterizacdo de sistemas caoticos,

estocdsticos, periédicos e quaisquer outros conjuntos de séries temporais (Hyz, X Cury).



Resultados e Discussoes

4.1 Construcao da Base de Dados

Para uma caracterizagcdo objetiva e perceptivel, efetuamos as avaliacdes dos modelos de sis-
temas sob as abordagens univariada e multivariada a fim de poder levantar hipdteses sobre o
comportamento dos dados em ambos os casos, comparando os resultados.

Inicialmente, foi efetuada a construcao de um conjunto com dados de cada um dos sistemas
caodticos, estocasticos ou periddicos descritos ao longo da secdo 2.2. Cada sistema, seja ele
bidimensional ou tridimensional, € gerado a partir de suas séries temporais componentes e cada
uma delas foi gerada com 10° dados, seguindo sua respectiva modelagem e adotando t = 1,
com auxilio da abordagem de Runge-Kutta-Fehlberg (Press et al., 1992) e condi¢des iniciais
dadas por Sprott and Sprott (2003). Um exemplo € exibido na figura 4.2, que ilustra o sistema

cadtico B7.

4.2 Analise Univariada com o CECP

O CECEP foi inicialmente proposto por com o intuito de prover um mecanismo adequado para
diferenciar sistemas cadticos e processos estocdsticos. Apesar de terem uma origem fisica bas-
tante diferente, as séries temporais decorrentes de sistemas cadticos (CS) compartilham vérias
propriedades com as séries geradas por processos estocdsticos (SP) que as tornam quase indis-
tinguiveis: (1) um espectro de poténcia de banda larga (PS), (2) uma fun¢ao de autocorrelagao
do tipo delta, (3) um comportamento irregular dos sinais medidos, etc. Com isso, essa simila-
ridade tornou possivel substituir SP por CS nas mais variadas aplicagdes praticas (Rosso et al.,
2007b).

Posteriormente, o CECP foi utilizado na caracterizacdo de séries temporais decorrentes de
mapas cadticos. A localizacdo do sistema no plano (quantificador global) exibe caracteristicas

especificas tipicas associadas a natureza de sua dinamica (Rosso et al., 2013).

25
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Como o CECP efetua caracterizacdo de séries temporais univariadas, para se analisar um
sistema multivariado é necessdrio efetuar as andlises isoladas de cada componente para uma
caracterizacdo adequada desse sistema. Na figura 4.1, o sistema B7 é exibido como exemplo,

evidenciando os gréficos de suas séries temporais componentes x, y € z ao longo do tempo.

B7 x

B7y

B7 z

0 20000 40000 60000 80000 100000
Tempo

Figura 4.1: Componentes do Sistema Cadtico By

Para a fase de andlises univariadas, dada a dimensao das séries temporais, selecionamos a
dimensdo de incorporacdo D = 6 para garantir que a condi¢ao de validade seja atendida, em
que N > D!. Neste caso, temos 10° > 720, o que garante estatisticas confidveis nos estudos.
Na figura 4.2, exibimos os resultados encontrados para a avaliacdo dos sistemas supracitados,
utilizando o CECP. Cada um dos sistemas € representado por uma cor diferente, enquanto que
cada componente possui uma forma distinta: para as componentes x adotamos o circulo, para as
componentes y utilizamos o quadrado e por fim, para as componentes z foram usados triangulos
invertidos.

Na tabela 4.1 sdo exibidos os valores de entropia e complexidade para cada uma das com-
ponentes de todos os sistemas cadticos avaliados.

E fécil perceber que hd uma série de sobreposi¢des de informacdes na imagem, indicando
que diversas séries temporais apresentam valores muito préximos de entropia e complexidade
e, consequentemente, ocupando regides similares no CECP, o que dificulta a caracterizacio
adequada de cada sistema cadtico avaliado.

H4 casos de sistemas em que todas as suas componentes ocupam regides muito proximas
no plano, sejam eles tridimencionais, como ocorre com B7, Labyrinth e Lorenz, ou bidimensi-

onais, como sao os casos de Delayed Logistic e Hénon Map. Com relacio ao posicionamento
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Figura 4.2: Avaliacdo das séries temporais componentes dos sistemas cadticos, processos esto-
casticos e dados periédicos no CECP para D = 6

no CECP, € possivel notar que a maioria das componentes dos mapas cdoticos ocupam uma
regido com elevada complexidadade, proximo a curva de complexidade maxima (G4, Superior
a 0.3, tendo como excessao apenas as componentes dos sistemas B7 e Lorenz, que ocupam uma
regido em que H ~ 0, além da componente z do sistema Burke que ocupa a regido em que a
complexidade € de aproximadamente 0.27.

Para ruidos de processo estocdstico com espectro de poténcia f (=K), a localizacdao no CECP
exibe um comportamento entrépico decrescente variando de H ~ 1 para k =0 a H ~ 0.12
para k = 4. Observe que, para o caso de k = 0, ruido ndo gaussiano ndo correlacionado, sua
localizagdo se aproxima do valor extremo onde o par (#,C) = (1,0). Para k > 0, os ruidos ndo
gaussianos correlacionados (ruidos coloridos) exibem valores entrépicos mais baixos. Os valo-
res de complexidade estatistica associados, que pertencem ao intervalo 0 < C < 0.39, situam-se
entre os valores de complexidade extrema Gin € Guax-

Podemos notar também que os pontos que representam o ruido gaussiano e os pontos re-
lativos ao processo estocdstico com espectro de poténcia f (=K), sendo k = 0, se sobrepdem na
regido em que H ~ 1 e C ~ 0, indicando um comportamento completamento aleatdrio.

Por fim, paralelamente, o ruido gaussiano e o sinal periédico ocupam as duas regides extre-
mas do CECP, onde H ~ 1 ¢ H ~ 0, respectivamente, contrapondo suas dinAmicas. Enquanto
o primeiro é completamente aleatdrio, apresentando efeito de irrelevancia (Rosenstein et al.,
1993), o segundo tem comportamento previsivel, apresentando efeito de redundéancia (Rosens-
tein et al., 1993).

4.3 Analise Multivariada com o MvCECP

Como o MvCECP efetua a caracterizagao de sistemas multivariados, sua andlise € feita conside-

rando a correlagdo entre os dados, englobando o sistema por completo. Na figura 4.3, o sistema
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Tabela 4.1: Entropia e Complexidade de cada uma das componentes dos Sistemas Cadticos
avaliados no CECP

Sistema Caético Var. Entropia Complexidade

X 0.11782 0.11528
B
y 0.11811 0.11553
z 0.10863 0.10664
X 0.77608 0.35509
Burke
y 0.78208 0.35171
z  0.86425 0.27395
X 0.71178 0.39561
Complex Butterfly
0.76587 0.37841
z 0.44079 0.37934
X 0.52211 0.39991
Labyrinth
y 0.53721 0.40533
z 0.52246 0.40021
X 0.59351 0.45996
Linear Feedback
y 0.80028 0.37055
z 0.69566 0.44251
X 0.12091 0.11805
Lorenz
y 0.12832 0.12451
z 0.11972 0.11652
Delayed Logistic ¥ 0.44986 0.40085
Y 0.44985 0.40084
Henon Map X 0.55383 0.45789
Y 0.55383 0.45789
Tinkerbell x  0.60834 0.46103
y 0.54946 0.44106

B7 € exibido como exemplo, evidenciando sua disposi¢do no espago tridimensional.

Para a fase de andlises multivariadas, dada a dimensdo das séries temporais componentes
dos sistemas multivariados, selecionamos a dimensao de incorpora¢do ¢ = 5 para garantir que
a condi¢cdo de validade seja atendida, em que N > M, onde M é o ndmero total de estados
acessiveis. A partir da equacdo 3.17, dado 6 = 5, encontramos M = 4200. Neste caso, temos
10% > 4200, o que garante estatisticas confidveis nos estudos. Na figura 4.4, exibimos os resulta-
dos encontrados para a avaliacao dos sistemas cadticos, estocésticos e periddicos supracitados,
utilizando o MvCECP, sendo cada um deles representado por uma cor diferente.

Na tabela 4.2 sao exibidos os valores de entropia e complexidade para cada um dos sistemas
cadticos avaliados.

Com relacdo a visualiza¢do de dados no MvCECP, podemos afirmar que existe uma separa-

cdo visivel entre os pontos mais bem definida que na perspectiva univariada utilizando o CECP.
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Figura 4.3: Representagdo Grafica do Sistema Multivariado B7 no espaco tridimensional

Tabela 4.2: Entropia e Complexidade dos Sistemas Caoticos avaliados no MvCECP

Sistema Cadtico Entropia Complexidade

B7 0.11448 0.11259
Burke 0.88361 0.28759
Complex Butterfly 0.69276 0.47124
Labyrinth 0.59796 0.46431
Linear Feedback  0.68314 0.50199
Lorenz 0.13042  0.12782
Delayed Logistic ~ 0.40529 0.38712
Henon Map 0.63211 0.52068
Tinkerbell 0.50557 0.44849

Assim, utilizando essa abordagem, obtivemos resultados superiores na distin¢cdo entre os sis-
temas cadticos estudados e, consequentemente, a partir do conhecimento de propriedades e da
dindmica em cada regido do plano, € possivel efetuar uma caracterizacdo mais assertiva desses
sistemas.

Assim como na abordagem univariada, a maior parte dos sistemas cadticos ocupa uma re-

gido com elevada complexidade, superior a 0.3, sendo proxima a curva de complexidade ma-
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Figura 4.4: Avaliacdo no dos sistemas cadticos, processos estocdsticos e dados periédicos no
MvCECP parac =5

xima Guqx, que neste caso tem limite superior ao caso univariado, chegando a alcangar valores
préximos a 0.6. Isso ocorre porque os valores da curva (,,, dependem do nimero de estados
acessiveis pela distribui¢do de probabilidade. Como M > D!, os valores maximos de complexi-
dade para cada par de entropia sdo superiores no caso multivariado.

As excessdes, assim como no caso univariado, sdo os sistemas By e Lorenz que ocupam
uma regido em H ~ 0, além de Burke, que ocupa uma regido em que C ~ 0.27, assim como sua
componente z na abordagem univariada, o que revela uma maior influéncia dessa componente
sobre as demais na dinamica do sistema multivariado.

Nos casos de sistemas em que suas componentes ocupavam regides muito proximas, sejam
eles tridimencionais, como ocorre com B7, Labyrinth e Lorenz, ou bidimensionais, como sao
os casos de Delayed Logistic e Hénon Map, € possivel notar que a representacdo multivariada
ocupa uma regido similar no MvCECP.

Para ruidos de processo estocéstico com espectro de poténcia f (=K), como as 3 componentes
de cada ruido ocupam regides extremamente proximas, os sistemas multivariados apresentam
resultados muito semelhantes ao caso univariado. A localizacdo desses ruidos no MvCECP
também exibe um comportamento entrépico decrescente variando de H ~ 1 parak=0a H ~
0.12 para k = 4. Os valores de complexidade estatistica associados, que pertencem ao intervalo

0 < C <£0.39, situam-se entre os valores de complexidade extrema Gy, € Guax-
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Por fim, também de modo similar ao caso univariado, o ruido gaussiano e o sinal periédico
ocupam as duas regides extremas do CECP, onde H ~ 1 e H ~ 0, respectivamente, contrapondo
suas dinamicas. Isso acontece porque as 3 componentes de cada um deles ocupam regides extre-
mamente proximas, entdo os sistemas multivariados apresentam resultados muito semelhantes
a abordagem univariada.

Podemos notar ainda que o ruido gaussiano ocupa a regido mais proxima ao local onde
H ~1e C ~ 0, indicando ter o comportamento com dindmica mais pr6xima da completa
aleatoriedade dentre todos os sistemas analisados.

Com isso, podemos concluir que o0 MVCECP cumpre bem seu objetivo de conseguir dis-
tinguir entre 0os comportamentos cadtico e estocdstico, além do periddico, ofertando ganhos

considerdveis na distingdo e caracterizacdo da dindmica de sistemas cadticos multivariados.



Consideracoes Finais

5.1 Conclusoes

Neste trabalho, investigamos a aplicacdo do Plano Causal de Complexidade-Entropia (CECP)
na tarefa de distinguir e caracterizar sistemas multivariados de diversas naturezas, visto que
sua avaliac@o € feita somente sobre séries temporais univariadas, enquanto a grande maioria
dos sistemas existentes ¢ multivariada. Dessa forma, as quantificacdes realizadas com o plano
H x C univariado, sdo feitas percorrendo com janelas deslizantes cada uma das séries temporais
componentes do sistema, o que implica que a correlagdo existente entre elas nao € avaliada.

Além disso, nessa abordagem, a constru¢do das Fun¢des de Densidade de Probabilidade
(PDF) € baseada na criacao de particdes com o nimero total de estados acessiveis. Cada simbolo
¢ determinado a partir dos padrdes ordinais apresentados por valores relativos vizinhos na série
temporal avaliada por uma janela deslizante de dimensdo D. Entretanto, por sé considerar os
padrdes ordinais intrinsecos as séries temporais, essa abordagem acarreta na perda de alguns
detalhes de informacdes de amplitude da série original.

Diante dessas duas potenciais melhorias a serem realizadas na avaliagdo feita pelo CECP,
propusemos o Plano Causal Multivariado de Complexidade-Entropia (MvCECP). Nessa abor-
dagem, efetuamos uma adaptagcdo na construcdo da PDF para que as séries temporais sejam
avaliadas conjuntamente, de modo a garantir que a correlacio existente entre elas seja consi-
derada nos célculos de Entropia e Complexidade. Como o R" ndo é um corpo ordendvel para
n > 1, utilizamos as normas dos pontos formados pelas concatenacdo das componentes de cada
sistema como métrica para estudo dos padrdes ordinais. Assim, € possivel ordenar os pontos
com relacdo a uma referéncia estabelecida, que no nosso caso € a origem do sistema, o que s6 é
possivel porque todas as séries temporais componentes sao normalizadas no inicio do processo.

Além disso, desenvolvemos uma técnica para divisdo do espaco n-dimensional em G regides

com mesmo hipervolume, onde ¢ € a dimensdo de incorporagcdo adotada. Assim, € possivel
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determinar as diferencas de amplitude existentes entre os elementos avaliados, mais uma vez
utilizando as informac¢des de norma dos pontos formados pelas séries temporais componentes
dos sistemas em estudo.

A fim de comparar as abordagens e avaliar a eficdcia do MvCECP, utilizamos 3 conjuntos
de dados distintos: um composto por sistemas cadticos, contando com modelos bidimensionais
e tridimensionais; um conjunto de sistemas estocdsticos, contando com dois tipos distintos de
ruidos; e um ultimo conjunto composto por dados de um sistema periddico produzido a partir da
func¢do seno. Tanto o conjunto de dados estocdsticos quanto o de dados periddicos foram mode-
lados para serem tridimensionais, de modo a assegurar uma avaliagdo adequada na abordagem
multidimensional.

O CECP foi inicialmente proposto por com o intuito de prover um mecanismo adequado
para diferenciar sistemas cadticos e processos estocdsticos e, posteriormente, foi utilizado na
caracterizacao de séries temporais decorrentes de mapas cadticos. Ao realizar os experimentos
com ambas as abordagens, univariada e multivariada, utilizando os conjuntos de dados men-
cionados, constatamos que o MvCECP, assim como o CECP ¢ eficaz na distin¢do entre os
comportamentos cadtico, estocdstico e periddico.

Entretanto, 0o MVCECP demonstrou ser mais eficaz que o CECP na distin¢do entre sistemas
cadticos, sendo portanto, mais adequado para efetuar uma caracterizacdo de sistemas multidi-

mensionais com dinamica cadtica.

5.2 Trabalhos Futuros

Com o desenvolvimento do MvCECP e a comprovagdo de sua eficicia em caracterizar a dina-
mica de sistemas cadticos, além de ser capaz de distinguir sistemas cadticos e estocasticos, pre-
tendemos efetuar um estudo de caracterizacdo de mapas cadticos multivariados, distinguindo-os
entre suas categorias: mapas nao-inversiveis, mapas dissipativos e mapas conservativos. Além
disso, a partir da posi¢cdo apresentada pelos conjuntos de dados no plano, poderemos inferir
propriedades comuns a sistemas que integrem a mesma categoria.

Outra possibilidade € avaliar o impacto que a amostragem dos dados de um determinado
sistema pode exercer sobre sua caracterizacdo no plano. Nesse estudo, € possivel investigar
quais sdo os intervalos de amostragem 6tima de sistemas multivariados com diversas aplicacdes
praticas. A amostragem 6tima € encontrada quando um determinado subconjunto de elementos
de um dado sistema para T > 1, atinge a maior complexidade possivel para uma amostra. Esse
estudo tem um impacto prético em diversos campos, especialmente quando aplicado na coleta,
trafego e armazenamento de dados em uma rede de sensores sem fio (RSSF).

Além disso, também é importante investigar o impacto que a presenca de ruidos adiciona-
dos a um conjunto de dados de um determinado sistema pode exercer sobre sua caracterizagdo

no MvCECP, sendo importante averiguar até onde 0s conjuntos suportam preservar sua invari-
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abilidade ao acréscimo de ruidos, propriedade essencial para detec¢do de eventos andmalos em
sistemas de monitoramento de dados.

Por fim, o estudo também pode ser estendido para a andlise de diversos conjuntos de dados
multidimensionais. Em especial, desejamos investigar a efetividade do método na caracteri-
zagdo ou clusterizacdo de imagens coloridas, utilizando seus canais de cor como referéncias
para abordagem adotada com séries temporais. Todavia, o leque de possibilidades a serem ex-
ploradas € imenso, passando também por estudos sobre som, buscando distinguir entre estilos

musicais, mercado de a¢des, dentre muitos outros campos de aplicagdo.
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