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financiamento durante meu mestrado.



Resumo

Nesta dissertação, investigamos as condições de Ricci para imersões de curvatura média

constante de fronteira livre em bolas de formas espaciais. Dada uma variedade Riemanniana

Σ2 com uma métrica ds2 cuja curvatura Gaussiana é Ks < H2
0 + c, a condição necessária

e suficiente de Gregório Ricci-Curbastro para que Σ2 seja isometricamente imersa como uma

superf́ıcie de curvatura média constante ou ḿınima em bolas de formas espaciais é que nova

métrica ds̃2 =
√

−Ks +H2
0 + c ds2 seja plana. No mesmo sentido, vimos que a existência de

imersões ḿınimas em R3, a equação do Tipo Simons, para o caso tridimensional, é equivalente

a equação diferencial Ks△Ks− ||∇Ks||
2−4K3

s = 0 com Ks < 0 e é generalizada para imersões

de curvatura média constante em formas espaciais pela equação:

(−Ks +H2
0 + c0)△ Ks + ||∇Ks||

2 + 4(−Ks +H2
0 + c0)

2Ks = 0.

Acrescentando tal condição a uma imersão isométrica ḿınima f : Σ2 → Bn, com posśıveis

pontos de ramificação e sem pontos de umbilicidade, mostramos que após uma posśıvel redução

de codimensão, f(Σ2) é essencial em R3 ou essencial em R6. Obtemos assim, uma versão

anaĺıtica para a imersão ḿınima f , com posśıveis pontos de ramificação, em que f(Σ2) encontra

∂B ortogonalmente, então que f(Σ2) é totalmente umb́ılica.

Palavras-chaves: Condição de Ricci; Imersão Isométrica; Curvatura Média Constante;

Fronteira Livre.
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Abstract

In this dissertation, we investigate the Ricci conditions for immersions of constant mean

curvature and free boundary on balls of space forms. Given a Riemannian manifold Σ2 with a

metric ds2 whose Gaussian curvature is Ks < H2
0+c, the necessary condition and sufficient of

Gregorio Ricci-Curbastro so that Σ2 is isometrically immersed as a surface of constant or mini-

mum mean curvature in balls of space form and that new metric ds̃2 =
√
−Ks +H2

0 + c ds2

is flat. In the same meaning, we have that the existence of minimum immersions in R3, the

Simons Type equation, for the three-dimensional case, is equivalent to the differential equation

Ks △ Ks − ||∇Ks||
2 − 4K3

s = 0 with Ks < 0 and is generalized for immersions of constant

mean curvature in space forms by the equation:

(−Ks +H2
0 + c0)△ Ks + ||∇Ks||

2 + 4(−Ks +H2
0 + c0)

2Ks = 0.

Adding such a condition to a minimum isometric immersion f : Σ2 → Bn, with possible branch

points and without umbility points, we show that after a possible reduction of codimension,

f(Σ2) is essential in R3 or essential in R6. We thus obtain an analytical version for the minimum

immersion f, with possible branch points, where f(Σ2) meets ∂B orthogonally, so that f(Σ2)

is totally umbilical.

Keywords: Ricci condition; Isometric immersion; Constant Mean Curvature; Free Boun-

dary.
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Introdução

Fomenko ([15], 2005) obteve uma generalização para a condição de Ricci. Veremos que

sob algumas condições, se a imersão for ḿınima ou de curvatura média constante então a

condição de Ricci é satisfeita naturalmente. Dada pelo seguinte Teorema:

Teorema 0.0.1 (Fomenko, 2005). Uma métrica bidimensional ds2 de classe C4 defi-

nida em um domı́nio plano simplesmente conexo pode ser mergulhado isometricamente no

espaço M3
c0

como uma superf́ıcie de curvatura média constante H0 e sem pontos umb́ılicos

se, e somente se, a curvatura Ks satisfaz a condição Ks < H2
0 + c0, a curvatura Kτα

dada

pela métrica dτ2α = (−Ks +H2
0 + c0)

α
ds2 é calculada pela fórmula

Kτα
=

(1− 2α)Ks

(−Ks +H2
0 + c0)α

.

A imersão isométrica de ds2 em M3
c0

é realizada como uma famı́lia de 1-parâmetro

{Σt(H0)}, 0 ⩽ t < 2π, de superf́ıcies Σt(H0) de curvatura média constante H0 que são

não congruentes aos pares para diferentes valores de t e dependem continuamente de t.

Nesse sentido, Lawson, em [23] e [24] resolve o problema completamente para imersões

ḿınimas (de codimensão qualquer) com a condição de Ricci em formas espaciais. Mostrando

que essas superf́ıcies ou estão imersas em algum subespaço afim tridimensional ou comple-

tamente (essencialmente) em algum subespaço 6-dimensional totalmente geodésico do Rn,

descrito da seguinte forma:

Teorema 0.0.2. Seja f : Σ −→ Rn uma imersão mı́nima de uma variedade 2-dimensional

Σ simplesmente conexa em Rn. Suponha que a métrica induzida ds2 satisfaz a condição

de Ricci com relação a c = 0 exceto nos pontos isolados onde KΣ = 0. Então ou

a) f(Σ) ⊂ R3, ou

b) f(Σ) ⊂ R6 e f é dada no Exemplo 2.1.1 para φ ̸= 0
(
mod π

2

)
.

1



Sumário 2

Esta dissertação descreve um resultado obtido recentemente por Yury Domingos, Roney

Santos e Feliciano Vitório ([12], 2022), sobre condições de Ricci para imersões de curvatura

média constante de fronteira livre em bolas de formas espaciais. Para isso, os autores citados

usaram a clássica Desiqualdade de Simons 1.7.3 para fazer a seguinte caracterização,

Teorema 0.0.3. Seja Σ2 uma superf́ıcie de fronteira livre em B. Se Σ tem curvatura

média constante H, então Σ não é totalmente umb́ılica se, e somente se, χ(Σ) ⩽ 0, onde

χ(Σ) denota a caracteŕıstica de Euler. Mais ainda, a igualdade ocorre em (3.14) se, e

somente se, Σ é um anel.

O resultado de Johannes Carl Christian Nitsche (1985) afirma que todo disco topológico

bidimensional ḿınimo de fronteira livre na bola Euclidiana unitária centrada na origem do Rn

é o disco equatorial plano. Por sua vez A. Fraser e R. Schoen ([16], 2014) ampliaram para

imersões de qualquer codimensão, como no seguinte resultado:

Teorema 0.0.4 (Ailana Fraser e Richard Schoen, 2014). Seja u : D −→ Bn uma imersão

mı́nima com pontos de ramificação tal que u(D) encontra ∂B ortogonalmente. Então,

u(D) é totalmente umb́ılica.

Portanto, apresentaremos e demonstraremos nesta dissertação o seguinte resultado princi-

pal:

Teorema 0.0.5 (Teorema Principal). Seja f : Σ2 −→ Bn uma imersão isométrica com

pontos de ramificação de curvatura média constante H e de fronteira livre satisfazendo

a condição de Ricci com respeito a curvatura seccional constante c. Então, após uma

posśıvel redução de codimensão

1. f(Σ) ⊂ R3;

2. f(Σ) ⊂ R6, onde

f = fθcosφ⊕ fθ+π
2
senφ,

para φ ̸= 0(modπ
2
).

No primeiro caṕıtulo deste trabalho, introduzimos as noções preliminares que diz respeito

as definições e resultados básicos sobre Geometria Riemanniana. Nas últimas seções deste
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caṕıtulo são apresentados os principais pressupostos teóricos auxiliares para os caṕıtulos se-

guintes. Mais especificamente, sobre a geometria das subvariedades, a Condição de Ricci e a

Desigualdade de Simons.

O segundo caṕıtulo, é dedicado aos resultados do tipo Lawson-Sakaki. Inicialmente são

apresentados três Exemplos importantes, 2.1.1, 2.1.2 e 2.1.3, e alguns teoremas que caracte-

rizam faḿılias de imersões ḿınimas munidas de métricas que satisfazem a condição de Ricci,

2.2.1, 2.2.2 e 2.2.3.

No terceiro caṕıtulo, introduzimos algumas definições, o exemplo do disco ḿınimo, o

catenóide cŕıtico e da calota esférica (H ̸= 0) com fronteira livre na bola Bn+1 e as carac-

terizações de imersões CMC de fronteira livre na bola de formas espacial na perspectiva do

trabalho de Yury Domingos, Roney Santos e Feliciano Vitório ([12], 2022).

E finalmente, no quarto caṕıtulo, nos dedicaremos a prova do Teorema Principal, 3.2.1, que

recorremos a [12] para mostrar uma prova alternativa sobre condições de Ricci para imersões

de curvatura média constante de fronteira livre em bolas de formas espaciais.



Caṕıtulo 1

Noções Preliminares

Neste primeiro caṕıtulo apresentaremos as definições, notações e os resultados que serão

usados durante toda a dissertação. Embora alguns resultados não sejam demonstrados, dei-

xaremos suas referências bibliográficas.

Indicaremos o śımbolo Mn para identificar as variedades Riemannianas simplesmente co-

nexas de classe C∞ dimensão n, por ⟨, ⟩ a sua métrica Riemanniana, por X(Mn) o conjunto

dos campos vetoriais de classe C∞ em Mn, por ∇ sua conexão Riemanniana e por TpM
n o

espaço tangente a Mn no ponto p ∈ Mn.

1.1 Métricas e Conexões.

Definição 1.1.1 (Do Carmo, 2019). Uma variedade diferenciável de dimensão n é um

conjunto Mn e uma famı́lia de aplicações biuńıvocas xα : Uα ⊂ Rn −→ Mn de abertos

Uα de R em Mn tais que:

a)
⋃

α x(Uα) = M.

b) Para todo par α e β, com xα(Uα) ∩ xβ(Uβ) = W ̸= ∅, os conjuntos x−1
α (W) e

x−1
β (W) são abertos em Rn e as aplicações x−1

β ◦ xα

∣∣
x−1
α (w)

são diferenciáveis.

c) A famı́lia {Uα,xα} é a máxima relativamente às condições (a) e (b).

Um par (Uα, xα) com p ∈ x(Uα) é chamado uma parametrização (ou sistema de coor-

denadas) de Mn em p; xα(Uα) é então chamada uma vizinhança coordenada em p. Uma

faḿılia {(Uα, xα)} satisfazendo (a) e (b) é chamada uma estrutura diferenciável em Mn.

4
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Definição 1.1.2 (Do Carmo, 2019). Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Rieman-

niana) em uma variedade diferenciável Mn é uma correspondência que associa a cada

ponto p de M um produto interno <,>p (isto é, uma forma bilinear simétrica positiva

definida) no espaço tangente TpM
n, que varia diferenciavelmente no seguinte sentido:

Se x : U ⊂ Rn → M é um sistema de coordenadas locais em torno de p, com

x(x1, ..., xn) = q ∈ x(U) e
∂

∂xi
(q) = dx(ei), então

〈
∂

∂xi
(q),

∂

∂xj
(q)

〉
q

= gij(x1, ..., xn)

é uma função diferenciável em U.

A definição acima independe do sistema de coordenadas escolhido. Também podemos

exprimir a diferenciabilidade da métrica Riemanniana localmente tomando o par X e Y do

campo de vetores em uma vizinhança V de p e (Mn,g).

As funções gij(= gji) são chamadas expressão da métrica Riemanniana no sistema de

coordenadas x : U ⊂ Rn → Mn.

Definição 1.1.3. Definimos por variedade Riemanniana um par denotado por (M,g),

onde M é uma variedade diferenciável e g, uma métrica Riemanniana.

Definição 1.1.4. Sejam (M,g) e (N,g) variedades Riemannianas. Um difeomorfismo

u
∣∣
U
: (M,g) −→ (N,g) é chamado uma isometria se

⟨v,w⟩p = ⟨dup(v),dup(w)⟩f(p),(1.1)

para todo p ∈ M, v, w ∈ TpM.

Definição 1.1.5. Sejam (M,g) e (N,g) variedades Riemannianas. Uma aplicação dife-

renciável u : (M,g) −→ (N,g) é uma isometria local em p ∈ M se existe uma vizinhança

U ⊂ M de p tal que u : U −→ u(U) é um difeomorfismo satisfazendo a igualdade (1.1).

Exemplo 1.1.1 (O exemplo quase trivial). Mn = Rn com ∂
∂xi

identificado com ei =

(0, . . . , 1, . . . , 0). A métrica é dada por ⟨ei, ei⟩ = δij(Delta de Kronecker). Rn é chamado

espaço Euclidiano de dimensão n e a geometria Riemanniana deste espaço é a geometria

Euclidiana.

Exemplo 1.1.2 (Variedades imersas). Seja u : Mn −→ Nn+k uma imersão, isto é,

u é diferenciável e (up)∗ : TpM
n −→ Tu(p)N

n+k é injetiva (ker (up)∗ = {0}) para todo

p ∈ Mn. Se Nn+k tem uma estrutura Riemanniana, u induz uma estrutura Riemanniana

em M por ⟨v,w⟩p = ⟨(up)∗(v), (up)∗(w)⟩f(p), v, w ∈ TpM
n. A métrica de Mn é

chamada então a métrica induzida por u e u é uma imersão isométrica.
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Podemos reescrever esse exemplo considerando a operação pullback por meio das seguintes

definições

Definição 1.1.6. A aplicação diferenciável f : (M,g) −→ (M,g) é chamada de imersão

se a diferencial f∗ : TpM −→ Tf(p)M é injetiva para todos os ponto p ∈ M. Se, além

disto, f é um homeomorfismo sobre f(M) ⊂ N, onde f(M) tem a topologia induzida por

N, diz-se que f é um mergulho. Se M ⊂ N e a inclusão i : M ↪→ N é um mergulho,

diz-se que M é uma subvariedade de N.

Definição 1.1.7. Uma imersão f : (Mn,g) −→ (M
n+k

,g) entre variedades Riemannia-

nas é dita imersão isométrica se

g(X, Y) = f∗g(X, Y) = g (f∗X, f∗Y) .

A métrica em M induz uma métrica em M via a operação pullback. Isto é, a métrica g é

o pullback da g segundo a imersão isométrica f, puxando a métrica que está na imagem em

M para M.

Definição 1.1.8. Se f : Mn → Nm é uma imersão dizemos que a diferença, m − n

(m ⩽ n) é a codimensão de f. Em particular, quando a codimensão de uma imersão é

um, isto é, m = n+ 1 dizemos que f(M) ⊂ M é uma hipersuperf́ıcie.

É usual referir-se a f, ou a imagem f(M), como uma subvariedade mergulhada em M, ou

simplesmente uma subvariedade de M.

Agora, definiremos conexões em variedades diferenciáveis C∞ considerando o conjunto dos

campos vetoriais:

X(M) = {X : M −→ TM; X(p) ∈ TpM} .

Definição 1.1.9. Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é uma aplicação

∇ : X(M)× X(M) → X(M)

que se indica por (X, Y)
∇−→ ∇XY e que satisfaz as seguintes propriedades:

i) ∇fX+gYZ = f∇XZ+ g∇YZ,

ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,
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iii) ∇X(fY) = f∇XY + X(f)Y,

onde X, Y,Z ∈ X(M) e f, g ∈ D(M).

Conexão afim é uma maneira de derivar campos vetoriais e por equanto a conexão de-

pende da estrutura diferenciável. Esta definição não é tão transparente quanto a de estrutura

Riemanniana. A seguinte proposição, no entanto, deverá esclarecer um pouco a situação.

Proposição 1.1.1. Seja M um variedade diferenciável com a conexão afim ∇. Então

existe uma única correspondência que associa a um campo vetorial V ao longo da curva

diferenciável γ : I −→ M um outro campo vetorial ao longo de γ, denominado derivada

covariante de V ao longo de γ, tal que:

a)
D

dt
(V +W) =

DV

dt
+

DW

dt
,

b)
D

dt
(fV) =

df

dt
V + f

DV

dt
,

c) Se V é induzido por um campo de vetores Y ∈ X(M), i.e., V(t) = Y(γ(t)), então
DV

dt
= ∇dγ

dt
Y.

Demonstração. Ver [10].

A última linha de (c) faz sentido, pois ∇XY depende só do valor de X(p) e do valor da

restrição de Y ao longo de uma curva tangente diferenciável γ a X em p.

Escolhendo um sistema de coordenadas (x1, . . . , xn) em torno de p e escrevendo

X =
∑
i

xi Xi, Y =
∑

j yj Xj,

onde Xi =
∂

∂xi
, e teremos

∇XY =
∑
i

xi ∇Xi

(∑
j

yj Xj

)
=

∑
ij

xiyj∇Xi
Xj +

∑
ij

xij Xi(yj)Xj.

Fazendo ∇Xi
Xj =

∑
k Γ

k
ijXk, conclúımos que ΓkijXk são funções diferenciáveis e que

∇XY =
∑
k

(∑
ij

xiyj Γ
k
ij + X(yk)

)
Xk,

o que mostra que ∇XY(p) depende de xi(p) e yk(p) e das suas derivadas X(yk)(p) de yk

segundo X.
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Definição 1.1.10. Seja M uma variedade diferenciável com conexão afim ∇. um campo

vetorial V ao longo de uma curva c : I → M é chamado paralelo quando DV
dt

= 0, para

todo t ∈ I

Definição 1.1.11. Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇ e uma

métrica Riemanniana ⟨ , ⟩. A conexão é dita compat́ıvel com a métrica ⟨ , ⟩, quando

para toda curva diferenciável c e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P e P ′ ao

longo de c, tivermos ⟨P,P ′⟩ = const.

Proposição 1.1.2. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexão ∇ em M é

compat́ıvel com a métrica se, e somente se, para todo par V e W de campos de vetores ao

longo da curva diferenciável c : I → M tem-se

d

dt
⟨V ,W⟩ =

〈
DV

dt
,W

〉
+

〈
V ,

DW

dt

〉
, t ∈ I.

Demonstração. Ver [10].

Corolário 1.1.0.1. Uma conexão ∇ em uma variedade Riemanniana M é compat́ıvel

com a métrica se, e somente se,

X⟨Y,Z⟩ = ⟨∇XY,Z⟩+ ⟨Y,∇XZ⟩, X, Y,Z ∈ X(M).

Demonstração. Ver [10].

Definição 1.1.12. Uma conexão afim∇ em uma variedade diferenciável M é dita simétrica

quando

∇XY −∇YX = [X, Y],

para todo X, Y ∈ X(M).

Em um sistema de coordenadas (U, x), o fato de ser ∇ simétrica implica que para todo

i, j = 1, . . . ,n,

∇Xi
Xj −∇Xj

Xi = [Xi, Yj], Xi =
∂

∂ xi
(1.2)

equivale a dizer que Γkij = Γkji.
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Definição 1.1.13. As funções Γij definidas numa restrição U por ∇Xi
Xj =

∑
k Γkij Xk

são os coeficientes da conexão ∇ em U ou os śımbolos de Christoffel da conexão.

Teorema 1.1.1. (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma única

conexão afim ∇ em M satisfazendo as condições:

a) ∇ é simétrica.

b) ∇ é compat́ıvel com a métrica Riemanniana.

Definição 1.1.14. A conexão dada pelo teorema acima é denominada conexão de Levi-

Civita (ou Riemanniana) de M. Ou seja, satisfaz as seguintes condições:

a) X ⟨Y,Z⟩ = ⟨∇XY,Z⟩+ ⟨Y,∇X Z⟩

b) ∇X Y −∇Y X = [X, Y]

Agora, definiremos os operadores especiais que usaremos durante o texto.

Definição 1.1.15. Considere uma variedade Riemanniana (Mn,g) e uma função suave

f : Mn −→ R.

a) O ∇ f(p) denota o gradiente de f em p ∈ M segundo a métrica g, onde para todo

X ∈ Tp(M
n) temos

g (∇ f(p),X) = X(f)(p).

b) O Hessiano ∇2 f : X(M) × X(M) −→ R de f segundo a métrica g em p ∈ M é

definida por

∇2f(X, Y) = g(∇X∇f, Y) = XY(f) −∇XY(f).

c) O Laplaciano △ f : M −→ R de f segundo g é definido por

△ f = tr (∇2 f).
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1.2 Curvaturas

Definição 1.2.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspondência

que associa a cada par X, Y ∈ X(M) o operador (curvatura) R(X, Y) : X(M) −→ X(M)

dado por

R(X, Y)Z = ∇Y∇X Z−∇X∇Y Z+∇[X,Y]Z, Z ∈ X(M),

onde ∇ é a conexão Riemanniana de M.

Se M = Rn, então R(X, Y)Z = 0 para todo X, Y,Z ∈ X(Rn). Com efeito, se indicarmos

por Z = (z1, . . . , zn) as componentes do campo Z nas coordenadas naturais do Rn, obteremos

que

∇XZ = (Xz1, . . . ,Xzn) =

(
∂z1

∂X
, . . . ,

∂zn

∂X

)
,

∇Y∇XZ = (YXz1, . . . ,YXzn)

=

(
∂2z1

∂Y ∂X
, . . . ,

∂2zn

∂Y ∂X

)
=

(
∂2z1

∂X∂Y
, . . . ,

∂2zn

∂X∂Y

)
,

o que implica que

R(X, Y)Z = 0.(1.3)

Tendo em vista a comutatividade de [X, Y] em Rn, obtemos o que hav́ıamos afirmado. Pode-

mos, portanto, pensar em R como uma maneira de medir o quanto M deixa de ser Euclidiana.

Segue alguns resultados inerentes sobre o tensor curvatura R de uma variedade Riemman-

niana tais que, para mais detalhes, o leitor pode consultar [10].

Proposição 1.2.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana satisfaz as seguintes

propriedades:

a) R é bilinear em X(M)× X(M), isto é,

R(f X1 + gX2, Y1) = f R(X1, Y1) + gR(X2, Y1),

R(X1, f Y1 + gY2) = f R(X1, Y1) + gR(X1, Y2).

b) Para todo par X, Y ∈ X(M), o operador curvatura R(X, Y) : X(M) −→ X(M) é

linear, isto é,

R(X, Y)(Z+W) = R(X, Y)Z+ R(X, Y)W,

R(X, Y) f Z = f R(X, Y)Z,
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f ∈ D(M), Z,W ∈ X(M).

Proposição 1.2.2 (Primeira Identidade de Bianchi).

R(X, Y)Z+ R(Y,Z)X+ R(Z,X)Y = 0.(1.4)

Proposição 1.2.3. Para quais quer campos X, Y,Z, T ∈ X(M) valem:

a) ⟨R(X, Y)Z, T⟩+ ⟨R(Y,Z)X, T⟩+ ⟨R(Z,X)Y, T⟩ = 0;

b) ⟨R(X, Y)Z, T⟩ = −⟨R(Y,X)T ,Z⟩;

c) ⟨R(X, Y)Z, T⟩ = −⟨R(Z, T)X, Y⟩.

O tensor curvatura R de uma variedade Riemanniana M em um sistema de coordenadas

(U, x) em torno de p ∈ M indicaremos por Xi =
∂

∂xi
. Assim,

R(Xi,Xj)Xk =
∑
m

Rm
ijk Xm.(1.5)

Por outro lado,

R(Xi,Xj)Xk
(1.2.1)
= ∇Xj

∇Xi
Xk −∇Xi

∇Xj
Xk + 0

(1.1.13)
= ∇Xj

(∑
m

Γmik Xm

)
−∇Xi

(∑
m

Γmjk Xm

)
(1.1.9)
=

∑
m

∇Xj
(Γmik)Xm −

∑
m

∇Xi

(
Γmjk
)
Xm

(1.1.9)
=

∑
m

∂

∂ xj
(Γmik)Xm +

∑
m

Γmik ∇Xj
Xm

−
∑
m

∂

∂Xi

(
Γmjk
)
Xm −

∑
m

Γmjk ∇Xi
Xm

(1.1.13)
=

∑
s

∂

∂Xj

(Γsik) Xs +
∑
m

Γmik

(∑
s

Γsjm Xs

)

−
∑
s

∂

∂xi

(
Γsjk
)
Xs −

∑
m

Γmjk

(∑
s

Γim Xs

)
.

Ou seja,

n∑
s

Rs
ijk Xs =

n∑
s

[
∂

∂xj
(Γsik) −

∂

∂xi

(
Γsjk
)
+
∑
m

(
Γmik Γsjm − Γmjk Γsim

)]
Xs.
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Sabendo que os campos Xs são linearmente independentes, então

Rs
ijk =

∂

∂xj
(Γsik) −

∂

∂xi

(
Γsjk
)
+
∑
m

(
Γmik Γsjm − Γmjk Γsim

)
(1.6)

depende da segunda derivada da métrica, como visto na Equação (??).

Fazendo

⟨R(Xi,Xj)Xk,Xs⟩ =
∑
s

Rs
ijk ⟨Xs,Xm⟩

=
∑
m

Rm
ijk gms

=: Rijks,

poderemos reescrever as simetrias do operador curvatura R como

Rijks + Rjkis + Rkijs = 0

Rijks = −Rjiks

Rijks = −Rijsk

Rijks = Rksij.

Intimamente relacionado com o operador curvatura está a curvatura seccional (ou Rieman-

niana), que passamos a definir.

Dado um espaço vetorial V, a expressão

|x× y| =
√
|x|2|y|2 − ⟨x,y⟩

representa a área do paralelogramo bidimensional determinado pelo para de vetores x,y ∈ V .

Proposição 1.2.4. Seja Γ ⊂ TpM um subespaço bidimensional do espaço tangente TpM

e sejam x,y ∈ Γ dois vetores linearmente independentes. Então,

K(x,y) =
(x,y, x,y)

|x× y|2
,(1.7)

onde (x,y, x,y) = ⟨R(x,y)x,y⟩ e K(x,y) independe do par (x,y) ∈ Γ .

Demonstração. Ver [10, p. 74]

Definição 1.2.2. Chamamos de curvatura seccional de Γ em p ∈ M de um subespaço

bidimencional Γ ⊂ TpM o número real K(x,y) = K(Γ), onde {x,y} é uma base qualquer

de Γ .

Além do fato de que a curvatura seccional tem interessantes interpretações geométricas,

sua importância provém do fato de que o conhecimento de K(Γ), para todo Γ , determina

completamente a curvatura R.
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1.3 Geometria das Subvariedades

Sejam M = Mn e M = M
m

variedades diferenciáveis de dimensão n e m, respectiva-

mente.

Seja f : Mn → M
n+k=m

uma imersão. Então para cada p ∈ M, existe uma vizinhança

Up ⊂ M tal que f(Up) ⊂ M é uma subvariedade de M. Significando que existem uma

vizinhança Uf(p) e um difeomorfismo φ : Uf(p) → V ⊂ Rm em um aberto V do Rk, tais que

φ aplica difeomorficamente f(Up) ∩Uf(p) em um aberto do subespaço Rn ⊂ Rm.

Para cada p ∈ M, o produto interno em TpM decompõe TpM na soma direta

TpM = TpM⊕ T⊥
p M,

onde T⊥
p M é o complemento ortogonal de TpM em TpM.

Dada a variedade Riemanniana Mn suave com ou sem fronteira, definimos

Definição 1.3.1. O fibrado tangente de M, denotado por TM, é a união disjunta dos

espaços tangentes em todos os pontos de M:

TM =
⋃

p∈M

TpM.

Os elementos desta união disjunta com um par ordenado (p, v), com p ∈ M e v ∈ TpM.

O fibrado tangente vem equipado com uma aplicação projeção π : TM → M definido por

π(p, v) = p que envia cada vetor de TpM ao ponto p no qual é tangente.

Se v ∈ TpM, p ∈ M, podemos escrever

v = vT + v⊥, vT ∈ TpM, v⊥ ∈ T⊥
p M.

Denominamos vT a componente tangencial de v e v⊥ a componente normal de v. Tal

decomposição é evidentemente diferenciável no sentido que as aplicações de TM em TM
⊥

dadas por

(p, v) −→ (p, vT ) e (p, v) −→ (p, v⊥)

são diferenciáveis.

Indicaremos a conexão Riemanniana de M por ∇. Se os campos X, Y ∈ X(M) são campos

locais de vetores em M restrita a uma vizinhança U no ponto p ∈ M temos campos,que X,

Y são extensões locais a M, definimos a conexão Levi-Civita em M por

∇XY =
(
∇XY

)T
.(1.8)
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Com efeito, o valor do campo ∇X Y depende somente do vetor X(p) ∈ TpM e do valor

de Y ao longo de qualquer curva γ : (−ϵ, ϵ) −→ M tal que γ(0) = p e γ ′(0) = X(p). Isto

é, se X ∈ X(M) satisfaz X(p)
∣∣∣
U

= X(p), então (∇XY)(p) = (∇XY)(p) e se Y ∈ X(M)

satisfazendo Y
∣∣∣
γ
= Y

∣∣∣
γ
, então (∇XY)(p) = (∇XY)(p). Dessa forma, a conexão ∇X Y está

bem definida onde Y é definido ao longo de uma subvariedade e X tangente a essa subvariedade.

A compatibilidade de ∇ com métrica em U é dada por

X⟨Y,Z⟩ = X⟨Y,Z⟩ = ⟨∇X Y,Z⟩+ ⟨Y,∇X Z⟩.

Pela conexão Levi-Civita definida na igualdade (1.8), temos

X⟨Y,Z⟩ = X⟨Y,Z⟩ = ⟨(∇X Y)T ,Z⟩+ ⟨Y, (∇X Z)T ⟩.(1.9)

A simetria da conexão na vizinhança de U em p também é satisfeita e é dada por

[X, Y] = ∇XY −∇YX = (∇XY)
T − (∇YX)

T = [X, Y]
∣∣∣
U
,(1.10)

para X, Y ∈ X(M) e X, Y ∈ X(M).

Teorema 1.3.1. Se X, Y ∈ X(U), a aplicação B : X(U)× X(U) −→ X(U)⊥ dada por

B(X, Y) = ∇XY −∇XY

é bilinear e simétrica.

Demonstração. Ver Do Carmo [10], p. 97.

Fixaremos a seguinte notação α(X, Y) = B(X, Y) para representar a segunda forma fun-

damental de uma imersão.

Seja p ∈ M e η ∈ T⊥
p M. A aplicação Hη : TpM× TpM −→ R dada por

Hη(x,y) = ⟨α(x,y),η⟩

para todo x,y ∈ TpM, pelo Teorema 1.3.1, Hη é uma forma bilinear simétrica.

Definição 1.3.2. A forma quadrática IIη definida em TpM por

II(x) = Hη(x, x)

é chamada a segunda forma fundamental de f em p segundo o vetor normal η.
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Ás vezes se utiliza também a expressão segunda forma fundamental para designar a

aplicação α que em cada ponto p ∈ M é uma aplicação bilinear, simétrica, tomando valores

em T⊥
p M. Dada qualquer forma bilinear Hη fica associada um operador linear autoadjunto.

A menos de uma orientação η, tem-se uma extensão local a M como se segue.

Definição 1.3.3. Seja f : (M,g) −→ (M,g) uma imersão isométrica. Definimos a

aplicação bilinear Hη de f segundo p associada a aplicação autoadjunta Sη : X(M) ×

X(M)⊥ −→ X(M) dada por

⟨Sη(x),y⟩ = Hη(x,y) = ⟨α(x,y),η⟩.

Proposição 1.3.1 (Operador de Weingarten). Seja p ∈ M, x ∈ TpM e η ∈ TpM
⊥. Seja

N uma extensão local de η normal a M. Então

Sη(x) = −
(
∇xN

)T
.

Demonstração. Seja y ∈ TpM e X, Y extensões locais de x, y, respectivamente, e tangentes

a M. Então ⟨N, Y⟩ = 0, e portanto

⟨Sη(x),y⟩ = ⟨B(X, Y)(p),N⟩ = ⟨∇XY −∇XY,N⟩(p)

= ⟨∇XY,N⟩(p) = −⟨∇XN⟩(p) = ⟨−∇xN,y⟩,

para todo y ∈ TpM. Portanto, Sη(x) = −
(
∇xN

)T
.

No caso de hipersuperf́ıcie, cuja codimensão é um, η é a única direção e é usual omiti-lo.

Sejam p ∈ M, η ∈ T⊥
p M e |η| = 1. Como Sη : TpM −→ TpM é simétrica, existe uma

base ortonormal de autovetores {e1, . . . , en} de TpM com autovalores reais k1, . . ., kn, isto

é, Sη(ej) = kjej, 1 ⩽ j ⩽ n.

Se M e M são ambas orientáveis e estão orientadas, então o vetor η fica univocamente

determinado se exigirmos que sendo {e1, . . . , en} uma base na orientação de M, {e1, . . . , en,η}

seja uma base na orientação de M. Neste caso, denominamos os ej direções principais e kj

curvaturas principais da imersão f. Por exemplo:

det Sη = k1 . . . kn ,
1

n
(k1 + . . .+ kn)

denominadas curvatura de Gauss-Kronecker e curvatura média de f, respectivamente.
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Exemplo 1.3.1 (O Toro de Clifford). Considere a aplicação f : R2 → R4 definida por

f(θ,φ) =
1√
2
(cos(θ), sen(θ), cos(φ), sen(φ)).

A aplicação f é uma imersão de R2 na esfera S3 ⊂ R4, cuja imagem f(R2) é um toro

T2 = S1
1√
2

× S1
1√
2

com curvatura seccional zero na métrica induzida.

Com efeito, f é diferenciável e a diferencial f∗ é gerada pelos vetores coluna

fθ =
1√
2
(−sen(θ), cos(θ), 0, 0)

e

fφ =
1√
2
(0, 0,−sen(φ), cos(φ)),

então f∗ tem posto 2, logo f é uma imersão. Por um simples cálculo, computamos ∇, a

conexão Riemanniana do R4:

∇fθfφ = 0,

∇fθfθ =
1√
2
(−cos(θ),−sen(θ), 0, 0),

∇fφfφ =
1√
2
(0, 0,−cos(φ),−sen(φ)),

veja que ∇fθfθ e ∇fφfφ pertence ao espaço normal (Tf(θ,φ)T2)⊥, logo

(∇fθfθ)
T = 0 = (∇fφfφ)

T .(1.11)

Sabemos que o R4 possui curvatura seccional constante igual a zero, segue da equação

(1.8) e da Proposição 1.3.2 que

Kg(fθ, fφ) − Kg(fθ, fφ) = ⟨α(x, x),α(y,y)⟩− |α(x,y)|2

= ⟨(∇fθfθ)
⊥, (∇fφfφ)

⊥⟩− |(∇fθfφ)
⊥|2

=
1

2
⟨(cos(θ), sen(θ), 0, 0), (0, 0, cos(φ), sen(φ))⟩

= 0

Logo a imagem de f é um toro bidimensional T2 ⊂ R4 com curvatura seccional constante

nula.

Considere os vetores

E1 = (−sen(θ), cos(θ), 0, 0),

E2 = (0, 0,−sen(φ), cos(φ))
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e

η =
1√
2
(−cos(θ),−sen(θ), cos(φ), sen(φ)).

Note que {E1,E2} é uma base ortonormal para o espaço tangente TpT2 e η é uma direção

normal do espaço tangente de TpT2 em relação ao espaço tangente de TpS3, p ∈ T2.

Denotemos por bij a matriz da segunda forma fundamental do toro em relação ao campo

normal η. Cada entrada da matriz é dada por

b11 = ⟨S(E1),E1⟩

b12 = ⟨S(E1),E2⟩

b21 = ⟨S(E2),E1⟩

b22 = ⟨S(E2),E2⟩,

onde S é dado por

S(X) = −(∇Xη)
T

para qualquer vetor tangente ao toro T2. Temos que

S(E1) =
1√
2
(sen(θ),−cos(θ), 0, 0)

S(E2) =
1√
2
(0, 0, sen(φ),−cos(φ))

Por um simples cálculo, usando os termos definido de (bij), obtemos que

b11 =
1√
2
, b12 = b21 = 0 e b22 = −

1√
2
.

Assim,

S =

 1√
2

0

0 − 1√
2

 .

Note que o tr(S) = 0. Logo a imersão do toro T2 na esfera unitária S3 ⊂ R4 induzida

por f é uma imersão mı́nima. (Ver [10], exerćıcios 2 e 8, p. 105).

Podemos relacionar também a aplicação bilinear e simétrica do teorema (1.3.1) com a

curvatura média para caracterizar as subvariedades totalmente geodésicas descritas em [24].



Caṕıtulo 1. Noções Preliminares 18

Figura 1.1: O toro de Clifford.

Definição 1.3.4. Dizemos que uma variedade M é totalmente geodésica de uma variedade

Riemanniana M quando a sua segunda forma fundamental α é sempre nula.

As subvariedades totalmente geodésicas são caracterizadas do seguinte modo. Seja M

uma subvariedade de uma variedade Riemanniana M. Então M é totalmente geodésica se,

e somente se, toda geodésica em uma estrutura Riemanniana induzida em M é também

geodésica M. Isso segue imediatemante do fator que qualquer campos X, Y ∈ X(M) vale

α (X, Y) = ∇X Y −∇X Y = 0.(1.12)

Em relação a estrutura Riemanniana, as subvariedades geodésicas são as mais naturais.

Infelizmente, de modo geral, tais subvariedades não existem, exceto em dimensão um. No

entanto, nos espaços mais agradáveis, espaços simétricos, existem muitas dessas subvariedades

de dimensões superiores.

No Rn, as subvariedades totalmente geodésicas são os espaços afins{
x+ c; x ∈ Rk

}
,

onde Rk é um subespaço linear e c ∈ Rn.

Em Sn, as subvariedades totalmente geodésicas são as esferas máximas

Sk = Sn ∩ Rk+1 ⊂ Rn+1,

onde Rk+1 é um subespaço linear.

No n-espaço projetivo complexo CPn com a métrica adequada, as subvariedades total-

mente geodésicas são os subespaços lineares CPk, k = 1, . . . ,n e o espaço real projetivo

RPk, k = 1, . . . ,n.

Agora, explicitaremos algumas definições e as equações fundamentais para imersões que,

por sua vez, são inerentes e importantes para as caracterizações dessas aplicações.
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Proposição 1.3.2 (Fórmula de Gauss para hipersuperf́ıcies). Sejam p ∈ M, x,y vetores

ortonormais de TpM e f : (M,g) −→ (M,g) uma imersão. Então

Kg(x,y) − Kg(x,y) = ⟨α(x, x),α(y,y)⟩− |α(x,y)|2.(1.13)

Demonstração. Ver Do Carmo [10], p.99.

Em formas espaciais temos que em M

K(x,y) = c(|x|2|y|2 − ⟨x,y⟩2)

onde c é a curvatura de M.

Para codimensão um, temos que a proposição 1.3.2 é dada por:

K(ei, ej) = ±kikj + c,(1.14)

onde (e1, e2, ..., en) é uma base ortonormal que diagonaliza o operador autoadjunto S.

Definição 1.3.5. Uma imersão f : (Mn,g) −→ M,g é mı́nima se para todo p ∈ M tem

tr Sη = 0.

Escolhendo um referencial ortonormal E1, . . . ,Em de vetores em X⊥, onde U é uma vizi-

nhança de p na qual f é um mergulho, podemos escrever, em p,

α(x,y) =

m∑
j=1

Hj(x,y)Ej, x,y ∈ TpM,

onde Hj = HEj
.

Definição 1.3.6. Sejam f : (Mn,g) −→ (M,g) uma imersão para cada p ∈ M, o vetor

dado por

H(p) =
1

n

n∑
j

(tr Sj)Ej,

onde Sj = SEj
, não depende do referencial Ej escolhido. O vetor H é chamado curvatura

média da imersão f. É claro que é mı́nima se, e só se, H(p) = 0, para todo p ∈ M.

Definição 1.3.7. Sejam f : (Mn,g) −→ (M
n+1

,g) uma imersão e S seu operador de

Weingarten. O tensor de umbilicidade ϕ de M sem traço associado a segunda forma

fundamental α é a aplicação ϕ : X(Mn) −→ X(Mn) definida por

ϕ = S−
H

n
I,
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onde I é o tensor identidade de Mn. Quando ϕ ≡ 0 em todo ponto de Mn, dizemos que

f é totalmente umb́ılica.

Em codimensões maiores, dizemos que uma imersão f : Mn −→ Mn+p é umb́ılica em

x0 ∈ M quando Sξ = kξI para todo ξ ∈ T⊥
x0
M, onde kξ ∈ R e I é o tensor identidade em

Tx0
M. A imerssão f é totalmente umb́ılica quando for umb́ılica em todo ponto de M.

Pode-se ver que as normas do tensor de umbilicidade ϕ e do operador de Weingarten S de

uma imersão que tem curvatura média H se relacionam por

|ϕ|2 = |S|2 −
H2

n
.

Agora, apresentaremos as equações fundamentais para imersões. Dada uma imersão

isométrica f : Mn −→ M
n+m

, a sua geometria decompõe-se: uma geometria do fibrado

tangente e uma geometria do fibrado normal. Estas geometrias se relacionam com a segunda

forma fundamental da imersão por meio de expressões que generalizam as clássicas equações

de Gauss e Codazzi da teoria de superf́ıcies. São elas:

Teorema 1.3.2. As seguintes equações se verificam:

a) Equação de Gauss.

⟨R(X, Y)Z, T⟩ = ⟨R(X, Y)Z, T⟩− ⟨α(Y, T),α(X,Z)⟩+ ⟨α(X, T),α(Y,Z)⟩.

b) Equação de Codazzi.

⟨R(X, Y)Z,η⟩ =
(
∇Yα

)
(X,Z,η) −

(
∇Xα

)
(Y,Z,η) .

Demonstração. Ver [10].

Se o espaço ambiente M
n
tem curvatura seccional constante, a equação de Codazzi se

reduz a:

(∇Xα)(Y,Z,η) = (∇Yα)(X,Z,η)

Se, além disto, a codimensão da imersão é 1, ∇⊥η = 0, donde

∇Xα(Y,Z,η) = X⟨Sη(Y),Z⟩− ⟨Sη, (∇Y
X),Z⟩− ⟨Sη(Y),∇XZ⟩

= ⟨∇X(Sη(Y)),Z⟩− ⟨Sη(∇XY),Z⟩.
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Portanto, neste caso, a equação de Codazzi se escreve

∇X(Sη(Y)) −∇Y(Sη(X)) = Sη([X, Y]).

Além desses resultados, recorremos aos Teoremas da Divergência, Primeira Variação de

Área e ao clássico Teorema de Gauss-Bonnet ques são inerentes à geometria das subvariedades

estudadas.

Teorema 1.3.3 (Divergência). Sejam (M,g) uma variedade compacta orientável com

bordo ∂M. Se X : M −→ TM é um campo de vetores de classe Ck. Então

∫
∂M

g(X,ν)dS =

∫
M

divXdM(1.15)

onde ν o campo de vetores unitário ortogonal à ∂M que aponta na direção exterior de M.

Definição 1.3.8. Uma variação da imersão f : (Mk,g) → (M
n
,g) é uma famı́lia de

imersões ft : (Mk,gt) → (M
n
,g) que varia diferencialmente com t ∈ (−ϵ, ϵ) tal que

f0 = f. O campo variacional X ∈ X(M) de uma variação é definido por

X =
∂ft

∂t
∣∣∣t=0

.

Quando o volume da métrica Riemanniana que está sendo pertubada é finito, temos asso-

ciado a esta variação o seguinte funcional.

Definição 1.3.9. Definimos o funcional área A : M×(−ϵ, ϵ) −→ R de M (uma superf́ıcie

compacta) induzida pela famı́lia ft definido por

A(t) =

∫
M

dMt,

onde dMt é o elemento de área de Mt.

Definição 1.3.10. Considere uma variação ft : (Mn,gt) → (M
n+1

,g), da imersão

f : (Mn,g) → (M
n+1

,g). Se (Mn,g) tem volume finito e ds denota o elemento de

volume de (M
n+1

,g), definimos o funcional volume V : (−ϵ, ϵ) → R dessa variação

definido por

V(t) =

∫
M×[−ϵ,ϵ]

f∗ds.(1.16)

Dizemos que f preserva volume se V ′(t) = 0, para todo t.
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Associado ao campo variacional X de uma variação ft temos a Primeira Variação de Área

e Primeira Variação de Volume.

Teorema 1.3.4 (Primeira Variação para Área). Sejam f : (Mn,g) −→ (M
n+1

,g)

uma imersão com vetor curvatura média H,onde Mn é compacta, e ft : (Mn
t ,gt) −→

(M
n+1

,g), t ∈ (−ϵ, ϵ), uma variação de f. Se A denota o funcional área associado a ft,

então

A ′(0) = −

∫
Mn

g(X,H)dσ+

∫
∂Mn

g(X,ν)ds

em que ν é o campo normal unitário exterior a ∂Mn e tangencia a Mn (caso ∂Mn ̸= ∅),

dσ é o elemento de volume de Mn e ds é o elemento de área de ∂Mn. Se ∂Mn = ∅,

uma imersão mı́nima é o ponto cŕıtico do funcional área.

Teorema 1.3.5 (Primeira Variação de Volume). Sejam f : (Mn,g) −→ (M
n+1

,g) uma

imersão, onde Mn é compacta, e ft : (M
n
t ,gt) −→ (M

n+1
,g), t ∈ (−ϵ, ϵ), uma variação

de f. Se V denota o funcional volume da variação, então

V ′(0) = −

∫
Mn

g(X,η)ds,(1.17)

onde X é o campo variacional da variação e η é um campo unitário normal a f(Mn).

Para mais detalhes sobre as primeiras variações de Área e Volume o leitor pode consultar

[8]. E, para os problemas variacionais de superf́ıcies com curvatura média constante no espaço

Euclidiano R3, o leitor pode consultar [26].

1.4 Homotopia e o Primeiro Grupo Fundamental.

Sabemos que um caminho num espaço M é uma aplicação cont́ınua f : I −→ M, onde I

o intervalo unitário [0, 1]. A noção de deformar continuamente um caminho, mantendo seus

extremos fixados torna-se preciso na seguinte definição:

Definição 1.4.1. Uma homotopia de caminhos em M é uma famı́lia ft : I −→ M ,

t ∈ [0, 1] tal que

a) os pontos finais ft(0) = x0 e ft(1) = x1 independe de t;

b) a aplicação associada H : I× I −→ M definida por H(s, t) = ft(s) é cont́ınua.
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Definição 1.4.2. Dois caminhos f0, f1 : I −→ M são homotópicos em M quando existe

uma homotopia H(s, t) = ft. A notação para isso é f0 ≃ f1.

Exemplo 1.4.1 (Homotopias Lineares). Para quaisquer caminhos f0, f1 : I −→ Rn tendo

os mesmos pontos finais x0 e x1 são homotópicos através da homotopia

ft(s) = (1− t)f0(s) + tf1(s).

Nesta homotopia, cada ponto f0(s) percorre ao longo do segmento de reta até f1(s) com

velocidade contante. Isso ocorre porque a linha que passa por f0(s) e f1(t) é parametrizada

linearmente como

f0(s) + t[f1(s) − f0(s)] = (1− t)f0(s) + tf1(s),(1.18)

sempre que t ∈ [0, 1]. Se f0(s) = f1(s) esse segmento degenera num ponto e ft(s) = f0(s)

para todo t ∈ [0, 1]. Isso ocorre , em particular, para s = 0 e s = 1, cada ft é um caminho

de x0 a x1. A continuidade da homotopia ft como uma aplicação I × I −→ Rn segue da

continuidade de f0 e f1, desde que as operações algébricas de adição vetorial e multiplicação

por escalar na fórmula para ft são cont́ınuas.

Esta contrução mostra que todo subespaço convexo X ⊂ Rn, todos os caminhos em X

determinados pelos pontos finais x0 e x1 são homotópicos, pois, se f0 e f1 estão em X, o

mesmo acontece com a homotopia ft.

A classe de um caminho f sob a relação de equivalência de homotopia será denotada por

[f] e chamada de classe de homotopia de f.

Proposição 1.4.1. A relação de homotopias em caminhos com extremidades fixas em

qualquer espaço topológico é uma relação de equivalência.

Demonstração. Ver [17].

Definição 1.4.3. Dados dois caminhos α,β : I −→ M tal que α(1) = β(0) são caminhos

homotópicos se existe uma composição α ◦β que percorre primeiro α e depois β, definido

por

α ◦ β =


α(2s), se 0 ⩽ s ⩽

1

2

β(2s− 1), se
1

2
⩽ s ⩽ 1

,(1.19)
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sempre que t ∈ [0, 1].

Os caminhos α e β são percorridos duas vezes mais rápidos para que α ◦β seja percorrido

no tempo 1. Essa operação respeita as classes de homotopia, pois se α0 ≃ α1 e β0 ≃ β1

via homotopias ft e gt e α0(1) = β0(0) para que α0 ◦ β0 esteja definido, então ft ◦ gt está

definido e nos fornece uma homotopia α0 ◦ β0 ≃ α1 ◦ β1.

Em particular, se restringirmos aos caminhos α : I −→ M com o mesmo ponto inicial e

final α(0) = α(1) = x0 ∈ M. Esses caminhos são chamados de laços e o ponto inicial e final

comum x0 é referido como o ponto base. Ou de outra maneira, definimos

Definição 1.4.4. Seja α : I −→ M um caminho fechado em M tal que α(0) = α(1) = x0.

Então α é chamada homotopicamente nula em M, quando α é homotópica ao caminho

constante β(t) = x0.

O conjunto de todas as classes de homotopias [α] de laços α : I −→ M no ponto base x0

é denotado por π1(M, x0).

Definição 1.4.5. O grupo π1(M, x0) é chamado de grupo fundamental de M no ponto

base x0.

O π1(M, x0) é o primeiro em uma sequência de grupos de πn(M, x0) chamados grupos

de homotopia que são definidos de maneira semelhante usando cubos n-dimensionais In em

vez de I.

Segue também alguns resultados e definições importantes para caracterizar ambientes sim-

plesmente conexos (cf. [35]).

Definição 1.4.6. Seja U ⊂ C um subconjunto aberto de C, f : U → C, z0 ∈ U e —.—

uma norma arbitrária em C.

• A função f é chamada é diferencialmente complexa em z0, se para todo ϵ > 0 existe

δ = δ(ϵ, z0) > 0 e uma aplicação linear

f ′(z0) : C → C,

tal que existe um disco D(δ) de modo que a desigualdade∣∣∣f(z0 + h) − f(z0)

h
− f ′(z0)

∣∣∣ < ϵ.

é satisfeita sempre que h ∈ D(δ) (exceto possivelmente para h = 0).
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• Dizemos que f é uma função holomorfa, se f é diferenciavelmente complexa em todo

z0 ∈ U. Isto é, a função f é holomorfa no ponto z0 ∈ U se o quociente

f(z0 + h) − f(z0)

h

converge para um limite quando h → 0.

O limite do quociente, quando existe, é denotado por f ′(z0) e é chamado a derivada de f

em z0:

f ′(z0) = lim
h→0

f(z0 + h) − f(z0)

h
.

Agora, considerando a função f definida no aberto U, podemos escrevê-la em termos de

suas partes real e imaginária

f(x+ iy) = u(x,y) + iv(x,y)

É razoável perguntar o que significa a condição de diferenciabilidade em termos de u

e v. O leitor pode consultar [21] para os detalhes da análise no Caṕıtulo VIII, mas tanto

por uma questão de tradição, como porque há alguma necessidade psicologicamente para ver

imediatamente qual é a resposta, derivamos o condições equivalentes em u, v para f ser

holomórfico.

Em um z ∈ U fixo, seja f ′(z) = a+ bi. Seja w = h+ ik, com h,k ∈ R. Suponha que

f(z+w) − f(z) = f ′(z)w+ σ(w)w,

onde σ(w) → 0, sempre w → 0. Então,

f ′(z)w = (a+ bi)(h+ ik) = ah− bk+ i(bh+ ak).

Por outro lado, seja

F : U → R2

(x,y) 7−→ F(x,y) = (u(x,y), v(x,y))

uma aplicação tal que F é chamada de campo vetorial de f. Então

F(x+ h,y+ k) − F(x,y) = (ah− bk,bh+ ak) + σ1(h,k)h+ σ2(h,k)k,
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onde σ1(h,k) e σ2(h,k) tendem a zero quando (h,k) tendem a (0, 0). Portanto, se assumir-

mos que f é holomorfa, conclúımos que F é diferenciável no sentido de variáveis reais, e que

sua derivada é representada pela matriz jacobiana

JF(x,y) =

a −b

b a

 =

∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y


Mostrando que

f ′(z) =
∂u

∂x
− i

∂u

∂y
,

em que

∂u

∂x
=

∂v

∂y
e

∂u

∂y
= −

∂v

∂x
.

Essas equações são chamadas de Equações de Cauchy-Riemann.

Reciprocamente, sejam u(x,y) e v(x,y) duas funções que satisfazem a Equações de

Cauchy-Riemann, e continuamente diferenciáveis no sentido de funções reais. Então, f(x +

iy) = u(x,y) + iv(x,y) é imediatamente verificado invertendo os passos acima que f é

complexamente diferenciável, ou seja, holomórfica (cf. [35], Teorema 2.4).

Teorema 1.4.1 (Versão Homotópica do Teorema de Cauchy). Seja U ⊂ C aberto, α e β

dois caminhos homotópicos em U. Então para toda função holomorfa h : U −→ C∫
α

h(w)dw =

∫
β

h(w)dw

Definição 1.4.7. Uma região U do plano complexo é chamada de simplesmente co-

nexa quando quaisquer dois pares de curvas em U com os mesmos pontos finais são

homotópicos.

Teorema 1.4.2. Toda função holomorfa em um domı́nio simplesmente conexo tem uma

primitiva.

Proposição 1.4.2. Se α : I −→ Ω é um caminho fechado em Ω homotopicamente nulo,

então para qualquer função holomorfa h : Ω −→ C temos∫
α

h(w)dw = 0.
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Corolário 1.4.2.1. Se Ω ⊂ C,Ω é uma região simplesmente conexa, então para todo

caminho fechado α em Ω e para qualquer função holomorfa h : Ω −→ C temos∫
α

h(w)dw = 0.

1.5 Caracteŕıstica de Euler-Poincaré

Sabe-se que o francês Henri Poincaré (1954-1912) contribuiu significativamente em muitas

áreas de estudos da Matemática e, em particular, obteve contribuições importantes quando

deu origem ao conceito de homologia, que tem grande relevância no estudo da topologia

das variedades. Não é a intenção discutir densamente a teoria de homologia na sua versão

n-dimensional, mas discutir intuitivamente algumas idéias com relação à homologia unidimen-

sional, em superf́ıcies (superf́ıcies simplesmente conexas). O leitor pode consultar [25] para

uma leitura aprofundada e por uma abordagem histórica, consultar [31].

O matemático Leonard Euler (1707-1783) obteve classificações de um poliedro P ⊂ R3 a

partir dos números de vértices (V), arestas (A) e faces (F) dada pela soma alternada destes

números cuja fórmula de Euler

χ(P) = V −A+ F.(1.20)

(cf. [25], p.48) Um poliedro P é formado por simplexos. Um simplexo de dimensão zero é

um ponto, de dimensão 1 é um segmento de reta, de dimensão 2 é um triângulo, de dimensão

3 é um tetraedro.

Definição 1.5.1. Um simplexo s de dimensão n no espaço Euclidiano Rm (m ⩾ n) é

determinado por n+1-vértices a0,a1, . . . ,an ∈ Rm tais que os vetores a1−a0, . . . ,an−a0

sejam linearmente independentes.

Definição 1.5.2. Um poliedro P no espaço Rm é uma coleção finita de simplexos em Rm

tais que:

1. Se s é um simplexo de P, então toda face de s também o é;

2. Se s ′ e s ′′ são simplexos de P então a interseção s ′ ∩ s ′′ é uma face comum a s ′ e

s ′′ (ou é vazia).
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Segundo Poincaré, se a0−a1+a2− . . .±an são os números de Betti do poliedro P, vale

a igualdade

χ(P) = a0 − a1 + a2 − . . . (−1)nan.(1.21)

Esta generalização do número de Euler ou caracteŕıstica de Euler para espaços n-dimensionais,

chama-se atualmente a caracteŕıstica de Euler-Poincaré de P. Em Lima (cf. [25], p.49) o leitor

pode consultar as definições complementares que não foram inclúıdas nesta seção.

Por simplicidade, recorremos a Do Carmo ([9], p.325 ) para apresentar definições e resul-

tados sobre triangulação em superf́ıcies regulares para caracterizar o invariante topológico, a

caracteŕıstica de Euler-Poincaré.

Seja Σ uma supeprf́ıcie regular. Dizemos que uma região conexa D ⊂ Σ é regular se D é

compacta e a sua fronteira ∂D é uma reunião finita de curvas regulares por partes fechadas

e simples. Por conveniência, vamos considerar uma superf́ıcie compacta como uma região

regular, cuja fronteira é o conjunto vazio. Para mais detalhes

Definição 1.5.3. Uma triângulação de uma região regular D ⊂ Σ é uma famı́lia finita

de T de triângulos Ti, i = 1, . . . ,n, tal que

1.
⋃n

i=1 Ti = D

2. Se Ti ∩ Tj ̸= ∅, i ̸= j,então Ti ∩ Tj é uma aresta comum de Ti e Tj ou um vértice

comum de Ti e Tj.

Dada uma triângulação T de uma região regular D ⊂ Σ de uma superf́ıcie Σ, denota-

se por F, o número de triângulos (faces), por A, o número de arestas (lados), e por V, o

número de vértices da triângulação. O número explicito na Equação (1.20) é a caracteŕıstica

de Euler-Poincaré da triângulação.

Teorema 1.5.1. Toda região regular de uma superf́ıcie regular admite uma triângulação.

Proposição 1.5.1. Se D ⊂ Σ é uma região regular de uma superf́ıcie Σ, a caracteŕıstica

de Euler-Poincaré não depende da triangulação de D. Convém, portanto, denotá-la por

χ(D).

Exemplo 1.5.1. A caracteŕıstica de Euler-Poincaré da esfera S2 e do toro T2 são, res-

pectivamente, χ(S2) = 2 e χ(T2) = 0.
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Definição 1.5.4. Seja (Mn,g) uma variedade Riemanniana com a conexão Levi-Civita.

Sejam γ : I −→ Mn tal que g(γ ′,γ ′) = 1 e ν ∈ TγM
n um campo unitário normal a γ.

A curvatura geodésica de γ na direção de ν é a função kg : I −→ R dada por

kg = g(∇γ ′ γ ′,ν).(1.22)

Quando kg é identicamente nula em I, dizemos que γ é uma geodésica de (Mn,g).

Teorema 1.5.2 (Gauss - Bonnet). Seja (M,g) uma superf́ıcie Riemanniana orientada e

sejam C1, ...,Cn as curvas fechadas, simples e regulares por partes que formam a fronteira

∂M de M. Suponha que cada Ci é orientada positivamente e sejam θ1, θ2..., θp o conjunto

de ângulos externos das curvas C1,..., Cn. Se K é a curvatura Gaussiana relativamente

à metrica g e kg é a curvatura geodésica de ∂M na direção normal interior unitária de

M ao longo de ∂M.

Então

n∑
i=0

∫
Ci

kg(s)ds+

∫∫
M

Kdσ+

p∑
l=1

θl = 2πχ(M),(1.23)

onde s denota o comprimento de arco de Ci, χ(M) é a caracteŕıstica de Euler e a integral

sobre Ci significa a soma das integrais em todos os arcos regulares de Ci.

Demonstração. Ver [9].

1.6 Métricas conformes

Para cada métrica Riemanniana g em uma variedade diferenciável M, se existe

uma função φ suave positiva da variedade M em R, verifica-se que a nova métrica nesse

mesmo espaço g̃ = e2φ g, também define uma métrica Riemanniana em M.

Definição 1.6.1. Dizemos que duas métricas Riemannianas g e g̃ em uma variedade

diferenciável M são métricas conformes se existe uma função positiva diferenciável φ :

M −→ R tal que g̃ = µg e µ(φ) = e2φ é a mudança conforme. As variedades muni-

das com as respectivas métricas, (M,g) e (M, g̃), são ditas conformes e φ é o fator de

conformidade da métrica g para g̃.

Definição 1.6.2. Seja BR uma bola aberta Euclidiana com raio 0 < R ⩽ ∞ centrada

na origem do espaço vetorial Rn+1 e φ : BR −→ R suave e positiva. Dizemos que a
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variedade Riemanniana M = (BR, g̃), onde g̃ = e2φ g tal que g é a métrica usual de

Rn+1, é conformemente Euclidiana.

Exemplo 1.6.1 (Conexão Riemanniana de uma variedade conformemente Euclidiana).

Seja BR uma bola Euclidiana com raio 0 < R ⩽ ∞ centrada na origem de Rn+1 e φ :

BR −→ R uma função radial, significando que existe uma função suave u : [0,R2) −→ tal

que φ(x) = u(|x|2). Observe que,

∇φ = 2u ′ (|x|2) x,(1.24)

onde ∇φ denota o gradiente de φ. Consideramos a métrica g = e2φg em que g é uma

métrica Euclidiana, e escrevemos M=(BR,g). Denote por ∇ e ∇ as conexões Riemanni-

anas de g e g, respectivamente. Para todos os campos X ∈ X(BR), temos

∇Xx = ∇Xx+ g(∇φ,X)x+ g(∇φ, x)X− g(x,X)∇φ

= X+ 2u ′(|x|2)(g(x,X)x+ |x|2X− g(x,X)x)

= X+ 2u ′(|x|2)|x|2X

= µ(x)X,

onde |.| denota a norma induzida por g e µ(x) = 1 + 2u ′(|x|2)|x|2 é chamada de função

potencial de x.

Exemplo 1.6.2 (Formas Espaciais). Sejam c ∈ R e uma função indexada φc : BR −→ R

definida por

φc(x) = log
1

1+
c

4
|x|2

,

onde R = ∞, se c ⩾ 0, e R =
2√
−c

, se c < 0. Nessa situação, temos que Rn+1 =

(BR, e
2φc=0 g) é o espaço Euclidiano, Sn+1

c \ {p} = (Bn+1, e2φc g) é a esfera unitária reti-

rando um dos pólos se c > 0 e Hn+1
c = (BR, e

2φcg) é o espaço hiperbólico com curvatura

seccional constante c < 0.

Exemplo 1.6.3. Considerando o semi-espaço do Rn dado por

Hn+1
−1 =

{
(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1; xn+1 > 0

}
,

e introduzindo em Hn+1
−1 a métrica

gij (x1, . . . , xn+1) =
1

x2n+1

δij.
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Temos que em (Hn+1
−1 ,gij), tal métrica é conforme à métrica usual gij de Rn+1, tendo

em vista que existe uma função suave e positiva em F : Hn+1
−1 −→ R onde a mudança

conforme é dada por log F = φ tal que F2 =
1

x2n+1

.

1.7 Condição de Ricci Generalizada

Seja ds2 = Edx2 + 2Fdxdy+Gdy2, onde E, F e G são os coeficientes da primeira forma

fundamental.

Definição 1.7.1. Seja (M,ds2) uma variedade Riemanniana com uma métrica ds2 de

classe C4. Dizemos que em (M,ds2) satisfaz a condição de Ricci se a curvatura Gaussiana

Ks dessa métrica é negativa, Ks < 0, e se (M,dσ) com a nova métrica dσ2 =
√
−Ksds

2

é plana, isto é, se Kσ = 0.

Ricci foi pioneiro a descobrir que cada métrica ds2 satisfazendo essa condição pode ser

imersa em R3 como superf́ıcie ḿınima. A rećıproca dessa afirmação também é verdadeira,

ou seja, cada métrica ds2 de uma superf́ıcie ḿınima de curvatura gaussiana negativa em R3

satisfaz a condição de Ricci.

Em seguida, antes de enunciar e demonstrar o teorema do Fomenko (2005), elecamos do

ponto de vista histórico, os percursos dos autores relacionados aos estudos acerca da Condição

de Ricci.

Aminov [4] mencionou sem prova que uma afirmação semelhante vale para superf́ıcies de

curvatura média constante H = H0 (constante): ”Se (S,ds2) superf́ıcie de curvatura média

constante H0 munida da métrica ds2 em R3, então a métrica dσ2 =
√

H2
0 − Ks ds

2 é plana.”

Já Pinl [30] mostrou que em R4 existem superf́ıcies ḿınimas em que a condição de Ricci

não é satisfeita.

Ao mesmmo tempo, Lawson em [22] e [23]) obteve o seguinte resultado: Se a curvatura

Gaussiana Ks da métrica ds2 de classe C4 definida num plano satisfaz a condição Ks <
1

r2
para

alguma constante r > 0 e se a métrica dσ2 =

√
1

r2
− Ks ds

2 for plana, então o par (M,ds2)

pode ser imerso isometricamente como uma faḿılia cont́ınua a 1-parâmetro de superf́ıcies

ḿınimas numa esfera euclidiana S3(r) de curvatura Kσ =
1

r2
.

Outra condição que pode ser considerada uma análoga à condição de Ricci é a condição

de Norden, enuciada da seguinte maneira: Dizemos que a métrica ds2 satisfaz a condição de
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Norden, se a curvatura da métrica é negativa, Ks < 0, e se a curvatura Kτ da nova métrica

dτ2 = −Ks ds
2 é identicamente igual a 1, Kτ ≡ 1. Norden provou que no espaço Euclidiano

R3, qualquer superf́ıcie de classe C4 com a métrica satisfazendo tal condição é localmente

uma superf́ıcie ḿınima.

Nessa secção, daremos a condição generalizada das condições de Ricci, Norden e Lawson,

que são condições necessárias e suficientes para um par (M,ds2), onde ds2 é uma métrica

bidimensional de classe C4 definida num doḿınio simplesmente conexo, ser isometricamente

imerso em um espaço Riemanniano tridimensional M3
c0

de curvatura seccional c0 constante

como uma superf́ıcie de curvatura média constante H = H0. Além disso, estaremos provando

o teorema de Fomenko [15], cuja condição de Ricci generalizada é uma consequência imediata

dessa afirmação.

Usaremos M3
c0

para designar uma variedade Riemanniana tridimensional de curvatura sec-

cional constante c0, uma forma espacial, H0 curvatura média constante e α um número real

dado.

Teorema 1.7.1 (Fomenko). Uma métrica ds2 de classe C4 definida em um domı́nio

plano simplesmente conexo pode ser mergulhado isometricamente no espaço M3
c0

como

uma superf́ıcie com curvatura média constante H0 e sem pontos umb́ılicos se, e somente

se, a curvatura KΣ satisfaz a condição KΣ < H2
0 + c0, a curvatura Kτα

da nova métrica

dτ2α = (−KΣ +H2
0 + c0)

α
ds2 é calculada pela fórmula

Kτα
=

(1− 2α)

(−KΣ +H2
0 + c0)α

KΣ.(1.25)

Essa imersão isométrica de ds2 em M3
c0

é realizada, a menos de isometrias, como uma

famı́lia de 1-parâmetro {Σt(H0)}, 0 ⩽ t < 2π, de superf́ıcies Σt(H0) com curvatura média

constante H0 que são não congruentes aos pares para diferentes valores de t e depende

continuamente de t.

Demonstração. Necessidade. Seja Σ(H0) uma superf́ıcie CMCH0, sem pontos umb́ılicos,

relativa as linhas de curvatura (x,y) (tendo em vista a segunda forma fundamental dia-

gonalizada). Como a superf́ıcie Σ(H0) não tem pontos umb́ılicos, então KΣ < H2
0+ c0. Ou

seja, sendo k1 e k2 as curvaturas principais, temos

0 < (k1 − k2)
2

= k2
1 + k2

2 − 2k1k2

= k2
1 + 2k1k2 + k2

2 − 2k1k2 − 2k1k2

= (k1 + k2)
2
− 4k1k2
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0 <
1

4
(k1 − k2)

2
=

1

4

[
(k1 + k2)

2
− 4k1k2

]
0 <

(
k1 − k2

2

)2

=

(
k1 + k2

2

)2

− k1k2

= H2
0 − detA

= H2
0 − KΣ + c0.

Portanto, conclúımos que é válido a desigualdade KΣ < H2
0 + c0 fora dos pontos

umb́ılicos.

As formas quadráticas da superf́ıcie S(H0) relativa as linhas de curvaturas (x,y) são

da forma

ds2 = g11dx
2 + g22dy

2,

II = b11dx
2 + b22dy

2.

Denotamos por k1 e k2 as curvaturas principais da superf́ıcie Σ(H0), de modo que

(gij) =

g11 0

0 g22

 e (bij) =

b11 0

0 b22

 ,(1.26)

e calculamos

A =

b11 0

0 b22

g11 0

0 g22

−1

.(1.27)

E identificaremos, portanto,

A(x,y) =

b11

g11
0

0 b22

g22

x

y

 ,(1.28)

é o operador de Weingarten associado a segunda forma fundamental de Σ(H0).

Temos as fórmulas

a) k1 =
b11

g11
e k2 =

b22

g22
;

b) K = detA e H0 =
1
2
trA;

b) K = Ks − c0, H
2
0 − K = (k1−k2

2
)2, onde K é a curvatura extŕınseca da superf́ıcie

Σ(H0).
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Por outro lado, denote por Gij os coeficientes da forma quadrática

dτ2α = (−Ks +H2
0 + c0)

αds2.(1.29)

Dessa forma, veja que os coeficientes da nova métrica satisfazem Gij = (−Ks +H2
0 +

c0)
αgij, sempre que i = j e Gij = 0, i ̸= j quando i ̸= j. Verifica-se que (H0 − k1)

2α =

(H0 − k2)
2α = (−Ks +H2

0 + c0)
α.

Então temos,

G11 = (H0 − k1)
2αg11

G22 = (H0 − k2)
2αg22

G12 = 0 = G21.

A curvatura Kτα
(9, Exerćıcio 1 e 2, p. 283) da métrica dτ2α é calculada usando a

fórmula

Kτα
= −

1

2
√
G11G22

{
∂

∂y

(
∂G11

∂y

)
+

∂

∂x

(
1√

G11G22

∂G22

∂x

)}
.

Por simplicidade, faremos o uso da equação de Mainardi-Codazzi (cf. [9]), dadas por

ey =
Ey

2

( e
E
+

g

G

)
,

gx =
Gx

2

( e
E
+

g

G

)
,

que assumem a forma

(b11)y =
(g11)y

2
(k1 + k2) ,

(b22)x =
(g22)x

2
(k1 + k2) .

Como os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais são funções dife-

renciáveis, então as curvaturas principais também são diferenciáveis. Desenvolvendo as

respectivas derivadas do lado esquerdo das igualdades acima, temos

∂k1

∂y
=

1

2g11

∂g11

∂y
(k2 − k1),

∂k2

∂x
=

1

2g22

∂g22

∂x
(k1 − k2).
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Derivando adequadamente e substituindo os termos encontrados na fórmula de Kτα
,

obtemos:

Kτα
= −

1

2

(1− 2α)

(−KΣ +H2
0 + c0)α

√
g11g22

{
∂

∂y

[
1

√
g11g22

∂g11

∂y

]
+

∂

∂x

[
1

√
g11g22

∂g22

∂x

]}
=

(1− 2α)KΣ

(−KΣ +H2
0 + c0)α

,

onde

KΣ = −
1

2
√
g11g22

{
∂

∂y

1
√
g11g22

∂g11

∂y
+

∂

∂x

1
√
g11g22

∂g22

∂x

}
.(1.30)

Completando o que queŕıamos provar. Por outro lado, o leitor pode consultar a prova

da rećıproca do Teorema em [15].

Suficiência. Seja a métrica ds2 em coordenadas isotérmicas. Podemos escrever

ds2 = E(x,y)(dx2 + dy2), (x,y) ∈ D, onde D é um certo domı́nio plano paramétrico

simplesmente conexo.

Aqui b11, b12 e b22 são funções desconhecidas, elas serão os coeficicentes da segunda

forma quadrática. Por essa razão, defina Φ : D → C tal que Φ(z) = M0 + iΛ0, onde

z = x+ iy e i2 = −1. De maneira esperta, defina também os coeficientes bij relacionados

pela equação

b11 + b22 = 2H0E,(1.31)

de modo que tais coeficientes são configurados da seguinte forma: b11 = Λ0 + H0E,

b12 = M0 e b22 = −Λ0 +H0E.

Afirmação: a função Φ é holomorfa. Com efeito, tal função numa vizinhança do

domı́nio não se anula, zeraria nos pontos umb́ılicos, mas eles não existem. Note que

|Φ(z)|2 = M2
0 +Λ2

0 := E2(−Ks +H2
0 + c0).(1.32)

Então Φ(z) é sempre positiva. Como do lado direito é uma relação conhecida, ela pode

ser o quadrado do módulo de uma função holomorfa.

Veja que o sistema de equações Gauss-Codazzi é satisfeito:

det (II) = b11b22 − b2
12 = −(Λ2

0 +M2
0) +H2

0E = (Ks − c0)E
2,(1.33)

Ks = −
1

2E
△ lnE,(1.34)

△ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
.(1.35)
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(b11 − EH0)y − (b12)x = 0,(1.36)

(b22 − EH0)x − (b12)y = 0.(1.37)

As duas últimas equações, as equações de Codazzi, são as equações de Cauchy-Riemann.

Em outras palavras, devemos verificar que ln(E2(−Ks + H2
0 + c0)) é uma função

harmônica sob as hipóteses do teorema, no intuito de fazer sentido a igualdade (1.32)

. Para isso, calcularemos o Laplaciano △ln(E2(−Ks +H2
0 + c0)).

Como Ks=- 1
2E

△ lnE e temos a seguinte relação:

△ln(E2(−Ks +H2
0 + c0)) = 2△ lnE+△ln(−Ks +H2

0 + c0)

= −4EKs +△ln(−Ks +H2
0 + c0).

Agora, obteremos a curvatura Kτα
da métrica dτ2s = (−Ks + H2

0 + c0)
αds2 em coor-

denadas isotérmicas. Assim,

Kτs
= −

1

2(−Ks +H2
0 + c0)αE

△ ln((−Ks +H2
0 + c0)

αE),

= −
1

2(−Ks +H2
0 + c0)αE

[
α△ (−Ks +H2

0 + c0) +△ln(E)
]

= −
1

2(−Ks +H2
0 + c0)αE

[
α
(
−4EKs +△(−Ks +H2

0 + c0)
)
+ 4EKsα+△ln(E)

]
=

(1− 2α)Ks

(−Ks +H2
0 + c0)α

+
α [△ln(−Ks +H2

0 + c0) − 4EKs]

2(−Ks +H2
0 + c0)αE

.

Usamos uma propriedade usual de logaŕıtmo, a linearidade do operador Laplaciano e

acrescentamos zeros convenientemente na terceira igualdade acima. Pela hipótese do

teorema, sabemos que

Kτs
=

(1− 2α)Ks

(−Ks +H2
0 + c0)α

,

e, obtemos que α [△ln(−Ks +H2
0 + c0) − 4EKs] = 0. E como α ̸= 0, segue que

△ln(−Ks +H2
0 + c0) − 4EKs = 0.

Portanto, a função lnE2(−Ks +H2
0 + c0) é harmônica. Contudo, a equação 1.32 satisfaz

|Φ(z)| = E

√
−Ks +H2

0 + c0.(1.38)

sempre que z ∈ D.
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Conhecendo |Φ(z)|, encontramos Φ(z) = |Φ(z)|exp(i argΦ(z)), tal que

argΦ(z) =

∫ (x,y)

(x0,y0)

[−(ln|Φ(z)|)ydx+ (ln|Φ|(z))xdy] + t,(1.39)

onde (x0,y0) é um certo ponto fixo de D, z = x + iy e t um parâmetro real tal que

0 ⩽ t < 2π; a integral tomada ao longo de um caminho arbitrário que une o ponto

(x0,y0) ao (x,y). Pela simples conexidade do domı́nio D tendo em vista que usamos

funções holomorfas para definir as coordenadas da imersão, então as integrais complexas

ficam bem definidas ao longo desse domı́nio. A integral curviĺınea em (1.39) não depende

da integração do caminho, e, portanto existe.

Sabendo da funçãoΦ(z), podemos determinar os coeficientes unicamente pelas fórmulas,

b11 = ImΦ(z) +H0E,

b12 = ReΦ(z),

b22 = −ImΦ(z) +H0E,

onde esses coeficientes bij dependem continuamente do parâmetro t. Significando que para

todos os valores fixados de t nesse intervalo, sempre que (x,y) ∈ D as formas quadráticas

são dadas por

ds2 = E(dx2 + dy2)

II = b11dx
2 + 2b12dxdy+ b22dy

2.

define em M3
c0

uma superf́ıcie Σt(H0) de curvatura média constante única por isometrias.

O conjunto {Σt(H0), 0 ⩽ t < 2π}, é uma famı́lia de superf́ıcies obtidas continuamente de-

pendendo do parâmetro t e exaure todas as possibilidades de imergir ds2 em M3
c0

como

superf́ıcies CMC H = H0 (constante). Isso completa a prova.

Observe que o caso em que α =
1

2
, H0 = 0, c0 = 0, a afirmação coincide com a condição

de Ricci; o caso α = 1, H0 = 0, c0 = 0, com o resultado de Norden; o caso α =
1

2
, H0 = 0,

c0 =
1

r2
, com o resultado de Lawson, e para α =

1

2
, H0 ̸= 0, c0 = 0, obtemos a afirmação

mencionada por Aminov.

Os casos especiais do teorema acima são as condições generalizadas de Ricci e Norden.

Corolário 1.7.1.1 (Condição de Ricci Generalizada). Seja H0 e c0 números reais da-

dos. Uma métrica ds2 de classe C4 com a curvatura Ks, Ks < H2
0 + c0, definido num
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domı́nio plano simplesmente conexo pode ser imerso no espaço M3
c0

como uma superf́ıcie

de curvatura média constante H0 sem pontos umb́ılicos se, e somente se, a métrica

dσ2 =
√

−Ks +H2
0 + c0 ds

2 é plana, isto é, a curvatura Kσ da métrica dσ2 é identi-

camente zero, Kσ ≡ 0.

Por Kazdan e Warner ([20], 1975), a mudança conforme da métrica KΣ para Kσ de

variedades bidimensionais é dada pela equação diferencial

Kσ = −e−2u (△u− KΣ)

onde u(KΣ) = −1
4
log(−KΣ + H2

0 + c0) é uma função suave e positiva. Como a curvatura

Kσ ≡ 0 e considerando uma mudança de variável, tomando λ = −KΣ + H2
0 + c0, temos a

equação diferencial, sempre que KΣ < H2
0+c0, obtida por △log(−KΣ+H2

0+c) = 4KΣ, pois

e−2u > 0 (sempre). Portanto, por essa mudança conforme da mátrica a equação diferencial

generalizada para imersões de curvatura média constante em formas espaciais é dada por:

(−KΣ +H2
0 + c0)△ KΣ + ||∇KΣ||

2 + 4(−KΣ +H2
0 + c0)

2KΣ = 0.(1.40)

Note que, caso H2
0+c0 = 0 tal equação coincide com a equação diferencial para a condição

suficiente no R3 obtida pelos irmãos Moroianu’s (2015) a qual é discutida na próxima seção.

Corolário 1.7.1.2 (Condição de Norden Generalizado). Uma métrica ds2 de classe C4

com curvatura Ks < 0, definido num domı́nio plano simplesmente conexo pode ser imerso

isometricamente no espaço M3
c0

de curvatura seccional c0 < 0 como uma superf́ıcie de cur-

vatura média constante H =
√
−c0 sem pontos umb́ılicos se, e somente se, a a curvatura

Kτ e a métrica dτ2 = (−Ks)ds
2 é identicamente igual a 1, Kτ ≡ 1.

1.7.1 Desiguadade de Simons e a Condição de Ricci.

O objetivo dessa secção é relacionar a Desigualdade de Simons e a condição de Ricci

(existência) no caso de ḿınimas baseado em [12]. Demonstraremos a Desigualdade de Simons

para hipersuperficies na forma espacial Mn+1
c=0 , isto é, sendo c = 0, então Mn+1

c=0 = Rn+1, o

espaço euclidiano (n + 1)-dimensional. Particularmente, estamos interessados nas imersões

f : Σn −→ Mn+1 cuja codimensão é 1, as hipersuperf́ıcies.

Denotamos em 1.3.1 o operador Weingarten por S segundo a hipersuperf́ıcie Σ dada por

S : TpΣ −→ TpΣ tal que ⟨Sη(x),y⟩ = Hη(x,y) = ⟨α(x,y),η⟩ associado a segunda forma
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fundamental α de f cuja curvatura média H é definida por H = tr S. Considere o tensor de

umbilicidade ϕ sem traço associado à segunda forma fundamental dado na Definição 1.3.7.

Considere o polinômio pH Alencar-Do Carmo associado a curvatura média da imersão e à

curvatura seccional da referida forma espacial definido por

pH(t) = t2 +
n− 2√
n(n− 1)

|H|t−
H2

n
− nc.(1.41)

Tal polinômio surge em resultados de rigidez sobre à curvatura escalar como pode ser visto

em Alencar e Do Carmo (1994) (cf. [1] e [2]), por exemplo, aparece na prova do Teorema 1.5

de [2].

Enunciaremos alguns lemas importantes que nos ajudam a construir e entender demons-

tração mencionada.

Lema 1.7.1 (Desigualdade de Kato). (Calderbank et al., 1999) A segunda forma funda-

mental ϕ de qualquer imersão satisfaz a seguinte estimativa:

|∇|ϕ|| ⩽

√
n

n+ 2
|∇ϕ|.(1.42)

Lema 1.7.2 (Okumura). Seja σj, j = 1, ...,n números reais tais que Σjσj = 0 e Σjσ
2
j = β2

com β = const ⩾ 0. Então

−
n− 2√
n(n− 1)

β3 ⩽ Σjσ
3
j ⩽

n− 2√
n(n− 1)

β3

e a igualdade ocorre se, e somente se, pelo menos (n-1) dos números σj são iguais.

Teorema 1.7.2 (Do Carmo, M. Dajczer, 1993, p.701). Seja f : Mn → M
n+1

(c), n ⩾ 3,

uma hipersuperf́ıcie arbitrária. Se as curvaturas principais k1, ...,kn de f satisfaz k1 =

... = kn−1 = λ ̸= 0, kn = −µ = −µ(λ), e λ − µ ̸= 0. Então f(Mn) está contido em uma

hipersuperficie de rotação.

Teorema 1.7.3 (Tipo Simons-Alencar e Do Carmo). Seja f : Σn → Mn+1
c uma imersão

isométrica em uma forma espacial Mn+1
c com curvatura média constante H, então os

pontos de Σ satisfaz

|ϕ|2pH(|ϕ|) ⩾
n+ 2

n
|∇Σ|ϕ||

2 −
1

2
△Σ |ϕ|2,(1.43)

onde ϕ é o tensor de umbilicidade. Além disso, se n ⩾ 3 e Σ uma hipersuperf́ıcie não

totalmente umb́ılica, a igualdade ocorre se, e somente se
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1. f(Σn) é um catenóide, quando H = 0 e c ⩽ 0;

2. f(Σn) é um toro de Clifford ou uma hipersuperf́ıcie de Otsuki, quando H = 0 e

c > 0;

3. f(Σn) é uma hipersuperf́ıcie de Delaunay, quando H ̸= 0

Demonstração. Seja a base ortonormal {e1, e2, ..., en} de TΣ que diagonaliza o tensor ϕ

em todos os pontos de Σ, do clássico Teorema Espectral segue que ϕej = σjej tal que

1 ⩽ j ⩽ n.

Chen e Yau (1977) obtiveram o Laplaciano de um tensor simétrico ϕ, simplificado na

Equação (2.8) de seu artigo, dado por

1

2
△Σ |ϕ|2 = Σi,j,lϕ

2
ijl + Σiσi(trϕ)ijl +

1

2
Σi,jK(ei, ej)(σi − σj)

2,(1.44)

onde K(ei, ej) é a curvatural secional constante gerado pela base {ei, ej} do plano, ϕijl são

as componentes da derivada covariante de ϕ, podendo ser reescrito como ϕ2
ijl = |∇Σϕ|

2.

Se denotamos k1, ...,kn como as curvaturas principais de Σ, e além disso, σi = ki −
H
n
,

então sabemos que trϕ = 0, pois

trϕ = tr

(
S−

H

n
I

)
= tr S−

H

n
trI = σiki − σiki = 0.

No entanto, a equação acima reduz-se a

1

2
△Σ |ϕ|2 = |∇Σϕ|

2 +
1

2
Σi,j K(ei, ej)(σi − σj)

2.(1.45)

Usando a fórmula de Gauss, obtemos

K(ei, ej) = kikj,

=

(
σi +

H

n

)(
σj +

H

n

)
,

= σiσj +
H

n
(σi + σj) +

H2

n2
.

Por meio de cálculos diretos, reescrevemos 1
2
ΣijKij(σi − σj)

2 em termos do |ϕ| e H.
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Então,

1

2

n∑
i,j=1

Kij (σi − σj)
2

=
1

2

n∑
i,j=1

(
σiσj +

H

n
(σi + σj) +

H2

n2

)
(σi − σj)

2 ,

=
1

2

n∑
i,j=1

(
σ3
iσj − 2σ2

iσ
2
j + σiσ

3
j

)
+

1

2

H

n

n∑
i,j=1

(
σ3
i − 2σ3

iσ
2
j + σiσ

2
j + σjσ

2
i − 2σ2

iσ
3
j + σ3

j

)
+

H2

n2

1

2

n∑
i,j=1

(
σ2
i − 2σiσj + σ2

j

)
,

= −|ϕ|4 +H

n∑
i,j=1

σ3
i +

H2

n
|ϕ|2.

Portanto,

1

2
△Σ |ϕ|2 = |∇Σϕ|

2 − |ϕ|4 +H

n∑
i,j=1

σ3
i +

H2

n
|ϕ|2.(1.46)

Através de 1.7.1, 1.7.2 estimaremos a primeira e a terceira parcela, respectivamente:

1

2
△Σ |ϕ|2 = |∇Σϕ|

2 − |ϕ|4 +H

n∑
i,j=1

σ3
i +

H2

n
|ϕ|2,

⩾
n+ 2

n
|∇Σ|ϕ||

2 − |ϕ|4 +H

n∑
i,j=1

σ3
i +

H2

n
|ϕ|2,

⩾
n+ 2

n
|∇Σ|ϕ||

2 − |ϕ|4 −
n− 2√
n(n− 1)

|H||ϕ|3 +
H2

n
|ϕ|2,

=
n+ 2

n
|∇Σ|ϕ||

2 − |ϕ|2

[
|ϕ|2 +

n− 2√
n(n− 1)

|H||ϕ|−
H2

n
|ϕ|2

]
,

=
n+ 2

n
|∇Σ|ϕ||

2 − |ϕ|2pH(|ϕ|).

Assim, conclúımos que

|ϕ|2pH(|ϕ|) ⩾
n+ 2

n
|∇Σ|ϕ||

2 −
1

2
△Σ |ϕ|2.(1.47)

Por outro lado, supondo n ⩾ 3 e a igualdade para ϕ nao identicamente nula em Σ:

a) quando H = 0 teremos um catenóide sempre que c ⩽ 0 (cf. [37, Teorema 3.1]);

b) quando H = 0 e c > 0, um toro de Clifford ou uma hipersuperf́ıcie mı́nima de Otsuki

(cf. [38, Teorema 1.1]);
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c) quando H ̸= 0 e como na desigualdade de Okumura vale a igualdade, uma das

curvaturas principais tem multiplicaidade 1 e as outras multiplicidade n-1, conse-

quentemente Σ é uma hipersuperf́ıcie de Delaunay (cf. [11, Teorema 4.2]).

As superf́ıcies de Delaunay são constrúıdas rolando uma cônica ao longo de uma linha reta

no plano e tomando o traço de um dos focos. Isso é chamado uma roulette da cônica. Este

traço descreve então uma curva planar que é girada em torno do eixo ao longo do qual foi

rolada. Isso dá uma superf́ıcie de revolução com curvatura média constante (superf́ıcies de

Delaunay). Para mais detalhes, o leitor pode consultar [14] e [27].

Figura 1.2: A catenária e a porção de um catenóide, respectivamente.

Figura 1.3: A ondulária e a porção de umo ndulóide, respectivamente.
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Figura 1.4: A nodária e a porção de um nodóide, respectivamente.

Agora, temos uma condição necessária para a existência de imersões ḿınimas mergulhadas

R3 que é classicamente chamada Condição de Ricci e entenderemos a sua relação com a

Desigualdade de Simons.

Teorema 1.7.4 (Condição de Ricci-Moroianu, A. e Moroianu S.). Se existir uma imersão

isométria mı́nima Σ2 em R3, então vale a equação diferencial KΣ△KΣ−||∇KΣ||
2−4K3

Σ = 0

e KΣ < 0.

Demonstração. Sabemos que a curvatura médiaH de Σ2 é dada por 2H = k1+k2 e a curva-

tura Gaussiana det S = k1k2, quadrado da norma da segunda forma é dada |S|2 = k2
1+k2

2,

onde S é o operador simétrico de Weingarten associado a segunda forma fundamental.

Inferindo-se sobre isso temos

(2H)2 = (k1 + k2)
2

4H2 = k2
1 + k2

2 + 2k1k2

4H2 = |S|2 + 2KΣ

Em particular, quando a imersão for mı́nima, teremos |S|2 = −2KΣ. E isso quer dizer,

como o quadrado da segunda forma resulta em −2KΣ > 0, logo a curvatura Gaussiana

tem que assumir KΣ < 0.

Por outro lado, precisamos calcular o △Σlog(f). Sabemos que △Σf = divΣ∇f. Deri-

varemos a função log(f) em relação a um campo tangente TΣ e usando a Regra da Cadeia

obtemos

X(log f) =
1

f
X(f),(1.48)

que com outra notação em relação campo gradiente ao campo de vetor X, temos

⟨∇ log f,X⟩ = 1

f
⟨∇f,X⟩,
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que equivale a

∇ log f =
1

f
∇ f.(1.49)

Assim, calculando o △log(f) obtemos

△ log (f) = div (∇ log f)

= div (
1

f
∇ f)(1.50)

=
1

f
div∇ f+ ⟨∇(

1

f
),∇f⟩(1.51)

=
1

f
△ f−

1

f2
⟨∇ f,∇ f⟩(1.52)

=
1

f
△ f−

1

f2
||∇ f||2(1.53)

f2 △ log (f) = f △ f− ||∇f||2(1.54)

Sabemos que a equação de Simons para superf́ıcies (Σ2 ⊂ R3) é exatamente△ log (|S|2) =

−2|S|2 (cf. [8, Secção 1.1]). Então, substituindo |S|2 adequadamente na igualdade (1.55)

acima, temos

|S|4 △ log (|S|2) = |S|2 △ |S|2 − 2 |∇ |S|2|2

|S|4(−2|S|2) = |S|2 △ |S|2 − 2|∇ |S|2|2

−2|S|6 = |S|2 △ |S|2 − 2|∇ |S|2|2

Além disso, substituindo também |S|2 = −2KΣ obtemos:

16K3
Σ = 4KΣ △ KΣ − 4||∇KΣ||

2.

E, finalmente

KΣ △ KΣ − ||∇KΣ||
2 − 4K3

Σ = 0.(1.55)



Caṕıtulo 2

Os Resultados do Tipo

Lawson-Sakaki.

Neste caṕıtulo, estudaremos os teoremas de Lawson, em [23] e [34] enfatizando as su-

perf́ıcies ḿınimas com a condição de Ricci em formas espaciais.

2.1 Exemplos de Imersões Mı́nimas com a Condição

de Ricci.

Lembramos que para uma métrica Riemanniana bidimensional ds2 satisfazer a condição

de Ricci com respeito a curvatura seccional c, a curvatura Gaussiana Ks satisfaz Ks < c e a

nova métrica dτ2 =
√
c− Ksds

2 é plana.

Denote porMn
c a forma espacial simplesmente conexa n-dimensional de curvatura seccional

c, e em particular, Rn = Mn
0 . A métrica induzida ds2 de uma superf́ıcie ḿınima em M3

c

satisfaz a condição de Ricci com respeito a c, exceto nos pontos onde a curvatura Gaussiana

coincide com c. Reciprocamente, assumindo que a métrica Riemanniana ds2 em uma variedade

bidimensional simplesmente conexa, Σ, satisfaz a condição de Ricci com respeito a c, então

existe uma faḿılia suave 2π-periódica de imersões isométricas ḿınimas fθ : (Σ,ds2) −→ M3
c,

onde θ ∈ R, que chamamos de faḿılia associada. As aplicações fθ, 0 ⩽ θ < π, representam

todas as imersões isométricas ḿınimas locais de (Σ,ds2) em M3
c.

Dessa forma, considerar em determinar as superf́ıcies ḿınimas em Mn
c cujas métricas

induzidas satisfazem a condição de Ricci com respeito a c ou, equivalentemente, determinar

as superf́ıcies ḿınimas em Mn
c que são localmente isométricas a superf́ıcies ḿınimas em M3

c

45
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é o principal objetivo nessa seção.

Definição 2.1.1. Dizemos que uma subvariedade em Mn
c é essencial em Mn

c se não está

em uma subvariedade totalmente geodésica de Mn
c .

Denote por S(n, c) o conjunto de todas as estruturas Riemannianas de superf́ıcies ḿınimas

essenciais em Mn
c . Então, o problema consiste em determinar a intersecção de S(3, c) e

S(n, c), onde n ⩾ 3.

Do ponto de vista métrico, os elementos de S(n, c) são indistingúıveis. Alterando correta-

mente a métrica e o operador forma, continuará satisfazendo as equações de Gauss-Codazzi.

Ou seja, se existe uma imersão ḿınima, então conseguimos uma faḿılia de imersões ḿınimas

indexadas por um parâmetro.

Exemplo 2.1.1 (Lawson). Com a famı́lia associada fθ : (Σ,ds2) −→ R3 podemos cons-

truir imersão isométrica mı́nima f : (Σ,ds2) −→ R6 definida por

f = fθcosφ⊕ fθ+π
2
sinφ,(2.1)

onde ⊕ é uma soma direta da decomposição ortogonal R6 = R3 ⊕ R3. Esse fato nos diz

que a métrica induzida por f é ds2, satisfaz a condição de Ricci com respeito a c = 0,

exceto nos pontos onde KΣ = 0. Em geral, f(Σ) é essencial em R6, se φ ̸= 0(modπ
2
).

Exemplo 2.1.2. Se c > 0 e temos fθ : (Σ,ds2) −→ M3
c(⊂ R4), uma famı́lia associada,

podemos construir imersão isométrica mı́nima

f : (σ,ds2) −→ M4m+3
c (⊂ R4m+4),

definido por

f = a0fθ0
⊕ . . .⊕ amfθm

,

onde
∑m

j=1 a
2
j = 1, 0 ⩽ θ0 < θ1 . . . < θm < π, cada fθj

é visto em R4 de modo que

|fθj
| = 1√

c
e R4m+4 = R4 ⊕ . . . ⊕ R4 é uma decomposição ortogonal. Então, a métrica

induzida por f é ds2, a condição de Ricci é satisfeita com respeito a c, exceto nos pontos

onde KΣ = c. E, em geral, f(Σ) é essencial em M4m+3
c .

Exemplo 2.1.3 (Bryant-1985, Kenmotsu-1976). Toda métrica bidimensional plana sa-

tisfaz automaticamente a condição de Ricci com respeito a c > 0 e existem superf́ıcies

mı́nimas planas que são essenciais em M2n+1
c , onde c > 0.
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2.2 Imersões mı́nimas com a condição de Ricci em

formas espaciais.

Para o caso Euclidiano, c=0, Lawson resolveu o problema completamente como vemos no

Teorema 2.2.1 (Sakaki-Lawson). Seja f : Σ −→ Rn uma imersão mı́nima de uma

variedade bidimensional Σ em Rn. Suponha que a métrica induzida ds2 satisfaz a condição

de Ricci com relação a c = 0 exceto nos pontos isolados onde a curvatura Gaussiana é

nula. Então, ou

a) f(Σ) ⊂ R3 totalmente geodésico do Rn, ou

b) f(Σ) ⊂ R6 totalmente geodésico do Rn e f é da forma dada no Exemplo 2.1.1 para

φ ̸= 0
(
mod π

2

)
.

Demonstração. Ver [23]

Observação 2.2.1. S(3, 0) e S(n, 0) são disjuntos se n = 4, n = 5 ou n ⩾ 7, e, além

disso, pelo Exemplo 2.1.1, S(3, 0) está inclúıdo em S(6, 0).

Considerando o caso esférico, c > 0, Lawson (1971) mostrou que uma imersão ḿınima

f : Σ −→ Mn
c de uma variedade bidimensional Σ em Mn

c , supondo que a métrica induzida ds2

satisfaz a condição de Ricci com respeito a c, exceto nos pontos isolados em que a curvatura

Gaussiana KΣ = c. Então f deve ser da forma

f = a0fθ0
⊕ . . .amfθm

.

A solução dessa conjectura, Sakaki ([34], 1994) considera classificar as superf́ıcies ḿınimas

em M3
c0

resolvendo o caso para n = 4.

Teorema 2.2.2 (Sakaki-1994). Seja f : Σ −→ M4
c uma imersão mı́nima de uma variedade

bidimensional Σ em M4
c. Suponha que a métrica ds2 satisfaz a condição de Ricci com

respeito a c exceto nos pontos isolados em que a curvatura Gaussiana KΣ = c. Então

f(Σ) está em M3
c totalmente geodésico.

Este teorema nos diz que

Observação 2.2.2. a) S(3, c) e S(4, c) são disjuntos;
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b) quando c = 0 , este resultado está inclúıdo em Lawson (1971);

c) o caso onde c > 0, este resultado não é verdade se substituirmos M4
c por M5

c.

Com uma hipótese adicional, dada por Sakaki em [33], encontramos um resultado para

codimensões arbitrárias.

Teorema 2.2.3. Seja Σ uma superf́ıcie mı́nima em Mn
c com a curvatura Gaussiana KΣ

com respeito a métrica induzida ds2. Suponha que a nova métrica dτ2 =
√
c− Kds2 é

plana nos pontos onde KΣ < c e a curvatura escalar normal de Σ é constante. Então

a) Σ está em M3
c totalmente geodésico; ou

b) c > 0 e Σ é plana.
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Imersões de Curvatura Média

Constante de Fronteira Livre na

Bola de Formas Espaciais.

Neste caṕıtulo, estudaremos imersões de curvatura média constante (resp. ḿınima) de

fronteira livre na bola unitária n+1−dimensional Bn+1 da forma espacialMn+1
c , c ∈ {−1, 0, 1}.

Definição 3.0.1. Sejam (Σk,g) e (Σ
n+1

,g) duas variedades Riemannianas compactas.

Dizemos que f : (Σk,g) −→ (Σ
n+1

,g) é uma imersão (isométrica) de curvatura média

constante de bordo livre se:

a) f(int(Σk)) ⊂ int(Σ
n+1

) e f(∂Σk) ⊂ ∂Σ
n+1

;

b) o ângulo de contato entre f(Σk) e ∂Σ
n+1

é igual a π
2
.

Quando Σ
n+1

= Bn+1 dizemos que f é uma imersão de curvatura média constante

H ̸= 0 de bordo livre na bola de uma forma espacial Mn+1
c . Em particular, H = 0, dizemos

que f é uma imersão mı́nima de fronteira livre na bola Bn+1 de uma forma espacial Mn+1
c .

Definição 3.0.2. Dizemos que f será uma imersão de curvatura média constante ou

mı́nima própria quando o intf(Σk) não toca ∂Bn+1 .

Exemplo 3.0.1. Disco Equatorial (H = 0). Seja a bola Bn+1 Euclidiana fechada, unitária

e centrada na origem da forma espacial Mn+1
c=0 = Rn+1. Os subespaços vetoriais contidos no

Rn+1 intersectados com a bola Bn+1 são os discos equatoriais, resultado da interseção

49
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de Bn+1 com um plano contendo a origem, são os exemplos mais simples de imersões

mı́nimas de fronteira livre em Bn+1.

Figura 3.1: O disco equatorial .

No caso n = 3, J. C. C. Nitsche [29] mostrou que os discos equatoriais planos são as únicas

superf́ıcies ḿınimas com fronteira livre e totalmente geodésicas imersas em B3 homeomorfas

a um disco. Fraser e Schoen [16] generalizaram mostrando que o disco ḿınimo satisfazendo

a condição de fronteira livre numa bola Bn+1 de curvatura média constante de qualquer

dimensão é totalmente geodésica.

Definição 3.0.3. O catenóide cŕıtico é uma anel mı́nimo de fronteira livre mergulhado

em B3.

Figura 3.2: O catenóide cŕıtico .

Exemplo 3.0.2. Catenóide Cŕıtico (H = 0) . O catenóide cŕıtico parametrizado em

R× S1 dada por

φ : [−T0, T0]× S1 −→ R3

(t, θ) 7−→ φ (t, θ) = (a0coshtcosθ,a0coshtsenθ,a0t) ,
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para alguma base ortonormal do R3 e uma escolha única de T0, uma solução positiva da

relação t = coth(t), onde a0 = (T0cosh(T0))
−1. A restrição de φ para [−T0, T0] × S1

define uma imersão mı́nima numa bola que encontra a fronteira da bola ortogonalmente.

Exemplo 3.0.3. Calotas esféricas (H ̸= 0). Seja B a bola fechada unitária em R3 e

C = Σ∩B, onde Σ é a parte interior a B de alguma esfera S2(r) que intersecta S2(1) = ∂B

ortogonalmente.

Figura 3.3: A calota esférica

Teorema 3.0.1 (Nitsche, 1985). Seja Σ uma superf́ıcie CMC de fronteira livre imersa

em B3. Se Σ homeomorfa a um disco, então Σ é totalmente umb́ılica.

Teorema 3.0.2 (Fraser e Schoen, 2014). Seja u : D −→ Bn uma imersão mı́nima com

pontos de ramificação tal que u(D) encontra ∂B ortogonalmente. Então, u(D) é um disco

equatorial plano.

3.1 Outra Demonstração do Teorema de Nitsche

Fixando as notações como no Exemplo 1.6.2 nos direcionaremos às formas espaciais

Mn+1
c = (BR,g), onde g = e2φcg e c ∈ R. A construção foi inspirada no trabalho de

L. Aĺıas, J. de Lira e Miguel Malacarne [3].

Seja r < R um número positivo escolhido tal que a bola fechada B = (Br,g) tem raio

unitário em Mn+1
c onde Br é a bola Euclidiana fechada centrada na origem de Rn+1 com raio

unitário. Considere uma hipersuperf́ıcie compacta Σ em B tal que ∂Σ ̸= ∅, int (Σ) ⊂ int (B)

e ∂Σ ⊂ ∂B.
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Sejam αM
N e SM

N , respectivamente denotam a segunda forma fundamental e o operador

de Weingarten de N como subvariedade de uma variedade Riemanniana M, e em particular,

temos fixado as notações

α = α
Mn+1

c

Σ , S = S
Mn+1

c

Σ , α̃ = α∂B
∂Σ e S̃ = S∂B

∂Σ

Com essas notações, temos para quaisquer campos X, Y ∈ X(∂Σ) que

∇XY = ∇∂B
X Y + αB

∂B(X, Y)

= ∇∂Σ
X Y + α̃(X, Y) + αB

∂B(X, Y)

e

∇XY = ∇Σ
XY + α(X, Y)

= ∇∂Σ
X Y + αΣ

∂Σ(X, Y) + α(X, Y)

onde ∇∂B,∇∂Σ e ∇Σ são respectivamente, as conexões Riemannianas de ∂B,∂Σ e Σ como

subvariedades de Mn+1
c . Comparando as duas decomposições acima, obtemos

α̃(X, Y) + α
Mn+1

c

∂B (X, Y) = αΣ
∂Σ(X, Y) + α(X, Y)(3.1)

ao longo de ∂Σ. Como ∂B é uma esfera em Mn+1
c , existe k ∈ R tal que S

Mn+1
c

∂B = k I, onde

I é o tensor identidade em T(∂B). Portanto, se denotamos g = ⟨·, ·⟩, com ⟨x, x⟩ = 1, pelo

Exemplo 1.6.1 obtemos

k = ⟨SMn+1
c

∂B ej, ej⟩ = ⟨(−∇ej
x)T , ej⟩ = −µ0 ⟨ej, ej⟩ = −µ0,(3.2)

onde µ0 = µ(r2) = 1 + 2u ′(r2) r2 e ( · )T denotam a função potencial do vetor posição

calculada ao longo de ∂Bn+1 e a projeção ortogonal de X(Mn+1
c ) em X(∂B). Combinando

(3.2) com (3.1) segue que

⟨S̃X, Y⟩ ξ+ ⟨SMn+1
c

∂B X, Y⟩ x = ⟨SΣ
∂ΣX, Y⟩ν+ ⟨SX, Y⟩η,

⟨S̃X, Y⟩ ξ− µ0⟨X, Y⟩ x = ⟨SΣ
∂ΣX, Y⟩ν+ ⟨SX, Y⟩η(3.3)

onde x é o vetor posição em Br, ξ ∈ X(∂B) é um campo de vetor conormal ao longo de

∂Σ como um hipersuperf́ıcie em M, ν é um campo vetorial conormal ao longo de ∂Σ como

uma hipersuperf́ıcie em Σ apontando para fora e η é um campo normal unitário definido

globalmente em Σ.

Com essa construção, temos que propriedade de fronteira livre na bola Bn+1
r nos permite

observar que x = ν e ξ = η ao longo de ∂Σ e enunciar o seguinte Teorema:
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Teorema 3.1.1 (Tipo Stahl-Santos, 2022 ). Se Σn é uma hipersuperf́ıcie com fronteira

livre na bola Bn+1. Considere os tensores

T : X(Σn)× X(Σn) −→ D(Σn)(3.4)

(X, Y) 7→ T(X, Y) = ⟨SX, Y⟩

T∂B : X(∂Bn+1)× X(∂Bn+1) −→ D(Σn)(3.5)

(X, Y) 7→ T∂B(X, Y) = µ0⟨X, Y⟩.

Então,

(∇vj
T)(ν, vj) = −

(
∇∂B

vj
T∂B

)
(η, vj)(3.6)

− 2µ0T(vj, vj) + µ0 (T(v,ν) + T(vj, vj)) ,

com j = 1, . . . ,n − 1, onde {v1, . . . , vn−1} é uma base ortonormal de vetores tangente a

∂Σn, enquanto ∇XT e ∇∂B
X T∂B denotam as derivadas covariantes, respectivamente de T

e T∂B na direção de X.

Lema 3.1.1 (Stahl). Seja Σn uma hipersuperf́ıcie de fronteira livre na bola Bn+1 descrita

acima. Se Σn tem curvatura média constante H, então nos pontos de ∂Σn temos:

a) |ϕ|2 = |S̃|2 + (H− H̃)2 −
H2

n
;

b) ∂ν(|ϕ|
2) = −2µ0

(
|S̃|2 + (n+ 1)(H− H̃)2 − 2H(H− H̃)

)
,

onde ϕ é o tensor de umbilicidade de Σ, enquanto S̃ e H̃ são, respectivamente, o operador

de Weingarten e a curvatura média de ∂Σ como hipersuperf́ıcie de ∂B.

Demonstração. Como Σ é de fronteira livre em B, temos que x = ν e ξ = η em ∂Σ.

Pela equação (3.1) temos que S = S̃ ao longo da ∂Σ. Portanto, se {e1, . . . , en−1, } é uma

base ortonormal em ∂Σ dados pelos autovetores do operador S̃, e k̃1, . . . , k̃n−1 são seus

respectivos autovalores, a matriz de S na base ortonormal {e1, . . . , en−1,ν} é dada por

S =



k̃1 0 . . . 0 ⟨Sν, e1⟩

0 k̃2 . . . 0 ⟨Sν, e2⟩

. . . . . .
. . .

...
...

0 0 . . . k̃n−1 ⟨Sν, en−1⟩

⟨Sν, e1⟩ ⟨Sν, e2⟩ . . . ⟨Sν, en−1⟩ ⟨Sν,ν⟩


(3.7)
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Agora, consideraremos a função suporte f : Σ −→ R definida por f(x) = ⟨x,η⟩. Dado

X ∈ X(Σ), por 1.6.1 temos que X(f) = ⟨x,∇Xη⟩. Em particular, como Σ é de fronteira

livre na bola B, para cada X ∈ X(∂Σ),

0 = µ0⟨ν,∇Xη⟩ = −µ0⟨ν,SX⟩.(3.8)

Então, ao longo da fronteira ∂Σ, ν é uma direção principal de Σ e a base ortonormal

{e1, . . . , en−1,ν} diagonaliza o operador S. Portanto,

S =

S̃ 0

0 kn

 ,(3.9)

onde kn = ⟨Sν,ν⟩. Além disso, comoH =
∑n−1

j=1 k̃j+kn = H̃+kn, obtemos k2
n = (H−H̃)2,

e conclúımos o primeiro item da afirmação com

|ϕ|2 = |S|2 −
H2

n

= |S̃|2 + (H− H̃)2 −
H2

n
.

Por outro lado, como H é uma constante, temos

∂ν(|ϕ|
2) = ∂ν(|S|

2 + k2
n) = 2

n−1∑
j=1

k̃j∂ν(k̃j) − 2kn

n−1∑
j=1

∂ν(k̃j).(3.10)

Note que [ [36], Teorema 2.4] permanece verdadeira para hipersuperf́ıcies em Mn+1
c .

Visto que S é um tensor de Codazzi em Σ, por (3.2) temos que ∂ν(k̃j) = µ0(kn− k̃j), j=1,

. . . ,n− 1, e, consequentemente, finalmente a conclusão do segundo item da afirmação,

∂ν(|ϕ|
2) = 2µ0

(
(H− kn)kn − |S|2k2

n − (n− 1)k2
n + (H− kn)kn

)
,

= −2µ0

(
|S̃|2 + (n+ 1)(H− H̃)2 − 2H(H− H̃)

)
.

Observação 3.1.1. Substituindo a relação |S̃|2 = |ϕ̃|2 +
H̃2

n− 1
nas equações do Lema

3.1.1, encontramos

a) |ϕ|2 = |ϕ̃|2 +
1

n(n− 1)

(
(n− 1)H− nH̃

)2
;

b) ∂ν(|ϕ|
2) = −2µ0

(
|ϕ̃|2 +

1

n− 1

(
(n− 1)H− nH̃

)2)
,

onde ϕ̃ é o tensor de umbilicidade de ∂Σ como uma hipersuperf́ıcie em ∂B.
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Com efeito,

|ϕ|2 = |S|2 −
H2

n

= |S̃|2 + (H− H̃)2 −
H2

n

= |ϕ̃|2 +
H̃2

n− 1
+ (H− H̃)2 −

H2

n

= |ϕ̃|2 +
1

n(n− 1)

[
n2H̃2 − 2n(n− 1)HH̃+ (n+ 1)2H2

]
= |ϕ̃|2 +

1

n(n− 1)

(
(n− 1)H− nH̃

)2
.

E,

∂ν(|ϕ|
2) = −2µ0

[
|ϕ̃|2 +

H̃2

n− 1
+ (n+ 1)(H− H̃)2 − 2H(H− H̃)

]

= −2µ0

[
|ϕ̃|2 +

1

n− 1

(
−2nH̃H(n− 1) + n2H̃2 +H2(1− 2n+ n2)

)]
= −2µ0

[
|ϕ̃|2 +

1

n− 1

(
nH̃−H(n− 1)

)2]
.

Teorema 3.1.2 (Domingos, Santos e Vitório, 2022). Seja Σn, n ⩾ 2, uma hipersuperf́ıcie

compacta de Mn+1
c , c ∈ {−1, 0, 1}. Se Σn não é totalmente umb́ılica, tem curvatura média

constante H, tensor de umbilicidade ϕ e não tem ponto umb́ılico ao longo de ∂Σn, então

−

∫
Σn

|ϕ|
n−2
n pH(|ϕ|)dσ ⩽

1

2

∫
∂Σn

|ϕ|−
n+2
n ∂ν(|ϕ|

2)ds.(3.11)

E se n ⩾ 3, a igualdade ocorre se, e somente se:

a) quando H = 0 teremos um catenóide sempre que c ⩽ 0;

b) quando H = 0 e c > 0, um toro de Clifford ou uma hipersuperf́ıcie mı́nima de

Otsuki;

c) quando H ̸= 0 e como na desigualdade de Okumura vale a igualdade, uma das

curvaturas principais tem multiplicaidade 1 e as outras multiplicidade n-1, conse-

quentemente Σ é uma hipersuperf́ıcie de Delaunay.

Demonstração. Como ϕ se anula no máximo em um subconjunto de medida nula de Σn

(cf. [7, Lema 2.2]), dado ϵ > 0, defina o conjunto não vazio

Ωϵ = {x ∈ Σn : |ϕ|(x) ⩾ ϵ} ,
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e a função cont́ınua

fϵ(x) =

|ϕ|(x), se x ∈ Ωϵ

ϵ, se x ∈ Σϵ \Ωϵ

.

Pela Identidade de Green,

∫
Σn

f
−n+2

n
ϵ △ |ϕ|2 dσ = −

∫
Σn

⟨∇|ϕ|2,∇f
−n+2

n
ϵ ⟩dσ+

∫
∂Σn

∂ν(|ϕ|
2)f

−n+2
n

ϵ ds

=
2(n+ 2)

n

∫
Σn

⟨∇|ϕ|,∇fϵ⟩|ϕ|f
−

2(n+1)
n

ϵ +

∫
∂Σn

∂ν(|ϕ|
2)f

−n+2
n

ϵ ds.

Aplicando a igualdade acima e o Teorema da Divergência à Desigualdade de Simons (1.43),

obtemos

∫
Σn

f
−n+2

n
ϵ |ϕ|2pH(|ϕ|) ⩾

n+ 2

n

∫
Σn

|∇|ϕ||2f
−n+2

n
ϵ −

1

2

∫
Σn

△(|ϕ|2)f
−n+2

n
ϵ

=
n+ 2

n

∫
Σn

|∇|ϕ||2f
−n+2

n
ϵ dσ

−
1

�2

[
�2(n+ 2)

n

∫
Σn

⟨∇(|ϕ|),∇fϵ⟩|ϕ|f
−

2(n+1)
n

ϵ dσ+

∫
∂Σ

∂ν(|ϕ|
2)f

−n+2
n

ϵ ds

]
,

ou seja,

n+ 2

n

∫
Σn

(
|∇|ϕ||2f

−n+2
n

ϵ − ⟨∇|ϕ|,∇fϵ⟩|ϕ|f
−

2(n+1)
n

ϵ

)
dσ

−

∫
Σn

|ϕ|2pH(|ϕ|)f
−n+2

n
ϵ dσ

⩽
1

2

∫
∂Σn

∂ν(|ϕ|
2)f

−n+2
n

ϵ ds.(3.12)

Como fϵ = |ϕ| em Ωϵ e ∇fϵ = 0 em Σn \Ωϵ, o primeiro termo dessa desigualdade é

∫
Σn

(
|∇|ϕ||2f

−n+2
n

ϵ − ⟨∇|ϕ|,∇fϵ⟩|ϕ|f
−

2(n+1)
n

ϵ

)
dσ

=

∫
Σn\Ωϵ

|∇|ϕ||2 ϵ−n+2
n dσ ⩾ 0,(3.13)

e consequentemente a desigualdade (3.12) se torna

−

∫
Σn

|ϕ|2pH(|ϕ|)f
−n+2

n
ϵ dσ ⩽

1

2

∫
∂Σn

∂ν(|ϕ|
2)f

−
(n+2)

n
ϵ ds.

Portanto, como |ϕ|
n+2
n f

−n+2
n

ϵ −→ 1 quase sempre nos pontos de Σn quando ϵ −→ 0 e

|ϕ|−
n+2
n ∂ν(|ϕ|

2) ao longo de ∂Σn é integrável por hipótese, então
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−

∫
Σn

|ϕ|
n−2
n

(
H2

n
− |ϕ|2 −

n− 2√
n(n− 1)

|H||ϕ|+ nc

)
dσ ⩽

1

2

∫
∂Σn

|ϕ|−
n+2
n ∂ν(|ϕ|

2)ds.

Observe que a igualdade ocorre se, e somente se, também ocorre a Desigualdade de

Simons 1.43 e a igualdade em (3.13). Portanto, pelo Teorema 1.7.3, conclui-se o que

queŕıamos.

O caso em que n = 2 o Teorema 3.1.2 acima é reescrito como

Corolário 3.1.2.1. Seja Σ2 uma superf́ıcie compacta CMC em M3
c , para c ∈ {−1, 0, 1},

com bordo ∂Σ. Se Σ é uma superf́ıcie não totalmente umb́ılica e ∂
∂ν

(|ϕ|2) é integrável ao

longo de ∂Σ, então

−

∫
Σ2

pH(|ϕ|)dσ ⩽
1

2

∫
∂Σ2

∂ν(|ϕ|
2)

|ϕ|2
ds.(3.14)

A igualdade ocorre se, e somente se, Σ2 não tem ponto umb́ılico.

Demonstração. Sejam {x1, . . . , xl, xl+1, . . . , xk} ,m ⩾ 0, o conjunto de todos os pontos

umb́ılicos de Σ2. Suponha que xi ∈ int (Σ) para i = 1, . . . , l e xi ∈ ∂Σ para i =

l + 1, . . . ,m. Considere as vizinhanças V1, . . . ,Vm, respectivamente, de x1, . . . , xm tais

que Vi ∩ Vj = ∅ se i ̸= j e defina Σ = Σ \ ∪m
i=1Vi. Pela Desigualdade de Simons e do

Teorema da Divergência que

−2

∫
Σ

pH(|ϕ|)dσ ⩽
∫
Σ

△Σ log |ϕ|2 =

∫
∂Σ

|ϕ|−2 ∂

∂ν
(|ϕ|2)ds.(3.15)

Fixe que Mi = int (Σ) ∩ ∂Vi para i = l+ 1, . . . ,m e N = ∂Σ ∩
(⋃m

l+1 ∂Vi

)
, temos que

−2

∫
Σ

pH(|ϕ|)+ 2

m∑
i=1

∫
Vi

pH(|ϕ|)

⩽
∫
∂Σ\N

|ϕ|−2 ∂

∂ν
(|ϕ|2) −

l∑
i=1

∫
∂Vi

|ϕ|−2 ∂

∂ν
(|ϕ|2)

−

m∑
l+1

∫
Mi

|ϕ|−2 ∂

∂ν
(|ϕ|2),

onde ν é o conormal exterior de ∂Σ e cada νi é o conormal exterior de ∂Vi. Pela regula-

ridade da finção |ϕ|2, podemos supor que ∂Vi é um conjunto de ńıvel de |ϕ|2. Nesse caso,
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cada νi aponta na direção de ∇Σ|ϕ|
2 e, consequentemente, fazendo com que o diâmetro

de Vi tenda a zero, a desigualdade acima torna

−

∫
Σ2

pH(|ϕ|)dσ ⩽
1

2

∫
∂Σ2

∂ν(|ϕ|
2)

|ϕ|2
ds.(3.16)

A igualdade ocorre se, e somente se, não existem pontos umb́ılicos em Σ2.

Corolário 3.1.2.2. Seja Σ2 uma superf́ıcie de fronteira livre em B. Se Σ tem curvatura

média constante H, então Σ não é totalmente umb́ılica se, e somente se, χ(Σ) ⩽ 0, onde

χ(Σ) denota a caracteŕıstica de Euler. Mais ainda, a igualdade ocorre em (3.14) se, e

somente se, Σ é um anel.

Demonstração. Como Σ2 tem no máximo um subconjunto discreto de pontos umb́ılicos ao

longo ∂Σ2, denotando por |∂Σ| o comprimento total de ∂Σ2, segue dos itens da Observação

3.1.1 que ∫
∂Σn

|ϕ|−2∂ν(|ϕ|
2)ds = −4µ0|∂Σ

2|.(3.17)

Usando a Equação de Gauss, podemos ver que |ϕ|2 = −2(KΣ−c)−
H2

2
. E, a curvatura

geodésica calculada na direção normal exterior a Σ2 ao longo da componente conexa de

bordo Γ ⊂ Σ2 é igual a −µ0. Dáı, a desigualdade em (3.14) e a relção obtida em (3.17),

juntas com o Teorema de Gauss-Bonnet 1.5.2 implicam que

2µ0|∂Σ
2| ⩽

∫
Σ2

pH(|ϕ|)dσ = 2
(
µ0|∂Σ

2|− 2πχ(Σ2)
)
.(3.18)

Portanto, χ(Σ2) ⩽ 0. Em particular, a igualdade ocorre se, e somente se, χ(Σ2) = 0.

Observe que a parte inicial do Corolário 3.1.2.2 é o Teorema de Nitsche para superf́ıcies

com fronteira livre e curvatura média constante em bolas de formas espaciais tridimensionais

que Fraser e Schoen [16] apresentaram uma demonstração generalizando para codimensões

maiores.

3.2 Teorema Principal

Nesta seção apresentaremos e demonstraremos o resultado principal desta dissertação.

Para isso, lembramos que estamos usando como pressuposto teórico principal o artigo de
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Domingos, Santos e Vitório ( [12], 2022), acrescentando a condição de Ricci ao clássico

Teorema de Lawson [23] obtemos o Teorema de Nitsche discutido por Ailana Fraser e Schoen

em [16], (2014).

Definição 3.2.1. Sejam Σ1 e Σ2 superf́ıcies Riemannianas e h : Σ1 −→ Σ2 holomorfa.

Dizemos que o ponto p ∈ Σ1 é um ponto de ramificação de h quando não existe uma

vizinhança U de p tal que h∣∣U seja injetiva.

Definição 3.2.2 (Redução de codimensão (cf. [13], Caṕıtulo 2)). Uma imersão isométrica

f : Mn → Mn+p admite uma redução de codimensão para q < p quando existe uma

subvariedade totalmente geodésica Mn+q
c em Mn+p

c tal que f(M) ⊂ Mn+q
c .

Teorema 3.2.1 (Teorema Principal). Seja f : Σ2
1 −→ Bn uma imersão isométrica mı́nima

com pontos de ramificação de fronteira livre satisfazendo a condição de Ricci com respeito

a curvatura seccional constante c. Então, após uma posśıvel redução de codimensão

1. f(Σ) ⊂ R3;

2. f(Σ) ⊂ R6, onde

f = fθcosφ⊕ fθ+π
2
senφ,

para φ ̸= 0(modπ
2
).

Demonstração. Sejam Σ2 tem a topologia do disco e f(Σ2) ⊂ Bn é uma imersão isométrica

mı́nima de fronteira livre na bola n-dimensional Bn satisfazendo a condição de Ricci. Se,

por uma posśıvel redução de codimensão, f(Σ2) ⊂ R3, pelo Corolário 3.1.2.2 (Teorema do

Nitsche), f(Σ2) é o disco equatorial plano.

Por outro lado, se após uma posśıvel redução de codimensão tivermos f(Σ2) ⊂ R6,

pelo Teorema de Lawson (2.2.1), temos que f(Σ2) ⊂ R6 = R3 ⊕R3, está como produto de

duas superf́ıcies mı́nimas associadas, cada uma satisfazendo a condição de Ricci, tal que

a imersão é da forma

f(θ,φ) = fθcosφ ⊕ fθ+π
2
senφ,

onde fθ é uma famı́lia de imersões isométricas mı́nimas associadas 2π-periódicas, ϕ ̸=

0(mod π
2
) e θ ∈ R tal que 0 ⩽ θ < π. Novamente pelo Teorema do Nitsche, em cada

parte da decomposição R6 = R3 ⊕ R3, teremos dois discos unidos pela origem, mas isso

não tem a topologia de um disco.
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