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Resumo

Nesta dissertacao, investigamos as condicbes de Ricci para imersdes de curvatura média
constante de fronteira livre em bolas de formas espaciais. Dada uma variedade Riemanniana
Y% com uma métrica ds® cuja curvatura Gaussiana é K; < H2 + ¢, a condi¢io necessdria
e suficiente de Gregério Ricci-Curbastro para que Z? seja isometricamente imersa como uma
superficie de curvatura média constante ou minima em bolas de formas espaciais é que nova
métrica ds? = \/—K; + H2 + ¢ ds? seja plana. No mesmo sentido, vimos que a existéncia de
imersdes minimas em R?3, a equacio do Tipo Simons, para o caso tridimensional, é equivalente
a equacio diferencial Kg A K —[|VK|[?—4K? = 0 com K < 0 e é generalizada para imersdes

de curvatura média constante em formas espaciais pela equacgao:
(—Ks + Hg + co) & Ks + [[VKG|? + 4(—Ks + HF + ¢0)*Ks = 0.

Acrescentando tal condicdo a uma imersdo isométrica minima f : £2 — B™, com possiveis
pontos de ramificacdo e sem pontos de umbilicidade, mostramos que apds uma possivel reducio
de codimensdo, f(X?) é essencial em R3 ou essencial em RY. Obtemos assim, uma versio
analitica para a imers3o minima f , com possiveis pontos de ramificacio, em que f(X?) encontra
0B ortogonalmente, entdo que f(Z2) é totalmente umbilica.

Palavras-chaves: Condicao de Ricci; Imersdo Isométrica; Curvatura Média Constante;

Fronteira Livre.
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Abstract

In this dissertation, we investigate the Ricci conditions for immersions of constant mean
curvature and free boundary on balls of space forms. Given a Riemannian manifold £? with a
metric ds® whose Gaussian curvature is Ky < H2 +c, the necessary condition and sufficient of
Gregorio Ricci-Curbastro so that £2 is isometrically immersed as a surface of constant or mini-
mum mean curvature in balls of space form and that new metric d§*> = /=K + H2 + c ds?
is flat. In the same meaning, we have that the existence of minimum immersions in R?, the
Simons Type equation, for the three-dimensional case, is equivalent to the differential equation
Ks A Kg — [[VK[[? — 4K? = 0 with Ky < 0 and is generalized for immersions of constant

mean curvature in space forms by the equation:
(—Ks +Hj 4 co) A K + VK1 4 4(—K + HF 4 ¢0)*Ks = 0.

Adding such a condition to a minimum isometric immersion f : £ — B™, with possible branch
points and without umbility points, we show that after a possible reduction of codimension,
f(Z2) is essential in R or essential in R®. We thus obtain an analytical version for the minimum
immersion f, with possible branch points, where f(£2) meets 0B orthogonally, so that f(X?)
is totally umbilical.

Keywords: Ricci condition; Isometric immersion; Constant Mean Curvature; Free Boun-

dary.
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Introducao

Fomenko ([15], 2005) obteve uma generalizagdo para a condigdo de Ricci. Veremos que
sob algumas condicOes, se a imersdo for minima ou de curvatura média constante entdo a

condicdo de Ricci é satisfeita naturalmente. Dada pelo seguinte Teorema:

Teorema 0.0.1 (Fomenko, 2005). Uma métrica bidimensional ds* de classe C* defi-
nida em um dominio plano simplesmente conexo pode ser mergulhado isometricamente no
espaco Mio como uma superficie de curvatura média constante Hy e sem pontos umbilicos
se, e somente se, a curvatura Ky satisfaz a condi¢io Ks < HZ + ¢o, a curvatura K., dada

pela métrica dt? = (—Kg +H2 + ¢o)* ds? € calculada pela férmula

K. — (1 —20)Ks
T (—=Ks + H2 4 co)x
A imersao isométrica de ds® em M € realizada como uma famdia de 1-pardametro
{Z¢(Ho)}, 0 < t < 2w, de superficies Xi(Hg) de curvatura média constante Hy que sao

nao congruentes aos pares para diferentes valores de t e dependem continuamente de t.

Nesse sentido, Lawson, em [23] e [24] resolve o problema completamente para imersdes
minimas (de codimens&o qualquer) com a condi¢do de Ricci em formas espaciais. Mostrando
que essas superficies ou estdo imersas em algum subespacgo afim tridimensional ou comple-
tamente (essencialmente) em algum subespago 6-dimensional totalmente geodésico do R™,

descrito da seguinte forma:

Teorema 0.0.2. Seja f: X — R™ uma imersao minima de uma variedade 2-dimensional
Y simplesmente conexa em R™. Suponha que a métrica induzida ds® satisfaz a condicdo

de Ricci com relacao a ¢ = 0 exceto nos pontos isolados onde Ky = 0. Entao ou
a) f(£) CR3, ou

b) f(X) C RS e f € dada no Exemplo 2.1.1 para ¢ #0 (mod Z).
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Esta dissertacdo descreve um resultado obtido recentemente por Yury Domingos, Roney
Santos e Feliciano Vitdrio ([12], 2022), sobre condi¢des de Ricci para imersdes de curvatura
média constante de fronteira livre em bolas de formas espaciais. Para isso, os autores citados

usaram a cldssica Desiqualdade de Simons 1.7.3 para fazer a seguinte caracterizagio,

Teorema 0.0.3. Seja X? uma superficie de fronteira livre em B. Se L tem curvatura
média constante H, entdo X nao € totalmente umbilica se, e somente se, X(X) < 0, onde
X(X) denota a caracteristica de Euler. Mais ainda, a igualdade ocorre em (3.14) se, e

somente se, X € um anel.

O resultado de Johannes Carl Christian Nitsche (1985) afirma que todo disco topoldgico
bidimensional minimo de fronteira livre na bola Euclidiana unitdria centrada na origem do R™
é o disco equatorial plano. Por sua vez A. Fraser e R. Schoen ([16], 2014) ampliaram para

imersoes de qualquer codimensdao, como no seguinte resultado:

Teorema 0.0.4 (Ailana Fraser e Richard Schoen, 2014). Seja uw: D — B™ uma imersdo
minima com pontos de ramificacio tal que wW(D) encontra 0B ortogonalmente. Entao,

u(D) € totalmente umbilica.

Portanto, apresentaremos e demonstraremos nesta dissertacao o seguinte resultado princi-

pal:

Teorema 0.0.5 (Teorema Principal). Seja f : £* — B™ uma imersdo isométrica com
pontos de ramificacao de curvatura média constante H e de fronteira livre satisfazendo
a condicao de Ricci com respeito a curvatura seccional constante c. FEntao, apos uma

possivel reducao de codimensao
1. f(X) C R3;
2. f(£) C RS, onde
f = focosp @ fozsenq,
para @ # 0(mod7F).

No primeiro capitulo deste trabalho, introduzimos as nog¢des preliminares que diz respeito

as definicGes e resultados basicos sobre Geometria Riemanniana. Nas dltimas secGes deste
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capitulo sdo apresentados os principais pressupostos tedricos auxiliares para os capitulos se-
guintes. Mais especificamente, sobre a geometria das subvariedades, a Condicao de Ricci e a
Desigualdade de Simons.

O segundo capitulo, é dedicado aos resultados do tipo Lawson-Sakaki. Inicialmente sdo
apresentados trés Exemplos importantes, 2.1.1, 2.1.2 e 2.1.3, e alguns teoremas que caracte-
rizam familias de imersGes minimas munidas de métricas que satisfazem a condic3o de Ricci,
22.1,222e223.

No terceiro capitulo, introduzimos algumas definicdes, o exemplo do disco minimo, o
catendide critico e da calota esférica (H # 0) com fronteira livre na bola B™*! e as carac-
terizacoes de imersdoes CMC de fronteira livre na bola de formas espacial na perspectiva do
trabalho de Yury Domingos, Roney Santos e Feliciano Vitério ([12], 2022).

E finalmente, no quarto capitulo, nos dedicaremos a prova do Teorema Principal, 3.2.1, que
recorremos a [12] para mostrar uma prova alternativa sobre condi¢cdes de Ricci para imersdes

de curvatura média constante de fronteira livre em bolas de formas espaciais.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste primeiro capitulo apresentaremos as definicdes, notacGes e os resultados que serdo
usados durante toda a dissertacdo. Embora alguns resultados ndo sejam demonstrados, dei-
xaremos suas referéncias bibliograficas.

Indicaremos o simbolo M™ para identificar as variedades Riemannianas simplesmente co-
nexas de classe C* dimensdo n, por (,) a sua métrica Riemanniana, por X(M™") o conjunto
dos campos vetoriais de classe C* em M™, por V sua conexdo Riemanniana e por T,M™ o

espago tangente a M™ no ponto p € M™.

1.1 Meétricas e Conexoes.

Defini¢ao 1.1.1 (Do Carmo, 2019). Uma variedade diferencidvel de dimensao n é um
conjunto M™ e uma familia de aplicagoes biunivocas s : Uy C R™ — M™ de abertos

Uy de R em M™ tais que:

a) U, z(Uy) = M.

b) Para todo par « e B, com x(Uy) Nap(Up) = W # &, os conjuntos x (W) e

acgl(W) sao abertos em R™ e as aplicagoes :zzgl o m“’x*(w) sao diferencidveis.
c) A familia {Uy, s} € a mdzima relativamente as condigoes (a) e (b).

Um par (Uy,x«) com p € x(Uy) é chamado uma parametrizacdo (ou sistema de coor-
denadas) de M™ em p; x4(Uy) é entdo chamada uma vizinhanga coordenada em p. Uma

familia {(U, X« )} satisfazendo (a) e (b) é chamada uma estrutura diferenciavel em M™.
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Definicao 1.1.2 (Do Carmo, 2019). Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Rieman-
niana) em uma variedade diferencidvel M™ € uma correspondéncia que associa a cada
ponto p de M um produto interno <,>, (isto €, uma forma bilinear simétrica positiva
definida) no espaco tangente T,M™, que varia diferenciavelmente no sequinte sentido:

Sex: U C R* - M é um sistema de coordenadas locais em torno de p, com

2 /0 0 B
) = (e, entio (1) 1)) = gyt

¢ uma funcao diferencidvel em U.

X(X1, -, Xn) = q € x(U) e

A definicdo acima independe do sistema de coordenadas escolhido. Também podemos
exprimir a diferenciabilidade da métrica Riemanniana localmente tomando o par X e Y do
campo de vetores em uma vizinhanga V de p e (M™, g).

As fungdes gij(= gji) sdo chamadas expressdo da métrica Riemanniana no sistema de

coordenadas x : U C R™ — M™.

Definigao 1.1.3. Definimos por variedade Riemanniana um par denotado por (M, g),

onde M é uma variedade diferencidavel e g, uma métrica Riemanniana.

Definicao 1.1.4. Sejam (M, g) e (N,q) variedades Riemannianas. Um difeomorfismo

u|u : (M, g) — (N, q) € chamado uma isometria se

(11) <v7W>P = <dup(v)7 dup (W)>f(p)7
para todop € M, v, w € T,M.

Definicao 1.1.5. Sejam (M, g) e (N,g) variedades Riemannianas. Uma aplicagio dife-
rencidvel w: (M, g) — (N, g) € uma isometria local em p € M se existe uma vizinhanga

U cC M dep tal que w: U — u(U) é um difeomorfismo satisfazendo a igualdade (1.1).

Exemplo 1.1.1 (O exemplo quase trivial). M™ = R™ com aixi tdentificado com e; =
(0,...,1,...,0). A métrica € dada por (i, ei) = 8ij( Delta de Kronecker). R™ é chamado
espaco Fuclidiano de dimensao n e a geometria Riemanniana deste espago € a geometria

Fuclidiana.

Exemplo 1.1.2 (Variedades imersas). Seja uw : M™ — N™"% uma imersdo, isto é,
u € diferencidvel e (wp)s @ T,M™ — Ty () N™ € € injetiva (ker (u,). = {0}) para todo
p € M™. Se N™“* tem uma estrutura Riemanniana, W induz uma estrutura Riemanniana
em M por (v,w)p, = ((Up)«(V), (Up)s(W))¢(p), Vv, W € T,M™. A métrica de M™ ¢

chamada entao a métrica induzida por v e u € uma imersao isométrica.
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Podemos reescrever esse exemplo considerando a operacao pullback por meio das seguintes

definicdes

Definicao 1.1.6. A aplicagdo diferencidvel f: (M, g) — (M, q) € chamada de imersao
se a diferencial £, : T,M — Tf(p)m ¢ ingetiva para todos os ponto p € M. Se, além
disto, f é um homeomorfismo sobre f(M) C N, onde f(M) tem a topologia induzida por
N, diz-se que f é um mergulho. Se M C N e a inclusao 1 : M — N é um mergulho,

diz-se que M é uma subvariedade de N.

n+k

Definicao 1.1.7. Uma imersio f: (M™, g) — (M, 9) entre variedades Riemannia-

nas ¢ dita tmersao tsométrica se
g(X,Y) = Fg(X,Y) = g (£.X, £,Y) .

A métrica em M induz uma métrica em M via a operagdo pullback. Isto é, a métrica g é

o pullback da g segundo a imersao isométrica f, puxando a métrica que estd na imagem em

M para M.

Definicao 1.1.8. Se f : M™ — N™ ¢ uma imersao dizemos que a diferenca, m —n
(m < n) € a codimensao de f. Em particular, quando a codimensdo de uma imersao é

um, isto €, m =n + 1 dizemos que f(M) C M € uma hipersuperficie.

E usual referir-se a f, ou a imagem f(M), como uma subvariedade mergulhada em M, ou
simplesmente uma subvariedade de M.
Agora, definiremos conexdes em variedades diferencidveis C* considerando o conjunto dos

campos vetoriais:
XM) ={X:M — TM; X(p) € T,M}.

Definicao 1.1.9. Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M € uma aplicagcao

V:XM) x X(M) = X(M)
que se indica por (X,Y) Y, VxY e que satisfaz as sequintes propriedades:
1) fo+gyZ = foZ + ngz,

i) Vx(Y+Z) = VxY + VxZ,
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iil) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,
onde X,Y,Z € X(M) e f, g€ D(M).

Conexdo afim é uma maneira de derivar campos vetoriais e por equanto a conexao de-
pende da estrutura diferencidvel. Esta definicdo ndo é t3o transparente quanto a de estrutura

Riemanniana. A seguinte proposicdo, no entanto, devera esclarecer um pouco a situacao.

Proposigao 1.1.1. Seja M um wvariedade diferencidvel com a conexdo afim V. Entao
existe uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V ao longo da curva
diferencidvel vy : I — M um outro campo vetorial ao longo de vy, denominado derivada

covariante de V ao longo de vy, tal que:

D DV DW

2) dt(v+W) dt LT dt ’
D df DV

b) —(fV)= —=V+f—

) dt( ) dt dt

c) Se V é induzido por um campo de vetores Y € X(M), i.e., V(t) = Y(y(t)), entdo

DV
‘yY
s =Va
Demonstragao. Ver [10]. O

A dltima linha de (c) faz sentido, pois VxY depende s6 do valor de X(p) e do valor da
restricao de Y ao longo de uma curva tangente diferencidvel vy a X em p.

Escolhendo um sistema de coordenadas (xi, ..., X, ) em torno de p e escrevendo

X=) xiXi, Y=3,1u;X,

0
onde X; = P e teremos

Xi
VxY = Z Xi Vx, (ZUJ‘XJ'>
i j
= Z xiYj Vx, X5 + Z xij Xi(yj)X;.
ij )

Fazendo V. X; = Xy, concluimos que Fka sao funcoes diferenciaveis e que
i) ki

VY = Z (Z xiy; T + X(y )) X,

o que mostra que VxY(p) depende de xi(p) e yx(p) e das suas derivadas X(yx)(p) de yx
segundo X.
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Definicao 1.1.10. Seja M uma variedade diferencidvel com conexao afim V. um campo
vetorial V ao longo de uma curva c : I — M é chamado paralelo quando % =0, para

todo t € 1

Definicao 1.1.11. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V e uma
métrica Riemanniana ( , ). A conexao € dita compativel com a métrica { , ), quando
para toda curva diferencidvel ¢ e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P e P’ ao

longo de ¢, tivermos (P,P’) = const.

Proposicao 1.1.2. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexao V em M é
compativel com a métrica se, e somente se, para todo par V e W de campos de vetores ao

longo da curva diferencidavel ¢ : 1 — M tem-se

d DV DW
- = (= —_— L.
Gvw) = (Srw)+ (V.5 te

Demonstragao. Ver [10]. O

Corolario 1.1.0.1. Uma conexao V em uma variedade Riemanniana M € compativel

com a métrica se, e somente se,
XY, Z) =(VxY,Z)+(Y,VxZ), X,Y,Z € X(M).
Demonstragao. Ver [10]. O

Definicao 1.1.12. Uma conezao afim V em uma variedade diferencidvel M é dita simétrica

quando

VXY - VYX = [X; Y]v
para todo X, Y € X(M).

Em um sistema de coordenadas (U, x), o fato de ser V simétrica implica que para todo
1,j=1,...,m,

0
aXi

(1.2) Vi X; — VX = [Xi, Yjl, Xi =

equivale a dizer que If§ = T},
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Definicao 1.1.13. As funcoes Ty definidas numa restrigao U por Vx, X5 = Y 4 Fikj Xy

sao os coeficientes da conexao V em U ou os simbolos de Christoffel da conexao.

Teorema 1.1.1. (Levi- Civita) Dada uma variedade Riemanniana M, eziste uma tinica

conexao afim V em M satisfazendo as condigoes:
a) V € simétrica.
b) V é compativel com a métrica Riemanniana.

Definicao 1.1.14. A conexdo dada pelo teorema acima é denominada conexao de Levi-

Cwita (ou Riemanniana) de M. Ou seja, satisfaz as sequintes condigoes:
a) X(Y,Z) =(VxY,Z)+ (Y,Vx Z)
b) VxY—-VyX=[X,Y]
Agora, definiremos os operadores especiais que usaremos durante o texto.

Definicao 1.1.15. Considere uma variedade Riemanniana (M™,g) e uma fun¢ao suave

f:M" — R.

a) O Vf(p) denota o gradiente de f em p € M segundo a métrica g, onde para todo
X € T,(M™) temos

g (V1(p),X) = X(f)(p).

b) O Hessiano V*f : X(M) x X(M) — R de f sequndo a métrica g em p € M ¢
definida por

V2£(X,Y) = g(Vx VT, Y) = XY(f) — VxY(f).
¢) O Laplaciano Af: M — R de f sequndo g € definido por

Af=tr (V).
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1.2 Curvaturas

Definicao 1.2.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M € uma correspondéncia
que associa a cada par X,Y € X(M) o operador (curvatura) R(X,Y) : X(M) — X(M)
dado por

R(X, Y)Z =VyVxZL—-VxVyZ+ V[xy]z, VANS %(M),
onde V é a conexao Riemanniana de M.

Se M = R™, entdo R(X,Y)Z = 0 para todo X,Y,Z € X(R"™). Com efeito, se indicarmos
por Z = (zq,...,zn) as componentes do campo Z nas coordenadas naturais do R™, obteremos

que

0z 0z
VXZ:(le,...,XZn) = (a_>(17‘“7W)’

VYVxZ = (YXZl, ce ,YXZn)
. 6221 622n
~ \dYoxX' T ayax

. 6221 a2Zn
N oXoY’ ' oXoy)’

(1.3) R(X,Y)Z = 0.

o que implica que

Tendo em vista a comutatividade de [X, Y] em R™, obtemos o que haviamos afirmado. Pode-
mos, portanto, pensar em R como uma maneira de medir o quanto M deixa de ser Euclidiana.
Segue alguns resultados inerentes sobre o tensor curvatura R de uma variedade Riemman-

niana tais que, para mais detalhes, o leitor pode consultar [10].

Proposigao 1.2.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana satisfaz as sequintes

propriedades:

a) R € bilinear em X(M) x X(M), isto €,

R(fX; 4+ gXs,Y;) =fR(Xy,Yy) + gR(Xy, Y1),

R(X1,fY1 +gYs) =fR(Xy, Y1) + gR(Xq,Ys).
b) Para todo par X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) €

linear, isto €,
RX,Y)(Z+W) = R(X,Y)Z+R(X, Y)W,
R(X,Y)fZ = fR(X,)Y)Z,



Capitulo 1. Nogoes Preliminares 11

fe®D(M), Z,W e X(M).
Proposicao 1.2.2 (Primeira Identidade de Bianchi).
(1.4) R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0.
Proposigao 1.2.3. Para quais quer campos X,Y,Z, T € X(M) valem:
a) (RIX,Y)Z,T) + (R(Y,Z)X,T) + (R(Z,X)Y, T) = 0;
b) (R(X,Y)Z, T) = —(R(Y,X)T, Z);
c) (RIX,Y)Z, Ty = —(R(Z, T)X,Y).

O tensor curvatura R de uma variedade Riemanniana M em um sistema de coordenadas

(U, x) em torno de p € M indicaremos por X; = . Assim,
(1'5) R(Xn X Xk - Z Rllk
Por outro lado,
(1.2.1)
R(Xia X]) Xk = ijinXk — VXiVXij +0

PR TR
HEYY vk (M) X ZVX () X
e é ai] () m+Z I Vx, Xim
- ; ai (v Z M Vx,X
(1.113) ; aixj (Is) Xs + ; rm (; M xs>
- T %X (T

aXi

Ou seja,

n

0 0
Z RiXs =) % (M) — e (T + D) (MR Tm =T Ffm)] Xs.

S
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Sabendo que os campos X sdo linearmente independentes, entdo

0 0
(1'6) is)'k = a_x] ( isk) - a_xl (rjsk) + Z (rlnlz rjsm - jnk1 rism)

depende da segunda derivada da métrica, como visto na Equagdo (77).

Fazendo
(R(Xi, X)) X, X} = ) Ry (X, Xom)
S
- Z Rk gms
m
= Rijksa
poderemos reescrever as simetrias do operador curvatura R como

Rijks + Rjkis + Riijs = 0

Rijks = —Rjiks
Rijks = —Rijsk
Rijks = Rxsij-

Intimamente relacionado com o operador curvatura estd a curvatura seccional (ou Rieman-
niana), que passamos a definir.

Dado um espaco vetorial V, a expressao

x x yl = V/IxPlyP — (x,y)
representa a drea do paralelogramo bidimensional determinado pelo para de vetores x,y € V.

Proposicao 1.2.4. Seja I' C T,M um subespaco bidimensional do espago tangente T,M

e sejam x,y € I' dois vetores linearmente independentes. Entao,

_ (xy,xy)
(1.7) K(x,y) = ToxuP

onde (x,4,%x,y) = (R(x,y)x,y) e K(x,y) independe do par (x,y) € T.
Demonstragao. Ver [10, p. 74] ]
Definigao 1.2.2. Chamamos de curvatura seccional de ' em p € M de um subespago

bidimencional T C T,M o nimero real K(x,y) = K(T'), onde {x,y} € uma base qualquer

deT.

Além do fato de que a curvatura seccional tem interessantes interpretacoes geométricas,
sua importancia provém do fato de que o conhecimento de K(I'), para todo I', determina

completamente a curvatura R.
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1.3 Geometria das Subvariedades

Sejam M = M™ e M = M variedades diferencidveis de dimens3o n e m, respectiva-
mente.

Seja f: M™ — M ™ uma imersdo. Entdo para cada p € M, existe uma vizinhanc¢a
U, € M tal que f(U,) C M é uma subvariedade de M. Significando que existem uma
vizinhanga Uy(,) e um difeomorfismo ¢ : Uy — V C R™ em um aberto V do R¥, tais que
@ aplica difeomorficamente f(U,,) ﬂUf(p) em um aberto do subespaco R™ C R™.

Para cada p € M, o produto interno em Tpm decompoe Tpm na soma direta
TM=T,M&T M,

onde TPLM € o complemento ortogonal de T,M em Tpm.

Dada a variedade Riemanniana M™ suave com ou sem fronteira, definimos

Definicao 1.3.1. O fibrado tangente de M, denotado por TM, € a unido disjunta dos
espacgos tangentes em todos os pontos de M:
™= ] T,M.
peEM
Os elementos desta unido disjunta com um par ordenado (p,v), comp e Meve T,M.
O fibrado tangente vem equipado com uma aplicagcdo projecdo 7t : TM — M definido por
7t(p,v) = p que envia cada vetor de T,M ao ponto p no qual é tangente.

Seve Tpm, P € M, podemos escrever
v=vl4+vt v eT,M, v eT M.

Denominamos v' a componente tangencial de v e v+

a componente normal de v. Tal
e . . . L —1
decomposicdo é evidentemente diferenciavel no sentido que as aplicacdes de TM em TM

dadas por
(p,v) — (p,v") e (p,v) — (p,v7)

sao diferenciaveis.
Indicaremos a conex3do Riemanniana de M por V. Se os campos X, Y € X(M) sdo campos
locais de vetores em M restrita a uma vizinhan¢a U no ponto p € M temos campos,que X,

Y s3o extensoes locais a M, definimos a conexdo Levi-Civita em M por

(1.8) VxY = (VxY)'.
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Com efeito, o valor do campo Vx Y depende somente do vetor X(p) € T,M e do valor
de Y ao longo de qualquer curva v : (—e, e) — M tal que y(0) = p e v'(0) = X(p). Isto
é, se X € ¥(M) satisfaz X(p)’u = X(p), entdo (VxY)(p) = (VxY)(p) ese Y € X(M)
=Y| , entdo (VxY)(p) = (VxY)(p). Dessa forma, a conexdo Vx Y esta

Y %
bem definida onde Y é definido ao longo de uma subvariedade e X tangente a essa subvariedade.

satisfazendo Y

A compatibilidade de V com métrica em U é dada por
X(Y,Z) = X{Y,Z)=(VxY,Z)+ (Y,VxZ).
Pela conexdo Levi-Civita definida na igualdade (1.8), temos
(1.9) X(Y,Z) = X(Y,Z) =((VxV".Z) + (Y, (Vx 2)").
A simetria da conexdo na vizinhanga de U em p também ¢é satisfeita e é dada por
(1.10) X, Y] = VxY —VyX = (V)T = (VX)) T =X, V]|
para X,Y € X(M) e X,Y € X(M).

Teorema 1.3.1. Se X,Y € X(U), a aplicacio B : X(U) x X(U) — X(W)* dada por

¢ bilinear e simétrica.
Demonstra¢ao. Ver Do Carmo [10], p. 97. O

Fixaremos a seguinte notacdo «(X,Y) = B(X,Y) para representar a segunda forma fun-
damental de uma imersao.

SejapeMenc TPLM. A aplicacao Hy : T,M x T,M — R dada por

Hn(xay) — <(X(X7y)7n>
para todo x,y € T,M, pelo Teorema 1.3.1, H,; é uma forma bilinear simétrica.

Definicao 1.3.2. A forma quadrdtica II, definida em T,M por
II(x) = Hy(x, x)

¢ chamada a sequnda forma fundamental de f em p sequndo o vetor normal n.
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As vezes se utiliza também a expressao segunda forma fundamental para designar a
aplicagao o que em cada ponto p € M € uma aplicagao bilinear, simétrica, tomando valores
em TPLM. Dada qualquer forma bilinear H,, fica associada um operador linear autoadjunto.

A menos de uma orientacdo 1, tem-se uma extensao local a M como se segue.

Definicdao 1.3.3. Seja f : (M, g) — (M,q) wma imersio isométrica. Definimos a
aplicagdo bilinear Hy, de f segundo p associada a aplica¢io autoadjunta S, : X(M) x

X(M)+ — x(M) dada por

<SH(X)Jy> = Hn(xvy) = <O¢(X>U)7n>-

Proposicao 1.3.1 (Operador de Weingarten). Sejap € M, x € T,M en € T,M*. Seja

N uma extensao local de 1 normal a M. Entao
= nT
Sn(x) =—(ViN) .

Demonstracao. Sejay € T,M e X, Y extensoes locais de x, y, respectivamente, e tangentes

a M. Entao (N,Y) =0, e portanto

para todo y € T,M. Portanto, S, (x) = — (vXN)T. H

No caso de hipersuperficie, cuja codimensdo é um, 1 é a tnica direcdo e é usual omiti-lo.
. 1 - . , . ;. .

Sejamp e M\n e TyM e | = 1. Como S, : T,M — T,M € simétrica, existe uma
base ortonormal de autovetores {e;, ..., e,} de T,M com autovalores reais ki, ..., ky, isto
é, Sy(e5) =kjey, 1 <j<n.

Se M e M s3o ambas orientaveis e estdo orientadas, entdo o vetor 1 fica univocamente
determinado se exigirmos que sendo {e, ..., e, } uma base na orientacdo de M, {ey, ..., e, N}
seja uma base na orientacdo de M. Neste caso, denominamos os e; direcGes principais e ;
curvaturas principais da imersdo f. Por exemplo:

1
(ki +...+kn)

detSn:kl...kn s E

denominadas curvatura de Gauss-Kronecker e curvatura média de f, respectivamente.
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Exemplo 1.3.1 (O Toro de Clifford). Considere a aplicagao f: R? — R* definida por

f(0,¢9) = %(cos(e),sen(e), cos(@),sen(@)).

A aplicagdo f é uma imersio de R? na esfera S* C R*, cuja imagem f(R?) é um toro

T? =S4 x SY  com curvatura seccional zero na métrica induzida.
i

Com efeito, f é diferencidavel e a diferencial f. é gerada pelos vetores coluna

fo = (—sen(0), cos(0),0,0)

Sl

fo = %(o,o,—sen(m,cos(@)),

entao f,. tem posto 2, logo f é uma imersao. Por um simples calculo, computamos V, a

conexdo Riemanniana do R*:

Vi fo = 0,

— 1

erfe = E(—COS(G),—SQH(G),0,0),
— 1

vf(pf(p = _(07 0,—COS(([)),—S€TI((P)),

V2

veja que Vi, fo e mef@ pertence ao espago normal (T¢e.o)T?)*, logo
(1.11) (Viofo) " =0=(Ve,fo)".

Sabemos que o R* possui curvatura seccional constante igual a zero, seque da equacao

(1.8) e da Proposi¢do 1.3.2 que

Kg(fea f(p) - K@(fea f(P) = <(X(X7 X)7 OC(UJJ» - ’(X(X7y)’2
= ((Viofo) ™, (Ve To) ) — (Ve fo) P
1
= 5(((:05(6), Sen(e), 07 0)7 (Oa 07 COS((P), Sen((p))>
= 0
Logo a imagem de f é um toro bidimensional T?> C R* com curvatura seccional constante

nula.

Considere os vetores

E, = (—sen(0),cos(0),0,0),

Ey, = (0,0, —sen(@), cos(@))
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n = —=(—cos(8), —sen(0), cos (e}, sen(g))

V2

Note que {Eq, Eo} € uma base ortonormal para o espaco tangente Tp']I'2 emn € uma direcao
normal do espago tangente de T]DT2 em relacao ao espago tangente de TpSg, p € T2
Denotemos por by; a matriz da seqgunda forma fundamental do toro em relacao ao campo

normal 1. Cada entrada da matriz é dada por

b = (S(E1),E1)
by = (S(E1),E2)
bar = (S(E2),Ey)
by = (S(E2),Ea),

onde S € dado por

para qualquer vetor tangente ao toro T2. Temos que

S(E)) = iQ(sen(e), —cos(6),0,0)

S(Ez) = 3(070, sen(@), —cos(¢))

Por um simples cdlculo, usando os termos definido de (by;), obtemos que

—_

1

1
bii=—, bip=by =0 e by=——.
11 NG 12 21 22 NG
Assim,
1
s— (v "
1
0 -

Note que o tr(S) = 0. Logo a imersao do toro T? na esfera unitdria S* C R* induzida

por f é uma imersao minima. (Ver [10], exercicios 2 e 8, p. 105).

Podemos relacionar também a aplicagdo bilinear e simétrica do teorema (1.3.1) com a

curvatura média para caracterizar as subvariedades totalmente geodésicas descritas em [24].
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S

T
il
1

Figura 1.1: O toro de Clifford.

Definicao 1.3.4. Dizemos que uma variedade M € totalmente geodésica de uma variedade

Riemanniana M quando a sua sequnda forma fundamental « é sempre nula.

As subvariedades totalmente geodésicas sdo caracterizadas do seguinte modo. Seja M
uma subvariedade de uma variedade Riemanniana M. Entao M é totalmente geodésica se,
e somente se, toda geodésica em uma estrutura Riemanniana induzida em M é também

geodésica M. Isso segue imediatemante do fator que qualquer campos X,Y € X(M) vale
(1.12) a(X,Y)=VxY—-VxY=0.

Em relagdo a estrutura Riemanniana, as subvariedades geodésicas sdo as mais naturais.
Infelizmente, de modo geral, tais subvariedades n3o existem, exceto em dimensdao um. No
entanto, nos espacos mais agradaveis, espacos simétricos, existem muitas dessas subvariedades
de dimensdes superiores.

No R™, as subvariedades totalmente geodésicas sdo os espacos afins
{x+¢c;x e R¥},

onde R* é um subespaco linear e c € R™,

Em S™, as subvariedades totalmente geodésicas sdo as esferas maximas
Sk _ Sn N RkJrl - RnJrl,

onde R**! ¢ um subespaco linear.

No n-espaco projetivo complexo CP™ com a métrica adequada, as subvariedades total-
mente geodésicas sdo os subespacos lineares CP*, k = 1,...,n e o espaco real projetivo
RP* k=1,...,n.

Agora, explicitaremos algumas defini¢cdes e as equacdes fundamentais para imersdes que,

por sua vez, sao inerentes e importantes para as caracterizacoes dessas aplicacoes.



Capitulo 1. Nocoes Preliminares 19

Proposigao 1.3.2 (Férmula de Gauss para hipersuperficies). Sejam p € M, z,y vetores

ortonormais de T,M e f: (M, g) — (M, g) wma imersdo. Entdo

(1.13) Kg(x,y) = Kglx,y) = (alx, %), aly, y)) — lx(x, y) .
Demonstrag¢ao. Ver Do Carmo [10], p.99. O

Em formas espaciais temos que em M
K(x,y) = c(xPlyl* — (x,y)*)

onde c é a curvatura de M.

Para codimensdo um, temos que a proposicdo 1.3.2 é dada por:
(1.14) K(ei,ej) ::l:kik)' +c,
onde (eq,es, ..., e, ) é uma base ortonormal que diagonaliza o operador autoadjunto S.

Definicao 1.3.5. Uma imersdo f: (M™, g) — M, g ¢ minima se para todo p € M tem

trS, =0.

Escolhendo um referencial ortonormal E;, ..., E,, de vetores em X+, onde U é uma vizi-
nhanca de p na qual f é um mergulho, podemos escrever, em p,
m
‘X(XJJ) - ZHJ(Xay)EV X,y € TpMa
j=1

onde H; = HEj.

Definicao 1.3.6. Sejam f: (M™, g) — (M, g) wma imersio para cada p € M, o vetor

dado por

1 n
H(p) = — trS;)E;
(p) n §j (trS;)E,
onde S; = Sg;, nao depende do referencial E; escolhido. O vetor H é chamado curvatura

média da imersao f. E claro que é minima se, e s se, H(p) = 0, para todo p € M.

n+1 _ . ~
,g) uma imersao e S seu operador de

Definic¢do 1.3.7. Sejam f : (M™,g) — (M
Weingarten. O tensor de umbilicidade ¢ de M sem traco associado a sequnda forma
fundamental « € a aplicacio ¢ : X(M™) — X(M™) definida por

p=S—17
n
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onde 1 € o tensor identidade de M™. Quando ¢ =0 em todo ponto de M™, dizemos que

f € totalmente umbilica.

Em codimensdes maiores, dizemos que uma imersdo f : M™ — M™"P é umbilica em
xo € M quando Sy = kI para todo & € TXLOM, onde kg € R e I é o tensor identidade em
Tx,M. A imerssdo f é totalmente umbilica quando for umbilica em todo ponto de M.

Pode-se ver que as normas do tensor de umbilicidade ¢ e do operador de Weingarten S de

uma imersao que tem curvatura média H se relacionam por
H2
o> =[SPP — —.
n

Agora, apresentaremos as equacbes fundamentais para imersdes. Dada uma imersdo
isométrica f : M"™ — M“““, a sua geometria decompde-se: uma geometria do fibrado
tangente e uma geometria do fibrado normal. Estas geometrias se relacionam com a segunda
forma fundamental da imers3o por meio de expressdes que generalizam as cldssicas equacoes

de Gauss e Codazzi da teoria de superficies. S3o elas:
Teorema 1.3.2. As sequintes equagoes se verificam:
a) FEquacdo de Gauss.

RX,VZ,T) = RX,VNZ,T)—{(Y,T), (X, Z)) + ((X, T), x(Y, Z)).

b) FEquagdo de Codazzi.

<E(Xa Y)Zan> = (vYCX) (X7 Z?ﬂ) - (va() (Y7 Z?ﬂ) :

Demonstragao. Ver [10]. O

. I . ~ .
Se o espago ambiente M tem curvatura seccional constante, a equa¢do de Codazzi se

reduz a:
(vx(x) (Ya Zan) - (vY(X’) (Xa Zan)

Se, além disto, a codimens3o da imersdo é 1, V41 = 0, donde

VxalY,Zn) = X(Sy(Y),Z) = (Su, (VX), Z) — (Sn(Y), VxZ)
= (Vx(S4(Y)),Z) — (S, (VxY), Z).
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Portanto, neste caso, a equacdo de Codazzi se escreve
Vx(Sq(Y)) = Vy(S55(X)) = Sy (IX, Y]).

Além desses resultados, recorremos aos Teoremas da Divergéncia, Primeira Variacao de
Area e ao cldssico Teorema de Gauss-Bonnet ques s3o inerentes a geometria das subvariedades

estudadas.

Teorema 1.3.3 (Divergéncia). Sejam (M, g) uma variedade compacta orientdvel com

bordo 9M. Se X : M — TM ¢é um campo de vetores de classe C*. Entao

(1.15) J g(X,v)dS :J divXdM
oM M
onde v o campo de vetores unitdrio ortogonal a OM que aponta na direcao exterior de M.

Defini¢ao 1.3.8. Uma variacio da imersio f : (M¥, g) — (M“,g) ¢ uma familia de
imersoes fy : (MX, gy) — (M“,g) que varia diferencialmente com t € (—e, €) tal que

fo = f. O campo variacional X € X(M) de uma variagcao é definido por

_ Of

X = .
ot |t=0

Quando o volume da métrica Riemanniana que estd sendo pertubada é finito, temos asso-

ciado a esta variacdo o seguinte funcional.

Definig¢ao 1.3.9. Definimos o funcional drea A : M x (—e, €) — R de M (uma superficie

compacta) induzida pela familia fy definido por
A(t) - J th,
M

onde dM € o elemento de drea de M.

—n+1

Definicao 1.3.10. Considere uma variagcao fy : (M™,g¢) — (M

,g), da imersdo

f: (M"g) — (M“H,g). Se (M™, g) tem volume finito e ds denota o elemento de
volume de (M““,g), definimos o funcional volume V : (—e,e) — R dessa variacdo
definido por
(1.16) V(t) = J f*ds.

Mx [—e€, €]

Dizemos que f preserva volume se V'(t) = 0, para todo t.
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Associado ao campo variacional X de uma variacdo f; temos a Primeira Variacdo de Area

e Primeira Variacao de Volume.

Teorema 1.3.4 (Primeira Variacdo para Area). Sejam f : (M™,g) — (M““

.9)
uma imersao com vetor curvatura média H,onde M™ é compacta, e fy : (M}, g¢) —

(M

+1 _ S . . .
" ,g9),t € (—e, €), uma variacdo de f. Se A denota o funcional drea associado a fy,

entao
A’(0) :—J g(X,H) dO‘—}—J g(X,v)ds
mn oMn
em que v € o campo normal unitdrio exterior a OM™ e tangencia a M™ (caso OM™ # &),
do ¢ o elemento de volume de M™ e ds € o elemento de drea de OM™. Se OM™ = &,

uma imersao minima € o ponto critico do funcional drea.
Teorema 1.3.5 (Primeira Variacdo de Volume). Sejam f: (M™, g) — (M"

imersdao, onde M™ € compacta, e fy : (MY, g¢) — (H"“

+1 _
,g) uma
,g), t € (—e, €), uma variagao

de f. Se V denota o funcional volume da variagao, entao

(117) Vo) =~ | g(Xmds
Mﬂ.
onde X € o campo variacional da variacdo e € um campo unitdrio normal a f(M™).

Para mais detalhes sobre as primeiras variacoes de Area e Volume o leitor pode consultar
[8]. E, para os problemas variacionais de superficies com curvatura média constante no espaco

Euclidiano R?, o leitor pode consultar [26].

1.4 Homotopia e o Primeiro Grupo Fundamental.

Sabemos que um caminho num espaco M é uma aplicacdo continua f: I — M, onde I
o intervalo unitdrio [0, 1]. A nocdo de deformar continuamente um caminho, mantendo seus

extremos fixados torna-se preciso na seguinte definicdo:

Definicao 1.4.1. Uma homotopia de caminhos em M é uma familia fy : 1 — M |

t € [0,1] tal que
a) os pontos finais f¢(0) = xo e fi(1) =x1 independe de t;

b) a aplicagdo associada H:1x I — M definida por H(s,t) = fi(s) € continua.
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Definicao 1.4.2. Dois caminhos fo,f1 : I — M sdo homotopicos em M quando existe

uma homotopia H(s,t) = fi. A notacao para isso é fy ~ fy.

Exemplo 1.4.1 (Homotopias Lineares). Para quaisquer caminhos fo, f; : 1 — R™ tendo

0s mesmos pontos finais xg € X1 sao homotopicos através da homotopia
fi(s) = (1 —t)fp(s) + tfi(s).

Nesta homotopia, cada ponto fy(s) percorre ao longo do segmento de reta até f{(s) com
velocidade contante. Isso ocorre porque a linha que passa por fo(s) e fi(t) é parametrizada

linearmente como
(1.18) fo(s) + tlf1(s) — fo(s)] = (1 —t)fo(s) + tfi(s),

sempre que t € [0,1]. Se fo(s) = f1(s) esse segmento degenera num ponto e f(s) = fy(s)
para todo t € [0, 1]. Isso ocorre , em particular, para s =0 e s = 1, cada f; é um caminho
de xg a x;. A continuidade da homotopia f; como uma aplicacdo I x I — R™ segue da
continuidade de f, e f;, desde que as operacoes algébricas de adi¢cao vetorial e multiplicagcao
por escalar na férmula para f; sdo continuas.

Esta contrucao mostra que todo subespaco convexo X C R™, todos os caminhos em X
determinados pelos pontos finais Xy e x; sao homotdpicos, pois, se fy e f; estdo em X, o
mesmo acontece com a homotopia f.

A classe de um caminho f sob a relacao de equivaléncia de homotopia sera denotada por

[f] e chamada de classe de homotopia de f.

Proposicao 1.4.1. A relagao de homotopias em caminhos com extremidades fizas em

qualquer espaco topolégico é uma relagao de equivaléncia.
Demonstragao. Ver [17]. O

Definigao 1.4.3. Dados dois caminhos «, 3 : I — M tal que (1) = (0) sdo caminhos
homotdpicos se existe uma composi¢ao x o [3 que percorre primeiro & e depois 3, definido

por

0
(1.19) aop = ]
2
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sempre que t € [0, 1].

Os caminhos « e 3 s3o percorridos duas vezes mais rapidos para que x o [3 seja percorrido
no tempo 1. Essa operagao respeita as classes de homotopia, pois se &g >~ &; e 3o =~ B,
via homotopias f; e g¢ € &o(1) = Po(0) para que g o B esteja definido, entdo f; o g, estd
definido e nos fornece uma homotopia &y o g ~ o1 o 3.

Em particular, se restringirmos aos caminhos « : I — M com o mesmo ponto inicial e
final ®(0) = «(1) = xg € M. Esses caminhos sdo chamados de lacos e o ponto inicial e final

comum X, € referido como o ponto base. Ou de outra maneira, definimos

Definicao 1.4.4. Seja & : I — M um caminho fechado em M tal que x(0) = (1) = xq.
Entao « € chamada homotopicamente nula em M, quando « é homotopica ao caminho

constante B(t) = xo.

O conjunto de todas as classes de homotopias [«] de lagos & : [ — M no ponto base x,

é denotado por 711 (M, xg).

Definicao 1.4.5. O grupo (M, xq) € chamado de grupo fundamental de M no ponto

base xg.

O ™ (M, xq) é o primeiro em uma sequéncia de grupos de 71, (M, Xo) chamados grupos
de homotopia que s3o definidos de maneira semelhante usando cubos n-dimensionais I™ em
vez de [.

Segue também alguns resultados e definicGes importantes para caracterizar ambientes sim-

plesmente conexos (cf. [35]).

Definicao 1.4.6. Seja U C C um subconjunto aberto de C, f: U — C, zp e U e — —

uma norma arbitrdria em C.

e A funcao f € chamada ¢ diferencialmente complexa em zg, se para todo € > 0 existe

b =08(€e,z9) > 0 e uma aplicagcao linear
f/(Zo) :C— (C,

tal que existe um disco D(8) de modo que a desigualdade

f(zo +h) —f(z0)
h

—f'(z9)| < €.

¢ satisfeita sempre que h € D(8) (exceto possivelmente para h =0).
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e Dizemos que f € uma funcao holomorfa, se f é diferenciavelmente complexa em todo

zog € W. Isto €, a funcao f é holomorfa no ponto zg € U se o quociente

f(zo +h) —f(zo)
h

converge para um limite quando h — 0.

O limite do quociente, quando existe, é denotado por f'(zq) e é chamado a derivada de

em Zzg:

. f(zo +h) —f(zo)
/ —
Pe=m=

Agora, considerando a funcdo f definida no aberto U, podemos escrevé-la em termos de

suas partes real e imagindria
f(x +1iy) = ulx,y) + iv(x,y)

E razodvel perguntar o que significa a condicdo de diferenciabilidade em termos de u
e v. O leitor pode consultar [21] para os detalhes da andlise no Capitulo VIII, mas tanto
por uma questdo de tradicdo, como porque ha alguma necessidade psicologicamente para ver
imediatamente qual é a resposta, derivamos o condi¢cOes equivalentes em u, v para f ser
holomérfico.

Em um z € U fixo, seja f'(z) = a + bi. Seja w = h+ ik, com h, k € R. Suponha que
f(z+w) —f(z) = f'(z)w + o(w)w,
onde o(w) — 0, sempre w — 0. Ent3o,
f'(z)w = (a + bi)(h +ik) = ah — bk + i(bh + ak).
Por outro lado, seja

F:U — R?

(x,y) — Flx,y) = (ulx,y),v(x,y))
uma aplicac3do tal que F é chamada de campo vetorial de f. Entdo

F(x + h,y + k) — F(x,y) = (ah — bk, bh + ak) + o, (h, k)h + o (h, k),
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onde o0;(h, k) e 05(h, k) tendem a zero quando (h, k) tendem a (0, 0). Portanto, se assumir-
mos que f é holomorfa, concluimos que F é diferencidvel no sentido de varidveis reais, e que

sua derivada é representada pela matriz jacobiana

ooy = (& )= (% %
b a % g—;
Mostrando que
ou . ou
f'(z) = F™ —i@,
em que
ou v ou  0v

x oy © 2y ox
Essas equacdes sdo chamadas de Equacoes de Cauchy-Riemann.
Reciprocamente, sejam u(x,y) e v(x,y) duas fun¢Ges que satisfazem a Equagdes de
Cauchy-Riemann, e continuamente diferencidveis no sentido de funcdes reais. Entdo, f(x +
y) = u(x,y) + iv(x,y) é imediatamente verificado invertendo os passos acima que f é

complexamente diferencidvel, ou seja, holomérfica (cf. [35], Teorema 2.4).

Teorema 1.4.1 (Versao Homotépica do Teorema de Cauchy). Seja U C C aberto, o e

dois caminhos homotdpicos em U. Entao para toda fun¢ao holomorfa h: U — C

L h(w) dw = L h(w) dw

Definicao 1.4.7. Uma regigo U do plano complexo é chamada de simplesmente co-
nexa quando quaisquer dois pares de curvas em U com os mesmos pontos finais sao

homotdpicos.

Teorema 1.4.2. Toda func¢ao holomorfa em um dominio simplesmente conexo tem uma

primativa.

Proposicao 1.4.2. Se «: 1 — Q é um caminho fechado em Q homotopicamente nulo,

entdo para qualquer fun¢ao holomorfa h: Q — C temos

L h(w) dw = 0.
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Corolario 1.4.2.1. Se Q C C,Q € uma regiao simplesmente conexa, entao para todo

caminho fechado o« em Q e para qualquer fung¢ao holomorfa h: Q) — C temos

J(X h(w)dw = 0.

1.5 Caracteristica de Euler-Poincaré

Sabe-se que o francés Henri Poincaré (1954-1912) contribuiu significativamente em muitas
areas de estudos da Matematica e, em particular, obteve contribuicbes importantes quando
deu origem ao conceito de homologia, que tem grande relevancia no estudo da topologia
das variedades. Nao é a intencao discutir densamente a teoria de homologia na sua versao
n-dimensional, mas discutir intuitivamente algumas idéias com relacao a homologia unidimen-
sional, em superficies (superficies simplesmente conexas). O leitor pode consultar [25] para
uma leitura aprofundada e por uma abordagem histdrica, consultar [31].

O matemético Leonard Euler (1707-1783) obteve classificacdes de um poliedro P C R? a
partir dos nimeros de vértices (V), arestas (A) e faces (F) dada pela soma alternada destes

numeros cuja férmula de Euler
(1.20) x(P)=V—-A+F

(cf. [25], p.48) Um poliedro P é formado por simplexos. Um simplexo de dimens&o zero é
um ponto, de dimensdo 1 é um segmento de reta, de dimensao 2 é um tridngulo, de dimensao

3 é um tetraedro.

Definicao 1.5.1. Um simplexo s de dimensdo n no espaco Euclidiano R™ (m > n) é
determinado por n+1-vértices ag, ay, ..., 0y, € R™ tais que os vetores a;—ay, ..., Ay — 0y

sejam linearmente independentes.

Definicao 1.5.2. Um poliedro P no espago R™ é uma colecao finita de simplexos em R™

tais que:
1. Se s ¢ um simplexo de P, entao toda face de s também o é€;

2. Se s’ es” sao simplexos de P entao a intersecao s’ N's” é uma face comum a s’ e

s” (ou € vazia).
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Segundo Poincaré, se ag—a; + as —. ..+ a,, sdo os nimeros de Betti do poliedro P, vale
a igualdade
(121) X(P) =Qqp— 4 —I—ag—...(—l)nan.

Esta generalizagcdo do niimero de Euler ou caracteristica de Euler para espacos n-dimensionais,
chama-se atualmente a caracteristica de Euler-Poincaré de P. Em Lima (cf. [25], p.49) o leitor
pode consultar as definices complementares que nao foram incluidas nesta secdo.

Por simplicidade, recorremos a Do Carmo ([9], p.325 ) para apresentar definigdes e resul-
tados sobre triangulacdo em superficies regulares para caracterizar o invariante topoldgico, a
caracteristica de Euler-Poincaré.

Seja £ uma supeprficie regular. Dizemos que uma regido conexa D C L é regular se D é
compacta e a sua fronteira 0D é uma reunido finita de curvas regulares por partes fechadas
e simples. Por conveniéncia, vamos considerar uma superficie compacta como uma regido

regular, cuja fronteira é o conjunto vazio. Para mais detalhes

Definicao 1.5.3. Uma triangulagao de uwma regiao reqular D C X é uma familia finita

de T de triangulos T, 1=1,...,m, tal que
1. U, Ti=D

2. Se iNTy # @,1 # j,entao Ty N'Tj € uma aresta comum de Ty e T; ou um vértice

comum de Ty e Tj.

Dada uma tridngulacdo T de uma regido regular D C X de uma superficie X, denota-
se por F, o nimero de tridngulos (faces), por A, o nimero de arestas (lados), e por V, o
ndmero de vértices da tridngulagdo. O nimero explicito na Equagdo (1.20) € a caracteristica

de Euler-Poincaré da triangulacao.
Teorema 1.5.1. Toda regiao reqular de uma superficie reqular admite uma triangulacao.

Proposicao 1.5.1. Se D C X ¢ uma regiao reqular de uma superficie X, a caracteristica

de Fuler-Poincaré nao depende da triangulacao de D. Convém, portanto, denotd-la por

x(D).

Exemplo 1.5.1. A caracteristica de Euler-Poincaré da esfera S* e do toro T? sdo, res-

pectivamente, x(S?) = 2 e x(T?) = 0.
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Definicao 1.5.4. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana com a conexdo Levi-Civita.
Sejam vy : I — M™ tal que g(y',v') =1 ev € T,M™ um campo unitirio normal a y.

A curvatura geodésica de y na dire¢ao de v é a fungdo kg : I — R dada por
(1.22) kg =9g(Vy v, v).
Quando kg € identicamente nula em 1, dizemos que y € uma geodésica de (M™, g).

Teorema 1.5.2 (Gauss - Bonnet). Seja (M, g) uma superficie Riemanniana orientada e
sejam Cy, ..., Cyy as curvas fechadas, simples e requlares por partes que formam a fronteira
OM de M. Suponha que cada C; € orientada positivamente e sejam 01, 0,...,0, o conjunto
de angulos externos das curvas Cq,..., Cn,. Se K € a curvatura Gaussiana relativamente
a metrica g e Kg € a curvatura geodésica de OM na dire¢ao normal interior unitdria de
M ao longo de OM.

Entao

n

P
(1.23) ZJ Kg(s) ds+” Kdo+ ) 6y =2mx(M),

i=0 Y Ci M 1=1
onde s denota o comprimento de arco de Cy, x(M) € a caracteristica de Euler e a integral

sobre Cy significa a soma das integrais em todos os arcos requlares de Cj.

Demonstragao. Ver [9]. O

1.6 Métricas conformes

Para cada métrica Riemanniana g em uma variedade diferencidvel M, se existe
uma fun¢do @ suave positiva da variedade M em R, verifica-se que a nova métrica nesse

mesmo espaco § = e® g, também define uma métrica Riemanniana em M.

Defini¢ao 1.6.1. Dizemos que duas métricas Riemannianas g e g em uma variedade
diferenciavel M sao métricas conformes se existe uma func¢ao positiva diferencidvel @ :
M — R tal que § = ng e (@) = e*? ¢ a mudanca conforme. As variedades muni-
das com as respectivas métricas, (M, g) e (M, g), sao ditas conformes e @ € o fator de

conformidade da métrica g para g.

Definicao 1.6.2. Seja Br uma bola aberta Fuclidiana com raio 0 < R < oo centrada

na origem do espaco vetorial R™™ e ¢ : B — R suave e positiva. Dizemos que a
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variedade Riemanniana M = (Bg, g), onde § = €*® g tal que g é a métrica usual de

R™ L € conformemente Euclidiana.

Exemplo 1.6.1 (Conexao Riemanniana de uma variedade conformemente Euclidiana).
Seja Br uma bola Euclidiana com raio 0 < R < oo centrada na origem de R™™ e ¢ :
Br — R wma funcao radial, significando que existe uma fungdo suave w: [0, R?) — tal

que @(x) =u([x[?). Observe que,
(1.24) Ve =2u' (IxP)x,

onde V@ denota o gradiente de @. Consideramos a métrica g = e*®g em que g € uma
métrica Euclidiana, e escrevemos M=(Br,q). Denote por V e V as conexdes Riemanni-

anas de g e g, respectivamente. Para todos os campos X € X(Bgr), temos

Vxx = Vxx+g(Ve, X)x+g(Ve,x)X —g(x,X)Ve
= X+ 2u/(Ix]*)(g(x, X)x + [x]*X — g(x, X)x)
— X+ 2w/ (WP x2X

= px)X,

onde |.| denota a norma induzida por g e w(x) = 1+ 2u/(|x|*)|x]> é chamada de funcao

potencial de .
Exemplo 1.6.2 (Formas Espaciais). Sejam ¢ € R e uma fung¢ao indexada @, : Bg — R
definida por

1
®c(x) = log —c
L+ P

onde R = o0, sec > 0, e R = se ¢ < 0. Nessa situacdo, temos que R =

2
=y
(Bg, €2?<=0 g) € o espago Euclidiano, SP1\ {p} = (B"!, e*®< g) € a esfera unitdria reti-
rando um dos pdlos se ¢ > 0 e HM' = (Bg, e2?<g) € o espago hiperbdlico com curvatura

seccional constante ¢ < 0.

Exemplo 1.6.3. Considerando o semi-espaco do R™ dado por
]HIT—I_{_1 = {(Xl? s 7XTL+1) € Rn+1;xn+1 > O} ,

e introduzindo em H™' a métrica

1
9ij (X1, Xny1) = ——04j.
n+1
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Temos que em (H™*, gij), tal métrica é conforme a métrica usual gy de R™*, tendo

em vista que existe uma funcdo suave e positiva em F : H™' — R onde a mudanca
1

2
Xn+1

conforme € dada por logF = @ tal que F? =

1.7 Condicao de Ricci Generalizada

Seja ds? = Edx? + 2Fdx dy + Gdy?, onde E, F e G sio os coeficientes da primeira forma

fundamental.

Definicao 1.7.1. Seja (M, ds?) uma variedade Riemanniana com uma métrica ds? de
classe C*. Dizemos que em (M, ds?) satisfaz a condicdo de Ricci se a curvatura Gaussiana
K, dessa métrica é negativa, K < 0, e se (M, do) com a nova métrica do? = /—K,ds?

€ plana, isto €, se Ky = 0.

Ricci foi pioneiro a descobrir que cada métrica ds? satisfazendo essa condicio pode ser
imersa em R? como superficie minima. A reciproca dessa afirmacdo também é verdadeira,
ou seja, cada métrica ds? de uma superficie minima de curvatura gaussiana negativa em R?
satisfaz a condicdo de Ricci.

Em seguida, antes de enunciar e demonstrar o teorema do Fomenko (2005), elecamos do
ponto de vista histérico, os percursos dos autores relacionados aos estudos acerca da Condicdo
de Ricci.

Aminov [4] mencionou sem prova que uma afirmagdo semelhante vale para superficies de
curvatura média constante H = H, (constante): " Se (S, ds?) superficie de curvatura média
constante Hy munida da métrica ds*> em R3, entdo a métrica do? = \/H2 — K ds? € plana.”

J4 Pinl [30] mostrou que em R* existem superficies minimas em que a condicdo de Ricci
ndo é satisfeita.

Ao mesmmo tempo, Lawson em [22] e [23]) obteve o seguinte resultado: Se a curvatura

. . - . - 1
Gaussiana K¢ da métrica ds* de classe C* definida num plano satisfaz a condicio K¢ < — para
T

. /1 .
alguma constante v > 0 e se a métrica do*> = |/ — — K, ds? for plana, entdo o par (M, ds?)
T

pode ser imerso isometricamente como uma familia continua a 1-parametro de superficies
. . 1

minimas numa esfera euclidiana S3(r) de curvatura Ky = -

T

Outra condicdo que pode ser considerada uma analoga a condi¢do de Ricci é a condigdo

de Norden, enuciada da seguinte maneira: Dizemos que a métrica ds? satisfaz a condic3o de
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Norden, se a curvatura da métrica é negativa, K < 0, e se a curvatura K. da nova métrica
dt? = —K, ds? € identicamente igual a 1, K. = 1. Norden provou que no espaco Euclidiano
R3, qualquer superficie de classe C* com a métrica satisfazendo tal condicdo é localmente
uma superficie minima.

Nessa seccao, daremos a condicao generalizada das condicdes de Ricci, Norden e Lawson,
que sdo condicdes necessdrias e suficientes para um par (M, ds?), onde ds? é uma métrica
bidimensional de classe C* definida num dominio simplesmente conexo, ser isometricamente
imerso em um espaco Riemanniano tridimensional Mio de curvatura seccional ¢y constante
como uma superficie de curvatura média constante H = Hy. Além disso, estaremos provando
o teorema de Fomenko [15], cuja condi¢do de Ricci generalizada é uma consequéncia imediata
dessa afirmacdo.

Usaremos Mio para designar uma variedade Riemanniana tridimensional de curvatura sec-
cional constante cg, uma forma espacial, Hy curvatura média constante e o« um nimero real

dado.

Teorema 1.7.1 (Fomenko). Uma métrica ds* de classe C* definida em um dominio
plano simplesmente conexo pode ser mergulhado isometricamente no espaco I\\/JI?C’O como
uma superficie com curvatura média constante Hy e sem pontos umbilicos se, e somente
se, a curvatura Kx satisfaz a condigio Kz < H2 + ¢o, a curvatura K., da nova métrica

dt? = (—Kg + H2 + ¢o)* ds? € calculada pela férmula

(1—2«x)
1.25 K. =
(1.25) * 7 (—Kz + HZ + ¢o)™

>.

FEssa imersao isométrica de ds® em Mio € realizada, a menos de isometrias, como uma
familia de 1-parametro {Xi(Hp)}, 0 < t < 2m, de superficies Li(Hg) com curvatura média
constante Hy que sao nao congruentes aos pares para diferentes valores de t e depende

continuamente de t.

Demonstracao. Necessidade. Seja Z(Hg) uma superficie CMC Hy, sem pontos umbilicos,
relativa as linhas de curvatura (x,y) (tendo em vista a segunda forma fundamental dia-
gonalizada). Como a superficie £(Hg) ndo tem pontos umbilicos, entdo Ky < H2+¢o. Ou
seja, sendo ki e ko as curvaturas principais, temos
0< (ki —ko)® = K +1k2—2kky
= K2+ 2kiky + k3 — 2kiky — 2k ks

= (ki + k2)2 — 4k ko
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1 1
0<ki—k) = 7 [(ki+k) —dkike]
K —ko\” K+ ko)
0<(12 2) = (12 2) — Kkiks
= Hi —detA
= Hg—Kz—i—Co.

Portanto, concluimos que é valido a desigualdade Ky < H32 + ¢ fora dos pontos
umbilicos.
As formas quadréticas da superficie S(Hp) relativa as linhas de curvaturas (x,y) sao

da forma

ds? = gudx®+ gndy?,
II = blldX2+b22dy2.

Denotamos por ki e ko as curvaturas principais da superficie X(Hg), de modo que

Jg11 0 bll 0
(1.26) (gi) = e (by)= :
0 J22 0 b22

e calculamos

—1

(1.27) A =

E identificaremos, portanto,

b X
(1.28) Abey) = [ 9 ,
0 =22 y

g22
é o operador de Weingarten associado a segunda forma fundamental de X(H,).

Temos as formulas

b) K =detA e Hy = LtrA;

b) K = Kg —¢o, HE — K = (%)Q, onde K é a curvatura extrinseca da superficie

% (Hy).
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Por outro lado, denote por Gj; os coeficientes da forma quadrética
(1.29) dt2 = (—Ks + HJ + ¢o)*ds>.

Dessa forma, veja que os coeficientes da nova métrica satisfazem Gi; = (—Ks + HZ +
Co)*gij, sempre que i =j e Gij; = 0, 1 # j quando 1 # j. Verifica-se que (Hy — k;)?* =
(Ho — k2)** = (=K, + H§ 4 co) ™.

Entao temos,
G = (Ho— k1)2°‘911
Gy = (Ho - k2)2“922

A curvatura K., (9, Exercicio 1 e 2, p. 283) da métrica dt? é calculada usando a

formula

i (o () 4 (ess)
e 2v/G11Gaz |0y \ 0y 0x \v/G11Gae 0% '

Por simplicidade, faremos o uso da equacao de Mainardi-Codazzi (cf. [9]), dadas por

v - S
I 08
que assumem a forma
(b)), = g1y (k1 +ka),
Y 2
), = 92 1),

Como os coeficientes da primeira e sequnda formas fundamentais sao fungoes dife-
renciaveis, entao as curvaturas principais também sao diferencidveis. Desenvolvendo as
respectivas derivadas do lado esquerdo das igualdades acima, temos

akl . 1 6911
dy 2911 0y

akg 1 8922
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Derivando adequadamente e substituindo os termos encontrados na féormula de K.,

obtemos:
K . _l (1—-2x) {i [ 1 a911} +i [ 1 6922}}
e 2 (—Kz + HZ + ¢c0)*\/g11922 | 9y [ /911922 dy Ox | \/g11922 Ox

. (1 - QOC)KZ

- (—K):‘f’]‘l%—FCo)o‘7
onde

1 1 1
(1.30) Kz =——{i—%+i—@}.
2,/911922 |9y /911922 0y  0x /011922 OX

Completando o que queriamos provar. Por outro lado, o leitor pode consultar a prova
da reciproca do Teorema em [15].

Suficiéncia. Seja a métrica ds? em coordenadas isotérmicas. Podemos escrever
ds? = E(x,y)(dx? + dy?), (x,y) € D, onde D é um certo dominio plano paramétrico
simplesmente conexo.

Aqui byq, bys e by sao fungoes desconhecidas, elas serao os coeficicentes da segunda
forma quadrética. Por essa razao, defina @ : D — C tal que ®(z) = Mg + 1Ay, onde
z=x+1y e i¥ = —1. De maneira esperta, defina também os coeficientes by; relacionados

pela equagao
(1.31) b1y + bay = 2HoE,

de modo que tais coeficientes sao configurados da seguinte forma: by; = Ay + HpE,
b12 = Mo (§] b22 = —/\0 + H()E
Afirmagao: a funcao @ ¢é holomorfa. Com efeito, tal fungao numa vizinhanga do

dominio nao se anula, zeraria nos pontos umbilicos, mas eles nao existem. Note que
(1.32) |@(2)]* = M3 + A2 = E*(—K, + HZ + co).

Entao ®@(z) é sempre positiva. Como do lado direito é uma relacao conhecida, ela pode
ser o quadrado do médulo de uma fungao holomorfa.

Veja que o sistema de equagoes Gauss-Codazzi é satisfeito:

(1.33) det (II) = byjbyy — b2, = —(AZ+ M2) + H3E = (K — o) E?,
1

(1.34) K = —gg AnE,
2 2

(1.35) N 0

o oyt
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(1.36) (b1 —EHg)y — (b12)x = 0,
(137) (b22 - EH())X - (blg)y == O

As duas ultimas equacgoes, as equacoes de Codazzi, sao as equagoes de Cauchy-Riemann.

Em outras palavras, devemos verificar que In(E*(—Ks + H2 + ¢g)) é uma fungao
harménica sob as hipdteses do teorema, no intuito de fazer sentido a igualdade (1.32)
. Para isso, calcularemos o Laplaciano Aln(E?(—Kg + HZ + ¢g)).

Como KS:—% A InE e temos a seguinte relagao:

AI(E* (=K + H3 + o)) = 2A InE+ Aln(—K, + HZ + ¢o)
= —4EK, + Aln(—K, + H2 + ).

Agora, obteremos a curvatura K, da métrica d12 = (—K; + H3 + ¢)*ds? em coor-

denadas isotérmicas. Assim,

1
KT = — A‘L _KS H2 (XE
S (K. + 12 1 og)o€ & MH(7Ks + Hy - co)°E),
1
T T2(—K, + H2 + co)°E [oc A (=K + Hj + ¢o) + Aln(E)]
1

= oK T oy 1% (TAEKs + ALKy 4+ HG 4 ¢o)) +4EK o+ Aln(E)]
s 0

(1 —20)K, N o [An(—Kg + H3 + ¢o) — 4EK]
(—Ks + H2 + co)= 2(—Ks + H2 + ¢o)*E

Usamos uma propriedade usual de logaritmo, a linearidade do operador Laplaciano e

acrescentamos zeros convenientemente na terceira igualdade acima. Pela hipdétese do

teorema, sabemos que

(1 —2x)K;
KTS = 2 >

e, obtemos que a [Aln(—Kg 4+ HZ + ¢o) —4EKs] = 0. E como « # 0, segue que
An(—Kg + HZ + ¢o) — 4EK = 0.

Portanto, a fungao InE?(—K + H2 + ¢¢) é harmonica. Contudo, a equagao 1.32 satisfaz

(1.38) @ (2)] :E\/—KS+H3+CO.

sempre que z € D.
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Conhecendo |®@(z)|, encontramos @ (z) = |®(z)|exp(iargd(z)), tal que

(xy)
(1.39) arg®d(z) :J ’ [—(In|D(2)])ydx + (In|D|(z))xdy] + t,

(x0,Y0)

onde (xg,Yo) é um certo ponto fixo de D, z = x + iy e t um parametro real tal que
0 < t < 2m a integral tomada ao longo de um caminho arbitrario que une o ponto
(x0,Yo) a0 (x,y). Pela simples conexidade do dominio D tendo em vista que usamos
funcoes holomorfas para definir as coordenadas da imersao, entao as integrais complexas
ficam bem definidas ao longo desse dominio. A integral curvilinea em (1.39) nao depende
da integracao do caminho, e, portanto existe.

Sabendo da funcao ®(z), podemos determinar os coeficientes unicamente pelas formulas,

b11 = Im(D(z)+H0E,
bi; = Re®(z),

b22 = —Im®(2)+H0E,

onde esses coeficientes by; dependem continuamente do parametro t. Significando que para
todos os valores fixados de t nesse intervalo, sempre que (x,y) € D as formas quadréticas

sao dadas por

ds? = E(dx*+dy?)

II = bydx® +2bjpdx dy + bypdy®.

define em Mio uma superficie Z;(Hg) de curvatura média constante tinica por isometrias.
O conjunto {Z¢(Hp),0 < t < 271}, é uma familia de superficies obtidas continuamente de-
pendendo do parametro t e exaure todas as possibilidades de imergir ds? em I\\/JI‘E0 como
superficies CMC H = H, (constante). Isso completa a prova.

]

1 : _ :
Observe que o caso em que & = oL Hy =0, ¢p =0, a afirmag¢ao coincide com a condicao

1
de Ricci; o caso «x =1, Hy = 0, ¢ = 0, com o resultado de Norden; o caso o« = 3 Hy = 0,
1

1 . -
—» com o resultado de Lawson, e para o« = X Hy # 0, ¢o = 0, obtemos a afirmacgao
-

Cop =
mencionada por Aminov.

Os casos especiais do teorema acima sdo as condi¢des generalizadas de Ricci e Norden.

Corolério 1.7.1.1 (Condicao de Ricci Generalizada). Seja Hy e co nimeros reais da-

dos. Uma métrica ds® de classe C* com a curvatura Kg, Kg < H2 + ¢, definido num
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dominio plano simplesmente conexo pode ser imerso no espaco M%O como uma superficie

de curvatura média constante Hy sem pontos umbilicos se, e somente se, a métrica

do? = \/—KS +H2 + ¢y ds? € plana, isto é, a curvatura Ko da métrica do* é identi-

camente zero, Ky = 0.

Por Kazdan e Warner ([20], 1975), a mudanga conforme da métrica Ky para K, de

variedades bidimensionais é dada pela equacdo diferencial

Kcr = —e*Z“ (AU—K):)
onde u(Ks) = —}Llog(—Kz + H2 + ¢¢) € uma func3o suave e positiva. Como a curvatura
Ks = 0 e considerando uma mudanca de varidvel, tomando A = —Kz + H(z) + cg, temos a

equacio diferencial, sempre que Ky < HZ + ¢, obtida por Alog(—Ky +H32+c¢) = 4Ky, pois
e 2" > 0 (sempre). Portanto, por essa mudanca conforme da matrica a equagio diferencial

generalizada para imersGes de curvatura média constante em formas espaciais é dada por:
(1.40) (—Kz + H2 + ¢co) A Ky + [[VKg|l? + 4(—=Kx + Hj + ¢9)*Kz = 0.

Note que, caso H2+¢, = 0 tal equag3o coincide com a equacio diferencial para a condicdo

suficiente no R? obtida pelos irm3os Moroianu’s (2015) a qual é discutida na préxima sec3o.

Coroldrio 1.7.1.2 (Condi¢ao de Norden Generalizado). Uma métrica ds* de classe C*
com curvatura Kg < 0, definido num dominio plano simplesmente conexo pode ser imerso
1sometricamente no espago M‘zo de curvatura seccional cy < 0 como uma superficie de cur-
vatura média constante H = \/—cy sem pontos umbilicos se, e somente se, a a curvatura

K. e a métrica dt® = (—K,) ds? € identicamente iqual a 1, Ky = 1.

1.7.1 Desiguadade de Simons e a Condicao de Ricci.

O objetivo dessa seccdo é relacionar a Desigualdade de Simons e a condi¢do de Ricci
(existéncia) no caso de minimas baseado em [12]. Demonstraremos a Desigualdade de Simons
para hipersuperficies na forma espacial I\\/[[E‘;Lol isto €, sendo ¢ = 0, entdo M;‘;Lol =R o
espaco euclidiano (n 4 1)-dimensional. Particularmente, estamos interessados nas imersdes
f:I™ — M"™*! cuja codimens3o é 1, as hipersuperficies.

Denotamos em 1.3.1 o operador Weingarten por S segundo a hipersuperficie £ dada por

S: T, — T,Z tal que (Sy(x),y) = Hy(x,y) = (x(x,y),m) associado a segunda forma
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fundamental « de f cuja curvatura média H é definida por H = trS. Considere o tensor de
umbilicidade ¢ sem traco associado a segunda forma fundamental dado na Definicao 1.3.7.
Considere o polinémio py; Alencar-Do Carmo associado a curvatura média da imersdo e a

curvatura seccional da referida forma espacial definido por

n—2 H?
(1.41) pu(t) =t*+ T_UIHIt - ne
Tal polindomio surge em resultados de rigidez sobre a curvatura escalar como pode ser visto
em Alencar e Do Carmo (1994) (cf. [1] e [2]), por exemplo, aparece na prova do Teorema 1.5
de [2].
Enunciaremos alguns lemas importantes que nos ajudam a construir e entender demons-

tracdo mencionada.

Lema 1.7.1 (Desigualdade de Kato). (Calderbank et al., 1999) A sequnda forma funda-

mental & de qualquer imersao satisfaz a sequinte estimativa:

n
(1.42) VI9l < /5 IV ol

Lema 1.7.2 (Okumura). Seja 03, j = 1, ..., 1. niimeros reais tais que Lj05 = 0 e ;07 = B°

com 3 = const > 0. Entao

_n—_2[3,3 < Z]-O‘;?’ < on-2
nn-—1)

BS

nn-—1)

e a igualdade ocorre se, e somente se, pelo menos (n-1) dos mimeros o; sao iguais.

Teorema 1.7.2 (Do Carmo, M. Dajczer, 1993, p.701). Seja f: M™ — mnﬂ(c), n > 3,
uma hipersuperficie arbitrdria. Se as curvaturas principais Ki, ..., kn de f satisfaz ki =
o =Kn 1 =A#0, kyp=—p=—u(A), e A—un=#0. Entao f(M™) estd contido em uma

hipersuperficie de rotacao.

Teorema 1.7.3 (Tipo Simons-Alencar e Do Carmo). Seja f: Z™ — MM uma imersao
isométrica em uma forma espacial MY com curvatura média constante H, entdo os

pontos de L satisfaz

n+ 2

(1.3 GPpulie) > VLGP — 5 Ax 6P,

onde ¢ € o tensor de umbilicidade. Além disso, se n > 8 e L uma hipersuperficie nao

totalmente umbilica, a 1gualdade ocorre se, e somente se
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1. f(Z™) € um catendide, quando H=0 e c < 0;

2. f(X™) € um toro de Clifford ou uma hipersuperficie de Otsuki, quando H = 0 e

c>0;
3. f(Z™) € uma hipersuperficie de Delaunay, quando H # 0

Demonstracao. Seja a base ortonormal {ey, e, ..., e,} de TZ que diagonaliza o tensor ¢
em todos os pontos de X, do classico Teorema Espectral segue que ¢pe; = oje; tal que
1<)

Chen e Yau (1977) obtiveram o Laplaciano de um tensor simétrico ¢, simplificado na

Equagao (2.8) de seu artigo, dado por
1 2 2 1 2
(1.44) 3 Ax |6 = Zij ¢ + Zioi(trd)i + §Zi,jK(ei> ej)(oy — 05)°,

onde K(ei, ej) é a curvatural secional constante gerado pela base {ei, e;} do plano, ¢i;; sdo

as componentes da derivada covariante de ¢, podendo ser reescrito como cl)%jl = |V d|?.
Se denotamos ki, ...,k como as curvaturas principais de X, e além disso, 0y = ki — %,

entao sabemos que tr¢ = 0, pois
H H
tTd):tT (S——I> :tTS——tT‘IZO'iki—O'iki:O.
n n

No entanto, a equacao acima reduz-se a

1 1
(1.45) 3 As [0 = Vel + 521,]' K(ei, e;) (0 — 0j)>.

Usando a féormula de Gauss, obtemos

K(ei,e5) = kik;j,

— (e ) (o4,

H 2
= Uin+;(Ui+Uj)+

n2’

Por meio de céalculos diretos, reescrevemos %Zij Kij (o3 — G]-)2 em termos do || e H.
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Entao,
1 « 1 o H?
—Z oi—0;)° = = (ow5+ 01+6J)+—2 (01— 03)°,
2 o 21]:1 n
1 n
= §Z 0705 — 20707 + 0:07)
1
IH 23 . 3
+ o5 Z (07 — 20707 4 0:07 + 050} — 20707 + 07)
7]:
H2 1 &
+ T‘L_§Z 0} —20‘i0'j+0')~2),
H2
= —|¢!4+HZ of + —Iof
j=1
Portanto,
1 2 2 4 = 3 H2 2
(1.46) §Az " =IVedl® — |l +HZ Gi+?|¢|‘

i?jzl

Através de 1.7.1, 1.7.2 estimaremos a primeira e a terceira parcela, respectivamente:

1 2 __ 2 4 - 3 H? 2
5 Orlof = [VedP =o'+ H Y of + —Iof,

ij=1
n+2 =
> WMW|W+HZﬁ+—m2
i,j=1
n+2 n—2
> !Vz|d>|!2 |<1>!4——!H||d>|3+—Id)l2
vn(n—1)
n+2 n—2 H?
= IVz|CI>H2 b |16 + —=—=——==IHIlld| — —IdI”
nn-—1) n
n-+2
= IVz|<l>||2 [bPpu(ldl).
Assim, concluimos que
n-+2 1
(1.47) [bPpr(ldl) > !Vz|¢|!2——Az Joli

Por outro lado, supondo n > 3 e a igualdade para ¢ nao identicamente nula em X:

a) quando H = 0 teremos um catenéide sempre que ¢ < 0 (cf. [37, Teorema 3.1]);

b) quando H=0e c > 0, um toro de Clifford ou uma hipersuperficie minima de Otsuki

(cf. [38, Teorema 1.1]);
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¢) quando H # 0 e como na desigualdade de Okumura vale a igualdade, uma das
curvaturas principais tem multiplicaidade 1 e as outras multiplicidade n-1, conse-

quentemente £ é uma hipersuperficie de Delaunay (cf. [11, Teorema 4.2]).

O

As superficies de Delaunay s3o construidas rolando uma cénica ao longo de uma linha reta
no plano e tomando o traco de um dos focos. Isso é chamado uma roulette da conica. Este
traco descreve entao uma curva planar que é girada em torno do eixo ao longo do qual foi
rolada. Isso d4 uma superficie de revolucdo com curvatura média constante (superficies de

Delaunay). Para mais detalhes, o leitor pode consultar [14] e [27].

Figura 1.3: A onduléaria e a porcao de umo nduléide, respectivamente.
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Figura 1.4: A nodéria e a por¢ao de um noddide, respectivamente.

ora, temos uma condic3o necessaria para a existéncia de imersdes minimas mergulhadas
A t dic t d lhad
R3 que é classicamente chamada Condicdo de Ricci e entenderemos a sua relagdo com a

Desigualdade de Simons.

Teorema 1.7.4 (Condicao de Ricci-Moroianu, A. e Moroianu S.). Se ezistir uma imersdo
isométria minima Z% em R3, entdo vale a equacdo diferencial Ky AKs—||[VKs||?—4K2 =

e Ky < 0.

Demonstragao. Sabemos que a curvatura média H de £2? é dada por 2H = k;+k, e a curva-
tura Gaussiana det S = kK, quadrado da norma da segunda forma é dada |S|* = k% +k3,
onde S é o operador simétrico de Weingarten associado a segunda forma fundamental.

Inferindo-se sobre isso temos

(2H)® = (ki +ko)*
AH? = K+ K5 + 2kiko
4H* = ISP+ 2Ky
Em particular, quando a imersao for minima, teremos |S|> = —2Ks. E isso quer dizer,
como o quadrado da segunda forma resulta em —2Ky > 0, logo a curvatura Gaussiana
tem que assumir Ky < 0.
Por outro lado, precisamos calcular o A*log(f). Sabemos que A*f = div=Vf. Deri-

varemos a func¢ao log(f) em relagao a um campo tangente TX e usando a Regra da Cadeia

obtemos
1
(1.48) X(logf) = ¥X(f),
que com outra notacao em relagao campo gradiente ao campo de vetor X, temos

1
<V ]'Og f, X> = ¥<Vfa X>7
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que equivale a

(1.49)

Assim, calculando o Alog(f) obtemos

Alog (f) =
(1.50) =
(1.51) =
(1.52) -
(1.53) =
(1.54) 2 A log(f) =

1
Vlogf:¥Vf.

div (V logf)
1
div(¥Vf)

1 1
£ divV 4 (V(2), V)

1 1
ZAf— =

- f f2<Vf,Vf>
1 1

— A f——||V T

; 1EZIIV I

f A f—||VF]?

Sabemos que a equacio de Simons para superficies (£? C R3) é exatamente A log (|S]?) =

—2IS|? (cf. [8, Seccao 1.1]). Entao, substituindo |S|* adequadamente na igualdade (1.55)

acima, temos

ISI* & log (ISI*)

= ISP A ISP —2IVISPP

ISI(=2ISP) = ISP A ISP =2V [SP]?
—2ISI° = ISP A ISP —2[V ISP
Além disso, substituindo também |S|> = —2Ks obtemos:
16K: = 4Ky A Ky —4|VKg|P

E, finalmente

(1.55)

Kz A Ks —[|VKg|[? — 4K$ = 0.
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Os Resultados do Tipo

Lawson-Sakaki.

Neste capitulo, estudaremos os teoremas de Lawson, em [23] e [34] enfatizando as su-

perficies minimas com a condicdo de Ricci em formas espaciais.

2.1 Exemplos de Imersoes Minimas com a Condicao

de Ricci.

Lembramos que para uma métrica Riemanniana bidimensional ds? satisfazer a condicio
de Ricci com respeito a curvatura seccional ¢, a curvatura Gaussiana K satisfaz K; < c e a
nova métrica d1? = v/c — K ds? é plana.

Denote por M7 a forma espacial simplesmente conexa n-dimensional de curvatura seccional
c, e em particular, R = M. A métrica induzida ds? de uma superficie minima em ME
satisfaz a condicdo de Ricci com respeito a c, exceto nos pontos onde a curvatura Gaussiana
coincide com c. Reciprocamente, assumindo que a métrica Riemanniana ds? em uma variedade
bidimensional simplesmente conexa, L, satisfaz a condicdo de Ricci com respeito a ¢, entdo
existe uma familia suave 27t-periédica de imersdes isométricas minimas fq : (X, ds?) — M2,
onde 0 € R, que chamamos de familia associada. As aplicagcoes fg, 0 < 0 < T, representam
todas as imersdes isométricas minimas locais de (X, ds?) em M3,

Dessa forma, considerar em determinar as superficies minimas em M cujas métricas
induzidas satisfazem a condi¢cdo de Ricci com respeito a ¢ ou, equivalentemente, determinar

as superficies minimas em M que sdo localmente isométricas a superficies minimas em M

45
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é o principal objetivo nessa secdo.

Definicao 2.1.1. Dizemos que uma subvariedade em M € essencial em MY se nao estd

em uma subvariedade totalmente geodésica de M.

Denote por 8(n, ¢) o conjunto de todas as estruturas Riemannianas de superficies minimas
essenciais em M. Entdo, o problema consiste em determinar a intersec¢do de 8(3,c) e
8(n,c), onde n > 3.

Do ponto de vista métrico, os elementos de §(n, ¢) sdo indistinguiveis. Alterando correta-
mente a métrica e o operador forma, continuara satisfazendo as equacdes de Gauss-Codazzi.
Ou seja, se existe uma imersao minima, entao conseguimos uma familia de imersdes minimas

indexadas por um parametro.

Exemplo 2.1.1 (Lawson). Com a familia associada fg : (Z,ds?) — R3 podemos cons-

truir imersao isométrica minima f: (X, ds?) — RS definida por
(2.1) f="focosp @ fozsing,

onde @ € uma soma direta da decomposicao ortogonal RS = R3 @ R3. FEsse fato nos diz
que a métrica induzida por f é ds?, satisfaz a condicdo de Ricci com respeito a ¢ = 0,

exceto nos pontos onde Ky = 0. Em geral, (L) € essencial em RS, se ¢ # 0(mod7).

Exemplo 2.1.2. Se ¢ > 0 e temos fo : (£,ds?) — M3(C R*), uma familia associada,

podemos construir imersao isométrica minima
f:(0,ds®) — M3 (C R,

definido por
f= aofeo D...D Clmfem,

onde Z]nll a]? =1,0< 600 <0;... <Oy <, cada fo; € visto em R* de modo que

Ifo,| = % e RIm+H = RY @ ... ®R* € uma decomposicio ortogonal. Entdo, a métrica

induzida por f é ds?, a condicdo de Ricci € satisfeita com respeito a ¢, exceto nos pontos

onde Kz =c. E, em geral, f(X£) ¢ essencial em M2im+3,

Exemplo 2.1.3 (Bryant-1985, Kenmotsu-1976). Toda métrica bidimensional plana sa-
tisfaz automaticamente a condi¢do de Ricci com respeito a ¢ > 0 e existem superficies

minimas planas que sao essenciais em M2™! onde ¢ > 0.
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2.2 Imersoes minimas com a condicao de Ricci em
formas espaciais.

Para o caso Euclidiano, c=0, Lawson resolveu o problema completamente como vemos no

Teorema 2.2.1 (Sakaki-Lawson). Seja f : L — R™ uma imersao minima de uma
variedade bidimensional L em R™. Suponha que a métrica induzida ds? satisfaz a condicdo
de Ricci com relagao a ¢ = 0 exceto nos pontos isolados onde a curvatura Gaussiana é

nula. Entdao, ou
a) f(X) C R3 totalmente geodésico do R™, ou

b) f(£) C R® totalmente geodésico do R™ e f é da forma dada no Exemplo 2.1.1 para
® #0 (mod %).

Demonstragao. Ver [23]
[

Observacgao 2.2.1. 8(3,0) e 8(n,0) sao disjuntos sen =4, n=5oun =7, e, além

disso, pelo Exemplo 2.1.1, 8(3,0) estd incluido em §(6,0).

Considerando o caso esférico, ¢ > 0, Lawson (1971) mostrou que uma imersdo minima
f: X — M de uma variedade bidimensional £ em M, supondo que a métrica induzida ds>
satisfaz a condicdo de Ricci com respeito a ¢, exceto nos pontos isolados em que a curvatura

Gaussiana Ky = c¢. Ent3o f deve ser da forma
f= aofeo D... (lmfem.

A solugdo dessa conjectura, Sakaki ([34], 1994) considera classificar as superficies minimas

em M resolvendo o caso para n = 4.

Teorema 2.2.2 (Sakaki-1994). Seja f: & — M2 uma imersio minima de uma variedade
bidimensional £ em M. Suponha que a métrica ds? satisfaz a condi¢io de Ricci com
respeito a ¢ exceto nos pontos isolados em que a curvatura Gaussiana Ky = c¢. Entdo

f(X) estd em M2 totalmente geodésico.
Este teorema nos diz que

Observagao 2.2.2. a) 8(3,c) e 8(4,c) sao disjuntos;
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b) quando ¢ =0 , este resultado estd incluido em Lawson (1971);
¢) o caso onde ¢ > 0, este resultado ndo € verdade se substituirmos M2 por M.

Com uma hipétese adicional, dada por Sakaki em [33], encontramos um resultado para

codimensoes arbitrarias.

Teorema 2.2.3. Seja L uma superficie minima em MY com a curvatura Gaussiana Ks
com respeito a métrica induzida ds®. Suponha que a nova métrica dT®> = \/c — Kds? é

plana nos pontos onde Ky < ¢ e a curvatura escalar normal de X € constante. Entao
a) L estd em M2 totalmente geodésico; ou

b) ¢ >0 e X € plana.



Capitulo 3

Imersoes de Curvatura Média
Constante de Fronteira Livre na

Bola de Formas Espaciais.

Neste capitulo, estudaremos imersdes de curvatura média constante (resp. minima) de

fronteira livre na bola unitdria n+1—dimensional B™*! da forma espacial M* !, ¢ € {—1,0, 1}.

Definicao 3.0.1. Sejam (Z¥,g) e (an,Q) duas variedades Riemannianas compactas.

=n+1

Dizemos que f : (£¥,g) — (X ,9g) € uma imersao (isométrica) de curvatura média

constante de bordo livre se:

=n+1

a) fint(Z¥)) c int(X") e f(dZF) c 9z,

id

b) o dngulo de contato entre f(£*) e or ! ¢ igual a 3

Quando T = B dizemos que f € uma imersao de curvatura média constante
H # 0 de bordo livre na bola de uma forma espacial MM, Em particular, H = 0, dizemos

que f € uma imersao minima de fronteira livre na bola B™ de uma forma espacial MM 1.

Definicao 3.0.2. Dizemos que f serd uma imersao de curvatura média constante ou

minima propria quando o intf(Z¥) ndo toca OB™! .

Exemplo 3.0.1. Disco Equatorial (H = 0). Seja a bola B*™ Euclidiana fechada, unitdria
e centrada na origem da forma espacial M= = R™"1. Os subespacos vetoriais contidos no

R™1 intersectados com a bola B™*! sdo os discos equatoriais, resultado da intersecao

49
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de B com um plano contendo a origem, sao os exemplos mais simples de imersoes

minimas de fronteira livre em B™1.

Figura 3.1: O disco equatorial .

No caso n = 3, J. C. C. Nitsche [29] mostrou que os discos equatoriais planos s3o as tnicas
superficies minimas com fronteira livre e totalmente geodésicas imersas em B? homeomorfas
a um disco. Fraser e Schoen [16] generalizaram mostrando que o disco minimo satisfazendo
a condicdo de fronteira livre numa bola B™*! de curvatura média constante de qualquer

dimensdo é totalmente geodésica.

Definicao 3.0.3. O catendide critico é uma anel minimo de fronteira livre mergulhado

em B3,

Figura 3.2: O catendide critico .

Exemplo 3.0.2. Catendide Critico (H = 0) . O catendide critico parametrizado em

R x S' dada por

Q: [—To,To] X Sl — Rg

(t,0) — @ (t,0) = (apcoshtcosd, agcoshtsend, agt),
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para alguma base ortonormal do R? e uma escolha unica de Ty, uma solucdo positiva da

relagio t = coth(t), onde ap = (Tocosh(Ty)) '. A restricio de ¢ para [—Ty, Ty x S!

define uma imersao minima numa bola que encontra a fronteira da bola ortogonalmente.

Exemplo 3.0.3. Calotas esféricas (H # 0). Seja B a bola fechada unitdria em R3 e
C = ZNB, onde L € a parte interior a B de alguma esfera S*(r) que intersecta S*(1) = 0B

ortogonalmente.

Figura 3.3: A calota esférica

Teorema 3.0.1 (Nitsche, 1985). Seja L uma superficie CMC' de fronteira livre imersa

em B3. Se L homeomorfa a um disco, entdao L € totalmente umbilica.

Teorema 3.0.2 (Fraser e Schoen, 2014). Seja uw: D — B™ wma imersao minima com
pontos de ramificacdao tal que w(D) encontra OB ortogonalmente. Entdo, u(D) € um disco

equatorial plano.

3.1 Outra Demonstracao do Teorema de Nitsche

Fixando as notacdes como no Exemplo 1.6.2 nos direcionaremos as formas espaciais
M = (Bg,g), onde g = e?*?cg e ¢ € R. A construco foi inspirada no trabalho de
L. Alias, J. de Lira e Miguel Malacarne [3].

Seja r < R um niimero positivo escolhido tal que a bola fechada B = (B,,g) tem raio
unitario em M *! onde B, ¢ a bola Euclidiana fechada centrada na origem de R™*! com raio
unitdrio. Considere uma hipersuperficie compacta X em B tal que 0X # @, int (X) C int (B)
e 0X C 0B.
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Sejam o' e SY!, respectivamente denotam a segunda forma fundamental e o operador

de Weingarten de N como subvariedade de uma variedade Riemanniana M, e em particular,
temos fixado as notacdes
x = o&/ﬂgﬂ, S= Siﬂgﬂ,
Com essas notacdes, temos para quaisquer campos X,Y € X(0X) que
VxY = VY + ol (X,Y)
= VY +&XY)+ab(X,Y)

VxY = VXY +«(X,Y)
= VIY+ a5 (X,Y) +«(X,Y)

onde V2B V2% e V% s3o respectivamente, as conexdes Riemannianas de 0B, 9% e £ como

subvariedades de M ™!, Comparando as duas decomposi¢des acima, obtemos
(3.1) &(X, V) + o (X Y) = o35 (X, V) + a(X,Y)

ao longo de 0X. Como 0B é uma esfera em M‘g“, existe k € R tal que Slgﬂgﬂ = kI, onde
[ € o tensor identidade em T(0B). Portanto, se denotamos g = (-,-), com (x,x) = 1, pelo

Exemplo 1.6.1 obtemos

n+1
(3.2) k= (Sos ej,e) =((—Vex)", e5) = —po (€5, €)) = —po,
onde pyp = pu(r?) = 1 +2u/(1?)1? e (-)7 denotam a funcio potencial do vetor posicio

calculada ao longo de 9B™"! e a projecdo ortogonal de X(M»"!) em X(dB). Combinando

(3.2) com (3.1) segue que

(SX,Y) £+ (Shs X,Y)x = (S5:X, ) v + (SX, ),
(3.3) (SX,Y) & — 1o(X, V) x = (S5: X, Y) v + (SX, Y)

onde x é o vetor posicio em B,,& € X(0B) é um campo de vetor conormal ao longo de
0X como um hipersuperficie em M, v é um campo vetorial conormal ao longo de 90X como
uma hipersuperficie em X apontando para fora e 1 é um campo normal unitdrio definido
globalmente em X.

Com essa construcio, temos que propriedade de fronteira livre na bola B! nos permite

observar que x = v e & =1 ao longo de 0% e enunciar o seguinte Teorema:
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Teorema 3.1.1 (Tipo Stahl-Santos, 2022 ). Se £™ ¢ uma hipersuperficie com fronteira

livre na bola B, Considere os tensores

(3.4) T:X(I") x (") — D(Z")

(X,Y) = T(X,Y)=(SX,Y)
(3.5) ToB . x(0B™) x ¥(0B™") — D(ZM)

(X,Y) = TB(X,Y) = (X, Y).

Entao,
(3.6) (VT vy = — (VeET*®) (n,vy)

— 2upT(vj,vy) + 1o (T(v,v) + T(v5,v5)),
comj=1,....n—1, onde {vy,...,vn_1} € uma base ortonormal de vetores tangente a

L™, enquanto VxT e VIBTB denotam as derivadas covariantes, respectivamente de T

e T°B na direcdio de X.

Lema 3.1.1 (Stahl). Seja ™ uma hipersuperficie de fronteira livre na bola B™*! descrita
acima. Se L™ tem curvatura média constante H, entdo nos pontos de 0X™ temos:
H2

a) b = ISP+ (H—H)? — —;
n

b) By (14?) = 2w (ISP + (n+1)(H — )2 — 2H(H — 1)),

onde ¢ € o tensor de umbilicidade de L, enquanto S e H sdo, respectivamente, o operador

de Weingarten e a curvatura média de 0X como hipersuperficie de 0B.

Demonstracao. Como X é de fronteira livre em B, temos que x = v e § = 1 em 0X.

Pela equagao (3.1) temos que S = S ao longo da dZ. Portanto, se {ei,...,en_1,} 6 uma
base ortonormal em 0 dados pelos autovetores do operador S, e ki, ...,kn_; sio seus
respectivos autovalores, a matriz de S na base ortonormal {eq,...,en_1,V} é dada por
Ky 0o ... 0 (Sv,e)
Ko . 0 (Sv,es)
(3.7) S= :
0 0 . kno1 (Sv,en_y)

(Sv,e1) (Sv,ex) ... (Sv,en_1) (Sv,Vv)
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Agora, consideraremos a func¢ao suporte f: £ — R definida por f(x) = (x,n). Dado
X € X(Z), por 1.6.1 temos que X(f) = (x, Vxn). Em particular, como £ é de fronteira
livre na bola B, para cada X € X(0X),

(3.8) 0 = po(v, Vxn) = —o(v, SX).

Entao, ao longo da fronteira 0X, v é uma direcao principal de L e a base ortonormal

{e1,...,en_1,Vv} diagonaliza o operador S. Portanto,
S 0
(3.9) S = :
0 kn

onde k, = (Sv,v). Além disso, como H = Z)n;ll 1~<j +kn = H+Kky, obtemos k2 = (H—H)2,

e concluimos o primeiro item da afirmagao com

H2
o> = ISP ——
n
. . H2
= [SP+H—-H)?——.
n
Por outro lado, como H é uma constante, temos
n—1 ~ ~ n—1 _
(3.10) Ov(I0”) =3 (ISP+K2) =2 K50y (kj) —2kn Y Ay (Ky).
j=1 j=1

Note que [ [36], Teorema 2.4] permanece verdadeira para hipersuperficies em MM,

Visto que S é um tensor de Codazzi em L, por (3.2) temos que 0y (k;) = uo(kn—lzj), =1,

..,m— 1, e, consequentemente, finalmente a conclusao do segundo item da afirmagao,

O0v(I67) = 2m (H—Yn)kn —ISPkE — (n — DK% 4+ (H—kn)kn) ,
— oy, (|§y2 +(n+1)(H=H)?—2H(H— H)) .

O

12

Observacgao 3.1.1. Substituindo a relacdo |S|? = |$|> + [ nas equacoes do Lema

n JE—
3.1.1, encontramos

2
;

5 1 s
a) [bF = |pl* + m ((Tl— 1)H —nH)

n—1

b) 0, (101%) =20 (10 + — (In = DR —nR)"),

onde & € o tensor de umbilicidade de 3L como uma hipersuperficie em 0B.
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Com efeito,
H2
b = ISP ——
n
. N H2
= ISP+ (H—-H)?——
n
_ 2 _ H2
= |oP + +(H-H)?——
n—1 n
. 1 . .
= o+ —— [nQH2 —mn—1)HH+ (n+ 1)*H?
nn-—1)
. 1 N2
= Ty —1)H—mH) .
BF + gy (= DH - n)
Ey
- - ) )
OV (IBP) = —2uo | 1B+~ + (n+ 1)(H— F)* — 2H(H — F)

= . ~ )
= —2u ||dP + — (—QnHH(n — 1) +n*H? + H* (1 —2n + n2)>}

= —2u0 [P + ﬁ (nﬂ —H(n— 1))2} .

Teorema 3.1.2 (Domingos, Santos e Vitério, 2022). Seja X™, n > 2, uma hipersuperficie
compacta de M1 ¢ € {—1,0,1}. Se L™ nao € totalmente umbilica, tem curvatura média

constante H, tensor de umbilicidade ¢ e nao tem ponto umbilico ao longo de OL™, entao

J Bl 0, (9P) ds.
oxXn

N | —

(311) ~ | 11 pullel) do <

E sen > 3, a igualdade ocorre se, e somente se:
a) quando H =0 teremos um catendide sempre que ¢ < 0;

b) quando H = 0 e ¢ > 0, um toro de Clifford ou uma hipersuperficie minima de

Otsuki;

¢) quando H # 0 e como na desigualdade de Okumura vale a igualdade, uma das
curvaturas principais tem multiplicaidade 1 e as outras multiplicidade n-1, conse-

quentemente X € uma hipersuperficie de Delaunay.

Demonstracao. Como ¢ se anula no maximo em um subconjunto de medida nula de ™

(cf. [7, Lema 2.2]), dado € > 0, defina o conjunto nao vazio

Qe ={xeX":pl(x) > €},
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e a funcao continua

[dl(x),  sex€ Qe
€, sex € X\ Q¢

fe (X) =

Pela Identidade de Green,

| ¥ awpae = —| vk v >do+J 0, (OP)F< ™ ds
In n a):n
= D wiol vioelr T | oo as

Aplicando a igualdade acima e o Teorema da Divergéncia a Desigualdade de Simons (1.43),

obtemos
EEES N n+2 g —mt2 ] gy o M2
J o 1oPpnlle) > —j VIGIPFe ——J AP
n n yn 2 sn
_ nt2 j VIgIPF ™ do
n n
- %[MJ (VDN VPl ™ dG+J LIPS ds| |
n n ox
ou seja,
“—”j (|V|¢||2 VIO, VIl )do
n sn
= | orpuliont ™ do
(3.12) < lj Oy (Ip*)fe ™ ds

Como fe = |l em Q. e Vfc =0 em Z™\ Q, o primeiro termo dessa desigualdade é

2(n+ 1

[, (w1 = (w10 Triolr, )

ZT\
(3.13) | vere

I™M\Q.
e consequentemente a desigualdade (3.12) se torna
9  n+2 1 9 _ (m+2)
- ’(I)| pH(M)’)fe " dﬁg 5 av(’(b’ ) " ds.
n oxn

nig . mE2
Portanto, como !d)!%zfe " — 1 quase sempre nos pontos de X™ quando € — 0 e

b~

"0y (10)?) ao longo de 0L™ é integravel por hipdtese, entao
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2 — +2
—J s (—H -2 |H||d>|+nc> dc<1j bl a, (16) ds
sn n n(n—l) 2 dxn

Observe que a igualdade ocorre se, e somente se, também ocorre a Desigualdade de

Simons 1.43 e a igualdade em (3.13). Portanto, pelo Teorema 1.7.3, conclui-se o que

queriamos. [
O caso em que n = 2 o Teorema 3.1.2 acima é reescrito como

Coroldrio 3.1.2.1. Seja X2 uma superficie compacta CMC em M2 | para c € {—1,0, 1},
com bordo 0X. Se L € uma superficie nao totalmente umbilica e %(M}P) ¢ integravel ao

longo de 0L, entao

) Lf 00
(314) [ puohaos ;[ 2 as

A igualdade ocorre se, e somente se, L2 nao tem ponto umbilico.

Demonstracao. Sejam {Xq1,...,X,X1411,-.,Xk}, M = 0, o conjunto de todos os pontos
umbilicos de 2. Suponha que x; € int(X) parai = 1,...,l e x; € 0% para i =
L+ 1,...,m. Considere as vizinhancas Vy,..., V., respectivamente, de xq,..., Xy, tais
que ViNV; = @ sei#jedefina L =5\UM,V;. Pela Desigualdade de Simons e do

Teorema da Divergéncia que

(3.15) —2LpH(|¢|)do<Lazwgw J 61722 (101%) @

Fixe que My = int (Z) N oV, parai:l+1,...,meN=aZﬂ(

2] pullel+ 2 ZL Prlld)
1

< LZ\N|¢| 2 (10) - ZJ 6172 (pP)

i=1 oV

151 0V;), temos que

m

= | e

L1 Mi
onde v é o conormal exterior de 0X e cada v; é o conormal exterior de 0V;. Pela regula-

ridade da fincao |$|?, podemos supor que 0V; é um conjunto de nivel de ||, Nesse caso,
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cada v; aponta na direcao de Vs|d[|? e, consequentemente, fazendo com que o diametro

de V; tenda a zero, a desigualdade acima torna

1 v (I
(3.16) ~[ putonao <3| S
52 2 Jox2 |9l
A igualdade ocorre se, e somente se, nao existem pontos umbilicos em Z2. O]

Corolério 3.1.2.2. Seja X2 uma superficie de fronteira livre em B. Se L tem curvatura
média constante H, entdo X ndao € totalmente umbilica se, e somente se, X(X) < 0, onde
X(X) denota a caracteristica de Euler. Mais ainda, a igualdade ocorre em (3.14) se, e

somente se, L € um anel.

Demonstracao. Como X? tem no méximo um subconjunto discreto de pontos umbilicos ao

longo 0Z2, denotando por [0Z] o comprimento total de 0X2, segue dos itens da Observacao

3.1.1 que
(3.17) | 1020, 00P) as = —tugfor?.
oz
2
Usando a Equacao de Gauss, podemos ver que |p[> = —2(Ksz —c)— 5 E, a curvatura

geodésica calculada na direcio normal exterior a X2 ao longo da componente conexa de
bordo ' C X% ¢ igual a —py. Dali, a desigualdade em (3.14) e a relgao obtida em (3.17),

juntas com o Teorema de Gauss-Bonnet 1.5.2 implicam que

(3.18) 2,052 < LQ prl0]) do =2 (l0x? — 2mx(£2))

Portanto, x(Z2?) < 0. Em particular, a igualdade ocorre se, e somente se, x(22) =0. O

Observe que a parte inicial do Corolario 3.1.2.2 é o Teorema de Nitsche para superficies
com fronteira livre e curvatura média constante em bolas de formas espaciais tridimensionais
que Fraser e Schoen [16] apresentaram uma demonstracdo generalizando para codimensdes

maiores.

3.2 Teorema Principal

Nesta secdo apresentaremos e demonstraremos o resultado principal desta dissertacao.

Para isso, lembramos que estamos usando como pressuposto tedrico principal o artigo de
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Domingos, Santos e Vitério ( [12], 2022), acrescentando a condi¢do de Ricci ao cldssico

Teorema de Lawson [23] obtemos o Teorema de Nitsche discutido por Ailana Fraser e Schoen

em [16], (2014).

Definigao 3.2.1. Sejam X, e Xy superficies Riemannianas e h : 1 — Xy holomorfa.
Dizemos que o ponto p € L é um ponto de ramificacao de h quando ndo existe uma
vizinhanca U de p tal que h‘u seja injetiva.

Definigao 3.2.2 (Redugao de codimensao (cf. [13], Capitulo 2)). Uma imersao isométrica

f: M™ — M"™P admite uma redugio de codimensao para q < p quando erxiste uma

subvariedade totalmente geodésica MPT9 em MDP tal que f(M) C Mp+4.

Teorema 3.2.1 (Teorema Principal). Seja f: £2 — B™ uma imersao isométrica minima
com pontos de ramificacao de fronteira livre satisfazendo a condi¢ao de Ricci com respeito

a curvatura seccional constante c. Entao, apds uma possivel reducao de codimensao
1. f(X) C R
2. f(£) C RS, onde
f="fpcosp @ fozseng,
para @ # 0(mod7%).

Demonstracao. Sejam X2 tem a topologia do disco e f(£?) C B™ é uma imersao isométrica
minima de fronteira livre na bola n-dimensional B™ satisfazendo a condicao de Ricci. Se,
por uma possivel reducao de codimensao, f(£?) C R3, pelo Coroldrio 3.1.2.2 (Teorema do
Nitsche), f(£?) é o disco equatorial plano.

Por outro lado, se apés uma possivel reducao de codimensao tivermos f(X?) C RS,
pelo Teorema de Lawson (2.2.1), temos que f(£?) C R® = R® @ R?, estd como produto de
duas superficies minimas associadas, cada uma satisfazendo a condicao de Ricci, tal que

a imersao é da forma
(0, @) = focosp @ fo,zseno,

onde fg é uma familia de imersoes isométricas minimas associadas 27-peridédicas, ¢ #
O(modF) e 0 € R tal que 0 < 0 < 7. Novamente pelo Teorema do Nitsche, em cada
parte da decomposicao R® = R3? @ R?, teremos dois discos unidos pela origem, mas isso

nao tem a topologia de um disco.
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