UNIVERSIDADE FEDERAL DE ALAGOAS
INSTITUTO DE MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

EM ASSOCIACAO COM A UNIVERSIDADE FEDERAL DA BAHIA

MATHEUS BARBOSA MARTINS

ESTIMATIVAS PARA O INDICE DE MORSE: RESULTADOS DE COTACAO
INFERIOR, CLASSIFICACAO, LACUNA E RIGIDEZ

MACEIO - AL
2022



MATHEUS BARBOSA MARTINS

ESTIMATIVAS PARA O INDICE DE MORSE: RESULTADOS DE COTACAO
INFERIOR, CLASSIFICACAO, LACUNA E RIGIDEZ

Tese de Doutorado apresentada ao Programa de Pds
Graduagao em Matematica da Universidade Federal
de Alagoas em associagao com a Universidade Federal
da Bahia como requisito parcial para a obtenc¢ao do

titulo de Doutor em Matemética.

Orientador: Prof. Dr. Marcio Henrique Batista da

Silva.

MACEIO - AL
2022



Catalogacao na fonte
Universidade Federal de Alagoas
Biblioteca Central

Divisao de Tratamento Técnico
Bibliotecario: Marcelino de Carvalho Freitas Neto — CRB-4 — 1767

M386e Martins, Matheus Barbosa.
Estimativas para o indice de Morse : resultados de cotagdo inferior,
classificagdo, lacuna e rigidez / Matheus Barbosa Martins. — 2022.
160 f. : il.

Orientador: Marcio Henrique Batista da Silva.
Tese (Doutorado em Matematica) — Universidade Federal de Alagoas. Instituto
de Matematica, Maceid : UFAL ; Salvador : Universidade Federal da Bahia, 2022.

Tese apresentada ao Programa de Pos-Graduagdo em Matematica da
Universidade Federal de Alagoas em associacdo com a Universidade Federal da
Bahia.

Bibliografia: f. 154-160.

1. Hipersuperficies. 2. Morse, Teoria de - Lacunas. 3. Espacos ponderados. 4.
Fronteira livre. I. Titulo.

CDU: 514.764.27




Agradecimentos

Primeiramente agradeco a Deus por ter me concedido o talento para entender
matematica e, ainda mais importante, as oportunidades de desenvolvé-lo. Muitas pessoas
foram importantes neste processo de desenvolvimento matematico, especialmente os
professores do IM-UFAL, aos quais deixo meus sinceros agradecimentos. Em particular,
gostaria de agradecer ao meu orientador Marcio Batista por ter aceitado me orientar no
doutorado, por desempenhar uma excelente orientacao, pela paciéncia e dedicacao em
todas as etapas do desenvolvimento desta Tese, bem como seus conselhos académicos e

pessoais. Muito obrigado por tudo!

Ao meu pai José Avacy (In Memoriam) e & minha mae Gilvaneide Barbosa por
terem me dado uma boa educacgao e incentivado os meus estudos, por serem um referencial
de pessoas justas e trabalhadoras, também por todo o esforgo, amor e carinho que foram

fundamentais ao longo de toda a minha trajetoria.

Aos meus irmaos Eleonora Augusto e Murilo Martins que sempre me apoiaram a

seguir estudando, agradeco pela uniao e o suporte familiar.

A todas as amizades cultivadas no decorrer destes anos, que me permitiram ter
dias mais leves e felizes enquanto trabalhava para avancar academicamente. Em especial,
as turmas que pude conviver em cada semestre na "salinha do mestrado'e aos moradores
que tive mais afinidade na "RUD". Em particular, gostaria de agradecer aos meus bons
amigos Pedro Carvalho, Carllos Eduardo, Robson Santos, Vinicius Silva, Samuel Rocha,

Diego Chicuta e Davis Magalhaes.

Aos professores Feliciano Vitorio, Cicero Tiarlos, Allan Freitas e Ivaldo Nunes,
pela participagdo na banca examinadora, bem como pelas criticas e sugestoes feitas a este

trabalho.

A Coordenacio de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior - CAPES pelo

suporte financeiro durante todo o meu doutorado.



Resumo

Nesta Tese de doutorado sao provadas estimativas para o indice de Morse de hipersuperfi-
cies minimas em cinco contextos distintos:
(1): Demonstramos a nao existéncia de uma hipersuperficie minima, dois-lados, fechada,

P! com indice dois.

conexa, imersa no espaco projetivo real R
(2): Sao provadas estimativas de rigidez e lacuna no indice para hipersuperficies minimas,
fechadas, orientaveis, imersas em um produto finito de esferas. Tais estimativas sdo dadas

em funcao dos raios e dimensoes das esferas.

(3): Tratamos de hipersuperficies (compactas ou completas ndo compactas) f-minimas, ori-
entéaveis, com fronteira livre em um dominio €2 do espaco euclidiano ponderado (R™**, g.un, e~/ dp).
Neste caso, obtemos cotagoes inferiores para o indice por uma func¢ao afim envolvendo

uma quantidade topoldgica. Caso a hipersuperficie seja compacta, esta quantidade é o seu
primeiro nimero de Betti.

(4): Consideramos operadores do tipo Ay + W — aK sobre superficies em variedades
Riemannianas ponderadas (M3, g, e~/du), onde W é uma funcdo localmente integravel, K

¢ a curvatura Gaussiana da superficie e a ¢ um inteiro positivo. Sao apresentados resultados
sobre a topologia e crescimento de volume de superficies com curvatura média ponderada
constante f-estaveis ou com f-indice finito. Além disso, também obtemos cotacao inferior

para o primeiro autovalor do operador de estabilidade.

(5): Obtemos férmulas de monotonicidade e densidade para hipersuperficies com fronteira

nao vazia, propriamente mergulhadas em um produto warped do tipo I x; S?. Por fim,
apresentamos um método para calcular uma regiao de estabilidade para cones totalmente
geodésicos em um espaco conforme a produtos warped da forma I x; S? ou I x; R? com

curvatura de Ricci constante.

Palavras-chave: Hipersuperficie Minima; Indice de Morse; Lacuna no Indice; Cotacao

Inferior; Espacos Ponderados; Fronteira Livre.



Abstract

In this Doctoral Thesis, we obtain several estimates for the Morse index of minimal
hypersurfaces in five different settings. More precisely,

(1): We prove the nonexistence of a closed two-sided minimal hypersurface immersed in
the real projective space RP"™ with index two.

(2): We prove a gap of the Morse index of an orientable, closed minimal hypersurface
immersed in a finite product of spheres. Such estimates are given as a function of the radii
and dimensions of the spheres.

(3): We study orientable complete f-minimal free boundary hypersurfaces in a domain
Q) of the weighted Euclidean space (R™"!, g.an, e~/dp). In this case, we get lower bounds
for the index by an affine function involving a topological quantity. If the hypersurface is
compact, this quantity is its first Betti number.

(4): We consider operators of the type Ay + W — aK on surfaces in weighted Riemannian
manifolds (M3, g,e 7du), where W is a locally integrable function, K is the Gaussian
curvature of the surface, and a is a positive integer. We obtain some results about the
topology and volume growth of geodesic ball on f-stable constant weighted mean curvature
surfaces. In addition, we also get a lower bound for the first eigenvalue of the stability
operator.

(5): We obtain monotonicity and density formulas for hypersurfaces with a non-empty
boundary, properly embedded in a warped product of type I x; S%. Finally, we present a
method to calculate a region of stability for totally geodesic cones in a space conformal to

warped products of the form I x;, S? or I x;, R? with curvature constant Ricci.

Keywords: Minimal Hypersurface; Morse Index; Gap In The Index; Lower Bound;
Weighted Spaces; Free Boundary.
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INTRODUCAO

Hipersuperficies minimas sao pontos criticos do funcional area, enquanto hipersuper-
ficies com curvatura média constante (CMC) sao pontos criticos do funcional drea para vari-
agoes que preservam o volume. Em qualquer hipersuperficie minima 3, a formula da segunda
variagdo do funcional area induz uma forma quadrética @ : C®(X) x C®(X) — C*(X). O
indice desta forma quadratica é chamado indice de Morse de ¥ (ou indice de estabilidade) e
é denotado por Ind(X). Do ponto de vista analitico, o indice indica o niimero de autovalores
negativos do operador de Jacobi J, um operador diferencial eliptico de segunda ordem
associado a (). Do ponto de vista geométrico, o indice indica o nimero de direcoes cujas

variagoes decrescem area.

O estudo de como o indice de Morse se relaciona com questoes geométricas e
topolégicas das hipersuperficies minimas (ou CMC) tem se tornado um ramo muito
estudado da Analise Geométrica. Esta Tese de Doutorado é voltada para o estudo do indice
de Morse em cinco contextos distintos, que serao abordados entre os capitulos 2 a 6. No
capitulo 1 serao estabelecidos os conceitos classicos na literatura e que serao fundamentais
para o desenvolvimento dos principais resultados nos demais capitulos. A seguir, faremos

uma introducao a respeito do que sera estudado em cada capitulo:

Capitulo 2. Em 1968, Simons provou que nao existem hipersuperficies minimas
compactas estdveis na esfera unitaria S**! e também caracterizou as esferas totalmente
geodésicas como as unicas hipersuperficies minimas compactas com indice um, veja ([62],
1968). No inicio da década de 90, Urbano provou que qualquer superficie minima compacta
nao totalmente geodésica em S* tem indice de Morse maior ou igual a 5, ocorrendo a
igualdade apenas para a superficie minima de Clifford, veja ([68], 1990), e El Soufi mostrou
que qualquer hipersuperficie minima compacta nao totalmente geodésica em S"*! tem
indice maior ou igual a n + 3, para n > 3, ver ([31], 1993).

A seguinte conjectura permanece em aberto desde a década de 90:

Conjectura. As unicas hipersuperficies minimas compactas da esfera redonda unitaria

S™*! com indice n + 3 sdo as hipersuperficies minimas de Clifford.

Como respostas parciais, citamos o resultado obtido por Guadalupe-Brasil Jr-

Delgado, em ([39], 1999), o qual afirma que a conjectura é verdadeira sob a condigao de
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curvatura escalar constante. Além disso, Perdomo mostrou que a conjectura é verdadeira

se a hipersuperficie ¢ invariante pela aplica¢ao antipoda, veja ([54], 2001).

Neste capitulo, focamos na lacuna do indice de Morse de hipersuperficies mini-
mas compactas imersas no espaco projetivo real RP"™! com curvatura escalar constante.

Inicialmente, relembramos a classificagdo dada por do Carmo-Ritoré-Ros:

Teorema 0.0.1. (/20], 2000) As inicas hipersuperficies minimas compactas de dois-lados
com indice um no espaco projetivo real RP"™ sdo as esferas totalmente geodésicas e as

hipersuperficies minimas de Clifford.

Para o nosso proposito, usamos as fungoes teste construidas em ([20], 2000) e por
meio de um argumento Min-max fomos capazes de construir novas fungoes com média zero
que sao interessantes no contexto de nosso estudo. Desse modo, demonstramos o principal

resultado do capitulo:

Teorema 0.0.2. Ndo ha hipersuperficie minima dois-lados compacta conexa no espaco

projetivo real RP"' com curvatura escalar constante e indice de Morse dois.

O seguinte Teorema ¢ uma consequéncia imediata:

Teorema 0.0.3. A unica hipersuperficie minima dois-lados compacta conexa do espago
projetivo real RP™ com curvatura escalar constante e indice de Morse menor ou igual a

dois sao as esferas totalmente geodésicas e as hipersuperficies de Clifford.

Vale ressaltar que os principais resultados deste capitulo foram publicados em ([12],

2022).

Capitulo 3. Este capitulo esta dividido em duas partes. Na parte 1, estudaremos
hipersuperficies minimas de S™*(r;) x §"2(r3). Sem perda de generalidade, podemos supor
que ny > ng, Ny +ng =n+ 1 > 3. Ambrozio, Carlotto e Sharp ([6], 2018) provaram que
se ¥ é uma hipersuperficie minima fechada e orientével (mergulhada) de S™ (1) x S"2(1)
(ng > 3,ny =1 oung,ng >2e (n,n) # (2,2)), entdo Ind(X) > Mwbl(z), onde
b1(X) é o primeiro nimero de Betti de ¥. No entanto, quando n é suficientemente grande

e b1(X) é pequeno, ndo podemos obter mais informagoes, exceto Ind(X) > 0 ou 1. Por

outro lado, um teorema de classificacdo devido a Torralbo e Urbano ([66], 2014) implica
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que Ind(3) = 0 se e somente se n; >ny =1 e X = S"(1) x {¢}. Uma questao natural

seria classificar as hipersuperficies minimas com indice 1.

Inicialmente, destacamos as hipersuperficies totalmente geodésicas

Sm=L(r)) x St(mry) for ny >mny =1;

Sm=l(ry) x S"2(ry) for ny > ny > 2.

5 =

S™(ry) x {q} for ny >ny =1,

§™(r1) x §"7H(ry) for ng >my > 2.

dig =

Em ([25], 2021), Hang Chen deu uma resposta satisfatéria a indagagao posta. Mais

precisamente,

Teorema 0.0.4. Dado ny > ny > 2, seja X" uma hipersuperficie minima orientdvel
em M"™ = S"(1) x S™(a) com Ind(X) = 1. Suponha que 3 seja fechada e suave ou
singular com um conjunto singular satisfazendo H" %(sing(X)) = 0, onde H é a medida

de Hausdorff. Temos que

(I). Se a* > -2 entio 2 = Xy;

ni—1’

(IT). Se a* = 2, entdao X =3 ou X;

(III). Se a* < ™1, entio X3 = Xy;
(IV). Se a® = "fgl, entdo ¥ = ¥ ou L.

Todos esses casos sao merqulhos totalmente geodésicos.

Os Teoremas principais desta Parte 1 generalizam o resultado acima obtendo
lacunas no indice dependendo apenas dos raios e dimensoes das duas esferas que compoem

o ambiente M = S™(ry) x S"(ry). Mais especificamente, temos:

Teorema 0.0.5. Seja @ : X — M uma hipersuperficie minima, fechada e orientdvel com

Ind(X) < ny em M = 8™ (ry) x S"2(ry), onde ny > ny > 1. Assuma que ¥ € suave ou

tem um conjunto de pontos singulares satisfazendo H" ?(singX) = 0. Valem as sequintes
classificagoes:

Ng — 1 s

rZ 2

(I): Se C, = > 0, entdo X = 3. Além disso, Ind(¥;) = 1.
2 1
(II): Se C, =0, entdo ¥ =3y ou X = 3y. Além disso, Ind(¥;) = Ind(3,) = 1.

Teorema 0.0.6. Seja @ : X — M uma hipersuperficie minima, fechada e orientdavel com

Ind(X) < ny em M™ =S™(r)) x S™(ry), onde ny > ny > 1. Assuma que ¥ € suave ou
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tem um conjunto de pontos singulares satisfazendo H" *(singX) = 0. Valem as sequintes

n1—1

classificagoes:
(I): Se Cy = —5— — n—; > 0, entao ¥ = Xy. Além disso, Ind(2) = 1.
1 P

(I1): Se Cy =0, entio X = X1 ou X = Xy, Além disso, Ind(X;) = Ind(3y) = 1.

Discutiremos como a k-largura min-max de uma variedade Riemanniana fechada
conexa M com curvatura de Ricci positiva se relaciona com os volumes de hipersuperficies
minimas fechadas orientdveis mergulhadas em M que tém indice menor ou igual a k. Usa-
remos esta relagdo junto ao resultado de lacuna obtido no Teorema 0.0.6 para demonstrar

o seguinte Teorema:

Teorema 0.0.7. Seja M = S™(ry) x S"(ry) dotada da métrica produto go. Suponha que

ny >ng > 2 eny +ng < 7. Entdao as larguras wy (M, go) = -+ - = wi(M, go) sdo iguais a
%) —1 ny
volg (21) para Cy = . 0 ek=ny;
2 1
n—1 n :
voly (22) para Cy = 172 — —; >0 ek =no.
1 T3

A Parte 2 é voltada para a generalizacao dos resultados desenvolvidos na Parte 1,

visando o caso onde o ambiente é um produto finito de esferas M™ ! := §" (r;) x §"2(ry) x

. . ni—1 n, . -
-+ X S"(ry). Para isso, considere as constantes C; ; := —5— — — ¢ as hipersuperficies
T r
i J

totalmente geodésicas ¥; := S™(ry) X - -+ x S (r;) x -+ - x S¥(ry.), onde 7,5 € {1,...,k}.

Obtemos o seguinte resultado:

Proposicao 0.0.8. Seja @ : X — M uma hipersuperficie minima, fechada e orientdavel
em M™T1 = S™(ry) x S™(ry) x -+ x S"™(ry). Suponha que para algum j € {1,... k}
vale C;; > 0 Vi # j. Assuma que ¥ é suave ou tem um conjunto de pontos singulares
satisfazendo H" 2(singX) = 0. Se Ind(X) < nj, entdo ¥ = ;. Além disso, temos
Ind(3;) =1 (quando n; > 2) ou Ind(3;) =0 (quando n; = 1).

Este resultado de lacuna no indice também tem implicacoes no calculo das primeiras

larguras do produto finito de esferas.

Capitulo 4. Atualmente, esta bem estabelecido o principio de que o indice de
uma hipersuperficie minima compacta de uma variedade com curvatura de Ricci positiva

é sensivel a topologia, mais precisamente, ao primeiro nimero de Betti da hipersuperficie.
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Portanto, cohomologia rica em grau um muitas vezes implica alta instabilidade da imersao.

De fato, Schoen, Marques e Neves formularam a seguinte conjectura:

Conjectura: Seja M uma variedade Riemanniana fechada com curvatura de Ricci positiva.
Existe uma constante positiva C' tal que, para toda hipersuperficie minima, fechada,

mergulhada X, vale a desigualdade
Ind(S) > Cby (%),

onde b;(X) é o primeiro niimero de Betti de X.

Toda 1-forma harmoénica em uma superficie minima fechada esta associada a um
campo vetorial de R3, desse modo pode-se considerar suas funcoes coordenadas com relacao
a base canoénica. Em ([55], 2006), Ros usou as fungoes coordenadas de 1-formas harménicas
como funcgoes teste para o operador de estabilidade. Ele provou que o indice de uma
superficie minima em R3 é limitado inferiormente por uma funcao linear de seu género.

Precisamente, ele provou o seguinte:

Teorema 0.0.9. Seja X uma superficie minima, completa e nao plana em R3. Entdo X

tem indice finito se, e somente se, sua curvatura total é finita. Além disso,

2
Ind(X) > 3 5 Y € orientavel,
e
Ind(X) > %, se ¥ € nao orientdvel.

Posteriormente, em ([27], 2016) e ([28], 2018), Chodosh e Maximo melhoraram o

resultado de Ros demonstrando o préximo Teorema:

Teorema 0.0.10. Suponha que ¥ é uma superficie minima, orientdvel e completa, imersa

em R3, com género g e r fins. Entdo

Ind(X) > (g +7r) — 1.

Wl N

Para hipersuperficies minimas fechadas da esfera unitéria, Savo mostrou em ([58],

2010) que:
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Teorema 0.0.11. Seja X" uma hipersuperficie minima de S"™'. Assuma que b1(X) > 1 e
n > 3. Entado,

Ind(X) > bi(x) +n+ 2.

n+2
(3)

Em ([7], 2018), Ambrozio-Carlotto-Sharp, usando ideias de Ros e Savo, desen-
volveram uma estratégia muito bem sucedida para generalizar que o indice de uma
hipersuperficie minima > < M ¢ limitado inferiormente por uma funcao linear de seu
primeiro nimero de Betti em uma classe mais ampla de variedades M além do espago

euclidiano e a esfera redonda.

No caso de hipersuperficies completas ndo compactas no espago euclidiano, temos

o seguinte resultado obtido por Chao Li em ([45], 2017):

Teorema 0.0.12. Seja X! uma hipersuperficie minima dois-lados conexa completa em
R", n >4, com r fins. Suponha que ¥ tenha curvatura total finita, ou seja, [x |A|" *du é

finito. Entao temos

Ind(S) + Nul(¥) > (r+b(Z) - 1),

n(n —1)
onde Nul(X) € a dimensdo do espago de L* das solugoes do operador de Jacobi, e by(2) é

o primeiro numero de Betti da compactacao de 3.

Ao considerar hipersuperficies minimas com fronteira nao vazia, também sao obtidos
resultados limitando o indice inferiormente por uma funcao afim do primeiro nimero de
Betti da hipersuperficie, veja os trabalhos de Ambrozio-Carlotto-Sharp ([7], 2018) e P.
Sargent ([57], 2017).

Em ([42], 2020), Impera-Rimoldi-Savo estudaram o indice de hipersuperficies ¥"
f-minimas no espaco euclidiano ponderado (R"!, geon, e /du). Quando ¥ é compacta e
o peso f é uma fungio convexa em R™"! foi obtida uma limitagao inferior para Ind(X)

dependendo apenas da topologia de ¥ através do seu primeiro niimero de Betti:

Teorema 0.0.13. Seja X uma hipersuperficie f-minima compacta da variedade ponderada

My = (R goan, e~ /dp). Se Ricy > > 0 para alguma constante u, entdo

Ind; (%) > (Na, (2p) +b1(2))

n(n+1)

onde Na,(2p) := #{autovalores positivos de Ay que sdo menores que 21}
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Também foi demonstrado o seguinte Teorema para hipersuperficies f-minimas

completas nao compactas:

Teorema 0.0.14. Seja X uma hipersuperficie f-minima completa nao compacta de

(R™, gean, e~ dp) com Ricy > > 0. Entdo
2
n(n+1)

onde 7-[]1@(2) ¢ o espago das 1-formas f-harmonicas que sdo quadrado somdveis para a

Ind; (%) > dim H (%),

medida ponderada:

HLED) = {w € QYD) : dw = by = 0,/ lw|2e dp < oo}
b

Finalmente, Castro-Rosales ([22], 2014) estudaram o operador de Jacobi em varieda-
des Riemannianas ponderadas com fronteira nao vazia e a estabilidade de hipersuperficies

com fronteira livre.

Em nossos principais resultados do capitulo consideraremos hipersuperficies f-
minimas ¥ do espago euclidiano ponderado M; := (R™"!, g..,,, e~/ du) com fronteira livre
em um dominio ponderado ilimitado 2 C My (com fronteira nao vazia). Nosso objetivo
neste quarto capitulo é usar principalmente as ideias em ([7], 2018), ([57], 2017), ([42], 2020)
e ([22], 2014) para obter resultados que permitam limitar o indice Ind¢(X) inferiormente
por uma funcao afim envolvendo alguma quantidade topoldgica. Isto sera feito através da
comparagao entre o espectro do operador de estabilidade ponderado e o do f-Laplaciano
de Hodge atuando em 1-formas. Os dois resultados mais importantes sdo enunciados da

seguinte maneira:

Teorema 0.0.15. Seja Q"' um dominio ponderado em (R™*!, gean,e ' du) com fron-
teira nao vazia. Seja X" uma hipersuperficie compacta, f-minima, orientdvel, com fron-
teira livre em ). Suponha que ¥ seja suave ou tenha um conjunto singular satisfazendo
H"2(sing(X)) = 0 e que o tensor Ricy = Hess f € limitado inferiormente por uma

constante o« > 0.

(I). Se Q é um dominio convezo em R™™!, entdo:

Inds(X) > n(n2—|—1) <FZ[1] (2a) + b1(2>> )

. " .y 1 .
onde FZM (2at) € o mumero de autovalores positivos de AH\, menores que 2. Ou ainda,
N

2

IIldf(Z) Z m

bl(Z) + F}f(—204>,
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onde F}f(—Qa) ¢ o numero de autovalores negativos de J; maiores que —2cv.

(I1). Se Q for um dominio f-média convero em R™ ™, entdo:
2
Indf(8) > ———— (T (20) + dim H" ' (5 R
nf()—n(n+1)<A[fl%<a>+ 1m (a ))7

onde FZ“] (2at) € o numero de autovalores positivos de A% menor que 2c. Ou ainda,

fT

Ind; (%) > dim H" (S5 R) + T, (—20),

n(n+1)

onde ij(—Qoz) ¢ o numero de autovalores negativos de J; maiores que —2a.

Teorema 0.0.16. Seja Q"' um dominio ponderado ilimitado em (R™ geon, e du)
com fronteira nao vazia. Seja X" uma hipersuperficie orientdvel completa ndo compacta,
f-minima, com fronteira livre em ). Assuma que o tensor Ricy = Hess f € limitado

inferiormente por uma constante o > 0.

(I). Se Q2 for um dominio convezo, entdo:

2
Ind;(2) > ——— <r+

a1 (2 imHL (2
sy (T 0+ dmy ).

onde FZ[” (2at) € o numero de autovalores positivos de AE}}V menor que 2. Ou ainda,
fN

2

Indf(Z) Z m

dim Hy 4(3) + 'y (—2a),

onde F}f(—Qa) ¢ o numero de autovalores negativos de J; maiores que —2cv.

(II). Se Q) for um dominio f-média convero, entdo:
2 N

onde I\ (2a0) € o niimero de autovalores positivos de A% menor que 2c. Ou ainda,
T

2

IIldf(Z) Z m

dim Hj;(3) + ' (—2a),
onde ij(—Qa) ¢ o numero de autovalores negativos de J; maiores que —2cv.

Finalmente, voltando ao caso de hipersuperficies minimas completas nao compactas

de R"*!, demonstramos a seguinte melhoria do Teorema 0.0.12 de Chao Li:
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Teorema 0.0.17. Seja X" uma hipersuperficie completa ndo compacta, minima e orien-

tavel em R™. Suponha que X tenha t fins e curvatura total finita. Entdo

2 _

d(%) 2 =+ hi(D) - 1),

onde bi(X) € o primeiro mimero Betti da compactacdo de Y.

Capitulo 5. Neste capitulo estudamos operadores do tipo Ly = Ay +aK + W
sobre uma superficie %32 da variedade Riemanniana ponderada M; = (M3, g,e~/du), onde
K denota a curvatura Gaussiana de ¥ e Ayu := Au — g(Vu, Vf) é o f-Laplaciano. Como
exemplo, temos o operador de Jacobi ponderado sobre superficies com curvatura média

ponderada H; := H + g(N,V f) constante, que pode ser escrito como
1 1 2 2 2
Jf:Af+§SOO—Af—K+§(|Vf| + AP + H)

onde S, = S+ 2Af — |[Vf|? é a curvatura escalar de Perelman de M;. O estudo sobre a
topologia de superficies nas quais é possivel que um operador do tipo L tenha indice finito
(ou zero) vem sendo discutido desde a década de 80. Por exemplo, tem-se o Teorema de
Fischer-Colbrie em ([36], 1985), o qual afirma que superficies minimas com indice de Morse
finito imersas em um ambiente com curvatura escalar nao negativa devem ter topologia
finita. Outros trabalhos neste sentido sdo ([29], 2012), ([14], 2014), ([61], 1987), ([32], 2013),
([33], 2017) e ([13], 2018); os dois ultimos artigos tratam do contexto ponderado.

Inicialmente, olhamos para o seguinte Teorema obtido por Bérard-Castillon em

([14], 2014) no contexto sem peso (f = 0):

Teorema 0.0.18. Seja (X, g) uma superficie Riemanniana completa nao compacta, e seja
W uma funcao localmente integrdvel sobre 3, com W_ integrdvel. Assuma que o operador

A+ W —aK € nao negativo sobre 3, e ocorre alguma das condigoes

4a
1—4a"

(A) A superficie (X, g) tem topologia finita, e no mdximo crescimento de volume quadrdtico.
Em particular, (¥, g) € conformemente equivalente a uma superficie Riemanniana compacta

com finitos pontos removidos.
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(B) A fungio W € integrdvel em (X,g), e

/ Wdp < 2ma x(X2).
2

(C) Se [ Wdp = 2max(X), entao (X, g) tem crescimento de volume subquadrdtico, e
aK +W =0 em q.t.p. de X.

Dado um operador Ly = Ay + aK + W sobre ¥, associaremos L; ao operador
L=A+aK+W+ (%Af — %|Vf|2) e mostraremos que Ly ser nao negativo com relagao
ao produto interno de L?(X, e~/ du) implica em L ser ndo negativo com relagao a L%(X, du).
A partir desta relacao, aplicaremos o Teorema 0.0.18 para obter informagcoes topoldgicas
e de crescimento de volume da superficie (3, g) tendo como hipdtese condigbes sobre o

indice de L. Destacamos os seguintes resultados:

Proposigdo 0.0.19. Seja ¥ C (M3, g,e~/du) uma superficie completa ndo compacta, e
seja W uma funcao localmente integravel em ¥, com (W + %Af — i[VfF)_ integravel
com respeito a du. Assuma que o operador Ay +W —aK tem f-indice zero sobre ¥, e que
ocorre alguma das condigoes

(i) a€(},0), ou

(ii) a =%, e (3, g) tem crescimento de volume subezponencial, ou

4a
1—-4a”

1

(i17) a€(0,%), e (%, 9) tem crescimento de volume kq-subpolinomial, com kq = 2 +
Entao,

(A) A superficie (¥, g) tem topologia finita e, no mdzimo, crescimento de volume quadrdtico.
Em particular, (3, g) é conformemente equivalente a uma superficie Riemanniana fechada

com um numero finito de pontos removidos.

(B) A fungio W + 1Af — 1|V f|* € integrdvel em (,9), e
1 1
/ W+ -Af — Z|VfI*du < 2ma x(2).
by 2 4

(C) If [ W + LAf — XV fPdu = 2max(X), entdo (X,g) tem crescimento de volume
subquadrdtico e W + 3 Af — |V f|? —aK =0 em q.t.p. da superficie 3.

Como Corolario, temos a seguinte generalizagio do Teorema de Huber no contexto

ponderado:

Proposigdo 0.0.20. Seja ¥ C (M3, g,e~/du) uma superficie completa. Suponha que a

parte negativa (%K + ng)), seja integravel em 3 . Entdo,
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(1) (3, g) tem topologia finita e é conformemente equivalente a uma superficie Riemanniana
fechada com um niumero finito de pontos removidos.

(17) %K + iS%O ¢ integrdvel e obtemos uma variagao da Desigualdade de Cohn-Vossen
1 1
/ SR+ SSXdp < 2m x(B).
s 2 4

Quando o operador tem f-indice finito, obtemos

Proposigdo 0.0.21. Seja ¥ C (M3, g,e~/du) uma superficie completa ndo compacta, e
seja W uma fungdo localmente integrdvel em i, com (W + %Af — i|Vf|2)7 integravel
com respeito a du. Assuma que o operador Ay + W — aK tem f-indice finito sobre ¥, e
que ocorre alguma das condicoes

(i) a€(3,00), ou

(ii) a= 1%, e (3%, g) tem crescimento de volume subexponencial, ou

4a
1—4a”

47
(i) a€(0,}), e (Z,g) tem crescimento de volume ko-subpolinomial, com k, = 2 +
Entao,
(A) A superficie (X, g) tem topologia finita e, no mdazimo, crescimento de volume quadrdtico.

(B) A fungio W + LAf — 2|V f[? € integrdvel em (X, g).

Desse modo, conseguimos generalizar o Teorema de Fischer-Colbrie no contexto

ponderado:

Proposicao 0.0.22. Seja X uma superficie completa nao compacta com f-indice fi-
nito e curvatura média ponderada constante Hy da variedade Riemanniana ponderada
(M3, g,eFdu), onde So + i\Vf]Q > 0. Entao a superficie (X, g) tem topologia finita, e
no mdzimo crescimento de volume quadrdtico. Em particular, (X,g) é conformemente

equivalente a uma superficie Riemanniana compacta com finitos pontos removidos.

Denotando por A; o primeiro autovalor do operador de estabilidade J¢. Demons-

tramos as seguintes estimativas sobre superficies fechadas ou completas ndo compactas:

Proposi¢do 0.0.23. Seja X C (M?3,g,e /du) uma superficie fechada com curvatura
média ponderada constante Hy. Suponha que a constante

1

TS|

1
/soo+ IV fdp
by 2

¢ nao negativa. Se o primeiro autovalor do operador de estabilidade satisfaz N\ > —9,

entdo ¥ é homeomorfa a esfera S* ou ao toro plano T? . Além disso,
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(a) Se a desigualdade estrita vale, entio Y. é homeomorfa a S?;

(b) Se X é homeomorfo a T?, entdo X3 € f-minimal, totalmente geodésica e \; = —4.

Proposigao 0.0.24. Seja ¥ C (M3, g,e~7du) uma superficie completa nio compacta com
curvatura média ponderada constante Hy, tal que %SOO — %Af + i|Vf|2 > 0, para alguma
constante 6 € R.

(A) Se o primeiro autovalor de Jy satisfaz A\y > —0, entao:

(A.1) A superficie (X, g) tem no mdzimo crescimento de volume quadrdtico e é conforme-

mente equivalente a C ou C* com as métricas padrdo.

(A.2) A fungio § <|A|2 + H]%) + 2500 — SAf 4+ 3|V FI2 4+ A € integrdvel em (3, g), €

I | 1 1
— — — — — < .
/22(|A| +Hf)+2500 SO+ VP + A dp < 27 (%)

Capitulo 6. Em ([51], 2021), Rafael Montezuma obteve uma férmula de mono-
tonicidade para superficies minimas com fronteira livre no espago de Schwarzschild e a
aplicou para obter uma relagao entre o comprimento de sua fronteira e a sua densidade no
infinito. Mais precisamente, o espago de Schwarzschild é definido, para cada m > 0, como

o dominio tridimensional
m
M = {x = (11, 29,23) ER® : 1 > 2},

dotado da métrica Riemanniana conforme

m

onde r = r(z) = |z| representa a distancia euclidiana de x € M até a origem, e § denota
a métrica euclidiana plana em M. Neste espaco, considere o plano totalmente geodésico

passando pela origem, isto é,
ZOZ{xGMl'g:O}

Como a métrica g é conforme a Euclidiana, a superficie ¥, intersecta o horizonte {z €

M :r =} = 0M ortogonalmente ao longo de 0%.

Na teoria dos buracos negros na relatividade geral, o parametro m usado no
paragrafo anterior para introduzir nossos espagos é chamado de massa ADM, veja ([60],
1979). Portanto, ¥ é uma superficie minima de fronteira livre propriamente mergulhada

da variedade de Schwarzschild com massa ADM igual a m, para todo m > 0.
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A densidade de ¥ no infinito, denotada por ©(3), é um niimero que representa o
comportamento assintético no infinito da razao entre a area da superficie dentro de uma
dada bola centrada no horizonte (o conjunto de pontos a uma distancia de no maximo
uma certa constante de M), e a drea da porgao de um plano que passa pela origem que
estd contida na mesma bola. Esta ¢ uma generalizacao natural da nocao de densidade
no infinito para subvariedades minimas no espago euclidiano. Usando um argumento de

monotonicidade, foi obtido:

Teorema 0.0.25. Seja X uma superficie minima propriamente merqulhada em M que

intersecta OM ortogonalmente. Entdo, o comprimento da fronteira de ¥ satisfaz
|0%] < 4mmO(%).
Além disso, a igualdade vale quando ¥ é um plano passando pela origem e (%) = 1.

Usando métodos semelhantes aos que foram aplicados por Smith-Zhou ([64], 2019)
em seu calculo do indice de Morse catendide critico com fronteira livre, Montezuma fez
uma analise de EDO‘s do tipo Equacao de Ricatti e mostrou que ¥ tem indice de Morse

igual a um.

No espaco de Schwarzchild n-dimensional com dimensao n > 4, Barbosa-Espinar
([8], 2021) demonstraram que %, tem indice de Morse igual a zero. Além disso, mostraram
que existem hipersuperficies minimas nao compactas com fronteira livre e que nao sao
totalmente geodésicas, n > 8, com indice de Morse igual a 0. Também foi demonstrado
que, para n > 4, existem infinitas hipersuperficies minimas com fronteira livre, que nao

sao congruentes entre si, cujo indice de Morse é infinito.

Finalmente, estudamos a densidade no infinito Op(¥X) de uma hipersuperficie
minima 3 com fronteira livre em relagdo a um cone minimo I' construido sobre uma

hipersuperficie minima da esfera euclidiana unitaria, obtendo o resultado:

Teorema 0.0.26. Se Or(X) existe e é finito; a sequinte formula é vdlida:

_ |ox]
~ 2m|T|

n—1 f(@) 2

Considere um produto warped do tipo M"™ = I x;, P", onde (P,gp) ¢ uma

variedade Riemanniana compacta n-dimensional e I = [ty, +00) com ¢, > 0. Dada uma
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hipersuperficie propriamente mergulhada > de M, usaremos as notagoes B, = {(t,z) €

M:ty<t<p}eX,=%NB,

Iniciamos o sexto capitulo definindo uma fungao ¢ : [tg,00) — R por ¢(p) =

ﬁ Js;, f(t) dp e calculamos que:

Proposicao 0.0.27. Se X é uma hipersuperficie propriamente merqulhada em (M, g) =

I x;, P, entdo
- - ! ! nf(t) o1
h(p)" /pr(t) dp = /E (h(t)n - h(p)n> h(t)Hg(0, N) du+/2 o |00 g dp
1 1 -
— hito) (h(to)n - h(p)n> | 90/ v do.

Onde 0, e 0 denotam, respectivamente, as componentes tangente e normal de 0, em

relagio a X(X) e v € o campo conormal a X(0%) com respeito a X(X).

Se h(t) ¢ mondtona, Hg(d;, N) > 0em ¥ e g(d,,v) < 0 sobre ¥ entdo ¢(p) tem o
mesmo tipo de monotonicidade que h(t). Vale ressaltar que X ter fronteira livre implica em
g(d]",v) <0 sobre 9%. Como exemplo de produtos warped com h(t) mondtona, citamos
os espagos de deSitter Schwarzschild, Anti-deSitter Schwarzschild e Reissner-Nordstrom;

que sao bem conhecidos em teoria dos buracos negros na relatividade geral.

Em seguida, generalizamos os resultados de densidade para hipersuperficies pro-
priamente mergulhadas em um produto warped M = I x; S", onde S" estd munida com
a métrica redonda, I = [y, +00) com t > 0 e a fungao potencial f(t) = h/(t) cumpre a
condicao lim;_,., f(t) = k para alguma constante k£ > 0. Esta tltima condigao é satisfeita

no espaco de Reissner-Nordstrom. Mais especificamente, obtemos:

Proposicao 0.0.28. Seja X uma hipersuperficie propriamente mergulhada em M. Entdo,

n n
i rrre(e) = Jim /. (1) =6r(2)
Logo,
1 1
GF(E)—phmm p) |F|/ oD 9(0,, N) dp plggom}b()/ h(t)Hg(0;, N) dp

f(t) | .
i e O 30 = gt 9@ )

Quando ¥ é um cone (ndo necessariamente minimo) sobre €2, a densidade é dada

por
(Y

OrlCo) = T Iy
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Se forem cumpridas as condig¢oes de fronteira livre e H = 0, a densidade assume a

forma

1 |ox 1 nf(t)

Or(X) = Bt 1 0] || Js h(t)

0,5 dpe.

Finalmente, considere um produto warped 3-dimensional M = I x; P com curvatura
de Ricci constante igual a r, onde I = [tg,00) e (P, dp) denota R? com a métrica euclidiana
ou S? com a métrica redonda. Sejam & = dt>+h%(t)-75(5p) a métrica warped e g = %™ .5
uma métrica conforme, onde ¢ : I — R é uma funcao suave positiva. Aplicamos técnicas
semelhantes as de R. Montezuma ([51], 2021) e Smith-Zhou ([64], 2019), para estimar o
indice de Morse do cone totalmente geodésico ¥y C (M, g) da forma ¥y = I X v, onde 7 é

uma geodésica de P.

Se para cada k # 0 existe uma fungao Fy, : [to, 00) — R tal que

Al < ~HEZEIE0 ot — (¢ + e -+ )

e a solucdo vy, : [ty,0) — R do problema

Vi’ () + i (t)? = Fi(t)

h/
Yi(to) = 2h((2))

nao tem singularidades, entao Ind(Xy) é no maximo um. Se for possivel estender a hipdtese

anterior para k = 0, entdo Y, é estavel.
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Capitulo 1

PRELIMINARES

Os dois objetivos deste capitulo sao:
e Fixar a notagao e terminologia que serao utilizadas ao longo da Tese.
e Apresentar os resultados e técnicas ja dispostos na literatura que nos servirao de

ferramentas para a demonstragao dos nossos principais Teoremas.

1.1 Tensores de curvatura e geometria das subvariedades

Sejam (M",g) uma variedade Riemanniana e X,Y € X(M) campos vetoriais
tangentes a M. Definimos o tensor curvatura R de M como a aplicagdo R(X,Y) : X(M) —
X (M) dada por

R(X,)Y)Z =VyVxZ —VxVyZ +Vxy|Z

onde V ¢ a conexao Riemanniana de M. Para a demonstracao de que R é um 3-tensor,

ver [19].

Fixado um referencial ortonormal local {e, .., e,} sobre M, definimos o operador
de Ricci Ric: X(M) — X(M) por
Ric(X) =>_ R(e;, X)e;.

=1

O tensor de Ricci, que denotamos por Ric, é um 2-tensor definido por

Ric(X,Y) = g(Ric(X),Y).

Seja S € T,M um subespaco bi-dimensional do espaco tangente T,M e scja
{X1, X2} uma base de T,S. Definimos a curvatura seccional de S em p como o nimero

real
g(R(Xb X2)X17 XQ)
| X1 A X5

onde | X A X5]? = | X 12| X5)? — g(X1, X2)% A curvatura seccional K de S independe da
base particular {X;, Xo} de S, ver [19].

K(X1,X5) =

Sejam M™ e M™** variedades Riemannianas e ® : M — M uma imersio isométrica.

Consideremos V e V as conexoes de Levi-Civita de M e M, respectivamente, de forma
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que

— T
VxY = (VxY)
para quaisquer X,Y € X(M).

Definimos a segunda forma fundamental B de M como a aplicacao bilinear e

simétrica B : X(M) x X(M) — X(M)* dada por
— o \L
B(X,Y) = (VxY)

Em particular, tem-se

A partir da segunda forma fundamental, é possivel relacionar as curvaturas seccionais de

M e M. Tal relacdo é dada pela Equacio de Gauss (demonstrada em [19]):

Proposicao 1.1.1. (Equacgio de Gauss). Sejam p € M e X,Y wvetores ortonormais de
T,M. Entao

KM(X7Y) - KJ\?I(X’Y) :g(B(X7X>7B<Y7Y)) - |B(X7Y)|2

Dado um ponto p € M e um vetor normal unitario N € T,,M, definimos o operador
linear Ay : T,M — T,M, chamado operador de Weingarten ou operador de forma de M
em p, associado a N, por

ANX = —vXN,

para todo X € T,M. O operador Ay ¢é autoadjunto e esta relacionado com a segunda

forma fundamental B pela equagao

g(B(X, Y)vN) = g(ANXa Y)

Quando a codimensao de M em M é um, escrevemos apenas A no lugar de Ay.

Os autovalores de A sdo chamados curvaturas principais de M.

O vetor curvatura média de M no ponto p é definido por

n

H(p) = Z:B(ei,ei)(p),

onde {ey,...,e,} é uma base ortonormal de 7, M. Dizemos que M é uma subvariedade

minima de M se FI(p) = 0 para todo p € M.
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No seguinte lema apresentaremos a Equagdo de Codazzi no caso particular em que
a imersao isométrica ® : M — M tem codimensdo um e que N € X(M) é um campo

vetorial normal unitario ao longo de M.

Lema 1.1.1. (Equagio de Codazzi). Se R € o tensor curvatura de M, entdo

g(R(X’ Y)Z’ N) = g((vYA)X’ Z) - g((vXA)Ya Z)

1.2 indice de Morse

Seja x : X" — M"*! uma hipersuperficie fechada dois-lados imersa em uma
variedade Riemanniana (M, g). Denote por N o campo vetorial normal unitario ao longo
de ¥ e por A o operador de Weingarten associado a imersao z, que é dado por —VN.
Também denotamos por H a func¢do de curvatura média definida como H = tr(A) e note

que ¥ é minima quando H se anula.

Uma variagdo admissivel de x é uma aplicagdo ¢ : (—¢,¢) x X — M tal que cada
Wy X — M, definida por ¢,(p) = 1(t, p), € uma imersao para todo t € (—¢,¢) e Py = x.
O campo variacional associado a variacao 1 é dado por

9

X =5/l

Uma variagao é dia ser normal quando X = uN para alguma funcdo u € C*(X%).
Observa-se que cada fungao suave u € C*°(X) induz uma variagdo normal 1) com campo

variacional uN, tal variacdo é dada por

Ui(p) = exp,, (tu(p) N(p)),

onde exp denota a aplicagdo exponencial em M, t € (—¢,¢) e € é suficientemente pequeno.

Dada uma variacao normal ¢/ com campo variacional u/N, podemos considerar o

funcional area A, : (—¢,e) — R associado a 1, que é definido por

Auft) = 5 = [ dp,

onde X, significa a variedade ¥ dotada da métrica induzida por x; e du; ¢ o volume

Riemanniano induzido pela métrica em relagao a 1.

Definimos também o funcional volume V, : (—¢,¢) — R por
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onde dM ¢ o elemento de volume de M. Dizemos que a varia¢ao normal v preserva volume

se Vu(t) =V, (0) para todo t € (—¢,¢).

Usando a notagao estabelecida, a formula para a primeira variagdo do volume (ver

9], Lema 2.1) afirma que
V() = [(X,N)dp,
b
onde X = %’f\tzo. Logo, uma variacao normal com campo variacional u/N preserva volume

se, e somente se, a fungdo u tem média nula, isto €, [s,udu = 0.

A férmula da primeira variagao da area é dada por:

AL(0) = — /E wH dp.

A partir desta igualdade observamos que ¥ é minima se, e somente se, ¥ é um ponto

critico do funcional area para toda u € C*°(2).

Assumindo que X é um ponto critico do funcional area e aplicando o teorema
da divergéncia, a férmula para a segunda variacao de area pode ser escrita da seguinte

maneira:
A(0) = [ (IVul? = (Rie(N. V) + [AP)a?) dp
_ Ric 2 —
/Eu(Au—i- (Ric(N, N) + |A]*)u) dp /EuJudu,

e aqui

J = A+ Ric(N,N) + |A]%, (1.1)

onde A é o operador Laplaciano, |A|*> = tr(A?) ¢ a norma de Hilbert-Schmidt do operador
A e Ric ¢ o tensor curvatura de Ricci associado ao ambiente M. Lembramos que J é
conhecido como operador de Jacobi (ou de estabilidade) associado a hipersuperficie minima

Y. Lembramos que para fungoes suaves u € C*°(X), o operador Laplaciano A é dado por

Au = divVu = tr V(Vu).

A segunda variacao da drea induz uma forma quadratica @ : C*(X) x C*®(X) —
(%) definida por

Qu,u) = — /E(Au + (Ric(N, N) + |AP)u)u dp. (1.2)

Definigao 1.2.1. Dizemos que u € C*°(X) € uma autofungio de Q) associada ao autovalor

A€ R se Qv,u) ==\ [svudp para todo v € C(X).
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Se u é autofuncao de @) associada ao autovalor A\ € R, entao
/ v(Ju+ Au)dp = 0, Yo € CF(X),
b

de onde concluimos que Ju + Au = 0; ou seja, u é autofuncdo do operador de Jacobi

associada ao mesmo autovalor .

O operador de Jacobi J, também conhecido como operador de estabilidade, é
autoadjunto e eliptico. Logo, seu espectro consiste em uma sequéncia nao decrescente de
autovalores

M o<y < <M<

divergindo para +oo. Esses autovalores tém multiplicidade finita e o primeiro autovalor

A/ é simples, isto é, tem multiplicidade 1.

Uma vez que C*(X) é denso no espaco de Hilbert L?(X), temos que J : C®(X) —
C>(X) ¢ densamente definido. Logo, existe uma base ortonormal {¢y, o, ..., } de L*(X)
formada por autofungoes de J, isto ¢, Jp; + A/ ¢; = 0. Além disso, pelo principio min-max,

o k-ésimo autovalor \{ é caracterizado por

J — : f Q(U,U/)
A ueTes Jsudu’

onde J, = {1, ...,¢p)" é 0 subespago vetorial ortogonal as p primeiras autofungoes do

operador de Jacobi J.

Definicao 1.2.2. Seja X uma hipersuperficie minima em M. O indice de Morse de
Y, denotado por Ind(X), é definido como a dimensio mdzxima de qualquer subespaco

V C C*(X) em que a forma quadrdtica @) é negativa definida, ou seja,
Ind(¥) = max{dimV : V. C C™(X), Q(f,f) <0, VfeV}
Em outros termos, Ind(X) é o nimero de autovalores negativos de J, sendo neces-
sariamente finito para hipersuperficies fechadas. Dizemos que ¥ é estavel se Ind(X) =0 e

ressaltamos que, a grosso modo, o indice mede em quantas dire¢oes linearmente indepen-

dentes podemos mover ¥ decrescendo a area.

1.2.1 indice fraco

E um fato bem conhecido que hipersuperficies com curvatura média constante

(CMC) sao pontos criticos do funcional drea considerando apenas as variagoes normais
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que preservam volume. Como vimos, essas variacoes estao associadas a fungoes de média

nula. Denotaremos por F o conjunto das fungdes de média nula, isto é,
F={ue C’OO(E);/ udp =0}
)
Quando restrita ao espaco das fungoes de média nula, a forma quadratica @) fica
associada a um novo operador eliptico. Tal operador passara a ser denotado por L.

Definigao 1.2.3. Dizemos que u € F é uma autofuncgao de Q|z associada ao autovalor

A €R seQlr(v,u) ==X [y vudp para todo v € F.

Note que, se u € F' é autofungao de Q| associada ao autovalor A € R, entao
/ v(Ju+ Au)dp =0, Yo € F,
b

de onde concluimos que Ju + A\u deve ser constante. Por integracao, obtemos que

1
dpu.
vol(X) /EJU H

Seja ¢ : F — R o funcional linear dado por

Ju+ =

1
Jud
vol(E)/z e

e defina o operador linear L : F — F por L := J —1 . Se u € F é autofungao de Q| com

(u) =

autovalor A € R, entao u ¢ autofuncao do operador L associada ao mesmo autovalor .

Assim como o operador de Jacobi J, o operador L também é autoadjunto e eliptico.

Logo, seu espectro é formado por uma sequéncia nao decrescente de autovalores

divergindo para +oo com cada autovalor tendo multiplicidade finita.

Tendo em vista que F é denso em L4(X) = {u € L*(X); [yudu = 0}, temos
que L é densamente definido no espago L%(X). Desse modo, existe uma base ortonormal
{1, ¢2,...} de L2(X) composta por autofuncoes de L, isto é, Ly; = A\p;. Além disso, o
k-ésimo autovalor \F ¢ caracterizado por

oy

onde J, = {1, ...,¢,)" é o subespago vetorial ortogonal as p primeiras autofuncoes de L.
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Definicao 1.2.4. Seja ¥ uma hipersuperficie CMC de M. O indice fraco de Morse de 3,
denotado por Ind,(X), € definido como a dimensio maxima de qualquer subespago V' de F

no qual a forma quadrdtica Q| € negativa definida, ou seja,
Ind,(¥) = max{dimV : V C F, Q|r(u,u) <0, Yue V}.
Observe que o indice fraco de Morse pode ser definido, de maneira equivalente,
como o nimero de autovalores negativos do operador L. A grosso modo, Ind,,(3) conta o
numero de fun¢oes linearmente independentes para as quais a variacao associada diminui
a area mantendo o volume constante. Note que, em geral, A; (o primeiro autovalor de @)

pode contribuir para Ind(X), mas nao para Ind, (3) porque seu autoespaco é gerado por

uma funcao positiva ¢, > 0 e, portanto, nao satisfaz a condi¢ao de média nula.

1.3 Estimativas de indice na esfera unitiria
Nesta secao, faremos alguns calculos bem conhecidos na literatura e que nos serao
uteis nos Capitulos 2 e 3.

Seja x : X" — S™*! uma imersao de uma hipersuperficie minima orientével compacta

na esfera unitdria. Fixando um vetor a € R"*2, considere as funcdes em Y definidas por

ho(p) := (x(p),a) e fo(p) .= (N(p),a), para p € 3.

Lema 1.3.1. Para qualquer vetor a € R"? fizado no espaco euclidiano temos:
1. Vhy=a" eVf,=—Ala");
2. Hesshy = —ha (+,) + fo (A )

3. Hess fo = — (V7 A)-, ) + ho (A ) — fa (AL ALY

Em particular,

Ahg = —nh, + Hf, eAfy=—(VHv")+ Hh, — AP f,

T

aqui V e Hess significam o gradiente e a hessiana da fungdo, respectivamente, e ' significa

a projecao ortogonal no espaco tangente de ..

Demonstracio. Um calculo padrao nos fornece que os gradientes de h, e f, sao dados por

Vhe=a' e Vf,=—Aa")
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onde a’ € X(X) denota a componente tangente de a ao longo da imersdo X; ou seja,
a=a' + hox + f,N.
Entao, para todo X,Y € X(X), temos

VxVhe =Vxa' = —h,X + f,A(X)
= Hess h,(X,Y) = —h, (X, Y) + f. (A(X),Y)

e segue que

Ah, = tr(Hess h,) = —nh, + H f,.
A equacao de Codazzi no Lema 1.1.1 em ¥ afirma que
VAX,Y)=VA(Y, X)
para quaisquer campos vetoriais X,Y € X(X), onde VA é a derivada covariante de A,
VAX,Y) = (VyA)X = Vy(AX) — A(Vy X).
Para obter Hess f,, usaremos a equagao de Codazzi:

ViVfa==Vx(A(a")) = —(VxA)(a") = A(Vxa)
= (Vo A)(X) + hAX) — f,A%(X)
— Hess fu(X,Y) = (=(Var A)(X), V) + ke (A(X), V) = fo (A%(X),Y)
Logo,
Afy = tr(Hess f,) = — tr(V,r A) + Hhy — |APf,

= —(a",VH) + Hh, — |A]* fa,

na ultima igualdade usamos que o trago comuta com a derivada covariante, o que resultou

em

t1(VyrA) = Ve (tr A) = (¢, VH) .

Em particular, se ¥ for uma hipersuperficie minima, teremos as equagoes
Ah, = —nh, e Af, =—|A]*f,.

Consequentemente, Jhy, = [A]*hg € J fo = nf,.
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Coroléario 1.3.1. Sejam z : 3 — S™ wma hipersuperficie minima, {e1, ..., e 12} uma
base ortonormal de R"*? e a € R™2 um vetor. Entdo

(1) J (2,0} (,e5)) = (AP = ) (z,0) Gz, e5) + 2 (aT, e);

(2) J ((x,a) (N e;)) = =2 (Aa”, ¢;)

(3) J((N,a) z,¢)) = =2 (Aa  ¢;)

(4) T ((N,a) (N,e;)) = (n = [AP) (N, a) (N, e;) + 2 (A%, ¢;).

Demonstragio. Basta usar as férmulas J = A+n+ |A]?, A{z,a) = —n (z,a), A (N,a) =
—|A]? (N, a) e A(uv) = uAv + vAu + 2 (Vu, Vo). O

Observacao 1.3.1. Usando a estrutura linear do espago euclidiano podemos reescrever
as formulas do Corolario 1.3.1 nas sequintes formas vetoriais:

1. Az = —nx e AN = —|A|>N;

2. J((z,a)x) = (|JA]* = n) (z,a) x + 2a";

3. J({x,a) N) = —2Aa";

4. J((N,a)x) = —2Aa";

5. J((N,a) N) = (n — |A]*) (N,a) N + 2A%".

Os préximos resultados sao bem conhecidos na literatura por evidenciarem uma

lacuna no indice de hipersuperficies minimas compactas orientaveis na esfera, veja [54], [3].

Proposigao 1.3.1. Se z : ¥ — S™! ¢ uma hipersuperficie minima compacta orientdvel e

nao totalmente geodésica, entao Ind(X) > n + 3.

Demonstracao. Sabemos que f, é uma autofuncao do operador de Jacobi J para todo
a € R™™2. Afirmamos que o espago vetorial de fungdes F := {f, = (N,a) : a € R""} tem

dimensio igual a n + 2. E claro que dim(F) < n + 2.

Suponha que dim(F) < n + 2, entdo podemos encontrar um vetor a € R"*2 tal
que f, = 0 sobre X. Tomando h, = (x,a), tem-se Hess h,(+,-) = —ha(-, ") + fo(A(:),") =
_ha<.7 >

Se h, #Z 0 sobre ¥, o Teorema de Obata em [53] afirma que ¥ é isométrica a uma

esfera unitaria. Denotando por B a segunda forma fundamental de ¥ e por kq,..., Kk, as
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curvaturas principais de ¥, segue da Equacao de Gauss que k;x; = 0, Vi,j = 1,...,n.
. . . R B S
Entao existe no maximo um r; # 0. Como H =377 ; k; = 0, temos k; = --- =k, = 0 e,

portanto, B = 0. Isto contradiz a hipdtese de ¥ nao ser totalmente geodésica.

Se h, = 0 sobre ¥, entdo ¥ estd contida no hiperplano at = {v € R"™2 : (a,v) = 0}

e, desse modo, Y deve ser totalmente geodésica. Isto conclui a afirmacao inicial.

Logo, a multiplicidade de —n como autovalor de J é de pelo menos n + 2. Tendo
em vista que o primeiro autovalor de J é simples, ele deve ser menor que —n; totalizando

no minimo n + 3 autovalores negativos de J. O]

Em [62], Simons caracterizou os equadores totalmente geodésicos S" C S™™ como
as Unicas hipersuperficies minimas compactas em S"*! com indice 1. O préximo coroldrio
segue diretamente da Proposi¢ao 1.3.1 com o fato dos equadores totalmente geodésicos

terem indice 1 na esfera.

Corolario 1.3.2. Se z : ¥ — S"" ¢ uma hipersuperficie minima compacta orientdvel,

entdo Ind(X) =1 ou Ind(X) > n+ 3.

1.4 Variedades singulares

Nesta se¢ao estabeleceremos algumas terminologias inspiradas na discussao encon-
trada nas Segoes 1 e 2 em [71].
Seja M™! uma variedade Riemanniana (n + 1)-dimensional conexa, fechada e orientdvel e

¥ C M um subconjunto fechado. A parte regular de 3 é definida como
reg(¥) := {z € ¥ : ¥ é uma hipersuperficie mergulhada suave perto de z}

e a parte singular ¢ sing(X) := ¥ \ reg(X). Claramente a parte regular reg(X) é um
subconjunto aberto de 3.

Por uma hipersuperficie singular com um conjunto singular de co-dimensao de Hausdorff
nio inferior a k(k € N,k < n), queremos dizer um subconjunto fechado 3 de M com
medida de Hausdorff n-dimensional finita H"(3) < oo e a (n—k+-¢)-dimensional medida de
Hausdorff H"~*¢(sing(X)) = 0 para todo € > 0. Posteriormente, denotaremos ¥ = reg(X)
e também diremos que X é uma hipersuperficie singular quando o conjunto de pontos
singulares sing(3) := X \ ¥ for nio vazio.

Para mais detalhes sobre as préximas defini¢oes, consulte a segunda segao de [71].
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Definigao 1.4.1. (A): Uma hipersuperficie minima singular ¥ (com dimsing(3) < n—7)
¢ chamada conexa se sua parte reqular for coneza.

(B): Uma hipersuperficie singular ¥ é chamada de orientdvel (ou ndo orientdvel) se a
parte reqular for orientdvel (ou nao orientdvel).

(C): Uma hipersuperficie singular ¥ é chamada de dois-lados se o fibrado normal N(X)
da parte reqular > dentro de M for trivial.

Lema 1.4.1. ([71], Lema 2.6): Seja M™' uma variedade (n + 1)-dimensional, conezxa,
fechada, orientdvel e ¥ C M wuma hipersuperficie singular conexa com dimsing(X) < n—2,

e com fecho compacto .. Entio Y € orientdvel se e somente se ¥ for dois-lados.

1.4.1 Operador de Jacobi e o indice de Morse em variedades singulares

Para uma hipersuperficie singular de dois-lados ¥ existe um campo vetorial normal

unitario N. Consideramos o operador eliptico de segunda ordem dado por
Jsp = Ap + (Ricy (N, N) + [A])e,

onde p € C°(X), A é o operador Laplaciano da métrica induzida em ¥, A é a segunda
forma fundamental de ¥ e Ricy; é a curvatura Ricci de M. Tal operador é denominado

operador de Jacobi associado a hipersuperficie singular.

Dado um subconjunto aberto €2 de ¥ com fronteira suave 0f2, dizemos que A € R é
um autovalor de Dirichlet de J em (2 se existe uma fungao diferente de zero ¢ € C§°(£2)
anulando-se em 02, ou seja, ¢|sq = 0, tal que Jp = —Ap. O indice de Morse (Dirichlet)
de Q, denotado por Indp(€2), é o niimero de autovalores negativos de Dirichlet de J em

contados com multiplicidade.

Para ¥ ndo orientdvel, passamos para o recobrimento duplo orientdvel & de X.
Entéo existe um campo vetorial normal unitdrio N ao longo de ¥, satisfazendo Nor = —N,
onde 7 : % — ¥ é a involucio de inversio de orientacdo, tal que ¥ = X/{id, 7}. Assim, o
operador de Jacobi Jg estd bem definido usando N. Dado um subconjunto aberto Q C X,
e seu levantamento para i, podemos definir o autovalor de Dirichlet e o indice de
Morse (Dirichlet) restringindo o operador de Jacobi Jg para funcoes ¢ € C3(Q) que sio

anti-simétricas em 7, ou seja, p o 7 = —@ (PN desce para um campo vetorial em ), veja

[56] para mais detalhes.
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Concluimos esta subsecao introduzindo a definicao de indice de Morse de uma

hipersuperficie singular:

Definicao 1.4.2. O indice de Morse de uma hipersuperficie singular > é definido por

Ind(X) := 31618 Indp(£2),

onde O € o conjunto de subconjuntos abertos de ¥ com fronteira suave.

Dizemos que X é estavel se o indice de Morse da hipersuperficie singular for zero.

1.4.2 Fungoes de corte

Para estudarmos o Indice de Morse em hipersuperficies com singularidades, devemos
usar funcoes teste que nos permitam lidar com as singularidades durante a integracao.
Neste intuito, sera util dispormos da fun¢ao de corte dada na proposicao seguinte, que foi

originalmente construida por Morgan e Ritoré em [52] e reproduzida por Zhu em [73].

Proposigao 1.4.1 (Proposigao A.2, [73].). Seja " uma subvariedade suave merqulhada
em RY com curvatura média limitada e fecho compacto 3. Se sing® = ¥\ ¥ satisfaz
H"2(singX) = 0, entdo para todo € > 0, existe uma fung¢io suave ¢, : ¥ — [0,1] com

suporte em X tal que:

1 H"({¢ #1}) <&
2. IE‘V¢E|2dlu<€;
3. fE|A¢s|dﬂ<5-

Observacgao 1.4.1. Sequindo o apéndice em [73], a ideia bdsica para construir ¢. se divide
em trés passos:

e Usar a hipdtese de que H"2(singX) = 0 para formar uma cobertura finita de singX
com bolas B(p;,1;/2) satisfazendo r; < 1, de modo que as bolas B(p;,r;/6) sejam disjuntas
aos pares e ;% < €.

e FEscolher para cada bola B(p;,r;) uma funcao de corte ¢; tal que ¢; = 0 dentro de
B(pi,1i/2), ¢; = 1 fora de B(p;,r;) e |Vi|? + | Hess ¢;]* < Cor?.
e Definimos ¢. como o produto ¢. = []; ¢;.

Em outras palavras, ¢. é uma perturbacao da funcdo constante ¢ = 1, se anulando em
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uma cobertura apropriada de sing¥. e permitindo o controle das integrais [s, |V ¢.|* du e
Js |A¢e| dp. Fizada qualquer bola B € 33, sempre podemos tomar as bolas B(p;, ;) pequenas

o suficiente para termos ¢. =1 sobre B.

1.5 Variedades Riemannianas ponderadas

Uma variedade Riemanniana ponderada é uma tripla (M", g, e~/du), onde (M"™!, g)
é uma variedade Riemanniana completa, f : M — R é uma funcao suave usada como
densidade para a medida de objetos geométricos sobre M e dp é a medida Riemanniana de
M. Para facilitar a notagao em alguns casos, duy = e~/ dp denotard a medida ponderada

da hipersuperficie ¥, onde du também denota a medida Riemanniana de X..

Para uma variedade Riemanniana ponderada (M, g,e /du), o tensor de Bakry-
Emery-Ricci é definido por
Ricy := Ric+ Hess f,

onde Ric e Hess sdo o tensor de Ricci e o operador Hessiana em (M, g). A generalizagio
natural da curvatura escalar no contexto ponderado ¢ conhecida como curvatura escalar

de Perelman, sendo definida por

Seo =8 +2Af — |V f]%,
onde A e V denotam o Laplaciano e o gradiente em (M, g), e S é a curvatura escalar dada
por S(p) = ! Ricy(es, e;), para qualquer base ortonormal {e;}!1' de T, M.

Seja ¥ uma hipersuperficie orientada suave imersa em M. Para qualquer campo

vetorial suave X ao longo de ¥, definimos a f-divergéncia de X relativa a > por
div; X :=divX — (Vf, X),
onde div é a divergéncia em relagao a > em (M, g).

Seja N o campo vetorial normal unitario ao longo de ¥. A curvatura média

ponderada de 3 com respeito a N, introduzida por Gromov em [38], é a fungao
Hf = —dinN = H—Q—g(N,vf),

onde H = —div N é a curvatura média de ¥ em (M, g). Usando o teorema da divergéncia

Riemanniano, foi provado em [[18], Lema 2.2] a igualdade

/Edivaduf — —/EHf<X,N>duf+/az(X, v)do; (1.3)
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vale para qualquer X € X(3) com suporte compacto em ¥. Aqui denotamos por v o vetor

conormal, ou seja, o campo vetorial normal unitario de 0¥ em ¥ apontando para fora.

Finalmente, associado a esta estrutura ponderada temos um importante operador

diferencial de segunda ordem definido por
Apu = divy(Vu) = Au— g(Vu, V)

onde u € C*°(%). Este operador é conhecido como f-Laplaciano relativo a ¥, ou Laplaciano
Drift. Para este operador temos a seguinte férmula integracao por partes, sendo uma

consequéncia imediata de 1.3:
/ ulApvduy = — / (Vu, Vo) dpuy +/a w(Vo,v)doys, Vu,v € C*(X). (1.4)
) ) b

1.5.1 f-indice de hipersuperficies f-minimas com fronteira livre

Nesta subsecao desenvolveremos a nocao de f-indice para hipersuperficies f-
minimas com fronteira livre, nos basearemos no trabalho de K. Castro e C. Rosales

em [22].

Uma subvariedade ¥ de uma variedade Riemanniana ponderada (M, g, e~/du) com
fronteira 0¥ C OM ¢é dita ter fronteira livre quando X intersecta OM ortogonalmente. Em
outras palavras, se 1 denota o campo vetorial conormal unitario de 9% em M apontando

para fora, entdo ¥ tem fronteira livre quando 1 é ortogonal a T'(OM).

Suponha inicialmente que ¥ é compacta. No contexto ponderado é natural definir

a f-drea (ou area ponderada) de X por

Ap(X) ::/e_fdu

2
e estudar as imersoes x : X — M criticas para Ay. Uma variagdo admissivel de z é uma
aplicacao 1 : (—e,¢) x ¥ — M tal que:
e Para qualquer t € (—¢,¢), a aplicacdo ¢, : ¥ — M definida por ¥,(p) = ¥(t,p) é uma
imersao com ¥ (int(X)) C int(M) e 14 (0%) C OM;

® )y =u.

O campo variacional associado a variagao ¢ é dado por

O

X =27,
at“‘o
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Uma variagao é dita ser normal quando X = uN para alguma fun¢ao com suporte compacto
u € C*°(X). Observa-se que cada funcao suave u € C*°(¥) induz uma varia¢ao normal v

com campo variacional ulNV, tal variacao ¢ dada por
Ui(p) = expy, (tu(p) N(p))-

Dada uma variagao normal @) com campo variacional u/N, podemos considerar o

funcional f-area Ay, : (—¢,¢) = R associado a 1), definido por

Agalt) = (7 01| Jac | dp.
Sep € ¥ e {e;}}, for qualquer base ortonormal em 7,3, entdo | Jac ¢4|(p) é a raiz quadrada
do determinante da matriz a;; com a;; = g(e; (1), e;(¢r)).

Mantendo a notagao estabelecida, dada uma variagdo normal ¢ com campo va-

riacional uN, a férmula da primeira variacdo da f-drea [[22], Lema 3.2] é dada por

Ay (0) = = [uHydug+ [ ugln N) doy. (1.5)
Dizemos que ¥ ¢ f-minima quando H; = 0. Assim como no caso nao ponderado estudado

em [9], segue diretamente de (1.5) que ¥ é um ponto critico de Ay, para todo u € C*(X)

se, e somente se, X é f-minima com fronteira livre.

Quando ¥ é um minimo local do funcional f-area, dizemos que ¥ é f-estavel. Se
Y. for instavel, faz sentido investigar as dire¢oes nas quais se pode tomar uma variagao

normal decrescendo a f-area.

Sejam ¥ uma hipersuperficie f-minima com fronteira livre e 1) uma variacao normal
com campo variacional uN, a formula da segunda variagdo da f-drea [[22], Proposi¢ao

3.5] é dada por
0 :/ (IVul? — (Ricp(N, N) + [A]*)u?) dﬂf+/8 w2hPM (N, N) do;,
’ b by

onde Ricy = Ric+Hessf ¢ o tensor de Bakry-Emery-Ricci no ambiente ponderado
(M, g,eFdu) e h%M ¢ a segunda forma fundamental de M em M com relacio ao campo

vetorial normal v apontando para fora.

Como consequéncia da equagao (1.4), escrevemos

50 = = [wpudng+ [ u(n(w)+ B (N, N)u) do,
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onde J; := Ay + Ricy (N, N) + |AJ* é o operador de Jacobi ponderado. O f-indice de 3 ¢
a dimensdo méxima de um subespaco linear V' de C*°(X) em que a forma quadrética Qs é

negativa.

Considere a forma quadratica Q; : C*(X) x C*(X) — R associada a segunda

variacao da f-area e definida como

Qf(u,v) := —/Equv dpy + /82u (7](1}) + hOM (N, N)v) do;.

Definigao 1.5.1. Dizemos que u € C™(X) € uma autofun¢do de Qy associada ao autovalor
A€ER se Qf(u,v) = =\ [syuvdus para todo v € C(X). Isto é equivalente a dizer que u €

solugdo do problema de fronteira do tipo Robin

Jyu+Au =0 sobre X2,

n(u) + (N, N)u =0  sobre 9%.

A condigao n(u) + h?M (N, N)u = 0 é uma condicio eliptica de fronteira para o
operador eliptico e autoadjunto J;. Além disso, J; estd densamente definido no espago de
Hilbert L*(X, dpy). Logo, existe uma sequéncia ndo decrescente de autovalores A\; < Ay <
con <\ < --- M 400 associados a uma base ortonormal {px}32, de L*(X, dpy). Além

disso, pelo principio min-max, o k-ésimo autovalor A\, é caracterizado por

A= inf W)

u€Jk-1 fE u? dpbf

onde J, = {1, ..., ¢,)" é 0 subespago vetorial ortogonal as p primeiras autofungoes do
operador de Jacobi Jy. O infimo ¢é atingido precisamente por autofuncoes de J; associadas

a A\ e satisfazendo a condicdo de fronteira n(u) + A% (N, N)u = 0.

Se 3 é completo nao compacto, podemos definir o indice Ind;(€2) para qualquer
dominio relativamente compacto 2 C ¥ como a dimensao maxima de um subespago de

C5°(£2) em que a forma quadrética @ é negativa definida. Finalmente, definimos
Ind;(X) := sup{Ind;(Q2) : Q@ CC X}.

Neste caso, o f-indice de ¥ pode ser infinito.

1.5.2 L-indice

Dedicaremos esta breve subsecao para introduzir o conceito mais geral de L-indice,

que sera estudado no Capitulo 5:
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Seja L = Ay + W, onde W é uma fungao localmente integravel. Dado um dominio

limitado €2 C ¥, definimos
Ind*(Q) = #{ autovalores negativos de L sobre C$°(€)}

e o L-indice de ¥ como

Ind. (%) := 3ug Ind*(Q).
c

O L-indice é a dimensao maxima de um subespaco de C§°(X) onde a forma quadratica

Qu(6.0) = = [ oLodus = [ [IVo]* =Wl dyy

é negativa definida.

1.6 Formas diferenciais

1.6.1 Operadores definidos sobre formas diferenciais

Nesta subsecao introduzimos a terminologia sobre formas diferenciais que sera
utilizada ao longo do trabalho e apresentamos os operadores definidos sobre formas
diferenciais que sdo bem conhecidos na literatura e fundamentais no desenvolvimento dos

resultados do Capitulo 4.

Denotaremos por (X)) o espago das p-formas diferenciais sobre uma variedade

Riemanniana ¥, isto é, o espago das segoes de AP(X) := Uyex AP(T5Y) onde
AN(Tr%) =TSN NToY (p vezes)

é o produto exterior de p espacos cotangentes a > no ponto x. Desse modo, uma p-forma

sempre pode ser escrita como a soma de termos do tipo
f(x)dzy A~ Ada,

onde f € C*(X) e (x1,...,2,) sdo coordenadas locais. Neste contexto, estamos conside-

rando que C*°(X) = QY(X), ou seja, uma fungao suave é vista como uma 0-forma.

Dada uma variedade Riemanniana (M, g), os operadores

£ 0ND) = X(D)

W — wh
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b X(X) — QD)
Xr— X
definidos por
g(WhY) =w(Y) e X’(Y) = g(X,Y)
para todo Y € X(3), sdo isomorfismos. Estes operadores sdo conhecidos como isomorfismos
musicais entre os espagos Q'(X) e X(2).

Definigao 1.6.1. Seja w € QP(X"). Se a expressao local de w é

W = Z wiliz...pdxil VAN deiQ JANCIVAN dl'ip,
1<ip < <ip<n

definimos sua diferencial exterior dw € QPTH(X) por

dw = Zz%d:vk/\dxl

imi1ezr 0
onde T = {irig...1p; 1 < iy < -+ <y <0}, Wy = Wigiye, € dop = dazy Adzg, A+ Aday,.

Definigao 1.6.2. Fizada uma forma de volume dp sobre a variedade Riemanniana (3", g),

definimos o operador estrela de Hodge x : QP(X) — Q" P(X) por

A (xB) = g(a, B)du

para quaisquer «, 5 € QP ().

O proximo Lema apresenta duas propriedades importantes do operador estrela de

Hodge:

Proposigao 1.6.1. O operador estrela de Hodge é uma isometria linear e x* : QP(2) —

QP(X) € dado por x* = (—1)P(=P) [,

Demonstragio. Veja a se¢ao 3.3 do capitulo 3 de [44] para a segunda parte da proposigao.

Mostraremos que x é uma isometria. De fato, dados quaisquer «, § € QP(X), temos
g(a, B)dp = a A<
= (—1)P" P xBAa
= %[ A *(*q)

- g(*O&, *B)d:u
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Definimos o L2-produto

(e 8) = [ gl B)dp
para quaisquer «, 5 € QP(X). Para o operador diferencial exterior
dy1 1 PTH(D) — QP(D),
o produto interno (, ) nos permite definir o adjunto formal de d,_1,
5, (X)) — QP Y(Y),

que é dado por
<dp—1w1,w2> = <W1>5pw2>

para quaisquer w; € QP7H(3) e wy € OP(X).

A L?-norma de uma p-forma « é definida como
%
lallze = yftase) = ([ gt adn) "

A proxima proposicao apresenta uma expressao para o operador adjunto formal de
d em funcao de d e do operador estrela de Hodge. A sua demonstracao pode ser encontrada

na Segao 3.3 do Capitulo 3 de [44].

Proposicao 1.6.2. Sobre uma variedade Riemanniana (3, g) fechada, o adjunto formal

do operador d ¢ dado por
0

o = (—1)"PHDFL g

Definicao 1.6.3. O operador Laplaciano de Hodge A, : QP (3) — QP(X) € definido por
Apw = Opr1dpw + dp_10pw, Yw € QF(X).
Visando simplificar a notagao, passaremos a representar os operadores A,, d, e 9,
apenas por A, d e J, respectivamente.

Proposicao 1.6.3. Em uma variedade Riemanniana fechada, o operador estrela de Hodge

comuta com o operador Laplaciano de Hodge.
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Demonstracao. Segue da Proposicao 1.6.2 que

Ak = dd x +ddx
=d ((—1)”("_”“)Jr1 * d*) *+ ((—1)”("_”)Jrl * d*) dx
=% ((—1)"(?’+1+1)Jrl * d*) d + *d ((—1)”(73“)Jrl * d*)
= x0d + *dd
= *A.

]

Definigao 1.6.4. O operador Laplaciano de Béichner V*V : QP(X) — R ¢é definido por

V*Vw = trV2w, Yw € QP (2).

Dado um referencial ortonormal local {e;}" ; sobre 3, o Laplaciano de Bochner

pode ser escrito da seguinte maneira:

V'Vw =3 (Ve Vew = Vy, ).

)

Os operadores Laplaciano de Hodge e Laplaciano de Bochner, agindo sobre 1-formas,

estao relacionados pela cléssica férmula de Weitzenbock:

Ajw = —V*Vw + Ric(w?).

1.6.2 Laplaciano de Hodge e formula de Weitzenbdck no caso ponderado

Para mais informagoes sobre o que serd discutido nesta se¢ao, ver [42]. Relembramos

que o f-Laplaciano de uma variedade Riemanniana ponderada (3, g,e~/du) é definida

por:
Aju=Au—g(Vf,Vu).
Em geral, se introduz a divergéncia ponderada
0 =0 + tyy,
onde ¢ty é o operador contracao pela direita por X. Entao temos Aju = —d; du. Note que

Ay é autoadjunto com respeito a medida ponderada e~/ dp.
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O operador f-Laplaciano de Hodge A[})] :QP(X) — QP(X) é definido naturalmente
por:

AY = ds; + dyd.

Quando X é compacta, o f-Laplaciano de Hodge tem o espectro discreto {)\k(AEcp})}k:ng.
Um fato importante é que a decomposicao de Hodge continua valendo no contexto
ponderado, logo a dimensao do niicleo de AE?] é igual ao p-ésimo nuimero de Betti, implicando
que

(AP =0 para k =1,...,5,(2).

O proximo Lema generaliza a formula de Weitzenbock sobre 1-formas diferenciais

para o contexto ponderado:

Lema 1.6.1. Sejam (3, g,e 'du) uma variedade ponderada e w € QY(X). Entdo
A?]w =-ViVw + Ricg(wh), (1.6)
onde AV = §;d + do;, 6 = 6 + 1y, Vi = V* —iy5, Ricy = Ric+ Hessf.

Demonstracao. Lembramos que a féormula de Weitzenbock classica afirma que

AWy = —V*Vw + Ric(w?), Vw € Q'(2).

Entao,

AMw = (§;d + do)w = (0d +ivpd +dd+ digs)w
= (A[l] + ﬁvf) w=—-V"Vw + Ric(wﬁ) + ﬁvfw

= —V;VW + Rz’c(wﬁ) — ivaw + Evfw,
onde £ denota a derivada de Lie. Logo, para todo X € X(X), tem-se

—(ivfVw)(X) + (Lyjw)(X) = =Vw(Vf, X) + (ivpdw)(X) + d(ivsw)(X)
= —Vw(V/,X) +dw(Vf, X)+ X(w(Vf))
= —Vw(X,Vf) +Vxw(Vf) +w(VxVf)

= (VxVf,wf).
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Uma vez que (VxVFf,wt) = Hesf(X,w*) = Hessf(w, X), segue diretamente das duas

equagoes anteriores que

A?]w(X) = -V;Vw(X) + Ric(w*, X) + Hess f(w*, X)
= -V;Vw(X) + Rics(w?, X)

demonstrando o resultado desejado. O

Dado um campo vetorial £ € X(3), definimos o f-Laplaciano de Hodge aplicado

em ¢ como sendo o Unico campo vetorial tal que
(ale, xy = AV (x), vX € x(D).
A férmula de Weitzenbdck se torna:
Alle = ~V;Ve + Ries(€),
onde V3V = V*VE — Vs e, com respeito a uma base ortonormal {e;}iL,,

VVE= 3 (Ve Ved = Ve, )

1.6.3 1-formas f-harmoénicas sobre variedades com fronteira

Ao longo desta secao consideraremos i : 0¥ — X" a aplicagao inclusao e ¢* seu
pullback; d é o operador derivada exterior e § := (—1)"®+*D+1 5 dx ¢ 0 operador derivada
interior (ou adjunto formal de d), onde * : QP(¥) — QP(X) é o operador estrela de Hodge.
No contexto ponderado, consideramos o operador derivada interior ponderado, definido
por 0y = 0 + tyy, onde tx ¢ o operador contracao pela direita por X. Finalmente, temos o

[»]
f

f-Laplaciano de Hodge agindo sobre p-formas, denotado por A% e definido naturalmente

como

AY = oy + dyd.

Uma p-forma w € QP(M) serd chamada f-harmonica quando dw = 0 e §yw = 0. Em
variedades com fronteira, o conjunto {w € QP(M) : A?}w = 0} pode diferir do conjunto
HY(E) = {w € QP(M) : dw = 0,6;w = 0}. Neste caso, precisamos impor uma condigao de

fronteira para que uma p-forma no nicleo de A[J‘?] seja fechada e cofechada.

Em relacao ao comportamento de uma p-forma sobre a fronteira, dizemos que uma

p-forma w é normal na fronteira quando 7*w = 0 ou, de maneira equivalente, quando
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n Aw = 0 sobre 0X. Além disso, w é dita ser tangencial na fronteira quando i*(xw) = 0,
ou seja, quando t,w = 0 sobre 9. Denotaremos os espacos das p-formas f-harmonicas

tangentes e normais na fronteira respectivamente por
(X)) ={w e QP(¥) 1 dw =0,0pw =0 e 1w = 0 sobre X},
Ni(2E) ={w e QP(X) 1 dw = 0,050 =0 e i"w = 0 sobre X}

Uma p-forma w satisfaz a condigao relativa de fronteira se ambas w e 4w sao normais
na fronteira. Se w e dw sao tangenciais na fronteira, dizemos que w satisfaz a condigao

absoluta de fronteira.

Lema 1.6.2. Sejam ¥ uma variedade Riemanniana compacta ponderada com peso f e

fronteira nao vazia. Dada wma p-forma w € H5(X), vale
(AP} = lldl® = 185l ) ey = [ (1050, o) = (", 1)) ¢V do
> ox
Demonstraggo. Considere as formas o € QP(X) e B € QPH(X). Aplicando a féormula de
integragdo por partes (sem peso), temos
[tdtea). 8y~ (e a8 du = [ (e it By do = [ (i'a,u,8) e do
2 ox %
Por outro lado, um calculo direto nos fornece

/E<d<€_fa)7 B> o <€_faa 55> d,u = /E<6_fd0é, 6> + <CY N d(e_f)v 5) - <€_fa7 56> d#

— /Z (e Fda, B) — (e o, u9,B) — (e T, 68) dps
= | ((da.B) (. 675)) e

Entao vale a seguinte férmula para integracao por partes no contexto ponderado:
[ (.3 = (@.8,8) = [ (i%0,1,8) e do
z )
Portanto,
/ <A[J{’]w,w> e_fdpJ = / ((Sfdw, w) e_fd,u + / <d5fw’ w) e_fd,u
b » )
= dwl? *fd o / - d 7fd
[l P e~ [ (i, ) 1o

Sywl[2efd / 6w, Lyw) e~ do,
+/2|| fw|| e du + 82(2 W, Lyw) e do

para todo w € QP(X). O
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Se w satisfaz alguma das condi¢oes de fronteira, relativa ou absoluta, entao
/ ((i*6 pw, Lyw) — (i*w, t,dw)) e/ do = 0.
%
Logo, o Lema 1.6.2 implica em

a0y e du = [ [ldwl? + 15wl e du.

Como consequénia, A[f]w = 0 equivale a w ser f-harmonica. Também podemos caracterizar

os espagos Hi,(X) e Hiy;(X) da seguinte maneira:

(X)) ={we (%) : A[f’]w = 0 e w satisfaz a condigdo absoluta de fronteira},

M) ={w e Qr(X): Agf’]w = 0 e w satisfaz a condigao relativa de fronteira}.

Observacao 1.6.1. Quando X é uma variedade Riemanniana ponderada completa nao
compacta com fronteira ndo vazia, também vale uma versdo do Lema 1.6.2 para p-formas
nas quais as integrais do enunciado estao bem definidas. Em particular, também vale a

caracterizagao anterior de Hi¢(X) e Hi;(2).

Agora, discutiremos a cohomologia de De Rham e a definicdo do p-ésimo ntimero

de Betti de uma variedade compacta .

Uma p-forma « é dita ser fechada se da = 0 e exata se existe uma (p — 1)-forma /3
tal que dfg = . Duas p-formas « e [ sao ditas cohomdélogas se a— 3 é exata. A propriedade
de ser cohomologa determina uma relacao de equivaléncia no espago das p-formas fechadas
e o conjunto de suas classes de equivaléncia é um espaco vetorial sobre R, chamado p-ésimo

grupo de cohomologia de De Rham, que sera denotado por

~ H{a € QP(¥);da = 0}
B dr-1(x) '

Hip(¥)

O classico Teorema de G. de Rham afirma que H),(X) ~ H?(3,R). Além disso,
podemos definir o p-ésimo grupo de cohomologia com suporte compacto de ¥ por

_ {a € Q(X);da = 0}

H{(¥) ngfl(Z)

e estes espagos também serao isomorfos aos grupos de cohomologia real de ¥ com suporte
compacto. Quando ¥ é fechada, os grupos de cohomologia de De Rham tém dimensao

finita denotada por

by (S) := dim Hp(S),
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onde o nimero b,(X) é chamado o p-ésimo nimero de Betti de X. Os ntimeros de Betti
gozam da propriedade b,(X) = b,_,(X) e também sdo usados para definir a caracteristica

de Euler de uma variedade fechada:

Teorema 1.6.4. (Hodge). Seja ¥ uma variedade Riemanniana fechada. Entdo toda classe
de cohomologia no p-ésimo grupo de cohomologia de De Rham possui exatamente uma

p-forma harmonica, isto é, Hyp(X) ~ HF(X).

Uma consequéncia direta do Teorema de Hodge é que b,(X) = dim HP(3). Quando
Y tem fronteira nao vazia, o espago das formas harmonicas é infinito dimensional. Neste
caso, existem duas nogoes distintas para o p-ésimo grupo de cohomologia de De Rham: o
p-ésimo grupo de cohomologia absoluto de De Rham, definido analogamente ao contexto

de variedades fechadas como

e o p-ésimo grupo de cohomologia relativo de De Rham, dado por

{a e P(X); da=0enAa=0}
P —
Hin(%,0%) := {aed~1(X);nAa=0}

Teorema 1.6.5. (Hodge-Morrey-Friedrichs) Seja ¥ uma variedade Riemanniana

compacta com fronteira nao vazia. Entdo,

Hip(X) = Hp(X) e Hgp(X, 0%) = Hiy (%),

Definimos o p-ésimo absoluto ntimero de Betti de uma variedade compacta com
fronteira nao vazia Y por

b(2) == dim HE(X)

e o p-ésimo relativo nimero de Betti de ¥ por
bf(Z) = dim HY,(2).
Pela dualidade de Poincaré-Lefschetz, esses niimeros se relacionam por

() = b ().
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Um fato importante é que a decomposicao de Hodge continua valida em espacos
ponderados, como foi demonstrado por E. Bueler em [17]. No caso de 1-formas, temos os

seguintes isomorfismos:

o Hy(X) = Hyp(X) via isomorfismo w +— w + du para w € Hp(X), onde u € C*(X) é uma

solugao do problema de fronteira

Apu = —iyjw  sobre X,
ou

a—n =0 sobre 0X.

o Hi(X) = Hyp(X) via isomorfismo w — w + du para w € Hy(X), onde u € C=(X) é

uma solucao do problema de fronteira

Ay = —iyjw sobre X,
u
on

= —tyw,u =0 sobre 0X.

Os dois problemas de fronteira tem solucao, visto que
- d:/—5 —fd:/ ~f)do = 0.
/E wopwdpy = | —0(we™)dp = | iy(we™)do

Em particular, a dimensao de H7;(3) é igual ao primeiro nimero de Betti by (%) :=
dim Hjp(¥). Ao longo do Capitulo 4, usaremos os isomorfismos H7.((X) = Hjp(X) e
Np(3) = Hgp"(X).

Finalizamos esta subsecao enunciando alguns resultados presentes na literatura e
que serao fundamentais para os nossos principais teoremas do Capitulo 4, mais detalhes

podem ser encontrados em [58],[42] e [57].

Nos dois proximos Lemas suporemos que > é uma hipersuperficie f-minima com

fronteira livre em um dominio ponderado Q C (R™*!, geun, e /dp) com fronteira ndo vazia.

Lema 1.6.3. [57] Suponha que w é uma 1-forma satisfazendo a condi¢io absoluta na

fronteira. Entdo, em cada ponto p € 0%,
<V7,wﬁ,wﬂ> = hO(WF, wh).

Lema 1.6.4. Suponha que w é uma I1-forma satisfazendo a condicao relativa na fronteira.

Entao, em cada ponto p € 0%,

(Vo wh) = HP||wH| 2.
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Demonstragio. Seja {ey,...,e,—1} um referencial ortonormal de 9%. A hipdtese de w
satisfazer a condicdo relativa na fronteira implica que w! = an para alguma funcao

a : 0¥ — R. Logo, sobre 9%,

n—1

0=9dw = Z <Vejwﬁ,ej> — <V77wﬁ,77> + <Vf,wﬁ>

j=1

= aH%” — <V,7wﬁ, 77> +a(Vfn = OzH?E — <V,]wﬁ,77> .

Portanto, <Vnwﬁ,wﬁ> = @2H?2 — H?ZHW”P' -

Lema 1.6.5. [7] Seja X" uma variedade n-dimensional compacta, orientdvel, conexa com

fronteira nao vazia 0%, n > 2. Se 9% tem r > 1 componentes de fronteira, entdo
dim H,(3,0%;R) = r — 1 + (dim H;(3;R) — dim I'm(i,)),

onde i, : Hi(0%;R) — H{(3;R) denota o mapa entre os primeiros grupos de homologia

induzida pela inclusao i : 0¥ — X.

Lema 1.6.6. [7] Seja X% uma superficie compacta e orientdvel com fronteira ndao vazia

0X. Se X tem género g e r > 1 componentes de fronteira, entdo

dim H{(%,0%;R) =29 +r — 1.

1.6.4 Formas harménicas > em variedades completas nao compactas

Seja (M™, g,e~/) uma variedade Riemanniana ponderada completa ndo compacta.

Neste contexto ndo compacto é usual considerar as k-formas diferenciais L?
LX(QF (M) = {w e QF(M): [ |t dp < oo} |
M

Denotaremos por H¥(M) o espago das k-formas harmonicas; ou seja, o espaco das

L? k-formas que sao fechadas e cofechadas:

HE (M) = {w e LA(Q4(M)) : dw = 6w = 0} .

Conforme discutido em [21], o espago H*(M) pode ter dimensdo infinita e sua
dimensao, se finita, pode depender da métrica g. Além disso, sdo apresentados os seguintes

resultados:
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Proposigdo 1.6.6. Os espagos H*(M) sio invariantes quase-isométricos de (M,g). Ou
seja, se g1 e go sao duas métricas Riemannianas completas, de modo que para algum C' > 1
temos

C g < go <Oy,
entio H*(M, g1) ~ HF(M, go).

Teorema 1.6.7. (J. Lott, [/8]) Os espacos de formas harménicas L? de duas variedades Ri-
emannianas completas, isométricas fora de algum conjunto compacto, tém simultaneamente

dimensao finita ou infinita.

O Teorema de Lott afirma que a finitude de dim H*(M) depende apenas da
geometria dos fins de M. Em particular, Visentini [70] afirma que se M tem fins planos

entdo dim H*(M) é finita. Mais especificamente:

Teorema 1.6.8. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa tal que para um
conjunto compacto Ko C M, a curvatura de (M, g) se anula em M — K. Entdo, para
cada k,

dim H*(M) < .

Terminaremos esta secao apresentando resultados sobre a invariancia conforme do

espaco das formas harmonicas L?:

Proposicao 1.6.9. Se (M",g) é uma variedade Riemanniana de dimensao n = 2k, e se
f e C®(M) entao
HM (M, g) = HF (M, e¥ g).

Corolario 1.6.1. Se (M, g) é uma superficie completa com curvatura Gaussiana integravel,
de acordo com o teorema de Huber, sabemos que tal superficie é conformemente equivalente

a uma superficie compacta M com um nimero finito de pontos removidos. Entdo
dim H' (M) = by (M).
onde by (M) denota o primeiro nimero de Betti de M.

Teorema 1.6.10. Seja M uma superficie Riemanniana conexa completa com topologia
finita (género finito e niumero finito de fins) entao

o dim H'(M, g) = oo,



93

e ou dimH' (M, g) < oo e M é conformemente equivalente a uma superficie Riemanniana

compacta M com um numero finito de pontos removidos.
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Capitulo 2
HIPERSUPERFICIES MINIMAS COM INDICE BAIXO NO ESPACO

PROJETIVO REAL

2.1 Hipersuperficies de Clifford em RP" ™!

Nesta secao relembramos as hipersuperficies de Clifford imersas na esfera unitaria
redonda e no espaco projetivo real. Também calculamos o indice de Morse de tais hipersu-
perficies, quando esta é minima, e concluimos a se¢ao apresentando um belo resultado

devido a do Carmo-Ritoré-Ros.

Dados um ntimero real 0 < r < 1 e um inteiro k € {1,...,n}, a hipersuperficie
de Clifford T"(k,r) em S"*! ¢ definida como o produto S¥(r) x S*=*(v/1 —r2). Em cada

ponto (z,y) € T"(k,r), o campo vetorial unitario normal a T"(k,r) em (z,y) é dado por

Vo= (Rt

1—r2
r )

Com respeito a essa orientacdo, as curvaturas principais de T"(k,r) sao

com
multiplicidade k, e —ﬁ, que tem multiplicidade n — k. Logo, T"(k,r) tem curvatura
média constante H = H(k,r), onde

m—(n—k) r bk —nr?
r VI—=r2  ry/1—1r2

Em particular, T"(k, r) serd minima precisamente quando k = nr?. Fixado k, a familia

H(k,r)=k

{T"(k,r)}re(0,1) folheia S™™ por hipersuperficies com curvatura média constante, sendo

que apenas uma delas é minima.
Para as hipersuperficies de Clifford minimas T"(k) = T" (k:, \/%), temos
2 2
1—r? r 1—r? r?
2 _ 2 2 _
|A| —k( . ) —|—(n—k)<m> =nr = —|—n(1—7")1_r2—n.
Além disso, o operador de Jacobi de T"(k) assume a forma J = A + 2n. Assim como

foi demonstrado em [31], os autovalores dos Laplacianos de S* (\/g) e SPF (\/”T_k> sao

dados, respectivamente, por

(= 1)(k+i—2)

o — n(-1)n—k+j5—2)
’ k

_ =123, ..
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Logo, os autovalores do Laplaciano de T"(k) sdo da forma «; + ;. Testando os valores de

i e j tais que o; + B; < 2n, vemos que T"(k) tem indice n + 3 em S+

Visto que T"(k) é invariante sob a aplicagao antipoda, ela induz uma hipersuperficie
minima compacta mergulhada T"(k) = T"(k)/{r} em RP"! que também chamaremos
de hipersuperficie de Clifford. Como a projecao 7 : S*™! — RP"*! ¢ uma isometria local,
o operador de Jacobi de T”(k) ¢ o mesmo da hipersuperficie de Clifford na esfera, mas as
autofungoes sao aquelas que se mantém invariantes pelo mapeamento 7; ou seja, fungoes
pares. As autofungoes de A associadas ao autovalor o; + f; sao da forma P;(x)Q;(y), onde
Pi(z) (resp. Q;(y)) denota um polinémio harmoénico homogéneo em R¥*! (resp. R"*+1)
de grau ¢ — 1 (resp. j — 1). Portanto, os autovalores de A sao dados por «; + 3; com i+ j

par.

Um célculo direto nos mostra que a3 + 1 = 0 e que o primeiro autovalor ndao nulo

de A é ay + (5 = 2n. Entdo T(k) tem indice 1 em RP".

Resumimos o célculo acima na seguinte proposigao:

Proposicio 2.1.1. As hipersuperficies minimas de Clifford T"(k) em RP" tém indice

um.

Apresentaremos agora um belo resultado devido a do Carmo-Ritoré-Ros. Eles
caracterizaram as hipersuperficies minimas compactas dois-lados com indice de Morse

igual a um no espacgo projetivo real.

Teorema 2.1.2 ([20]). As unicas hipersuperficies minimas dois-lados compactas com indice
um no espago projetivo real RP" 1 sdo as esferas totalmente geodésicas e as hipersuperficies

minimas de Clifford.

Concluimos esta se¢do enunciando um teorema de C. Viana caracterizando quais

sdo as hipersuperficies compactas dois-lados estaveis para variacoes preservando volume

em RP"H1,

Teorema 2.1.3 ([69]). Se ¥ € uma hipersuperficie compacta dois-lados estdvel para vari-
acoes preservando volume em RP™ L, entdo X é uma esfera geodésica, uma hipersuperficie

de Clifford, ou um recobrimento duplo do subespaco projetivo RP".
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2.2 Resultados béasicos

Nesta secao apresentamos alguns resultados fundamentais para provar o teorema
principal deste capitulo. Comecamos relembrando o campo vetorial introduzido por do

Carmo, Ritoré e Ros em [20] .

Dados a,b € R""2 considere a funcio vetorial @, : 3 — R"™? definida por
O, :=—(z,a)z+ (N,a) N + (x,b) N.
Lema 2.2.1. O operador de Jacobi aplicado na fungao ®,; € dado por
J®. = —(JA> = n) ((z,a) x + (N,a) N) + X
onde X : X — R™2 ¢ o campo vetorial tangente a ¥ da forma X = 2A%a" — 2a" — 2A4b".

Demonstracdo. Basta usar as férmulas vetoriais dadas na Observacao 1.3.1 e a linearidade

de J. O

Lema 2.2.2. Dados a,b € R"*2, temos

LUAP = n) (N, a) () d =01

Demonstracao.
/E(\A|2 —n)(N,a) (z,b) du = g ]A| N, a (x,b) — (N, a) (nx,b) du
= 2 z,b) — A(N,a) (x,b) du =0,
onde usamos o Teorema da Divergéncia na ultima igualdade. O

A seguir, apresentaremos uma férmula importante e que serd usada muitas vezes

no restante deste capitulo:

Proposicao 2.2.1. Para quaisquer a,b € R"2, vale a sequinte férmula:

Q@ Pas) = [ (AP —n)(=h2 + f2) du
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Demonstracao. Aplicando os Lemas 2.2.1 e 2.2.2, obtemos

Q@ass @ap) 1= = [ (@ JP0s) dp
- / (z,a)z + (N, Q)N + {2, )N , ~(|AP* — n)((z,a)z + (N, a)N) + X ) du
= LA =m)( >2+<N,a>2+<x,b><N,a>) dy

:/Z \A|2—n —(x,a)? +<N,a>2) dj.

Dado a € R™"2, considere a funcao suave g, : ¥ — R"*2 definida por
Jo := —hex + f,N. (2.7)
Note que g, = ®,,0. Entao o Lema 2.2.1 implica em
J(9a) = —(JAP = n)(haw + fuN) + X,

e aqui X = 24%" — 2a". Desse modo, tem-se Q(ga,ga) = Q(Pup, Puyp), para qualquer
be R

Doravante usaremos ideias andlogas a [69]; até onde sabemos, é o primeiro lugar
onde essa estratégia apareceu. Associaremos a cada aplicacdo linear 1 : R""? — R"*2 yma,

forma quadratica definida pela expressao:
Qula,b) == [ (1A = 1) (g0, 0(0)) du.

Tome o conjunto A := SO(n + 2) x S"* e seja F : A x R — R a fungio suave

definida por
F(,a,) = Qsula,a) = 8 [ (|4 =n) (g (a)) dp.

Estabelecida a notagao, apresentamos o seguinte resultado:

Lema 2.2.3. Se (v, a0, 5p) € A X R é um ponto critico de F, entdo
AR = n)ga, dpp = 0.

Demonstragao. Note que Ty, SO(n +2) = {1)g- K € £(R"?) : KT = —K}. Ao tomarmos

as derivadas de F'(1,a, 3) em relacao a entrada v, obtemos
0 = DF (o, a0, o) (o - K) = B | (11 = 1) (gag v - K (o)) dp
= o { [LIAP = gy dit, 0 K (a0)).
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Observe que {1 - K(ag) : KT = —K} = ((ag))". Se By # 0, entdo a equacdo acima nos

permite concluir que [5(JA]? — n)ga, dit € (Yo(ag)). Por outro lado,

oF

0 = 55 . o) = [ (1AF = ) g )

- </2(1A\2 — 1) Gay dpt wo(a0)>-

Assim, no caso 3y # 0, obtemos [5(]A|*> — n)gq, du = 0. Finalmente, se 8y = 0, entdo a
equacao anterior ainda vale para qualquer aplicagdo ortogonal 1. A partir disso, concluimos

que [5(JA]? = n)ga, du = 0, conforme desejado. O

Como vimos, um ponto critico de F' desempenha um papel importante para produzir
uma funcao de média ponderada zero a partir das fungoes h, e f,. Portanto, precisamos
esbocar uma forma de produzir um ponto critico de F'. Visando este objetivo, nossa

estratégia sera aplicar o principio Min-max para o funcional F'.

Defina o niimero

mq = su min  F(Y,a, (), 2.8
LT i) (GaB)Esn) (¥.0.5) (28)

onde [¢p] é a classe de mapeamentos ¢ : A — A X R que sdo homotdpicos a ¢g(¢,a) =

(1, a,0). Para este nimero, provamos o seguinte resultado:
Lema 2.2.4. O ndmero my em (2.8) é bem definido e ndo positivo.

Demonstracao. Em primeiro lugar, observe que cada componente conexa de
C={(ld,v,5) € A x R:v é o primeiro autovetor de Qs.74}

é ilimitada na dire¢do . Em particular, C deve cruzar a fatia ¢o(A) = A x {0}. Portanto,
qualquer mapeamento ¢ na classe homotdpica [¢g] satisfaz ¢(A) NC # (). Em seguida, note
que o primeiro autovalor da forma quadratica simétrica (.74 ¢ nao positivo para todo 3
em R. De fato, se {ey,...,e,} é uma base ortonormal de R"2 entao

n+2 n+2

> Qaralened) = 53 [(1AP =)= (e + (N, e) d

= 8 [ (AP = n)(~laf* + N P*) dys = 0.
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Da definigdo de F' deduzimos que F(Id,v, ) = Qp.1a(v,v) < 0, para qualquer (Id,v, )
em C. Logo, ¢(A) NC # 0,V¢ € [¢g] implica que

' F y Wy S 0, Yo € .
(W) es(n) (%, a,8) ¢ € [¢o]

Assim m; < 0, como afirmamos. Em particular, m; é sempre bem definido. n

Nos préximos pardgrafos introduziremos a condicao de Palais-Smale e a usaremos
para provar que m; ¢ um ponto critico de F'. Entao, lembre-se de que um funcional F
em uma variedade de Hilbert satisfaz a condicao de Palais-Smale se qualquer sequéncia
{u;}52, satisfazendo as condigoes
(i): |E(u;)| < ¢ para alguma constante c,
(i): [VE(us)| = 0,

admite uma subsequéncia convergente.

A seguir apresentamos o principio Min-max em dimensao finita, veja [65, Capitulo

I1], que serd uma ferramenta fundamental.

Teorema 2.2.2 (principio min-max em dimenséo finita). Suponha que ¥ seja uma varie-
dade Riemanniana completa e E € CY(X) satisfaca a condigio de Palais-Smale. Suponha
também que F é uma colecao de conjuntos invariante em relacdo a qualquer semifluro
suave W : 3 x [0,00) = X tal que V(-,0) = Id, VU(-,t) é um homeomorfismo de ¥ para

qualquer t > 0, e E(V(u,t)) € nao decrescente em t para qualquer u € . Se
= inf sup &/
7= R B

¢ finito, entao B € um valor critico de E.

Corolario 2.2.1. Se F satisfaz a condi¢do Palais-Smale, entao o niumero my definido em

(2.8) é um walor critico de F.

Demonstracao. Sob nossa hipdtese, podemos aplicar o Teorema anterior para ¥ = A X R,

E=—-FeF={oA): ¢ € [po]} e assim concluir que —m; é um valor critico de —F. [

2.3 Resultado principal do capitulo

Nesta secao apresentamos e provamos o principal Teorema do capitulo, que se

enuncia da seguinte maneira:
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Teorema 2.3.1. As unicas hipersuperficies minimas dois-lados compactas conexas do
espaco projetivo real RP™™! com curvatura escalar constante e indice de Morse menor ou

tgual a dois sao as esferas totalmente geodésicas e as hipersuperficies de Clifford.

O resultado anterior segue imediatamente do Teorema abaixo:

Teorema 2.3.2. Ndo hd hipersuperficie minima dois-lados compacta conexa no espaco

projetivo real RP™! com curvatura escalar constante e indice de Morse dois.

Demonstracio. Seja z : ¥ — RP™™ uma hipersuperficie minima dois-lados compacta
conexa com curvatura escalar constante e indice dois. Se conseguirmos levantar x para
um mapeamento 7 : X — S entdo teremos uma hipersuperficie minima dois-lados
compacta conexa na esfera unitaria com curvatura escalar constante e indice dois, que
¢ uma contradi¢do ao Corolario 1.3.2, o qual afirma que Ind(¥) = 1 ou Ind(X) > n + 3.

Logo, = nao admite tal levantamento.

Em seguida, considere p : 3 — X o recobrimento duplo orientavel e tome o
levantamento de x o p. Entao, temos um mapeamento 2 : 3 — S tal que To X = x op.
Observe que T é uma imersao minima dois-lados compacta conexa com curvatura escalar
constante e localmente isométrica a x. Denotando por s : S Sa involugao isométrica
induzida por p, temos Tos = —Z. Seja N um campo vetorial normal unitério ao longo de 3.
Uma das propriedades do recobrimento duplo orientavel é que a aplicagao s, : Tpf] — Ts(p)i
inverte orientacoes. Consequentemente, Nos = —N. E importante observar que as fungoes
teste ¢ em )y que podem ser projetadas e se tornarem funcgoes teste em X sdo aquelas que

satisfazem ¢ o s = ¢, nés a chamaremos de fungdes pares.

Estabelecida a notacao, observamos que o operador de Jacobi associado a & é
J = A+ |A]? +n e como |A* é constante, os autovalores de J sdo os autovalores de
A somados com a constante —|A|> — n. Em particular, o primeiro autovalor de J é
A = —]AJ]?> — n e estd associado a fungao 1. Denote por Ay < 0 o segundo autovalor de J,
que ¢é simples devido a hipétese sobre o indice ser dois, e por y a autofuncao associada a

2.

Nossa hipétese sobre o indice ser dois também implica em |A|* # 0,n, veja [26].

Das féormulas dadas em Observagao 1.3.1 e Lema 2.2.2, temos que:

[hadﬂz/faduthafbduzo7 Va,b € R".
) 5 5
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Como estamos interessados no indice de ¥ no espago projetivo real, consideraremos

apenas fungoes em U := {u € COO(XA]) ruos = u}. Agora precisamos do seguinte resultado:

Afirmacao 1: Para qualquer u € U satisfazendo

ﬁudu = / woudp =0, (2.9)
$ $

temos Q(u,u) > 0. Além disso, Q(u,u) = 0 implica em Ju = 0.

Demonstracdo. A primeira parte da afirmacgao decorre da hipotese sobre ¥ ter indice dois.
Em seguida, observe que para qualquer u e w em U satisfazendo (2.9), a fungao tu + w

também pertence a U e satisfaz (2.9). Consequentemente,

0 < Q(tu+w,tu+w) = t? Q(u,u) + 2t Q(u,w) + Q(w,w), Vt € R.
Se Q(u,u) =0, entao 2t Q(u,w) + Q(w,w) >0 Vit € R, e assim
0=Qu,w) = —[ wJudp para todo w € U satisfazendo (2.9).
S

Logo, Ju = ¢ + copo.

Vamos provar que ¢; e cp sdo zero. Com efeito, observe que

o gudn = [ Iy = (AR +) [Lud =0,

e, por outro lado

/AJuduz/cmiu—l—/02<p2du:cl-area(f]).
5 5 $

Entao, ¢; = 0. Para a constante ¢, temos

ﬁ woJudp = / J(p2)udp = —)\2/ woudp =0,
$ 5 )

/¢2Judu:[01¢2du+/@go%du:@/(pgd,u.
S s $ $

Como 5 nao se anula, deduzimos que ¢y é zero e concluimos a afirmacao desejada. [

Também precisaremos do resultado abaixo em nossos argumentos.

Afirmagao 2: Seja G : R"™ — R"™2 a aplicagio vetorial definida por G(b) :=

Js p2hp - N dp. Entao G é um isomorfismo linear.
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Demonstra¢io. Suponha que exista b # 0 tal que G(b) = 0. Tomando ¢ := hy - N, as

seguintes igualdades sao validas:

Yos=1, /ideZO, éw/»du:o ¢ Q1) = 0.

Em vista da Afirmacao 1 temos Ji = 0. Por outro lado, a Observacao 1.3.1 diz que
Jp = —2AbT ¢ assim AT = 0 em 3. Agora, considere Y € X(3) e observe que

Y (N,b) = (V,N,b) = (~Ay,b") = (y,—Ab") = 0.

Portanto, a fungao (N,b) é constante. Como N é uma func¢ao impar, deduzimos que
(N,b) = 0. Usando o Lema 1.3.1, obtemos Hess hy, = — (-, -) hy,.

Se hy, # 0 sobre X, o Teorema de Obata em [53] afirma que ¥ é isométrica a uma

esfera unitaria. Denotando por B a segunda forma fundamental de ¥ e por kq,..., Kk, as
curvaturas principais de ¥, segue da Equacao de Gauss que k;5; = 0, Vi,j = 1,...,n.
Entao existe no maximo um x; # 0. Como H = Z;‘:l kj =0, temos k1 = --- =k, =0 ¢,

portanto, B = 0. Concluimos que ¥ é uma hipersuperficie linear unilateral ou a projecao
de uma esfera totalmente geodésica com indice um, assim obtemos uma contradi¢ao em
relacao as nossas hipdteses.

Caso contrario, h; se anula e Séa interseccdo da esfera unitaria com o hiperplano b+

passando pela origem, novamente encontramos uma contradicao. O]

Agora provaremos o seguinte resultado de rigidez:

Afirmacao 3: Suponha que existem ag, by € R"2, com q diferente de zero tal que
I Pag o At = Jo 02Pag o dpt = 0 € Q(Pyy bys Pag.se) = 0, Entdio 3 é localmente congruente

a uma hipersuperficie minima de Clifford.

Demonstracio. Aplicando a Afirmacao 1 obtemos
0= ‘]((I)ao,bo) = _(|A|2 - n)(hao‘% + faoN) + 2(‘42(@8—) - A(b(—l)—) - a(—l)—) = 0.
Em particular,
1. 0= <J((I)ao,bo)7j> = _(|A|2 - n)hao;
2. 0= V[(|A]? = n)he,] = (|A]> = n)Vha, = (JA] = n)ag;

3. 0= (J(Page), N) = =(|AP* = n) fa,.
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Por isso,
(AP = n)ag = (JAP* = n)ha@ + (AP = n) fou N + (|A]* = n)ag =0,

e como qq difere de zero, obtemos |A|*> = n. Aplicando o teorema de Chern-do Carmo-

Kobayashi, veja [26], concluimos que 3> ¢ localmente congruente a uma hipersuperficie

minima de Clifford. OJ

Dado a € R"*2 relembramos a funcio definida em (2.7), ou seja, g, = —haZ + fuN.

Para concluir a prova do teorema, analisaremos dois casos. O primeiro é o caso em
que F satisfaz a condicao de Palais-Smale. Assim, podemos aplicar o Corolario 2.2.1 e
deduzir que m; definido em (2.8) é um valor critico de F' da forma F(vy, ag, By) , € pelo

Lema 2.2.3 temos que

JOAR = )guy du = 0.

Tomando by associado a ag através da Afirmacao 2 e considerando a aplicacao

D5, Obtemos, apés um calculo direto, que
By dp = 0 / S
/2 0,00 A € % P2%ag,bg A
Além disso, pela Proposicao 2.2.1, vale
Q((I)ao,boa (I)ao,bo) = (|A|2 - TL) /ﬁ] _hio + fa%o d#
= (AP =) { [ gus ditca0) = 0,

e assim podemos aplicar a Afirmacao 3 para deduzir que ¥ é localmente congruente a uma
hipersuperficie de Clifford minima, o que nos da uma contradi¢ao em relacao a hipétese

sobre o indice.

O segundo caso é quando F' nao satisfaz a condicao Palais-Smale. Portanto, existe

uma sequéncia (1}, a;, 5;) em A x R tal que
[F(W, a5, )| < ¢ Jim |5;] = 00 e [VF (45, a5, )| = &5 = 0.

Lembre-se que {1+ K(a) : K' = =K} = ()(a))™" e entdo considere a base ortogonal
de R""2 dada por {by,...,b, 2} com by = ¢(a) e b; = ¢ - K;(a), onde K! = —K; para



64

1=2,...,n+ 2. Portanto,

DF(w,a.8)(0 - K:) = ([ (AP = n)gu dp, - Ki(a))

= B( (AP = mgudi, ).

or

55 a.8) = (141 = mg, dp. v(a))

= (L0aP = mgudn. br).

Tendo em vista as expressoes acima, segue que

n+2

J0AR = mgadp =3 ( [(AP = n)gadn, b b, (210)
i=1
OF 1 n+2
= (¥, a,8)b1 + - > DF(¢,a,8)(t - K;)bs.
9p Bis
A partir da expressao (2.10) decorre a seguinte estimativa:

Al* — a,d‘<. 5
‘/E(II n)ggu_fﬁﬂj

Como A é compacto, podemos assumir sem perda de generalidade que (¢, a;) — (¢, a)

em A. Entao,

] L0472 = n)g. du\ — lim
E j—)OO

LA = n)go, d] < Jim ( " ) o
b)) 7 J—00 B

Portanto, existe a € S"™! tal que [;(JA|* — n)g, du = 0. Podemos repetir o argumento

anterior e obter novamente uma contradi¢ao, concluindo o resultado desejado. O

Para apresentarmos o nosso primeiro corolario, relembramos o conceito de indice

fraco apresentado na Subse¢ao 1.2.1.

Corolario 2.3.1. Nao existe hipersuperficie minima compacta dois-lados no espago proje-

tivo real RP™™ com curvatura escalar constante e indice fraco um.

Demonstracao. Como a curvatura escalar é constante, a primeira autofuncao é ¢; = 1.
Usando [y, ¢ dpw =[5 1 dpp = 0 para qualquer autofuncao ¢, de () com j > 2 e aplicando
a Férmula de Rayleigh, vemos que os autovalores de @ e Q,, := Q|r, satisfazem \; = A},

para todo j > 2, onde F = {u € C*(X); [s, udu = 0}. Portanto, Ind(X) = Ind,(X) + 1.
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Segue diretamente do Teorema 2.3.2 que nao existe hipersuperficie minima compacta
dois-lados conexa com indice fraco 1 e curvatura escalar constante. E facil notar que essa
conclusao de nao existéncia continua valendo sem a hipdtese de conexidade, pois esse caso
sO seria possivel se houvesse a uniao de componentes conexas fracamente estaveis com

uma componente conexa de indice fraco 1. O

Seja x : ¥ — S™*! uma hipersuperficie minima compacta orientavel com curvatura
escalar constante. Aplicando o resultado de Simons em [62], vemos que ndo é possivel ter
|A|? satisfazendo 0 < |A|?> < n. E bem conhecido que o caso |A|?> = 0 apresenta Ind(X) = 1
e o caso |[A|?> = n implica em Ind(X) = n + 3. Quando |A]?> > n, o Teorema principal em

[10] afirma que Ind(X) > 2n + 5, pois @ é negativa definida no subespago de fungoes
V={ueCD)u=t-1+(z,a)+(N,b), Va,b R tcR}

o qual tem dimensao 2n + 5.

O nosso proximo corolario melhora essa cotagdo do indice exigindo-se duas novas

hipoteses.

Corolario 2.3.2. Seja x : ¥ — S™! uma hipersuperficie minima ndo totalmente geodésica
compacta orientavel. Suponha que sua curvatura escalar seja constante e que seu campo
vetorial unitario normal N seja impar. Se X for antipodalmente invariante e nao for uma

hipersuperficie de Clifford, entao Ind(3) > 2n + 7.

Demonstracio. Pelas hipéteses do enunciado, z : ¥ — S"™! é localmente congruente a uma
imersdo isométrica de uma hipersuperficie minima compacta dois-lados # : & — RP"*!
com curvatura escalar constante. Aplicando o Teorema 2.3.1, obtemos Ind(f]) > 3. Logo,
existem pelo menos trés autofungoes pares associadas a autovalores negativos de J,
que denotaremos por @1 = 1, P, P53 € COO(ZN]). Mostraremos que as autofungoes 5 e ¢
aumentam a instabilidade de X. De fato, as fungoes ¢, (x, a) e ¢; (N, a) serem impares, junto
a 3 ser antipodamente invariante, implicam em [5, ;(z,a)dp =0 e [5¢;(N,a)dp =0
para todo a € R"™ e j = 2,3. Portanto, as autofuncoes @, e @3 sdo ortogonais a
V = span{l, (N, a), (z,b) : a,b € R"2}. Isso é suficiente para concluirmos que J ¢ negativa

definida em V & ({¢2, ¢3}). Como dim V' = 2n + 5, segue que Ind(X) > 2n + 7. O
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Capitulo 3
LACUNA NO INDICE DE MORSE DE HIPERSUPERFICIES NO

PRODUTO FINITO DE ESFERAS

3.1 Caso 1: Produto de duas esferas

3.1.1 Resultados preliminares

Seja X" uma hipersuperficie minima fechada em M™! := S™ (r;) x S™(ry), onde
n+n,=n+1>3e T% + r% = r2. Denotaremos por ® : ¥ — M a imersao isométrica e
suporemos que n; > ng. Para simplificar a notagao ao longo da se¢do, também denotaremos
)\1 = 172 e )\2 = —EE

TTr 7o
Lidaremos com a seguinte configuracao:
e z;: S — R™*! sdo as imersdes triviais; ou seja, z; é o vetor posi¢ao de " em R" 1.
e Imersao isométrica > — M com vetor normal unitario N.
e Imersdo isométrica M — S"*2(r) com vetor normal unitério n = (A\;x1, Aos).

e Imersdo isométrica S""2(r) — R"*® com vetor normal unitario v = 2(z1, z5).

oz = (x1,22) : 2 — M — S"2(r) — R"3.

Lema 3.1.1. Seja ¥ uma hipersuperficie minima de S™ (ry) x S"2(ry) C R"*3. O Laplaci-
ano do vetor posi¢io v = (x1,x2) € dado por
n
Az = — (/\1(n1 — |N1?) + Aa(na — ’N2|2)) n- v
Demonstracao. O passo inicial serd escolher dois referenciais ortonormais apropriados em

M. O primeiro referencial é da forma E = {ey,...,e,, N}, onde ey,..., e, sdo tangentes a

3.

Para definir o segundo, identificamos os vetores a € R™*! e b € R"*2 respectiva-
mente, com (a,0) e (0,b) € R x R™T1 Em seguida, tome os referenciais ortonormais
{€1,...,€,} em S"(r1) e {11, +Cnytny} €em S™(ry). Finalmente, consideramos o

referencial em M dado por E = {€1,...,€n,,€n,41, -+ Cnytng )

Dado qualquer vetor a € R"*3 nao nulo, um célculo direto nos d4 o gradiente

Vir,a)=a" =a— (N,a)N — (n,a)n — :2(93,a>:x.



A Hessiana de (x,a) é

Hess(z,a)(X,Y) = (Vxa',Y)

= —(V,@){TN,Y) = (6} (Tan,Y) = 5o, 0) (T, V)

= (N, a)(AX,Y) = (n,a)(Vxn, V) = -

l<x,a><X, Y.
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Para obter A(x,a) serd necesséario calcular os tracos de cada termo acima em relagao

ao referencial mais adequado. Desta forma, o primeiro e o terceiro traco serao feitos em

relacdo ao referencial F, enquanto o segundo traco sera tomado em relacio a FE.

o> (Aej e;) = H =0e X7_ (ej,¢e5) =n.

o5 (Ve,m,€5) — (Vi N) = Aing + Aang — A [N = A No|? = Ay(n1 — [ N1 %) + Aa(ng —

[ N2[?).

Portanto,

Afz,a) = = ((m = [Ni) + da(no = [Na]?)) (m. @) — = (v a).

Segue diretamente do Lema 3.1.1 que:

n

Al’l = — ()\1(711 - |N1|2) + )\2(”2 - |N2|2)> )\11’1 - ol

n

2
= (B m = 1N P) + S5 = INaP) - 55
r2r} r? 2

i
(o = I P) = o = M)
1 2

= =2 = [N
1

Tendo em vista que

no

7’L1—1 2 -1 2
= N N.
T% | 1| + T% | 2| )

Ric(N, N)

x
r

r2
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concluimos que o operador de Jacobi aplicado em x; é

Jr, = Axy + (Ric(N, N) + |A]*)z;

1
— (st = i) + : SURE
ny
— (2 (|N > = 1) + ool (0 s |A|2> T
T2
n
- (]N2|2 ( ;) + yA|2) )
1
= (C1INol* + |A]%)
no—1 ng
onde C] = 5— — — ¢ uma constante. De maneira andloga, podemos verificar que
T2 1
1 —1
Azy = ——(ng — [No|?)ag € Jag = (Co| Ni|* + |A]?) 22, com a constante C = 71172 — n—;
T2 1 T2

3.1.2 Principais resultados no caso 1

Proposicao 3.1.1. Seja ® : X — M wma hipersuperficie minima fechada orientdvel em
M =8"(ry) x S"2(ry), com ny > ng > 2. Assuma que X € suave ou tem um conjunto
de pontos singulares satisfazendo H"2(singX) = 0. Valem as seguintes afirmagoes:

(I): Suponha que |A]? > —C1|Ny|? sobre . Se |A|*> > —C1|No|? em algum ponto p; € %,
entdo Ind(X) > ny + 1.

(I1): Suponha que |A|*> > —Cy|Ny|? sobre 3. Se |A|*> > —Co|Ny|* em algum ponto py € 3,
entao Ind(3) > ng + 1.

Demonstragio. Dado um vetor a € R™*! ndo nulo, consideraremos a funcao teste f,
definida por f, := (x1,a).

e f, # 0 sobre qualquer bola aberta B em X:

fo =0 em B implica que ®(B) ¢ um conjunto aberto em S™~1(¢) x S"2(ry) para algum
0 <t < ry. Pela minimalidade de 3, deve ocorrer a igualdade ¢t = ry. Segue que X é
totalmente geodésica com Ny = 0, isto gera a contradi¢ao (Cy|Na|* + |AJ?) f2 = 0 sobre 2.
Note que C1|Ny|* + | A|? > 0 sobre uma bola aberta B = B(p;,r) com r suficientemente

pequeno. Uma vez que f, #Z 0 sobre B, temos
| (ClINa + AP f2dp > 0, Va € R™H,
B
Agora, podemos definir

d:= max — /B(Cl|N2|2 + AP f2dp < 0.

a€R™1t1 |a|=1
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Assim como foi enunciado na Proposicao 1.4.1, para cada € > 0, podemos construir
uma funcgdo de corte ¢. de modo que ¢. =1 em B, H"({¢. # 1}) < ¢, [ |Vo:|?du < € e
fZ |A¢6| d/~L <Eé&.

Sejam pi, pa, ..., pn, as primeiras n; autofuncoes de J, e considere a transformagao

linear ¥ : R™*1 — R™ definida por

</ p1 - (0 fa) dps, / p2 - (G fa) dps, ... /pm (¢efa) d#)

Um simples fato da algebra linear mostra que ker(W¥) > 1 e entao existe um vetor
unitério a € R™*1\ {0} tal que a funcdo teste ¢.f, é ortogonal a p;, para todo j < ny,
no sentido L2 Suponha, por absurdo, que Ind(X) < n;. Esta suposi¢io implica em
I:= [s(¢cfa) - J(¢efa) dp > 0. Porém, temos
= — [ Jude - [DUat) + (Ric(N, N) + |AP) fus:] d
=- / fat - [6:-0(fa) + fadbx + 2(V fa, V9.)] di
= - /E ¢§fat]<fa) dﬂ - /2f3¢5A¢8 dﬂ - Q/Efa¢5<vfaa v¢a> d:u
— [ fad ) du+ o [ 180l dp+ Co [ V6| dn
1/2
< 5+ Che + Cyvol (D)2 (/ V.| du)
b
<0+ Ca(e + €Y7,
Uma vez que § e (3 sdo constantes, ao tomarmos ¢ suficientemente pequeno temos a

contradigao I < 0. Logo, Ind(X) > ny + 1.

De maneira andloga, podemos demonstrar a parte (I7). O

Quando ”;—;1 #* "i;l, as tnicas hipersuperficies totalmente geodésicas em M = S™ (ry) X
1 2
S™2(rq) sao
Sm=(r) x SY(mry) for ny >mny =1;

S™=1(ry) x S"2(ry) for ny > ny > 2.

21:

S™(ry) x {q} for ny >ny =1,

S™(ry) x S"27(ry) for ny >ny > 2.

22:

Para mais detalhes, veja a demonstragdo de Lema 2.3 e Lema 2.5 em [25]. No restante da

se¢ao suporemos que vale ™= L £ 2= nal
2
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Exemplo 3.1.1. Calcularemos os indices de Y1 e o, pois tais hipersuperficies serdo
importantes nas classificacoes dadas nas proxrimas proposicoes:

o Indice de ¥y:
ny — 1

&

< 0 e N = min{0,—Cs}. De fato, o sequndo autovalor de A (e de J) estd

O operador de Jacobi ¢ J = A + , cujos dois primeiros autovalores sdo \{ =

n1—1
?

associado a r1 ou xo, sendo que Jr; = 0 e Jryg = Coxy. Note que o espago vetorial

V = {{x9,a);a € R™T} tem dimensio ny + 1 e estd contido no autoespago associado ao
autovalor —Cs. Logo,
Ind(%;) = 1 quando Cy < 0; ou Ind(X;) > ne + 2 quando Cy > 0.

o Indice de Xy:
Ng — 1

O operador de Jacobi € J = A + , cujos dois primeiros autovalores sdo \{ =

n2—1

2 <0 e\ =min{0,—C,}, pois Jr; = Ciz1 e Jwy = 0. Logo,

Ind(35) = 0 quando ny = 1; ou Ind(X2) = 1 quando Cy < 0; ou Ind(Xs) > ny + 2 quando
01 > 0.

1
Se ng > 1, pelo menos um dos toros ¥y ou Xy terd indice 1, pois C1 +Cy = —— — — <0
T

Juntando os resultados na Proposi¢ao 3.1.1 com a analise feita no Exemplo 3.1.1,

podemos demonstrar o Teorema principal desta secao.

Teorema 3.1.2. Seja ® : X — M wma hipersuperficie minima fechada orientdvel com
nd(X) < ny em M =S™(r)) x S™(ry), onde ny > ny > 1. Assuma que & € suave ou
tem um conjunto de pontos singulares satisfazendo H" ?(singX) = 0. Valem as sequintes

classificagoes:

—1
(I): Se C, = 71272 — n—; > 0, entdo X = X;. Além disso, Ind(X;) = 1.
r3 Ut

(II): Se Cy =0, entdo X =31 ou X = 3y. Além disso, Ind(¥;) = Ind(3,) = 1.

Demonstragio. ® A hipdtese C; > 0 implica em |A|? > —C}|Ny|? sobre Y. De acordo com

a Proposicio 3.1.1, a tinica maneira de termos Ind(X) < n; é quando |A|?> =0 e |Ny|? = 0;

isto é, X = Y.
1 1

Por outro lado, C5 = —— — — — C; < 0 implica que Ind(X;) = 1.
L

e De maneira andloga ao item anterior, a hipétese C; = 0 implica que Ind(X) < n; é
possivel somente quando ¥ é totalmente geodésica. Além disso, C; = 0 e Cy < 0 implicam

que Ind(3;) = Ind(Xs) = 1. O
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De maneira analoga podemos demonstrar o seguinte resultado:
Teorema 3.1.3. Seja ® : X — M wma hipersuperficie minima fechada orientdvel com

Ind(X) < ny em M™ =S™(r)) x S™(ry), onde ny > ny > 1. Assuma que 3 € suave ou

tem um conjunto de pontos singulares satisfazendo H" ?(singX) = 0. Valem as sequintes

classificagoes:
-1

(I): Se Cy = m 5 — n—; > 0, entdo X = Xs.
ry P

(II): Se Cy =0, entdo X =31 ou X = 3.

Um caso particular onde ocorre Cy > 0 € quando ny > ng e 1y < 9.

Apresentaremos duas consequéncias interessantes do Teorema 3.1.2:
e Considere a familia sob um parametro M; = S!(t) x S"(r)/G, onde G é um grupo de
isometrias agindo livremente em S"(r). Para cada t, sabemos que ¥; = {p} x S"(r)/G
¢é a unica hipersuperficie minima fechada estavel em M;. Conforme o Teorema 3.1.2, se
t > \/z nao haverd hipersuperficie minima fechada em M; com H" ?(singX) = 0 e
Ind(X) = 1. Enquanto para t = \/z, temos ¥y = S'(t) x S"}(r)/G como a unica

hipersuperficie minima fechada em M; com H"2(sing¥) = 0 e indice 1.
e Considere M; = S™(t) x S"(r)/G, onde G é um grupo de isometrias agindo livremente
em S"(r). Segundo o Teorema 3.1.2, se t > 1/321—121 entdo ¥y = S™1(¢) x §"(r)/G serd a

tnica hipersuperficie minima fechada em M; com H"?(sing¥) = 0 e Ind(X) < ny, sendo

que Ind(%;) = 1. Enquanto para ¢t = :;i, temos também Y5 = S™ (¢) x S"~1(r)/G com

indice 1.

Observacao 3.1.1. Dada qualquer hipersuperficie > C M ndo totalmente geodésica

satisfazendo as condig¢oes nos Teoremas 3.1.2 e 3.1.8, nao garantimos que Ind(X) > ny + 1
no—1 m ni—1 mno

somente quando ocorre Cy = 5 — <0eCy= 5 — < 0; ou seja,
T 1 1 T2
Ng — 1 Ny + 1
™ <Tro <71 .
ni ni

3.1.3 Cilindros no produto de esferas

Nesta subsecao introduzimos a nocao de cilindro e apresentamos varias estimativas

do indice de Morse.
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Definicao 3.1.1. Dizemos que uma hipersuperficie ¥ C M € um ctlindro quando Y =
['y xS™2(rq) ou X = S™(ry) x 'y, onde T'; é uma hipersuperficie minima fechada orientdvel

em S™(r;), i € {1,2}.

Como foi observado por Urbano e Torralbo em [66], dada uma imersdo minima
(possivelmente com codimensao maior que um) ® := & x &y : 'y x 'y = M X My e um

campo normal N € X+(T'; x I'y), para qualquer (p,q) € I'; x I'y temos que

N(p,q) = (Ni(p,q), Na(p, q)) := ((N1)4(p), (N2),(q)) -

Note que (N;), € X*(T';) para qualquer g € Ty, e que (Ny), € X*+(I'y) para qualquer

p € I'1. Além disso, segue diretamente do Teorema de Fubini que

QW) = [ Qal(No))diua + [ Qu((N1)y)

onde Q, Q)1 e (Y2 sao as formas quadraticas associadas ao indice em &, ®; e $,, respectiva-

mente.

Corolério 3.1.1. Seja X um cilindro nao totalmente geodésico em M" ™! = §"(ry) x
S"2(ry), onde ny > ny > 2.

(I): Se ¥ = T; x S™(ry), onde I'y € suave ou tem um conjunto de pontos singulares
satisfazendo H™ 3(sing ;) = 0, entdo Ind(X) > ny + 1.

(II): Se ¥ = S™(r1) x 'y, onde 'y € suave ou tem um conjunto de pontos singulares

satisfazendo H™3(sing T'y) = 0, entdo Ind(X) > ny + 1.

Demonstragio. (I): Dada uma funcao f € C*°(I'y), podemos definir a fungao fe C>* (%)

por f(p,q) := f(p). Trazendo a discussdo acima para o contexto de hipersuperficies,

obtemos

Q(f) = Qu(f) - vol(§™(ry)) Vf € CF(T).

Logo, o indice de ¥ em M é maior ou igual ao indice de I'; em S™ (r;). Concluimos obser-
vando que qualquer hipersuperficie minima fechada orientavel nao totalmente geodésica I'
em S™ (1) com H™3(singT") = 0 tem indice maior ou igual que n; + 1.

A demonstracao de (II) é analoga. O

A préxima proposicao nos permite deduzir uma lacuna maior que o Corolario 3.1.1 quando

exigimos uma condi¢ao a mais no ambiente M.
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Proposigao 3.1.4. Suponha que M™ = S™(ry) x S"(ry) cumpre a condi¢io Cy =

-1
e L 0. Seja ¥ um cilindro nao totalmente geodésico em M da forma ¥ =Ty X

R

S™2(ry) que é suave ou tem um conjunto de pontos singulares satisfazendo H"2(sing ) = 0.

Entao Ind(X) > n + 3.

Demonstragio. Dado a = (ay,az) € R x R™T1 definimos a funcao teste f, : ¥ —
R por f, := (x,a) = (x1,a1) + (¥a,as). Segue que Jf, = (C1|No|*> + |A]?) (x1,a1) +
(Co|N1|? + |A|?) (w9, as) = |A|? f,. Além disso, para cada € > 0 construimos uma funcao

de corte ¢. satisfazendo H"({¢. # 1}) < e, 5 |Vo*du < e e [5|A¢|dp < e.

e f, # 0 sobre ¥, Va € R""3:

Fixado a = (a1, as), escolha p € S"2(ry) de modo que (x2(p), az) = 0. Entao:

fo =0sobre ¥ = f, =0em 'y x {p} = (x1,a;) = 0 em 'y = I'; é um equador
totalmente geodésico de S™ (r;). Contradizendo a suposi¢do de que ¥ nao é totalmente

geodésica.

Sejam p1, pa, . . ., Pnie as primeiras n+2 autofungoes de J, considere a transformacao

linear ¥ : R"™3 — R"™2 definida por

</ p1 - (@< fa) dp, /Pz (b fa) dp, - .. /Pn+2 ¢afa)d“>

Usando um fato simples da &lgebra linear temos ker(¥) > 1 e entdo existe a € R"™3 tal
que a fungdo teste ¢.f, é ortogonal a p;, Vj < n+ 2, no sentido de L?. Tomemos um

conjunto aberto B em X tal que f, Z0, |[A?Z0 ¢ ¢. =1 em B.
Suponha, por absurdo, que Ind(X) < n+2. Entao [ := — [x.(¢.fa) - J(¢-fa) dpp > 0.
Por outro lado, temos
= [ a 10T () + JuDS2 + 2(V o, V)] d
== [1apetsian— [ f2o.00edp—2 [ fa6-(V fa Vo2 dp
> > >
< _ 2 42
<= [APf2an+ Cy [ 186:]du+ Cy [ V6. dp
1/2
< 8+ Cie + Cyvol(x)V? </ V.| du>
>
<6+ Cy(e + 2.

Tendo em vista que § := — [5 |A]>f2 du < 0 e Cs sdo constantes, podemos tomar € pequeno

o suficiente para haver a contradigdo I < 0. Portanto, Ind(X) > n + 3. []
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Observacao 3.1.2. Observe que a condicio Co = 0 sempre ocorre seriy = 1ry eny = Na+ 1.

Um resultado semelhante ao anterior também vale quando Cy =0 e ¥ = S" (ry) x I's.

Observacgao 3.1.3. Demonstramos que qualquer cilindro da forma 3 = S™ (r1) x 'y nao
totalmente geodésico tem indice de Morse maior que no+2. Além disso, vale Ind(X) > ny+1
sempre que C1 > 0. Agora, suponha que C7 < 0 e o operador de forma As de 'y em S"2(ry)
satisfaz a desigualdade |As|* > —Cy. Neste caso, também vale que Ind(X) > ny + 1. De
fato,

AP > A2 > =C) > —Cy| Ny

e basta aplicarmos a Proposicao 3.1.1. Devido ao resultado de Simons em [62], é bem
conhecido que |As|* > ny — 1 em algum ponto quando Ty nao é totalmente geodésica. Em
2

particular, a condi¢io |As|* > ny — 1 € satisfeita sempre que T's tem curvatura escalar

constante, pois isso equivale a |As|* ser constante. Logo, ocorre Ind(X) > ny + 1 sempre

que C7 > 1 —nq e I'y tem curvatura escalar constante.

3.1.4 Larguras do produto de duas esferas

Nesta subsec¢ao, usamos a lacuna do indice de Morse obtido na subse¢ao anterior
para deduzir o valor das larguras do produto de duas esferas para um valor do pardmetro

dependendo das dimensoes n; e no destas esferas.

Seja M™™! uma variedade Riemanniana fechada. A definicao da k-largura de M,
para cada k € N, envolve muitas terminologias e notagoes em teoria geométrica da medida
e teoria min-max. Indicamos [63] e [40] para mais detalhes a respeito dos conceitos e
defini¢oes que usaremos sobre teoria geométrica da medida e topologia algébrica, respecti-
vamente. Também sugerimos os artigos [49], [47], [43] e [72]. Definiremos o conceito de

largura analogomente a [50].

Supomos que M é isometricamente mergulhada em algum espaco euclidiano RV
e consideramos o espaco Z;(M; Z,) das cadeias planas médulo 2 I-dimensionais em RY
com suporte contido em M. Um elemento tipico deste espaco é uma soma finita formal
c=Y",85; de C"! subvariedades compactas S; (ndo orientadas) contidas em M. Existe
um operador fronteira 0, tomando valores no espago de (I — 1)-cadeias mod 2, que no

caso acima d& dc = Y."; 0S;. Claro que 0 o 0 = 0. Cada elemento T' € Z;(M; Zy) tem
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uma massa M (7T), que mede a area [-dimensional, e a topologia natural é induzida pela

distancia plana:
F(Ty, Tz) .= inf{M(S)+ M(U) : Ty — Ty =S+0U, S €I, U € I, }.
Nosso espaco de [-ciclos é entao definido como
Z(M;Zs) :=A{T € I,(M;Zs) : 0T = 0}

dotado da topologia plana.

Em 1965, Almgren desenvolveu uma teoria min-max para o funcional area. Dada

uma classe de homotopia nao trivial IT do espago Z;(M,Z,), ele definiu o nimero min-max

L(IT) := inf sup M(¢(z)),

PEll o rh

onde I* denota o cubo unitdrio. Dizemos que L(II) é a largura de II.

Almgren [5] provou o seguinte teorema:

Teorema 3.1.5. Se Il ndo € trivial, entao L(I1) > 0. Além disso, existe uma variedade

minima [-dimensional (varifold integral estaciondria de dimensdo 1)V tal que

Definicao 3.1.2. Seja X um complexo simplicial de dimensao finita. Uma aplicagcdo
continua VW : X — Z,(M™1 Zy) é chamada de k-varredura se o homomorfismo induzido

em homologia

v, : Hk(Xa ZQ) — Hk(zn<Mn+1az2)azQ)

¢ sobrejetivo.

Esta definicao tem uma caracterizagdo equivalente em termos de cohomologia. Seja
A€ HY(Z,(M", Zy), Zy) = Zy 0 elemento nao trivial. A aplicacio ¥ : X — Z,(M"™', Zy)

serd uma k-varredura quando a classe pullback
A=, (\) € H'(X,Z)

satisfaz

N £ 0 e HYNX, Zy)
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onde \* = AU ---U ) denota o k-ésimo produto cup de .

Dizemos que X é k-admissivel se existe uma k-varredura ¥ : X — Z,(M" Z,)

que nao tem concentracao de massa, ou seja,
liir)r(l)sup{M(\I/(x) NB,(p):zeX,pe M} =0.

O conjunto de todas as k-varreduras ¥ que nao tém concentragdo de massa é denotado

por Pi. Observe que dois mapas em Pj, podem ter dominios diferentes.

Aplicando a teoria min-max de Almgren-Pitts a classe Py, obtém-se uma sequéncia
de niimeros

wp(M) == inf S M (ip(x)),

onde dmn(v) denota o dominio de 1. O nimero wi(M) é conhecido como a k-largura de

M.

Para apresentar nossa aplicacao precisamos do seguinte resultado:

Proposigao 3.1.6 (Proposicao 2.2 de [43]). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana
fechada (n + 1)-dimensional com 3 < n+ 1 < 7. Entao, para cada k € NT, existe
uma cole¢io disjunta finita {31, ..., XN} de hipersuperficies minimas fechadas, suaves e

mergulhadas em M, e inteiros {my,...,my} tais que

N
Wk(Ma 9) = Z miV01g(Zz‘),
i=1

N
S Ind(%)) < k.
=1

Observagao 3.1.4. Como apontado por X. Zhou em [72, Observagao 0.1], sob a suposi¢io

de curvatura de Ricci positiva, as multiplicidades sao um, ou seja, m; = 1.

Recordamos também os seguintes resultados:

Proposicao 3.1.7 (Teorema 4.7 de [41]). Uma hipersuperficie fechada e mergulhada de

uma variedade simplesmente conexa deve ser orientdvel.
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Proposigao 3.1.8 ([35]). Seja M™ uma variedade completa e conexa com curvatura de
Ricci positiva. Sejam V™ e W™ hipersuperficies minimas imersas de M, cada uma imersa

como um subconjunto fechado, e seja V- compacto. Entao V e W devem se intersectar.

Usando as proposic¢oes anteriores e os Teoremas 3.1.2 e 3.1.3 provamos que

Teorema 3.1.9. Seja M = S" (1) x S™(ry) dotada da métrica de produto padrao go.
Suponha que ny > ns > 2 e ny +ny < 7. Entao as larguras wy(M, go) = -+ = wi(M, go)

540 1guais a
Ny — 1 1

volg, (X1) para C) = —— 5 >0 ek =ni;
3 T
n—1 n

voly, (X2) para Ch = ! 5 — —; >0 ek =ns.
1 T3

Demonstracao. Usando as proposigoes 3.1.6 e 3.1.8, como M tem curvatura de Ricci
positiva, obtemos que

wk(Mv gU) = VOlgo (E),

onde X é hipersuperficie fechada, suave e mergulhada em M com Ind(X) < k. Usando a
Proposicao 3.1.7, ¥ também é orientavel. Agora o resultado segue dos Teoremas 3.1.2 e

3.1.3. O

Uma hipersuperficie ¥ em (M"!, g) é dita ter regularidade 6tima quando seu
conjunto de pontos singulares satisfaz H°(sing >) = 0 para todo s > n — 7. Em particular,
quando n < 6, X ¢ regular.

Para n > 7, temos o seguinte resultado:

Proposigao 3.1.10 (Coroldrio 1 em [46]). Suponha que (M™' g) é uma variedade
Riemanniana fechada com curvatura de Ricci positiva. Entao para qualquer k € NT, existe
uma hipersuperficie minima conexa com reqularidade otima > e multiplicidade m < 2, tal
que

wp(M, g) =m-voly(X) e Ind(X) < k.

Segundo Y. Li em [46], é esperado que a multiplicidade m seja sempre igual a
um. Observamos que a hipotese de Y ter regularidade 6tima é mais forte do que exigir
H"2(sing¥) = 0, entdo o préximo Teorema é uma consequéncia direta da Proposigao

3.1.10 junto aos Teoremas 3.1.2 e 3.1.3,
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Teorema 3.1.11. Seja M = S™ (1) x S"2(ry) dotada da métrica de produto padrao gy

com ny > ng > 2.

(I). Se Cy >0, entdo cada uma das larguras wi (M, go), . .., wn, (M, go) $6 pode assumir
um dos valores

voly, (X1) ou 2vol, (X4).

(II). Se Cy > 0, entdo cada uma das larguras wy (M, go), . . ., wn,(M, go) $6 pode assumir
um dos valores

volg, (22) ou 2voly (2sz).

Concluimos esta subse¢do observando que o calculo das k-larguras é um problema
interessante na literatura e apenas para algumas variedades tais valores sao conhecidos.

Referenciamos ao leitor as seguintes obras [1], [11] e [30].

3.2 Caso 2: Produto finito de esferas

Seja @ : ¥ — M uma imersao isométrica da hipersuperficie minima fechada " em
M= 8" (ry) x S™2(ry) x - -+ x S"™(ry), onde ny +ng + -+ - +ngp =n + 1, assuma que

ny > ng > - -+ > ny > 1. Para simplificar a notac@o ao longo desta subsecao, introduziremos

2

as constantes m; := (ZLI nz> +j—1leR;:= {:1 Ty
Lidaremos com a seguinte configuracao:

e z;: S — R™™! sdo as imersoes triviais; ou seja, z; é o vetor posi¢ao de S em R

para cada j € {1,..., k}.

o1 = (11,T9,...,1;): X — RUFEHL

e Imersao isométrica X — M com vetor normal unitario N.

e Imersao isométrica I; : S™(ry) x S™(ry) — S™(\/R2) com vetor normal unitario
1 T2 1 T1

n VRy 1 ! VRy T

e Imersdo isométrica [; : S (y/R;) x S+ (r;41) — S™i+1(y/R;11) com vetor normal

1 7"]'+1 ] Zg:1 z; — 1 \/

+ 2.

R;
Rj+1 W/Rj Rj+1 Tj+1

e Imersao isométrica S™ (v/R},) — R™™**1 com vetor normal unitério v =

unitario n; = -xj41, para cada j € {2,...,k — 1}

1

E

Lema 3.2.1. Seja ¥ uma hipersuperficie minima de S™ (ry) x S"2(ry) X - -+ x S™(ry,) C

R +1 . Dado qualquer vetor a € R™*! nao nulo, o Laplaciano da funcio (zy,a) é dado
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por

1
Alxg,a) = —g(nk — \Nk]2)<:ck,a>.

Demonstracao. Comegaremos escolhendo dois referenciais ortonormais apropriados sobre

M.

O primeiro referencial é da forma E = {ey,...,e,, N}, onde ey, ..., e, sdo tangentes

a 2.

Para definir o segundo referencial, identificamos os vetores v € R™%*! com (0,...,0,v,0,...

R™MFL o x R H x oo R = RPHR+L Depois escolhemos os referenciais ortonormais
_ _ n _ _ - :
{€1,...,@n } sobre 8™ (r1) e {€n4tn;_y 41, Enytgn, } SObre S"(r;), para cada j €

{2,...,k}. Por fim, consideramos o referencial sobre M dado por E = {ey,...,€n4...4n, }-

Um célculo direto nos fornece o gradiente

k—1
Viepa) = a" = a— (N,a)N = Y (. a; — (v, a)v
=1
1
=a= (V)N = (s, s = - ala

1 Tk e\, — — 1 Rk;l
Rt

i

Lembrando que n,_1 = A\; Zf:_ll i+ Aoxp, onde Ay =

E
E
=

A hessiana de (xy,a) é

Hess(xy, a)(X,Y) = <VXaT,y)
= ~(N.a)(TxN.Y) = (cr, )T, V) = - (0,0) (T, )

L ayx vy,

= (N.a)(AX.Y) = {er,0) (Tmor, V) =

Para obtermos A(zy, a) calcularemos os tragos de cada termo acima em relagao
ao referencial que seja mais apropriado. Desse modo, o primeiro e o terceiro trago serao
tomados em relacao ao referencial E/, enquanto o segundo trago sera tomado em relagao a
E.
o> " (Aej,e;) =nH =0¢e X" (e;,e;) =n.

> Ve k-1,8) — (Vnne_1, N) = M (ny+- - +np 1)+ ong— A ([ N>+ - -+ | N1 ) —
Ao Nk |2
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O Laplaciano assume a forma

Alag,a) = = Mi(m 4+ mpy = N1 = = [N ) + Dol — [ Ne)] Ao, @)
n

- E('xk, (Z>

Ry
= [ P = V)4 T G 1) 0 G
k

Ry

- [(nk — | N&?) + l(nk — [NkP?)| (ks @)
= ——(nk — | Nk|*) (z, a).

O

Nosso proximo passo sera calcular o operador de Jacobi aplicado na funcao teste

(g, a). Uma vez que, a curvatura de Ricci é dada por

ng — 1
+ -+ k2 |Nk‘2,

k

Ric(N,N) =

‘ 2

verifica-se diretamente que

J(xr, a) = Az, a) + (Ric(N, N)+ IAI )@k, a)
ng — 1 ng — 1
- < — (e = [Ne[*) + P+ g INaf -+ 5 [N+ |A|2> (zk, @)
Tk 2 k
Nk —1 Ne_1 — 1
k 1 T
n Ng—1—1 n
= (1 (2 §)+~+muﬁ(k§—§)+wﬂ@%@
Tk Tk—1 Tk

= (CoaINL + -+ Cror i N P+ |AP) (2, ),

onde cada C;j := —5— — —; ¢ constante. De maneira analoga, a menos de uma isome-
r? re
(2

tria comutando a ordem dos produtos cartesianos, podemos demonstrar que A(z;,b) =

1
r-( — |N;1?)(xj,b) e J(x;,b) = (Z#J 5 INi[2 + A2 )(xj, b), para cada j € {1,...,k}

e todo b € R%*! nao nulo.

Proposicao 3.2.1. Seja ® : X — M wma hipersuperficie minima fechada orientdvel em
Mt =S (ry) x S™2(ry) X -+ X S™(1y), comny > ny > -+ > ny. Assuma que X é suave
ou tem um conjunto de pontos singulares satisfazendo H" *(sing¥) = 0. Suponha que
|A> > =324 C; j|Ni|? sobre &, para algum j € {1,... k}. Se |A]? > =3, Ci j|Ni|* em

algum ponto p € X, entdo Ind(X) > n; + 1.
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Demonstracio. Dado um vetor a € R%*! nao nulo, consideraremos a funcao teste f,

definida por f, = (z;, a).

e f, # 0 sobre qualquer bola aberta B em >:
= 0 em B implica que ®(B) é um conjunto aberto em S*(ry) x - - - xS 7H(t) x - - - x S™ (1y,)
para algum 0 < ¢ < r;. Pela minimalidade de ¥, deve ocorrer a igualdade t = r;.

Segue que X é totalmente geodésica com N; = 0 Vi # j, isto gera a contradig¢ao

|A‘2 =0=- Zl?éj Ci’j‘Ni‘Q em p.

Note que Y,.; C;;IN;|* + |A]> > 0 sobre uma bola aberta B = B(p,r) com r

suficientemente pequeno. Como f, #Z 0 sobre B, temos que

/B (Z CiglNil* + |A|2) f2du >0, Va € R%T

i#]

Agora, podemos definir

0= max —/ (ZC’,]|N|2+|A|2) f2du < 0.

n;+1
a€R™ T Ja|=1 ]

Para cada € > 0, considere a fungao de corte ¢. tal que ¢. = 1 em B, H"({¢- #
1}) <e, 5| VoePdu <ee [ |Ad|du <e.

Sejam py, p2, . .., P, as n; primeiras autofungoes de J, definimos a transformagao linear

U R% T — R% por

</ p1 - (@ fa) dpt, /Pz (¢efa) dp, . .. /pn] (¢fa) du)

Uma vez que ker(¥) > 1, existe a € R unitédrio tal que a fungdo teste ¢.f, é ortogonal

a pi, Vi < nq, no sentido de L*(X). Suponha, por absurdo, que Ind(X) < n;. Entao
I:= [(¢cfa) - J(¢-fa) > 0. Porém, temos
= = [ fude [A(fa60) + (Ric(N, N) + AP fu6.] d
= - /E fa¢€ : (be‘](fa) + faA(bs + 2<vfa7 V(bz-:)] d:u
=~ [ I () dn— [ 12680 dj=2 [ f:0.(9 10 V0. dp
p 2 2
— [ fad(fa) dp+ 1 [ |0\ d+Co [ V0] dp
<54 Cret Crvol(02 ([ (Vorltan)
< 6+ Cre + Covol(%) (/EI O M)

< 0+ 03(5 + 51/2).
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Como ¢ e (3 sao constantes, ao tomarmos ¢ suficientemente pequeno temos a

contradicao I < 0. Logo, Ind(X) > n; + 1. O

Notagao: Denotaremos por T7"(r) o produto de s esferas com dimensao m e raio r:
T7(r) :=S™(r) x --- x S™(r) [s vezes].

Corolario 3.2.1. Seja ® : X — T%(r) wma hipersuperficie minima fechada orientd-
vel. Assuma que X1 € suave ou tem um conjunto de pontos singulares satisfazendo

1
He"3(sing ) = 0. Se |A]? > —

5 sobre 3, entdo Ind(X) >n + 1.
,

Exemplo 3.2.1. Para cada j € {1,...,k}, considere a hipersuperficie totalmente geodésica
Y= S"(ry) x -+ x S"(r) x - x S¥(ry.). Calcularemos o indice de cada X, pois estas
hipersuperficies serdao importantes nas classificagoes dadas nas prorimas proposicoes.

O campo normal unitdrio sobre ¥; é N = N;. Logo, o operador de Jacobi sobre ¥; é J = A+

n; —1 n; —1
J , cujos dois primeiros autovalores sdo \{ = ——2 s— <0e Ay = min,z; {0, —C;;},

7'2- r
j 1
pois Ju; = 0 e Ju; = Cjx;. Note que o espago vetorial V; := {{x;,b);b € R™*1} tem

dimensao n; + 1 e estd contido no autoespago associado ao autovalor —C;;. Logo:
eInd(X;) =1 quando C;; <0 Vi#j ;
o oulnd(X;) > (Xierni+1)+1, onde I :={i#j:C;; >0}.

Vale observar que, fizados i,j € {1,...,k}, pelo menos uma das contantes C; j ou

1 1
C;; serd negativa, pois C; j +Cj; = —— — — < 0.

T
Proposicao 3.2.2. Seja ® : ¥ — M uma hipersuperficie minima fechada orientdavel
em M"™T1 = S™(ry) x S™(ry) x -+ x S™(ry). Suponha que para algum j € {1,... k}
vale C;; > 0 Vi # j. Assuma que ¥ é suave ou tem um conjunto de pontos singulares
satisfazendo H" 2(singX) = 0. Se Ind(X) < nj, entdo ¥ = ;. Além disso, temos

Ind(3;) =1 (quando n; > 2) ou Ind(3;) =0 (quando n; = 1).

Demonstragio. A hipétese C;; > 0 Vi # j implica em |A]? > =3, C; ;| N;|* sobre X.
Segundo a Proposi¢do 3.2.1, a inica maneira de termos Ind(X) < n; é quando |[A*=0e
|N;[2=1;isto é, X = 3;.

Por hipdtese, temos também C;; < 0 Vi # j. Logo, a conclusdo de que Ind(X;) = 1 segue

diretamente do Exemplo 3.2.1 com Aj = min;,; {0, —C;,;} = 0. O
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Corolario 3.2.2. Seja ® : ¥ — M wma hipersuperficie minima fechada orientdvel
em M = S™(r) x T(r), onde T(r) = S™(r) x --- x S™(r), com ny > -+ > ng >
m + 1. Assuma que ¥ € suave ou tem um conjunto de pontos singulares satisfazendo
H"%(singX) = 0. Entdo:

o> = S™ Y (r) x T(r) tem indice de Morse igual a um (para m > 2) ou é estdvel (para
m=1);

e ou Ind(X) >m+1.

Apresentaremos algumas consequéncias interessantes da Proposigao 3.2.2:

e Considere M = S™(ry) X -+ x S™(ry). Para cada j € {1,...,k} defina o conjunto
I, == {i # j: C;; <0}.Se ¥ é uma hipersuperficie minima fechada em M com

H"2(singX) = 0 tal que N; =0 Vi € I;, entdo Ind(X) > n;.

e Considere M = S'(r1) x S™2(rg) X « -+ X S"™ (1) com n; > 1 Vj # 1. Pelo Exemplo 3.2.1,
sabemos que ¥ = {p} x S"2(ry) X - -+ x §™ (1) é a unica hipersuperficie minima fechada
estavel em M. Consoante a Proposicao 3.2.2, se r; for suficientemente grande nao havera

hipersuperficie minima fechada em M com H"?(sing¥) = 0 e Ind(2) = 1.

e Considere M = S™(ry) x -+ x S™(ry) com n; > 1 Vj. Se 1, for suficientemente grande,
entdo Xy = S"(ry) X -+ x S™71(r;) serd a tinica hipersuperficie minima fechada em M

com H"?(sing ) = 0 tal que Ind(X) < ng. Além disso, Ind(3;) = 1.

e Considere M = S'(ry) x -+ x S!(r},). Se 3 é uma hipersuperficie minima fechada em
M com H"?%(sing¥) = 0 tal que |A* > :2(1 — |N;|?) para algum j € {1,...,k}, entdo
Ind(X) > 1. Logo, as hipersuperficies totalrrjlente geodésicas em M sao as unicas estaveis e
qualquer hipersuperficie com indice 1 deve satisfazer |A]* < :2(1 — |N;|?) em uma bola

J
B;, para cada j € {1,...,k}.

e Suponha que M = S3(r) x S%(r) x St(r), M = S*(r) x S*(r) x St(r) ou M = S3(r) x
S3(r) x S'(r), sempre dotada com a métrica produto padrao go. Em todos os casos, a
hipersuperficie totalmente geodésica Y3 é estavel e qualquer outra hipersuperficie minima
tem indice maior ou igual a dois. Aplicando a Proposi¢ao 3.1.6, concluimos que a primeira

largura de M deve ser wq (M) = mvoly (X3), para algum nimero inteiro m.

e Suponha que M = S?(r;) x S%(ry) x S?(r3) dotada com a métrica produto padrao gp.
1 2 1 2

Assuma que as constantes Cy = — — —eCs = —5 ——

5 sao nao negativas. Entao a
ry Ty rs Ty
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hipersuperficie totalmente geodésica ¥; tem indice um e qualquer outra hipersuperficie
minima tem indice maior ou igual a trés. Argumentando como na prova do Teorema 3.1.9,

demonstramos que as larguras w; (M) e wo(M) sdo iguais a voly, (31).

e Suponha que M = S3(r;) x S%(ry) x S?(r3) dotada com a métrica produto padrao gp.

13 1 - : -
Assuma que as constantes Cy = — — — e (31 = — — — sd0 nao negativas. Entao a
ry Ty rs Ty

hipersuperficie totalmente geodésica ¥; tem indice um e qualquer outra hipersuperficie
minima tem indice maior ou igual a quatro. Argumentando como na prova do Teorema

3.1.9, demonstramos que wq (M) = wo(M) = w3(M) = vol,, (X1).

Como aplicacdo no célculo de k-larguras quando a dimensao de M é maior ou igual

a 8, temos o proximo Teorema que pode ser demonstrado de maneira analoga ao Teorema

3.1.11.

Teorema 3.2.3. Seja M = S™ (r1) x S™(rgy) X ... x S™(ry) dotada da métrica de produto
padrdo gy com ny > ng > ... > ny, > 2. Se para algum j € {1,....,k} vale C;; > 0 Vi # j,

entdo cada uma das larguras wi(M, go), ..., wn; (M, go) s6 pode assumir um dos valores

voly, (£;) ou 2voly, (2;).

Quando ";—;1 # ”i—;l, conforme foi discutido na subsecao anterior, as unicas
1 2

hipersuperficies totalmente geodésicas em M = S™ (ry) x S"2(ry) sdo 3y := S"~1(ry) x
S™2(ry) e Xy := S™(r1) x S"271(ry). Porém, a mesma técnica nao é suficiente para classificar

todas as hipersuperficies totalmente geodésicas em um produto de trés ou mais esferas.

Definigdo 3.2.1. Dizemos que uma hipersuperficie ¥ C M = S™ (ry) x -+ - x Sk(ry) é um

cilindro quando
Y =8"(ry) X oo x S (rjq) x Ty x S" (rjyq) X -+ x SF(ry),
onde I'; é uma hipersuperficie minima fechada orientdvel em S™ (r;), j € {1,...,k}.

Corolario 3.2.3. Seja ¥ um cilindro nao totalmente geodésico em M = S™ (ry) x - -+ X
S™ (rg), onde ny > ng > -+ > ng > 2. Assuma que ¥ é suave ou tem um conjunto de

pontos singulares satisfazendo H"?(sing¥) = 0. Se
Y= S”l(rl) X oeex St (Tj—l) X Fj X Snj+1(7'j+1) X X Sk(rk),

entdo Ind(X) > n; + 1.
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Proposigao 3.2.4. Assuma que M"™' = S™(r;) x --- x S"™(ry,) satisfaz a condi¢do
i—1 j . o . .

Cij = n72 — n—; =0, para algum i € {1,...,k} fizado e todo j # i . Seja ¥ um cilindro
T T

nao totalmente geodésico em M da forma
Y= (7"1) X X Sni_l(TZ‘_l) X Fz X Sttt (Ti—l—l) s X Sk(rk)

que € suave ou tem um conjunto de pontos singulares satisfazendo H"2(sing¥) = 0. Entdo

Ind(X) > n + 2.

Demonstragio. Dado a = (ay,as,...,a;) € RMTL x R x ... x R+ definimos a
fungao teste f, : X — R por f, := (z,a) = (z1,a1) + (xg,a2) + - - - + (v, ax). Lembrando

que o campo vetorial normal unitario sobre o cilindro ¥ é dado por N = N;, entao:

o J Ty, am) = (Z Cjam [N;I* + IA\2> {Tm am)

i#m

= (Cim + |AP) (s am) = [AP (@, @), ¥ £ .

o J{(x;a;) = (Z Cii |N;|* + |A|2) (zi,a;) = | A {m;, a;) .

J#i
Somando todos os termos acima, obtemos Jf, = |AJ|*f,. Além disso, para cada
e > 0 considere a funcio de corte ¢, satisfazendo H"({¢. # 1}) < ¢, [x|Vd|?du < c e
Js |Adc|dp <e.

Concluimos a demonstragao argumentando de maneira analoga a prova usada na

Proposicao 3.1.4 [

Corolario 3.2.4. Seja ¥ =Ty x T?(r) um cilindro ndo totalmente geodésico em M =
S™H(r)xT?(r), suave ou tendo um conjunto de pontos singulares satisfazendo H"**V=2(sing ¥0) =

0. Entdio Ind(X) > n(s+1) 4+ 2.

3.3 Lacuna do indice na esfera

Nesta secao estenderemos dois resultados sobre lacunas no indice de hipersuperficies
fechadas suaves imersas na esfera S"*!, enfraquecendo a hipétese de suavidade ao permitir
que as hipersuperficies tenham singularidades. A primeira proposi¢do é inspirada na

Proposicao 1.3.1, que também pode ser encontrada em [54] e [3].
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Proposicao 3.3.1. Seja x : ¥ — S™! uma hipersuperficie minima compacta orientdvel
ndo totalmente geodésica. Assuma que > € suave ou tem um conjunto de pontos singulares

satisfazendo H" *(sing X) = 0. Entdo Ind(X) > n + 2.

Demonstracio. Dado um vetor a € R"*2 nao nulo, consideraremos a funcao teste z,
definida por z, := (x,a). Note que Jx, = |A|*z, e podemos escolher uma bola B onde

|A|? > 0, visto que ¥ ndo é totalmente geodésica.

ez, #0em B:
7, = 0 em B implica que B estd contida em um grande circulo de S*™!. Desse modo, X é

totalmente geodésica, gerando uma contradicao.

Desse modo, estamos aptos a definir

d:= max —/ |A2z2 dp < 0.
B

a€R"2 |a|=1

Para cada € > 0, podemos construir uma func¢ao de corte ¢. de modo que ¢, =1
e B7 Hn({¢s 3& 1}) <g, fE ’v¢s|2d,u <ge fZ |A¢e| d,U’ <E&.

Sejam py, pa, - . ., puy1 as n+1 primeiras autofungoes de J, definimos a transformacao

linear ¥ : R"*2 — R™*! por

(@) = ([o- @era)dn, o @), [ pus - (0ca)dn).

Tendo em vista que ker(¥) > 1, existe a € R™*? unitdrio tal que a funcao teste ¢.x, ¢
ortogonal a p;, Vj < n+1, no sentido de L*(X). Suponha, por absurdo, que Ind(X) < n+1.
Entao [ := [5(¢-24) - J(Pexq) dpe > 0. Porém, temos

Fim = [ nge (Do) + (Ric(N, N) + | AP)ro6.] dy
- /E Tabe - [0 (20) + TalGe + 2(Vira, V)] dps
- _/ Qﬁ%J(%) d:u_/ $Z¢8A¢E d,U_Q/ xa¢a<vxaav¢a> d:u
> ) >
< — [ wad(@a) du+Cy [ Aol du+Cy [ [96.] dy
<5+C Cy vol()1/? Vo.|?d 2
< §+ Cie + Cyvol(X) (/EI o u)

< ) + 03(5 + 61/2).

Uma vez que 0 e (3 sdo constantes, ao tomarmos ¢ suficientemente pequeno temos a

contradigao I < 0. Logo, Ind(X) > n + 2. O
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Agora, apresentaremos nossa segunda proposicao desta subsegao. Trata-se de uma adapta-

¢ao para o caso singular do teorema principal de A. Barros e P. Sousa em [10].

Proposigao 3.3.2. Seja x : ¥ — S"! wma hipersuperficie minima compacta orientdvel
nao totalmente geodésica. Assuma que ¥ € suave ou tem um conjunto de pontos singulares
satisfazendo H"%(singX) = 0. Se |A]2 > n e X ndo é o Toro de Clifford, entio Ind(M) >
2n + 4. Em particular, o Toro de Clifford é a unica hipersuperficie nas condigoes acima

com indice n + 3.

Demonstragio. Dados a,b € R"2, denotaremos z, := (x,a) e N, := (N, b). Em seguida,
definimos a funcao teste f : ¥ — R por fu, = x4 + Np. Além disso, para cada € > 0

construimos uma fungao de corte ¢, satisfazendo H"({d. # 1}) < e, 5 |Vo2du < e e
Js |Ade|dp < e.

Passo 1: Para qualquer (a,b) € R"™? x R"*2 nio nulo, temos que f,; #Z 0 em X:
e Dado a € R""2 nao nulo, z, Z 0 em X:

7, =0 em ¥ = ¥ estd contida em um grande circulo de S"™! = ¥ é totalmente

geodésica, gerando uma contradicao.
e Dado b € R""2 nio nulo, N, # 0 em X:

Suponha, por absurdo, que N, = 0 em %. Decorre do Lema 1.3.1 que Hess x(+, ) =
—xp(-, ) + Np(A(+), ) = —x(+,-). Como o item anterior implica em z;, # 0 sobre X, o

Teorema de Obata afirma que ¥ é isométrico a uma esfera unitaria. Denotando por I1 a

segunda forma fundamental de ¥ e por kq,..., K, as curvaturas principais de X, segue
da Equagao de Gauss que k;x; = 0 Vi, j = 1,...,n. Entao existe no maximo um «; # 0.
Como H = Z?Zl kj = 0, deduzimos que k; = -+ = K, = 0 e II = 0. Isto contradiz a

hipétese de X nao ser totalmente geodésica.
e Dados a,b € R""2 nao nulos, f,, Z 0 em X:

fan =0 = 2, = =N, = —nzx, = Az, = —AN, = |[A’N, = —|A|*z, =

(|A]?* = n)z, = 0 = x, = 0, contradizendo o primeiro item.

Passo 2: Dados a,b € R""2, vale a igualdade

/E 62| APz Ny dpy = /E 0?naNy — 20, (Voo Nya” +2,ADb")) dp.



38

Aplicando o Lema 2.3 em [73], podemos integrar por partes e obter
0= [(6:-N)A(@.22) = (G:x) A(6.N) dp
= [ 2N AT+ 6 Niwa Db+ 20. Ny (V. V) dp
— [ 020, AN; 4 020Ny +26.34(V6., TN di
- /E G2(Ny Az, — 2, ANy) + 26 (V. Nya” + 2, A7) dps
- /E¢§(|A]2 — n)aaNy + 262 (Ve Nya + 2, A(D7)) dps.
Passo 3: Para qualquer (a,b) € R"" x R"™2 nao nulo, temos
[0 Iy di = [ 2+ N - (AP, + 0y dp
— /Eqsg(]A\Qxi + nay Ny + |AP2o Ny + nNE) dp
= [ 62(1AP2 + 2n2,Ny + nN}) = 26 (Vo., Ny + 2, A7) d
> [ 62(nal +2nz,Ny +nNP) = 26. (Ve Nya” +2,A07)) d
:énﬁﬁfa@(V%AmT+@A@U>mL

Passo 4: Sejam pq,po, ..., pons3 as 2n + 3 primeiras autofungoes de J, definimos a

transformacao linear ¥ : R"2 x R"+2 — R?"*+3 por

(@) = (o @ut) i, o+ @ctas) i [ panss - (62Fur) dp)

Uma vez que ker(¥) > 1, existe (o, ) € R"™ x V™ unitario tal que a funcio teste . faps
é ortogonal a p;, Vj < 2n + 3, no sentido de L?(3). Tomemos uma bola B tal que fo5 % 0
ep. =1em B.

Suponha, por absurdo, que Ind(X) < 2n+3. Entao [ := — [5(¢P: fap) - J (Pc fap) dit >

0. Por outro lado, temos
1= = [ fase 1629 (Fap) + FapSox + 2(V o, Vo)) dp

2 T T
< = [y fiadu [ 26 (Vo NooT + 2, A(5T)
— | £250:800dn =2 [ fus0o(V fup, V6.) di
< né + 01/ V| dy + 02/ |Ade| dpu+ 03/ V.| dps

> > )
1/2 1/2
< 0 + Cy vol (5)1/? ( [196.P d,L) + Che + Cy vol(2)V? ( [ 1vo.r du>
b

< nd + Cy(e + 2e17?).
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Ja que d:=— [ 25 dp < 0 e Cy sdo constantes, podemos escolher € pequeno o suficiente

para haver a contradi¢ao I < 0. Logo, Ind(3) > 2n + 4. H
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Capitulo 4
LIMITACAO DE INDICE PARA HIPERSUPERFICIES f-MINIMAS

COM FRONTEIRA LIVRE NO ESPACO EUCLIDIANO PONDERADO

4.1 Fungoes teste e calculos preliminares

Nesta secao definiremos as fungoes teste que serao utilizadas ao longo do capitulo

e calcularemos o operador de Jacobi ponderado aplicado em tais funcoes teste.

Seja ¥ uma hipersuperficie no espaco ponderado (R"!, geon, e ™/dpu). A partir de
agora, denotaremos por P o conjunto dos campos vetoriais paralelos sobre R"*!. Dado

V € P, temos a decomposicao ortogonal
V=V+(V,N)N,
onde V é a projecao ortogonal de V sobre X.

Seja U a familia de campos vetoriais paralelos em R"*! com comprimento unitario;
esta familia é naturalmente identificada com S" se a dotarmos da medida fi := #Jrgln)d‘/gn.

O préximo Lema serd utilizado na demonstragdo dos principais resultados deste capitulo.
Lema 4.1.1. [57] Para quaisquer X,Y € R"™ wale a igualdade
V,X){(V,Y)dV =(X,Y).
AV (7.7 av = (X.¥)
Para cada par de campos vetoriais paralelos V, W € P, definimos um campo

vetorial sobre ¥ da forma Xy 77 := <V, N > W — <W, N > V. As fungbes teste que usaremos
ao longo da segao sao obtidas através do produto interno de Xy com campos vetoriais
¢ € X(X) apropriados:

u = <XV,W75> : (4.11)
Em geral, £ sera escolhido como um campo vetorial f-harmoénico ou um campo de
autovetores do f-Laplaciano de Hodge. No restante da secao, nosso objetivo serd demonstrar

o seguinte Lema:

Lema 4.1.2. [}2] Sejam f € C®(R"™) e z : X" — R wuma hipersuperficie f-minima.

Seja £ € X(X) um campo vetorial genérico em X e u a fungao definida em 4.11. Entao

Jyu = —uHess f(N, N) — Hess f( Xy 3, &) + <XV,W7 AE}]£> + v,



91

onde v =2((Var&, W) — (Vaw&,V)) — (W, &) Hess f(V, N) + (V,&) Hess f (W, N).

Nos dois proximos Lemas serao desenvolvidos todos os calculos necessarios para

concluir o resultado acima.

Lema 4.1.3. Sejam f € C®(R"™) e z : " — R"™ uma hipersuperficie f-minima.
Denote por N o campo vetorial normal unitirio e por A o operador de forma de 3. Seja

V € P, e denote por V sua projecio sobre ¥2. Se X € X(X), entdo

VxV = (V,N) AX; (4.12)
V(V,N)=-AV; (4.13)
ViVV = —A?V — (V,N) Hess f(N) . (4.14)

Demonstracio. Denotaremos por D a conexao de Levi-Civita de R"*!. Uma vez que V é

um campo vetorial paralelo, temos DxV = 0. Entao

VxV = (DxV)" =~ (Dx (V,N) )
—(V,N)(DxN) = (V,N) AX
Logo, também vale

(V(V,N),X)=X(V,N)=(V,DxN) = —(AV, X), VX € X(9),

e isto demonstra a equagao 4.13.

Segue diretamente da equacio 4.12 que V.,V = (V, N)Ae;. Entao
VYV = Z (Ve.(V, N)Ae;) = (V, N) AV, ¢;)

— AV(V,N) + (V,N)trv A
— — A’V 4+ (V,N)VH.

Além disso, a equagao f-minima H; = H + (Vf, N) = 0 implica que

VH = -V(Vf,N) = —Hess f(N)" + AV /. (4.15)
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Portanto,

V*VV = —A*V —(V,N) Hess f(N)" + (V,N)AVf
= —A?V — (V,N)Hess f(N)" + Vy;V
N

= V;VV = —A’V — (V,N) Hess f(N)".

]

Lema 4.1.4. Sejam f € C®*(R"™) e x : 3" — R"™ uma hipersuperficie f-minima.

Sejam V,W € P, e denote por V,W as suas projecoes sobre 3. Entdo, para todo & € X(X)

AV, Ny = —|A*(V,N) + Hess f(V,N); (4.16)
Ap(V,€) = Hess f(V,€) — (V, N) Hess f(N, &) — 2(AV, Ag) (4.17)
—2(V, N)(VE, A) + (Mg, v);
Ay ((V, NY(W,6)) = —[AP(V, N)(W, &) — 2(V, N)(AW, A¢) — 2(W, N)(AV, Ag)

(4.18)
+ (V, N) Hess f(W,£) + (W, &) Hess f(V, N)
—(V,N)(W,N)Hess f(N,&) — 2VE(AV, W)
+2(V, N)(W, N)(VE, A) — (V. N)(APe, ).
Finalmente, se Xy 37 = (V, N)W — (W, N)V eu = (Xy,§), entdo:
Aju= —|A]*u + Hess f(XVW,g) — <XV,W7 AE}}@ -, (4.19)

onde v =2((Vay&, W) — (Vaw&,V)) — (W, &) Hess f(V, N) + (V, &) Hess f(W, N).

Demonstracao. A partir da Equagao de Codazzi, iniciamos deduzindo a equacao
div(AV) = (V, N)|A* + (VH, V).

Portanto, as equagoes 4.15 e 4.13 nos permitem concluir que

A(V,N) = div (V(V,N)) = — div(AV)
= —(V,N)|AP? + (Hess f(N), V) — (AV, V)
— —(V, N)|AP 4 Hess [(N, V) + (V/,V(V,N)).



93

A equacao 4.16 segue diretamente da definicao de Ay, pois
AV, N) = A(V,N) = (Vf,V(V,N))

= —|A|*(V,N) + Hess f(V, N)

Para deduzir a equacao 4.17, aplicaremos o Lema 1.6.1 e 4.14:

AH{V,€) = (VVV,€) + (V, V;VE) + 2(VV, VE)
= —(AV, A¢) — (V,N) Hess f(N,€) — (A7¢, V)
+ Ricy (V,€) + 2(VV, V¢).

Além disso, para uma hipersuperficie f-minima no espaco Euclidiano tem-se
Ricy (€) = Hess f(€) — A*(€), V€ € X(%).
Desse modo,
Af(V,€) = Hess f(V,€) = (V, N) Hess f(N, &) — 2(AV, A&) — (AYe, V) + 2(VV, V).
A partir da equacdo 4.12, segue que
(VV,V€) = (V,N)(A, V).
Substituindo acima, obtemos
Ap(V,€) = Hess f(V,€) = (V, N) Hess f(N,€) = 2(AV, A) — (A})e, V) +2(V, N)(4, V€).
Nos resta demonstrar a equacao 4.18. Neste intuito, observamos que para todo X € X(X) :
(V(W,€),X) = (VxW,&) + (W, Vx¢)
— (W, N)(AE, X) + VE(X, W),
implicando em
(V(V,N), V(W,€)) = — (AV, V(W,€))

= — (W, NY(AV, AE) — VE(AV, ). (4.20)

Uma vez que,
A ((V,NY(W,€)) = (V, N)AG (W, €) + (W, ) A1V, N) + 2(V(V, N), V(W,&)),

a equacao 4.18 ¢ obtida substituindo as equacoes 4.16, 4.17 e 4.20 na expressao acima.
Finalmente, a equacao 4.19 é o resultado de um célculo direto utilizando a férmula 4.18

duas vezes. O
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O resultado dado no Lema 4.1.2 é obtido através do seguinte calculo:

Jru = Agu + (JA]? + Ricg(N, N))u = Apu+ (JA]> + Hess f(N, N))u
B UHeSSf(N N) + Hessf( VW7£) - <XV,W7 AE}}£> -

4.2 Resultados em hipersuperficies compactas do espago euclidiano ponderado

Seja Q um dominio ponderado, nido necessariamente compacto, em (R, g, e/ dp)
com fronteira nao vazia. Assuma que 0f) é suave e seja v 0 campo vetorial normal unitario
de 092 em 2 apontando para fora. Relembramos que a segunda forma fundamental e a

curvatura média de 02 sdo definidas, respectivamente, por
RX,Y) = (AX,Y) VX,Y € X(0Q) e H =trh%®,

onde A é o operador de forma com respeito a v. Ao longo do capitulo diremos que 2 é um
dominio convexo quando h?*(X, X) < 0, para todo X € X(92). Analogamente, diremos

que €2 ¢ um dominio f-média convexo quando H} o . — [ 4 af <0.

Antes de enunciar os principais teoremas, provaremos o seguinte lema:

Lema 4.2.1. Sejam Q C ¥ um dominio limitado, ¢ € C3°(2) e u € C®(Q). Se Ly =

Ay +T € um operador de Schrodinger e T € C™(Q2) € qualquer potencial, entdo
L Hap= [ (Pulslw)— Vo) e Fdu+ [ u? ~fdo.
/Qw slpuyetdp = | (GPulp(u) =’ |Vel?) e ldu+ | wPpnlp)e’do

Demonstragio. Segue diretamente da identidade Af(pu) = A g(u)+ul;(9)+2(Ve, Vu)

que

/Q puLy(pu) e dp = /Q (£%u Ly(u) + u?o As(p) + 20u (Vep, Vu)) e dp.

Considere a fungao h := f — In(u?). O Teorema da Divergéncia implica que

/ﬂu2|V90]2 e~ fdu ——/Q\V90|26_hdu
= [ —pA “hdu + —hd
/ ©eAp(p) e du /(9 ng](go)e o
— 1 fd 2.-fa
/ <V n(u )Vg0>)ue u—i—/am n(p)u”e ' do

= / u 20 f(p) + 2¢pu (Vu, ch)) e Tdu +/ won(p) e do.
E)oale

]
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Agora estamos prontos para provar o Teorema Principal desta secao.

Teorema 4.2.1. Seja Q"' um dominio ponderado em (R"L, gean, e 7du) com fron-
teira ndo vazia. Seja X" uma hipersuperficie compacta, f-minima, orientdavel, com fron-
teira livre em €. Suponha que ¥ seja suave ou tenha uwm conjunto singular satisfazendo
H"2(sing(X)) = 0; e que o tensor Ric? = Hess f € limitado inferiormente por uma
constante o« > 0. Entao:

(I). Se Q2 é um dominio convexo, entio para todo k € N :
Ml ) < =200+ Aage (Agp),

onde d(k + 1) = (";rl)k +1le AE}]T é o f-Laplaciano de Hodge atuando nas 1-formas

w € QYY) satisfazendo a condicdo absoluta na fronteira e tal que w* € L2(X, e~ /dpu).

(I1). Se Q for um dominio f-média convexo, entao para todo k € N :
Me(J5) < =20+ A1) (AFY),

onde d(k) = (”;l)k +1le A?J]\, ¢ o f-Laplaciano de Hodge atuando sobre as 1-formas

w € QYY) satisfazendo a condicio relativa na fronteira e tal que w* € L2(X, e /du).

Demonstracao. Ao longo da prova, os operadores que atuam sobre 1-formas estarao
restritos ao subespago {w € Q1(X) : wf € L*(X, e Tdu)}.
Parte (I). Seja {1} uma base ortonormal de L*(¥, e~/du) formada por autofuncdes do
operador de Jacobi J; , onde 1); estd associado ao autovalor \;(J;). Para cada d € N,
considere a soma direta .

E'(A5r) = BV, apy

onde V/\j (alt) ¢ 0 espago das autoformas de Ay associado ao autovalor )\j(AB}]T).

Para cada ¢ > 0, considere a funcao de corte p. dada na proposicao 1.4.1. Definimos

as fungoes
= () = (7, (.8 — (7,9) (v,
onde w € Ed(AE}]T), V,W € P e V,W sdo suas projecoes em ¥. Entdo, para cada ¢ > 0,

considere a familia de fungoes
{Ue} = {psu}'
Observe que cada funcao desta familia pode ser usada como funcao teste para o operador

de estabilidade.
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Inicialmente, para cada € > 0, queremos encontrar d = d(k) e algum w, € Ed(AB}]T),

w. Z 0, tal que a funcao u. := p. <XV,W7 w§> cumpra as condigoes de ortogonalidade

Lp(Xomt)vnetdu=-- = [ p. (Xygwt)pireldu=0, (421)

para quaisquer V, W € P. Observe que Xy, 3 ¢ uma fungao bilinear antissimétrica de V., W

e que dimP = dimR"™ = n + 1. Entdo (4.21) é um sistema composto de ("H) (k—1)

2
equagoes lineares homogéneas na incégnita w, € Ed(AE}r_]p).

Assim, se d = d(k) = (n;rl) (k—1)+ 1, podemos encontrar uma 1-forma nao trivial

w, € Ed(Agcl]T) tal que u. = p. <XV,W> w£> é L2(X, e~/ dp)-ortogonal com as primeiras k — 1

autofungoes de J; para quaisquer V, W € P. Pelo principio min-max, segue que

)\k<<]f>/2pzug G_fdu < _/Zpaue Jf(ﬂs“s) e_fdu
ewve ewe haﬂ N7N ee 7fd 9
+/82pu (n(peue) + h**(N, N)peue) e do
para todo u. = <XV,W7 w£>

Aplicando o Lema 4.2.1 com Q2 =X, ¢ = p. e T = |A|? + Hess f(N, N), juntamente

com Lema 4.1.1, obtemos

Ne(p) [ ptuEe S an < [ (=ptus Jy(us) +u2lVp.l?) e dn
+ /82 p? (uen(ue) + %N, N)uz) e ldo
= /Epg (—ug Hess f(N, N) — u. Hess f(XV’W,wﬁ)) e~ du
+ /2 P2 (u€ <XV,W= (A?}vwe)ﬁ> + usvs) e ldu+ /Eug\VpEF e ldu
+ /(92 P’ (uan(ua) + h?(N, N)u?) e 'do,
para quaisquer V, W € P, onde v, = 2 (<VAVw§, W> - <VAWw§, V>>—<VV, w§> Hess f(V, N)+
<V, w§> Hess f(W, N).
Além disso,
n(us) = n ((V. ) (W) = (W, ) (Vi)
= (V. D,N) (W,wi) + ( (DyW,wh) + (W, Dyt ))
= —(W,D,N) (V,w?) — (W, N) ((D,V,wf) + (V, D,wi)) .

Nosso proximo passo serd aplicar a técnica de integracao dada no Lema 4.1.1 para

simplificar as expressoes acima. Usando a métrica do produto em U x U e aplicando o
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Lema 4.1.1, obtemos as seguintes igualdades em cada p € X:
/ WAVAW = 2|t ?;
Uxu
/7 uHess f( Xy 777, w!)dVdW = 2 Hess f(w?, w?);

Uxu
/ u? Hess f(N, N)dVdW = 2Hess f(N, N)|w*|*
Uxu

/L{qu@(w, (Aw)?) dVaw = 2, (Al w));

Uxu
/u 7 <V’ DnN> <W,wﬁ> dVdW = 0;
X
frog (VN (DT F) aV il = = [ (W, N) (D, ) avary
/ﬁxﬁu <V’ N> <W7 anﬁ> didi - <wﬁ7 anﬁ> - ;77 (|wﬁ|2)

Integrando a desigualdade min-max anterior em relagao a (V, W) € U x U, usando

o teorema de Fubini com a substituicao pelas equagoes acima, obtemos

Ne(g) [ o2l e~ < = [ g2 (Hess F(wh,wf) + Hess (N, N)Ju?) ey
/Zp6 <w€, (A?}Vwe) > e du + /2 Vo2 wf? e/ d
+ [ 02 (n(1eE?) + 207N, N)wif?) & do.
Finalmente, observe que:

e Cada p. : ¥ — [0, 1] satisfaz |Vp.| < e.
e Hess f(w!, wf) + Hess f(N, N)|w!|? > 2ajwf|®.

g1 Ve

e w. ser a combinagao linear das primeiras d(k) autoformas de AEC N implica que
Al ~Tdu < \ Al 2|82 e fd
pa aa( waE) € LS d(k)( fN) Epa‘wa’ € I
e Pelo Lema 1.6.3,
/B P2 (1(wE?) + 20N, N)|wH?) e P do = /8 P2 (2172 (wh, wf) + 27NN, N)|wE?) e/ do
é negativo, pois h?*(Y,Y) < 0 para cada vetor Y tangente a Of.

Portanto, para cada € > 0, obtém-se:
_ 1 _
W) [Pt ey < (=20 + dago (M) [ p2lwt? e d

+ 82/ \w£|26_fd
5
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Dividindo ambos os lados da desigualdade por [s, p?|w?|?> e=/du £ 0, segue que

o Sy |wiF e fdp
Js P2lwt|2 e Y dp

Me(Jp) < —2a0+ )\d(k)(Agfl]]V) +e

Para completar a prova, basta mostrar que

m e? Jy [wE? e du _
Iy 2l Ty

(4.22)

Observe que para cada € > 0, ao escolher w, € Ed(A%) satisfazendo (4.22),

podemos tomé-la de certa maneira que wf é unitario na norma L2(M,e~/dpu), ou seja,
/E|w§]26_f dp = 1.

Para cada € > 0, considere o conjunto A, := {x € ¥ : p.(z) # 1}. As fungoes de
corte p. sao construidas de modo que H"(A.) < e. Definindo ¥, := ¥ — A., declaramos a

existéncia de constantes § > 0 e R > 0 tais que

/2 |wi?eTdu > R >0, Ve>0. (4.23)
&

De fato, assumindo por absurdo que (4.23) nao ocorre, temos

inf Wi e Tdu =0, ¥n>0.
e>0 S1/n

Assim, para cada n € N, podemos encontrar uma 1-forma w, € Ed(AB}]T) que

satisfaca a desigualdade

1
/ Wi 2 e dp < —.
n

El/n

Logo, existe uma sequéncia {w, }°°; realizando o limite

lim Wk |2 e T du = 0. (4.24)

n—oo El/n

No entanto, mostraremos que o limite em (4.24) nao pode ocorrer. Para isso, considere as

normas
folly = [ e Tap, ol o= [ 1A e
¥ s

Pela compacidade de S¥1 = {w € Ed(AE}]T) - |Jw]|% = 1}, existe uma subsequéncia

{wn, }52, convergindo para uma 1-forma w € S%1 no sentido L3(¥, e~/du) quando j — oo.
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Observe que
lim |w? el dp = lim / (|wa 2 |wﬁ|2) e~ dp+ lim / w2 e Tdu
J—r0 E1/'n,J / J—r0 El/n‘7 ’ J—r0 El/n‘7

= lim (Ik 2 = |w*?) e Tdp+ 1.

J—roo El/nj
Além disso, para cada par de vetores unitarios v, w em um espaco com produto interno,

vale a proxima desigualdade:

2 2
[Iloll* = [lwlf?| < 2o = w] .

Por isso,
. 2 ﬁ2> ~f g, — 1 H 8|2 _ 2
i () =t ol

< 2]‘1320 Hw’ﬁw - wﬁ‘ 221/nj = 2jh—>lgo Hw’ﬁ%‘ - wﬁH; =0.

Desse modo, concluimos que

lim |w? 2eldu = lim / <|wa|2 - |wﬁ|2) e ldu+1=1,
)0 Z1/71,]- ! J—=ro Z"’l/nj !
contradizendo (4.24).
Agora, o limite em (4.22) é uma consequéncia direta das desigualdades
R= [ P efdu < [ g2l et
Ss =

< [ iPedp <,
b

para todo € > 0.

(Parte II). A prova é andloga a parte (I), fazendo as devidas substitui¢oes de AB}% por

AB}]]V Além disso, devemos notar que o Lema 1.6.4 implica em
[ (n(1?) + 267N N) ) e Fdo = [ g2 (2HP + 207N, N)) [ e~ dor
% o%
= /az 2p2 HY®|wi|* e/ do < 0.
[

Teorema 4.2.2. Seja Q"' um dominio ponderado em (R™', gean, e 'du) com fron-
teira nao vazia. Seja X" uma hipersuperficie compacta, f-minima, orientdvel, com fron-

teira livre em ). Suponha que Y seja suave ou tenha um conjunto singular satisfazendo
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H"2(sing(3)) = 0 e que o tensor Ric; = Hess f € limitado inferiormente por uma

constante o > 0.

(I). Se Q é um dominio convezo em R™™! entdo:

Ind () > — )(r+ (2a)+bl(2)>

n(n+1

onde F+ 1 (2a) € o nidmero de autovalores positivos de Afl]T menores que 2c.

fT

2

IIldf(Z) 2 m

bi(E) + 7, (—20),

onde ij(—Qoz) ¢ o numero de autovalores negativos de J;y maiores que —2a.

(IT). Se Q for um dominio f-média convexo em R"™! entdo:

2

> n i D (rAm (2a) + dim H" (% R))

Indf(E) n<n T

onde F+ | (2a) € o numero de autovalores positivos de Al FN menor que 2.
fN

°o )
71d1mH 1(Z;R)—|—ij(—2a),

Ind; (%) > )

onde ij(—QOz) ¢ o numero de autovalores negativos de J; maiores que —2a.

Demonstra¢io. Parte (I). Considere o ntimero

f = #{ autovalores de A% que sdo menores que 2a}.

n(n+1)

Seja k o maior inteiro tal que d(k) = (k—1)+1 < j. Segue diretamente do

Teorema 4.2.1 com as defini¢oes de 5 e k que

2
n(n+1)

Ind(X) > k> B = (2a) + dim H%f(2)>

n—l—l <

n+1 ( (20) +bl(z))

n(n+1)

Por outro lado, se k é o maior inteiro tal que d(k) = (k—1)+1 < b (%), entao

2
)\k(Jf) < 2aek>

> mbl(z)-

A prova da Parte (II) é analoga, considerando 1-formas que satisfazem a condicao relativa

na fronteira. N
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Observacao 4.2.1. Se ¥ tem r > 1 componentes de fronteira, entao o isomorfismo

Hy (X)) = Hi(3,0%;R) junto ao Lema 1.6.5 implicam que dim Hy (X)) > 7 — 1.

O préximo Teorema segue diretamente do Lema 1.6.6 e do Teorema 4.2.2.

Teorema 4.2.3. Seja Q3 um dominio ponderado f-média convexo em (R3, gean, e du)
. ~ . S . 22 /. 7 . . 7 l

com fronteira ndo vazia. Seja uma superficie compacta, f-minima, orientdvel com

r componentes de fronteira, género g e fronteira livre em ). Suponha que o tensor

Ri(:ic2 = Hess f ¢ limitado inferiormente por uma constante o > 0. Entdo:

2

CEm) (FZ%Q@) +2g+7r— 1) ,

Ind((X) >
nd( )_n(n—l—

. , .. 1
onde FZ[” (2at) € o numero de autovalores positivos de AH\, menores que 2o.
fN

Ind;(X2) > (29 +r—1)+ 1, (—2a),

n(n+1)

onde F}f(—?a) ¢ o numero de autovalores negativos de J; maiores que —2cv.

Finalizaremos esta secao apresentando um exemplo onde F}f(—Qa) > 1.

Exemplo 4.2.1. Self-shrinkers no semiespaco euclidiano: Os self-shrinkers do
fluxo da curvatura média sdo definidos como hipersuperficies conexas, orientdveis, isome-

tricamente imersas x : ¥ — R™"™! cuja funcdo curvatura média satisfaz a equacio
(x,N) = —H.

Note que self-shrinkers sao hipersuperficies f-minimas no espago ponderado (R, gean, e~/ dp)
com a fungdo peso f(x) = % Logo, Hessy = gean € a = 1.

Seja {e1,...,ens1} a base canénica de R™L. Definimos o semiespago euclidiano por
Q:={(z1,...,2541) € R 2,1 > 0}. Seque que n = e,y1 e 02 =R" x {0}.

Seja X um self-shrinker compacto, orientdvel, com fronteira livre em 2, é bem conhecido

que as fungoes <V, N> satisfazem a equagao
J(V,N)==(V,N), vVeP.

Para que <V, N> seja uma autofuncdo de Jy associada ao autovalor A = —1 € (—2a,0),

ela deve satisfazer a condicdo de fronteira

7 (<V, N>) + h?Y(N, N) <V, N> =0 = ep4 <V, N> =0 sobre 0.
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Considere o espago Z := span{V € P : ep1 <V, N> =0 sobre 0X}. A hipdtese de 33 ter

fronteira livre em S implica que (e, 1, N) = 0 sobre 0%. Portanto,

I (=20) 2 dimZ > 1.

4.3 Resultados em hipersuperficies completas nao compactas do espago euclidiano pon-

derado

Nesta secdo suporemos que a imersao x : £" — R™™! é completa e nio compacta.
Fixada uma fungao peso f € C*°(R"*1), nos restringiremos a trabalhar com as 1-formas

w € Q1(X) satisfazendo a condigdo wf € L*(3, e~/ du). Considere os seguintes espagos:

Hpp(8) ={w e QD) : Ag}]w =0,w" € L*(%, e /du) e w satisfaz a
condigao de fronteira absoluta},
Hyp(3) ={w € Q'(2) : A?]w = 0,w" € L*(S, e Tdu) e w satisfaz a

condi¢ao de fronteira relativa}.

Nosso proposito é limitar o f-indice de ¥ inferiormente com termos envolvendo a dimensao

de Hy¢(X) ou Hy(X).

Definimos as seguintes fungoes de corte: Para cada inteiro positivo r, seja B(r) a
bola geodésica (intrinseca) em Y com raio r e centrada em um ponto fixo ¢ € X. Como ¥
é completa, um argumento dado por [[37], Proposicao 2.1] torna possivel construir uma

familia de fungoes suaves ¢, em X tal que ¢, = 1 em B(r), ¢, € C(B(2r)) e

Ve,| <

RN

para uma constante ¢ dependendo apenas de X.

Agora estamos em condigoes de enunciar o Teorema principal desta secao.

Teorema 4.3.1. Seja Q"' um dominio ponderado ilimitado em (R™, gean, e~/ dp) com
fronteira nao vazia. Seja X" uma hipersuperficie completa nao compacta, f-minima,
orientdvel com fronteira livre em ). Assuma que o tensor Ricgc2 = Hess f ¢ limitado
inferiormente por uma constante a > 0.

Entao:

(I). Se Q é um dominio convexo, entdo para todo k € N :

)\k(Jf) < 2a+ )\d(k+1)(A£’17]“)7
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onde d(k + 1) = (”;1)k +1le AE}]T ¢ o f-Laplaciano de Hodge atuando sobre as 1-formas

w € QYY) satisfazendo a condicio absoluta na fronteira e tais que w* € L*(X, e~ fdu).

(I1). Se Q for um dominio f-média convexo, entao para todo k € N :
Me(Jp) € =200+ Mgy (AFY),

onde d(k) = (”;l)k +1le AE}]]V é o f-Laplaciano de Hodge atuando sobre as 1-formas

w € QYY) satisfazendo a condicio relativa na fronteira e tais que w* € L*(X, e~/ du).

Demonstragdo. Ao longo da demonstracao, os operadores atuando sobre 1-formas estarao

restritos ao subespaco {w € Q(X) : w* € L3(X, e /du)}.

Parte (I). Seja {¢;} uma base ortonormal de L*(3, e /du) formada por autofun-
¢oes do operador de Jacobi Jf, onde 1); estd associado ao autovalor \;(J;). Para cada

d € N, considere a soma direta

1] : 1]

onde VAJ_ (all ¢ o espaco das autoformas de Aj; associadas ao autovalor A\;(Ajr).

)
T

Seja {B(2r)} uma exaustao de ¥ por bolas relativamente compactas de raio 2r
e centradas no mesmo ponto zy € ¥ fixado. Tome a sequéncia de fungoes de corte {p,}

definidas conforme discutimos anteriormente.

Assim como no caso compacto, definimos as fungoes
= () = (7, (W.48) — (,9) (1.9

onde w € Ed(AB}%), V,W € P e V,W sao suas projecoes em %. Entdo, para cada r > 0,

considere a familia de fungoes
{v:} = {eru}.

Observe que cada funcao desta familia pode ser usada como uma funcao teste para
o operador de estabilidade em B(2r). Por um argumento semelhante ao feito no caso

n(n+1
compacto, concluimos que a suposigio d = d(k) = w(k — 1) + 1 implica na
existéncia de uma 1-forma w, € Ed(AB}:]F), para cada r > 0, realizando as seguintes relagoes

de ortogonalidade para quaisquer V,W € P:

/2% <XV,W7 wﬁ> e ldy=-- = /2% <XV,W7W£> U1 e Tdu = 0. (4.25)
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O principio min-max afirma que
NG [ e ap <~ [ g Jy(pe) el
WT5) [, Prim e A S = [t Ty (o) €y
+/ Oy (n(gprur) + (N, N)gorur> e fdo.
OXNB(2r)

para todo u, = <XV,W7 w£>
Aplicando o Lema 4.2.1 com Q = B(2r), ¢ = ¢, e T = |A|?> + Hess f(N, N), obtemos

/\k(Jf)/

(=2 updy(uy) + u2[Vip[2) e dp
B(2r)

pruy e ldu < /
B(2r)

+ / ©> (urn(ur) + h?Y(N, N)uf) e ldo,
a5NB(2r)

para quaisquer V, W &€ P.
Integrando esta desigualdade em relagio a (V, W) € U x U e repetindo calculos similares

ao caso compacto, concluimos que:
Ae(J / 2t2eld <—/ 2 (Hess f(w?, w?) + Hess f(N, N)|wf|?) e /d
) [, el e < = [ (Hess Fluh ) + Hess FON, Vi) e/
2/ (AL 8\ e=fa / Vo l2lwiZefd
o 2 s A ) e Tt [ Vi Pt e

2 o, ¢ 4 1]9) f12 -f
+ o, (2h7 (wr, wy) + 2R (N, N)|w; do.
/82 B(2r) ( ( " T) ( )| ‘ ) ‘

T

Finalmente, observe que:
e Cada ¢, : ¥ — [0,1] satisfaz |V, | < ‘.
r
e Hess f(wh,w!) + Hess f(N, N)|wi|> > 2a|w?|?.

e w, ser a combinacao linear das primeiras d(k) autoformas de AE}J]\, implica que
1 - 1 -
[0 (s (Afkwn)?) e < Aay (AR [ Pl e dp.
e Pela convexidade de €2, temos

7 (207 (wh, wf) + 2071 (N, N)|wi[?) < 0.

Portanto, para cada r > 0, obtém-se:

() /B o PRl < (20 + Mgy (AF)) /B o LI
2
— B12e~dp.
r? JB(2r) e H

Dividindo ambos os lados da inequagao por [p o, @7 [wi|* e du # 0, vé-se que

< Jpen Wi e~ dp
Ml(J5) < =20+ Mgy (Afy) + 5 .
d 2 I3 p2lwh2 e~fdp
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Para completar a demonstracao, basta mostrar que

m fB(z’”)L T|ﬁ n a— (4.26)
e fB(2r) (2 ’wr, eifdlu

Observe que para cada r > 0, ao escolhermos w, € Ed(A%) satisfazendo (4.25),

podemos tomé-la de modo que wf seja unitario na norma L*(3,e~/du), ou seja,
/ Wi 2 e dp = 1.
b
Afirmamos a existéncia de constantes positivas R e 7 tais que
/ Wi 2 e ldu > R > 0, para todo r > 0. (4.27)
B(ro)
De fato, assumindo por absurdo que (4.27) nao ocorre, temos

inf Wi 2 e ldpu =0, Vn > 0.
>0 B(n)

Assim, para cada n € N, podemos encontrar uma 1-forma w,, € Ed(AB}]T) satisfa-

zendo a desigualdade
1
/ Wh 2 e du < —.
B(n) n

Logo, existe uma sequéncia {w, }° ; realizando o limite

n—o0

lim W |2e~ dp = 0. (4.28)
B(n)

Com um argumento semelhante a prova do Teorema 4.2.1, observa-se que o limite em

(4.28) nao pode ocorrer.

O limite em (4.26) segue diretamente das desigualdades

RS/ IW£I2€’fdu§/ o7 lwilPe T dp
B(ro) B(2r)

< Wi e dp < 1,
B(2r)

para qualquer r > 0.
(Parte II). A prova é andloga a parte (I), fazendo as devidas substitui¢oes de A% por

AE}]]V Além disso, devemos notar que o Lema 1.6.4 implica em
[ 62 (012 + 2072 (N, N[k ) e Fdo = [ o2 (2HP + 207N, N)) [w 2 e~/ do
o5 o5

= [ 2p? H?Q Wi 2 e do < 0.
ox
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Analogamente a prova do Teorema 4.2.2, obtemos a seguinte versao para hipersu-

perficies completas nao compactas:

Teorema 4.3.2. Seja Q"' um dominio ponderado ilimitado em (R™, goan, e~/ dp) com
fronteira ndao vazia. Seja X" uma hipersuperficie orientdvel completa ndo compacta, f-
minima, com fronteira livre em §2. Assuma que o tensor Ric? = Hess f ¢ limitado inferior-

mente por uma constante o > 0.

(I). Se Q2 for um dominio convezo, entdo:

2 :

onde FZ[” (2at) é o numero de autovalores positivos de AB}]T menor que 2c.

T
2

Indf(E) Z m

dim Hj;(3) + 'y (—2a),

onde ij(—QOz) ¢ o numero de autovalores negativos de J; maiores que —2a.

(II). Se Q) for um dominio f-média convero, entdo:

2
Inds(X) > — F+1
nf()_n<n+1)<A£‘]]\f

(2a0) + dim HM(E)) ,

onde I \p) (20) € o miimero de autovalores positivos de A?]}V menor que 2.
fN

2

Ind;(3) > Y

dim Hy ((3) + ' (—2a),

onde ij(—QOz) ¢ o numero de autovalores negativos de J; maiores que —2a.

4.4 Resultados em hipersuperficies completas nao compactas de R"*!

O caso nao ponderado (f = 0) é de interesse particular e serd analisado em detalhes
nesta secao.
Com provas analogas aos Teoremas 4.3.1 e 4.3.2, o caso de hipersuperficies completas nao

compactas sem fronteira imersas no espaco euclidiano admite os dois seguintes teoremas:

Teorema 4.4.1. Seja X" uma hipersuperficie completa nao compacta, minima e orientdvel

em R Entdo para cada k € N:
Me(J) < )\d(k)(A[l])y

onde d(k) = (”;1) (k—1)+1 e Al ¢ 0 Laplaciano de Hodge agindo nas 1-formas w € Q1(X).
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Teorema 4.4.2. Seja X" uma hipersuperficie completa nao compacta, minima e orientdvel

em R" L. Entdo
2

n(n+1)
onde H'(X) = {w € Q4(X) : Allw = 0,0 € L2(%)}.

Ind(X) > dim H'(%),

Lembrando que para superficies temos dim H*(X) > 2¢g, onde g denota o género de
Y. O Teorema 4.4.2 permite obter a mesma estimativa que Ros em [55], onde foi mostrado

2
que Ind(X) > 39 Esta estimativa foi melhorada por Chodosh e Maximo em [28], que

1
estimaram Ind(X) > 5(29 + 4r — 5), onde r é a quantidade de fins de X.
Em dimensdao n > 3, tomaremos condigoes nos fins de ¥ assim como C. Li em [45], obtendo

melhorias de suas estimativas.

Definigao 4.4.1. [59] Suponha n > 3. Uma hipersuperficie minima X" C R™ € reqular
no infinito se fora de um conjunto compacto, cada componente conexo de ¥ é o grifico de

uma fungdo u sobre um hiperplano P, tal que para todo x € P, vale
2" |u@)] + |2[" 7 Vu(@)| + |2[" Hess u(z)] < C,
onde C' € alguma constante.

Proposigao 4.4.3. [67] Suponha que n > 3, X" em R™" seja uma hipersuperficie minima

imersa completa com curvatura total finita. Entdo ¥ € regular no infinito.

Proposicao 4.4.4. [/5] Seja X" uma hipersuperficie minima completa em R"™! que ¢é

reqular no infinito. Suponha que 3 tenha t fins. Entdo existem t — 1 + by(X) 1-formas

harménicas fechadas linearmente independentes em L*(X) com energia de Dirichlet finita.

O préximo Teorema segue diretamente da jungdo entre o Teorema 4.4.2 e a Propo-
sicado 4.4.4. Observamos que esta cotacao inferior para o indice melhora o resultado de C.

Li em [45], visto que retiramos o termo envolvendo a nulidade do operador de Jacobi.

Teorema 4.4.5. Seja X" uma hipersuperficie nao compacta, minima e orientdvel em

R™L. Suponha que ¥ tenha t fins e curvatura total finita. Entdo

2

Ind(X) > pyp—

(t+b1(X) - 1),

onde bi(X) € o primeiro nmimero de Betti da compactagio de .
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Agora, trataremos o caso em que X é uma hipersuperficie minima com fronteira nao
vazia. Explicaremos quais sdo os ajustes a serem feitos para construir formas harmonicas

a partir da quantidade dos fins de .

Proposicao 4.4.6. Sejan > 4 e X" uma hipersuperficie minima completa em R com ¢
fins. Entdo existem t fungoes harmonicas limitadas linearmente independentes com energia

de Dirichlet finita.

Demonstracio. Quando t = 1, as fungoes constantes sao harmoénicas. Dado t > 2, tome
um dominio compacto K tal que ¥ — K = E;U---UFE;, onde Fy, ..., E, sao os t fins. Para
R grande o suficiente, ¥ N Br(0) tem ¢ componentes de fronteira. Considere as solugoes

do seguinte problema de Dirichlet

Afi7R:O emEﬂBR(O),

1
Jir = n sobre Bg(0) N 03,
fir=20;; sobre 0BRr(0)NE; j=1,... ¢t

O Principio do Maximo afirma que 0 < f; g < 1 em Br(0)NX. A teoria de Schauder
fornece uma restri¢ao uniforme em |f; r|c2.0(x) para cada K C Br(0) compacto. Isso nos
permite usar Arzela-Ascoli para obter uma subsequéncia { f; g} r convergindo para f; em
C?*# (B < a) . Seguindo os passos da prova da Proposicdo 3.1 em [45], mostra-se que as
fungoes f; s@o nao constantes, linearmente independentes e possuem energia de Dirichlet

finita. O

Lema 4.4.1. Seja X" uma hipersuperficie minima completa em R que € reqular no
infinito. Suponha que ¥ tenha t fins. Entdo existem t — 1 1-formas L*(X) harmoénicas
fechadas linearmente independentes em X, anulando-se em 0% e com energia de Dirichlet

finita.

Demonstracao. As diferenciais dfi, ..., df; das fungoes construidas acima sao 1-formas
harmonicas (ja que d o A = Al o d ) que se anulam em 9¥. Observe que a funcio
fi+---+ fi: é o limite de uma sequéncia de fun¢ées harmonicas com valores de contorno 1.
O Principio do Maximo afirma que cada funcao desta sequéncia deve ser identicamente 1 e,
portanto, a propria fungao f; + ---+ f; é constante igual a 1. Segue que df; + - - -+ df, = 0.

Suponha, por absurdo, que dfi, ..., df; sejam linearmente dependentes para algum j < t.



109

Entao ¢ fi + -+ - + ¢; f; = ¢ para alguma constante ¢ e obtemos a combinagao linear nao

trivial

clfl+...+ijj_c(f1+...+ft>:C—C:O_
Contrariando que fi, ..., f; sdo linearmente independentes. Assim, dim span{dfi, ..., df;} =
t— 1. ]

O préximo resultado é uma consequéncia direta do Teorema 4.2.2 junto ao Lema
4.4.1 e apresenta uma versao do Teorema 4.4.2 permitindo que a hipersuperficie minima X

tenha fronteira nao vazia.

Teorema 4.4.7. Seja Q"' um dominio ilimitado com fronteira ndo vazia em R**t. Seja
X" uma hipersuperficie completa ndo compacta, minima, orientdvel com fronteira livre em
Q.

(I). Se Q for um dominio convexo, entao:

Ind(¥) > dim H7(3).

n(n+1)
Além disso, se X tem curvatura total finita e t fins, temos dim HL(X) > by(3) +t — 1.

(II). Se Q for um dominio média convezo, entao:

Ind(X) > dim Hy ().

n(n+1)

Além disso, se 3 tem curvatura total finita e t fins, temos dim Hy (X)) >t — 1.

4.5 O caso CMC completo nao compacto em R""!

Iniciaremos a secao relembrando o conceito de indice fraco. Até agora, apenas o pro-
blema de Dirichlet usual foi considerado, onde a forma quadratica Q(u,u) := — [y uJudp
atua sobre todo o espago das fungoes suaves C*°(X). Também podemos considerar o
chamado problema de Dirichlet torcido, em que a agdo de () é restrita ao subespaco linear
das fungoes F = {u € C°(%) : [y udp = 0}. Foi mostrado em [9] por Barbosa, do Carmo
e Eschenburg, que a condicao adicional [y, udp = 0 equivale a tomar variagoes normais
preservando o volume. O indice fraco de ¥ é definido como a dimensao maxima de qualquer

subespago V' C F onde Q|r é negativa definida; isto é,

Ind,(¥) = max{dimV : V C F, Q|r(u,u) <0 Yu eV},
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e coincide com o nimero de autovalores negativos do operador L (ver subsecao 1.2.1).

Em geral, decorre facilmente do principio min-max que o espectro e o espectro

torcido estao interligados da maneira

M) < ML) < M) < ML) < M\s(J) < Ag(L) < ...

Seguindo as ideias em [24] e [23], apresentamos o Lema:
Lema 4.5.1. Seja X2 uma superficie CMC orientdvel em R3. Entdao temos

Lu=—H*u+ H(AV,w*) = 2(V,N) (A, Vo) + (V, Allw?) |

Lt = —H*i+ H (AV, (xw)f) = 2(V, N} (A, V(xw)*) + (V, Al (x)?) .

Teorema 4.5.1. Seja Q® um dominio média convexo ilimitado com fronteira ndo vazia em
R3. Seja X2 uma hipersuperficie CMC, completa ndo compacta, orientdvel, com fronteira

livre em 2. Entdao, para cada k € N:
1
Ae(L) < —§H2 + Ay (AR),

onde d(k+1) =6k+1 ¢ AE\I,] ¢ o Laplaciano de Hodge restrito ao espago {w € Q'(X) :

wh € L*(X),w satisfaz a condigdo de fronteira absoluta}.

Demonstragao. Seja {1;} uma base ortonormal de L?(X) formada por autofungdes do
operador de Jacobi J, onde 9; estd associado ao autovalor A;(J). Para cada d € N,

considere a soma direta
EY(AR) EB Vy
onde VAj (alll) ¢ o espago das autoformas de AEV] associadas ao autovalor )\j(A%}J).

Seja {B(2r)} uma exaustdo de ¥ por bolas relativamente compactas de raio 2r
e centradas no mesmo ponto fixo zy € 3. Tome a sequéncia de fungoes de corte {p,}

definida anteriormente.

Para cada r > 0, nosso primeiro objetivo é encontrar d = d(k) e algum w, € Ed(AE\l,}),
w, # 0, de modo que as funcoes v, = p,u, = ¢, <V, w£> e v, = pll, = <V, (*wr)ﬁ>

cumpram as condi¢oes de ortogonalidade

/ Pr <V w >w] dp = / Pr *wr) >w] dp =0, (429)
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para quaisquer V€ P e j € {1,...,k —1}. Como dimP = dimR3 = 3, o sistema 4.29 ¢
composto de 6(k — 1) equagdes lineares homogéneas na incégnita w, € Ed(A%]).

Portanto, se d = d(k) = 6k — 5, existe pelo menos uma 1-forma nao trivial w, € Ed(AE\l,})
tal que v, e v, sdo L*(X)-ortogonais com as primeiras k — 1 autofungoes de J para todo
V € P. Assim como na prova do Teorema 4.3.1, o principio min-max junto ao Lema 4.2.1

implicam que

o)\, (J) /

Prutdp < [ grudglu) +u| Vi du
B(2r) B(2r)

+/ 2 (wn(w) + h22N, N)u2) do,
sy © (1) + BN, Nyuz) do

A J/ 222 </ 20 Jo (1) + @2V, |2 d
o)\ (J) oy SIS [T (@) + 7, | Vo, |* dp

+/ 2 (wn(@,) + KN, N)a?) do.
on (wn(@,) + W (N, N)a?) do

Aplicando o Lema 4.5.1:

Ak(J)/ pruy dp < —HQ/ wruy du+H/ ol (V, Awt) dps
B(2r) B(2r) B(2r)
—2/ 20, (V. NY (A, Vet d / 20, (V, (AW )1 d
B(QT)QOTUI < >< wr> /1’+ B(2T)90ru < ( Nw)> 1%

+ /B(%) U2|v90r’2 du + Qﬁz (ur <V> Vnw£> + haﬁ(N7 N)u?) do.

SNB(2r)

Integrando em relacao a V € U:
)\J/ 21,0124 <—H2/ 21412 d H/ 20t Awt) d
e) [, o, oIl < o P dp B(QT)%@ wh) dp
2/t (AML NN g / Vo.l2lwi2d
¥ [,y 8t () it [ Vi Pl i

* /(92ﬂB(27") iz <<w£’ Vnw£> +h* (N, N)‘OJ£’2) do,

A suposicao de que ¥ tem fronteira livre em €2 implica que w? e N formam uma
base ortogonal para o espaco tangente de 0€2. Além disso, o Lema 1.6.3 afirma que

(1.9, 448) = W0 ). Logo,
(wh, Vywh) + hPU(N, N)Jwi? = H#wk 2 < 0,

ja que ) é média convexo.
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Aplicando os mesmos argumentos a funcao v, := ¢,u,, obtemos

k() /B(%) prlwi? du < —H? /B(m 903|w3|2du+H/B(2r) o2 ((xwp)?, Ak )F) dps

[y 2 O sy it [ (Ve d

Somando essas duas ultimas desigualdades, encontramos
() [, et < —2m? [ )wr\wﬁ\ dut2 [ Ve Pleil du
B(2

B(QT)SO (< > <(*Wr)ﬁ,A(*wT) >) du

+/ ©; (<w , A%]wr) >+ <(*Wr)ﬁa (Ag\lf} *wr)ﬁ>) d'u

Por fim, observe que:
e Cada ¢, é uma fun¢do nao negativa com ¢, = 1 em B(r) e [V, | < ‘.
r
. <wﬂ,Aw£> + <(*wr)ﬁ, A(*w,)ﬁ> = H|w*?.

e w ser a combinagao linear das primeiras d(k) autoformas de Ag\l,] implica que

1 1 !
/2<wﬁ’ (AEV]w)ﬁ> dp = /E <(*w)”, (Al *w)ﬁ> dp < )\d(k)(AE\f])/E|wﬁ’2d“‘

Portanto,

1 c?
A\ J/ 21,512 d <——H2/ 21,512 d +7/ 42 g
k() B(Qr)sorlwr| p< =3 B@r)mm HE T oo |wi|* dp

iAW) [ Rl dp
B(2r)

Dividindo ambos os lados da desigualdade por [p,, ©2|wh|? dp # 0,

1

¢ wi?d
)\(J)<_§H2+>\d (AI])+ fB(Zr)‘ EF dp

7’2 fB 2r) QDT,‘(.U ’2 d:u

Assim como na prova do Teorema 4.3.1, podemos provar que vale o limite

c? fB(Zr) |W£|2 dp

"2 [pen P2|wf|? dp

Para finalizar a prova, basta observar que Ag(L) < A\gy1(J). O

- . . 1
Analogamente as segoes anteriores, a relagao entre os autovalores de J e A[T] (ou
AEV]) nos permitira estimar o indice inferiormente, considerando as 1-formas que cumprem

a condigao absoluta (ou relativa) na fronteira.
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Teorema 4.5.2. Seja QO um dominio média convezo ilimitado com fronteira ndo vazia em
R3. Seja X2 uma hipersuperficie CMC, completa ndo compacta, orientdvel, com fronteira
livre em €2.
(1)
1 1 .
Indy () > {6 (FX[TH <2H2> + dim HA(S) — 1>J ,
onde Fz[;] (%HQ) ¢ 0 nimero de autovalores positivos de A menor que sH? e Hi(Z) =
ker A[TH .
(11).
1/ 1 (1
Ind, (%) > {6 (dim H3.(%) — 1)J +T; <—2H ) ,

onde I'} (—%H2> ¢ o numero de autovalores negativos de L maiores que —%HQ.

Demonstragio. Parte (I). Considere o nimero
] = Lo
B := #{ autovalores de A}’ que sdo menores que §H )

Seja k o maior inteiro tal que d(k + 1) = 6k 4+ 1 < /3. Segue diretamente do Teorema 4.5.1
com as defini¢oes de 3 e k que
B—1 1 1 ,
Tndy(3) > k — {6 _ {6 (FZ[%] (2H2) + dim HA(S) — 1>J .
Parte (II). Seja k o maior inteiro tal que d(k + 1) = 6k + 1 < dim H+(¥). Entao

Me(L) < —;HZ.

Existem pelo menos k autovalores de L menores ou iguais a —%H 2. Finalmente, observe
que
L/,
k= LG (dlm HL(Y) — 1>J :

O

As técnicas usadas nas provas anteriores também se aplicam de forma analoga ao
caso em que uma hipersuperficie ¥ tem fronteira vazia. Finalizamos esta se¢do com o

seguinte resultado:

Teorema 4.5.3. Seja X2 uma hipersuperficie CMC, completa ndo compacta, orientdvel
em R3. Entdo:
(I). Para cada k € N:

M(L) < ~3 H? 4 Ay (A1),
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onde d(k +1) = 6k + 1 e Al ¢ o Laplaciano de Hodge restrito ao espago {w € Q'(X) :
o e IA(T)).
(I1).
1 1 .

Ind, () > {6 (sz <2H2) +dim H'(S) — 1>J ,
onde '} (%H2> € o nimero de autovalores positivos de A" menores que 1H? e H'(X) =
ker Al
(II1).

Ind,, (%) > F (dim H' (%) — 1)J +T; (—1H2)

L6 X 2m )

onde I'y (—%H2> ¢ o numero de autovalores negativos de L maiores que —%HQ.
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Capitulo 5
INDICE DE MORSE DE HIPERSUPERFICIES EM ESPACOS

PONDERADOS

Ao longo deste capitulo, serdo considerados os seguintes tipos de crescimento de

volume:

Definig¢ao 5.0.1. Sejam x € M e V(r) o volume da bola geodésica B(x,r) na métrica g.

Dizemos que (M, g) tem crescimento subexponencial se

InV(r) _o

lim sup
7—00

Dizemos que (M, g) tem crescimento de volume polinomial de grau no mdzimo k se

lim sup vir)

r—00 ’I"k

< oQ.

Dizemos que (M, g) tem crescimento de volume k-subpolinomial se

lim sup Vir)

T—00 Tk

=0.

Estas defini¢des nao dependem da escolha do ponto x € M. Note que se (M, g)
tem crescimento de volume polinomial de grau no maximo k, entao ela tem crescimento

de volume k’-subpolinomial para qualquer k' > k.

5.1 Resultados em superficies fechadas f-estaveis

Nesta secao classificaremos quais sao as possiveis superficies fechadas Js-estaveis
com curvatura média ponderada constante H, satisfazendo uma desigualdade integral.
Comecaremos fazendo alguns célculos simples que nos permitem reescrever J; de maneira

adequada.

Seja ¥ C M uma hipersuperficie orientavel e considere N um campo vetorial
normal unitario globalmente definido sobre . Denotaremos por A o operador de forma
associado a NV e por H a curvatura média de X; isto é, o trago de A. Também denotaremos

por K a curvatura Gaussiana de X e por Secty a curvatura seccional de M restrita a >.
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Sejam {E4, E»} um referencial ortonormal em X(X) e {a;;} os coeficientes de A

neste referencial. Aplicando a equacao de Gauss

K = Sects — g(A(X),Y)* + g(A(X), X)g(A(Y),Y),

obtemos

2 1 2 2 2 1 2 2

K — Secty, = aj1a99 — ajy = 5 (a1 + ax)” — Z Qi | = §(H — |A]%).
ij=1

Logo,

- H? AP

Sects = K — — + ——.

ects, 5 + 9

Além disso, sabemos que

g = Secty, + Ric(V, N).

Relembrando que So, = S+ 2Af — [Vf|*> e Hf = H + g(N, Vf), podemos reescrever o

potencial do operador de estabilidade da seguinte maneira:

S H? AP

|A\2+Ricf(N,N):E—K—i-?—FT—l—Hessf(N,N)
1 1= . H? |AP?
:§SOO—AM]£+§|V]£‘ —K—F?‘FT—FHGSSf(N,N)
1 = 1 —
= 55 — (Dnf — Hg(Vf.N) +Hess f(N.N)) + 5 (V> +9(VS.N)?)
2 2
—K+2+‘2+H€SSf<N,N)
~ls o K+ L (12 + AP + 12
= 58w = Axf = K+ 5 (VP + A + H})

A préxima proposicao melhora o interessante Teorema 2.1 de E.M. Fan em [34], que por
sua vez generalizou um resultado devido a Schoen e Yau. Este tltimo, enuncia que se
(M3, g) é orientada e tem curvatura escalar positiva, entdo nio existe superficie minima

imersa estavel compacta com género positivo.

Proposigao 5.1.1. Seja (M?,g,e~/du) uma variedade Riemanniana ponderada, e seja
Y. C M uma superficie fechada f-estdvel, com curvatura média ponderada H; constante e
satisfazendo

1
/ Soo 5|V i = 0. (5.30)
b

Entdo ¥ é homeomorfa a esfera S* ou ao toro plano T?. Além disso,

(a) Se vale a desigualdade estrita, entio ¥ é homeomorfa a S?;
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(b) Se 2 é homeomorfo a T?, entdo 3 € f-minima, totalmente geodésica e vale [s Soo +

IV du=0.

Demonstracio. A hipétese de Y ser f-estavel nos diz que o operador de estabilidade
L=A+3Sc—Asf+3|IVf?+ $H} + 5|A]> — K ¢é ndo negativo. Logo,

1 1 1 1
OS_/z“D' <A+2500_A2f+2|Vf12+2H]%+Q\AF—K> () dpy

1 1 1 1
— [ (250 — Anf + = |VfP + ~H? A2>2 < [ (196l + K
(58 = Bof + SIVIE + SHE+ SIAR) iy < [ (196 + Ke?) dpy

para toda ¢ € C=(X). Tomando ¢ = ef/? e aplicando o Teorema de Gauss-Bonnet junto

ao Teorema da Divergéncia, segue que

1 (DR T R o2 ;
[ (58 = Bsf + JIVHP + 51+ AR duy < [[[9()] diag + [ 5T dpg

1 1 1 1 1 2
:>/E2Soo—Agf+2|Vf|2+2H?+2|A|2du§/2‘26f/2-Vf‘ duf+/EKdﬂ
1 1 1 1
— [ 58— Asf+ IV + SHE 4+ S|APdp < [ K dp < 27x(D)
b b

1 Ly 1., 1,
— [ = VPP 4+ ZH2 4+ Z|ARdu < 27y (D).

A condigao 5.30 implica que o lado esquerdo da desigualdade é nao negativo, portanto, s6
pode ocorrer x(X) = 2 ou x(X) = 0. Sendo assim, > é homeomorfa, respectivamente, a
esfera S? ou ao toro plano T?. Em particular, a desigualdade estrita implica em x (%) = 2.

Além disso, x(X) = 0 86 ocorre quando [A]* =0, Hf =0 e [; S + 3|Vf?Pdu=0. O

Corolario 5.1.1. Seja (M3, g) uma variedade orientada e ¥ C M3 uma superficie CMC
imersa estdvel compacta. Se a curvatura escalar S de M satisfaz [, S'dp > 0, entao X tem

género um ou zero. Além disso, se o género de X é um, entdo X é totalmente geodésica e

Js, Sdu=0.

Observacao 5.1.1. Um caso particular interessante em que se aplica a Proposi¢io 5.1.1
é quando ocorre a desigualdade pontual S, + %|Vf|2 > 0. Neste caso, se X é homeomorfo

a T?, entio ¥ é f-minima, totalmente geodésica e Ss + 5|V > = 0.

5.2 Operadores com f-indice zero em superficies completas nao compactas

Dado um operador L sobre C§°(¥), definimos as duas seguintes formas quadraticas
associadas a L:

e Forma quadratica sem peso: Q(L)(¢,¢) := — [x Lo dpu.
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e Forma quadratica ponderada: Q;(L)(p, ) := — [s; oL duy.
Ambas definidas sobre C§°(X%).

Dado um operador do tipo Schrodinger Ly = Ay + W, onde W é uma funcao
localmente integravel, o intuito desta segao é associar o indice ponderado Qf(Ls) com
o indice sem peso Q(f/) de um operador L = A + W + Wy, onde a funcao Wy depende
da funcao peso f. A partir dessa associagao entre os indices, poderemos estudar como a
f-estabilidade de Ly sobre ¥ tem implica¢oes na topologia de ¥, através da estabilidade

do operador associado L.

Proposigao 5.2.1. Seja (3, g,e /du) uma variedade Riemanniana ponderada e W uma
fungdo localmente integravel em X. Entdo valem as duas sequintes relagoes:

(I): Ay + W ter f-indice zero implica que A+ W + (lAf - i|Vf|2) tem indice zero.
(II): Para cada 0 < e < 1, Ay +W ter f-indice zero implica que A+ (1 —e)W — 15|V f?

tem indice zero.

Demonstracio. (I): Dada qualquer ¢ € C§°(X), temos

V(- ef/?) = oVel 2 4 /20 = o112 (w + ‘§Vf) |
Suponha que o operador A + W tem f-indice zero. Tome a funcao teste e//2 - ¢ €
C§° (%), entao
0<— / (/2 @) - (Ap+ W) (2 - ) duy (5.31)
—/ IV (ef? - @) = WPel duy
= /E Vo + gVﬂQ — W dp

2
'
= /Z Vel +0g(Ve, VI) + VP = W dp.
Segue diretamente do Teorema da Divergéncia que

0= [ div(e* V) du= [ GAf+g(Ve,Vf) dp
) >
= /EsozAf+2sog(Vso,Vf) dp

:/Zgag(vso, Vf)dp = —;/Zsfﬁfdu- (5.32)
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Substituindo a igualdade 5.32 na desigualdade 5.31, temos

2
¥
LIVl + 0 9(Ve, V1) + SV 1 = Wi dp
2 2
= [Vl = Zaf+ E 92— Wi dp
by 2 4

1 1
= LIVl = (W + 5AF = JIVS1) ¢

Note que toda funcao suave com suporte compacto em Y pode ser escrita na

forma ¢ - e//? para alguma funcao ¢ com suporte compacto em ¥. Portanto, o operador

A+W + (%Af — %\Vﬂz) tem indice zero.
(IT):
Utilizando a técnica anterior e a Desigualdade de Cauchy com &, obtemos:
1
LIV ) = (1= ) (W = LIVI1) e dp
b 4e
_ _Por2 1 b 2> 2
= [V = 2Vrp = (=) (W= LIVIR) P duy
2 1
= [ Vel = gV, 95) + SIS = (1= &) (W = ZIVI1) & dug
> [ 196l eVl — LT s+ Zus - (o) (W - Lios) Pay
~ e 4e 4 4e
1 —e)p? 1
— 1 _ 2 (7 2 1 o < o 2) 2
L=Vl = =V = (L= 2) (W = V1) ¢ iy
= (1=2) [ Vel = Wedus > 0.

]

Observacao 5.2.1. A curvatura escalar de Perelman em (M,g,e 'du) é definida por
Soo = S+ 2Af — |V f|?2. Entdo a curvatura de Perelman S% restrita a superficie ¥ é dada
por S = Sx + 2Af — |V f]2. Note que 3Af — 3|V f|* = 1(5% — Sy).

Motivados pela Proposicao 5.2.1, para cada operador de Schrodinger Ly = Ay 4+ W,
associamos o operador L := A + W + (%Af — %|Vf|2) e a familia de operadores L, :=
A+ (1—e)W — 14;;|Vf|2, onde 0 < ¢ < 1. Com esta notacao, a Proposicao 5.2.1 afirma
que Q(L) (¢, ) = Qs(Ly) (¢ - /2,0 - el?) e Q(L:)(p - e /2,0 - e7172) > Qs(Ly) (0, ),
para qualquer funcao suave ¢ com suporte compacto em Y. Em particular, os indices de
Qf(Lys) e Q(L) sdo iguais, enquanto o indice de Q(L.) é menor ou igual que o indice de

Qs(Ly). A ideia principal desta segao é associar essas relacoes com os resultados obtidos
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por Bérard e Castillon em [14] para deduzir implicages topolégicas em (3, g) quando a

forma Qf(Ly) for nao negativa.

Teorema 5.2.2. [14] Seja (X, g) uma superficie Riemanniana completa nao compacta,
e seja W uma fungdo localmente integrdvel sobre 3, com W_ integrdvel. Assuma que o
operador A + W — aK € nao negativo sobre 3, e ocorre alguma das condigoes

(i) a€(3,00), ou

(1) a= 3, e (X, g) tem crescimento de volume subexponencial, ou

4a
1—4a-

1

1
(i17) a€(0,%), e (X,9) tem crescimento de volume kq-subpolinomial, com kq = 2 +
Entao,
(A) A superficie (3, g) tem topologia finita, e no mdzximo crescimento de volume quadrdtico.
Em particular, (2, g) € conformemente equivalente a uma superficie Riemanniana compacta
com finitos pontos removidos.

(B) A fungio W € integrdvel em (X, g), e

/ Wdp < 2ma x(2).
>

(C) Se [ Wdn = 2max(X), entao (X, g) tem crescimento de volume subquadrdtico, e
aK +W =0 em q.t.p. de X.

As préximas proposigoes resultam imediatamente de uma jungao dos resultados
na proposicao 5.2.1 e Teorema 5.2.2. Enunciaremos as versoes em que o operador Ly =
Aj + W — aK estard associado ao operador L = A + W + (%Af — i|Vf|2) —aK,
onde a é uma constante positiva. E importante ressaltar que também existem versoes
semelhantes quando associamos Ly = Ay + W — aK com a familia de operadores L. :=
A+(1—e)W —LE|Vf?—aK, onde 0 < e < 1. As devidas alteragdes nos enunciados sio

postas na proxima observacao.

Observagao 5.2.2. As sequndas versoes das sequintes proposicoes sao obtidas trocando-se

os termos W + sAf — 1|V fI? por (1 —e)W — LE|V 2.

Proposigao 5.2.3. Seja ¥ C (M3, g,e /du) uma superficie completa nio compacta, e
seja W uma fungdo localmente integrdvel em X, com (W + %Af — i|Vf|2)_ integravel
com respeito a dy. Assuma que o operador Ay +W —aK tem f-indice zero sobre ¥, e que
ocorre alguma das condigoes

(i) a€(3,00), ou



121

, e (2, g) tem crescimento de volume subexponencial, ou

4a

0, i), e (X, g) tem crescimento de volume ko-subpolinomial, com k, =2+ 1%

(A) A superficie (X, g) tem topologia finita e, no mdzimo, crescimento de volume quadrdtico.
Em particular, (3, g) é conformemente equivalente a uma superficie Riemanniana fechada
com um numero finito de pontos removidos.

(B) A fungio W + 1Af — 1|V f|* € integrdvel em (3, 9), e
1 1
/ W+ —Af — = |VfI*du < 2max ().
b 2 4
(C) If [sW + iAf — X VfPdp = 2max(8), entdo (3,g) tem crescimento de volume
subquadrdtico e W + %Af — i|Vf|2 —aK =0 em q.t.p. da superficie 2.
Como consequéncia da Proposicao 5.2.3, tomando W = K e a = 1, conseguimos

uma variacao do Teorema de Huber para superficies Riemannianas ponderadas.

Proposigdo 5.2.4. Seja ¥ C (M3, g,e~/du) uma superficie completa. Suponha que a
parte negativa (%K + iS§°>_ seja integravel em Y . Entado,

(1) (3, g) tem topologia finita e é conformemente equivalente a uma superficie Riemanniana
fechada com um nimero finito de pontos removidos.

) %K + iS%O é integravel e obtemos uma variacao da Desigualdade de Cohn-Vossen
1 1
/ SR+ SSXdp < 2m X ().
¥ 2 4

Demonstragio. A partir das identidades S = Sy + 2Af — |V f]? e Sy = 2K, segue que
K+1Af—1|Vf? =K + 155 O

Observacao 5.2.3. A parte (ii) da Proposi¢io 5.2.4 versio 2 (fazendo a troca dita na
Observagao 5.2.2) afirma que

2w 1
Kdp < " (S f/ V12 dp,
[ K i< X (®) + = [V dp
para cada 0 < e < 1.

Vale destacar o caso em que W_ = 0, onde temos o seguinte resultado:

Proposicao 5.2.5. Seja X C (M3, g,e/du) uma superficie completa nao compacta, e

seja q uma fungdo localmente integravel em > com q + %Af — i\VﬂQ > 0. Assuma que o
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operador Ay + q — aK tem f-indice zero sobre X, e ocorre alguma das condigoes
(i) a€(3,00), ou

(ii) a= %, e (3, g) tem crescimento de volume subexponencial, ou

4a
1—4a”

47
(i17) a€(0,1), e (X,9) tem crescimento de volume kq-subpolinomial, com kq = 2 +
Entao,
(A) A superficie (¥, g) tem, no mdximo, crescimento de volume quadrdtico e é conforme-

mente equivalente a C ou C* com métricas padrao.

(B) A fungio q+ SAf — %\Vf\z ¢ integravel em (X, g), e

1 1
SAf == |VfPdu <2 by
L+ 588 = IV du < 2max(®)

(C) Se ¥ é um cilindro, entao (X,g) tem no mdximo crescimento de volume linear e

g+ sAf—1|VfP=0.

O préximo resultado é devido a Da Silveira em [61] e também pode ser adaptado

para obter informacoes em variedades Riemannianas ponderadas.

Proposicao 5.2.6. [61] Seja (X, g) uma variedade Riemanniana completa nao compacta
conformemente equivalente a uma superficie Riemanniana compacta com finitos pontos
removidos e seja q : % — R uma fungdo continua sobre Y. Assuma que ¢ > 0. Entdo o

operador L = A + q ¢é positivo semi-definido em ¥ se, e somente se, ¢ = 0.

Proposicao 5.2.7. Seja ¥ wma superficie completa nao compacta de uma variedade
Riemanniana tridimensional ponderada (M3, g, e~fdu), conformemente equivalente a uma
superficie Riemanniana compacta com finitos pontos removidos. Seja q : ¥ — R uma
fungdo continua sobre ¥ tal que q + %Af — i|Vf|2 > 0. Entdo o operador Ly = Ay +¢q

tem f-indice zero se, e somente se, q + %Af — i|Vf|2 =0.

5.3 Operador de estabilidade

Nesta se¢ao obteremos um resultado de classificagao andlogo aos anteriores, sendo
aplicado ao operador de estabilidade. A préxima proposicao estende o Teorema 3.3 de
Espinar em [33], onde foi tomado ¢ = §. Lembramos que na subsecao 4.2 reescrevemos o

operador de estabilidade como

1 1
Jp= A+ 550 = Dnf = K+ o (VP + AP + Hj).
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Proposigdo 5.3.1. Seja ¥ C (M3, g,e~/du) uma superficie completa nio compacta f-
estdvel com curvatura média ponderada constante Hy, onde So + ¢|V f|? > 0 para algum
¢ € (0,3). Suponha que

(1) ce (O,%), ou

(i) c=13, e (3, g) tem crescimento de volume subexponencial, ou

4a
1—4a’

(iii) ce (3,3) e (5, 9) tem crescimento de volume k,-subpolinomial, com ke =2 +

_ 1 eo—1 _ 1
onde a = 3o, para algum g9 > 3 tal que ¢ < s < 3
Entao a superficie (X, g) tem, no mdzimo, crescimento de volume quadrdtico e é confor-

memente equivalente a C ou C* com métricas padrao.

Demonstragio. Seja W := $(Se + H} 4 |A|*) — K. Partindo da suposi¢ao de que X é
f-estdvel, a Proposigao 5.2.1 garante que o operador A — A f+ 1|V f|> =W é ndo negativo.
Uma aplicacao direta do Teorema da Divergéncia e da Desigualdade de Cauchy com ¢ nos

fornece
©° a
0< [IVeP + S5 = TR - Wity

2

= /Z Vol = 9g(Ve, V) - %IVfIQ - We?du
2
4

< [ 196 + 199l - [0V f1 = S| = Wi dp

1 — 2
< [avanver + S0 1w sp - wera

e—1
=(+2) [ |V 2—<W+ v 2) 2 4.
(Lte) LIVel = e VA7) 7 du
Logo, o operador
1 e—1
L.=A (W v 2)
€ + 1+€ + 45 ‘ f|
1 e—1 1
= A+ —— (So + H2+|A]? — |VfP - —K
+2+25( ad |)+45(1+5)| /l 1+e¢
1
=A K
+ 4 112
-1
é nao negativo, onde ¢, == ———— (Soo + Hi 4 AP + 8|Vf]2>. Nosso objetivo ¢ tornar
24 2¢ 2¢
¢- nao negativo, para isso basta que Sy + 6;|V fI? > 0. Esta condigao permitira a

2e
aplicagao da parte (A) na Proposigao 5.2.5 (versdo sem peso), que coincide com o Teorema

1.2 em [14].
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Caso (i): A hipdtese Sy, + ¢|V f|? > 0 para alguma constante ¢ < %, implica que existe

-1 1
g9 < 3, suficientemente préximo de 3, tal que ¢ < £ < —. Desse modo, a funcao
€0
1 g0 — 1
= (S HE4|AP V)
0 2+250< Ty AR = IV

¢é nao negativa e o operador Ly = A+ gy — ﬁ[( é nao negativo. O resultado do enunciado

1 1

segue aplicando a Proposigdo 5.2.5 com a = 7 T 1

Caso (ii): Supondo que Sy + 3|V f[> > 0, basta tomar ¢ = 3 e teremos o operador

1 1
Lo = A+ gy — 1K, onde a fun¢do ¢o = 3 <SOO + Hf + |A]? + 3|Vf|2> ¢ nao negativa.

Para obtermos o resultado desejado, aplicamos a Proposicao 5.2.5 com a = ﬁ =7

—_

Caso (7ii): A hipdtese S + |V f]? > 0 para alguma constante % <c< %, implica que
g0 — 1
280

1
existe g > 3 suficientemente grande, tal que ¢ < < 7 Entao o operador Ly = A +

g9 — 1
qo — 1+150K é nao negativo, onde a fungao qo = 5T 20 (Soo + Hi + AP + 0280|Vf|2>

¢ nao negativa. Concluimos o resultado do enunciado ao aplicar a Proposicao 5.2.5 com

_ 1 1
0<a=q5; <z O

Observagao 5.3.1. Com as hipdteses da Proposicio 5.5.1, seque diretamente da parte (B)
da Proposigcao 5.2.5, que para cada caso na demonstragio acima, temos [s qo dp < 2wa x(X);

ou seja,

1 60—1 1
Se+ H2+ AP+ =—— |V 2>d <92 )Y
/z2+250( FH AP+ S5V dp < 2m (5
-1
:>/SOO+HJ%+|A|2+502€ IV F|? dp < 47 x (D).
b 0

o —

1
IV fI? > 0.

Ressaltamos que em todos os casos, ocorre a desigualdade S, + 5
€o

Em particular, podemos concluir que:
€o

-1
IVfI? >k > 0, entdo ¥ tem
250

e Se X é homeomorfo ao plano complexo C e S, +
area finita.

e Se ¥ é homeomorfo ao cilindro C°®, entao ¥ é f-minima, totalmente geodésica e Sy, +

1
DR =0.

250



125
5.4 f-indice finito

O objetivo desta secao é estender alguns resultados obtidos na secao 5.2, que trata
de hipersuperficies f-estaveis, enfraquecendo a hipotese ao exigir apenas f-indice finito. O
primeiro passo é mostrar que todo operador com f-indice finito pode ser transformado em
um operador f-estavel somando uma funcao localmente integravel e com suporte compacto.

A prova feita por H. Alencar, G.S. Neto e D. Zhou pode ser encontrada em [2].

Proposigdo 5.4.1. [2] Seja (3, g,e/du) uma variedade Riemanniana ponderada e W
uma fungdao localmente integravel em X. O operador L = Ay + W tem f-indice finito se
e somente se existe uma fungdo localmente integravel P com suporte compacto tal que o

operador L + P = Ay + W + P € nao negativo.

A Proposicao 5.4.1 serda uma ferramenta 1til para estender os resultados das

Proposigoes 5.2.1 e 5.2.3 aos operadores com f-indice finito.

Proposigao 5.4.2. Seja (3, g,e /du) uma variedade Riemanniana ponderada e W uma

fungdo localmente integravel em X. Se o operador Ly :== Ay +W tem f-indice finito, entdo

L+ (%Af — i|Vf|2) =A+W+ (%Af - i|Vf|2> tem indice finito.

Demonstracao. A proposicao 5.4.1 garante a existéncia de uma funcao localmente integravel

P com suporte compacto em X tal que Ay + W + P é nao negativo. Por isso,

0<— [( ) (Ap+ W+ P 0) dy
—/|V (el/2. — (W + P)p*e! dyy
- /. IVsO+§Vf|2—(W+P)902du
2
= [ IVel +¢9(Ve. V1) + VI = (W + P)ed
p? ¥?
= [Vl = EA7 + SV = (W + P)e? dp
1 1
= LIVl = (W + 5AF = VSR + P) &P dp
1 1
—— [o-(a+WJar = VI +P) () dn

para todo ¢ € C5°(X). Como o operador A + W + 1A f — 1|V f|? + P é ndo negativo,
segue que A+ W + A f — 2|V f|? tem indice finito. O
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Proposigdo 5.4.3. Seja ¥ C (M3, g,e /du) uma superficie completa nio compacta, e
seja W uma fungdo localmente integrdavel em X, com (W + %Af — i[VfF)_ integravel
com respeito a du. Assuma que o operador Ay + W — aK tem f-indice finito sobre ¥, e
que ocorre alguma das condigoes

(i) a€(3,00), ou

(1) a= 3, e (X, g) tem crescimento de volume subexponencial, ou

4a
1—4a-

1
4

(i17) a€(0,%), e (X,9) tem crescimento de volume kq-subpolinomial, com k, = 2 +

Entao,

(A) A superficie (X, g) tem topologia finita e, no mdazimo, crescimento de volume quadrdtico.

B) A fungio W + LAf — LIV f|? é integrdvel em (3, g).
2 1

Demonstragdo. Basta aplicar a Proposicao 5.2.3 ao operador Ay +W 4 P —akK. A funcao
P ¢ localmente integravel com suporte compacto em ¥, isso implica que a integral [y, P du

é finita. Logo,
1 1 9
/2W+ §Af — Z]Vf\ dp < 2max (%) _/2de < +00.

]

Finalizaremos esta se¢ao com uma versao ponderada do bem conhecido Teorema

de Fischer-Colbrie em [36]:

Proposicao 5.4.4. Seja X2 uma superficie completa nao compacta com f-indice finito e cur-
vatura média ponderada constante Hy da variedade Riemanniana ponderada (M3, g, e~ du),
onde Sy + ﬂVf\Q > 0. Entao a superficie (3, g) tem topologia finita, e no mdximo cres-
cimento de volume quadratico. Em particular, (3, g) é conformemente equivalente a una

superficie Riemanniana compacta com finitos pontos removidos.

Demonstragio. Aplicando a Proposicao 5.4.1 e seguindo as ideias no inicio da demonstracao

da Proposicao 5.3.1, obtemos para cada € > 0, que o operador

L.=A+q. — K
: T 1+e¢
4o - 1 2 2, €1 2 : 5
é ndo negativo, onde ¢. 1= —— | Seo + Hf + |A]* + |IVf|?+ 2P ) e P ¢ uma funcao
2+ 2 2e )
6 J—
localmente integravel com suporte compacto em . Fixado um € < 3 tal que > —. a

47
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hipdtese S + i |V f|? > 0 implica que a parte negativa de ¢. é integravel. Concluimos

1

aplicando a Proposi¢ao 5.2.3 com a = 17 > i.

5.5 Primeiro autovalor do operador de estabilidade

Nesta secao, técnicas semelhantes as aplicadas nas segoes anteriores serao usadas
para classificar superficies com H; constante cujo primeiro autovalor do operador de

estabilidade é maior que uma constante apropriada.

Seja ¥ C (M, g, e~/dp) uma superficie f-minima. E bem conhecido que o primeiro
autovalor do operador de estabilidade J; := A+ (Ricy(N, N)+|A|?) é dado pelo quociente
de Rayleigh

Mo e dmedredny o SVl = Ric (N N) + [AP) dpsy
peCr® [y prduy peCi(x) Js @ duy

e Superficies fechadas:

Proposigdo 5.5.1. Seja X C (M3, g,e~/du) uma superficie fechada com curvatura média

ponderada constante Hy¢. Suponha que a constante

1

*= o

1
/soo+ IV fdp
by 2

¢ nao negativa. Se o primeiro autovalor do operador de estabilidade satisfaz N\ > —9,
entdo Y € homeomorfa a esfera S* ou ao toro plano T? . Além disso,
(a) Se a desigualdade estrita vale, entdo ¥ é homeomorfa a S?;

(b) Se 3 é homeomorfo a T?, entdo X é f-minimal, totalmente geodésica e Ay = —9.

Demonstracao. Segue diretamente do quociente de Rayleigh que
1 1 2 1 2 1 2
OS_\/ESD'<A+2SOO_AZJC+2|VJC| +§Hf+§|14| —K"')‘l) (@)dﬂf
1 1 1 1
S5 = Bsf VP4 SHE 4 AR+ M) @ duy < [ (Ve + K¢?) d
— [ (55 = Bsf + SIVIR+ JHF 4 SIAP 4 ) Py < [ (IVel + K¢) duy

para todo ¢ € C®(X). Tomando ¢ = e//? e seguindo os mesmos passos da prova da

Proposicao 5.1.1, obtemos

1 Ly 1o, 1,
S+ = SHE 4 SIAR + Adp < [ Ky < 2m(5).
[ 55 GIVIP + G HF 4+ SIAP + Ny < [ Kdp < 2mx(9)
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A hipétese que A\; > —¢ implica que
1 1 9
/ =Seo + =|VfI*+ A dp > 0.
x 2 4

Portanto, apenas x(X) = 2 ou x(X) = 0 podem ocorrer. Em particular, a desigualdade
estrita implica x(X) = 2. Além disso, x(X) = 0 s6 é possivel quando |A]* =0, Hf =0 e
Js 250 4+ 1V 2+ A dp = 0, ou seja, A = —6. O

Observagao 5.5.1. Quando hd uma desigualdade pontual do tipo %Soo + i\VﬂQ >cem
(M, g,e~7du), podemos escolher § = ¢ na Proposicio 5.5.1. O préximo coroldrio é uma

consequéncia direta dessa observacao.

Corolério 5.5.1. Seja (M3, g) uma variedade orientada e ¥* C M? uma superficie CMC
imersa fechada. Suponha que a curvatura escalar S de M satisfaca S > 2c¢, para alguma
constante positiva c. Se \y > —c, entdo ¥ tem género um ou zero. Além disso, se o género

de 3 é um, entao X é totalmente geodésica e A\ = —c.

e Superficies Completas nao compactas:

Proposigdo 5.5.2. Seja X C (M3, g,e~/du) uma superficie completa ndo compacta com
curvatura média ponderada constante Hy, tal que %SOO — %Af + i|Vf|2 > 0, para alguma
constante 6 € R.

(A) Se o primeiro autovalor de J; satisfaz \y > —4, entao:

(A.1) A superficie (X, g) tem no mdzimo crescimento de volume quadrdtico e é conforme-

mente equivalente a C ou C* com as métricas padrao.

(A.2) A fungio 5 (\A[Q + H]%) + 3500 — 3Af + 3|V 12+ A\ € integravel em (3, g), e
/ L (1A|2 +H2) +ie 1Af+ 1|ny2 + M dp < 27 x(D)
5 2 1777 2 4 = '

(A.3) Se ¥ é um cilindro, entdo (X, g) tem no mdximo crescimento de volume linear, é
f-minima, totalmente geodésica e —%SOO + %Af — i|Vf|2 =\

(A.4) Se existe ¢ > 0 tal que \y > —0 + ¢, entdo ¥ € conformemente equivalente a C e
tem drea finita.

(B) Se o primeiro autovalor de Jy satisfaz \y < —0 e ¥ tem drea finita, entdo:

(B.1) A superficie (3, g) tem topologia finita e, no mdzimo, crescimento de volume qua-

dratico.
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(B.2) A fungio 1 (\AP + H]%) + 2500 — SAS + 1V IR+ A € integrdvel em (3, g), €
/ L (yA\2 +H2) e 1Af+ 1|ny2 + A dp < 2wy (%)
o) 17T gme g 4 = '

(B.3) Se [ % <|A|2 + H?) + 150 — SAS + 3 VF2 + Mdp = 2nx(E), entdo (3,g) tem
crescimento de volume subquadrdtico e (|A|2 + H?) + 2500 — A+ LVPP+ M K =0
em q.t.p. da superficie .

Em ambos os casos (A) e (B), temos
/ |A]? dp < oo.
s

Demonstragio. Tendo em vista que o operador J; + A\ = Ay + %SOO - Af — K +
3 (]VfP + A2 + HJ%) + A1 tem f-indice zero, concluimos a partir da Proposigao 5.2.1 que

o operador

| | 1 1
A+§(|A| +Hf)+§Soo—§Af+Z|Vf| +M-K

tem indice zero.

(A): A desigualdade —\; <6 < 15, — LAf + 1|V f|? ¢ satisfeita. Logo, (A.1) e
(A.2) seguem diretamente da Proposigao 5.2.5 com a hip6tese %SOO — %Af+ i IVFfI>+X > 0.

Observe que (A.3) e (A.4) sao consequéncias da desigualdade em (A.2).
(B): Assumindo que ¥ tem uma area finita, a fun¢ao (§ + A;)_ é integrével e
(1 (JAP + H2) + S50 — SAf + 1[Tf[2+ X ) <6+ N)
2 AR 4 Vo= Y

Como o lado esquerdo da desigualdade é integravel, o resultado desejado é obtido pela

Proposicao 5.2.3. 0

5.6 Estabilidade de solitons em produtos warped

Considere M? = I x P? onde (P, gp) é uma variedade Riemanniana compacta
bidimensional e I = (ty,+00), com t3 > 0. A métrica warped em M é definida como
g = dt* + h*(t) w5 (gp), onde mp é a projecio no fator P e h: I — R, é uma fungio suave

fixada. O produto warped (M, g) é frequentemente denotado por I x; P.

Defini¢ao 5.6.1. Uma imersdo isométrica 1 : X* — M? é um soliton para o fluzo da

curvatura média em relagio ao campo vetorial X € X(M) se

c-g(X,N)=H
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em X3, para alguma constante c.

Um fato bem conhecido sobre produtos warped I x;, P é a existéncia de um
campo vetorial conforme fechado X = h(t) - 9;, onde o fator de conformidade é dado por

W(m(z)) = B (t). Entdao, Vy X = W/ (t)Y para todo Y € X(M).

No restante da secdo consideraremos o produto warped ponderado (M, g,e~/du),

onde M =1 x P?, g =dt?> + h*(t) m5(gp) e a funcao peso satisfaz Vf = X = h(t) - 9,.

Fixado o valor ¢ = —1, os sélitons para o fluxo de curvatura média no produto
warped I X, P, em relacao ao campo conforme X, tém a curvatura média ponderada H
dada por

H;=H+g(N,Vf)=—g(X,N)+g(N,X)=0.

Os solitons em (M, g) = I x;, P sao caracterizados como superficies f-minimas no produto
warped ponderado (M, g,e~/dp). Assim, faz sentido estudar a estabilidade desses sélitons.

Nosso objetivo é classificar quais solitons podem ser estaveis.

Um célculo direto nos fornece que:
o Af =div(Vf) = div(h(t) &) = 31 9(Ve,h(t) Dp e0) = 33, g(W (1) €5, €5) = 31/ ().
S =S+ 2Af —|Vf|?=S5+6h'(t) — h3(t).
oV f =h(t)o} = h(t)(0; — g(d;, N)N) = h(t) 9, + HN.
o|VfI?=|X?+2Hg(X,N) + H?> = h2(t) — H>.
o Af =div(h(t) 0, + HN) = 21/ (t) — H?.

Agora, estamos prontos para aplicar as proposicoes das se¢oes anteriores.

Proposicao 5.6.1. Seja X2 uma superficie fechada, f-estdvel, f-minima no produto warped

ponderado (M3, g,e~/du) satisfazendo

/ZS + 6h(t) — ;h?(t) - ;H2 dp > 0.
Entdo X é homeomorfo a esfera S* ou ao toro plano T?. Além disso,
(a) Se a desigualdade estrita vale, entio ¥ é homeomorfo a S*;
(b) Se ¥ é homeomorfo a T?, entio X € totalmente geodésico e [z S+ 6h'(t) — Sh*(t) —
%HQ dp =0,

Demonstragdo. Basta observar que Su + 3|V f[> = S+ 6k/(t) — 1h?%(t) — 1H? e aplicar a

Proposicao 5.1.1. O
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Proposicao 5.6.2. Seja X uma superficie completa nao compacta, f-estdvel, f-minima
no produto warped ponderado (M?3,g,e~/du), tal que (%S + 21 (t) — 3h3(t) — %HQ)_ é
integravel em Y. Entao:

(A) A superficie (¥, g) tem topologia finita e, no mdzimo, crescimento de volume quadrdtico.
(B) A fungio 35 + 21 (t) — 3h*(t) — SH? + S| A|* € integrdvel em (3, g), e

1 1 3 1
— 20 (1) — —h2(t) — “H? + = |A|* dp < 2 ).
58 +20 (1) = $h0) = TH* + S|AP dp < 27 x(2)

(C) Se [s, 35 +2N (t) — 1h*(t) — SH?*+ 5| A]* du = 27 (), entdo (3, g) tem crescimento de
volume subquadrdtico e S+ 21/ (t) — Th*(t) — 3H?+ 3 |A]> = K = 0 em q.t.p. da superficie
2.

Demonstracao. Ressaltamos que o operador de estabilidade no produto warped ponderado

(M3, g,eFdu) é dado por
1
Jp=Ar 435S+ [AP +|[VfIP) —Af - K.

Pela Proposicao 5.2.1, a f-estabilidade de ¥ implica que o seguinte operador é nao negativo

em X:

1 1
J:A+§(Soo+|A\2—Af)+Z|Vf|2—K. (5.33)

1
Sp2 5|A]2 - K.

1 1
= A+ 55 + 2R/ (t) — —h3(t) — 1

4

Portanto, basta aplicar a Proposi¢ao 5.2.3 com W = 3(Sa+|APP+|Vf[*)—Afca=1. O

A préoxima proposigdo é uma consequéncia da Proposi¢ao 5.2.7.

Proposicao 5.6.3. Seja ¥ uma superficie completa nao compacta no produto warped
ponderado (M3, g, e~/ du), sendo conformemente equivalente a uma superficie Riemanniana
compacta com finitos pontos removidos. Seja q : ¥ — R uma funcao continua em ¥ tal que
q > th*(t) — I'(t) + 1 H?. Entdo o operador Ly = Ay + q tem f-indice zero se e somente
se q = ;h*(t) — W' (t) + T H>.

Quando o séliton ¥ tem f-indice finito, podemos aplicar a Proposi¢ao 5.4.3 no

operador de estabilidade ponderado e obter o seguinte resultado:

Proposicao 5.6.4. Seja X uma superficie f-minima completa nao compacta com f-indice

finito no produto warped ponderado (M3, g,e~'du), tal que (%S + 21/ (t) — ihQ(t) — %Hz)i
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¢ integrdavel em 3.
Entao,
(A) A superficie (X, g) tem topologia finita e, no mdazimo, crescimento de volume quadrdtico.

(B) A fungio 1S + 2K/ (t) — $h*(t) — SH? + |A|? € integrdvel em (X, g).

Nas préximas proposicoes, A; denotara o primeiro autovalor do operador de estabi-

lidade J; = Ay + L(Sw + A2+ |Vf2) — Af — K.

Proposicao 5.6.5. Seja ¥ uma superficie fechada f-minima no produto warped ponderado

(M3, g,e~Tdu). Suponha que a constante

1

TS|

¢ nao negativa. Se o primeiro autovalor do operador de estabilidade satisfaz N\ > —9,
entdo Y é homeomorfa a esfera S* ou ao toro plano T?. Além disso,
(a) Se ocorrer a desigualdade estrita, entao ¥ é homeomorfa a S?;

(b) Se X é homeomorfa a T?, entdo X € totalmente geodésica e Ay = —0.

Demonstragdo. Basta observar que Ss, + 5|V f[> = S+ 61/(t) — 1h*(t) — JH? e repetir a

prova da Proposicao 5.5.1. O

Proposicao 5.6.6. Seja X uma superficie f-minima completa nao compacta no produto
warped ponderado (M3, g,e~Fdu), tal que 35 + 21/ (t) — Th*(t) — 3H? > 6, para algum
)eR.
(A) Se o primeiro autovalor de J; satisfaz \y > —9, entao:
(A.1) A superficie (2, g) tem no mdximo crescimento de volume quadrdtico e é conforme-
mente equivalente a C ou C* com as métricas padrdo .
(A.2) A fungio 58 + 21/ (t) — $h*(t) — 3H? 4+ 5| A]> + Xy € integrdvel em (3,g), e

[ 582 (1) = 1(0) ~ SH 4 S|AP + Ay dp < 2m x(5).

5 2 4 4 2

(A.3) Se ¥ é um cilindro, entdo (X, g) tem no mdximo crescimento de volume linear, é
totalmente geodésica e 1S + 21/ (t) — 1h*(t) — 2H? = A,.
(A.4) Se existir € > 0 tal que \y > —0 + €, entdo ¥ é conformemente equivalente a C e
tem drea finita.

(B) Se o primeiro autovalor de Jy satisfaz \y < —0 e ¥ tem drea finita, entdo:
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B.1) A superficie (3, g) tem topologia finita e, no mdximo, crescimento de volume qua-
( p g polog ; : q
drdtico.
B.2) A funcdo 1S +2h'(t) — 1h%(t) — SH? + L|A|]2 + \| € integrdvel em (3, q), e

2 1 1 2

1 1 3 1
- Q0 () — Zh2(t) — ZH? + = |A|? <2 v(D).
é25+lMﬂ () = TH? + S|AP + M dp < 2w x(2)

(B.3) Se [s,35 + 20 (t) — 1h2(t) — SH? + J|A]? + M dp = 27x(8), entdo (Z,9) tem
crescimento de volume subquadrdtico e S + 20 (t) — 1h*(t) + $H* + LA+ M — K =0
em q.t.p. da superficie .

Em ambos os casos (A) e (B), temos
/ |A]? dp < oo.
>

Demonstragio. Note que $S. — sAf + 3|V f|? = 15 + 21/(t) — 1h*(t) + 1 H? e repita a

prova da Proposi¢ao 5.5.2. O

Exemplo 5.6.1. Considere o espaco do produto M3 = I x P? com a métrica padrio g.
A fungao warped é h(t) = 1 enquanto a fungio peso é f(x) = w;(x) =t. Além disso, a
curvatura escalar S de (M, g) é igual a curvatura escalar Sp da base (P?, gp). Com esta
configuragdo, os resultados desta secao podem ser aplicados diretamente. Para simplificar

os enunciados, usaremos a desigualdade
H= —g(@t,N) — H2 < 1.
Os coroldarios mais interessantes serao listados abaizo.

Corolario 5.6.1. (da Proposi¢io 5.6.2): Seja 3 um séliton completo nao compacto f-

estdvel em (M3, g,e~/du), tal que (%S — 1)_ ¢ integrdavel em . Entao,

(A) A superficie (3, g) tem topologia finita e, no mdzimo, crescimento de volume quadrdtico.
(B)Js 5Sp — 1+ 3| AP du < 27 x(%).

(C) Se J53Sp — 1 — 3H? + 1| AP dp = 27 x(2), entdo (2, g) tem crescimento de volume

subquadrdtico e %Sp — % — %HZ + %|A[2 — K =0 em q.t.p. da superficie 3.

Corolario 5.6.2. (da Proposi¢io 5.6.3): Seja ¥ um séliton completo ndo compacto em
(M3, g,e~7du), sendo conformemente equivalente a uma superficie Riemanniana compacta
com finitos pontos removidos. Seja q : X — R uma funcdo continua em X tal que
q > %—I— in . Entdo, o operador Ly = Ay + q tem f-indice zero se e somente se

q¢=73+
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Corolario 5.6.3. (da Proposi¢io 5.6.4): Seja ¥ um soliton completo nao compacto com
f-indice finito em (M3, g,e~du), tal que (%Sp - 1)_ ¢ integrdvel em X. Entdo,
(A) A superficie (X, g) tem topologia finita e, no mdazimo, crescimento de volume quadrdtico.

(B)fs, 3Sp — 1+ 2| AP dp < +o00.

Para simplificar o enunciado, no proximo corolario lidaremos com o espago homo-

géneo M; = R x S

Corolario 5.6.4. (da Proposi¢io 5.6.6): Seja X2 wm séliton completo nao compacto em
M.

(A) Se o primeiro autovalor de Jy satisfaz \y > 0, entdo:

(A.1) A superficie (2, g) tem no mdzimo crescimento de volume quadrdtico e é conforme-
mente equivalente a C ou C* com as métricas padrdo.

(A.2) A fungao %\AP + A1 € integrdvel em (2, 9), e
Lo
/25\14! + A dp < 21 x(%).

(A.83) Se ¥ é um cilindro, entdo (X, g) tem no mdzimo crescimento de volume linear, é
totalmente geodésica e \y = —%.

(A.4) Se Ay > 0, entao 3 é conformemente equivalente a C e tem drea finita.

(B) Se o primeiro autovalor de Jy satisfaz \y < 0 e ¥ tem drea finita, entdo:

(B.1) A superficie (3, g) tem topologia finita e, no mdzimo, crescimento de volume qua-
drdtico.

(B.2) A fungdio %\AP + A1 € integrdvel em (2, 9), e
Lo
/E§\Ay O\ dp < 27 (D).

(B.3) Se 53 —3H? 4+ $|AP> + A\ dp = 27 x(X), entdo (3, g) tem crescimento de volume
subquadrdtico e 3 — 3H?* 4+ $|A]> + X\ — K =0 em ¢.t.p. da superficie 2.

Em ambos os casos (A) e (B), temos

/ A2 dy < oo.
by
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Capitulo 6
ESTIMATIVAS DE CRESCIMENTO, DENSIDADE E ESTABILIDADE

EM PRODUTOS WARPED

6.1 Resultados de monotonicidade

Considere um produto do tipo M"™ = I x P", onde (P,gp) é uma variedade
Riemanniana compacta n-dimensional e I = [ty, +00) com ty > 0. Dizemos que (M, g) é
um produto warped quando M é dotado com uma métrica warped g = dt* + h*(t)7h(gp),
onde mp é a projecio em P e h: I — Ry é uma fungdo suave. O produto warped (M, g) é

frequentemente denotado por I xj P.

E bem conhecido que o campo X = h(t) 0y é um campo conforme fechado e vale
V.X = fv para todo v € X(M), onde o fator de conformidade é dado por f(z) :=
B (mr(x)) = R(1).
Ao longo da secao, consideraremos que h(ty) # 0 e fizaremos as notagoes B, = {(t,x) €
M :ty <t <p}eX,=3%NB, Dizemos que uma hipersuperficie ¥ é propriamente

mergulhada em (M, g) quando a fronteira 0% coincide com ¥ N OM.

Nosso primeiro objetivo serd estudar condigoes nas quais a fungao ¢ : [tg,00) — R

definida por
1
e(p) = o) /Epf(t) dp

seja monotona nao decrescente.

Proposicao 6.1.1. Se X é uma hipersuperficie propriamente mergulhada em (M, g) =

I x;, P, entdo

h(p)"

/zpf(t)d“:/zp< o )h(t)Hg(&sJ\f)du+/Z Zf(”yaﬁf]du (6.34)

— h(tp) (h(to)” - h(p)”) /az g(0,,v)do.

Onde 0, e 0 denotam, respectivamente, as componentes tangente e normal de 0; em

relagio a X(X) ev é o campo conormal a X(0%) com respeito a X(X).

Demonstragio. Primeiro, observe que V,X = f(t)v, para todo v € X(M), implica em



136

divs X = nf(t). Desta forma,

divs, = h(t)" dive X + g(Vh(t)™, X)

X
h(t)"
= h(t) "nf(t) — nh(t) "W (t)g(Vt, X)
= nh(t)™" f(t) — nh(t) " f(t)9(0; , )
= nh(t) " f(H)g(O, ).

Em seguida, fixado algum v € (¢o, p), definimos o seguinte campo vetorial sobre X:

1 1
<h(17)" — h({))n) X(z) sety<t=m(x)<n,
0 se t =m(z) > p.

Segue diretamente da definicdo acima que

) 1 1 1
fodivs W du = (hm" - h(pw) L niOdi =g [ ni®ds

nf(t) 1
+/2p_2’y h(t)n‘at |§d/JJ

1 1
= 3T i O g [ nf(t)du

nf(t) 10
+ /E oy T

Uma vez que divg(W) = divg(W ') — Hg(W, N), o Teorema da Divergéncia nos permite
concluir que
1 1
W, ) d :—7/ t)d / t)d 6.35
LoV Ty do =~ [ onf@duct o [ nf@dn (63)

nf(t) ..
+/E,,zw h(t)n|at |§d#+/EHg(W, N)dp.

Observando novamente a definicdo do campo W, o lado esquerdo e o tdltimo termo do lado

direito na equagao acima assumem, respectivamente, as formas

./az g(WT, v)do = h(ty) (h(i)” — h(,lo)"> /62 g(0, ,v) do.
1 1
o [ Hg(W.N)dyu = T /. HY(XN)dp = /. Hg(X.N) dy
+ h(t)™"Hg(X,N)dpu.

Sp—%,
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Substituindo em 6.35:

h(to) (h(fly)n - h(;)") /82 g(atTa V) do = _h(i)" /E nf(t) + h(t)Hg(at, N) du
1
+ h(7)" /Zv nf(t) + h(t)Hg(0:, N)du
- /zpm Z{t()tg 0715 + h() ™" Hg(0, N) de

Fazendo v — ty, obtemos

h(p)n/Z f(t)dp = —h(lp)n/zph(t)ﬂg(at,fv) dﬂ+/2p Z{t(;zmﬁz+h(t)‘"+1Hg(8t,N) dp

P

~ h(ty) (h(tlo)n = h(;)n> Azg(af,u) do,

que ¢ o resultado desejado.

]

Observagao 6.1.1. Suponha que ¥ é uma hipersuperficie (sem fronteira) mergulhada em
(M, g) = (to,00) x5 P, onde ¥ estd situada fora de B. para algum e > ty. Sequindo a

prova da Proposicao 6.1.1 obtém-se

it b 10 = [, (i~ ) H0Hs0 20

Segue diretamente da equagdo 6.34 que h(t) ser mondtona, Hg(0,, N) > 0 em X e

nf(t) 12
Bt |0; |g dp. (6.36)

g(0,,v) <0 sobre O implicam que ©(p) tem o mesmo tipo de monotonicidade que h(t).

De fato, temos o0s coroldrios:

Corolario 6.1.1. Seja (M, g) = I x;, P um produto warped cuja fungao warped h(t) é
ndo decrescente. Se ¥ é uma hipersuperficie propriamente merqulhada em (M, g) tal que
Hg(0;,N) > 0 em ¥ e g(8],v) < 0 sobre 0%, entdo a fungio o(p) é mondtona ndo

decrescente.

Corolario 6.1.2. Seja (M, g) = I x;, P um produto warped cuja fungao warped h(t) é
ndo crescente. Se ¥ é uma hipersuperficie propriamente mergulhada em (M, g) tal que
Hg(0;,N) > 0 em ¥ e g(8),v) < 0 sobre 0%, entdo a funcio o(p) é mondtona ndo

crescente.
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Observacao 6.1.2. Nos coroldrios acima, a unica hipotese imposta ao ambiente I xj P
¢ que a fungao warped h(t) seja mondtona. Ao longo desta se¢ao, nos referiremos a esta

hipotese como "condicao de monotonicidade”.

Observacao 6.1.3. Considere a variedade M = I x P™ com a métrica conforme g =
Y(t)2(dt? + p(t)*db?). Ao fazermos a mudanga de pardmetro s = F(t) = [ ¥(y)dy, esta
métrica assume a forma g = ds* + [ (t)p(t)]*d6>.

A hipétese de () ser positiva implica que s(t) e t(s) = F~Y(s) sdo crescentes, pois
F'(t) = 4(t) > 0 e (F1)(s) = 545 > 0.

Se (t) e p(t) sdo nao decrescentes, entdo h(s) =¥ (t(s)) p(t(s)) € nao decrescente e vale

a condi¢ao de monotonicidade definida na Observacao 6.1.2.

Observagao 6.1.4. Ocorre g(0y,v) = 0 se, e somente se, ¥ = OM.

6.1.1 Exemplos

Nesta subsecdao serao introduzidas classes de hipersuperficies nas quais poderemos

aplicar os coroldrios 6.1.1 e 6.1.2.

Defini¢ao 6.1.1. Dizemos que uma hipersuperficie 3 propriamente mergulhada em (M, g)
tem fromteira capilar quando Y intersecta OM formando dangulos constantes; isto é€;
g(0y, N) € constante sobre 0X. Em particular, ¥ é dita ter fronteira livre em (M, g) se

g((?t, N) =0.

Note que a definicio de fronteira capilar dada acima equivale a dizer que g(d,,v) é
constante sobre 0%, enquanto ter fronteira livre equivale a g(d,',v) = —1. Logo, ambas as

definigoes descrevem maneiras de X intersectar OM satisfazendo a condigio g(d, ,v) < 0.
Definicao 6.1.2. Seja I' uma hipersuperficie fechada em P. O cone com base em I' é a

hipersuperficie de (M, g) = I xp, P dada por Cr ={(t,p)e M :tel epel}.

Em todos os pontos de um cone Cr, temos g(0y, N) = 0. Em particular, todo cone

tem fronteira livre e seque de 6.34 que

hto) {1 1
#lo) == (h(tow - h<p>n> 0%

Agora, considere M = I x P munida com a métrica g = (t)dt* + ¢(t)*> m5(gp),

onde as fungoes ¥(t) e ¢(t) sao positivas e ¢(t) € nao decrescente. Podemos definir uma
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fungao continua F : [tg,00) — R como sendo a iunica solugao da EDO F'(t) = /1 (t) com
a condigao inicial F(ty) = 0. Ao fazermos a mudanga s = F(t), a métrica g € reescrita sob

a forma warped ds* + ¢* o h(s) mh(gp), onde h : [0,00) — [to, 00) denota a inversa de F.

Neste modelo, a fungao warped ¢ o h(s) é ndao decrescente, pois h'(s) = ¢ positivo.

1
¥(t)
Desse modo, o ambiente (M, g) satisfaz a "condi¢io de monotonicidade’. Logo, a fungdo
o(p) = ﬁfzp f(t)du serd mondtona nao decrescente quando Hg(0y, N) > 0 em ¥ e

g(d,v) <0 sobre 0.

Diante da vasta familia de produtos warped satisfazendo a "condicao de monotonici-
dade’, destacaremos os espacos que descrevem modelos fisicos para o exterior ao horizonte
de eventos em um buraco negro com massa ADM igual a m, satisfazendo as equacoes de

campo escritas por Finstein. Sequem alguns exemplos onde ocorre o que discutimos acima:

e deSitter Schwarzschild: M = (t,t) x S"™! com (t,1) = {t > 0: 1—mt* " — xt* > 0}

e
1

T 12 — k2

g dt* + t2do>.

o Schwarzschild: M = (ty,00) x S"™1 com ty = miss e

= dt* + t?d6>.
g 1 —mi?zn +

o Anti-deSitter Schwarzschild: M = (ty,00) xS"™ !, onde ty ¢ a tinica solugdo positiva

de 1+ 12 —mtZ™ =0, com a métrica

1
= dt® + t2d6?.
I=1 et *

e Reissner-Nordstrom: M = (ty,00) x S*™1, onde ty é a maior entre as duas solugdes

de 1 —mti™ + ¢*t5* =0 com m > 2q > 0 constantes, e a métrica

1
1 — 2 4 gt

g dt* + t2d6>.

Em todos os modelos definidos acima, a fronteira OM = {to} x S"~! é chamada

horizonte de eventos. Além disso, a fung¢ao potencial estdtico satisfaz f(to) = 0.

6.1.2 Solitons

Defini¢ao 6.1.3. Uma imersdio isométrica v : X" — M™ ™ é um soliton para o fluzo da

curvatura média com respeito a X € X(M) se

c-g(X,N)=H
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ao longo de v, para alguma constante c, que denotaremos por constante soliton.

No produto warped (M, g) = I X, P € natural estudarmos os solitons para o fluro
da curvatura média com respeito ao campo conforme fechado X = h(t) d;. Outro caso
interessante sio os chamados translations solitons, quando se toma o campo paralelo
X =0,.

Considere a fungdo soliton ((t) := nf(t) + ch?(t) introduzida por Alias, Lira e Rigoli
em [}]. Esta fungao desempenha um papel importante no desenvolvimento do Principio
do Mdximo Fraco em solitons. Uma bela aplicacao em que aparece a fungdo soliton € o
fato que uma folha P; = {s} x P é um soliton com respeito a X = h(t) 9y tendo constante

soliton igual a c se, e somente se,
C(s) = nf(s) + ch*(s) = 0.

Segue diretamente da equacao 6.34 com a definicdo 6.1.3 que a funcao
_ ¢(t) _ ch?(t) 12
mp(p) - /Ep (h(t)n h(p)n |at |gdu
1 1
— h(to) (h(to)” - h(p)”) /azg(atT’ v)do

¢ mondtona nao decrescente sempre que ¢ > 0 e g(9,,v) <0 sobre 9.

e Um exemplo interessante onde se aplica a formula acima sdo os Self-expanders (solitons
com respeito ao campo X = t9; e ¢ > 0) no espago euclidiano menos a bola unitdria
R™"™ — B(1) = [1,00) x; S". Neste caso, temos a sequinte estimativa para o crescimento

de volume:

12 ct? 1
e e L T (S G

é mondtona nao decrescente sempre que g(9, ,v) <0 sobre 9%,

Seja &(t) uma primitiva da fungio warped h(t). Considere o produto M = 1 x P™
com a métrica conforme g = e2*¢® . §, onde § = dt* + h(t)?d6? é a métrica warped. Dada
qualquer hipersuperficie isometricamente imersa em 3 C (M,q), podemos relacionar as

curvaturas médias de ¥ com respeito as métricas G e § por

Hy=e 0. Hy — 7240 . §(N, Ve = =<0 (f; — . §(N, VE(1)))
= e W (Hy — &' (t)6(N,Vt)) = e % (H; — ¢ - §(N, X)),
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para mais detalhes veja [15].

Logo, ¥ é minima em (M,g) se, e somente se, c-6(N, X ) = Hs. Entdo podemos caracterizar
0s solitons em (M, 0) como hipersuperficies minimas em (M,q). Assim como foi discutido
anteriormente, para valer a condi¢io de monotonicidade no ambiente (M,q) basta que a
fungio e%® . h(t) seja ndo decrescente. Para ¢ > 0, temos que e ¢ ndo decrescente,
pois &' (t) = h(t) > 0. Portanto, vale a condigao de monotonicidade em (M,q), sempre que

h(t) for ndo decrescente.

No caso de translations solitons (X = 0;), com um argumento andlogo ao anterior
(com &£(t) = t) concluimos que a condi¢io de monotonicidade também vale quando a

constante soliton ¢ € positiva e h(t) é nao decrescente.

Casos particulares de produtos warped I X, P com h(t) nao decrescente sao:

1) Espago Euclidiano (menos uma bola): I = [tg,00), P =S™ e h(t) = t.

3) Espago Hiperbolico (menos uma bola): I = [tg,00), P =S" e h(t) = senh(t).

o~ o~ o~ o~

)

2) Espagos produto com a métrica produto (com fronteira): I = [ty,00) e h(t) = 1.
)
)

4) deSitter Schwarzschild, Schwarzschild, Anti-deSitter Schwarzschild, Reissner-Nordstrom.

6.2 Densidade

Nosso objetivo nesta segcao é determinar uma maneira de entender o crescimento do
volume de hipersuperficies ¥ propriamente mergqulhadas em um produto warped M = I x,S",
onde S™ estd munida com a métrica redonda. Para isso, vamos comparar o crescimento
do volume || com o crescimento do volume de um cone fizado. Ao longo da segdo,
consideraremos que a fungao potencial f(t) = h'(t) cumpre a condigao limy_,o, f(t) = k
para alguma constante k > 0. Denotaremos esta hipotese sob o ambiente por "condicao de
densidade’.

Casos particulares de produtos warped I X, P satisfazendo a condi¢dao de densidade sdo:
(1) Espago Euclidiano (menos uma bola): I = [tg,00), P =S™ e h(t) =t.

(2) Schwarzschild, Reissner-Nordstrom.

Definicao 6.2.1. Seja I' uma hipersuperficie fechada em S™. O cone com base I' é a

hipersuperficie de M dada por Cr = {(t,p) e M :t €l ep e}

Definicao 6.2.2. Definimos a I'-densidade no infinito de uma hipersuperficie propriamente
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merqulhada > em M, com rela¢io ao cone Cr fixado, por

XN B,
Or(X lim ———
r(3) = Jim |CrN B,
sempre que o limite existe.
Podemos verificar que |Cr N B,| = |U| [£ h"~(t)dt. Nosso propdsito € relacionar a

densidade no infinito com o limite da funcao ¢ analisada na secao anterior.

Proposicao 6.2.1. Seja X uma hipersuperficie propriamente merqulhada em M. Entdo,

n
lim —¢(p) = p_}oo \F|h / fdp=06r(%).

P—00 |F’

Demonstragao. A hipdtese de lim;_,, f(t) = k implica que para cada n € N existe r,, € R,

tal que |f(t) — k| < &, para todo ¢ > r,,. Logo,

12, -3, 1
lim / |f — k|d,u<hm / |f — k|dp+ ==Ll = — 0 ¥neN.
p_>°°|2p| ’ ol no |3, n
1 —/ ~kdp =
= lim =) 2pf kdp
1
I / di =k
= lim =) pr 1
Desse modo, podemos deduzir que
n|X, 1 n|%,|
I / dp = lim =2l dp = k lim =L
BB G J, = B e 1, P = B e
Por outro lado, temos
TlA(p)" : Tlh(p)" . h(p)" W (p) _ .
lim —————— =1 = lim ————~ =1 = k.
oo n|Cr N B,| o= n[T| 2 h(E)—1dt o hp)n T S, f(p)

Entao, se Or(X) existe, ele pode ser escrito da forma

. — lim n|Zp| [T|h(p)" — I lim n|2p|
p= |Cp N B,|  p= D|h(p)"n|Cr N B,| — ~ p= [Th(p)™’

e a igualdade esta provada. O]

Suponhamos que ¥ tem curvatura média limitada e crescimento de volume satisfa-

zendo

b
hm ‘ P’

p—00 h( )n 1 = 0.
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Aplicando as Proposicoes 6.1.1 e 6.2.1, concluimos que a densidade satisfaz

.mn 1 1 . .
Or(X) = plggo E‘P(p) = IT| /2 h(t)r1 Hg(0y, N)dp — plgfolo T h(p)" /Ep h(t)Hg(0y, N) du
! nf ogteg, 1 T
IT| Js h(t)»" a1 I [A(to)™! /82 90, ,v)do

1 1 1
> — [ ———H 8,Nd—7/ 9, ,v)do.
Valendo a igualdade quando Y3 é um cone. Nesse caso, a densidade é dada por

(Y

Or(Cq) = h(io)™ 1 m

Se ¥ tem fronteira livre, a desigualdade acima assume a forma
or(x) > - 1|82|+/1H (@, N)d
S (o) O A

Quando ¥ é uma hipersuperficie minima propriamente mergulhada em (M, g),
consequimos limitar inferiormente a densidade por um termo que sé depende da fronteira

de ¥ e da maneira como Y intersecta OM, tal limitagdo é dada por

1 T
Or(X) = _|F|h(to)n_1/829<at ,v) do.

Em particular, se forem cumpridas as condigoes de fronteira livre e H =0, a densidade

admite a simples limitacao inferior

L nf(t)

1 oy 1 |o%
[0 Jz h(t)"

Or(X) h(to)"=" [T = h(to)"=" |T]

1012 dp +

e No caso de solitons para o fluzo da curvatura média com respeito a X = h(t) 9, temos

. 1 C(t) 12 1 T
0r(%) = 11y (ko = s [ a0l

Observagao 6.2.1. Suponha que 3 é um soliton (sem fronteira) com respeito a X = h(t) 0,
mergulhado em (M, g) = (tg,00) Xy, P, onde X estd situado fora de B. para algum € > tg.

Sequindo os mesmos passos desta secao, obtemos

Lo @) a0
Or(X) = \F’/E h(t)”'at |y dp.
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6.3 Estabilidade de cones totalmente geodésicos

Considere uma variedade Riemanniana 3-dimensional M = I x P, onde I = [ty, 00)
e (P,0p) denota R? com a métrica euclidiana ou S* com a métrica redonda. Podemos
munir M com a métrica warped § = dt* + h*(t) - 75(0p), onde wp € a projecio no fator
P, t=mn; eh:1— Ry éuma funcio suave dada. Suporemos que (M,d) tem curvatura
de Ricci constante igual a r. No restante da secdo, g denotard wma métrica conforme da
forma g = " .5, onde ¢ : I — R € uma fungio suave positiva. Note que todo cone
totalmente geodésico g C (M, g) da forma g = I X 7y, onde vy é uma geodésica de P,
tem fronteira livre devido ao campo 0y ser tangente a 3. A hipdtese de g ser conforme a
métrica warped § implica que X tem fronteira livre em (M, g), logo suas varia¢oes normais

sao admissiveis para o estudo de estabilidade.

O proposito desta subsegdo ¢ desenvolver um método que permita estimar a regido
em M onde ¢ € estdvel. A principal dificuldade na execugcio deste método em exemplos

concretos reside na resolugcio de determinadas EDO’s que surgem durante o processo.

O indice de Morse em ¥o(R) coincide com o nimero de autovalores negativos,

contados com multiplicidade, do operador de Jacobi
Js, = Ay, u + Ricy(N, N)u
com as condigoes de fronteira

u=0 sobre o N {|z| = R},

ou

— =0 sobre 0%.

v
Seguindo os resultados em [16], o Laplaciano sobre uma superficie ¥ isometrica-

mente imersa em um produto warped (M, d) é dado por

N(t)ou  8Pu

1
25 ﬁ 4+ —
nu(t,p) u(p) h(t) ot = Ot

h2 (1)
com uy(p) := u(t,p). Baseado na conformidade das métricas g e 0, junto as formulas em

[15], obtemos as relagoes:
(I): Ric, = Rics — Hess; p(t) + dp(t) @ dp(t) + (Ase(t) — |dp(t)|?)d.
(IT): AL u=e AL u.
Um cdlculo direto usando os fatos de que a funcao ¢ s6 depende do fatort = my e

d(0y, N) = 0 nos fornece:
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o VOp(t) = ¢'(t)V°t = ¢'(t)0).

o dip(t) ® dp(t)(N, N) = (Np(t))* = 3(VPp(t), N)* = 0.
o dp(t)]> = [VPp(t)* = ¢'(1)*.

Por fim, temos também. a relacao

2
Ao =3"6(Ve,Vop,e;) +e5(VnVp, N)

=1
= A‘;Ocp — H§(V°p, N) + €** Hesss (N, N)

=AY o+ e** Hess; (N, N).

Portanto, o operador de Jacobi assume a forma
Jeyt = A u+ Ricg(N, N)u

_ 6—2¢(t)A‘;0u + ru — Hess; SO(Na N)u

4 o200 (w/’(t) + Z&) @' (t) + ) Hess; (N, N) — W/(t)2> u

= e PIAL w4 70 (w”(t) AU @'(t)2> Ut U,

Definindo a fungao G(t) = ¢"(t) + %w’(t) — @' ()2 + e¥WOr o problema de

autovalores do operador de Jacobi assume a forma
Jsgu+Au=0=> AL u+ G(t)u+ O u=0 em Yo(R),
com as condigoes de fronteira

u=0 sobre ¥o N {t = R},

0

e _ 0 sobre 0%.

%
Uma vez que h(t) e p(t) sdo suaves, com h(t) positiva, concluimos que G(t) nao

tem singularidades em (to, +00). O sistema acima passard a ser denotado por ().

Nosso objetivo é transformar o sistema (%) em equagoes de Ricatti envolvendo
fungoes que s6 dependem do fator t. Para isso, consideramos a separacdo de varidveis
u(t,p) = > u(t) - €.
keZ
Dessa maneira, as solugoes do sistema (%) devem satisfazer, para cada k € Z, o problema

hl(t)u (t) — hf(zt)uk(t) + G(t)ug + Dy, = 0 (6.37)

=
—~
~+~
~—
™~
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com as condigoes de fronteira up(R) =0 e uj(rg) = 0.
Agora, faremos mudancgas de varidveis que permitam escrever as EDOs acima na forma

de equacgoes de Ricatti.

Primeira mudancga: vi(t) = \/h(t) - ug(r).

1 1
ve = Vhu, = vj = §h_1/2h'uk + W), = ih_lh’vk + W2,
— Ug = <_411h_3/2(h,)2 + ;h—1/2h//> uy, + ;h—l/2h/u;C + ;h—l/Qh/u}€ + h—1/2u/k/
1 1
— _Zh—Q(h/)ka + §h_1h”21k + fl,—l/Q}_LllL;§ + h_l/ng.

Seque que

h/ h/ 2 th//
\/ﬁ (ulkl + h”%) _ Uk:” + <()4h2> V- (638)

Ao multiplicarmos ambos os lados da equagio 6.37 por \/h(t) e substituir a expressao

na equagao 6.38, concluimos que vi(t) deve resolver o problema

Vi () +oi(t) - (h/(t) ;hiﬁff)h"“) - hf(t) +G(1) + eW)A) =0

com as condigoes de fronteira vi(R) = 0 e v}, (ty) = g/((i((’))) vk (o).
Pela unicidade de solugoes, quando uy nao € identicamente nula, verificamos que vy, (t) # 0

sempre que vg(t) = 0. Assim, os zeros de vg(t) sao isolados.

Segunda mudanca: Longe dos zeros de vy, definimos

v (1) / 2 UK(t)
t) = —+= t t)” = .
Logo, v, (t) deve resolver a equagio de Ricatti
R'(t)* — 2h(t)Rh"(t) k?
Lt t)? = — — G(t) — W) :
(O + (D) i s — 6 = (6.39)
com as condigoes de fronteira
: _ _ W (to)
tl_l}I}I%li Y(t) = —00 e (ty) = 2hity) (6.40)

A primeira condi¢io em 6.40 pode ser deduzida diretamente da equacao 6.39.

2

De fato, a condigao na fronteira vi(R) = 0 implica que v,(t)* cresce para o infinito
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quando t se aprozima de R, no entanto, o lado direito de 6.39 ¢ limitado em (to, +00).
Analogamente, concluimos que em toda raiz s de vi(t) deve valer lim; - v,(t) = —oc0 e
limy o+ Y(t) = 400.

Estamos interessados em estudar a equagdo de Ricatti 6.39 com X negativo e solugoes
definidas no intervalo [to, R|, exceto nas singularidades de vi(t), que sao pontos isolados e

incluem t = R.

Proposicao 6.3.1. Se para cada k # 0 existe uma fung¢io Fy : [tg,00) — R tal que

/ 2_ " ~
Fy(t) < =20 4,32}1(%)}1 ® 4 hé“(i) — G(t) e a solugio iy, : [to,00) — R do problema

Ui (£) + i(t)® = Fi(t)

h/
’l/}k(tO) = 2h((i(())))

nao tem singularidades, entao:
(a) As solugoes do problema (%) com A <0 sao fungoes da forma u = u(t).

(b) Os autovalores ndo positivos associados ao problema (%) tem multiplicidade um.

Demonstracio. Mostraremos que, para cada k # 0, ndo existe solu¢ao para o problema
6.39, com A\ < 0, satisfazendo as condi¢oes de fronteira em 6.40. Suponha, por absurdo,

que existe tal solugao ~,. Entao

W2 — 2h(OR(t) K

712(75) + Vk(t)z == 4h2(t) + hQ(t) - G(t) — )
h'(t)? — 2h(t)h"(t k? ,
> — ) 4h2(t<)> (0 + O G(t) > Fy(t) = o' (t) + n(t)?
com a igualdade na fronteira y;(tg) = ¥x(to) = g};((iz))

O nosso objetivo é usar ¢, como uma barreira que impega a suposta solucao 7y, de cumprir
a condigao lim,_, p- V() = —oo. Neste sentido, é importante notar que 7y, + 72 > ¥} + ¥?
e Yk(to) = ¥i(to) implicam que x(t) > ¥k (t) para todo t € [tg, sp), onde sy é a primeira
singularidade de 1. Como v ndo tem singularidades, vale v (t) > 1 (t) para todo t > 1.
Logo, a condigao lim; ,z- Yx(t) = —oo implicaria em 9, ter singularidade, gerando uma
contradicao.

Logo, toda solugao u do problema (%) é da forma

u(t,p) = Z ug(t) - €™ = uy(t)
kEZ

e isto demonstra a parte (a).
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Dado qualquer autovalor A < 0 para o problema (), a parte (a) implica que
as autofuncgoes associadas a A s6 dependem do fator ¢t = 7; e estdo biunivocamente
relacionadas as solugoes 7o : [rg, R] — R do problema

R'(t)? — 2h(t)h"(t)  K?
a 4h2(t) h2(t)

% (t) +70(t)* = — G(t) — e

com as condi¢oes de fronteira

Portanto, a parte (b) segue diretamente do teorema de existéncia e unicidade de solugoes

para EDQO’s com condigoes de fronteira determinadas. O

A préoxima proposicdo apresenta uma maneira direta de verificar a possivel estabili-
dade de ¥g em (M, g) analisando a existéncia de singularidades da solugio de uma EDO

determinada pela fungao warped f(t) e pela fungao conforme o(t) da métrica g.

Proposicao 6.3.2. Se existe uma fungao F' : [ty,00) — R tal que F(t) < —%}W—

G(t) e a solugdo v : [ty,00) — R do problema

W) + (1) = F(t)

_ W)
¥ (to) = )

nao tem singularidades, entao g € estdvel.

Demonstracao. Podemos seguir os passos da demonstragao anterior, desta vez sendo valido

para todo k € Z. n

Agora, suponhamos que vale a proposicao 6.3.1 e que existe uma func¢ao F(t) <

_ WP )

20 (t), tal que a solugio da EDO anterior tem uma unica singularidade.

No intuito de analisar as autofuncoes radiais associadas aos autovalores negativos do
problema (%), consideraremos a familia de fungoes ¢. : [to, 00) — R que sao solugies da
EDO

¢'(t) + (1) = F(t)

gb(to) = C.

()

Em particular, denotaremos por ¢z(t) a solugao tal que ¢z(ty) =¢ = g,;(é‘;)) Além

disso, adicionaremos a hipdtese de que cada ¢. tem uma unica singularidade em t = R, e
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tais singularidades formam uma sequéncia crescente. Note que tal hipdtese concorda com o
fato que lim, , p— ¢.(t) = —o0. Desse modo, consequiremos mostrar que Xo tem no mdzimo
C

indice um.

Proposicao 6.3.3. Para todo A\ < 0, a solugio v,(t) da equagdo de Ricatti

R ()2 —2h ()" ,
V() +(t)? = _W — G(t) — e\

tem no mdzimo uma singularidade.

Demonstracio. Parte 1: v,(t) ndo tem singularidade em [to, Rz) :

Inicialmente, observe que

12 ” 12 "
7&@) + 'y,\(t)2 _ _%h(%)h(t) _ G(t) — 20 )\ > _%h(%)h(t) _ G(t) > ¢IE(t) + ¢E(t)2

h/
M(to) = st = delto)

implica em ,(t) > ¢z(t), para todo t € [ty, Re]. Uma vez que lim; - 7, (t) = —oo para
toda singularidade s de 7y, a barreira ¢z(t) impede v,(t) de atingir qualquer ponto de
singularidade em [to, Rz).

Parte 2: R; ndo é uma singularidade de 7, (¢):

Suponha, por contradi¢ao, que ¥, (t) tem uma singularidade em Rz. Fixemos um
ponto p = (t,,7a(tp)) no grafico de (), tal que y(t,) > ¢z(t,). Seja ¢.(t) a solucao da
EDO (*x*) pasando por p. Como ¢.(t,) = ya(t,) > ¢z(t,), ocorre a monotonicidade ¢ > ¢ e

R. > Rz Por outro lado,
V() + () > @L(t) + pe(t)?

(tp) = Pe(tp)

implica em v, (t) > ¢.(t,), para todo t € [t,, R.]. Entao a barreira ¢.(t) impede v,(t) de
atingir qualquer ponto de singularidade em [to, R.). Isto gera uma contradigao, visto que

Rz € [to, R.).
Parte 3: 7,(¢) tem no maximo uma singularidade em (Rz, +00):

Seja Ry a primeira singularidade de 7,(t), sabemos que Ry > Rz e

lim 7, (t) = +oc.

+
t—Ry
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Dado que a tnica singularidade de ¢z ocorre antes de R, vale a desigualdade v, (t) > ¢z(t)
no intervalo (Ry, ) com t suficientemente proximo de Ry. Esta desigualdade nos permite

usar ¢z como uma barreira que impede v, de ter a segunda singularidade em (R, +00). O

Proposicao 6.3.4. O indice de Morse de ¥y é no mdximo um.

Demonstragao. Fixado qualquer R > ty, mostraremos que 3(R) tem indice de Morse no

maximo um.

Seja A um autovalor negativo da forma quadratica associada a segunda derivada
do funcional drea em Y,(R) restrito aos campos vetoriais que se anulam em ¥ N {t = R}
e sdo tangenciais ao longo de OM. Por consequéncia da Proposi¢do 6.3.1, A deve ter
multiplicidade um e sua autofuncao v = u(t) s6 depende do fator ¢t = 7.

O problema (%)
Jeou(t) + du(t) = AL u(t) + G(t)u(t) + e*Du(t) = 0,
u(R)=0 e 9%(t)) =0

é equivalente aos problemas

V() +(t) - (PO 4 G(1) 4 e260)) =0

v(R)=0 e v'(t) = 2o

2h(to)”

/ 2_ "
V(1) +y(1)? = =IO — G(t) — 20

com y(t) = v'(t) - v(t)~L. Sabemos que as raizes de v(t) sdo pontos isolados nos quais ()
nao esta definido, ao longo da sec¢ao temos nos referido a estas raizes como singularidades
de v(t). Segundo a Proposigao 6.3.3, () tem no maximo uma singularidade. Além disso,
v(R) = u(R) = 0. Logo, u(t) > 0 para todo t € [ty, R). A tunica autofun¢ao com um sinal
bem definido é aquela associada ao primeiro autovalor, isto implica que o tnico autovalor
associado ao problema (¥ ) que pode ser negativo é o primeiro. Desse modo, o indice de

Morse de ¥¢(R) é no maximo um. O
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Assim como na subsecdo anterior, estudaremos os solitons em produtos warped

I xy, P%. Vimos que os solitons podem ser caracterizados como superficies minimas em

um espago conforme ao produto warped, com um fator conforme apropriado. Note que os

cones totalmente geodésicos sdo superficies minimas para qualquer espago conforme ao

produto warped inicial. Logo, faz sentido estudarmos a sua estabilidade como um soliton.

Caso 1: % visto como um soliton em relagio ao campo conforme fechado X = h(t) - O;:

Yo € uma superficie minima em M = I x P? com a métrica conforme g = e*#®) . §,

onde § = dt* + h(t)*d0? é a métrica warped e p(t) é uma primitiva de h(t). Nesse caso,

temos

) = SO O = (D) +

= 21/ (t) — h(t)% + 2¢Wr.

h'(t)
h(t)

Gt) = ¢'(t) +

e Sequndo a Proposi¢io 6.3.2, dada uma fungao F : [ty,00) — R tal que

B ()2 — 2h(t)R" (1)
FO<=""w

_N()? = 2h(t)R"(t)

Gt) = 12 (1)

h(t) — h(t)* 4 *Or

— 2R (t) 4 h(t)? — ¥ Oy,

Yo(R) serd estdvel para todo R € (to, s), onde s é a primeira singularidade da solugao da

sequinte EDO:
U(t) + (1) = F(t)

(*) o)
¥(t) = gagy)-

Exemplo 6.3.1. 0 é a métrica produto [h(t) = 1]:

° _h/(t)QZ}?zh(%)hN(t) _ 2h’(t> + h(lf)Q o e2¢(t)r — —62t7“ +1.

e Ser <0, tome a fungio F(t) =0. A EDO (%) assume a forma
P'(t) + () =0
¢<t0) = 07

cuja solugio ¥ (t) = 0 nao tem singularidades, portanto, ¥y € estdvel.

e Quando 0 < r < 1, a estabilidade de Xo(R) € garantida para R € (to,

—e?r+1>0.

Inr

2

), onde vale
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Exemplo 6.3.2. O Exemplo 6.3.1 pode ser generalizado para qualquer funcao suave positiva

h:[0,00) = R satisfazendo a desigualdade I'(t)? — 2h(t)R"(t) + 8h(t)*h'(t) — 4h(t)* < 0.

Exemplo 6.3.3. h(t) =t ety > 0:

W (t)? — 2h(t)h" (¢ 1
o — ®) 4h2(t<)) ®) _ 20/ (t) 4 h(t)? — re?®) = —1E 2+ 12 —re!’. Note que a fungio
2 — yreh 2 € crescente quanto t € positivo.

o Ser<0etd— yrie 2 >0, basta escolher a fungio F(t) =0 para concluirmos que ¥
0
estavel. Para r =0, tome tq > 1,46.

Quando P = S?, a variedade (M, 6) é o espago euclidiano menos uma bola aberta de raio

to centrada na origem.

Exemplo 6.3.4. Espaco Hiperbolico:

O espaco hiperbélico H? pode ser escrito como um produto warped I x; S?, onde

I =(0,400) e h(t) = senh(t). Neste modelo temos r = —2, p(t) = cosh(t) e

W) —2h(H" ) ., 2 2(t), _
— 7200) — 20/ (t) + h(t)? — ¥ Wy =

B cosh®(t) — 2senh?(t)
4senh?(t)

— 2cosh(t) + senh?(t) 4 2¢>°sh(t)

¢ crescente quando t € positivo. Além disso, a expressao acima € positiva para t > 0,21.

Logo, g € estdvel na regido [to, +00) X S* com to = 0, 21.

Exemplo 6.3.5. Espaco Hiperbolico:

O espago H? também pode ser escrito como o produto warped R x;, R? com h(t) = €.

Desse modo temos r = —2, p(t) = ¢’ e

W(t)* = 2h(t)h"(t) 2 2 1 2, | o 2"
— ) — 21/ (t) + h(t)? — Wy = 1 2¢' + et + 2e

¢ positivo para todo t € R. Logo, a escolha da fung¢io F(t) =0 nos permite concluir que

Yo € estavel.

Caso 2: Xy visto como um translation soliton com respeito ao campo X = Oy:

Yo € uma superficie minima em M = I x P? com a métrica conforme g = €2 - §, onde
§ = dt* + h(t)*d6? é a métrica warped. Nesse caso, temos G(t) = % +e*r — 1.
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e Sequndo a Proposi¢io 6.3.2, dada uma fungao F : [ty,00) — R tal que

B ()2 — 2h(t)Rh" (1) B
F(t) < — 20) —G(t)=—

R ()% — 2h(t)R" (t) + 4h(t)N (t)
4h2(1)

—er4+1

temos que Yo(R) € estdvel para R € (ty, s), onde s é a primeira singularidade da solugio
da sequinte EDO:

) Y(t) + (1) = F(t)

_ M)
¥(t) = grge)-

Exemplo 6.3.6. 0 é a métrica produto [h(t) = 1].

Coincide com o Exemplo 6.53.1.

Exemplo 6.3.7. Podemos generalizar o Exemplo 6.3.6 para qualquer fungdo suave positiva
h :[0,00) — R satisfazendo a desigualdade N (t)* — 2h(t)h"(t) + 4h(t)h'(t) < 0. Uma
classe particular sdo as fungoes da forma h(t) = e9® onde g : [0,00) — R ¢ suave com
g (t)* —44g'(t) +2¢"(t) > 0.

Basta observar que

W (t)2 = 2h(t)h"(t) + 4h(t)H/ (t) = ¢'(1)2e®V — 29" (1)) — 24/ (£)2e*9) 4 44/ (1))

=~ (¢ (1) — 4g/(t) + 29" (1)) < 0.

Exemplo 6.3.8. h(t) =t ety > 0:

B ()% — 2h(t)h" (t) + 4h(t)W' (¢ 4t + 1
° — ®) (Z)thEti +AROK () +1=- 4;; + 1 € uma fungdo crescente quando t €
POsitivo.
4o+ 1 .
o Ser <0e-— yre +1 >0, tome F(t) = 0 para obter a estabilidade de ¥y. Em
0
particular, quando r = 0 basta impor a condicdo to > 1,21 e ¥ serd estdvel.
At2+4to+1 , ..

e Quando 0 < r < In—2"5"—, podemos garantir a estabilidade de ¥o(R) para R €

0

At + 1
(to, +In 4tgz7it§+1), onde vale Z;%L —e?r4+1>0.

Exemplo 6.3.9. Espaco Hiperbolico:

Analogamente ao Exemplo 6.3.4, temos

B'(t)* — 2h(t)R"(t) + 4h(t)W () o - cosh?(t) — 2senh?(t) + 4senh(t)cosh(t)
- 72 (1) Certies dsenh2 (D)

+2e* +1
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crescente quando t € positivo. Além disso, a expressao acima € positiva para t > 0, 34.

Logo, ¥ € estdvel na regiio [tg, +00) X5 S* com ty = 0, 34.

Exemplo 6.3.10. Espaco Hiperbolico:

Analogamente ao Exemplo 6.3.5, temos

W) = 2h(OR"(8) + 4h OB () o 1
— 112(1) —e T+1—Z+2€

positivo para todo t € R. Entao ¥ € estavel.

Exemplo 6.3.11. Variedade conforme a um produto canonico:

Supondo a fungao warped h(t) =1, o fator G(t) assume a forma
G(t) = ¢'(1) = (0 + 720,

e Sequndo a Proposi¢io 6.3.2, dada uma fungio F : [tg,00) — R tal que

P < - G = <0 + 0 - e

temos que Yo(R) € estavel para R € (to, s), onde s é a primeira singularidade da solugdo

da sequinte EDO:

) W) + (1) = F(t)
Y(to) = 0.

Em particular, se re?*® + ¢"(t) <0, entdo a escolha F(t) =0 implica na estabilidade de

.
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