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RESUMO

Estudamos as propriedades de transmissdo e reflexdo de ondas planas monocromaéticas e feixes
gaussianos monocromaticos interagindo com uma estrutura dielétrica isotropica de trés camadas
com simetria paridade-tempo. Utilizando o espectro angular de ondas planas, obtemos a trans-
mitancia T e a refletdncia R do material e observamos sua dependéncia com a cintura do feixe
incidente, com a largura das camadas e com o parametro de ganho/perda dos materiais ativos.
Demonstramos que, em contraste com o problema de espalhamento envolvendo uma tnica onda
plana, a transmitéincia e a refletancia dependem fortemente do tamanho da cintura do feixe. Por
fim, observamos que o feixe gaussiano sob certo limite em sua cintura recupera os resultados a

cerca do modelo da onda plana.

Palavras-chave: Simetria PT. Feixe gaussiano, Optica cldssica.






ABSTRACT

We study the transmission and reflection properties of monochromatic plane waves and monochro-
matic Gaussian beams interacting with a three-layer isotropic dielectric structure having parity-
time symmetry. By using the angular spectrum of plane waves, we obtain the transmittance 7
and reflectance R of the material and observe its dependence on the beam waist of the incident
beam, the width of the layers and the gain/loss parameter of the active materials. We demonstrate
that, in contrast to the scattering problem involving single plane waves, the transmittance and
reflectance strongly depend on the beam size. Finally, we observe that the Gaussian beam at

some limit in its waist recovers the results of the plane wave model.

Keywords: PT symmetry. gaussian beam, Classical Optics.
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1 INTRODUCAO

Por muitos anos, no contexto da mecanica quantica, o uso de hamiltonianos hermitianos
foi a dnica alternativa de descrever um sistema fisico, um fato que se sustentou junto aos
fundamentos da mecanica quantica devido a hermiticidade usual garantir um espectro de energias
puramente real (1). Somente no final do século passado, com os estudos dos pesquisadores Carl
M. Bender e Stefan Boettcher o campo de pesquisas em sistemas nao-hermitianos teve um grande
crescimento, tal crescimento foi motivado pelas descobertas de hamiltonianos com espectros
de energia discretos, positivos e reais (2), sem a necessidade do hamiltoniano ser hermitiano.
Téas hamiltonianos apresentaram-se invariantes na acao conjunta de dois operadores, o operador
de paridade () e o operador de reversao temporal (.7), esta propriedade foi nomeada como
simetria PT (3).

Na 6ptica, a ndo hermiticidade estd associada aos meios de ganho e perda, pois em
meios ativos podemos tratar os seus indices de refracao sob extensdo aos nimeros complexos,
onde a parte imagindria associa-se a ganhos e perdas. Em particular, a simetria PT aplicada a
Optica permite a explicagcdo e a descoberta de diversos fendmenos 6pticos, como a reciprocidade
de transmissdo em sistemas com camadas com ganho e perda equilibrados (O que garante
a simetria PT), invisibilidade unidirecional (4, 5), birrefringéncia em materiais descritos por
potenciais periddicos (6), entre outros (7, 8, 9, 10, 11, 12). A simetria PT tinha como alvo
sistemas quanticos, mas a analogia entre a mecanica quantica e a 6ptica, devido a semelhanca
entre as equacOes de Schrodinger e Helmholtz no regime da aproximacdo paraxial, nos permite

trazer uma simetria quantica para o contexto da dptica.

Neste trabalho, estudamos um campo eletromagnético que incide sobre um material
PT-simétrico com 3 camadas, modelo ja conhecido na literatura (13, 14). Inicialmente na fun-
damentacao tedrica, trataremos das bases fisicas e matematicas que sustentam a teoria dos
hamiltonianos PT-simétricos, onde veremos que os mesmos se apresentam como intermedia-
rios entre sistemas abertos e isolados, na sequéncia, analisaremos a propagacdo de uma onda
eletromagnética em meios que a atenuam (perda) e a amplificam (ganho) a intensidade da onda
incidente. No capitulo 3, analisamos as amplitudes refletidas e transmitidas de ondas planas
incidentes, a fim de comparar o resultado com um feixe gaussiano (15). Nossa motivacdo nesse
estudo vem do fato de que o material tri-camadas mencionado ainda nao ter sido discutido na
literatura sob a presenca de um feixe gaussiano. Obteremos tal feixe por expansao de ondas
planas e os compararemos alterando as dimensdes das camadas e alternado-as, bem como iremos
observar a dependéncia da reflexdo e da transmissdo com as quantidades fisicas envolvidas. Além
disso, verificaremos a possibilidade de recuperar o modelo da onda plana sob limites no feixe
gaussiano. Ap0s a andlise e discussdo, o dltimo capitulo tratard das conclusdes e perspectivas
deste trabalho.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 SIMETRIA PT

Nessa secao trataremos da simetria PT de um sistema quantico, onde retiramos a hermi-
ticidade usual do hamiltoniano e analisamos o sistema sob uma nova condi¢@o de invariancia,
tal condicao permite em certos casos que o espectro de energias seja puramente real. Nas sub-
secOes mais centrais, veremos modelos de sistemas PT simétricos onde a simetria ocorre, mas
0 espectro possui energias complexas e, portanto, apresentam pontos de transicao de fase. Na
ultima subsecdo, veremos o porqué dessa simetria da mecanica quéntica poder ser adaptada para

sistemas Opticos.

2.1.1 OPERADORES DE PARIDADE E REVERSAO TEMPORAL

A simetria PT trata-se de uma invariancia sobre o operador hamiltoniano de um sistema
fisico na aplicacdo conjunta dos operadores de paridade (&) e reversdo temporal (7). Para
tomar uso dessa simetria vamos conhecer, inicialmente, as consequéncias desses operadores na

mecanica quantica.

O operador de paridade é um operador unitdrio e hermitiano (16, p. 252) que promove
uma inversdo espacial onde ele opera. Em uma dimensdo, os operadores de posi¢do (X) e
momento (P) sdo quantidades vetoriais mensuréveis, a operacdo de paridade sobre eles troca

seus sinais (16, p. 253),

PXP =X 2.1)
PPP = _P, (2.2)

Em um sistema tridimensional, um vetor posicdo 7 é levado, sob a operacdo de paridade, ao vetor
—7, com base nisso, afirmamos que o operador paridade leva sistemas dextrogiros em sistemas

levogiros, sendo a reciproca valida.
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Figura 1 — Atuacado do operador paridade sobre um sistema de coordenadas.

- -

Fonte: Autor

O hamiltoniano possui invariancia sob a paridade quando H e & comutam, ou equiva-

lentemente:
H(-X,—P)=H(X,P) 2.3)

H = P>+ X?, H = PX, entre outros, sao exemplos de hamiltonianos com simetria de paridade.

Introduzimos, inicialmente, o operador de reversdao temporal como um operador antilinear
(16, p. 269), o que significa que em uma combinacao linear de estados sua atuacdo conjuga os

coeficientes da combinagao,
T(a1|y) taz|yn)) = ai T |y1) +a>.7 |yn), (2.4)

esse operador atua na dindmica de uma particula tragcando seu movimento de forma reversa no
tempo, sendo equivalente a um retrocesso em seu movimento e, portanto, 0 momento dessa
particula tém o sentido invertido. Uma ilustragdo do efeito de reversdo no tempo € apresentado

na figura 2.

Figura 2 — Atuagdo do operador de reversao temporal sobre o movimento de uma particula.

‘/ ’—.__/»
7 -
N -

, —P 47  Sentido movimento

7
, invertido no tempo
[ ’
I

, Sentido natural I
do movimento

Fonte: Autor
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Os efeitos provocados por esse operador sdo descritos por (16, p. 274),

IFXT '=x (2.5)
gPT ' =_p (2.6)
(2.7)

O hamiltoniano (H) de um sistema é invariante por reversdo temporal quando os operadores
H e .7 comutam entre si, 0 que € equivalente a invariancia do hamiltoniano sobre as seguintes

substituicoes:

P— —P (2.8)
i — —i (2.9)

H = P>+ X2, H = iPX, entre outros, sdo exemplos de hamiltonianos com simetria de reversao
temporal. Para obtermos um hamiltoniano PT simétrico, o mesmo deve ser invariante pela

operac¢ao combinada dos operadores & ¢ 7,
(PIVH(PT) ' =H, (2.10)

sem necessariamente respeitar cada simetria separadamente, como veremos ha se¢ao seguinte o

hamiltoniano com o potencial —(iX)V.

2.1.2 SISTEMAS ABERTOS, ISOLADOS E PT-SIMETRICOS

Para a mecénica quantica, a matriz hamiltoniana de sistemas isolados (sistemas que ndo
trocam particulas nem energia com o meio externo) € hermitiana em relagdo ao produto interno
usual (H" = H) e os sistemas abertos tém matriz hamiltoniana nfo hermitiana. Os sistemas PT
simétricos podem ser vistos como um intermedidrio entre sistemas abertos e isolados, apesar da

auséncia de hermeticidade usual, seus autovalores sdo reais.

Para entender os sistemas PT-simétricos, consideramos um sistemas que possa ser

descrito por uma hamiltoniana 1 x 1 (figura 3(a)), sendo a € R e b € R, constantes,
H. = |a+bi], (2.11)

a matriz hamiltoniana desse sistema revertida no tempo (figura 3(b)) € obtida por conjugacdo do

seu anico elemento,

H =JH,7 ' =[a—bi. (2.12)

Ao analisar a soluc@o da equagio de Schrodinger (id, w = Hy) para os hamiltonianos H, e H_

temos fungdes de onda proporcionais a ¢” e e, respectivamente. O que apresenta ganho e

perda sobre o fluxo de energia do sistema, reforcando a ideia da auséncia da hermiticidade usual.
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Figura 3 — Sistemas abertos com fluxo de energia (a) crescente no tempo e (b) decrescente no
tempo, onde (b) € o sistema (a) sob reversao temporal.

GANHO

P

Fonte: Autor

Isoladamente, os subsistemas descritos por H e H_ sdo sistemas abertos, ao acoplar os
sistemas apresentados por H e H_ (figura 4), somos capazes de alcancar o equilibrio dindmico
para o sistema combinado (17, p. 28), escrevemos o hamiltoniano desse novo modelo com
um parametro g associado ao acoplamento e, portanto, g € um elemento nao diagonal o que

permitindo a conexdo entre os subsistemas,

a+bi g

¢ a—bi (2.13)

Hacoplado =

Figura 4 — Acoplamento de dois subsistemas abertos, onde um € a reversdo no tempo do outro, o
acoplamento se da pelo parametro de vinculo g.

Fonte: Autor

Verificar que Hycoprado € PT-simétrico, equivale a saber se .7 Hucopiado( 9?7 )y =
Hycopiado» © operador & que realiza o intercimbio miituo entre os subsistemas corresponde a
matriz o7 de Pauli, j4 que a aplicacdo da mesma sobre um operador troca os elementos diagonais

entre si, bem como os elementos ndo diagonais, enquanto o operador de reversiao temporal atua
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sobre a matriz calculando o seu complexo conjugado,

gzfg[_lacoplad()fgil=@71 = :;coplaabgz*1
0 1] [a—bi ¢ |f0 1
10 g a+bi| |1 O
-a—i—bi g

g a—bi

= Hgcoplado-

Quando g = 0 o sistema ndo entra em equilibrio, mesmo com a condic¢ao de simetria PT
sendo satisfeita, pois, eliminando o vinculo g, em um subsistema a energia apenas cresce com o
tempo e no outro apenas decai no tempo. A condi¢do g # 0 ndo garante o equilibrio, ainda ha

restrigbes sobre seus possiveis valores, para tal, precisamos calcular os autovalores de Hycopiados

Er=a+\/g*—b2. (2.14)

Portanto, para o sistema atingir o equilibrio precisamos de um acoplamento forte do tipo |g| > b,
assim os autovalores sdo reais e os autoestados ndo crescem nem decaem apenas oscilam, o
que chamamos de regido de simetria PT ininterrupta. Quando |g| < b o acoplamento é fraco
o suficiente para permitir autovalores complexos e, portanto, os autoestados nunca entram em

equilibrio, nesse caso, dizemos que a simetria PT € quebrada (17, p. 9).

Figura 5 — Partes real e imagindria da equacdo (2.14) para |g| > b onde a simetria é ininterrupta
e |g| < b onde a simetria é quebrada.

E

A
N\ /

Transi¢do PT Transi¢dao PT

Im(E)
——— Re(E)

regido de _bk b regido de

simetria PT .Sh}letria PT

ininterrupta ~h ininterrupta
regido de

simetria PT
quebrada

Fonte: Autor
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Na figura 5, observamos as regides de simetria quebrada e ininterrupta, nas transi¢coes
entre simetria quebrada e ininterrupta, os pontos de transicdo de fase PT, onde g = +b, os
autovalores reais se fundem e se tornam complexos, efeito completamente inesperado sobre os

hamiltonianos hermitianos usuais.

Outro sistema com transicao de fase consiste em um hamiltoniano com um potencial que
chamou a aten¢@o de Bender e Boettcher (2), o potencial —(ix)N , 0 interesse nesse potencial se
deve ao hamiltoniano ndo ter, necessariamente, simetria de paridade, nem de reversdo temporal,

mas ter a simetria de ambas combinadas.

Bender e Boettcher observaram, por métodos assintéticos, que o espectro de autoenergias
do hamiltoniano H = P? — (iX)" era real, discreto e positivo para N > 2 (figura 6). Para N =2 o
hamiltoniano t8m a forma do oscilador harménico quantico (H = P>+ X?), cujas autoenergias
sdo conhecidas (E = 2n+ 1). Entretanto, Para 1 < N < 2 no niimero de autoenergias ¢ finito,
na verdade, o que ocorre € que o espectro de autoenergias € composto por pares de nimeros

complexos conjugados nesse caso.

Figura 6 — Autoenergias do hamiltoniano cujo potencial é —(iX )" em fungio do pardmetro N,
onde os autovalores sdo reais, positivos e discretos, mesmo o hamiltoniano ndo sendo
hermitiano.

Fonte: Retirado da referéncia (2)

A regido de simetria PT quebrada ocorre, portanto, em 1 < N < 2, a regido em que N > 2
a simetria PT € ininterrupta e a transi¢do de fase PT ocorre exatamente no oscilador harmonico.
Um caso curioso ocorre quando N = 4, pois o potencial —x* t8m concavidade voltada para baixo,
o que classicamente apresenta instabilidade na posicao x = 0. No entanto, Bender e Boettcher,
ao estenderem a posi¢do x para os nimeros complexos observaram que a posicao que a particula
sujeita a tal potencial passava a maior parte do tempo na origem, garantindo um espectro de

energias puramente real e uma fun¢do de onda localizada.
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2.1.3 SIMETRIA PT NA OPTICA

A simetria PT € configurada na 6ptica organizando os meios de ganho e perda de forma
simétrica e equilibrada, ndo € dificil observar que a intuicdo sobre o uso dessa simetria na optica
se d4 pela semelhanca entre as equacdes que regem a dindmica entre essas duas areas da fisica,

nessa se¢ao veremos as condi¢des para que essa semelhanca ocorra.

Na propagacdo de ondas eletromagnéticas monocromaticas em meios materiais, as
alteracdes na parte espacial sofridas pelas componentes do campo elétrico ou magnético podem
ser descritas pela equacao de Helmholtz:

[V +I]®(F) =0 (2.15)
Onde k é o médulo do vetor de onda.

Suponhamos uma onda plana que se propaga partindo do vacuo sobre o eixo z, onde seu
vetor de onda t€ém mddulo ko, para um novo ambiente, onde 0 médulo do vetor de onda passa a
ser k. No meio original esta onda tém a forma ¢*0% com uma amplitude constante. No segundo

meio, separamos a func¢do de onda explicitando o seu envelope V.
Y(7) = y(7)ekor (2.16)

A equacido que rege a evolugao espacial do envelope da onda pode ser obtida diretamente pela
substituicdo (2.16) em (2.15),

[V2+ 2]y (7)e™o = M VA + K]y (7) + 0 [y (7)e™]
= " {[V] + Ky (P) + 07 + 2ikod: — kg w(7)}
= ™02 (V2y + 2iko 0.y + (K2 — k§) )
=0,

portanto,
—V2y + (kK — k) y = 2iko0, .

Assumindo que o novo meio possui indice de refracdo que varia apenas no eixo de propagacao
(z), onde k = n(z)ko e fazendo uso da aproximacdo paraxial o termo 831;/ no laplaciano é
negligenciado, pois varia muito lentamente em comparacdo com os demais termos. Portanto

substituimos o laplaciano convencional pelo laplaciano transverso.
—V3w+ k(1 —n(2)?)y = 2ikgd.y

Dividindo por 2ky:
1

k .
—2—koviw+ 50(1 —n(2Y)y =id.y 2.17)

Por comparacdo direta, a aproximacao paraxial da equacdo de Helmholtz coincide com a equagdo

de Schrodinger bidimensional, onde a coordenada espacial z desempenha o papel da coordenada
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temporal 7, por essa razdo podemos trabalhar fendmenos Opticos usando ideias da mecanica

quantica. Por fim, observamos a forma do potencial,

_ko

5 (1 —n(z)?). (2.18)

V(z)

Para o caso especial em que a onda eletromagnética se propaga no vacuo (n = 1), observamos o
modelo de propagacdo da particula livre (V = 0). Para a situacdo hermitiana, onde o potencial
e o indice de refracdo sdo quantidades reais, temos um potencial negativo, o que evidéncia a
comparacao da entrada em um meio mais refringente, a partir do vidcuo, com a passagem por

uma regido de menor potencial a partir de uma de maior potencial.

Com a equacao (2.17) somos capazes de obter a forma do operador hamiltoniano,

1
H=_—V24V(z). (2.19)
2ko
Para obter a condigdo de simetria PT tomamos a condigdo (2., 7)) H (P, 7;) ! = H, onde o
operador #,, se comporta como o operador paridade, promovendo inversido das coordenadas
espaciais x € y, e .7, € o andlogo 6ptico do operador de reversao temporal onde a coordenada z

atua como "coordenada temporal".

(PoTIH( 7) = 5 (Po TG+ B P T+ (P TV @) P T)
= S (0 (=0L0) 4 (-0)(~0-) +V(=2)
— S 240+ V(=)
- ZikoaivLV*(—Z),

Comparando (2,,7,)H(P,,7;)~! com o hamiltoniano em (2.17), obtemos relagio sobre o
potencial que define a simetria PT de um sistema 6ptico, V*(—z) = V(z), a relagdo consiste em
termos um potencial cuja parte real ¢ uma func¢do par e a parte imagindria uma func¢io fmpar.

Pela equacdo (2.18) o indice de refracdo possui a mesma simetria,

n*(—z) = n(z), (2.20)

de forma mais explicita:
nr(—z) =n,(2) (2.21)
ni(—z) = —ni(2). (2.22)

Logo, somos capazes de fornecer a simetria PT de um sistema estabelecendo a paridade do indice
de refracdo. Com as nog¢des de ganho e perda estudadas na subsecdo 2.2.1, n; < 0 apresenta o
ganho do meio e n; > 0 a perda e, portanto, a condi¢c@o para n; se comportar como uma funcao

impar estabelece o equilibrio entre ganhos e perdas.
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2.2 PROPAGACAO DE ONDAS ELETROMAGNETICAS
EM MATERIAIS COM INDICE DE REFRACAO COM-
PLEXO

Na presente sec@o, obtemos as equagdes que regem a propagacao de ondas eletromag-
nética sobre meios idealizados. Inicialmente introduzimos, na primeira subsecao, a existéncia
de meios capazes de amplificar ou atenuar um sinal de luz, os quais nomeamos de meios com
ganho e meios com perda. Algebricamente, a inclusiao dos efeitos de atenuagao e amplificacao
podem ser observagdo sob o tratamento do indice de refracio do meio como uma quantidade
complexa. Para analisar a propagacdo das ondas eletromagnéticas nesses meios, na subsecao
seguinte, desacoplamos os campos elétrico e magnético para obter a forma das equagdes que
mapeiam espacialmente os campos, bem como as condi¢des de contorno para a incidéncia sobre

esses meios com certas idealizagdes.

2.2.1 MATERIAIS COM INDICE DE REFRACAO COMPLEXO

Nas equagdes de Maxwell para meios dielétricos, observamos que a existéncia de meios
lineares capazes de atenuar e amplificar a intensidade dos campos elétrico e magnético é
esperada teoricamente. A principio, assumimos que o0 meio possui permissividade elétrica (€) e
permeabilidade magnética (1) constantes, onde a forma das equagcdes de Maxwell, na auséncia

da densidade de cargas livres, para a imposi¢ao proposta assumem a forma:

( -
V-E=0;
V-FI:0;
. . (2.23)
VXE=—udH,;
VXH:J_}—FSa[E-:
\

Com E sendo o campo elétrico, H sendo o campo magnético e onde Jr € a densidade de corrente

livre no meio. Uma segunda consideracdo que adotamos surge quando adotamos a lei de Ohm,
Jr = oE, (2.24)

onde o € a condutividade do meio.

Até o exato momento os campos sao solenoidais e acoplados, com rotacionais satisfa-
zendo:
VXE= —‘Lla[H,

. . . (2.25)
VxH= GE—|—£9tE
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Ao aplicar o operador V x em (2.25), usando a identidade vetorial ! V x (V x F) = —V2F

para campos solenoidais, as equacdes sao desacopladas para cada campo,
V2E = ued?E + uco,E, (2.26)
V?H = ued?*H + uco,H. (2.27)

Assumimos que os campos E e H que compdem a onda eletromagnética se propagam ao

longo do eixo z com uma frequéncia de oscilagdo . Note que a onda plana da forma Aeike—01)

¢ uma solucdo para as equagdes (2.26) e (2.27). Por substituicao direta da solu¢do como sendo

uma onda plana em (2.26) e (2.27), estabelecemos o vinculo entre €, i, ¢ e o vetor de onda 75

K =puen’ +inco. (2.28)

Escrevendo k = k 4 ik de maneira a separar suas partes real e imagindria, as mesmas

podem ser obtidas pela equacdo (2.28) com um pouco de dlgebra,
( 5 1/2
k=, E ,/1+(i) 1|
2 EW
\ ;e
JPETES
£w

_ (2.29)
€
K =sgn(o)w, /7
Onde sgn € a funcdo sinal,
I, >0
sgn(c) =40, o=0 . (2.30)
-1, 0<0

Para ¢ = 0 temos um meio dielétrico ideal, para um dielétrico real ¢ > 0, porém uma alta
condutividade em um material indica grande capacidade de transportar cargas elétricas com faci-
lidade, como ocorre em condutores ou em semicondutores, portanto tratamos 6 ~ 10~/Q 1~
a 20°C como valor limite médio. Uma situa¢@o incomum ocorre em alguns meios ativos, pois a

condutividade dos mesmos € negativa (18).

Por fim, a solucdo das equagdes (2.26) e (2.27) passam a ser:

(
(

o

) — E'Oe—KZei(kZ—(Ot)’ (231)
= Eoe

z,t
2,1) —Kzgilke—or) (2.32)

ool

Assim como na situagdo usual, a parte real de k nos d4 a velocidade, o comprimento de onda e o

indice de refragdo da onda no meio,

0o 2t o
k=—=—=—n. (2.33)
v A c
! Para campos onde V - F # 0 a identidade vetorial é V x (V x F) = V(V-F) — V2F. A derivacio dessa equagdo
se encontra no apéndice A.1.2
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A presenga do fator e~ ** nas equagdes (2.31) e (2.32) contempla o efeito de atenuagio da
onda quando a K > 0, pois medida que a onda se propaga pelo material a amplitude dos campos é
suprimida. No entanto, K < 0 apresenta o efeito de amplificagdo da onda ao longo da propagagao
pelo meio material, tal comportamento anomalo pode ser compreendido através do fendmeno de
emissdo estimulada proposto inicialmente por Einstein. Uma maneira matematica de incorporar
a atenuacdo e a amplificagdo da onda, com as hipdteses descritas até entdo, permitindo que a
solucdo das equagdes (2.26) e (2.27) permanecam com a mesma estrutura de onda plana, se da
quando o indice de refracdo € redefinido como uma quantidade complexa, cuja parte imagindria
segue a relacdo n; = K¢/ m. Na figura 7 observamos uma ilustragdo dos efeitos atenuantes e
implicadores do meio, os quais denominamos por meio com ganho (a) e meio com perda (c), em
funcdo da parte imagindria do indice de refracdo. Um caso intermedidrio, onde a intensidade da

luz ndo sofre alteracdes em sua amplitude ao atravessar o meio, € chamado de meio passivo (b).

Figura 7 — Meios lineares com caracteristicas (a) amplificadoras, (b)passivas e (c)atenuantes e
suas associagdes com a parte imagindria do indice de refragdo.

(@) (b) (©)

Im(n) =0 JIm(n) >0
passivo

perda

Fonte: Autor

Desta forma, a parte real do indice de refracao relaciona-se com as mudangas no vetor
de onda, velocidade e comprimento de onda e a parte imagindria associa-se a ganhos e perdas de

luz na mudanca de meio.

Nesta secdo, apresentamos uma alternativa de tratamento para o indice de refracdo de
um meio, nosso objetivo esteve intimamente conectado a englobar fendmenos dpticos a0 mesmo
conjunto de equacdes que regem a propagacao da luz na auséncia desses fendmenos, o custo
para essa mudanca € a extensdo de n para nimeros complexos. Devido a relagdo entre o indice
de refracdo, a permissividade elétrica relativa e a permeabilidade magnética relativa (n = /€, i)

somos induzidos que &, e W, sofrem a mesma extensao (3, 19),

g =¢ +ig”, (2.34)
= +ip. (2.35)

A combinag@o de sinais entre €', €”, u’ e u” caracterizam os diferentes tipos de meios encontra-

dos na natureza e projetados artificialmente em laboratdrio.
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2.2.2 PROPAGACAO DE ONDAS ELETROMAGNETICAS

Para entender as caracteristicas da propagacao de uma onda eletromagnética, iniciamos
tratando as equagdes de Maxwell no dominio do espaco-tempo, na auséncia de densidades de
cargas e correntes livres, para meios lineares cuja permissividade elétrica (€) e a permeabilidade
magnética (1) possam variar sob alguma lei dependente apenas das coordenadas espaciais e da
frequéncia de oscilagdo dos campos ().

(

V. (eE(#,1)) =0;
( )

(2.36)

Desejamos obter as equacdes desacopladas que se associem a propagacdo de cada
campo individualmente, para isso, escolheremos meios com caracteristicas idealizadas, em suma,
desejamos obter um problema de valor de contorno. Um fato interessante ¢ que tomando as
trocas E — H, H - —E e € U as equagOes permanecem inalteradas, indicando que essa
substituicdo segue a dinamica das equacdes de Maxwell e, neste caso, basta encontrar a equagao

para um dos campos.

A primeira consideracdo sobre as equacdes em (2.36) € reescrevé-las no dominio espaco-

frequéncia (20, p. 54), permitindo expressar as equacdes de Maxwell em termos das amplitudes

de Fourier,
V- (eE(F,0)) =0, (2.37)
V- (uH (7, 0)) =0, (2.38)
V x E(7,0) = iopH (7, 0), (2.39)
V x H(#,0) = —iweE (7, 0). (2.40)

V-(aF)=aV-F+ (Va)-F, (2.41)
V x (aF) =aV x F 4 (Va) x F, (2.42)
Vx(VxF)=V(V.F)-V?F. (2.43)

inicialmente encontramos a divergéncia do campo E por (2.37) usando (2.41),
- - - - 1 -
V- (¢E)=0=¢V-E+(Ve)- E=0=V-E= —E(Ve) -E.

Assim: .
V.E— (vmg) B (2.44)

2 Asidentidades do calculo vetorial sdo derivadas no apéndice A.1
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Em seguida, observamos que a equacgdo (2.39) nos fornece o campo magnético em termos do

campo elétrico, o qual substituimos na equacao (2.40),
VxE -
V x ( s > — _iweE,
iou

1 — —
V x (ﬁv X E) = w’¢E. (2.45)
As identidades (2.42) e (2.43) nos permitem simplificar (2.45),

reorganizando,

(2.42) = ﬁv x (VX E)+ (vﬁ) x (VX E) = 0’¢E

(2.43) = ﬁ(V(V-E‘) —V?E) - %(vu) x (VX E) = 0°¢E

- - 1 - -
= V(V-E)—V?’E — E(V‘U) x (VX E) = o*ueE.
Usando a divergéncia do campo E, jé calculado em (2.44), e seu rotacional em (2.39):

\ KVlné) F?} ~V%E - %(Vu) x (iouH) = w*ueE,

1 = = — —
\Y [(Vlng) E] —V2E+ioH x Vi = o*ueE.

Como a velocidade de propagacao de uma onda eletromagnética em determinado meio é v =
1//1L€ e 0o médulo do vetor de onda sendo expresso por k = ®/v, podemos reescrever na tltima
equagio k* = w’uE,

= - 1 = —
VZE+KE =V Kvmg) E} +ioH x VL. (2.46)

A equacdo (2.46) descreve a propagacdo de uma onda eletromagnética sobre um determinado
meio linear. Na sequéncia, tomamos uma boa escolha quanto ao sistema de coordenadas e a
configuracdo do meio de propagacio para que a equacao (2.46) possa ser simplificada. Adotamos
uma permissividade elétrica que varie apenas ao longo do eixo z, passando a ser também a dire¢ao
do vetor ViIn(1/€). Escolhemos a dire¢do de polarizacdo do campo elétrico como ortogonal
a0 eixo z, eixo y (E = Ey ), por exemplo, 0 que torna o primeiro termo do segundo membro
da equacdo (2.46) nulo. Em seguida, selecionamos um meio com caracteristicas magnéticas
independente da posi¢ao, tornando (U constante e, portanto, anulando o segundo termo do segundo
membro da equacdo (2.46). O resultado final € a equacdo de Helmholtz para a componente do

campo elétrico ao longo do eixo y,
V2E, +K*Ey, = 0. (2.47)

As informacodes a cerca das caracteristicas do meio ao qual a onda estd inserida estdo contidas
no médulo do vetor de onda (k = n(z)ko), através do indice de refragio, onde consideramos o

mesmo sob sua extensdo complexa (n = n, + in;).
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-

Como ja mencionado, com as trocas £ — HH-——-Eee« U na equacdo (2.46), temos

a descri¢do para o campo magnético,
- - 1 - -
V2H +kK*H =V [(Vlnﬁ> H} —i0E x Ve. (2.48)

As mesmas consideragdes retornam a equacio de Helmholtz homogénea para H, e inomogénea

para a componente x,

V2H +k*H = —ifwE,d.¢, (2.49)

A mudanca de meio insere descontinuidades na equacio, mais especificamente sobre 0s
valores de k, ao tratar as mudancas de meio como condicdes de contorno, basta conhecer quais
componentes dos campos que nao sofrem alteragdes durante a passagem (figura 8) para obter a

dindmica dos campos completamente determinada.

Figura 8 — Campo eletromagnético e vetor de onda em incidéncia obliqua, o campo € espalhado
de maneira a possuir uma parte refletida pela interface do novo meio e uma parte
transmitida para o novo meio.

Fonte: Autor

Na figura (8), supomos que a onda eletromagnética tenha partido do vicuo e o meio a
direita tenha permissividade elétrica que varie apenas ao longo do eixo z, como o campo elétrico
incidente aponta para o eixo y e o campo de indu¢do magnética incidente (B;) ttm componente
ao longo do eixo x, ambas as componentes devem ser continuas na interface que divide os meios.

Com o auxilio da lei de Faraday em (2.36), associamos as componentes B, e Ey dos campos,
—0.E, = iwB. (2.50)

Portanto, a continuidade na componente x do campo magnético resulta na continuidade da
derivada normal do campo elétrico. Logo, daqui para frente as condi¢des de contorno serao as

condic¢des de continuidade de diferenciabilidade em relac¢do ao eixo z do campo elétrico.
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2.3 REFLEXAO E TRANSMISSAO DE ONDAS PLANAS
EM SISTEMAS PT-SIMETRICOS

Nessa se¢do, temos como objetivo estudar o espalhamento de ondas planas em incidéncia
normal sobre um determinado material homogéneo, linear, isotrépico, plano de comprimento L e
cyujo indice de refracao s6 varie ao longo de um eixo, escolhemos o eixo z. A andlise consistird
em determinar a reflectincia e a transmitancia observando a solucio da equagdo de Helmholtz
longe do meio espalhador apds o espalhamento. Supondo que a onda plana incidente se propague
no vécuo ao longo do eixo z e o material se encontre em z € [—L/2, L/2] = [z0,z1], temos que a

solucdo da equacao de Helmholtz apresenta 4 ondas planas distantes do material (21),

E(z) =ALe™ +Bre ™ 7 < 7 (2.51)
E(z) =Age™ +Bre * 7> 7. (2.52)

As constantes A e B; determinam as por¢des da onda espalhada, uma maneira de relacionar-las

se da escrevendo a solugdo e sua derivada normal de forma matricial,

eika e—ika A A
" =F@) |
B B;

ik . ,—ikjz
ikje'™ ikje™ "
onde o indice j indica se o vetor de onda na matriz F; € calculado dentro ou fora do material.

E(z)
0;E(z)

: (2.53)

Fora do material usaremos j = 0 e dentro j = 1. Outro ponto interessante € que a matriz Fj
tem determinante independente de z, det (F i (z)) = —2ik;, fato que t€m consequéncias impor-
tantes para a Optica. As condi¢des de contorno na interface a direita ou a esquerda se dao pela

continuidade de y e de sua derivada normal,

A A A _ A
Folzo) | M| =Fi(zo) || = || = F ' (20)Fo(z0) | © (2.54)
BL Bl Bl L
AR Al AR 1 Ay
Fy(z =Fi(z = =F, (z21)F1(z , 2.55
0(z1) . 1(z1) 31] [BR o (2)Fi(z1) 31] (2.55)
substituindo (2.54) em (2.55),
AR _ _ AL
= Fy Mz)F(2)F (z0)Folzo) || - (2.56)
Bgr By

Observamos que as amplitudes a esquerda e a direita do material satisfazem uma relacdo linear,

Ar =M 1AL+ M»By, (2.57)
Br =My A+ M>yBy. (2.58)

A matriz que contém tais coeficientes como elementos é denominada matriz de transferéncia.

Neste problema adotamos uma estrutura a qual sé precisamos considerar as suas interfaces



30 Capitulo 2. Fundamentagdo Tedrica

extrema direita e extrema esquerda do material, entretanto o mesmo poderia ser composto de N
camadas distintas (22, 23, 24) e, portanto, para um material com N camadas generalizamos a

forma da matriz de transferéncia,

M= Fy(z0) (2.59)

HF Z] ZJ 1)

Como ja mencionado, o determinante das matrizes F; ndo dependem de z, 0 que garante que a

matriz transferéncia tém determinante unitario,

det(M) = det(F; H det(F det(F T (zj— 1)) det(Fy(z0))

1
= (—2iko) ™" | [T (—2ik;)(—2ik;)~" | (—2iko)
j=N

A utilidade desse fato ndo é apenas matematica, para entendermos a fisica escondida em det(M) =
1 analisaremos a propagacdo da onda plana incidente, a esquerda e a direita do material (figura
9).

Figura 9 — A presenca de 4 ondas na solu¢do da equagdo de Helmholtz nas redondezas do
material, tendo as ondas de entrada ‘PZF e W, como incidentes e as ondas de saida V',
e ‘P; que consistem em ondas transmitidas e refletidas através do material espalhador,
a escolha da solucdo se da pela escolha da onda incidente.

ALeikz AReikz
BLe—ikz BRe—ikZ
} } > 7
R Zy %
C AL R4 *s cyAL
Incidéncia ¢ », Incidéncia
\ d . 0‘ ” \ d
adireita ¢ + 4desgueraa
o %
[ 4
AReikZ ALeikz AReikz
BLe—lkz BR e—lkZ BLe—ikz
€< €« €
L L > 1 L >
T T » Z T T ” Z
A Z1 Zy Zq

Fonte: Autor
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Quando adotamos a onda incidente 2 direita do material (B, e %), a onda Ag €% passa a

ser onda refletida e a onda By e % passa a ser onda transmitida, neste caso Ay = 0. Com tais
consideracdes podemos encontrar a relacdo entre as amplitudes refletida e transmitida com os

coeficiente M;;,

Arp  Mipp
=R =12 (2.60)
L Br My

B, 1
f=-L=__ (2.61)
L Br My

Por outro lado, quando consideramos Ay, ¢* como onda incidente, By e % e Ape'® sdo as
respectivas ondas refletida e transmitida, por sua vez Bg = 0. Assim, relacdo entre as amplitudes

de reflexdo e transmissao sofrem alteracoes.

Br M»,
rR=—=——— (2.62)

R AL M

AR det(M)
IR=—= (2.63)

AL My,
Como det(M) = 1 e com uso das equagdes (2.61) e (2.63):

L =tpr=t (2.64)

Portanto, ndo importa se a experiéncia € realizada com a incidéncia a direita ou a esquerda, a
amplitude de transmissao € a mesma para ambas as situacdes, 0 que nao podemos garantir para a

amplitude de reflexdo.

Por conveniéncia, trataremos a solu¢do da equaciao de Helmholtz como duas solucdes
linearmente independentes, uma com a onda incidente vinda a esquerda do material e outra a

direita,

A forma algébrica das duas solugdes podem ser expressas por:

E;(z) = Bgr (2.65)
re k2 7 < 7

eikz+r e*ikZ’ z < z
Er(z) = Ay : 0 (2.66)
te*e 7>z

Para sistemas sem ganho e sem perda, a relacdo que associa as amplitudes de reflexdo e

transmissio, através da transmitancia (7 = |¢|?) e da reflectancia (R = |r|?), possui a forma:
T+R=1, (2.67)

tal relacdo apresenta a conservacdo da probabilidade, T e R sdo as porcentagens da onda incidente

que sdo transmitidas ou refletidas pelo material. Em sistemas ndo hermitianos, tal probabilidade
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ndo € conservada, em particular, a relacdo satisfeita por sistemas PT simétricos difere de (2.67),

devido as porg¢des refletidas a esquerda e a direita do material ndo possuirem valores iguais.

Para obter a relagio entre T = |¢|2, Rz = |rg|? € Ry = |rz|* em sistemas de camadas

PT simétricas (figura 10) precisamos conhecer o vinculo entre os elementos da matriz de

transferéncia.

Figura 10 — Estrutura com N camadas no intervalo z € [z9,zy], onde encontramos a simetria PT
através da relacdo n(z) = n*(—z).

: Z
S SRS
N NN = = z =z N
N > N N
N

Fonte: Autor

Note que, se houver simetria PT, F}(z) = Fy—4+1(—z), onde a conjugag@o provoca as
mudangas k; — k’J'f (operador .7) e 7z — —z (operador &?). Sob tais consideracdes, esperamos

que M* seja equivalente a a inversa da matriz M, entdo calculamos M !,

Muﬂym>ﬁﬂ@m%@n Folan)
=N
— F; (20) f[l[Fj(zj)Fjl(Zj—l)]l Fo(zn)
L=
= @) TTE G )| Folew).
=1

com a devida consideracdo da simetria das camadas calculamos M*,
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—_

M* = (F5) ™ (aw)

H F]fk(zj)(F]?k)_l(Zj*I)

=N

Fy (20)

—_

=Fy '(~zv) H Fn—jt1 (—Zj)szlljﬂ(_Zj—l) Fo(—20)

J=N

1

-1 —1
=Fy (20) | [ 1 Fv—jr1 (an— ) Ey oy (av—jis1)
Jj=N

HFJ(Zj—l)Fj_l(Zj>

Jj=1

Fo(zn)

=

= FO_I(ZO) FO(ZN)-

Concluimos que M* = M~1(25), o que nos revela as condi¢cdes para a simetria PT da matriz de

transferéncia,
M= M-
My, M| | M —Mp
[Mikl Mékz] a [_MZI My ] ’
vale ressaltar o uso de det(M) = 1. Nos elementos da diagonal principal principal temos M| =

M3, e os elementos ndo diagonais se apresentam como imagindrios puros.

Para determinar o vinculo entre a transmitancia e as reflectancias partimos de det(M) = 1,
MM —MipMay =1,
como M1 = M5,,

1 — My |* = —M3My,
1-— |M22|2 . _M12 M,

M3, My M)

usando (2.60), (2.61), (2.62) e (2.64),

1
(1—W) tzerrR,

em moddulo, obtemos o resultado que desejavamos,
|T — 1| = V/RLRRg. (2.68)

Quando T > 1temos T =1+ \/m, onde claramente T € maior que 100% e, portanto,
verificamos a ndo conservacgio da probabilidade. Quando 7 < 1 temos T ++/R;Rg = 1, onde a
situagc@o hermitiana ocorre quando as reflectancias sdo iguais. Uma situacdo intermedidria ocorre
em T = 1, situacdo interessante ja que ha a garantia de que a reflectincia, por pelo menos um

dos lados, é nula.
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3 RESULTADOS E DISCUSSOES

O principal objetivo desse trabalho € a andlise da incidéncia de um feixe gaussiano sobre
uma estrutura dielétrica tri-camada com simetria PT. Iniciamos usando a equacdo de Helmholtz,
vista na subsec¢do 2.2.2, e o formalismo da matriz de transferéncia, presente na secdo 2.3, para
o tratamento de uma onda plana monocromatica em incidéncia obliqua sobre a estrutura PT-
simétrica, investigando como a transmissao e a reflexdo da mesma depende das dimensdes das
camadas e do angulo de incidéncia. Reservamos o estudo da dependéncia com a parte imagindria
do indice de refracdo para a subse¢do 3.2.1, para comparar com o feixe gaussiano, na subse¢do
seguinte completamos a andlise tratando da dependéncia da reflectancia e da transmitincia com
cintura do feixe gaussiano. Na ultima se¢ao, 3.2.2, utilizamos uma superposi¢cao de ondas planas
para obter o feixe gaussiano, na subsecao 3.2.2 investigamos o resgate do modelo da onda plana

através do feixe gaussiano.

3.1 MATERIAL PT-SIMETRICO COM 3 CAMADAS SU-
JEITO A INCIDENCIA OBLIQUA DE UMA ONDA
PLANA MONOCROMATICA

O sistema alvo de estudo desse trabalho esta apresentado na figura 11, onde temos um
material com 3 camadas dielétricas homogéneas, isotrdpicas, lineares e planares de comprimento
L ao longo do eixo z. A camada central € passiva com largura w, a primeira e a ultima camada
possuem espessuras iguais e sao, respectivamente, camadas de ganho e perda. A estrutura recebe
a incidéncia de ondas eletromagnéticas' cuja direcéio de polarizagio do campo elétrico estd na

direcdo do eixo y.

' Na realidade devemos imaginar que o material e a onda estdo interagindo, sem a concep¢io de que a onda partiu

de algum lugar, ja que inicialmente trataremos o problema sob incidéncia de uma onda plana e tal modelo é
apenas uma idealiza¢@o da realidade que ndo tem restri¢des espaciais e temporais.
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Figura 11 — Sistema com 3 camadas. (a) visualizacdo do problema bidimensional, com as coor-
denadas das interfaces de cada camada, na presenca de uma onda com polarizagcdo
TE no eixo y. (b) visualiza¢do 3D da sequéncia das camadas ganho, passiva e perda
com suas dimensdes apresentadas.
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Fonte: Autor

Assumimos que o indice de refragdo mude no material apenas ao longo do eixo z. A
simetria PT presente no material decorre da paridade sobre o plano de simetria em z = L/2 das

partes real e imagindria do indice de refracdo,

(

n+ing, 0<z<I(L—w)
ny, F(L—w)<z<3(L+w)

3.1)
ne—ini, $(L+w)<z<L

1, Caso contrario

Onde n, e n; sdo, respectivamente, as partes real e imagindria do indice de refracdo da primeira
camada. Claramente, a dltima condi¢ao surge para tratar o ambiente externo ao material como
sendo o vicuo. Como a figura 11 apresenta,desejamos estabelecer a primeira camada como
sendo de ganho, basta tomar n; < 0, automaticamente a ultima passa a ser um meio com perda.
A escolha da parte real do indice de refrag@o constante para todo o material ¢ meramente uma
escolha pessoal, a camada passiva pode indice de refracdo diferente da parte real dos indices das

demais camadas sem que haja perda da simetria PT.

Com a onda plana incidente a esquerda da primeira interface do material, hd a ocorréncia
de reflexdo e transmissao em todas as interfaces, onde a transmissao por uma interface passa a
ser a incidéncia na interface seguinte, uma ilustra¢do dessa descri¢do pode ser encontrada na

figura 12.
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Figura 12 — Amplitudes de incidéncia, reflexdo e Transmissao de uma onda eletromagnética
sobre as interfaces de um material com 3 camadas.

Fonte: Autor

As setas na figura 12 englobam reflexdes e transmissdes multiplas e ndo servem para
informar que estudaremos necessariamente uma incidéncia normal, na verdade, as setas repre-
sentam apenas a distin¢do entre o efeito da reflexdo da onda e a transmissdo da mesma. Para o
formalismo da matriz de transferéncia (M) a relac@o entre as amplitudes na primeira e dltima
interface pode ser equacionada por:

Ay Ay
=M (3.2)

0 B
Como a equacio de Helmholtz admite a onda plana como solucao, usaremos, inicialmente,
uma onda plana para incidir sobre o nosso material. As condicdes de contorno adotadas sdo as
condicdes de continuidade do campo e da sua derivada normal sobre cada interface do material,

essas duas quantidades podem ser escritas de forma matricial como:
ik,z —ik;z
E(x,z) _ ik ek e e A (33)
0.E(x,2) ike'*t  —ike %] | B

Onde A e B sao constantes e k = kX + k;Z é o vetor de onda. A componente k, do vetor de onda

pode ser trabalhada em fun¢do da componente k, e do indice de refracdo em (3.1),

2
@:MW-@:@H#-(%). (3.4)

Onde ko é o mddulo do vetor de onda quando a mesma se propaga no vacuo. Para reduzir o uso
excessivo da matriz apresentada em (3.3) nomeamos-a de Fi(z),
A

_ ik
—e FJ(Z) B . (35)

Ej(x,z2)
azEj (X, Z)

O indice j na matriz F;(z) serve para identificar qual meio a onda plana estd sendo analisada.

Desta forma, Podemos escrever M em termos do produto de matrizes Fj(z), apenas observando
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as condic¢des de contorno, j4 citadas, em cada uma das 4 interfaces:

A .
Fi(z)) [B’“ (3.6)
J+

j+1

Onde j =0,1,2,3, Ao(Bo) = A;(B;), As(Bs) = A,(0) e F; = Fy, pois apés a quarta interface "a
onda retorna ao vicuo". A matriz F;(z) é inversivel, uma vez que seu determinante coincide com
o Wronskiano das funcdes e**:* ¢ e, que por sua vez sdo funcdes linearmente independentes.

Portanto, com o auxilio das equagdes 3.2 e 3.6 (a equacdo 3.6 para j =0,1,2,3):

M =F; '(z3)F3(23)F; (22)Ba(22)Fy ' (21)Fi(21)Fy ' (20) Fo(20)- (3.7

Com os elementos da matriz de transferéncia somos capazes de calcular a transmitancia
e a reflectancia ocasionadas pelo espalhamento da onda plana incidente, selecionamos valores
para as quantidades envolvidas no problema, o seno do angulo de incidéncia (k. /ko), a fragdo
do comprimento do material que estd relacionada a largura da camada passiva central (w/L), as
partes real e imagindria do indice de refracdo (n, e n;) e o médulo do vetor de onda quando se
propaga pelo vacuo (kgL), o qual multiplicamos pelo comprimento do material para trabalhar

apenas com quantidades adimensionais.

3.1.1 REFLEXAO E TRANSMISSAO DA ONDA PLANA PARA INCI-
DENCIAS OBLIQUAS SOB MUDANCA NAS DIMENSOES DAS
CAMADAS

Iniciamos a discussdo mexendo na geometria do material, alterando as espessuras das

camadas sob diferentes dngulos de incidéncia (ver figura 13).

Figura 13 — (a) Reflectancia a esquerda, (b) Reflectancia a direita e (c) Transmitancia em funcdo
da largura da camada passiva central para diferentes angulos de incidéncia com
ny=15-0.2ie koL = 10.
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Fonte: Autor
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Nos gréficos, observamos o caso particular em que o sistema tri-camada passa a ser a ter
apenas uma camada, caso que ocorre quando w/L = 1. Neste regime, recuperamos o modelo
hermitiano cldssico, pois ndo hd camadas de ganho ou perda. Para o caso w/L = 0 as camadas
de ganho e perda sufocam a camada passiva central e, portanto, a estrutura passa a ser uma
bi-camada. Para uma incidéncia normal sob o caso hermitiano, observamos que a transmissao
ocorre com mais facilidade que as demais incidéncias, enquanto a reflexdo ocorre com mais
dificuldade, esse efeito € sustentado pelo vinculo R+7 =1 (R = Rg = R), como podemos

observar na tabela 1.

Tabela 1 — Validade da relagdo R+ T = 1 na situagdo w/L = 1.0, nj = 1.5 — 0.2i para diversos
angulos de incidéncia.

Angulo de incidéncia Ry Rr T R+T
0° 0.0683 | 0.0683 | 0.9316 | 1.0000
30° 0.0928 | 0.0928 | 0.9071 | 1.0000
45° 0,1444 | 0,1444 | 0,8555 | 1.0000
60° 0,2066 | 0,2066 | 0,7933 | 1.0000

A relacdo R+ T = 1 estabelece a conservacdo da probabilidade, visto que as porcdes
transmitida e refletida da onda incidente totalizam 100%, tal interpretacdo nao é obtida nos
demais casos, ja que sistemas nio hermitianos podem ndo satisfazer essas condi¢des. Sob o
angulo de incidéncia de 60° e em w/L = 0.2, por exemplo, temos R ~ 1.495 e T ~ 1.385, onde

verificamos que ambas as quantidades ultrapassaram o valor 1.

Invertendo os papéis, tomando os graficos das reflectincias/transmitancia em fungdo
da componente normalizada k,/ky (seno do angulo de incidéncia) quando a largura w varia
de 20 em 20% do tamanho total do material visamos 6 configuracdes possiveis (figura 14), as
configuragdes w/L =1 e w/L = 0, estrutura com uma camada e bi-camada respectivamente, e

as demais configuracdes sdo da estrutura tri-camada.

Figura 14 — Alteracdo relativa da dimensao da largura da camada passiva central.

w/L=100% w/L=80% w/L=60% w/L=40% w/L=20% w/L=0%

Fonte: Autor

Observamos um carater simétrico (figura 15) que € esperado devido a paridade da funcdo
seno, a continuidade das curvas e a paridade de funcdo par produz em todas as curvas um maximo

ou minimo local quando &y /ko = 0, ou seja, em incidéncia normal. Uma razdo fisica do efeito da
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paridade nas curvas vem da simetria do indice de refracdo do material tri-camada ao longo do

eixo x, visto que o indice de refracdo € funcao apenas da varidvel z.
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Figura 15 — Reflectancia a esquerda (vermelho), a direita (verde) e a transmitancia (azul), onde
a linha tracejada indica T = 1, em funcdo do seno do angulo de incidéncia para
diferentes dimensdes relativas da camada passiva central com kgL = 10 e n| =

1.5-0.2i.
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Na situagio hermitiana (w/L = 1) observamos que os gréficos das reflectincias Ry e Rg
coincidem, nas demais situacdes hd uma dependéncia quanto ao lado do material que a onda
incide, em tais casos tomamos uso da relagdo 2|T — 1| = /RLRg em T = 1, pois nessa situagdo
pelo menos uma das reflectancias € nula. Ao contar o nimero de zeros das reflectncias para
um dado w fixo, observamos que o niimero coincide exatamente o a quantidade de vezes que o
gréfico da transmiténcia corta areta 7 = 1. Em w/L = 0.8, por exemplo, a transmitincia assume
o valor 1 em 5 momentos distintos, k/kog ~ £0.893, k,/ko ~ +0.779 e em incidéncia normal.
Em k, /kg ~ +0.893 ¢ k, /kg = 0 ocorrem os zeros de Ry e em k/ko ~ +0.779 ocorrem os zeros
de Rg. Em particular, na estrutura bi-camada (w/L = 0) e na estrutura hermitiana (w/L = 1)
foram os tnicos casos em que observamos apenas dois zeros na reflectancia, observagdo peculiar

j4 que ambas situagdes sdo casos limites da estrutura tri-camada.

Curiosamente as curvas obtidas para Rg sao muito semelhantes, todas t€m exatamente
dois maximos locais e dois zeros, 0s quais juntamente com o minimo em k, /ko = 0 totalizam 3

minimos locais para cada curva.

Uma anélise extra surge na possibilidade de validar novamente o resultado R+ 7 =1,

que ocorre quando w/L = 1, verificagdo a qual pode ser encontrada na figura 16.

Figura 16 — Verificacdo do vinculo R+ T = 1, para koL = 10, em um meio material com apenas
uma camada passiva para diferentes angulos de incidéncia.
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Fonte: Autor

Para € /L =0, em k,/ko = £0.82178 ocorrem os mdximos na transmiténcia, consequen-
temente ocorrem os minimos na reflectdncia. Para os demais valores de €/L observamos que
0s maximos e minimos ocorrem em angulos acima de 30°, com exce¢do aos casos em que 0s

maximos se encontram na incidéncia normal.

2 Equagio satisfeita por sistemas PT simétricos apresentada e demonstrada na sec¢io 2.3
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3.2 INCIDENCIA DE UM FEIXE GAUSSIANO ATRAVES
DA EXPANSAO POR ONDAS PLANAS

Continuamos com o estudo do mesmo material PT-simétrico com 3 camadas imerso no
vacuo. Entretanto, superpomos ondas eletromagnéticas planas sobre as possiveis componentes
do vetor de onda que sdo paralelas a interface da primeira camada para obter um resultado
mais proximo do que € possivel observar em laboratdrio, pois a onda plana € apresentada sem
restricOes espaciais e temporais, 0 que mostra que a mesma esta presente e distribuida em todo
espaco fisico em todo instante de tempo. Para um modelo mais realista usaremos um feixe
gaussiano, cuja forma do campo elétrico na entrada do material (z = 0) tém a forma de uma
funcdo gaussiana,

Vi(x,0) = Ae = /2", (3.8)

Onde § estd associada a cintura do feixe. Quando o feixe incide sobre o material, originam-se
dois novos feixes, um refletido e feixe transmitido, assim como no caso da onda plana gera duas
novas ondas. A superposi¢do sobre as componentes k, € (—ko, ko) nos permite expressar a forma
do campo elétrico incidente, transmitido e refletido independentes do tempo sob as seguintes

expansoOes integrais:

yi(x,2) = / Vi(ke)e' otk g 7 <0 (3.9)
k E(*ko,ko)
i (x,2) = / Wi (k)R hd) g s (3.10)
kxe(_k07k0)
W (x,2) = / Wi (k) ") dk | 2 < 0 (3.11)
kxe(_k07k0)
(kyx+k;z)

Onde y;(k,) é o envelope da onda incidente &' associada a componente k,, a mesma
interpretacdo é vélida para y; (ky) e W, (k) como envelopes das ondas transmitida e refletida. H4

um vinculo entre ky e k; que surge pelo médulo do vertor de onda,

k, = +y/k3 — k2, (3.12)

Os sinais + e — apresentam o sentido de propagacdo da onda, entretanto esse resultado inserimos
manualmente em (3.9)-(3.11). Usamos o fato de que a transformada integral de Fourier de uma
funcdo gaussiana também € uma fun¢do gaussiana, para comparar (3.9) em z = 0 em valores de
ko, de forma que y;(k,) possa ser trabalhada também como uma fungdo gaussiana. Em suma,

para um feixe gaussiano:
ko . 0 .
win0) = [ wilke)e di — / Wi (k) die, (3.13)
—k() —0o0

Tal consideragdo garante a existéncia da inversa da transformada:

1 oo .
yilk) = 5 /_ vi(x,0)e % dx (3.14)
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Por fim, obtemos a forma do envelope gaussiano:
1 [ :
vilke) = / Ae 128 gmikex iy — po—kid?/2 (3.15)

Onda B € uma constante. A ideia da aproximacgdo em (3.13) possui uma validade que pode
ser entendida com o auxilio da figura 17, onde vemos que a maior por¢do da drea da curva se

concentra em torno do centro da gaussiana, em nosso caso no intervalo (—kg, ko).

Figura 17 — (a) Fung¢do gaussiana e (b) sua transformada integral de Fourier.

(@ (b)

i
—ko ko

Fonte: Autor

Determinar qual a fragdo relativa da luz que € refletida ou transmitida decorre das

sentencas:
— fiooo|lllf'(xaz—)|2 dx (3 16)
o i,z ) dx '
(o] 2
d
iz dx a7

Soulwi(x, 2 )| dx

Onde z_ e z4 sdo as respectivas posicdes anterior e posterior a0 meio material. Iniciamos com o

célculo a partir do termo [, |y; (x,2)|* dx,

oo k
/_|l//,(x,z)|2dx:/ dk’/ e () (o)) / dx et K) (3.18)

A integral em x pode ser solucionada com a transformada de Fourier inversa da fun¢do delta de
Dirac,

/ dxd 5K 2 ps (K — k), (3.19)
a delta de Dirac elimina uma das integracdes, bem como a dependéncia com a variavel z,
* 2 ko 2
/ v (2, 2)| dx:27r/k i (o) P s (3.20)

Em termos da amplitude transmitida (¢(k,)) podemos relacionar os envelopes das ondas incidente

e transmitida por ¥ (ky) = t (ky) Wi (ky),

/ i (x,2) 2 dx—27rB/ k) e 8% gk, (3.21)
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E para a integral [~ |y;i(x,z)|* dx,

oo ko
/ i (x,2) 2 dx = 27B / e R g (3.22)
oo —ko
Finalmente, substituimos (3.21), (3.22) em (3.17) para obter:
“ 1t (ky) Pe R ik,

_ J—ko
T = fk‘}{ T (3.23)
—k0

Para a reflectancia em (3.16) basta tomar a troca ¢t — r na equagao 3.23,

S V() [Pe " dk,

R =
S5, €79 dk,

(3.24)

As amplitudes r e ¢ sdo obtidas através da matriz de transferéncia. Para deixar a cintura do feixe

sob medida adimensional, multiplicamos por k.

Uma observagao, a integral nos denominadores de (3.23) e (3.24) pode ainda ser escrita

em termos da funcdo gama incompleta,
ko 1 /1
/ ek g, = —y(—, (k05)2> . (3.25)
—ko o' \2

Em posse das equacdes (3.23) e (3.24), somos capazes de realizar o mesmo estudo feito
quanto a onda plana, mas com resultados mais proximos dos experimentos. Note que construimos
as expressoes para R e T a partir de ondas planas, veremos na ltima sec¢do desse trabalho que

podemos obter o resultado reverso.

3.2.1 PARTE IMAGINARIA DO INDICE DE REFRACAO

Iniciamos essa se¢do tomando as somas parciais cujo limite resulta nas integrais em
(3.23) e (3.24), tais somas parciais correspondem a discretizar R e T através da varidvel k, com

N valores igualmente espacados no intervalo (—kg, ko). Podemos interpretar as somas parciais

como sendo a média ponderada dos valores de |r(k,)|* e |¢(k,)|*> para cada uma das N ondas

planas superpostas com k, uniformemente distribuida em (—kg, ko) € com pesos proporcionais

. — 822,
as gaussianas da forma e © ",

N
R~ (|r(ky)*) = ZIP<1<M->|r(kxj>|2 (3.26)
Jj=
N
T ~ (|t (ke)|?) = ZIP<kxj>|t<kxj>|2 (3.27)
=
82k2

Onde os pesos sdao normalizados pela soma Z%:l e 9 T,

212
oK,

Plkyj) = (3.28)

212
MY
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Portanto, o maior peso corresponde a onda que estd em incidéncia normal e os demais pesos
diminuem com o aumento do angulo de incidéncia.

Usamos a premissa de que as médias sobre |r(k,)|? e |¢(k,)|> ocorriam com ondas em
que a componente k, estivesse uniformemente distribuida em (—ko, ko) para expressar Re T
por somas parciais, entretanto um problema claro surge por estarmos trabalhando com um
intervalo aberto, pois ky = +ko ndo estd bem definido. Remediamos o problema usando N — 2
pontos internos e igualmente espagados no intervalo [—kg, ko] € usamos ky = +99,99%ky como
extremos. Na figura 18 temos uma referéncia de 9 ondas planas em funcdo de ny;, observamos
que hé pares de ondas com o mesmo espectro, com exce¢ao da incidéncia normal, pois o sistema

€ simétrico em relacdo a k, como vimos na secio anterior.

Figura 18 — (a) reflectancia e (b) transmitincia de 9 ondas ondas planas em incidéncia obliqua
na estrutura tri-camada com a camada central tendo 60% do tamanho da estrutura e
cujos valores de k,/ko estdo uniformemente distribuidos em (—ko, ko)
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Fonte: Autor

A principio observamos que em uma incidéncia com k, ~ =k praticamente toda onda é
refletida, e a parte transmitida € quase nula, o que ja esperdvamos. Quanto a simetria e a assimetria
nos graficos comentamos apds a construcao dos graficos para o modelo do feixe gaussiano. Para
ganhos e perdas altos, observamos que a reflectancia (figura 18(a)) se apresenta com valores altos
quando a incidéncia ocorre na interface da camada de ganho, independentemente do angulo de
incidéncia, mas para a primeira camada sendo de perda a reflectancia passa a ser relativamente
baixa, esse ultimo pode ser explicado com o argumento cldssico de que a luz € atenuada o
suficiente pela primeira camada impedindo que possa ser amplificada o suficiente para se obter

uma intensidade mais alta transmitida.

Para verificar a convergéncia das equacdes (3.26) e (3.27),
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Figura 19 — (a) reflectancia e (b) transmitancia de um feixe gaussiano em funcao do parametro
n; pela estrutura tri-camada com a camada central sendo 0.6L sendo a largura da
camada central, obtidos por integracdo numérica e pela média ponderada de somas
parciais de ondas planas.
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Fonte: Autor

O grafico pontilhado € obtido pelo método de integracdo numérica de Romberg cujo
numero de passos € determinado via extrapolagdo. Em comparacdo com a superposicao de cerca
de 101 ondas planas observamos que os resultados sdo praticamente coincidentes, o que qualifica
o estudo das quantidades R e T através de somas parciais de ondas planas como um método

viavel para extracao dos resultados a cerca do feixe gaussiano.

Para uma visualiza¢do melhor da dependéncia de R e T com as caracteristicas estrutura,
analisamos a dependéncia da transmissao e da reflexdo com a parte imagindria do indice de
refracdo e simultaneamente a dependéncia com a largura da camada central da estrutura tri-
camada. Para tal usaremos mapas de contorno, como observamos na figura 20, onde observamos
ao lado direito de cada gréfico uma escala de cores que indica qual cor esta associada a uma dada
curva de nivel, em especial, tons avermelhados apresentam os pontos mais altos da superficie
definida pelos pontos (n;,w/L,R) ou (n;,w/L,T), enquanto tons azuis apresentam as regides
mais baixas. Em um dominio simétrico ([—n;, n;]), observamos que a transmitincia apresenta
paridade de funcao par (25), enquanto a reflectincia apresenta um cardter assimétrico (figura 20),

caracteristica comum em sistemas nao hermitianos (26).
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Figura 20 — (a) reflectancia e (b) transmitancia de uma onda plana em fun¢do da parte imaginaria
do indice de refracdo da primeira camada e da largura da camada central do material
PT-simétrico com 3 camadas enquanto a (c) reflectincia e a (d) transmitincia para
um feixe gaussiano com cintura 6 = 0.01 sob a dependéncia das mesmas variaveis.
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Fonte: Autor

No gréfico da reflectdncia para uma onda plana (20 (a)) seus maximos e minimos
ndo sdo tdo evidentes quanto o que observamos no feixe gaussiano (20 (c)). O gréfico da
transmitancia para a onda plana (20 (b)) tém maximos e minimos com fronteiras bem definidas,
ja o modelo gaussiano (20 (d)) apresenta maximos invadindo a regido que, no modelo da onda

plana, pertenciam aos minimo, tal efeito tem um melhor contraste pouco abaixo de w/L = 0.2.

A regido [—n;, 0) especifica o ganho na camada que recebe o feixe/onda incidente,
enquanto que na regido (0, n;] especifica a camada que recebe a incidéncia como meio de perda,
ou seja, a figura 20 apresenta o efeito de troca entre as camadas de ganho e perda ao escolher
uma das metades do grafico para andlise. Tal resultado é observado tanto para o feixe gaussiano
(20 (c) e (d)) quanto para a onda plana (20 (a) e (b)). Como dltimo caso, quando tomamos ni = 0
ou w/L = 1 retornamos ao caso cldssico de uma tnica camada sem ganho ou perda, o que explica
a motivagdo da nossa escolha sobre n, constante em toda a estrutura, pois as interseccoes das

superficies da figura 20 com cada um dos planos ni = 0 e w/L = 1 s@o equivalentes.
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3.2.2 CINTURA E LIMITE DO FEIXE GAUSSIANO

A cintura do feixe gaussiano delimita espacialmente onde o feixe gaussiano t€m rele-

A . g . _ 2. .
vancia em termos de medida. Para fins didaticos, § na gaussiana e x*/28 indica a metade da
distancia entre os pontos de inflexdo da mesma. A dependéncia que o espalhamento possui com

a cintura do feixe diz quao préximo ou distante os resultados obtidos pelo feixe gaussiano estdo
da onda plana.

Iniciamos essa discussdo com R e T em fungdo de €/L e 0 (figura 21).

Figura 21 — (a) reflectancia e (b) transmitancia para um feixe gaussiano em fun¢do da sua cintura

e da espessura da primeira camada do material PT-simétrico com 3 camadas, onde
ni =0.2.
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Fonte: Autor

A cintura do feixe provoca altera¢bes nos gréficos apenas quando koo € pequeno, a
saturac@o da reflectincia e transmitincia é percebida pouco antes de kyd < 10. Além disso, os
maiores valores para R e T se concentram nas redondezas de w/L = 0.5, indicando a estrutura

bi-camada como ideal para efeitos de maxima amplificaciode Re T.

J4 investigamos a dependéncia de R e T com n; e com kyd, uma situa¢do ainda nao
explorada é a dependéncia conjunta com ky9d e n;(figura 22).
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Figura 22 — (a) reflectancia e (b) transmitancia para um feixe gaussiano em fun¢ao da sua cintura
e da parte imaginaria do indice de refragdo da primeira camada do material PT-
simétrico com 3 camadas, onde /L = 0.2.
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Fonte: Autor

Conforme aumentamos o ganho e a perda a transmissao € dificultada, ao passo que o
caso hermitiano se apresenta com altas transmissoes, principalmente com o crescimento da
cintura do feixe. A reflectncia cresce com a menor cintura possivel para uma camada de ganho
recepcionando o feixe incidente, tal efeito se perpetuou nesse trabalho, isto &, a reflectancia a
esquerda resultou em valores mais altos em relacao a reflectancia com incidéncia a direita. Essa

observacao ndo é uma regra, mas sim uma tendéncia.

Uma ultima observacao surge ao observarmos que os resultados a cerca do feixe gaussi-
ano, quando visto sob fung¢io da cintura 6 apresentam uma certa saturagcdo quantos aos resultados,

fato que passaremos a investigar adiante.

H4 uma possibilidade de recuperar os resultados obtidos no estudo da incidéncia normal
de uma onda plana, mas dessa vez por meio da incidéncia do feixe gaussiano, como se o
comportamento da onda plana em incidéncia normal pudesse ser visto como uma saturagdo de
uma quantidade associada ao feixe gaussiano. A razio fisica da saturacio ao caso da onda plana
decorre de kyd > 1 torna a cintura do feixe comparével as dimensdes do material, permitindo
que que o feixe gaussiano esteja em "todo o espago"do ponto de vista do material. A figura 23
ilustra essa tendéncia a medida que a cintura do feixe é esticada, ndo importando as dimensdes

das camadas nem se o ganho e a parda sdo altos ou baixos.
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Figura 23 — Regressao ao caso da onda plana com kgL = 10 e n, = 1.5. (A) e (B) sao respectiva-
mente a reflectincia e a transmitincia de um feixe gaussiano em funcao da largura da
camada central com n; = 1.5 — 0.2 sendo o indice de refracdo da primeira camada,
(C) e (D) sao respectivamente a reflectiancia e a transmitancia de um feixe gaussiano
em fun¢@o da parte imagindria do indice de refragdo com w/L = 0.6.
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Fonte: Autor

Por uma visao global, com baixos ganho e perda na estrutura tri-camada, observamos
que ha uma tendéncia na reflectancia de reducdo de sua amplitude a medida que a cintura do
feixe gaussiano aumenta, essa tendéncia desaparece quando a incidéncia do feixe se da sobre
a camada de ganho com ganho e perda altos. Ja a transmitancia, mantendo »; baixo, apresenta
crescimento de seus valores quando aumentamos a cintura do feixe, tal efeito t€ém sua tendéncia

invertida para valores de n; mais altos.

A observacdo anterior estd associada as figuras 23(C) e (D) e ndo € geral, pois especifica-
mos a geometria do material com a camada central possuindo a largura 0.6L. Observamos, por
exemplo, que w entre 0.2L e 0.3L na figura 23(B), onde n; = 0.2 € pequeno, a transmitancia €
maior para a curva vermelha (kg6 = 10) e menor para a curva azul (kg0 = 2), 0 que revela uma

dependéncia ndo monétona entre T e § para um dado valor de w.

Matematicamente, a regressao a situacao da onda plana pode ser derivada através das
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equacdes 3.24 e 3.23, uma vez que a funcdo gaussiana sob certos limites se comporte como uma

funcdo delta de Dirac.

As condicdes que definem a delta de Dirac sdo duas, sua integracdo sobre o dominio

dos ndmeros reais resulta na unidade e sua imagem fora da origem € nula. Para uma fungao 9,

ser considerada uma funcdo sequéncia delta de Dirac a mesma precisa convergir para a delta

de Dirac (27, p. 83), no caso da fun¢do gaussiana, consideramos a funcao apresentada em (27,
p- 84),

On(x) = —=e "%, (3.29)

n . . . ~ ..
a constante —= serve para normalizar a sua integral. Sob integragdo §,, para qualquer limite
T

sobre n, temos o valor 1 como a integral sobre o dominio dos nimeros reais, ja o calculo do

limite em que n — o e x # 0 temos:

) 1 . n
o) = 2t
L
N i 2nx2enx

=0

Portanto, no limite 7 — oo (27, p. 86) nos permite trabalhar §,(x) = 8p(x)>. Esse resultado
aplicado as equacgdes (3.24) e (3.23) nos garante a onda plana sob regime de incidéncia normal

como sendo o limite para o feixe gaussiano,

(8/3/m) [ |r(ke)Pe 50" dky
lim R= lim 0 k 5
ko6 —veo koo—roo (5/\/ﬁ) fi(;co e ki dk,
[ k) Pon k) dke oo
S, 8o (ky) dk,
(8/v/m) [ Jt(ks)Pe ™% dk,
Iim 7= lim 0 - 5
k06—>°° kQS%OO (S/ﬁ) ff(/)q) e_kx dkx
55, (ko) P () ks
S 8p(ke) dky

1)

A efeitos de cdlculo, tomamos uso de kgL = 10 em todos os graficos desse trabalho, a
figura 23 apresenta um boa concordancia entre a onda plana e o feixe gaussiano quando k6 = 10,
entretanto a convergéncia perto desse valor ndo é coincidéncia, pois L =~ 0 ja nos fornece um
feixe cuja cintura é da mesma ordem de grandeza das dimensdes do nosso material, o que permite

confirmar que "o material enxerga uma onda plana quando o feixe gaussiano satisfaz L ~ 8.

3 Usamos &p como delta de Dirac para distinguir de 8, cintura do feixe gaussiano.
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4 CONCLUSOES

Neste trabalho investigamos quais as condi¢des para que houvesse simetria PT em um
dado sistema e qual a implicagdo da presenga dessa simetria no contexto da éptica, em especial,
na equacao de Helmholtz. O estudo foi dirigido sob a andlise de como um feixe gaussiano era
espalhado por um meio composto por 3 camadas e descrito por um indice de refracdo complexo,
onde a sua parte imagindria controla o equilibrio entre ganhos e perdas. Em tal estrutura, fomos
capazes de observar uma simetria quanto a transmissao do feixe sob incidéncia a esquerda e a
direita da mesma, resultado esperado pela teoria, mas com reflectancia diferentes, tal assimetria

€ conhecida quando tratamos de materiais ndo hermitianos.

A camada passiva central de nossa estrutura teve um papel fundamental, pois com a
alteracdo de sua largura podemos obter 3 sistemas distintos, o sistema proposto com a dimensao
de todas as camadas ndo nulas e as estruturas com uma e duas camadas, quando a largura da
camada passiva € igual ao comprimento do material e quando € nula, respectivamente. O modelo
com uma Unica camada foi util para verificagdo dos resultados, ndo introduzindo novidades na
teoria, ja que trata-se de um sistema hermitiano bem conhecido. O modelo com 2 camadas nos
chamou a atencdo, pois apresentou transmissdes mais altas que as demais configuragdes, mesmo

modificando a cintura do feixe.

Os resultados obtidos a cerca da transmissao e reflexdo do feixe gaussiano foram deriva-
dos do modelo de incidéncia por uma onda plana, onde as superpomos gerando um feixe com o
uso da transformada de Fourier. A escolha fundamental sobre um feixe gaussiano surge princi-
palmente por duas razdes, a primeira pelo fato de descrever a saida da maioria, mas ndo todos,
os lasers, a segunda razdo € que tal feixe pode ser concentrado o suficiente em torno do centro
da gaussiana que o descreve, surtindo na permissao de aproximacodes que leva-o diretamente a
teoria de Fourier. Construir o feixe gaussiano por ondas planas foi um artificio para comparar as
transmissdes e reflexdes em ambos os casos, mas um fato curioso surgiu quando a cintura do
feixe teve um tamanho préximo ao comprimento do material, pois houve uma convergéncia entre
os resultados do feixe e da onda plana em incidéncia normal. O resgate do modelo original da
onda plana foi, portanto, obtido e a permissao sobre essa simetria foi alcancada algebricamente

devido a teoria de distribui¢des ter cedido a distribuic@o delta como ferramenta de regresso.

Como perspectiva desejamos analisar sistemas de camadas mais complexos sob a in-
cidéncia de outros feixes, além de analisar o angulo de fase dos campos elétrico e magnético.
Tais consideragcdes permitem entender a existéncia da direcdo de invisibilidade do material.
Esperamos que nosso estudo contribua para o entendimento de sistemas nao hermitianos com

simetria PT.
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APENDICE A - IDENTIDADES
MATEMATICAS

A.1 IDENTIDADES DO CALCULO VETORIAL

Iniciamos com a demonstracdo de propriedades vetoriais usadas na manipulagcdo das

equagoes de Maxwell na primeira se¢do da fundamentagdo tedrica.

A.1.1 PRODUTO DE UM ESCALAR E UM VETOR

As identidades que se assemelham a regra do produto, conhecido do cdlculo diferencial
em uma varidvel, envolvendo o rotacional e a divergéncia do produto de um escalar por um vetor

sdo apresentadas a seguir:

V-(aF)=aV-F+ (Va)-F (A.1)
V x (aF) =aV x F 4 (Va) x F. (A.2)
Para a equacdo (A.1) temos:
V.- (aF) = Z&,-(aFi)
= Z(a&,Fl + (dia)F)
=a) 0Fi+)Y (da)F;

=aV-F+(Va)-F
Para a equacdo (A.2) temos:

V x (aF) = (Zéi@') x (aFé;)

= Z(é, X éj)8,-aFj

ij
=Y (6 x ¢))(adiF; + (9a)F)
ij
= aZ(é,’ X éj)aiFj ‘f‘Z(éi X éj)(aia)Fj
ij 1y
_ a(zi:éiai) x (;Fjé,-) + (Zi:éiaia) X (Zj:éij)
:anﬁ—F(Va) x F

Com isso, concluimos a demonstragdo da regra do produto para a multiplicacao de um escalar

com um vetor.
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A.1.2 ROTACIONAL DO ROTACIONAL

Uma identidade do célculo vetorial recorrentemente usada na manipulacdo das equagdes

de Maxwell é dada por:
Vx(VxF)=V(V-F)-V?*F (A3)
A derivagdo dessa equagdo inicia com a ideia intuitiva de representar as quantidades vetoriais

do primeiro membro da relacdo como uma soma sobre sua componentes nas direcdes de seus

respectivos vetores,

V x (V Xﬁ) = Zaié,’ X Zajéj X ZFkék
i J k

= Z 8,-8ij(€,~ X (éj X ék))
LJk
Para provar a identidade que envolve o laplaciano vetorial, tomamos uso da delta de kronecker
(8ij) e do simbolo de permutagio (&;x) também conhecido como épsilon de Levi-Civita, cujas
suas respectivas defini¢des sdo apresentadas a seguir:
I;sei=j
0ij = (A.4)
0;sei=#j

1;seijk=123,231,312
Eijk =4 —1;seijk=321,213,132 (A.5)

0; para indices repetidos

Claramente, as duas primeiras sentengas em (A.5) indicam que &;j; = 1 quando seus indices estdo
em ordem ciclica, € = —1 quando seus indices estdo em ordem anti-ciclica. O que permite
afirmar que a troca de dois indices consecutivos troca o sinal de ;. Para a delta de Kronecker

temos um comportamento peculiar em somatorios:
Z&jalj =dajj (A6)
i

Ja o simbolo de permutacio permite representar determinantes e, portanto, produtos vetoriais
em termos de somatorios. Para o caso de produtos vetoriais a representacao surge devido a
possibilidade de escrever o produto vetorial de versores ortonormais unitarios:
eixej= Y &bk (A7)
k=123
Como i, j e k assumem apenas valores 1, 2 e 3, s6 hd um termo ndo nulo na soma, que aparece

para i # k # j. As caracteristicas do paralelismo dos vetores advém do indices repetidos, pois

&;jk = 0 neste caso. Uma tltima rela¢do importante € dada por:

Y. €jimnim = 8jnbii — 8;i O (A.8)
m
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Esta dltima relacdo pode ser verificada diretamente por tentativa e comparacao, sob teste dos
possiveis valores de i, j, k e n, portanto deixamos a cargo do leitor. Retornando a identidade em
(A.3), mas trabalhando com o termo é; X (&; x &) e fazendo uso das relagdes em (A.6), (A.7) e
(A.8).

éi X (éj X ék) =¢é; X Zgjkmém
m
=Y €iim(éi x ém)
m
= Zgjkmgimnzén
m n
= Zén Zejkmeimn
n m
= Zénzgjkmgnim
n m
= Zén(Sjnaki - 6ji6kn)
n
= &0 — &, 0ji
Por fim, substituimos o ultimo resultado em (A.3):

Vx(VxF)=Y 0,0;F(é;6— ér5;i)

i,jk
ij ik

) ) ) 5

=V(V-F)-V?*F

O que conclui a demonstracao da identidade.

A.2 INTEGRAL GAUSSIANA

Um resultado util envolvendo a fungdo gaussiana € a sua integral sobre o dominio
dos niimeros reais. Neste trabalho, usamos a integral da fun¢@o gaussiana na ultima secao de

resultados e discussdes, onde houve a andlise do limite entre o feixe gaussiano e a onda plana.
e g
/ dxe ™ =\/1t/a (A.9)

Batizamos a integral gaussiana pela letra /, por economia de notagao,

I:/ dxe_“xz.
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Em seguida tomamos o seu quadrado,

> = (/oo dxe_“xz) (/W dye_“yz)
_ /voo /oo dXdye_a(x2+y2)

Agora temos uma integraco que corresponde a um volume, cujo dominio é o plano R?, para
resolver a integral tomamos uma mudanga de coordenadas, de coordenadas cartesianas para

coordenadas polares. O elemento de drea em coordenadas polares consiste na diferenca de drea

Figura 24 — Elementos de area em coordenadas cartesianas e polares.

y y

Y 4 /

dy

/
/
J rdgN/ dr

dx

/

/ e
-
’ -
/ d (2] L
ST

entre dois setores circulares,
1 1
dxdy = =(r+dr)?d6 — =r*d6
2 2
1
= rdOdr+ 5drzde,

como a diferencial dr’d6 é de terceira ordem, podemos 2 ignorar. Como a integracio é feita
sobre todo plano, os limites possiveis para r entdo no intervalo [0,o0] e os de 6 no intervalo
[0,27],

Como I? = 1t/a, concluimos I = /7 /a.

A.3 TRANSFORMADA DE FOURIER

A transformada de Fourier é uma transformada integral que permite mapear uma funcio

g por uma nova fungio G que tém como base fungdes ortogonais da forma e~*,

Gt = Flg()) = | _dxe *g(x) (A.10)
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Um fato que a torna ttil, € poder recuperar a fungdo original através de uma transformada inversa,

o) = Z[G)] " = % / " akeG(k) (A1)

Com a apresentacao da transformada e de sua inversa, usaremos-as para encontrar relacoes a

cerca da fun¢do gaussiana e da distribuicao delta de Dirac

A.3.1 DELTA DE DIRAC
Desejamos expressar a delta de Dirac como transformada de Fourier de alguma funcao,
S(k—k)= i/w dx e (A.12)
27 ) -
Basta calcular a transformada inversa de Fourier:

F6(k—K)) ' = % /m dk' e**§(k— k')

1 ikx

21

Portanto, 8 (k — k') é a transformada de Fourier da funcio ¢*** /\/27

S(k—K) = 5-F[*]

T

1 /= ;
— d lkx

21 /oo e

Esse ultimo resultado foi ttil para calcular a transmitancia e a reflectancia no caso do feixe

gaussiano.

A.3.2 GAUSSIANA

A transformada de Fourier da fun¢@o gaussiana retorna outra funcio gaussiana, usamos
esse fato em uma aproximacgdo para poder estudar o feixe gaussiano com um envelope também

gaussiano, mas considerando o feixe com uma cintura finita.

Flex12%) = / dxe™keg= /207 (A.13)
_ o0k )2 /°° dx e /207 ket 0%k [2 (A.14)
= oK) / " dxe” 32O (A.15)

A tltima integral ndo pode ser obtida diretamente devido a presenca do termo —ic k. Portanto,

a depender do sinal de k escolhemos um dos caminhos da figura 25 para avaliar a integral
2

fce_;?dz.
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Figura 25 — Caminho de integracao.

Im(z) Im(z)
R ) R Re(2) k<0 U”)‘ —io2k
an (D
A Y Y av) )
< am <o r () Re(z)
—io?k -R R

2
_ . . .
Como a fungdo e 20 € analitica nos contornos e em seus interiores, o teorema dos

residuos garante que a fun¢do dada tém integral nula nos contornos fechados,

£y o o
c Jo Jan Jamy  Jav)

Analisando a integral sobre os caminhos (II) e (IV) observamos que ambas se anulam, os

caminhos sdo descritos pelas retas verticais z = +R + iy (dz = idy),
2 —0%k  (4R+iy)?
/ e 22dz| = / e 2 dy
(I)ou(1V) 0
—0%k iR

= e,R2/262 / edey
0
)

< e—Rz/ZGZ / o'k

N 0

2
—o“k 2
2 2 _ Y
— ¢ F/20 / e 202dy
0

— 0, R — oo,

_ 42iyR—y?
e 262

dy

Logo, as integrais () e (III) sdo iguais, quando R — o, exceto por um sinal,

2 o (x—igZk)?
/ e 22dz7=— / e 262 dx
(111 —oo

Z2 oo x2
/ ewzdz:/ e 202dx.
1) —oo

Agora temos permissao de igualar as integrais:

o (x—icZk)? o 2
/ e 202 dx = / e 202dx
—00 —00

Usando a integral gaussiana, resultado obtido em (A.9),

©  (x-io?k)?
/ e 22 dx=V2rnol=o0oV2n

—o0
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Substituindo o ultimo resultado em (A.15):
g ,—Xx*/26%7 _ —c%k% /2
Fe |=0V2rme (A.16)

O que conclui a demonstracao
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