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Resumo

Os campos acusticos médios de forca e torque de radiacao acustica, decorrem da in-
teragao nao linear de uma onda actustica harmoénica no tempo com uma particula. Esses
fenémenos sao amplamente utilizados em acustofluidica, na manipulacao de micropar-
ticulas como células e microrganismos. Aqui, destacaremos as contribui¢oes de modelos
numéricos desenvolvidos através do método de elementos finitos utilizados, primeiramente,
na validacao de modelos analiticos de interacao nao linear com particulas esferoidais de
subcomprimento de onda, e posteriormente, na composi¢cao de um modelo semi-analitico
que descreve os campos acusticos médios em uma particula axissimétrica qualquer. No
primeiro trabalho, as expressoes analiticas para a forca e torque de radiagao actstica em
um esferoide rigido de subcomprimento de onda sao obtidas na aproximacao de dipolo do
espalhamento, onde a forga possui uma componente gradiente e uma componente de espa-
lhamento, enquanto o torque é dado em termos de uma contribuigao devido ao momento
e outra devido ao spin actstico. Comparamos os resultados numéricos e analiticos, utili-
zando um campo actustico composto por duas ondas planas com vetores de onda cruzados.
Outro trabalho que também abrange o torque de radiacao actstica em um esferoide de
subcomprimento de onda seré apresentado, entretanto com uma abordagem que destaca
a relagao entre o spin actustico e o torque devido a interacao da particula com um feixe de
Bessel de primeira ordem, onde também veremos a comparacao entre os resultados ana-
liticos e os numéricos. No trabalho seguinte, foi proposto um método semi-analitico de
notéavel eficiéncia na obtencao dos campos médios de forca e torque de radiacao acustica
exercidos em qualquer particula axissimétrica de subcomprimento de onda, imersa em
um campo acustico arbitrario. Contornando, tanto as limitagoes dos métodos analiticos,
restringidos a problemas com simetria em relacao a um dado sistema de coordenadas,
quanto as limitagoes dos métodos puramente numéricos, que demandam muito tempo
e poder computacional para simular o comportamento da particula ao longo do campo
acustico. Neste trabalho, os campos aciisticos médios sao dados em funcao de coeficien-
tes de espalhamento referentes aos modos de monopolo e dipolo, os quais sao calculados
numericamente em uma dada configuracao simplista, e depois sao utilizados para genera-
lizar os resultados para qualquer campo incidente. Comparamos nosso método com um
resultado exato para uma esfera rigida de subcomprimento de onda em &gua, bem como
demonstramos o potencial da nossa metodologia, apresentando um exemplo de aplicacao
mais realista, utilizando um glébulo vermelho imerso no plasma sanguineo sob a atuacgao
de uma onda ultrassonica estacionaria.

Palavras-chave: Método de elementos finitos, forca e torque de radiacao actstica, ma-
nipulacao de microparticulas.
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Abstract

The mean acoustic fields of acoustic radiation torque and force result from the non-
linear interaction of a harmonic acoustic wave in time with a particle. These phenomena
are widely used in acustofluidics, in the manipulation of microparticles such as cells and
microorganisms. Here we will highlight the contributions of numerical models developed
through the finite element method used, firstly, in the validation of analytical models of
nonlinear interaction with spheroidal particles of subwavelength, and later, in the com-
position of a semi-analytical model that describes the fields acoustic averages on any
axisymmetric particle. In the first work, the analytical expressions for the force and tor-
que of acoustic radiation on a sub-wavelength rigid spheroid are obtained in the scattering
dipole approximation, where the force has a gradient component of a scattering compo-
nent, while torque is given in terms of a contribution due to momentum and another due
to acoustic spin. We compared the numerical and analytical results, using an acoustic
field composed of two plane waves with crossed wave vectors.. Another work that also
involves the acoustic radiation torque on a subwavelength spheroid will be presented,
however with an approach that highlights the relationship between the acoustic spin and
the torque due to the interaction of the particle with a first order Bessel beam, where we
will also see the comparison between analytical and numerical results. In the following
work, a semi-analytical method of remarkable efficiency was proposed in obtaining the
means-acoustics radiation force and torque fields exerted on any subwavelength axisym-
metric particle, in an ordinary acoustic field. Bypassing both the limitations of analytical
methods, restricted to problems with symmetry in relation to a given coordinate system,
and the limitations of purely numerical methods, which demand a lot of time and com-
putational power to simulate the behavior of the particle along the acoustic field. In this
work, the mean-acoustic fields are given as a function of scattering coefficients referring
to the monopole and dipole modes, which are numerically calculated in a given simplis-
tic configuration, and then are used to generalize the results to any incident field. We
compare our method with an exact result for a rigid sphere of subwavelength in water, as
well as demonstrate the potential of our methodology, presenting a more realistic exam-
ple of application using a red blood cell immersed in blood plasma under the action of a
stationary ultrasonic wave.

Keywords: Finite element method, acoustic radiation force and torque, manipulation of
microparticles.
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Introducao

Quando ocorrem interac¢oes nao lineares entre uma onda actstica e uma dada particula,
surgem os fendmenos de forga e torque de radiagao acustica |[Baudoin e Thomas 2020).
Esses fendmenos regem a dinamica das microparticulas, e essa dinamica tem sido am-
plamente estudada, principalmente em dispositivos microfluidicos [Ozcelik et al. 2018|
[Wu et al. 2019]. Podemos destacar alguns estudos em: separagao de células tumo-
rais [Li et al. 2015, andlise da elasticidade da membrana de células por deformagao
acustica [Mishra, Hill e Glynne-Jones 2014|, padronizagao de células e microparticulas
[Collins et al. 2015], [Silva et al. 2019], e pinga acustica seletiva [Baudoin et al. 2019].

Usualmente, a forca e o torque de radiagao actustica sao analisados considerando parti-
culas perfeitamente simétricas, isto é, particulas esféricas. Contudo, geralmente as células
e microrganismos detém algum nivel de anisotropia. A titulo de exemplo, temos estudos
relevantes de sistemas acustofluidicos para manipulacao de particulas assimétricas que
contemplam, fibras de vidro [Schwarz, Petit-Pierre e Dual 2013|, bactérias Escherichia
coli |Ai, Sanders e Marrone 2013|, globulos vermelhos [Jakobsson, Antfolk e Laurell 2014,
microfibras [Schwarz et al. 2015, e microdiscos de alumina [Garbin et al. 2015]. Tam-
bém foram realizado experimentos com sistemas de levitagao acustica [Marzo et al. 2015],
|[Foresti e Poulikakos 2014] [Hong et al. 2017|. Dessa forma, entender a forga e torque de
radiacao acustica em microparticulas anisotropicas é fundamental para o estudo de sua
manipulacao.

Essencialmente, a modelagem da interacao de ondas actusticas com particulas ani-
sotropicas é dominada por técnicas numéricas, a citar o método de elementos finitos,
|Garbin et al. 2015|, |Glynne-Jones et al. 2013], [Hahn et al. 2015], método dos elemen-
tos de contorno [Wijaya e Lim 2015|, quadratura numérica [Mitri 2015], [Mitri 2016], e
matriz T [Gong, Marston e Li 2019]. Embora, via de regra os métodos numéricos deman-
dem alto custo computacional, principalmente em simulagoes tridimensionais inviabili-
zando a utilizacdo de computadores convencionais (com 16 GB, ou até mesmo 32 GB,
de memoria RAM), entretanto como mostraremos neste trabalho, esses métodos tem seu

valor reafirmado ao validar e complementar teorias analiticas.



Os estudos pioneiros em avaliar o torque de radiacao em particulas anisotrépicas uti-
lizaram discos circulares [Kotakl 1933], [King 1934], [Keller 1957], [Maidanik 1958|. Mais
adiante, foram desenvolvidos trabalhos com a forca e torque de radiacao em particulas
esferoidais [Fan et al. 2008], [Silva e Drinkwater 2018], [Leao-Neto, Lopes e Silva 2020].
Entretanto, até entao, as analises que se propuseram a abordar a forca e o torque de
radiacao em particulas com algum nivel de anisotropia, detinham sempre algum tipo de
limitacao. Exemplificando, citamos um resultado baseado na aproximacgao de Born, que
exprime o torque de radiacao em um esferoide com baixo contraste actistico em relagao
ao fluido circundante |Jerome et al. 2019]. O método recorre a expansao em ondas par-
ciais dos campos acusticos. Bem como necessita do conhecimento prévio do coeficiente
da expansao do feixe incidente (coeficiente de forma do feixe), o qual pode ser obtido
por métodos numéricos [Silva 2011|, [Gong, Marston e Li 2019, e até mesmo de forma
experimental |[Zhao, Thomas e Marchiano 2019]. No entanto, nem sempre esses coefici-
entes podem ser determinados, sobretudo em dispositivos acustofluidicos, que geralmente
detém configuragoes espaciais complexas (ondas estruturadas).

Para particulas sem anisotropia, a for¢a de radiacao gerada por um campo aciistico
arbitraria pode ser facilmente obtida pela renomada teoria de Gorkov [Gor’kov 1962,
precisando apenas da pressao e velocidade do fluido. Mais recentemente, de maneira
semelhante, o torque de radiagao em uma particula esférica em um campo actustico ar-
bitrario também foi derivado [Silva 2014]. Aqui, apresentaremos uma generaliza¢ao das
expressoes de forga [Silva e Drinkwater 2018] e torque |Ledo-Neto, Lopes e Silva 2020],
[Lopes et al. 2020] de radiacao acustica gerados em um esferoide de subcomprimento de
onda ao interagir com uma onda actstica incidente qualquer. Tais campos, que dependiam
anteriormente dos coeficientes de expansao supracitados, passaram agora a depender ape-
nas dos campos incidentes avaliados onde se posicionaria o centro da particula. Embora
apresentemos um modelo para uma particula rigida, os efeitos de elasticidade e absor¢ao
da particula poderao ser adicionados posteriormente, como ja realizado para particulas
esféricas |Leao-Neto e Silva 2016], [Zhang e Marston 2014]. Apos apresentarmos as ex-
pressoes analiticas desse estudo, iremos detalhar o modelo numérico em elementos finitos
que empregamos na validacao do mesmo.

Um fenémeno que estd intimamente relacionado ao torque de radiacao actustica é o
spin acustico, o qual foi proposto e medido como uma circulacao do campo de velocidade
do fluido [Shi et al. 2019]. Logo apos, os momentos angulares orbital e de spin foram
analisados teoricamente em campos de ondas acusticas monocromaéticas em um meio
homogeéneo [Bliokh e Nori 2019|. Todavia, mesmo antes desses estudos, deduzia-se que o
spin longitudinal, no qual o eixo de rotacao é paralelo & direcao de propagacao de um
feixe actstico de Bessel, poderia induzir o torque de radiacao actstica em uma particula
esférica absorvedora de subcomprimento de onda [Silva 2014|. Entao, apresentaremos o

torque de radiacao acustica em uma particula esferoidal devido a interagdo com um feixe



de Bessel com vorticidade de primeira ordem, através de uma abordagem que o relaciona
com o spin acustico. De forma suplementar, também iremos expor a relagao entre o spin
acustico e a velocidade angular da particula. Novamente, ap6s demonstrar as equagoes
analiticas iremos descrever o modelo numérico que utilizamos para validar as previsoes
do torque de radiacao actstica da particula em funcao do spin actstico.

Por outro lado, quando elevamos ainda mais o nivel de complexidade da geometria,
saindo do campo das particulas esféricas e esferoidais, as solugoes sao dificultadas, ge-
ralmente se restringindo & métodos puramente numéricos, que usualmente partem de
uma dada posicao e orientagao da particula no campo incidente, de modo que para qual-
quer alteracao, os campos actusticos médios devem ser recalculados, o que pode se tornar
uma tarefa computacionalmente muito intensa. Contudo, apresentaremos também uma
abordagem semi-analitica para descrever os campos aciisticos médios em particulas axissi-
métricas arbitrarias devido a interagao com uma onda actstica qualquer. Ao obtermos os
coeficientes de espalhamento de monopolo e dipolo da particula axissimétrica por meio do
método de elementos finitos, em uma dada configuragao espacial para cada modo corres-
pondente, podemos através desses coeficientes, relacionar os campos médios da particula
com a pressao e velocidade do fluido da onda incidente, obtendo assim uma generalizagao
para qualquer onda incidente. Entao, apresentaremos o modelo numérico em elemen-
tos finitos que utilizamos para computar de maneira bastante eficiente, os coeficientes
necessarios.

Aqui, introduzimos os temas abordados nos trabalhos mencionados. No capitulo 2
serao apresentadas a fundamentacao tedrica e matemética empregada na obtengao dos
resultados analiticos apresentados no capitulo 3. Posteriormente, no capitulo 4, descre-
veremos o método de elementos finitos, o qual foi empregado no desenvolvimento das
simulagoes utilizadas para obtencao dos resultados numéricos. No capitulo 5, detalha-
mos as simula¢oes numeéricas desenvolvidas em cada trabalho, e explicitamos todos os
resultados obtidos, comparando os resultados numeéricos e os analiticos. Em seguida, se

encontram as conclusoes, perspectivas e as referéncias.



2
Propagacao de ondas acustica

Este capitulo abrange os principios fisicos e matemaéticos que serviram de fundamen-
tagao teodrica para os resultados obtidos neste trabalho. Comecamos com uma introducgao
a média temporal de func¢oes periddicas, depois mostramos as equagoes de dinamica dos
fluidos oriundas das equacoes de conservacao de massa, energia e momento, dessa forma,
descreveremos a propagagao de uma onda acistica em um fluido ideal, o que nos leva a
equagao de Helmholtz. De forma anéloga, iremos expor os principios de conservagao para
solidos, de modo a demonstrar as relagoes entre a tensao e deformagao que governam
a propagacao de ondas em so6lidos, e assim compor a equacao de Helmoltz para soélidos

elasticos.

2.1 Meédia temporal

As ondas actsticas sao descritas essencialmente por func¢oes periddicas, de modo que
a forca de radiacao derivada destes campos, sao obtidas através de médias temporais.
Assim, saibamos que a média temporal de uma funcao g ao longo de um periodo de

oscilagoes completo T' = 27 /w é dado por:

w t0+27r/w

g=— g(t)dt. (2.1)

2m J,

0
Ademais, embora gradezas fisicas como a pressao e velocidade do fluido sejam quanti-
dades reais, elas sao frequentemente representadas por meio de funcoes complexa. Dessa
forma, se faz necessario apresentarmos algumas propriedades pertinentes das médias tem-
porais do produto de fungoes harmoénicas complexas. Assim, consideremos as fungoes

harmonicas complexas de primeira ordem a seguir:
g(t) = gre e, (2.2)

h(t) = hye (@A), (2.3)
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sendo ¢, e hy; as amplitudes, e a; e (1 as fases das suas respectivas fun¢oes. Mesmo
utilizando fung¢oes complexas, quando queremos extrair a forca de radiagao, somente a
parte real dessas fungoes geram efeitos computéveis. Com isso, por meio da Eq. (2.1)

temos que

l‘/oJr%7T
Relg|Re[h] = % / g1hy cos(wt + ay) cos(wt + fy)dt, (2.4)
to

onde Re representa a parte real da fungao. Entao, se substituirmos a relagao

cos(wt + o) cos(wt + f1) = %[Cos(Zwt + ay + f1) + cos(ag — )] (2.5)

na Eq. (2.4), obtemos
1 11 .
Relg]Re[h] = 591h1 cos(aq — 1) = §Re[9 h] = §Re[gh I, (2.6)

onde o asterisco ) representa o complexo conjugado, e o primeiro termo apés a igualdade
na Eq. (2.5 )desapareceu, pois é oriundo de uma subtracdo de fungdes seno defasadas em

um periodo completo.

2.2 Equacoes de conservacao em um fluido ideal

Ao estudarmos a dindmica dos fluidos, é comum desprezarmos as subdivisoes conven-
cionais da matéria (moléculas, atomos, ...), assim considerando o fluido como um meio
continuo. Dessa forma, adotemos um fluido ideal, de modo que as propriedades ma-
croscopicas do mesmo sejam constantes. Ao analisarmos o movimento do fluido, convém
subdividir sua extensao em pequenos elementos fixos em relagao a um sistema referencial,
para qualquer tempo ¢t. Tomando um elemento qualquer, de volume fixo V; e posicao
r, que envolva um nimero suficientemente grande de atomos ou moléculas que este-
jam em equilibrio termodinamico, podem-se definir grandezas fisicas para o elemento de
fluido, tais como, densidade velocidade, pressao, energia interna e entropia [Neto 2015],
[Andrade 2014].

De antemao, apresentamos o teorema da divergéncia de Gauss, pois o mesmo sera
utilizado com certa frequéncia daqui por diante, assim, o mesmo estabelece a relagao a

seguir para um determinado campo vetorial B(r):

V-B(r)d®r= [ B(r) ndr (2.7)
Vo SO

onde 7 é o vetor que aponta para fora na direcio normal a superficie Sy, e d®*r e d*r séo

os elementos de integracao de volume e area, respectivamente.
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2.2.1 Conservagao de massa

Tomando um elemento de fluido de volume V) e posicao r, e estabelecendo que o mesmo
possui um nimero N de atomos ou moléculas em um instante de tempo ¢, podemos definir

a densidade p(r,t), como
N
1
r,t) =— m;, 2.8
)= 3 (28)

onde, m; corresponde & massa do i-ésimo atomo ou molécula dentro do volume Vj. Con-
sequentemente, a velocidade v(r,t) do centro de massa do elemento de volume V; em

qualquer instante de tempo t é estabelecido por

] N
v(r,t) = m;mivi (2.9)

onde v;, denota a velocidade do 7-ésimo atomo ou molécula do elemento de volume Vj.
Sabendo que a massa nao pode ser criada ou destruida dentro do elemento de fluido,
entao a massa total englobada s6 pode variar devido a conveccao. Deste modo, o fluxo
de massa por unidade de area e por tempo (kg m_QS_l) é definido como o produto da
densidade p(7,t) com a velocidade de convecgao v(r,t). Assim, note que a variagao da
massa total englobada pelo volume V|, depende do fluxo de massa através da superficie S

do volume V; (ver Fig. 2.1), o que gera a relagao a seguir:
at/ p d3r—|—/ pv - d*r =0, (2.10)
Vo So

onde 0; = 8% denota a derivada parcial com relagao ao tempo. Perceba, como o volume
Vo é fixo podemos aplicar a derivada diretamente na densidade. Ademais, aplicando o
teorema da divergéncia de Gauss, Eq. (2.7), transformamos a integral de superficie da

Eq. (2.10) em uma integral de volume, como a seguir:
/ pv-d*r= [ V.(pv) d®r (2.11)
S() Vo
Portanto, substituindo a Eq. (2.11) na Eq. (2.10), obtemos
Op+V-pv =0, (2.12)

sendo esta a equagao de conservacao de massa para um fluido ideal.

2.2.2 Conservagao de momento

Em um dado instante de tempo ¢, o momento linear em um volume de fluido Vj

fixo é estabelecido como pv. Semelhantemente & variagao de massa, o momento linear
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Figura 2.1: Tlustragao das forgas atuando em um elemento de fluido de volume Vj ocupado
por particulas de massa m; e velocidade v;.

¢p (plesséoi

- (Elemento do fluido)

~ — 1)7 "
™m; R
D=2 <—? -
 — <«

pvv (luxo de momento):
p ‘pv (fluxo de massa)
~ - ‘Ev (fluxo de energia )

Fluido

Fonte: autor, 2023.

pode ser alterado em virtude da conveccao, logo, o fluxo de momento linear é dado por
pvv. Todavia, a taxa de variacao de momento linear total em um volume V{, também ¢é
influenciada pela pressao (p) normal a superficie Sy do volume V4, bem como pode sofrer
alteracoes devido forcas volumétricas, que atuam ao longo de toda a extensao do fluido,
como por exemplo a forga gravitacional, ou a forga elétrica. Desta forma, a variacao da

taxa de momento linear no volume Vj de um fluido ideal é dado por
é?t/ pv d’r +/ p nd’r +/ pvv -nd’r + [ fYd3r=0, (2.13)
Vo So So Vo

onde f" é a densidade de forca volumétrica, p(r,t) é a pressao em r, e a quantidade vv
é um diade, isto é, um tensor de segunda ordem. Mais uma vez, podemos transformar as
integrais de superficie em integrais de volume através do teorema de Gauss, no entanto
em sua versao para tensores [Mase 1970], transformando a Eq. (2.13) na equagao de

conservagao do momento linear em sua forma integral:

8t/ pv &r+ | Vpadir+ | V-(pvv) nd®r + [ fYd*r=0. (2.14)
VO VO VO VO
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Uma vez que o volume V; é fixo e arbitrario, também temos a equagao diferencial

parcial da conservagao do momento
Oi(pv) +Vp+V - (pvv) +f = 0. (2.15)

No estudo da propagacao do som, para a maioria das frequéncias as for¢as volumétricas
como a gravidade sao despreziveis (com excecao de frequéncias extremamente baixas, por
exemplo, aquelas da ordem ou menor que g/c, onde g é a aceleragao devido a gravidade e ¢
¢ a velocidade do som [Pierce 2019]), entao devido a sua menor intensidade em relagao as
demais for¢as da Eq. (2.15), podemos considerar f V' = 0. Além disso, podemos escrever
o gradiente de pressao em termos de um tensor de segunda ordem, como Vp = V - (pl),
onde I é um tensor unitario. Dessa forma, definimos o tensor de tensoes para fluido nao

ViSCOSO como
S =pl+ pvv, (2.16)

e com isso, reescrevermos a Eq. (2.15) da seguinte forma:

di(pv) +V-S = 0. (2.17)

Para a posterior deducao da forga de radiacao actstica, ¢ 1til reescrevermos a Eq.

(2.17), por meio da seguinte relacdo matematica
V-pvv = (V-pv)v+pv-Vo. (2.18)

Onde podemos substituir a equagao de conservagao de massa, Eq.(2.12), na relagao acima,
Eq. (2.18), obtendo
V- pvv =—(0p)v + pv - V. (2.19)

Por conseguinte, utilizando essa expressao, Eq.(2.19), na equagdo que queremos reescrever,

Eq. (2.17), temo como resultado
O(pv) +Vp— (Oyp)v + pv - Vo =0, (2.20)

ou
p(Or+v-V)v+Vp=0, (2.21)

onde temos o operador material, em parénteses, dado por
D, =(0;+v-V). (2.22)

Logo, temos
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pDyv = —Vp. (2.23)

Assim sendo, uma outra forma de expressarmos a equacao de conservacao de momento

linear em um fluido ideal.

2.2.3 Conservagao da energia

Para a conservacao de energia em um fluido ideal temos além das contribuigoes da
convecgao, a influéncia de efeitos termodinamicos. Dessa forma, para tratarmos da termo-
dindmica dos fluidos é conveniente utilizarmos quantidades termodinamicas por unidade
de massa. Deste modo, empregaremos a letra u para representar a energia interna por
unidade de massa de um volume fixo Vj, e a letra s para representar a entropia por uni-
dade de massa. Assim, a primeira lei da termodinamica relaciona o aumento da energia
interna com o trabalho realizado sobre o elemento de volume, e o calor T'ds, da seguinte

forma:
du = Tds — pd(p™") = Tds + L.dp, (2.24)
p

onde T'(r,t) é a temperatura na posi¢cdo r no instante de tempo ¢. Admitindo que o
transporte de calor no fluido é lento em comparagao com a propagacao do som no meio,
nos remete a um processo adiabatico (ds = 0), a primeira lei da termodinamica é reduzida
para du = pp~2dp, de maneira que, a energia interna e também a pressio possam ser

expressas como equacoes de estado em funcao da densidade,

p=p(p), (2.25)

u=u(p). (2.26)

Por sua vez, a densidade de energia em um volume V{ é dada pela soma da densidade
de energia cinética com a densidade de energia interna,
2
p(r,)

E(r,t) = — pu(r,t). (2.27)

De forma analoga & variacao de momento linear, a densidade de energia em um fluido
de volume V; pode variar por conveccao através da superficie Sy, bem como por conta
da variagao do trabalho realizado por uma forca gerada pela pressao na superficie Sy.
Sendo que, a densidade de energia de conveccao é dada em termos do fluxo de energia
(pv?/2 + pu)v, enquanto que a variagao do trabalho devido a pressao é pv (ver Fig. 2.1).

Assim, a variacao da taxa de densidade de energia em um volume V; pra um fluido ideal
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€ expressa por

pv? pv° 2 2
at/ (—+pu)d3r+/ (—+pu)v-nd1‘+/p’v-nd1°=0- (2.28)
Vo 2 So 2 So

Novamente utilizando o teorema de Gauss, Eq. (2.7), além do fato de Vj ser fixo e

arbitrario, obtemos a equacao de conservacao da energia para um fluido ideal:

2 2

O (%ntpu)%—v-[(%%—pu%—p) v]v:(). (2.29)

Com mais esta equacao, concluimos as explanacoes dos principios de conservacao em

um fluido ideal, partindo agora para os fundamentos de propagacao.

2.3 Propagacao de ondas acusticas em um fluido ideal

Associando as equagoes de conservacao da massa, Eq.(2.12), conservagao de momento
linear, Eq. (2.17), e da equacao de estado da press@o em termos da densidade, Eq. (2.25),

podemos descrever a dindmica de propagacao de ondas em um fluido ideal, sendo elas,

respectivamente:
Op+ V- pv =0, (2.30a)
O(pv)+V-S=0, (2.30Db)
p=p(p). (2.30c)

Para tal, consideremos o fluido homogéneo, de modo a ter uma densidade py e uma
pressao pg, ambos constantes. Assim, expandindo a pressao, em séries de Taylor em torno

da densidade py, obtemos:

_ - n<agp)p0
P—Po= ;(P—Po) 77 (2-31)

onde 0, = a% é a derivada parcial com relacao a densidade, nesta aplicacao representa a
variacao da pressao em funcao da densidade do fluido, ou seja, ondas de pressao, ou como
sao reconhecidas cotidianamente, o som. Note que a derivada parcial de primeira ordem
(0,p) po» tem dimensao de velocidade ao quadrado, entdo podemos inferir que a velocidade

do som pode ser definida como
¢ = (0pD)po- (2.32)
Via de regra, as equagoes parciais nao-lineares sao de dificil solugao analitica, as equa-

¢oes que descrevem a dindmica de uma onda sonora em um fluido ideal, reforcam essa re-

gra. No entanto, como comprovaremos ao longo deste trabalho, as mesmas detém solugoes
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aproximadas bastante satisfatoérias, as quais podemos obter pelo método de aproximacoes
sucessivas. Neste método, expandimos a pressao, a densidade e a velocidade em poténcias
de um pequeno parametro M, conhecido como niimero de Mach, sendo este uma medida

adimensional da velocidade definida por
M= —, (2.33)

onde vy é a magnitude maxima da velocidade do elemento de fluido e ¢y é a velocidade
do som no fluido. Por consequéncia, nossos estudos estao delimitados a um regime de
baixa velocidade, M < 1. Dessa forma, podemos escrever a pressao, a densidade e a

velocidade, como:

p—po=» M, (2.34)
n=1

p—po=y M'p", (2.35)
n=1

v=>Y M (2.36)
n=1

onde o indice n denota a ordem da expansao. A aproximacao linear é suficiente para
descrever os fendmenos de espalhamento da onda. Para a derivacao da forca de radiacao
acustica, utilizaremos os campos actsticos de segunda ordem, todavia, posteriormente
veremos que estes campos podem ser representados através de termos de primeira ordem,

deste modo, avaliaremos primeiramente os termos lineares.

2.3.1 Equacao linear da onda

Dentro do limite das pequenas perturbagoes, ou seja M < 1, os campos acusticos
podem ser representados pela aproximagao linear, sendo assim, a partir das Eqs. (2.34)-
(2.36) obtemos os campos de pressao, densidade e velocidade do elemento de fluido, nesta

ordem, como:

p—po=Mp", (2.37)
p—po=Mp", (2.38)
v = Mo, (2.39)

Substituindo as Egs. (2.37), (2.38) e (2.32) na Eq. (2.31), com n = 1, temos a

aproximacao linear da expansao da pressao em funcao da densidade,

p = c2pW, (2.40)
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Por sua vez, ao substituirmos as Eqs. (2.37)-(2.39) nas equagbes de conservagao de
massa (2.30a) e conservagao do momento linear (2.30b), mantendo apenas os termos de

primeira ordem e eliminando a densidade por meio da Eq. (2.40), encontramos

1

podivM + vpH = 0. (2.42)

as quais constituem as equagoes lineares de dinamica dos fluidos.

Empregando o rotacional na Eq. (2.42), visto que o rotacional de um gradiente é
sempre nulo (V x Vp) = 0), identificamos que a velocidade do elemento de fluido &
irrotacional, pois obtemos

V x v =0. (2.43)

Dessarte, por defini¢cao, podemos escrever a velocidade do elemento de fluido como o

gradiente de uma fungao potencial escalar ¢(r,t), como se segue:
vV = V. (2.44)

Utilizando essa decorréncia na Eq. (2.42), temos a pressdo em fungdo do mesmo

potencial,

P = —pyd,0. (2.45)

Com isso, se substituirmos a velocidade e a pressao do elemento de fluido escritas como
fungoes do potencial de velocidade, na Eq. (2.41), obtemos a equacao linear da onda para

o potencial de velocidade
1
(V2 - C—gat?) o(r,t) = 0. (2.46)

Como consequéncia direta, a pressao e a velocidade do elemento de fluido satisfazem

a equacao linear da onda.

2.3.2 Equacao de Helmholtz

Os fendmenos de forga e torque de radiagao acistica decorrem da interagao com campos
acusticos que possuem variagao temporal harmonica. Assim, admitindo que estes campos
oscilam com frequéncia angular w = 27 f, temos que o potencial de velocidade do elemento

de fluido pode ser escrito como

o(r,t) = ¢(r)e ", (2.47)

onde podemos inferir que ¢(r) é a amplitude do potencial de velocidade do elemento de

fluido. Sendo assim, ao substituirmos a Eq. (2.47) na equagao linear da onda, Eq. (2.46),
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obtemos a conhecida equacao de Helmholtz:
(V2 + k%) o(r) =0, (2.48)

onde k = w/cy é o namero de onda.

Solucionando a equacao de Helmholtz podemos obter a amplitude do potencial de
velocidade para uma dada configuragao, descrita a partir das condi¢oes de contorno do
problema, e por consequéncia também obtemos os campos de pressao e velocidade do
fluido, necessérios para a computacao da forca e torque de radiacao acusticos.

Para apresentarmos uma solugao da equacao de Helmholtz, primeiramente precisamos
escolher o sistema de coordenadas que mais se adéque ao nosso problema, aqui utilizaremos
o sistema de coordenadas esféricas (7,0, ¢), onde r é a distancia radial, 6 é o angulo polar
e ¢ ¢ o angulo azimutal, de acordo com o ilustrado na Figura (2.2). Sendo assim, as
regras de transformagcao das coordenadas esféricas (r,0,¢) em cartesianas (z,y, z) estao

descritas a seguir:

x = rsinf cos g, (2.49)
y = rsinf cos p, (2.50)
z =rcosb, (2.51)

onde, r ¢ medido a partir da origem dos eixos xyz com intervalo de 0 < r < oo, o angulo
f ¢ medido a partir do eixo z positivo com intervalo de 0 < 8 < 7 e o angulo ¢ é medido
no plano zy a partir do eixo x positivo com intervalo de 0 < ¢ < 27. De modo que, o

vetor unitario radial (e,) é dado por:
e, = rsinf cos pe, + rsinf cos pe, + rcosfbe,. (2.52)

onde e,, e, e e, sao os vetores unitarios cartesianos.

2.3.3 Solucao da equacgao de Helmholtz

Aplicando o laplaciano em coordenadas esféricas na equacao de onda de Helmhotz
(2.48), obtemos:

1 1
(%(sin Qagqb) —|— —2
r

sin? 6

le(“)r(TQE?Tqb) + o+ k*p=0. (2.53)

r2sin 6

A maneira mais usual de resolver esta equacao diferencial parcial é decompondo-a em um

conjunto de equacgoes diferenciais ordinarias, o que executaremos por meio do método de
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Figura 2.2: Coordenadas esféricas (1,0, ¢), onde: r é a distancia radial, f (theta) é o
angulo polar e ¢ (phi) é o angulo azimutal; e, é o vetor unitario na dire¢ao radial, e
(€s, €y, €,) sd0 0s vetores unitarios cartesianos.

Fonte: Autor, 2023.

separacao de varidveis, através da pressuposicao:

¢(r,0, ) = R(r)©(0)®(p), (2.54)

onde R(r),0(0) e ®(p) sao fungoes arbitrarias das variaveis radial, polar e azimutal,
nessa ordem. Substituindo a Eq. (2.54) na Eq. (2.53), e em seguida dividindo por
R(r)O(0)®(p), temos

1 1
——d,(r*d,R) + ———dy(sin 0dy©) + ————d>® + k* = 0. 2.55
R (r )+ Or?sind o(sin 6ds®) + dr2sin?g ¥ * (2.55)
d d ) d? .
onde d, = —, dy = — e d°, = —. Note que, neste passo pudemos substituir todas as
dr de v dp?

derivadas parciais por derivados totais. Multiplicando por 72 sin? #, obtemos:

1 1
—d2® = r?sin’*0 | ———d,(r*d,R) —

: 2
ol 2R ede(SHl 0de©) — k| . (2.56)

Or?sin
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Observe que no lado esquerdo da Eq. (2.56) temos uma fungao que depende somente de
¢ e no lado direito temos apenas fungoes que dependem de 7 e 6. Assim, como 7,60 e ¢

sao variaveis independentes, nos ¢ permitido igualar ambos os lados da equacao a uma

constante:
1 5 2
1
r?sin® 6 | ———d,.(r*d,R) — dg(sin 0dy©) — k* | = —m?, (2.58)

Or?sind

R

onde m deve ser inteiro, e sera estipulado de acordo com as configuragoes do problema.
Multiplicando a Eq. (2.58) por r? e remanejando os termos de acordo com as varidveis,

encontramos )

1
Osind sin? @’
De forma anéaloga, também podemos igualar cada lado da Eq. (2.59) a uma constante,
obtendo:

d@ (sin Hdg@) +

1
r*k? + EdT(TQdTR) =— (2.59)

2

m

— dy(sin fd = 1 2.
ey o(sin 0dp©) + - n(n+1), (2.60)

1
rk? + Edr(r2drR) =n(n+1), (2.61)
Ou ainda,

L 1y(sin0d,0) — "6 + n(n+1)© = 0 (2.62)

sing 0T sin? 6 e B '

1 n(n+1)

kR + ﬁdr(TZd,«R) - ——5 k=0, (2.63)

onde n da mesma forma que m é um inteiro a ser determinado. A Eq. (2.57) aceita

solugoes do tipo:

P = P, (2.64)

onde ®; é uma constante e como m é um inteiro, de modo que a periodicidade e a
continuidade da solucao sao mantidas.
Com o intuito de facilitar a obtengao da solu¢ao da Eq. (2.62), fagamos uma substi-

tuicao de variavel nn = cos @, onde pela regra da cadeia temos:
dp© = d,0dyn = (sinb)d, O, (2.65)
isolando apenas o operador de derivada, para simplificar a substitui¢ao, temos:

dg = sin 0d,,. (2.66)
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Assim, substituindo a Eq. (2.66) na Eq. (2.62), tendo que sin? € = 1 — cos? 6, ou em nossa

substituicdo como sin?# = 1 — n?, chegando em

m2

dy [(1=n*)d,O(n)] + [n(n+1) — -

O(n) = 0. (2.67)

A qual é conhecida como uma equagao associada de Legendre, tendo solucao dada por
[Machado 2004]
©(0) = 0, P (cos ) (2.68)

onde P"(cosf) sao as fungdes associadas de Legendre e ©1 é uma constante.
As fungoes angulares © e ®, podem ser convenientemente combinadas em uma fungao

denominada como harménicos esféricos Y, como a seguir [Machado 2004|

(2n+1)(n —m)!
Adr(n +m)!

P™(cos)e™?, n >0, —n <m < n. (2.69)

O(0)P(p) =Y,"(0,¢) = \/

Ja a Eq. (2.63) é intitulado como equagao esférica de Bessel, tendo solugao dada por
[Machado 2004|
R(r) = Ryjn(kr) + Ryyn,(kr), (2.70)

onde j, e y, sao fungoes esféricas de Bessel e Neumann de ordem n, e R; e Ry sao

constantes. Uma forma alternativa de expressar essa solugao é como [Williams 1999
R(r) = Rsh\V(kr) + Ryh P (kr), (2.71)

onde hg)(k:r) e hg)(kr) sao funcgoes esféricas de Hankel de primeiro e segundo tipo e
ordem n, e R3 e R4 sao constantes.
Agora que obtemos separadamente as solucoes das equacgoes radial, polar e azimutal,

a solucao geral de Helmhotz é dada a partir da Eq. (2.54), como
S10.0) =33 (k) + bt ()Y (0, ). (2.72)
n=0 m=—n
Ou, de modo alternativo por
o(kr, 0, ) Z Z Sumh D (k1) + pmh@ (kr)]Y™(6, @), (2.73)
n=0 m=—n

onde nm, bpum, Snm € Com S20 constantes a serem determinadas de acordo com as condicoes

de contorno especificas de cada problema actstico.
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2.4 Equacoes de conservagao para solidos

A partir deste momento iniciaremos a discorrer sobre soélidos, fazendo um paralelo
do que foi exposto sobre fluidos. Desta forma, introduzirmos os conceitos de conserva-
¢ao (massa, energia e momento) para um solido elastico, previamente apresentando os
conceitos de deformacao, tensao e as relagoes constituintes. Com o objetivo de evitar
a complexidade dos célculos tensoriais, os conceitos por vir, serao expostos através de

coordenadas cartesianas no formato x; (i = 1,2, 3).

2.4.1 Deformacao

Consideremos que um meio continuo de volume V; e superficie Sy sofreu uma deforma-
¢ao. A priori (anterior a deformagao) um ponto P, desse volume era localizado pelo vetor
R(z1, x5, x3), enquanto um outro ponto P;, disposto nas proximidades de Py, era situado
pelo vetor dR medido em relagao a Fy. Apos a deformagao, vamos nomear o volume e a
superficie por Vj e S{, respectivamente, enquanto o ponto Py passa a ser intitulado como
Py e localizado por r(zq,x2,23), da mesma forma que o ponto P; serd referido como Pj
e localizado pelo vetor dr em relacdo a P, como esbogado na Fig. 2.3. Bem como, o
deslocamento de Py para B} é definido pelo vetor w(wy, we,ws). Assim, as relagoes entre

os vetores delineados na Fig. 2.3 sao dadas por
r=R+w, (2.74)

w+dr=dR+ W. (2.75)

Perceba que, a partir da Eq. (2.74), intuimos que dr = dR + w. Portanto, substituindo

essa equagao na Eq. (2.75), temos
W =w + dw. (2.76)
De modo que, também podemos expressar dw; da seguinte forma:
dw; = Jjw; dz; (2.77)
onde 0; = 0/0x;. Ademais, podemos reescrever essa equacao como
dw; = %(@-wi + Jw;) dx; + %(@-wi — Qjw;) dz;. (2.78)

Sendo assim, podemos definir os tensores infinitesimais de deformacao e rotacao para
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Figura 2.3: Representacao da deformacao de um meio continuo de volume Vj e superficie
So resultando em um volume Vj e superficie S|, (desconsiderar o deslocamento lateral, foi
ilustrado dessa forma apenas para melhor demonstrar a soma dos vetores, de forma a nao
aglomera-los.)

/

AT3 VO S/
Vo 0
S0
|14
w
R
r
T2
L1
Fonte: autor, 2023.
pequenas deformagoes como
1 1
Eij = 5(8]11}1 + 8iw]‘), ’wi]‘ = 5(6]11)1 — 8iw]‘), (279)
ou na forma vetorial, com a deformacao sendo dada por
1 T
€= E(Vw + Vw'), (2.80)

onde Vw ¢é o tensor de segunda ordem e o sobrescrito 7 remete & transposta do tensor
correspondente. Logo, a Eq. (2.78) nos mostra que a cineméatica de um ponto arbitrario
na vizinhanca de um ponto F, é governada pelo campo gradiente local d;w; e que esse
movimento ¢é resultante da combinagao de efeitos locais de distor¢ao €;; e a rotacao de

corpo rigido wj;.

2.4.2 Tensao

Supondo um meio continuo de volume V; e superficie Sy onde agem forgas f;(i =
1,2,3), como ilustrado na Fig. 2.4. Se um objeto for deformado devido a atuagao dessas

forcas, a distribuicao de suas moléculas é alterada, dessa forma este corpo ja nao se
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encontra em seu estado de equilibrio original. Em compensagao, o vetor de tracao interno
g age como reacao a atuagao dessas forgas, tentando restaurar o corpo ao equilibrio.
Considerando um elemento de superficie arbitrario com vetor normal n, em relacao a essa

superficie, como esbocado na Fig. 2.4, o vetor tragao é definido por
q=o0-n, (2.81)

onde o é o tensor de tensoes, que é diretamente ligado as forcas internas que tendem a
restituir o corpo ao seu equilibrio. Entao, se nao houver deformagao, nao havera tensao

interna.

Figura 2.4: Representacao do vetor de tragao g em um meio continuo de volume Vj e
superficie Sy devido as forgas externas f;(i = 1,2, 3).

f3 dn

2

fi 50

Fonte: autor, 2023.

2.4.3 Conservacao da massa

Podemos definir a massa compreendida por um volume Vj e superficie Sy para qualquer
intervalo de tempo t como

m= [ p &r, (2.82)
Vo

onde p; = pi(r,t) é a densidade de massa de um solido. Para termos a conservagao de

massa, é preciso que a taxa de variagao da mesma seja nula, ou seja, dm/dt = 0. Logo,

/ [8,5/)1 dgr + plat (dg'r')] =0. (283)
Vo

Visto que, o deslocamento de uma particula provocado pela deformacao do volume Vj,
ap6s um instante dt, é dado por vdt, e que n é o vetor unitario normal a superficie Sy,

entao o volume deslocado pelas particulas de um elemento de area d*r na superficie S
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pode ser escrito como d*r = v - n dtd*r. Com isso, obtemos
o dr +/ pmv-n d*r=0. (2.84)
Vo So

Utilizando o teorema da divergéncia de Gauus, Eq. (2.7), convertendo a integral de

superficie em uma integral de volume novamente, temos

8tp1 d37° + / V- P1v dS’I" =0. (285)

Vo VO

Uma vez que, o volume Vj € fixo e arbitrario, a equagao de conservacao de massa é definida

CcOo1mo:

op1 + V- pv =0, (2.86)

a qual é analoga a Eq. (2.12), embora para solidos.

2.4.4 Conservacao do momento

A variagao da taxa de momento linear em um meio continuo de volume V; e superficie
Sp ¢ igual a forca total aplicada sobre esse volume. Sendo que para um instante de tempo
qualquer, t, o momento linear no volume continuo Vj é dado por p;v. Além disso, temos
que o corpo também esta sujeito a forcas de superficie e volumétricas. Dessa forma, a

taxa de variagao do momento linear de um corpo é estabelecido como

8t/ pv dPr = / o-ndir+ | fV &Pr, (2.87)
Vo So Vo

onde o é o tensor de tensdes em um so6lido. Operando a derivada temporal do lado
esquerdo da equacao, e utilizando a relacao apresentada na secao anterior, na qual a

derivada no tempo do elemento de volume ¢é 9,(d*r) = v - nd*r, obtemos
/ (vOyp1 + pr1Oyv) dPr +/ prov-n d’r = / o-ndr+ [ fVdr (2.88)
Vo So So Vo

Por meio da relagao da Eq. (2.84) podemos anular o primeiro e o terceiro termo a esquerda
da igualdade. Ademais, substituirmos v = 0;w no segundo termo, e empregando o
teorema de Gauss, Eq. (2.7), na integral de superficie do lado direito, chegamos na

equacao

/ (p10tw —V -a —f¥) &*r =0. (2.89)
Vo
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Devido o volume Vj ser arbitrario, a equagao de conservacao do momento linear para
solidos é definida como

pPw—-V-o—f" =0, (2.90)
Na maioria dos casos, as forcas volumétricas f" sdo muito menores menores que as
demais forcas da Eq. (2.90), o que nos permite despreza-las, restando

p0iw —V - o =0. (2.91)

Assim, esta é a equagao de conservacao de momento linear para sélidos que considerare-

mos.

2.4.5 Conservacao da energia

Temos conservacao de energia quando, a taxa de variacao de energia total ¢ igual ao
trabalho realizado por todas as forcas externas ao corpo, por unidade de tempo. Com

isso, temos a energia cinética E,. dada por

1
E.= —/ v2py dPr. (2.92)
2 Jy,

A medida que, a energia interna U é estabelecida como

U:/ upy d°r, (2.93)
Vo

onde u é a energia interna por unidade de massa. Assim, a conservagao de energia é dada

por

1
8,5/ (zv* +u)p d°r = / (-n)-vdr+ | fvdr (2.94)
Vo 2 So Vo

Efetuando a derivada temporal do lado esquerdo, temos

1 1
/ {(U@tv + Oyu)py + (—1)2 + u) atp1] dBr + / (—U2 + u) pv - n d*r
Vo 2 So 2

= / (-n)-vd®r+ [ f¥ vdr (2.95)
SO Vo

Aplicando o teorema de Guass, Eq. 2.7, nas integrais de superficie e reordenando

alguns termos, obtemos

1
/ (vOyv+0yu) py d3r+/ (—v2 + u) 0,01+ V-prv]dPr= | Viovd®r+ [ fVvd®r.
Vo V(] 2 VO VO
(2.96)
Observe que o termo entre colchetes é nulo, ja que se trata da equacgao de conservagao

de massa, Eq. (2.86). Além disso, se substituirmos v = J,w e organizarmos os termos
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novamente, temos
/ (0102w —V -0 — fV)0w + (p1Ou — o V- v)] &*r = 0. (2.97)
Vo

onde o primeiro parenteses também é nulo, pois corresponde a equagao de conservacao do
momento, Eq. (2.89). Por fim, como o volume V; é arbitrario, encontramos a equagao de

de conservacao da energia para so6lidos:

p1ou—o V-v=0. (2.98)

2.5 Propagacao de ondas actuisticas em soélidos elasticos

A rigidez é uma caracteristica relevante dos materiais elasticos, a qual associa a tensao
com a deformacao, ao descrever a resisténcia de um material & deformagao em virtude da
aplicacao de um forca. Considerando um meio isotropico, Cauchy generalizou a lei de Ho-
oke, adotando que as componentes da tensao sao linearmente conectadas as componentes
da deformagao [Bedford e Drumheller 1994|. Assim, a equagao tensorial na notagao de
FEinstein, onde um indice repetido corresponde a um somatorio sobre esse mesmo indice,
pode ser definido como:

0ij = Cijri€rl, (2.99)

onde o 0;; ¢ o tensor de tensoes, €x; ¢ o tensor de deformacao e Cjji; € o tensor das cons-
tantes elasticas, ou moédulos do material, assim sendo denominado de tensor do moédulo
de elasticidade.

A equagao acima pode ser desenvolvida por meio do teorema que se segue: Um tensor

isotropico de quarta ordem D;j;; pode ser escrito da seguinte forma [Segel 2007],
Dijir = N0 + p(6ikbj1 + 001) + k(01 — 6urdjk), (2.100)

onde A,y e Kk sdo constantes e d,,,(n,m = 1,7, k,7) é a fungao delta de Kronecker. Com
isso, utilizando esse teorema no tensor de quarta ordem da relacao tensao-deformacao

para um meio isotropico, Eq. (2.99), temos
Oij = AeOijerk + 2flc€is, (2.101)

ou ainda,
o =X tr €] T+ 2pc€, (2.102)

onde, I é o tensor unitario de segunda ordem, ‘tr’ representa o trago de um tensor, A, e
lle SA0 as constantes elasticas longitudinal e de cisalhamento em unidades Pa.

Aplicando o tensor de deformagao da Eq. (2.79) e a relagao de tensao-deformagao para
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um so6lido elastico isotropico, Eq. (2.101), na equacao da conservagao do momento, Eq.
(2.91), conseguimos reestruturar essa relagao em termos do deslocamento w, da seguinte
forma:

p107w; = (e + pie)05w; + p1ediw; (2.103)

Ou de maneira equivalente, em formato vetorial
102w = (Ao + o) V(V - w) + pe V0. (2.104)

Ao passo, se empregarmos a identidade vetorial V2w = V(V-w) —V x V X w, a equagio

acima pode ser reescrita como
Otw =ciV(V-w) — iV x V x w. (2.105)

De modo que, as velocidades do som longitudinal e de cisalhamento no sélido sao definidos

como |Ayres e Gaunaurd 1987]:

e + 2o
o = o[t ). (2.106)

P1

cs = B (2.107)
1

2.5.1 Decomposicao de Helmholtz

Devido a natureza complexa da equagao de movimento do deslocamento, Eq. (2.105),
é valido reescrevermos essa equagao de uma forma mais concisa, com essa finalidade,
usaremos o teorema da decomposi¢ao de Helmholtz [GRAFF 1975|, para definir o vetor

de deslocamento w em termos do potencial escalar ¢;, e do potencial vetor A,
w= (Vo +Vx Ae ™ V-A=0, (2.108)

onde ¢, e A sao as amplitudes das fungoes potenciais escalar e vetor referentes as ondas

longitudinais e de cisalhamento, nessa ordem. Com isso, a Eq. (2.105) torna-se,
V [076r — V2] e £V x [92A — AV2A] e = 0. (2.109)

Dessa forma, para satisfazer essa equacao, os termos entre colchetes devem ser nulos, de
modo que as equacoes de onda em um sélido podem ser escritas de forma independente

para cada potencial,

[V? = ¢ %07 |gpre ™" =0, (2.110)
[V? = ¢%07 | Ae ™ = 0. (2.111)
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Como a funcao potencial A é um campo vetorial solenoidal, podemos reescrevé-la em

termos de dois potenciais escalares g e ¥g 9, isto é, os intitulando de potenciais escalares

de Debye |Gray e Nickel 1978|,
A=V x(rg1) +V XV X (rig2). (2.112)

Com isso, substituindo esse nova reformulagao do potencial na Eq. (2.111), chegamos nas

equagoes de Helmholtz escalares

(V2 +ki)oL =0, (2.113)
(V2 + k2) (jﬁ;) —0. (2.114)

onde kj, e kg sao os numeros de onda longitudinal e de cisalhamento, nessa ordem, dados
por
2 w)®
ki = <g> , j€e{L,S}, (2.115)
J& apresentamos uma solucao da equagao de Helmholtz na Sec. 2.3.3. Como as ampli-
tudes dos potenciais dentro da particula deve ser fungoes regulares finitas, os potenciais

longitudinal e de cisalhamento de Debye sao escritos na base de ondas parciais como

S(kpr,0,0) = dumnmin (kL)Y (0, ¢), (2.116)
¢S71(l€57“, 67 (10> = Z enmanmjn(ksr)ynm(e, 80), (2117)
Vso(ksr,0,p) = Z Frm@nmJn(ksr)Y," (0, ©). (2.118)

onde, os coeficientes de expansao d,,,, €nm € fum serao estipulados por meio da resolucao

do sistema linear obtido através das condigoes de contorno na superficie da particula.
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Forca e torque de radiacao acustica

Enquanto se propagam, as ondas actsticas transportam energia e momento (linear
e/ou angular), ao interagir com um dado objeto parte desse momento pode ser transferido
para o mesmo, conforme a onda é espalhada e absorvida pelo objeto. De modo que o fluxo
de momento linear médio e as tensoes que atuam sobre o objeto, sao reconhecidas como
a forca de radiagao acustica, e de forma anéloga, o fluxo de momento angular origina o
torque de radiacao acustica. Assim, neste capitulo, veremos como a forca e o torque de
radiacao actstica em uma dada particula sao definidos em func¢ao dos campos de pressao
e velocidade apresentados no capitulo anterior (Cap. 2). Posteriormente, apresentamos
os efeitos de forca e torque de radiagao acistica devido a interacao nao linear de uma
particula esferoidal de subcomprimento de onda com uma onda actustica arbitraria. Em
seguida, expomos um caso particular de transferéncia de spin de um feixe de Bessel
com vorticidade de primeira ordem para uma particula esferoidal. E posteriormente,
detalharemos uma teoria de obtencao dos campos actisticos médios para uma particula

axissimétrica de subcomprimento qualquer.

3.1 Forcga de radiacao por um feixe aleatério

Considerando uma onda incidente em uma particula de superficie Sy, a forga de radi-
acao acustica média F',.q serd computada pela integral do tensor de tensoes médio S que

atua sobre a particula:

F..0= / S-n d*r, (3.1)
So

onde a barra indica a média temporal (ver Sec. 2.1).

Apresentaremos os termos da forca de radiagao actustica até segunda ordem. Normal-
mente, os campos de segunda ordem sao considerados despreziveis em comparagao com 0s
termos de primeira ordem. No entanto, quando os campos lineares tem uma dependéncia
harmoénica com o tempo, eles tem média temporal nula. Por exemplo, se os termos de

primeira ordem (como a pressao, ou a velocidade do fluido, por exemplo) forem fungdes de
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sinwt ou coswt, por meio da Eq. (2.1) obtemos sinwt = 0 e coswt = 0. Por outro lado, as
fungoes do produto de termos de primeira ordem, nao produzem obrigatoriamente médias
temporais nulas, como por exemplo cos2wt = 1/2 e sinwt = 1 /2.

Dessa forma, considerando a aproximagao de segunda ordem, Eqs. (2.34)-(2.36), o

tensor de tensao de radiagdo médio, Eq. (2.16), de segunda ordem ¢ definido como

S2) = p(2)I + pov(l)v(l)’ (32)

onde p? ¢é a pressao de segunda ordem, e v(!) é a velocidade de primeira ordem. Por sua

vez, 0s campos actsticos na aproximacgao de segunda ordem das Eqs. (2.34)-(2.36), sao

p=po+ MpV + M?*p?), (3.3)
p=po+Mp + M2, (34)
v = Mo 4 M@, (3.5)

Combinando as Egs. (3.3)-(3.5) com a Eq. (2.23), obtemos a equac¢do do movimento

de segunda ordem para o campo acustico
pod v = —vp? — pM g™ — po(v(l) ) V)v(l). (3.6)

Note que, os dois tltimos termos da Eq. (3.6) sdo produtos de dois campos de primeira

ordem. Logo, tomando a média temporal da Eq. (3.6) (ver Sec. (2.1)), obtemos

Vp® = —p0a,00 — (v - V)o. (3.7)

Ou, em termos do potencial de velocidade, Eq. (2.44),

Vp® = —pMa,Vé — poVe - VV9, (38)
onde,
1 p?
Vo V= V(Ve: Vo) =V (T) . (3.9)

Ademais, utilizando as aproximagoes de primeira ordem Egs. (2.40) e (2.45), obtemos a

equacao da pressao de segunda ordem, em termos de primeira ordem,

P P
p(2) —

(3.10)

T 2p0c 2

onde v* = v . (M) Logo, substituindo a Eq. (3.10) na Eq. (3.2), temos o tensor de
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tensoes médio, também em termos dos campos actisticos de premeria ordem

[ POF 07 ___
S = 2 I+ povMo). (3.11)
0%0

onde o termo entre parénteses (com sinais trocados) é reconhecido como a média da

Lagrangina acustica de segunda ordem,

e p0?

_ 3.12
T (3.12)

uma vez que, o primeiro e segundo termos, apés a igualdade, sao reconhecidos como as
energias acusticas cinética e potencial, nessa ordem.
Enfim, substituindo a Eq. (3.11) na Eq. (3.1), encontramos a equagao da forga de

radiagao acustica média de segunda ordem em termos de campos actusticos de primeira

) POE pou(D? _ ,
pra :/ e Loy TSRl R e (3.13)
So IOOCO

Dessa forma, para computar a forca de radiacao aciistica em um objeto, precisamos dos

ordem:

campos totais de pressao e velocidade do fluido na superficie do mesmo. Esses campos
sao dados pela soma das componentes incidentes e espalhados, isto €, p = pip + Pse €
v = v;, + Vs, respectivamente, os quais podem ser obtidos resolvendo o espalhamento
através da solugao da equagao diferencial de Helmholtz (Eq. 2.48) apresentada, de acordo

com as condic¢oes de contorno do problema.

3.2 Torque de radiacao actistica por um feixe aleatorio

As ondas acusticas naturalmente carregam momento linear, o qual é bem definido
na teoria de mecéanica dos fluidos, por meio da densidade de fluxo de momento linear
[Silva 2011], como P = LI+ pyvw, onde I representa o tensor unitario e a barra sobrescrita
denota a média temporal sobre um periodo da onda. Por sua vez, £ e ppvv sao a
lagrangiana actstica e o tensor de tensoes de Reynolds, nessa ordem. Assim, a densidade
do fluxo de momento angular é estabelecido como L = r x P. Coerentemente, podemos
expressar a forca de radiagao acustica, provocada por uma onda incidente em um elemento
de superficie dS da particula, como dF™ = P - n dS, onde n ¢é o vetor unitario externo
em dS. Analogamente, podemos representar o torque de radiagao acistica infinitesimal
por dT,qq = 1 X dF,qq = L-n dS. Consequentemente, o torque de radiacio actstica em

uma particula é definido como

rrod = / L-ndS. (3.14)
So
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Sabendo que o momento angular obedece a lei de conservagao [Zhang e Marston 2011]
VL = 0, a integral acima pode ser calculada sobre uma superficie S, que ndo necessa-
riamente seja a superficie da particula, por exemplo, podendo estar no campo distante
kr > 1, contando que esta superficie envolta toda a particula. Dessa forma, podemos
descrever o torque de radiagao como 77 = — |, 5(r X povv) - m dS. Com isso, lembrando
que a velocidade total é a soma da velocidade incidente e da espalhada v = v;, + v,., ao
substituir a velocidade total na expressao do torque para o campo distante, reconhecendo

1
que YU = §Re['v’v*], chegamos em

= —"—Re [/ X (VUi + VsV, + V505) - €, dQg (3.15)
Qs

onde Re representa a parte real do termo, e {2g é o angulo solido. Note que, sem interagao
com a particula nao pode haver surgimento de torque de radiacao actstica na mesma,
logo Re[fQS r X (vipvf,) - e, dQg] = 0. Assim, veremos a seguir como definir os campos

acusticos espalhados, necessarios para obtencao da forca e torque de radiagao actisticos.

3.3 Espalhamento acustico

Assumiremos o meio como um fluido descrito por uma densidade pgy, velocidade do
som adiabatica cq e compressibilidade 3 = 1/pyc2. Assim como, partiremos do estudo dos
campos actisticos com dependéncia harménica, do tipo e, sendo w = 27 f a frequéncia
angular e f a frequéncia linear, seguindo-se o nimero de onda k = w/cy = 2w\, com A
simbolizando o comprimento da onda acustica. Deste modo, representaremos a pressao
actistica com fase complexa, como p(r,t) = p(r)e~*!, do mesmo modo a velocidade, como
v(r,t) = v(r)e . Além disso, utilizaremos em alguns momentos uma notagao indicial,
onde em coordenadas cartesianas o vetor posi¢do é r = r;e; (com i = x,y,z) e 0 vetor
velocidade é v = v;e;, com e; sendo o vetor unitario cartesiano, dessa forma, assumiremos
a soma sobre os indices repetidos. Tal como, também adotaremos (r,,r,,r.) = (z,y, 2).

Isto posto, dentro do limite nao viscoso a dinamica das ondas actusticas é bem repre-

sentada pelas famigeradas equagoes actsticas lineares (ver Sec. 2.3.1)

(V2 +Ek*)p =0, (3.16a)
—po;)kvp — v, (3.16b)
Vxov=0. 3.16¢
(3.16¢)

Aqui, por mais clareza das equacoes ocultamos a dependéncia temporal e *. Além disso,
obtemos a Eq. (3.16¢) ao aplicarmos o rotacional na Eq. (3.16b).

Ao introduzirmos uma inclusao no meio de propagacao da onda incidente, como uma
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particula, ocorre o espalhamento desta onda pela inclusao. Dessa forma, agora além da
onda incidente temos a onda espalhada.

Para a onda incidente, estamos buscando a solu¢ao de uma onda que se propaga por
uma extensao que engloba a origem do sistema de coordenadas, por esse motivo a solucao
deve ser regular na origem, ou seja, deve permanecer finita na regiao de propagacao.

Por outro lado, a regiao de propagacao da onda espalhada nao inclui a origem do
sistemas de coordenas. Além disso, a amplitude da onda espalhada (p,.) deve obedecer a
condicao de radiacao de Sommerfeld no infinito,

rli_)rgo 7(0p — ik)pse = 0. (3.17)
Visto que, esta condigao estabelece que a onda espalhada nao deve ser refletida no infinito.
Salientando, que a condi¢ao de radiacao é caracterizada por uma solucao que contempla
apenas as ondas "de saida".

Assim, de acordo com a solugao da Equacao de Helmhotz, Eq. (2.72-2.73), podemos
definir os campos de pressao incidente e a pressao espalhada (e consequentemente os
campos de velocidades através da Eq.(3.16b)) por meio de expansoes em ondas parciais ,

em coordenadas esféricas (7,0, ¢), como

Pin = Do Z Z anm]n(kr)yrzn(ey ¢), (318&)
n=0 m=—n
Poe =D0 Y D GumSumhn(kr)Y,"(6,6), (3.18b)

n=0 m=—n

onde py é a pressao de pico, j, é a fungao esférica de Bessel de ordem n, h, é a fungao
de Hankel do primeiro tipo e de ordem n, Y," sao os harménicos esféricos de ordem n e
grau m, a,, ¢ denominado como coeficiente de forma do feixe incidente, e o coeficiente
de espalhamento s, depende da particula espalhadora.

Geralmente a particula é tida como sendo muito menor que o comprimento da onda,
pois assim, apenas os modos de monopolo (n = 0) e dipolo (n = 1) da expansao da Eq.
(3.18b) sao suficientes para descrever o espalhamento acustico [Pierce 2019]. Com isso, o
parametro de expansao da aproximacao de ondas longas, em comparacgao com a particula,
é definido como

€ =ka < 1, (3.19)

onde, a é a maior distancia radial & superficie da particula.

3.3.1 Coeficiente de forma do feixe incidente

Para determinamos o coeficiente de forma do feixe incidente, partindo da Eq. (3.18a),

. . ~ ~ . . / .
devemos multiplicar a equagao da pressao incidente por Y,* ao integrarmos o resultado
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sobre uma esfera unitaria, assim utilizando a relagao de ortogonalidade dos harmonicos

esféricos

T 21
/ / Y0, )Y (0, 6) sin b df dé = S Sy (3.20)
0 0

onde 0y, ¢ a func¢do delta de Kronecker, obtemos [Silva 2011|

1 /'TF /271‘ .
Ay, = ———— Pin(kr,0,0)Y (0, ¢) sin b db do, 3.21
— || oo (321)

com o asterisco simbolizando o complexo conjugado. Dado que, podemos calcular o
coeficiente de forma do feixe incidente em qualquer distancia kr, entao é possivel associa-
lo a pressao actuistica avaliada na origem do sistema de coordenadas da particulas r = 0.
E previsto que a forca de radiacdo actistica depende do coeficiente de forma do feixe para
a aproximacao de quadripolo [Silva 2014|. Deste modo, truncaremos a expansao em séries

de Taylor da pressao incidente em torno de r = 0 como

1
Pin(1) = Din(0) + 1:0iPin|r=0 + grirjaiajpin’rzm (3.22)

com i,j = x,¥, z. Assim, também utilizaremos a expansao assintotica da funcao de Bessel

esférica com r — 0,

Jn(kr) =~ 2”“I‘(i%+ 3/2)(kr)”, (3.23)

onde I'(n) é a fun¢do gamma. Enfim, empregando as expansoes dispostas nas Eqgs. (3.22)

e (3.23), na Eq. (3.21), e avaliando as integrais com 7, = rsinf cos ¢, r, = rsinfsin ¢, e

r, = rcosf, obtemos o coeficiente de forma do feixe até a quarta ordem do quadripolo,

Var

a0 = ——Pin; (3.24a)
Po
aro = 2iv/31 %%, (3.24b)
Po
a1 = VO (Fuim s + Vi), (3.24c)
Do
Aoy = —i\/%—i;oco (ar’l}m@ + ayvm,y - 2azvin,z); (324d)
Po
. PoCo .
ag 41 =1V 307‘(']{—(:}:821)1‘”73; +10,Viny), (3.24e)
Po
. /157 poco .
A 49 =1 Tk—po(@zvm@ — OyViny F 210,Viny)- (3.24f)
(3.24g)

Onde foi considerado, durante a derivagao, que o fluido ¢é irrotacional, Eq. (3.16¢). Res-
saltamos que os campos actsticos da Eq. (3.24) sao avaliados em 7 = 0.

Até este ponto, apresentamos os temas da maneira mais abrangente possivel, entre-
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tanto nas proximas secoes trataremos de casos que dependem explicitamente das condigoes

de contorno do problema actustico abordado.

3.4 Interacao nao linear de ondas actisticas com uma
particula esferoidal: Efeitos de forca e torque de
radiacao

A particula que utilizaremos em nosso estudo é um esferoide prolato de diametro maior
2a e menor 2b, centrado no sistema de coordenadas da particula (x,y, z). E conveniente,
que a superficie da particula seja descrita em coordenadas esferoidais prolatas, sendo sua

transformacao para o sistema cartesiano dada por,

T = g\/(fz —1)(1 —n?)cos ¢, (3.25a)
y=SV@ D~ Psing, (3.250)
z = ?, (3.25¢)

com £ > 1 sendo a coordenada radial esferoidal, —1 < 7 < 0, 0 < ¢ < 27 o angulo

azimutal, e a distancia interfocal dada por
d=2Va®>— b2 (3.26)

Dessa forma, a superficie da particula é delimitada por

o[- 321

configurando &, como o parametro geométrico da particula. Além disso, estabelecemos a
orientagao da particula com a direcao z, logo d = de,. Ademais, podemos recuperar a
esfera de raio ry fazendo

d
d—0,& — oo, % — 7). (3.28)

Contudo, analisaremos o comportamento da particula em um sistema fixo de laboratorio

“wro,

identificado pelas coordenadas com linha , por exemplo (2',y,2'). Assim, nesse
referencial a orientacao da particula é determinada em fun¢ao de um angulo «, dada por

d- e, =dcosa (ver, Fig. 3.1).
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Figura 3.1: Duas ondas planas cruzadas formando um angulo reto, interagindo com uma
particula esferoidal no plano a’z" (referencial de laboratério). O referencial da particula
¢ denotado pelos eixos x, y e z, de modo que a orientacao da particula no plano 2’2’ é
dada por um angulo « entre os eixos z e z’. Os eixos y e ' estao orientados para dentro
do plano de visualizacao. Os vetores de onda k; e ko estao representados por setas verdes
e vermelhas. E o vetor h, seta roxa, aponta do centro da particula para um antiné de
pressao transversal.

Antiné de
....... pressao

D
D
D
.
0
D
.

.
.
.
.
.
.
.
Py
.
----
st
-----
anns

Onda estacionaria

Fonte: |Lima et al. 2020].

3.4.1 Coeficientes de espalhamento para um esferoide rigido

Adotaremos o limite em que a particula é muito menor que o comprimento da onda,
de modo a utilizarmos apenas os coeficientes de monopolo e dipolo da expansao da Eq.
(3.18b). Neste caso, definimos o pardmetro de expansao da aproximagao de ondas longas,

em comparagao com a particula, como

€= =ka < 1. (3.29)

Como também consideraremos a particula como um corpo rigido, aplicaremos a condigao
de contorno na superficie da particula que anula a componente normal da velocidade total
do fluido, ou seja, tanto a contribuicao incidente quanto a de espalhamento da velocidade,

devem se extinguir na superficie Sy da particula,
n - V|pes, =0, (3.30)

com n sendo o vetor unitario normal apontando para fora da superficie Sy.
Com isso, podemos encontrar o coeficiente de espalhamento por meio da expansao em
ondas parciais ao empregarmos a condigao de contorno de corpo rigido na Eq. (3.18b), de-

vido a simetria da particula, isto é mais facilmente executado, ao utilizarmos as expressoes
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em coordenadas esferoidais prolatas (£, 7,6), dessa forma, podemos obter os coeficientes

de monopolo e dipolo de um esferoide rigido como [Silva e Drinkwater 2018|

ie3 b
So0 = ?foo - gfgm (3.31a)
ie3 b 9
=—5o— == 3.31b
$10 6 f10 36f10’ ( )
ie3 €8
51,-1 = 811 = Efn - mffl, (3.31c)

sendo que, os fatores de espalhamento sao dados por

foo=1-&7, (3.32a)
- -1
_ 20 & Gt
fu=73 Ea In Je—i| (3.32b)
- -1
8| 2-& §o+1
f11—3 _60(63—1)+ n\/éﬁ , (3.32¢)

Note que, essas expressoes dependem somente do fator geométrico &, e os coeficientes
dipolares de modo perpendiculares a diregao axial (s, 1 e s11) s@o degenerados, em virtude
da simetria axial da particula. Além disso, podemos recuperar os fatores de espalhamento

de uma particula esférica fazendo &, — oo na Eq. (3.32), gerando

foo=1, fiu=1 fu=2 (3.33)

E consequentemente, ao substituirmos esses fatores na Eq. (3.31), recuperamos também
os coeficientes de espalhamento de dipolo da particula esférica, como presumivel, todos

degenerados
S10 = S1,-1 = S11- (334)

3.4.2 Forcga de radiagao actistica para um esferoide rigido de sub-

comprimento de onda

Para uma particula esferoidal rigida muito menor que o comprimento de onda, ¢ < 1,
as componentes cartesianas da forca de radiagao actustica sao obtidas ao substituirmos os
campos totais de pressao (Eq. (3.18)) e velocidade do fluido (Eq. (3.16b)) em funcao dos
coeficientes de forma (Eq. (3.24)) e de espalhamento (Eq. (3.32)), na Eq. (3.13), assim
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temos [Silva e Drinkwater 2018]
: : EO 2 * * * * * *
Fo +1Fy = 155 \/ 5la0001,-1(s50 + s11 + 2550511 + @ooars (s00 + 871 + 2Zs11500)] +
2 * * * * * *
+ g[aloaglslo + as, 1079819 + \/§(a11a22311 + az,—2a17_1811)]+
2 * * *
+ B[%osllal,—l + azoaiys1] ¢ (3.35a)
Fz = k—g Im[\/—1_5a10a20810 + %(al,_laz’,l + (111(121)511+
1 * * *
+ —=a00a19(S00 + $70 + 2500870)]; (3.35b)

V3

com Ey = fyp?/2 sendo a densidade de energia caracteristica da onda incidente.

Portanto, se substituirmos os coeficientes de forma do feixe, Eq. (3.24), e de espa-

lhamento, Eq. (3.31), na Eq. (3.35), podemos obter a for¢a de radia¢do em fungao dos

campos incidentes. Assim, utilizando a equacao de Helmholtz para a pressao incidente

0;0ipin, = —k*pin € reorganizando os termos encontramos

Fred — 243 Re[ﬁ()(Q;md — e Q:ca) - VPin + pO(DZmd — i€3D:Ca> . V’Um]r=0

— Fgrad_|_ Fsca7

onde os momentos de monopolo e dipolo da particula sao dados por

2
Qgrad = ngOpzn(O) €;€;,

Qsca — —%p,m(())[(Zfoo —+ fn)(ewex + eyey> + 2<f00 + flO)ezeZ]a
Dy g = —%[?}m@(())ex + 'Uin,y(o)ey] - flovi"»z(o)ez’
D_lf_lzl[‘(o) iy (0 frovin,=(0
sca = —6 9 Vin,z (% +'Um7y )ey] + 10Um,z< )ez s

(3.36a)
(3.36D)

(3.37a)
(3.37h)
(3.37¢)

(3.374)

onde e;e; ¢ uma diade, que forma a base cartesiana de um tensor de segunda ordem.

Note que, podemos dividir a forca de radiacao em duas partes, sendo a forca devido o

espalhamento F*“ oriunda da auto-interagao com a onda espalhada, e a forga gradiente

F972d proveniente da interacao com a onda incidente e espalhada. Podemos ver também,

que F97%¢ ¢ bem maior que F*, por um fator de €. Além disso, podemos expressar a
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forca gradiente de uma forma mais familiar, fazendo

Ford = _vU(0), (3.38a)

2)} . (3.38Db)

Se considerarmos a onda incidente como uma onda estacionaria, a amplitude de pressao

Bofoo po ( fun
U= 71'(13 Tlpm|2 - 5 7(|vin,w|2 + |'Uin,y|2) + flOIUin,z

*

sea cOmMo quantidades reais também.

Pin € uma funcao de valor real, que resulta em Vp;, e Q
Logo, ReliQ%., - Vpin] = 0 e Re[iD7,, - Vv,,] = 0, restando somente a forga gradiente.

sca sca

Por outro lado, se considerarmos ondas propagantes, as quais possuem amplitude
complexa, tomando uma onda plana e*7, isto implica em um operador gradiente dado
por V — ik, e consequentemente F9"%¢ = (.

E vélido ressaltar a familiaridade da Eq. (3.38), onde podemos recuperar facilmente,
ver Eq. (3.33), a for¢a de radiagdo de uma esfera rigida obtida na Ref. [Gor’kov 1962],
sendo que o limite de uma particula rigida é alcancado ao assumirmos a particula com

compressibilidade e densidade infinitas.

3.4.3 Torque de radiacao actistico para um esferoide rigido de
subcomprimento de onda
De forma anéloga a forca, para uma particula esferoidal rigida muito menor que o

comprimento de onda, € < 1, as componentes cartesianas do torque de radiagao actstica,
Eq. (3.15), sdo obtidas como |Leao-Neto, Lopes e Silva 2020|

EO * % * * *
Ta = _k3\/§Re[(al,fl + a11)(1 + s11)ajpsiy + (al,fl + aiy) (1 + s10)a10811), (3.39a)
Ey
Ty = Reli(ay_1 — a11)(1 4 s11)ajysy — i(a; _; — aj;) (1 + s10)a1087], 3.39b
= prsRelian 1 = an)(1+ swaiosiy — iafy — a1+ swdaosi ). (3.390)
E
T, = k—gRe[(|aL_l|2 —Jan [?)(1 + s11)s%]. (3.39¢)

(3.394)

Ao reformularmos o torque em fungao da onda incidente, iremos reescrevé-lo em termos do
tensor de fluxo de momento e da densidade de spin acustico |Bliokh e Nori 2019], sendo

os mesmos dados, nesta ordem, por

P= %Re['vmfufn], (3.40a)
S = QP—SJIm[vfn X Vi) (3.40D)

Assim, substituirmos os coeficientes de forma, Eq. (3.24), e os coeficientes de espa-

lhamento, Eq. (3.31), na Eq. (3.39), ao reorganizarmos os termos, além de utilizarmos a
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Eq. (3.40), obtemos o torque de radiagao actstica em termos do feixe incidente

3

77 = —ma® |\[e. x P(0) - e.] = 7\ ’wS1(0) . (3.41)

com x = fi1 — 2fi0 sendo o fator de diferenca dos dipolo, e S, = S,e, + Sye, a
densidade de spin acustico transversal. Além disso, é bom salientar que (P - e,); =
(ro/2)Relvinivi, .].

Podemos notar na Eq. (3.41), que o primeiro termo do torque nao depende diretamente
da frequéncia, estando relacionado ao fluxo de momento linear P aplicado ao longo da
direc@o axial (eixo z). Ao passo que, o segundo termo da equagao tem uma dependéncia
explicita com a frequéncia, variando com até a terceira poténcia w?, sendo este o torque
induzido pelo spin, que é uma fracao do torque bem menor que a primeira oriunda do
momento.

Ademais, conforme a particula se aproxima de uma esfera (§, — o0), o fator de
diferenga dos dipolos vai a zero x = 0, como é facil ver por meio da Eq. (3.33), com
isso, o torque também desaparece, como esperado [Silva, Lobo e Mitri 2012]. E ainda,
se substituirmos os fatores de dipolo da Eq. (3.32) em x = fi1 — 2f10, e variarmos &,
identificamos que y é sempre positivo, tem valor maximo quando &, = 1.3181, e desaparece
(e consequentemente o torque também) nao s6 quando a particula se aproxima de uma

esfera, como também quando se aproxima de uma linha fina (§, — 1).

3.4.4 Demonstragao com ondas planas cruzadas

Utilizaremos como comprovacao do que foi desenvolvido, a interagao de duas ondas
planas cruzadas com um angulo reto entre os vetores de onda delas, e um esferoide com
dimensdes de subcomprimento de onda (ver Fig. 3.1). A escolha desse feixe se deu pela
conveniéncia do mesmo dispor nao somente o spin acustico [Shi et al. 2019], como também
conter a geracao simultanea de uma onda plana propagante e uma onda estacionada.
Assim, os vetores de onda, no sistema de coordenadas de laboratorio (distinguido por «’

"), para as ondas incidentes, sdo dadas por

kll T(BI/ + ez/), (342&)
2
ki, = %(ef + e.). (3.42b)

Proporcionando um campo de pressao, expresso por
p ) b
Din = Po [eik’1~(r’+h’) 4 6ik’2-(r’+h’)]
2
k

= pp cos [ﬁ( '+ h)] et (3.43a)
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Onde podemos ver com clareza, que a interferéncia das ondas resulta em uma onda es-
tacionaria ao longo da dire¢ao transversal (eixo x’) e uma onda propagante na dire¢ao
axial (eixo z). Além disso, o vetor deslocamento h’ = he’ nos da a posi¢ao do antiné de
pressao mais proximo, em relagao ao centro da particula, na direcao transversal.
Podemos obter os vetores de onda no sistema de coordenadas da particula, por meio

da matriz de rotagao (no sentido horario) em torno do eixo 7/,

cosae 0 —sina
R, () = 0 1 0 ) (3.44)

sine 0 cos«

Deste modo, aplicando a matriz de rotagao na Eq. (3.42), obtemos

k
ki =R, (a)k} = —2[(cos a—sina)e, + (cosa +sina)e,], (3.45a)

k
ks =R, (a)ky, = ——=[(cosa + sina)e, — (cosa — sina)e,]. (3.45b)

V2

Do mesmo modo, obtemos o parametro de deslocamento como h = h(cos ae, — sinae,).

Com isso, temos a pressao incidente no sistema da particula dada por

Dim = % [eikl-(r+h) i eikg-(rJrh)]
_ % |:€ik[(x+z) cos a—(z—z) sina+h]/v2 + efik[(xfz) cos a+(z+2) sina+h]/\/§:| . (346&)

Bem como, podemos derivar a velocidade do fluido diretamente ao substituirmos a

equagao acima na Eq. (3.16Db),

_ Do iki-(r+h) iko-(r+h)
in = kie™ k . 3.47
v 2pocok [ 1e e } ( )

Por conseguinte, calculamos o fluxo de momento linear do feixe ao substituirmos a Eq.
(3.47) na Eq. (3.40a),

E . .
P(0) = fRe[klkzl + kokg 4 kykoe!F1mk2) R o o) omilki—ka)-h] (3.48)
Como ki — ky = /2k(cos e, + sin ave.,), entdo
E ) .
P(O) = ZORe[klkl —+ kgkg -+ klkgelﬂkh =+ kzkleil\/ﬁkh], (349)

Tal como, a densidade de spin acustico é encontrada substituindo a Eq. (3.47) na Eq.
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(3.40b)

Ey
dwk?

= f—f} sin(v/2kh)e, = S (0). (3.50a)

S(O) = Im[(k2 % kl)(efi(klsz).h _ ei(krkrz).h)]

Onde também utilizamos a relagao kq X k1 = ery.

Torque de radiagao em ondas planas cruzadas

Para obtermos o torque no esferoide de subcomprimento de onda para o feixe de duas
ondas planas cruzadas, no sistema de laboratorio (sendo que y = y'), substituimos as Eqs.
(3.49) e (3.50) na Eq. (3.41), assim temos

rad ra’E

3
T = X Xcos(x/ikh)sinQa—i—%Xzsin(\/ﬁkh) ey (3.51)

Note que, conforme a particula ¢ presa em um né (h = 7/kv/2 ou antiné (h = 0), o torque

de radiagao se torna

3
rad a

T = 7= —TonsiHQQey/. (3.52)

node

Observe que esses torques sao gerados unicamente pelo termo oriundo do momento linear.
Em suma, a particula ficara alinhada paralelamente ao eixo da onda estacionaria em um
antin6 de pressao (o = 7/2), e com orientagao axial (w = 0) em um noé de pressao.

Por outro lado, na posicdo h = hy = +v/2m4k, temos apenas o torque induzido pelo
spin,

3
7l (hy) = i;—87m3E0XQey/. (3.53)

spin

O qual faz a particula girar em torno do seu eixo menor, sendo no sentido horario em
h = hy (spin up), e no sentido anti-horario em h = h_ (spin down), como ilustrado na
Fig. 3.2.

Forca de radiacao em ondas planas cruzadas

De antemao, salientamos que a forca de radiagao no referencial do sistema de labora-

torio, pode ser obtida através da transformagao
Fr = R, (—a)F™, (3.54)

onde a matriz R, (—«) é definida por meio da Eq. (3.44), e caracteriza uma rotacdo no
sentido anti-horéario por um angulo o em torno do eixo /.

Isto posto, para determinarmos a for¢a gradiente no esferoide de subcomprimento de
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Figura 3.2: Amplitude de pressao (parte real) da onda de entrada, dada pela Eq. (3.43a),
com a parte positiva sendo denotada em amarelo claro, e a parte negativa em vermelho
escuro. A orientacao de equilibrio da particula esferoidal (elipse cinza) é ilustrada em um
n6 (o =0) e em um antiné (o = 7/2). As polarizabilidades da velocidade do fluido estao
representadas para h = h, = /27 /4k (spin up) e h = h_ = —+/27/4k (spin down).

T FS

k2

, 2T

0
x

k
Fonte: [Lima et al. 2020].

onda para as duas ondas cruzadas, no referencial da particula, substituimos as Eqs. (3.46)

e (3.47) na Eq. (3.38), entao apo6s algumas manipulagoes algébricas, encontramos

Forad — Ti/?ﬂaZEO[gfoo + 3(f11 — fi0) cos 2a] sin(v/2kh)(cos aex + sinae,).  (3.55)

E por outra perspectiva, no referencial do sistema de laboratério, ao substituirmos a Eq.

(3.55) na (3.54), temos a componente transversal da forca de radiacao

F9 Y — ena? By®,, sin(vV2kh) ey, (3.56a)
1

Dy = ——=|8fp0 + 3 - cos 2a/. 3.56b

12\/§[ fOO (fll flO) ] ( )

Onde, o sinal do fator acustoforético ®,. prevé se a particula ficard aprisionada em um
no6 de pressao (P, > 0), ou antind (P,. < 0). Ademais, podemos notar que a forga de
radiacao varia linearmente com a frequéncia, visto que € ~ w.

Ao variarmos &, em ®,., por meio da Eq. (3.32), notamos que o mesmo é sempre
positivo, independente se a orientagao da particula esta alinhada paralelamente ao eixo
axial (o = 0) ou ao transversal (o« = 7/2). Assim, o fator sendo positivo, a particula ficara
aprisionada transversalmente em um no6 de pressao. Além disso, se fizermos a particula
tender a uma esfera & — oo, temos ®,. — V2 /3. Por outro lado, se tendermos a particula

a uma linha fina £ — 1, a forca transversal tende a zero, pois @y — V2 /3.
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Como a particula ficard presa no né de pressao, analisemos a forga axial nesse ponto.
Em nossa demonstragao, essa forca é gerada divido unicamente ao espalhamento. Assim,
ao substituirmos as Eq. (3.46) e (3.47) na Eq. (3.36), e especificarmos h = 7/v/2k (n6 de

pressao), obtemos a forga de espalhamento no referencial da particula

ra’etEy
e = 2 — 4f%) cos2a]sin o, 3.57a
x 24\/— —=h+ fio) ] ( )
sca ma 64E0 2 2 2
= [4fio+ (fi1 — 4f7,) cos 2a] cos a. (3.57b)

S VNG

Novamente por meio da Eq. (3.54), recuperamos a forga no referencial do sistema de

laboratoério

F* = 1a*EyQyage (no no6 de pressao), (3.58a)

4
Qrad 48\/_

Onde, nos referimos a quantidade (),,4 como a eficiéncia da forca de radiacao adimen-

[4f10 + fi1 + (ffy — 4f7) cos 2a]. (3.58b)

sional. A qual se mantém positiva ao variarmos &;, mesmo ao mudarmos a orientacao
da particula de & = 0 para a = w/2. Portanto, a particula é empurrada na diregao da
componente propagante da onda incidente. Ainda, ao fazermos a particula tender & uma
esfera & — 00, obtemos Qqq/(ka)* ~ 1/64/2 =~ 0,118. Bem como, anulamos a forca ao

tomarmos o limite da particula como uma linha fina, & — 1.

3.5 Transferéncia de spin actistico para uma particula

esferoidal de subcomprimento de onda

3.5.1 Spin aciistico de um feixe de Bessel

Adotamos um feixe incidente com vorticidade do tipo Bessel de primeira ordem (I = 1),
com frequéncia angular w ao se propagar em um fluido de densidade pg, velocidade do
som adiabatica ¢y e compressibilidade Sy = 1/pgco, 0 qual, no sistema de coordenadas
de laboratorio (assinalado por “ ' ”) é descrito em coordenadas cilindricas (¢', ¢/, 2’) pelo

potencial de velocidade

Gin = doJi(ko'sin B)e B ile (3.59)

onde i é a unidade imaginaria, ¢g = po/kpoco (com py sendo o pico de pressao do feixe e
k = w/co o namero de onda), J; é a fungao de Bessel de ordem [, e 8 é o angulo de meio
cone do feixe. De modo, que o vetor de onda do feixe ¢ k = k(sin 5 e, + cos 5 e, ), com

ey € e, sendo os vetores unitérios radial e axial. Omitimos a dependéncia temporal e~*
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Figura 3.3: Interagdo de uma feixe de Bessel com vorticidade e uma particula esferoi-
dal. Ambos os sistemas de coordenadas, O(x,y,z) (o sistema da particula em azul) e
O'(2',y', 2") (o de laboratério em vermelho), estao centrados no centro geométrico da par-
ticula. O feixe se propaga ao longo de x na direcao de —oo e ao longo de 2’ na direcao de
+00. Através de uma rotacao de 90° no sentido anti-horario em torno de y e iy’ podemos
mapear os sistemas de coordenadas, um em relagao ao outro.

Fonte: [Lopes et al. 2020].

por simplicidade, a pressao e velocidade incidentes sao dadas, respectivamente, por

Vin = V(bin?
. (3.60)
Din = 1kpoCoPin.-

A densidade de spin actistico de um feixe incidente é determinado por [Bliokh e Nori 2019]

S = %Im[vfn X Vi, (3.61)

onde Im representa a parte imaginaria da quantidade especificada e o austeristico "*"

o complexo conjugado. Com isso, substituindo Eq. (3.59) na Eq. (3.61) por meio da Eq.
(3.60), obtemos

_ 2Epsin 15}
o wkr

onde Fy = [Bop?/2 ¢ a densidade de energia caracteristica do feixe e o ponto """ representa

Sa(d) Ji(kd sin 3).Jy(kg' sin ) (3.62)

a derivada com relagao ao argumento da fungao. Sendo, que neste caso temos o spin
diferente de zero apenas quando |l| = 1, por simplicidade consideramos [ = 1, assim o
spin axial é dado por

E() sin2 B
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Aqui fica evidente, que podemos mensurar a densidade de energia FEj, através do spin

acustico do feixe de Bessel.

3.5.2 Torque de radiacao actistico devido ao spin de um feixe de

Bessel

Como é nitido na equagao Eq. (3.39), para calcularmos o torque de radiagao acts-
tica em um esferoide por este método, precisamos conhecer de antemao o coeficiente de
forma do feixe incidente, o qual representa diretamente o tipo de feixe que estamos utili-
zando. Como queremos calcular o torque devido a incidéncia de um feixe de Bessel, nosso

coeficiente de forma do feixe no sistema de laboratoério ¢ dado por [Mitri e Silva 2011]:

Ay = 4m "B, 0)H (n — m) o (3.64)

onde H(n —m) é a fungao degrau unitaria, que é igual a 0 para n —m < 0 e 1 para
n —m > 0. No entanto, segundo a Eq.(3.39) temos que calcular o coeficiente de forma
do feixe no sistema de coordenadas da particula (ay,,). Assim, a correspondéncia entre o
coeficiente de forma do feixe no sistema de laboratorio e no sistema da particula, é dada

através da funcdo D de Wigner, como [Mishchenko, Travis e Lacis 2002]:

pn=—n
com «, 1, e ¢ sendo os angulos de Euler. Logo, mapeando o sistema da particula pelo
de laboratorio, obtemos os angulos de Euler como o = 0, = —7/2 ¢ ( = 0. Como
queremos ap ,, precismos apenas de aj ,. Portanto, através da Eq. (3.64) e da relagdo

(3.65), obtemos os coeficientes de forma do feixe dipolares no sistema da particula:

/3
ay—1 =4amx = — 771- sin 6, a0 = V 37 sin ﬁ (366)

Dessa forma, utilizando esses coeficientes na Eq. (3.39), chegamos no torque de radi-
acao ao longo do eixo x, como
3T .. 92 *
Trads = EEO sin” B Re[s10 + $11 + 2810871]- (3.67)
Entao, utilizando os coeficientes de espalhamento (Eq. 3.31) na expressdo acima,

temos

Trad = —(ka)*xma®Eysin® B e,, ka < 1, (3.68a)

X = % (3.68b)
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onde, como podemos perceber, y esta relacionado com a diferenca entre os fatores de
dipolo.

Fazendo uma anélise assintotica das expressao giroactusticas, apontadas como para-
metro geométricos da particula, que representam uma particula esférica (§, > 1) e uma

particula esbelta (§, =~ 1), obtemos, respectivamente

3 1 47
e 3.69
X 400 (53 3558) ! (3.69a)

4 s 4 3 (o — 1)
x=§(§o—1) +§(§o—1) [3—!—11&—}

y (3.69b)

E de se esperar que o torque de radiacdo desapareca quando a particula se aproxima
de uma esfera, limg, oo Tre¢ = 0, Visto que, nenhum torque ¢ verificado em uma particula
esférica nao absorvedora (rigida) [Silva, Lobo e Mitri 2012|. No entanto, como podemos
notar em (3.69) ambas as expressoes para o fator giroactstico se aproximam de zero.
Logo, isso indica que o fator geométrico do torque y deve ter um valor de méximo no
intervalo 1 < £ < oo. Assim, utilizando o método numérico de Nelder-Mead através
da fungao NMaximize do sotware Mathematica [Wolfram Research, Inc. 2022], foi encon-
trado o valor maximo de ;.. = 0.14 para & = 1.31.

Enfim, podemos estabelecer a conexao do torque de radiacao actstica e o spin actstico.
Para tal, voltamos o torque de radiacao para o sistema de laboratoério, onde o torque
é positivo para e, = —e,, ou seja, os eixos z’ e x tem orientagoes opostas, além de
utilizamos a Eq. (3.63), com isso, o torque de radia¢do actustica na particula induzido

pelo spin é

xmadw

2

A velocidade angular em fungao do parametro geométrico &y, é apresentada na Fig.

S./(0). (3.70)

Trad =

3.4, para diferentes pressoes de pico, po = 1 e 2kPa no ar, e pg = 100 e 500 kPa na agua.
Nesse caso a velocidade maxima foi obtida para £ = 1.21, sendo equivalente a uma razao
de aspecto de a/b = 1.77. O que difere da razao de aspecto para o torque méximo, essa
diferenca corresponde & acao do torque de arrasto viscoso que atua sobre a particula, o
qual foi explicitado na Eq. (3.73a). Note, que enquanto a particula na dgua atinge uma

velocidade angular de 100 rpm, no ar esse valor pode ser 10 vezes maior.

3.5.3 Relacao entre o spin aciistico e a velocidade angular da
particula
Ao incidirmos um feixe de Bessel de primeira ordem lateralmente em uma particula

esferoidal podemos provocar uma rotacao da mesma em torno de seu eixo de menor

dimensao. Para avaliarmos esse fendmeno, consideraremos uma particula imersa em um
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Figura 3.4: Velocidade angular estacionaria, dada pela Eq. (3.73a), versus o parametro
geométrico da particula &y, para diferentes picos de pressao, com 5 = w/4. Para a particula
imersa em agua, temos ¢ = 120pm e f = 1 MHz; e no ar, a = 680pm e f = 40kHz.
Obtemos o valor maximo da velocidade angular para § = 1.21(a/b = 1.77).

T
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Fonte: [Lopes et al. 2020].

fluido viscoso incompressivel com viscosidade dinamica pg. Além disso, por simplicidade,
vamos assumir que o escoamento provocado em virtude do spin da particula tem um
numero de Reynolds baixo, Re < 1, o que nos enquadra no denominado fluxo de Stokes.
Ressaltamos aqui, que o problema de espalhamento actstico foi resolvido, sem perda de
coesao, considerando um fluido compressivel.

Por conseguinte, tomando o sistema de coordenadas de laboratério, a dinamica de

rotacao da particula pode ser descrita pela segunda lei de Newton, tal como

]pQ = Trad — Tdrag(Q)u (371)

onde I, ¢ o momento de inercia da particula esferoidal, relativo a rotacao em torno do
seu eixo menor, {2 é a velocidade angular da particula, e 74,44 ¢ 0 torque de arrasto, que
se contrapoe ao torque de radiacao actstica.

Dessa forma, adotando a condigao de contorno de nao deslocamento na superficie da

particula & = &, é possivel obter o torque de arrasto como |[Kong et al. 2014]

Tdrag = 7T,u0d37-dragQ7 (372&)
4 1 — 22
326 (11 6)n(2)

Tdrag =

(3.72b)

De modo que, o torque de arrasto adimensional 74,.,, depende somente da geometria da
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particula, de tal forma que conforme a particula se aproxima assintoticamente (£, > 1)
de uma esfera de raio ry, resgatamos o resultado cléssico do torque de arrasto para uma

. P esfera
geometria esférica 7,

= 8muoras), com ry ~ &yd/2.

Semelhantemente ao que ocorre em uma queda livre (levando em conta a resisténcia
do ar), ao passo que a velocidade angular aumenta o torque de arrasto também aumenta
até atingir um certo valor que se equilibra com o torque de radiagao, com isso, a particula
atinge uma velocidade estacionéria (tal qual a velocidade terminal da queda livre), que

pode ser encontrada a partir da combinacao das Egs. (3.68), (3.71) e (3.72),

Trad 3 EO )
Q= ——— = (ka)’Quy— o, 3.73
' 7.‘-:LLOd?)Tdrag ( a) t,uo o Be ( a)
N 3
0, = X0 (3.73b)
87—drag

onde wy € a velocidade angular estacionaria adimensional. Dessarte, se conseguirmos

mensurar a velocidade angular 2, a medida que ja dispomos dos parametros do feixe e

da particula, é possivel estipular a viscosidade do fluido pg, por meio da Eq. (3.73a).
Por conseguinte, para uma particula quase esférica (£, > 1) e outra esbelta (&, ~ 1),

temos a velocidade angular adimensional dada por

~ 3 1 31

Qg = 3200 (g - ng) ;S0 > 1, (3.74a)
- 1 —1

Qst = —3—6<£0 — 1)2 |:1 + ln (é-(] 5 ):| , 50 ~ 1. (374b)

E finalmente, podemos obter a relagao entre o spin actustico axial e a velocidade angular
da particula através das Egs. (3.70) e (3.73a),

S.(0) =7 Qg, (3.75a)
16”07:d7"ag

— HoTdrag. 75b

T ) xGgw (3:75)

3.6 Campos actsticos médios devido uma particula axis-

simétrica de subcomprimento de onda

Tomemos uma particula axissimétrica qualquer, isto é, com simetria rotacional em
torno de um eixo, com dimensoes de subcomprimento de onda, imersa em um fluido
com densidade py e compressibilidade 5y = 1/ pocg, com c¢q sendo a velocidade do som
adiabatica. Tal particula, espalha uma onda incidente com amplitude de pressao p;,,

frequéncia angular w e nimero de onda k.
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Utilizaremos inicialmente, e convenientemente, um sistema de coordenadas destro (se-
guindo a regra da mao direita, com o polegar direito apontando ao longo do sentido
positivo do eixo z, e a curva dos demais dedos representando um movimento do eixo x,
para o eixo y,), fixado no centro geométrico da particula (centroide), simbolizado por

@)

cial de um sistema de laboratorio, com centro fixo no centroide da particula, referenciado

. Nada obstante, também apresentaremos os campos actusticos médios no referen-
TpYpZp 3

por Ogy.. De modo que, representaremos os vetores unitarios cartesianos dos sistemas
supracitados por e; e e;,, com i = T,y,z € i, = Tp,Yp, 2p. Com isso, se tivermos uma

quantidade vetorial expressa no referencial da particula O e desejarmos converté-la

TpYpZp
para o referencial do laboratério O,,., precisamos apenas de dois angulos (o, 3), tidos
como angulos de Euler, visto que a particula é invariante para rotacoes em torno do eixo
2p. Deste modo, o processo de conversao consiste em duas rotagoes convencionais: sendo
a primeira uma rotac¢ao anti-horaria em um angulo o em torno do eixo z (regra da mao
direita, com o polegar no sentido positivo de z), e a segunda, uma rotacdo anti-horaria
com angulo  em torno do eixo y (regra da mao direita, com polegar no sentido positivo

de y). Sendo assim, adotamos o seguinte tensor de rotagao

R = cosacosf e e,, —sina e e, +cosasinf e,e. +
+sinacos B eye,, +cosa eye, +sinasinf eye, — (3.76)
—sinf e.e,, +cosf e e,
onde o produto e;e;, ¢ uma diade, que forma a base padrao dos tensores de segunda
ordem no espago euclidiano. Ao passo que, os angulos de Euler sao dados no intervalo

0<a<2rel < pr. De forma analoga, o tensor rotacional inverso, que transforma um

vetor do referencial de laboratério O,,. para o referencial da particula O, ., ¢ dado por

-1 . .

R =cosacosfl e, e, +sinacosf e, e, —sinfl e, e,—
—sinae,, e, +cosa ey e, +sinacosf3 e, e,— (3.77)
—cosasinf e, e, +cosf3 e, e,

Nesse formato, estabelecemos a orientacao da particula no referencial da particula e

no referencial de laboratorio, nessa ordem, como

e,=e.,, (3.78a)
e;=R-e, =cosasinfe, +sinasin e, + cos Se., (3.78b)
onde o ponto central “-” representa o produto escalar entre o tensor e um, ou dois vetores.

Perceba, que para obtermos a Eq. (3.78b), utilizamos as relacoes e;e,, - e., = e;e,, -

e, =0¢cee, e, =e,;.

Iremos considerar a aproximacao de comprimentos de onda longos, isto significa que,
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Figura 3.5: Ilustragao do problema: Interagao de uma onda plana (imagem de fundo com
uma crista positiva e um vale negativo em roxo e vermelho, nessa ordem) de comprimento
de onda A com uma particula axissimétrica de subcomprimento de onda (representada
por um cilindro cinza). A orientacao da particula em relagao ao referencial de laboratorio
(eixos em azul) é descrita por dois angulos de Euler («, ). O referencial da particula
é representado pelos eixos em vermelho. As setas e os circulos concéntricos denotam o
espalhamento da onda pela particula. Na insercao do canto inferior direito, apresentamos
as rotagoes elementares que mapeiam um vetor do referencial da particula (eixos em azul)
para o de laboratorio (eixos em vermelho).

am e,
. of® S -
. .,

o

Transformagao do referencial da
particula para o de laboratério

Fonte: [Lima e Silva 2021].

ao nomearmos a maior dimensao da nossa particula por a, estda sempre serd muito menor
que o comprimento de onda adotado, a << \. Para tal, é conveniente definirmos a para
uma particula axissimétrica, assim, em coordenadas esféricas, a particula ocupa uma
regiao delimitada por €, = {(rp, 0p, ¢,)|0 <1, < R,(60,),0 <0, < 7,0 < ¢, < 27}, sendo
R, a distancia radial a superficie da particula. Desse maneira, a maior e menor distancia

radial a superficie da particula sao, respectivamente,

o= max R,(6,), (3.79a)
b= 0;1011'1)27r R,(6,). (3.79b)

Onde para uma particula esférica terfamos a = b. Consequentemente, podemos definir o
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parametro caracteristico da particula de subcomprimento de onda como

2
ka = % <1 (3.80)

3.6.1 Coeficientes de espalhamento de uma particula axissimé-

trica de subcomprimento de onda

Recapitulando, para determinarmos a pressao espalhada, resolvemos a equacgao de
Helmholtz definindo uma condicao de contorno na superficie da particula e a condicao de
radiagao de Sommerfeld no campo distante. De modo que, a solugao é uma série que es-
tima a pressao espalhada através de uma soma infinita de ondas parciais, as quais podemos
definir, convenientemente em coordenadas esféricas (ry,0,, ¢p), por h,(kr,)Y,™(0,, ¢p),
com h,, sendo a fungao esférica de Hankel de ordem n e de primeiro tipo, Y, o harmoénico
esférico, e m representa o momento angular orbital da onda (Sec. 3.3). Além disso, ao
lidarmos com particulas muito menores que o comprimento de onda, podemos truncar a
expansao parcial no termo de momento de dipolo (n = 1). Assim, a aproximagao dipolar

para a expansao em ondas parciais da pressao espalhada é dada por

Pse = PoiaoosooYy (Op, ¢p)ho(kry) + a1 181 1Yy H(0,, d,)+
+ a10510Yy (0, &p) + ar1511Y1 (0, &) ha (krp) ¥,

onde pg é a amplitude de pressao, a,,, € o coeficiente de forma do feixe da onda incidente,

(3.81)

e os coeficientes de espalhamento s,,, representam os modos de monopolo (sg), dipolo
axial (s10), e dipolo transversal (s;; e s1_1). Por simplicidade, omitimos o termo de
dependéncia temporal e,
Assim, a fungao que exprime a distribui¢do angular dos modos (n,m) em uma super-
ficie esférica com raio R > a centrada no centroide da particula
_ Psc(KR, 0y, &p)

Prm (O, @p) = Dotmm I (RR) (3.82)

Enfim, utilizando a ortogonalidade dos harmonicos esféricos, temos os coeficientes de
espalhamento como a projecao da pressao espalhada normalizada sobre o modo angular

correspondente,

Snm = <n7 m‘pnrn)

21 T
- / a6, / 40, 518 P8y Sp) Y™ (0, ),
0 0

representa a conjugagao complexa, e utilizamos a notacao de bra-

(3.83)

Wk 9

onde o asterisco
ket de Dirac (|) para simplificar. Devido a axissimetria da particula, os modos de dipolo

transversais sao degenerados, s;_; = s3;. Com isso, os coeficientes de espalhamento do
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nosso problema sao
s00 = (0, 0|poo) , 510 = (1,0|p10) , 511 = (1, 1|p11) - (3.84)

Os coeficientes acima sao tnicos para cada particula e independem do feixe incidente,
dessa forma, uma vez calculados (veremos como computé-los numericamente no capitulo
a seguir) para um feixe incidente simples, como uma onda plana, podem ser utilizados
para qualquer configuragao actstica, seja analitica, ou formada por ondas estruturadas

geradas em dispositivos acustofluidicos.

3.6.2 Forca de radiacao actistica para uma particula axissimétrica

de subcomprimento de onda

Podemos expressar a forca de radiacao actistica em uma particula com simetria axial

em termos dos coeficientes de espalhamento e do campo incidente |Lima et al. 2020],

Ccomao:
F;ad = Re[((e:vp exp + eyp eyppmpyp + ezpeZpDszp) ) v;‘napﬂ"’lf’zo’ (385&)
27Ti 3p0 . % Din
Dapyy = =77 {7(311%1@ Vi, + 8100in,2,0z,) — 1s00(1 + 2811)0—0} , (3.85b)
21 |3 . + \ Pin
Zp,2p _ﬁ {%(311,02'71,}7 : pr,yp + Slovin,zpazp> - 1300(1 + 2810)C_:| ) (3850)
0

sendo que, Vinp = (Vin,z, Vingy,» Vin,z,) ¢ & velocidade do fluido no referencial da particula
Oupypzn> Vapy, = €a,0z, +€,,0, , € 0s campos aclisticos sao avaliados em r = 0. Sabendo
que os campos acusticos de entrada da Eq. (3.85) tiveram seus efeitos termoviscosos

desprezados, podemos entao utilizar a relagao de pressao-velocidade

iV
v=——L (3.86)
pocok
para reescrevermos a forca de radiacao como
Ta 1 m)x * * *
F, = §Re[5oa£ ) “ Din VpPin + Poaéd) Vp Velingplr,=0, (3.87)
com Vp = exp(()mp + eypgyp + ezp82p7 €
(m) 4mi . X
o, = _ﬁSOO[I + 2811(63% €z, + €y, eyp) + 231()ezp ezp]7 (3883‘)
1271
al(’d) - k3 [Sll(ewp €z, + eypeyp> + Sloezpezp]’ (388b)

sendo estes os tensores de polarizabilidade actstica de monopolo e dipolo (em unidades

de volume) da particula, onde I = €., €, +e, e, +e. e, &otensor unitario. Com isso,
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obtida a forga no referencial da particula O, .,, podemos converté-la para o referencial

TpYp

de laboratorio O,,. por meio do tensor de rotagao da Eq. (3.76), assim temos

rad rad
Frd = R.Frd, (3.89)

dessa forma, utilizando V, = R V|r=r,, por meio do tensor de rotagao inversa da Eq.
(3.77), obtemos

1
FT‘(ld — §Re[/80a(m)* . p;anpln —+ poa(d)* . ’U;(n . V’Uin],,.:07 (3903)
a®=R.a@® R, (3.90c)

com v;, sendo a velocidade do fluido no referencial do laboratério O,,,. Assim temos
a expressao para a forca de radiacao em um particula imersa em um fluido Newtoni-
ano no referencial de laboratorio. Sendo esta uma generalizacao da forma canénica da
forga de radiagao derivada para particulas esféricas [Doinikov 1994], [Toftul et al. 2019].
Além disso, os efeitos termoviscosos negligenciados podem ser analisados ao considerar os
campos de temperatura na solucao do problema de espalhamento, com as condig¢oes de
contorno adequadas [Karlsen e Bruus 2015].

Para uma melhor compreensao das expressoes acima, é valido analisarmos o compor-
tamento da forca de radiacao obtida em ondas estacionérias e propagantes. Para tal,
visto que a amplitude de pressao para uma onda estacionaria é uma funcao de valor
real, isto implica em p}, Vpi, = (1/2)V|pin|?, e consequentemente pela Eq. (3.86) em
v:, - Vv, = (1/2)V|v;,|*. Portanto, a forga da Eq. (3.90), para uma onda estacionaria

torna-se uma forca gradiente

Frad _ [Re[a(m)] . vEpot + Re[a(d)] . VEkzn} e (391)

Onde vemos que as densidades de energias cinética Ej;, = po|vin|?/4 e potencial B,y =
Bo|pin|?/4 transportadas pelo fluido sdo transformadas em forca de radiacdo actstica,
mediante sua projegao gradiente na parte real das polarizabilidades da particula.

Logo, tomando os campos aciisticos de pressao e velocidade do fluido, para uma onda

estacionaria dados por

Pin = Do cos[k(z + 20)], (3.92a)
Vin = L% sinfk(z + 20)]e., (3.92h)
PoCo

onde zy é a posicao da particula em relagao ao antiné de pressao em z = 0. Entao,
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aplicando os campos da Eq. (3.92) na Eq. (3.91), chegamos na forga como

F = Fy® sin 2k 2, (3.93a)
1
Fy=AEy, Ey= Zﬁopﬁ, (3.93b)
sendo Ej a densidade de energia actstica, Fjy a forca caracteristica, a area caracteristica

A pode ser a area de secao transversal da particula, axial (A)) ou transversal (A,), e o

vetor acustoforético é dado por

k
P = ZRe[a(m) —a¥]. e, (3.94a)
2m . : . * «
= 134 cosasin 23 Re[3i(s19 — s11) — 2is00(s]y — S11)] €x+ (3.94b)
+ 724 Sinasin 23 Re[3i(s10 — s11) — 2is00(S7p — $71)] €y+ (3.94¢)
4
+ kQ_ZK Re[3i(s10 cos® B — s11sin? 3)— (3.94d)
— isgo(1 4 257, cos? 3 — 257, sin? 3)]e... (3.94¢)

Podemos notar que a for¢a de radiacao depende dos angulos « e (3, posteriormente cons-
tataremos que as configuragoes de equilibrio ocorrem quando a particula esta alinhada
axialmente (5 = 0) e transversalmente (§ = 7/2), mas independente da orientacao da

orientacao da particula a forca de radiacao sera axial,

Fd = F,®sin 2kzge., (3.95)

onde fator acustoforético ®, assumird um valor axial ®| ou transversal @, dados res-

pectivamente por

4
Q)= kgjl Re[3is19 — isoo(1 + 2s7o)], (8 =10), (3.96a)
I
4
&, = — Re[3isy, — isoo(l +25%,)], (8 =7/2). (3.96b)
AL

O sinal de ® prevé a posicao de aprisionamento da particula, para ® > 0 a particula
¢ armadilhada no né de pressao, e para ® < 0 em um antindé de pressao. Note que,
para particulas esféricas, em virtude de sua simetria, os coeficientes de dipolo axial e
transversais sao degenerados s19 = s11, logo os fatores acustoforéticos axial e transversal
também se equivalem &) = &, .

Partindo agora para a andlise da forca em uma onda plana propagante, temos os
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seguintes campos de pressao e velocidade do fluido

Pin = Do, (3.97a)
Vi = ﬂeikzez. (3.97b)
PoCo

Substituindo esses campos na Eq. (3.90), a forga se torna

Frad = FO@J (398&)
2k nia™ 4 @

¢ = e +at- e (3.98D)

= ﬁ cos asin 23 Re[3(s10 — $11) — 2500(S1g — S11)]€x+ (3.98¢)

+ kQ_ﬂA sinasin 28 Re[3(s10 — s11) — 2500(879 — 511)] €+ (3.98d)

+8m Re[3(s10 cos” B — sy sin )+ (3.98¢)

+ s00(1 + 253, cos? B — 257, sin” B)]e.. (3.98f)

Temos mais uma vez, a for¢a tendo uma dependéncia com a orientacao da particula, entao
analisando novamente a forga nas configuragoes de equilibrio axial (5 = 0) e transversal

(8 = 7/2) da particula, obtemos
Fi = [y®e,, (3.99)

onde outra vez o fator acustoforético ®, assumird um valor axial ® ou transversal @,

desta vez expressos por

@ =81 Re[3s19 — s00(1 + 257)], (8 =0), (3.100a)
‘I)J_ =8m RG[SSH - 500<1 + 28;1)], (ﬂ = 7T/2) (3100b)

Assim como a Eq. (3.96), a Eq. (3.100) também corrobora com resultados anteriores
obtidos para uma particula esférica [Silva 2014, [Bruus 2012|, [Gor’kov 1962].
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3.6.3 Torque de radiagao actistico para uma particula axissimé-

trica de subcomprimento de onda

A interacao de uma onda acustica com a particula gera um torque de radiagao actustica

no referencial da particula 77¢, descrito por [Lopes et al. 2020], [Lima et al. 2020]

ra 67T100 * *

rad _ 75 YL (Vin g, €0, = Vina, €4,)05n,2, + VVina, Viny, € ]r,=0- (3.101a)
Y1 = S1p + s11 + 251187, (3.101Db)
Y = 81+ s+ 2sul’ (3.101c)

Onde as quantidades 7y, e 7| sao as fungoes giroactisticas transversal e axial, nessa ordem.
A conversao do torque de radiagao para o sistema de laboratorio, ocorre por meio do tensor
de rotacao da Eq. (3.76), além disso, é pratico previamente substituirmos a relagao entre

os campos de velocidade
Vinp = R_l *Vin (3102)

Para essa tarefa, ¢ bastante util utilizarmos um software como o MATHEMATICA (Wol-
fram, Inc., Champaign, IL), assim, substituindo a Eq. (3.102) na Eq. (3.101) e aplicando
o tersor de rotacao da Eq. (3.76), encontramos
Trad = R. T;ad
67 po
X (v

Im{ [ (Viny €OS B — Vi, . sin a sin ) x

*

*
in,x 3

m,y

sinacsin 8 + v}, cos f)+

in,z

cosasinff + v
. . .
+ ) cos asin B(vy, , cosa — vy, , sin @) X

X (Vin, o €OS @ €O8 B + Vjp y SID  cOS B — vy, sin )] €+

*

+ [y sin acsin B(v}, , cos a — Vi, sin @) X

X (Vin,z OS @ €OS 3 + Uy 81D Q0 COS f — Uy, SIN F) — (3.103)

— Y1 (Vinz €OS B — ¥y, » COS asin ) X

*
in,x

X (Vi . cOsasin B+ v}, sinasin 8+ vj,  cos B)]e,+

+ [71 sin (Vi SID @ — vy, COS ) X

*

*
in,x 3

in,y

X (v, . cos acsin B + v, sinasin 8 + vy, _ cos B)+
+ 5y cos B(vy, , cosa — vy, sina) X

X (Vin, €OS @0 COS B + Vjpy y SiD v cOS B — vy, sin f)] €, }rep.
Semelhante a forga, analisemos o torque de radiacao na presenca de uma onda actstica

plana estacionaria ao logo do eixo z caracteriza pelos campos da Eq. (3.92). Dessa forma,

na auséncia de componentes transversais da velocidade do fluido v;y, , = vin, = 0, 0 torque
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de radiagao da Eq. (3.103) se reduz em

rad _ STP .
! = = Imly | o[ sin 2Bea, (3.104a)
€, = cOsae, —sinae,, (3.104b)

onde o vetor unitéario e, se apresenta ortogonal ao eixo de simetria da particula. Agora,
inserindo a Eq. (3.92b) na Eq. (3.104a), obtemos

77 = 797} sin? kzy sin2f3e,, (3.105a)
; 127
To=VEy 7= Wlm[’u]. (3.105b)

Onde 7 ¢ o pardmetro giroactstico transversal. A saber, em acustofluidica a escala tipica
do torque caracteristico é 75 ~ 1 nNpum.

Como vimos na analise da forga, a particula ficard presa em um n6, ou antind de
pressdo, logo o seno é reduzido a um, sin® kz, = 1. Com isso, a particula ficara orientado
transversalmente (5 = 7/2) ao eixo da onda, quando o parametro giroacustico for positivo,
7, > 0, e ficara alinhada paralelo ao eixo da onda quando v < 0.

Por outro lado, para analisarmos o torque de radiacao devido uma onda plana propa-

gante, substituimos a Eq. (3.97b) na Eq. (3.103), chegando em
77 = 704} sin23e,. (3.106)

Isto é, com excecdo do termo senoidal (sin? kzy), esta equacdo ¢ analoga & equacdo do
torque para uma onda estacionaria, Eq. (3.105), entdo a regra para a orientagao da

particula se mantém a mesma da equagao anterior.
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Modelo numérico

Nos capitulos anteriores, mostramos desde equagoes fundamentais de conservagao até
solucoes do espalhamento de campos actisticos devido a interacao com uma dada parti-
cula. No entanto, os métodos analiticos de maneira geral, bem como o apresentado, tém
limitagoes sobretudo quanto & geometria da particula estudada. Nessas circunstancias, os
métodos numéricos ganham destaque obtendo aproximacoes satisfatérias para as equa-
¢oes diferencias parciais (EDPs). Dessa forma, neste capitulo iremos descrever o método
numeérico utilizado para validar e complementar a teoria apresentada no Cap. 3. Assim
apresentaremos de maneira geral o método de elementos finitos (MEF), o qual utilizamos
por meio do software de computagiao numérica COMSOL Multiphysics® [COMSOL 2016],
para posteriormente, no capitulo de resultados (Cap. 5), descrevermos os modelos desen-

volvidos para obter os resultados numéricos especificos de cada trabalho mencionado.

4.1 Meétodo de elementos finitos

Através do método de elementos finitos podemos simplificar problemas de geometrias
complexas, utilizando elementos de formato simplista, ao discretizarmos o dominio es-
tudado, tendo uma certa liberdade quanto a dimensdo do problema (ver Figs. 4.1 e
4.2). Por simplicidade (e melhor didatica), iremos utilizar um exemplo em uma dimensao
(1D). Comegaremos explicando os conceitos da formulagao fraca [COMSOL 2014|, depois
como ocorre a discretiza¢ao [COMSOL 2015|, e posteriormente como obtemos a solugao

do problema.

4.1.1 Formulacao fraca

Devido a simplicidade matemética e de conceitos, iremos utilizar como exemplo, uma
analise da temperatura em uma dimensao, em estado estacionario, inicialmente, sem fontes
de calor. Consideraremos a temperatura 7'(x) em um intervalo 1 < z < 5. Novamente

por motivos didaticos, iremos omitir a condutividade térmica (podemos considerar que
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Figura 4.1: Demonstragao de discretizagdo um dominio com geometria simples (retangu-
lar) em 2D.

AN

Fonte: Autor, 2023.

Figura 4.2: Demonstracao de discretizacao de um dominio com geometria mais elaborada
em 3D.

Fonte: Autor, 2023.

ela faz parte da unidade de medida). Dessa forma, o fluxo de calor ¢, no sentido positivo

de x é dado por
q=—0,T(z), (4.1)

onde 0, = aﬁ é a derivada parcial com relagao a z. Logo, a conservacao do fluxo de calor
xT

(dado que nao consideramos fontes de calor no dominio) e definido como

0.q = 0. (4.2)
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Ao solucionar as EDPs dadas nas Eqs. (4.1) e (4.2), iremos obter o perfil de tempe-
ratura ao longo do dominio. Todavia, esta estrutura de equagoes é recorrente na fisica,
tal como na eletrostatica, ao substituirmos T pelo potencial elétrico e ¢ pelo campo elé-
trico. Dessa forma, compreendendo a solucao dessas equacoes, entenderemos como sao
resolvidas qualquer EDPs, via MEF e utilizando a formulacao fraca.

Isto posto, note que, ao substituirmos a Eq. (4.1) na Eq. (4.2), temos que a equagao
é reescrita como a segunda derivada da temperatura 7', o que pode causar problemas na
solugao da mesma. Por exemplo, se considerarmos um dominio com materiais distintos,
possuindo condutividades térmicas diferentes, isso provocaria uma descontinuidade na
primeira derivada da temperatura 7', e consequentemente inviabilizando a computacao
numérica da segunda derivada. Neste cenario, entra em cena a principal virtude da
formulacao fraca, que tem como principal intuito contornar este problema, pois ao invés
de impor uma condi¢ao em cada ponto do dominio da solugao, como é feito pela equagao
diferencial, a formulacao fraca impoe condi¢oes em integrais do dominio da solucao, ao
transformar a equacao diferencial em uma equacao integral, retirando assim a carga do
algoritmo numeérico, durante a analise da equagao, como veremos na pratica a seguir.

Sendo assim, para aplicarmos esse conceito na Eq. (4.2), para transformar a mesma
em uma equacao integral, é natural pensarmos simplesmente em integrar a funcao em

todo o dominio, 1 < x <5, como:

/15 0xq(z) dx =0, (4.3)

todavia, isso iria nos garantir apenas que a média de d,q no dominio é zero, ao passo que
a equacao diferencial inicial nos assegura que 0,q é nula em cada ponto do dominio. Com
o intuito de entendermos como contornar esse problema, & priori, analisemos um pequeno

"elemento" do dominio, tal como

2,01
/ 0xq(z)dz = 0, (4.4)
1,99
o qual nos fornece o valor de 0,¢ em torno de x = 2,0, isto &, 9,¢(2,0) ~ 0. Aplicando
essa conceito em todo o dominio, de maneira a aproximarmos a equagao diferencial inicial

em termos de integrais de pequenos elementos do dominio, como

1,03

1,01 1,02
/ Orq(x)dx = 0,/ Oxq(x)dx = 0,/ Oxq(x)dx = 0..., (4.5)

1,0 1,01 1,02
de modo que, quanto maior o nimero de elementos (integrais) e menor o tamanho deles (do
intervalo), mais precisa sera a aproximacao. Entretanto, é impraticavel escrevermos todas
essas integrais, contudo podemos representar o mesmo conceito de outra maneira. Como o

intuito da Eq. (4.4) é restringir o valor de 0,¢ em um intervalo estreito (em um pequeno
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elemento do dominio), obtemos um resultado analogo ao multiplicarmos o integrando
por uma fungao teste T270<I') (optamos por utilizar esse simbolo para provocarmos uma
assimilacdo direta da relacdo entre a funcio T e a sua funcio teste T associada), a qual
é definida no elemento (ou intervalo) especificado e nula para qualquer ponto fora dele,

como exemplificado na Fig. 4.3.

Figura 4.3: Demonstracao da aplicacao de uma funcao de teste, onde a primeira curva
(T'(z)) é multiplicada por uma fungao de teste genérica representada na segunda curva
(Ty, (), a qual é estabelecida somente nas proximidades de um determinado ponto zg, o
resultado da multiplicacao é apresentado na terceira curva.

A \ A

T(z)

N

£

Ty (@)

X

T(2) T, ()

Lo

Zo

Fonte: Autor, 2023.

Assim, por meio dessa nova abordagem podemos integrar em todo o dominio, 1 < z <
5, adotando uma funcao teste generalizada T (), a qual é dada pela combinagao de varias
funcoes teste (T1,o, T1,01, ...), sendo cada uma centrada em um dado elemento (ou pequeno
intervalo) do dominio. Dessa forma, temos a equagao original na formulacao fraca, dada

por:

/1 dpq(x)T(x) dz = 0, (4.6)

de modo que, podemos escolher funcoes testes que mais se adéquem aos nosso problema,

facilitando a obtencao da solu¢ao do mesmo.

Reduzindo a ordem de diferenciagao

A ordem da derivada ainda permanece a mesma, uma vez que nao alteramos a fungao
principal da Eq. (4.2), mas agora que inserimos a fun¢do em uma integral isso pode ser
resolvido facilmente, simplesmente utilizando o método de integracao por partes, o que

nos fornece

5) — qla = VT

(4.7)

5
=1)— / q(2)0,T(x) dz = 0.
1
Onde finalmente tivemos a ordem da derivada reduzida, pois foi transferida do fluxo de
calor (o qual ja contempla uma derivada da temperatura, Eq. (4.1)),para a fungao de

teste. Considerando que a funcao de teste é apenas um artificio para obtermos a solugao
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da equacao, ela pode ser escolhida de modo a nao causar problemas com relagao a sua

derivagao.

Condicao de contorno de Neumann

O fluxo de calor e a funcao de teste nos limites do dominio, z = 1 e x = 5, estao
relacionados através dos dois primeiros termos da Eq. (4.7), dessa forma, tomando o
fluxo de calor ¢ no sentido positivo de z, podemos expressar o fluxo de calor em termos

dos fluxos de saida, como
5 ~ ~ ~
1

onde A representa os fluxos de saida e os subscritos 1 e 2 fazem referéncia aos limites do

dominio, z = 1 e x = 5, nessa ordem, nos fornecendo as seguintes correlagoes:

M=—qz=1N=+qz=5)T1=T(x=1),T, =T(x =5), (4.9)

note que, também substituimos o fluxo de calor, Eq. (4.1), no integrando, estando agora
com a integral em termos da temperatura T, e sua funcao de teste T correspondente.
Com isso, através do lado direito da Eq. (4.8) podemos definir de maneira direta as
condigoes de contorno em termos do fluxo de calor. A titulo de exemplo, se definirmos
A1y = Ay = 0, estabelecemos o isolamento térmico, dado que zeramos o fluxo de calor nos
limites do dominio. Em outras palavras, ao estabelecermos uma condicao de contorno
definindo um fluxo nos limites de um dominio, estamos especificando uma condicao de

contorno do tipo, condi¢cao de contorno de Neumann.

Condicao de contorno de Dirichlet

Diferente da condicao de contorno de Neumann, onde fixamos a primeira derivada da
variavel a ser resolvida, na condi¢ao de contorno de Dirichelt, nos fixarmos explicitamente
a variavel a ser encontrada, em nosso exemplo a temperatura 7', também nos limites do
dominio (representado pelo lado direito da Eq. (4.8)).

Assim como na condigao de contorno de Neumann, onde a formulacao fraca nos permite
definir de forma direta o fluxo nos contornos do dominio. Na condi¢ao de contorno de
Dirichelt, podemos fixar uma temperatura ao compensar o fluxo de calor interno com um

fluxo externo, ao atribuirmos uma outra fungao teste (\) associada a esse fluxo, com esta
finalidade.

Exemplificando, se definirmos um fluxo qualquer em um dos contorno, por exemplo no
limite 1 (x = 1), com A; = 2, ao passo que pretendemos fixar uma temperatura no limite
2 (x = 5). Assim, se queremos fixar a temperatura em 7' = 11 (em unidades arbitrarias)

no limite 2, nés introduzimos uma nova variavel de fluxo de saida (desconhecida) Ay = Ao,
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e uma funcao de teste associada 5\2, assim, partindo da Eq. (4.8) temos que
5 ~ ~ ~ ~
/ 0, T(2)0,T(x) de = —2T1 — \Ty — (Ty — 1), (4.10)
1

onde o primeiro termo do lado direito fixa o fluxo de saida em 2 no limite x = 1, o segundo
representa o fluxo de saida desconhecido, A\, no limite x = 5, e o terceiro termo impoe
que a solucao seja T = 11 no limite x = 5, através da funcao de teste 5\2, seguindo o

mesmo conceito da funcéo de teste T'(z).

4.1.2 Discretizando equagoes na formulacao fraca

Retomando nosso exemplo de calor em 1D, iremos agora nos focar em demonstrar uma
maneira de resolver numericamente a Eq. (4.10). Para tal, comecaremos subdividindo
o dominio 1 < z < 5 em quatro subintervalos (ou elementos de discretizagao), os quais
estao interligados por cinco nos (os pontos 1, 2, 3, 4 e 5). Dessa forma, nos é permitido
definir um conjunto de fungées de base (Y1g, ¥1p, U2r, Yop, Ys3E, V¥sp, Uag, Yap),
por simplicidade utilizaremos fungoes lineares (polinémios de ordem superiores também
podem ser utilizados, por exemplo), sendo estipuladas duas fungoes por cada elemento,

como demonstrado na Fig. 4.4.

Figura 4.4: Representacao de fungoes de base lineares (¢1g, ¥1p, ¥og,-.. ), as quais sdo
definidas apenas em um dos subintervalos (ou elementos) do dominio, delimitados pelos
nos (1, 2, 3, 4 e 5), e sdo nulas nos demais.

\ LS|

3
Fonte: autor, 2023.

Assim, a titulo de exemplo, para o primeiro elemento (1 < x < 2), temos as fungoes

de base a seguir:

2—x, paral <x <2
() = { P (4.11)

0, para outros valores de =
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r—1, paral <z < 2;
ip(x) = (4.12)
0, para outros valores de .

Dessa forma, cada funcao de base varia de 0 a 1 no intervalo do seu respectivo elemento
e é nula no restante do dominio. Assim, podemos representar qualquer fun¢oes arbitraria
(u(z)) definida no dominio, 1 < x <5, por meio de uma combinagao linear dessas fungoes

de base:

uw(z) = apie(r) + aiptip(z) + aser(z) + aspsp(x) + ..., (4.13)

onde ajg, aip, asg, Gop, ... sS40 os coeficientes (a serem determinados) para cada fungao
de base. Podemos ver na Fig. 4.5, uma representagao de uma curva arbitraria u(z) (curva
na cor preta), ao mesmo tempo que vemos uma aproximagao representada pela curva de

cor cinza, a qual é definida pela superposi¢ao das fungoes de base da Eq. (4.13). As

Figura 4.5: Demonstracao ilustrativa de uma aproximacao representada através de funcoes
de base lineares, note a aproximacao é estabelecida conforme obtemos os coeficientes
(a1E, aip, agg, ).

3

Fonte: autor, 2023.
aproximagoes descritas por meio da Eq. (4.13) admitem descontinuidades abruptas em
elementos vizinhos (como podemos observar na Fig. 4.5), com o intuito de evitar esse
problema, usualmente em grande parte das interfaces fisicas as fungoes de base padrao
sao elementos de Lagrange, o que restringe os coeficientes das fungoes de base, reduzindo
as descontinuidades das fungoes nas intersecgoes dos elementos vizinhos. Ilustramos essa
abordagem na Fig. 4.6, onde os elementos adjacentes compartilham os mesmos coeficien-
tes, ou seja,

1p = Q9E, 2D = G3E, (3D, = U4E, (4.14)

nos permitindo renomear esses coeficientes da seguinte forma:
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a = g, (4.15a)
az = a1p = Qg , (4.15Db)
a3 = asp = A3E, (4.15¢)
a4y = asp = 4, (4.15d)
as = a4p. (4.15¢)

Assim, podemos reescrever a Eq. (4.13) através das Egs. (4.15a)-(4.15¢), como:

Figura 4.6: Demonstracao ilustrativa de uma aproximagao obtida através de funcoes de
base lineares, agora aplicando a condicao de elementos de Lagrange.

()
0 3 "
Fonte: autor, 2023.
u(z) ~ ar[thie(z)] + az[in(z) + or(z))] + as[tbep () + Yse(r)] + ... . (4.16)

Adicionalmente, nos ¢ permitido simplificar a Eq. (4.16) combinando os pares de
funcoes dispostas nos colchetes, resultando em um novo conjunto de funcoes de base
o1(x), do(x), ¢p3(x), Pa(x), e ¢5(x), onde cada uma delas esta centrada em um respectivo

ponto nodal, conforme ilustradas na Fig. 4.7, e descritas abaixo:

2—x, paral <z <2

¢1(z) = ip(r) = { (4.17)

0, para outros valores de x.

r—1, paral <x <2
¢2(x) = Yip(x) + Yop(r) = 3 —x, para 2 <z < 3; (4.18)

0, para outros valores de .
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r—2, para2 <z <3
¢3(z) = vop(2) +se(z) = § 4 — 2, para 3 <x < 4 (4.19)

[ 0, para outros valores de z.

r— 3, para 3 < x < 4;
¢a(x) = sp(2) + ap(z) = { 5 — 2, para4 <z <5 (4.20)

0, para outros valores de .

\

r—4, parad <z < 5;

(4.21)
0, para outros valores de .

¢5(x) = Yap () = {

Figura 4.7: Representagao do reagrupamento de fungoes de base adjacentes, que compar-
tilham um mesmo no.

¢1:(95)

\ &S

0 1 2 3 4 5
Fonte: autor, 2023.

Observe que, nesta simplificacao, as fungoes nodais constituem essencialmente trian-

gulos e variam de zero a um, se anulando fora dos intervalos de seus respectivos elementos

(conforme ilustrado na Fig. 4.7). Com base nessas novas fungoes nodais, a aproximagao
da Eq. (4.16) é descrita como

u(r) = a1¢1(x) + asda () + asps(x) + asds(x) + asos(x). (4.22)

Apresentamos, na Fig. 4.8, a curva arbitraria u(x) (em preto) e sua estimativa (em
cinza), agora a partir das fungoes nodais de base (com a mesma paleta de cores empre-
gada na Fig. 4.7). Embora este seja apenas um exemplo com propositos didaticos, é
possivel notar que a aproximagao atual, com a discretizagao (ou malha) estabelecida, nao
¢ tao precisa. Podemos notar, que a liberdade dos coeficientes nodais (aq, ag, ...) também
afetam a precisao da aproximacao, pois eles nao sao obrigados a seguir precisamente a

solugao exata, exceto quando estao sujeitos a uma condigao de contorno (como no caso de
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as, fixado nas figuras para exemplificar uma condigdo de contorno aplicada). Portanto,
um estudo de refinamento da malha é essencial para assegurar uma melhor precisao dos

resultados obtidos nas simulagoes [COMSOL 2016].

Figura 4.8: Demonstragao ilustrativa de uma aproximacao dada por funcgoes de base
nodais.

pu(a)

\ &S

0 1 2 3
Fonte: autor, 2023.

4.1.3 Solucao de equacgoes discretizadas na formulacao fraca

Apoés exemplificarmos como descrever uma fungao qualquer por meio de fungoes de
base, podemos empregar esse conceito na Eq. (4.10). Desse modo, tornando viavel apro-
ximar a fungao de temperatura T'(z) utilizando um conjunto de fun¢ées de base de forma
similar & Eq. (4.22):

T(x) = a101(x) + asga(r) + azds(w) + asda(z) + asps(z), (4.23)

sendo os coeficientes a1, as, asz, a4 e as, termos desconhecidos a serem determinados.
Substituindo a Eq. (4.23) na Eq. (4.10), temos

5 B 5 B
a; / O0p 01 ()0, T () dx + ag / Opo(2)0, T () da + - +
! ! (4.24)

5
+ a5/ 8x¢5($)8mf($) dl’ = —2T1 — )\QTQ — (&5 — 11)5\2,
1

como a Ty representa a temperatura no limite direito do dominio e as fungoes de base sao
fungoes localizadas, podemos inferir a partir da Eq. (4.23) que Ty, = T'(x = 5) = as¢s(v =
5) = as (ver Fig. 4.8).
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Dessa forma, temos seis graus de liberdade restantes, sendo cinco coeficientes aq, as,
as, ag € as, além do fluxo Ay no limite direito do dominio. Entao, sao necessérias seis
equagoes para resolver essas seis incognitas. Para isso, utilizaremos as fungoes de base,
através da funcao de teste. Como elucidado anteriormente, a funcao de teste visa limitar
a solucao em um intervalo especifico, anulando a solucao para o restante do dominio,
estendendo esse conceito intervalo por intervalo até cobrir todo o dominio. Assim, com esse
intuito, podemos empregar o nosso conjunto de fungdes de base, ¢1(x), ¢a(x), -+, ¢5(x),
facilmente ao substitui-las de forma direta na funcdo de teste T da Eq. (4.24), para

obtermos as equagoes necessarias.

Tabela 4.1: Substitui¢coes empregadas nas funcoes de teste.

T o

b1
P2
b3
P4

s
0

_ o O O OO

A Tab. 4.1 apresenta as substituicOes a serem aplicadas nas funcoes de teste para
obtermos as seis equagcoes necessarias. Vale ressaltar, que a utilizagao de fungoes localiza-
das torna essa etapa bastante eficiente, pois cada substitui¢ao gera uma equagao com um
numero restrito de termos, como exemplificaremos a seguir. Onde, a primeira substituicao

resulta em:

5 5
ap / Oy 1 ()01 () do + a2/ Opo(1)01(x) dz + -+ - +
! ! (4.25)

+ CL5/ Ooh5(2) 0,01 (x) dv = =2¢1 (2 = 1) — A1 (z = 5) — (a5 — 11)0.

Observe que ¢; nao é nulo somente no intervalo compartilhado com ¢, além de com
ele mesmo. Portanto, somente os dois primeiros termos do lado esquerdo da equagao
possuem valor que difere de zero. Em relagao ao lado direito, como ¢; é localizado
somente & esquerda do dominio, o segundo termo do lado direito é anulado, ¢1(x = 5) = 0.

Portanto, obtemos a seguinte equagao:

a] — ag = —2, (426)
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onde, efetuamos o calculo das integrais que permaneceram ao substituir as func¢oes dadas
nas Eqgs. (4.17) e (4.18), resultando em:

/1 Op 1 ()01 (x) dz = 1, (4.27a)
/15 Opp2(x)0pp1(x) do = —1, (4.27Db)

Além de utilizarmos a defini¢ao da fungao ¢, no limite esquerdo, isto é, »; = 1. De maneira
semelhante, também podemos empregar as outras cinco substituicoes apresentadas na

Tabela 4.1, as quais resultam nas seguintes equagoes:

—ay + 2ay —az =0, (4.28)
—ag + 2a3 —ay = 0, (4.29)
—ag + 2a4 — a5 = 0, (4.30)
—ay + a5 = — A, (4.31)
0=—(as — 11). (4.32)

Dessa forma, utilizando as Equagoes (4.26), (4.28)-(4.32), temos um sistema de seis equa-

¢oes com seis incognitas. Tal sistema é completamente solucionével, permitindo-nos obter:

a; = 3, (4.33a)
as =5, (4.33b)
az =1, (4.33¢)
g =9, (4.33d)
as = 11, (4.33¢)
Ao = —2. (4.33f)

Enfim, ao substituirmos as Eqs. (4.33a)-(4.33¢), na Eq. (4.23), encontramos uma
aproximagao para a solu¢ao da EDP (lembrando que a baixa resolu¢ao da aproximagao

se da pelo intuito exclusivamente didético do exemplo):

Uma representacao grafica da aproximagcao da solucao, pode ser visualizada na Fig. 4.9.
E interessante ressaltar que, o termo A\; nao faz parte da solugao explicitamente, uma vez
que o0 mesmo é apenas um artificio para obtermos a temperatura que pretendemos ter como

condic¢ao de contorno. Podemos fazer uma verificagao rapida da solucao que encontramos,
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Figura 4.9: Representagao grafica da aproximagao da solugao do exemplo de temperatura
em 1D, baseada em fungoes lineares nodais.
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Fonte: autor, 2023.
ao averiguarmos a temperatura que temos no limite direito do nosso dominio:
T(x=5)~3¢1(x =5)+ 5pe(x =5) + Tos(x = 5) + 9p4(x = 5) + 11¢5(x = 5)
=-9-04+-3-0+3-04+9-0+11-1 (4.35)

= 11.

A qual segue precisamente a condi¢ao de contorno de Dirichlet que estabelecemos na Sec.
4.1.1, onde definimos que a temperatura no limite direito deveria ter valor igual & 11,

como verificado.

Representacao matricial

A fim de ampliarmos nossa percepcao da eficiéncia do método, podemos apresentar o

sistema das Eq. (4.26), (4.28)-(4.32), através de uma representagao matricial:

1 -1 0 0 0 0 a —2
-1 2 -1 0 0 0 as
0 -1 2 -1 0 0 as | | 0 (436)
0 0 -1 2 -1 0 ay 0
0 0 1 1 1 as
0 0 0 1 0 Ao 11

Nesse formato, torna-se mais notavel a quantidade de zeros que conseguimos obter ao
utilizarmos fungoes localizadas. Tal vantagem é ainda mais ressaltada em aplicacoes reais,

um vez que usualmente sao utilizadas malhas com um ntmero de elementos extremamente
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maior do que o nosso simples exemplo didatico em uma dimensao, o qual foi subdividido

em somente quatro segmentos.

4.1.4 Comentarios sobre a formulacao fraca em dimensoes supe-

riores

Apesar de termos optado por delimitar nossas explicagoes a um exemplo em um di-
mensao (1D), com o intuito de priorizar o entendimento do conceito, nao o deixando mais
dificil de ser assimilado devido uma matematica mais rebuscada, os conceitos aqui expos-
tos s@o completamente validos em duas ou trés dimensoes (2D ou 3D). Recapitulando,
a formulacao fraca converte uma equacao originalmente diferencial em uma equacao in-
tegral. Entao, através da integracao por partes, a ordem da diferenciacao é reduzida,
contornando obstaculos na computacao numérica e permite que as condigoes de contorno
de fluxo nos limites do dominio possam ser definidas de maneira direta. Fazendo uma
analogia, enquanto os limites no caso 1D sao pontos, em dimensoes mais altas, o processo
de integracdo por partes, usufruindo do teorema de divergéncia, Eq. (2.7), gera como
limites uma linha fechada (no caso 2D) e uma superficie fechada (no caso 3D), ambos
envolvendo seus respectivos dominios. Dessa forma, o lado direito da Eq. (4.8) é conver-
tido em uma integral de linha (no caso 2D) ou de superficie (no caso 3D) da densidade
de fluxo de saida.

Na Fig. 4.10, podemos visualizar uma demonstragao da solu¢ao da equagao diferencial
de Helmholtz, via método de elementos finitos, em um dominio discretizado em 2D.
Na Fig. 4.10.a, temos as equagoes de Helmholtz (ver Cap. 2) para um meio so6lido
demarcado pelo circulo azul (que representa uma particula esférica) e para um meio fluido
(regidao quadrada que circunda a particula), nos colchetes azuis temos as condiges de
contorno aplicadas na superficie da particula, sendo a do primeiro colchete, uma condicao
de continuidade utilizada quando a onda é transmitida do meio liquido para o meio sélido
(e vice-versa), e no segundo colchete, temos uma condi¢ao de contorno de rigidez para
quando a onda é totalmente refletida, ou seja quando nao é transmitida para o outro
meio (neste exemplo utilizamos essa condi¢ao), no quadrado externo podemos definir uma
regiao para atenuar as ondas de saida (ou espalhadas), denominada de PML (ver apéndice
A), ou como alternativa podemos definir uma condigao de contorno de Sommerfeld (Eq.
3.17) na extremidade do dominio (destacada em vermelho), e através do circulo branco
delimitamos uma regiao de interesse, o qual também pode ser usado para computar o
campo espalhado, que utilizamos para calcular a forca e o torque de radiagao actstica, bem
como os coeficientes de espalhamento (ver Cap. 3). Na Fig. 4.10.b, temos um exemplo
de discretizacao com elementos triangulares e retangulares, observe a maior densidade
de elementos da malha na regido de interesse (onde ocorrera o espalhamento da onda) e

menor densidade conforme aumenta a distancia da regiao de interesse. Na Fig. 4.10.c,



4.1. Método de elementos finitos 69

definimos uma onda plana propagante ascendente no dominio fluidico, e obtemos a solucao
da equagao de Helmeholtz a partir das condi¢oes de contorno estabelecidas (de rigidez
na superficie da esfera e PML na regidao quadrada externa). Na 4.10.d, finalmente temos
o resultado final interpolado, onde vemos a parte real da pressao espalhada pela esfera
rigida. Ao longo do Cap. 5, iremos descrever com mais detalhes as simulagoes que foram
utilizadas na obtencao dos resultados numéricos de cada trabalho de forca e torque de

radiagao acustica.
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Figura 4.10: Demonstragao do processo de discretizagao e resolugao de equagoes dife-
rencias via método de elementos finitos em um dominio 2D. Na figura (a), temos um
dominio quadrado, com um circulo centralizado (simbolizando uma particula esférica ri-
gida), temos as equagoes diferenciais a serem resolvidas e as condigoes de contorno para
cada regiao. Na figura (b), temos exemplo de malha 2D, note que a densidade de malha
¢ mais acentuada em uma regiao demarcada pelo circulo branco, destacando a regiao de
interesse, ja a regiao das bordas (menos densa) com elementos retangulares, representa
um dominio onde definimos uma regiao de atenuacao de onda acustica. Na figura (c), de-
finimos uma onda acustica plana acendente no meio, entao obtemos a solugao via método
de elementos finitos da equacao de Helmholtz para a onda espalhada pela particula rigida
centralizada. Finalmente na figura (d) temos o resultado final interpolado.

(a) (b)

{lim, 0 7(8; — ik)pse = 0

IPML

V2 +8)s(r) =0

(Pin 4 Pse —m - 0p) =0

n- i(varv,-c)fu =0 (Vin +vsc) =0

t-op| =0

YAVAVAVAVAVAX AVAVAY,
PORPAAK 3
Y/
RRED:

Fonte: Autor, 2023.
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Resultados e discussoes

Quando particulas encontram-se imersas em um fluido contendo uma onda acustica,
essas particulas podem sofrer os fenémenos de forca e torque de radiagao acustica. Tais
fendmenos tém sido amplamente utilizados em aplicagoes com biotecnologia, na manipu-
lagao de células e outros microrganismos [Collins et al. 2015], [Silva et al. 2019]. Quando
consideramos particulas de geometria simplista, sem anisotropia, ou seja, esferas, a teoria
dos campos de forca e torque de radiagao actstica esta bem estabelecida [Gor’kov 1962],
[Silva 2014]. No entanto, a maioria dos microrganismos possui algum nivel de anisotro-
pia, dificultando a obtencao de teorias generalistas que contemplem tais particulas. Aqui,
primeiramente, apresentaremos na secao a seguir, as simulagoes via método de elementos
finitos (o qual foi introduzido no Cap. 4) que validam a teoria apresentada na Sec. 3.4
(homo6noma), ambos os resultados (numeéricos e analiticos) traduzem a forga e o torque
de radiacao acustica em um esferoide de subcomprimento de onda ao interagir com uma
onda acustica qualquer, a titulo de exemplo utilizamos duas ondas planas cruzadas (ver
Sec. 3.4.4). Na segao seguinte, Sec. 5.2, apresentamos os parametros utilizados nas simu-
lacao de transferéncia de spin para um esferoide a partir de um feixe actstico de Bessel
com vorticidade de primeira ordem, onde teremos a comparacao entre os resultados nu-
méricos e analiticos (Sec. 3.5). Por fim, na Sec. 5.3, temos os resultados para uma teoria
semi-analitica mais inclusiva, que contempla a forca e o torque de radiacao acustica para
qualquer particula axissimétrica de subcomprimento de onda, a teoria teve sua formulacao
apresentada na Sec. 3.6 e serd complementada pelo modelo numérico que sera detalhado
na referida se¢ao, comparamos nossa teoria com resultados exatos ja conhecidos para uma
esfera rigida em agua, bem como apresentamos previsoes para um gloébulo vermelho em

plasma sanguineo.
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5.1 Interacao nao linear de ondas actsticas com uma

particula esferoidal: Efeitos de forca e torque de
radiacao

As simulacoes de interacao nao linear com uma particula esferoidal foram realizadas
utilizando o modelo 3D, com o médulo de pressao acustica, com a frequéncia como do-
minio. O dominio geométrico das simulagoes foi demarcado por uma regiao esférica. No
centro dessa esfera, estd situada a particula esferoidal (ver Fig. 5.1). Uma regiao de
superficie esférica, denotada por S, foi definida proxima & particula, onde efetuaremos a
integragao para computar a forca e torque de radiagao, como descrito nas Eq. (3.13) e

(3.15), respectivamente:

2 2
Frod — / [(25002 — %) I+ pOW] -n d?r,
S1 0

rred — —/ (r X poov) - n dS;
S1

Recordando que esses campos sao dados pela soma das componentes incidentes e espa-
lhados, ou seja, p = Pin + Psec € V = V4, + V.. Nomeamos o volume entre a superficie da
particula Sy e a superficie esférica S7, de Vi. Uma equivaléncia & condigao de radiagao
de Sommerfeld apresentada na Eq. (3.17) para as ondas espalhadas, foi estabelecida por
meio de uma perfectly matched layer (PML). Definimos a condigao de contorno de rigidez

na superficie da particula, como definido na Eq. (3.30):
n - vlres, =0,

especificamos o feixe incidente como pressao de fundo no dominio que contempla a par-
ticula. Apoés a interacao onda-particula, os campos de pressao e velocidade do fluido
foram computados para calcular a forca e torque de radiagao acustica. Utilizamos uma
amplitude de pressao py = 100 kPa, embasados em valores anteriormente relatados em
dispositivos acustofluidicos [Lee e Wang 1989).

Buscando maior acuracia e confirmacao dos resultados obtidos numericamente, reali-
zamos testes de convergéncia de malha, onde variamos parametros como raio do dominio,
densidade de malha e PML. Estes parametros foram alterados até nao haver mais mu-
dangas sensiveis nos resultados com alteragoes subsequentes |Glynne-Jones et al. 2013|.
Com isso, obtivemos uma precisao tipica menor que 1% para efeitos da ordem de O(1) e
O(€), e inferior & 10% pra efeitos da ordem de O(e?) e (¢*). Tais efeitos de maior ordem, e
consequentemente menor intensidade, como o torque associado ao spin acustico e a forca

devido ao espalhamento, aparentam ter maior sensibilidade as reflexoes remanescentes da
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Figura 5.1: Esbog¢o da malha utilizada nas simulacoes numéricas para computacao da
forca e torque de radiagao actsticas em uma particula esferoidal. O meio é modelado
como uma regiao esférica envolvida por camadas concéntricas definidas como PML. A
particula é posicionada no centro do dominio. A linha tracejada (em azul claro) representa
a superficie de integracao S1. A melhor malha é definida na regiao delimitada por S1,
com 1,746 x 10° elementos finitos. Fora de S1 a malha é menos densa, compreendendo
2,86 x 10° elementos. Enquanto a PML ¢é formada por 25860 elementos.
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Fonte: |Lima et al. 2020].

PML. Apresentamos os principais parametros utilizados nas simulagoes na Tab. 5.1, os
quais proporcionaram a precisao supracitada.

Comparamos os resultados numéricos com a teoria por meio do erro de raiz quadratica
media normalizada (NRMSE, do inglés),

N
A(%) = & 1 Z(l-%eo — gnum)2 (5.1)
n=1

Tmaz — Tmin N
onde N é o nimero de pontos da amostragem, Z,,q, = maz{z'°} e x,m = min{z®}.
Denotamos o erro para a forca e torque de radiagao por Argr e Arg, nessa ordem.
Comecaremos a comparac¢ao entre os resultados numéricos e analiticos pela compo-

nente transversal F4*?, Eq. (3.56), da forca de radiagao actstica em fungio da distancia
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Tabela 5.1: Parametros usados nas simulagoes actisticas de espalhamento para utilizacao
em interacao nao linear.

Parametro Valor /Especificagao
Particula esferoidal:

Semieixo maior (a) 47.14 pm
Semieixo menor (b) 30.71 pm
Parametro geométrico (&) 1.3181
Parametro de expansao (e) 0.2
Meio (agua):

Densidade (po) 999.66 kg m 3
Velocidade do som (cq) 1481 ms™*
Compressibilidade () 0.456 GPa™!
Raio do dominio S5a = 235.7 pm

Raio de S;
Tamanho méaximo de elemento dentro de V;
Tamanho maximo de elemento fora de V;

a+b/4 = 54.82 pm
b/18 = 1.706 pm
A/48 = 30.71 pm

Espessura da PML (15 camadas) 2a = 94.28 pm
Feixe acustico:

Amplitude de pressao (po) 100 kPa
Densidade de energia actstica (Ep) 2.28Jm™3

Frequéncia linear (f) 1 MHz

Niamero de onda (k) 4242.5m™!
Comprimento de onda () 1.481 mm
Informacoes computacionais:

CPU Xeon E5-2690 3.00 GHz
Sistema operacional Linux
Uso méaximo de RAM ~ 128 GB
Tempo computacional por conjunto de dados ~ 20 min

kh, como apresentada na Fig. 5.2. Adotamos uma particula (elipse cinza) com parametro
geométrico & = 1.3181, pois este maximiza o valor da diferenga de dipolos x e, conse-
quentemente, o torque de radiagdo dado pela Eq. (3.51). Esse resultado, revela que a
particula ficard presa no n6 de pressao kh = 7/ V2 = 0.717. E perceptivel, a excelente
concordancia entre o resultado tedrico e as simulagoes numéricas em elementos finitos,
que é reforgado pelo erro (ver Eq. 5.1) de apenas Apgr = 0.412% .

Por outro lado, a forca de radiacao actustica axial é expressa pela componente devido

ao espalhamento Fgfad, Eq. (3.58), a qual esta apresentada na Fig. (5.3). Neste caso,
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Figura 5.2: Resultados numérico e tedrico da forca de radiacao acustica transversal,
(F:f,rad), em uma particula esferoidal, em fungao da distancia kh. A particula (elipse
cinza) tem parametro geométrico {, = 1.3181 e orientagdo o = 0. Demais parametros da

simulagao, podem ser encontrados resumidos na Tab. 5.1.
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Fonte: |Lima et al. 2020].

o erro ¢ uma ordem de grandeza maior em comparagao com a componente transversal,
Fgf‘zd, como apresentado na Fig. (5.2). Esta menor precisdao, se da pois a intensidade
da forca devido ao espalhamento que compée a forga axial, ¢ muito menos intensa que
sua contraparte transversal que é proporcional a forca gradiente, assim a tornando mais
sensivel aos erros numéricos. De toda forma, é nitido que a forca méaxima e minima
ocorrem com a particula com orientagao aw = 0, 7/2, respectivamente.

O torque de radiagao acustica no né de pressao dado pela Eq. (3.52), esta exposto na
Fig. 5.4. Onde vemos que, a particula tem uma orientagao preferencial em a = 0, isto
é, ela ficara alinhada perpendicularmente com a onda estacionaria. Mais uma vez, vemos
uma notéavel concordancia entre o resultado teorico e numérico, visto que Arg = 0.57%.

Por sua vez, a intensidade do torque de spin em funcao da posicao da particula kh
¢ exposto na Fig. 5.5. Para esta anélise, fixamos a orientacao da particula em a = 0,
e utilizamos a Eq. (3.53). Aqui, ainda temos uma boa concordancia entre os resultados
tedrico e numérico, Arr = 4.51, embora maior do que o apresentado na Fig. 5.4. Asso-
ciamos esse erro quase dez vezes maior, ao fato da intensidade do torque devido o spin
ter intensidade muito menor em comparacao a componente devido o momento exposto na
Fig. 5.4, e assim, como a for¢a devido ao espalhamento, ficando mais sensivel aos erros

numéricos, possivelmente relacionados as reflexoes remanescentes e indesejadas da PML.
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Figura 5.3: Resultados numeérico e tedrico da forca de radiagao actstica axial, (F5°), em
uma particula posicionada em um né de pressao, como funcao da orientacao da particula.
A particula (elipse cinza) tem parametro geométrico &, = 1.3181. Com demais parametros
da simulacao, resumidos na Tab. 5.1.
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Fonte: [Lima et al. 2020].

Figura 5.4: Resultados numérico e teérico do torque de radiagao actistica em uma particula
esferoidal posicionada no n6 de pressao, em fungao da orientacao da particula. A particula
(elipse cinza) tem parametro geométrico & = 1.3181. Outros parametros da simulagao,
podem ser encontrados resumidos na Tab. 5.1.
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Figura 5.5: Resultados numérico e teérico da intensidade do torque do spin em uma
particula esferoidal, em funcdo da distancia kh. A particula (elipse cinza) tem parametro
geométrico & = 1.3181 e orientacao a = 0. Mais parametros da simulagao, podem ser
encontrados resumidos na Tab. 5.1.
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Fonte: |Lima et al. 2020].

5.2 Transferéncia de spin actstico para uma particula

esferoidal de subcomprimento de onda

Este modelo numérico faz alusao as configuragoes experimentais usuais de pingas acis-
ticas de vorticidade e levitagao actistica, onde a particula esta inserida em um meio similar
a adgua, e no ar, respectivamente. Apresentamos os parametros utilizados para descrever
os fluidos citamos na Tabela 5.2. Por sua vez, a particula esferoidal detém semieixo maior
a = 680pm no ar, e a = 120 pm no agua.

Utilizamos o modo de simulagao 3D, com elementos finitos tetraédricos, onde com-
putamos o torque de radiagao por integracao numérica do fluxo de momento angular L,
sobre a superficie da particula como explicitado na Eq. (3.14). O fluido circundante foi
representado por um dominio cilindrico, com didmetro e e altura de 36b, onde adotamos
a condi¢ao de contorno de nao espalhamento nas arestas do dominio. A Discretizacgao foi
estabelecida a partir das configuragoes predefinidas para malha extremamente fina, com
tamanho maximo de elemento finito definido como b/50 na superficie de integracao e A\/12
no meio circundante.

Podemos ver na Fig. 5.6, o torque de radiagao actstico, obtido através da Eq. (3.68),
para uma particula esferoidal na dgua e no ar, em funcao do pardmetro geométrico &.
Onde consideramos, uma pressao de pico de pg = 3.5kPa no ar, e py = 0.5 MPa na agua,
as frequéncias de operacgao foram, f = 40kHz no ar, e f = 1 MHz na nagua, e o angulo

de semicone do feixe foi estabelecido como 8 = 7/4. Seguindo a limite da Eq. (3.29), o
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Tabela 5.2: Parametros utilizados nas simulagoes de transferéncia de spin, em alusao a
sistemas acustofluidicos e de levitacao, & temperatura ambiente.

Parametro Valor /Especificagao
Ar:

Densidade (py) 1.22kgm™3
Velocidade do som (cq) 343ms~!
Viscosidade dinamica (j) 1.83 x 1075 Pas
Amplitude de pressao (po) 3.5kPa
Frequéncia linear (f) 40 kHz
Agua:

Densidade (py) 998 kg m~?
Velocidade do som (co) 1483 ms™!
Viscosidade dindmica (po) 1073 Pas
Amplitude de pressao (po) 0.5 MPa
Frequéncia linear (f) 1 MHz
Diametro e altura do dominio cilindrico 360
emaz Na superficie do eseferoide b/50
emaz fora da superficie do esferoide /12

parametro de tamanho é sempre menor do que 0.51. O torque maximo foi obtido para
& = 1.31, o que equivale a uma razao de aspecto de a/b = 1.54. Os resultados das
simulagoes numéricas apresentaram um erro rms (root-mean-square) da ordem de 1073,

nas duas condicoes.

5.3 Campos acusticos médios exercidos em uma parti-

cula axissimétrica de subcomprimento de onda

O modelo numérico utilizado para computar os coeficientes actusticos da Eq. (3.84),
por meio do espalhamento de uma onda plana propagante. Com os coeficientes de
espalhamento determinados, os mesmos podem ser utilizados em qualquer onda inci-
dente, justificando a utilizacao inicial das ondas planas. Visto que, além de sua simpli-
cidade, as expressoes analiticas dos seus coeficientes de forma do feixe ja sao conheci-
das, os quais sao necessarios para obtencao dos coeficientes de espalhamento, sendo eles
[Colton, Kress e Kress 1998],

agp = 2\/E, aip = 21V 37 cos ﬁ, ain = —iV 67 sin ﬂ (52)

Neste modelo, utilizamos inicialmente o moédulo de pressao acustica, e posteriormente
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Figura 5.6: Em azul, temos o torque de radiacao actstica exercido sobre uma particula
em agua (a) e no ar (b), em fun¢ao do pardmetro geométrico da particula &,, dado pela
Eq. (3.68) com 5 = 7/4. Os parametros pra a configuragdo na agua sao a = 120 pm,
f =1MHz e py = 500 kPa; e no ar, a = 680 pm, f = 40kHz e py = 3.5 kPa. Em vermelho,
temos os resultados das simulagoes numéricas em elementos finitos. O valor do torque de
radiacdo maximo foi obtido para £ = 1.31(a/b = 1.54). Também apresentamos alguns
exemplos de particulas com proporgoes diferentes (§y = 1.1, 1.31, 4)) na figura (a).
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Fonte: [Lopes et al. 2020].

o de mecéanica dos solidos, onde resolvemos as equacoes da actustica linear e de elasto-

dinAmica, respectivamente. Além disso, adotamos o referencial da particula, de modo
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Ty com o vetor de onda

que, a amplitude de pressao incidente dada por p;, = pge
k = k(sin Be,, +cos fe.,), foi definida como pressao de fundo no dominio computacional.
Para representar uma particula rigida temos que estabelecer uma condi¢ao de contorno,

onde a componente normal da velocidade deve se anular na superficie Sy da particula,

(Vinp + Vsep)lreso -1 =0, (5.3)

com v, sendo a velocidade do fluido espalhado e n é o vetor normal para fora da parti-
cula. Por outro lado, para uma particula solida elastica, as condi¢oes de contorno ao longo
da superficie da particula sao de continuidade para a tensao normal e o deslocamento, e

condicao de anulagao para a tensao tangencial. Deste modo, dispomos de

(pm + Psc — 1 - Up)|rp650 = 07 (548“)

n- i(vmm + Vsep) — Uy =0, (5.4b)
W TPES()

teo,les, = 0. (5.4¢)

com t sendo o vetor unitario tangencial, u, o vetor de deslocamento, e o, o tensor de
tensoes da particula.

Representamos o dominio fluidico através de uma regiao cilindrica. Nas estremidades
do fluido foi estabelecida uma regido de perfectly matched layer (PML), formando uma
casca cilindrica de um quarto de comprimento de onda de espessura, e concéntrica com o
dominio do fluido, a qual é responsavel por absorver as ondas espalhadas pela particula,
minimizando a interferéncia nos resultados devido a reflexdes. Adotamos a utilizacao de
um modelo com axissimetria 2D, para minimizar os custos computacionais, uma vez que
o modelo 3D completo, demanda de uma quantidade de memoéria RAM, para a maioria
das simulagoes, que ultrapassam o que hé disponivel em computadores convencionais (<
16 GB). Com o modelo axissimétrico 2D usual, podemos simular ondas incindindo na
particula por meio do eixo de simetria (3 = 0), o que nos permite calcular os coeficientes
de monopolo (sg) e dipolo axial (s19). No entanto, ndo podemos obter o coeficiente de
dipolo transversal dessa maneira convencional, visto que, para § = 0 na Eq. (5.2) temos
a1 = 0, resultando em uma indeterminagao na Eq. (3.82). Entao aplicamos um método
de expansao de ondas planas [COMSOL 2021], que faz a rela¢do entre ondas planas e
cilindricas, nos permitindo representar o espalhamento do objeto axissimétrico com uma
incidéncia de onda transversal. Com isso, utilizando cinco termos da expansao da onda
plana computamos o coeficiente de dipolo transversal s11, com § = 7/2. Resolvemos o
espalhamento para uma particula esférica rigida e para um glébulo vermelho (RBC) (ver
Fig. 5.7), os parametros utilizados nas simulagbes numéricas estdao detalhados na Tab.

5.3.
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Tabela 5.3: Parametros fisicos e geométricos usados nas simulagoes para obtencao dos
coeficientes de espalhamento para utilizacao em campos médios.

Parametro Valor/Especificagao
Dominio computacional (cilindrico):

Diametro e altura 100a
Raio da superficie de integracao (R) ba/4
Tamanho minimo de elemento a/200
Tamanho maximo de elemento a/10 até a/3
Taxa de crescimento de malha 10%
Tipo de PML Polinomial
Fator de escala da PML 1
Parametro de curvatura da PML 2
Comprimento da PML 50a
Camadas de PML 30-50
Frequéncia 2-12 MHz
Meio fluido (4gua):

Densidade (py) 998 kg m 3
Compressibilidade (/) 0.456 GPa™!
Meio fluido (plasma sanguineo):

Densidade (pg) 1026 kg m—3
Compressibilidade () 0.4077 GPa™*
Particula (esfera rigida):

Raio (a) 3.91 pm
Particula (RBC):

Densidade (p,) 1100 kg m ™
Modulo de Young 26 kPa
Compressibilidade (fp) 0.34 GPa™*
Semieixo maior (a) Ry =3.91pm
Semieixo menor (b) Cy/2 =0.405 pm
Constante Cy 7.83 pm
Constante Cy —4.39 pm

Informagoes computacionais:
CPU

Xeon E5-2690 3.00 GHz

Sistema operacional Linux
Uso maximo de RAM <16 GB
Tempo computacional 2D convencional 1min
Tempo computacional 2D com expansao dmin




5.3. Campos acisticos médios exercidos em uma particula axissimétrica de
subcomprimento de onda 82

Figura 5.7: Esbogo da malha axissimétrica 2D utilizada nas simulagoes do espalhamento
de uma onda plana por uma particula esférica rigida (a) em agua, e uma RBC (b) mo-
delada como um so6lido elastico, no plasma sanguineo. A densidade de malha mostrada
é apenas para fins ilustrativos. As particulas estao destacadas em cinza e tém o mesmo
didmetro méximo 2a = 7.82pum. A superficie de integragao, onde sao calculados os co-
eficientes de espalhamento, esté representada pelo circulo ciano pontilhado. O meio é
modelado como uma regiao cilindrica envolvida por camadas concéntricas definidas como
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Fonte: autor, 2023.

Modelamos a RBC como um material sélido elastico com geometria em forma de disco
bicdncavo descrito em coordenadas cilindricas (g, ¢, z) pela equagao |[Evans e Fung 1972]
1 o\’ o\’ 0\
2
== |1—|(—= Co+Co| =— | +Cu | = 5.5
4 Ro T2\ Ry "\ Ry (5:5)
com 2Ry e Cy, sendo o diametro transversal e a espessura central, nessa ordem, e os

parametros geométricos Cy e Cy estao expostos na Tab. 5.3.

Aqui definimos o pardmetro de convergéncia da malha como

ref] _ 1 ref] _
Conw. = maz |Re[snm] P;e[snm”’ | m[snm] ]Icn[san (5.6)
|Re[snm]| [Tm([sn5]|

Onde as solugoes de referéncia para a particula esférica é dada por meio da solugao exata



5.3. Campos acisticos médios exercidos em uma particula axissimétrica de
subcomprimento de onda 83

dos coeficientes dados por

(5.7)

$10 = S11 = —
com j, sendo a funcao esférica de Bessel de ordem n, e aqui o simbolo de linha “ " ”
representa a diferenciacio. Por sua vez, para a RBC adotamos s"/ como sendo as solu-
¢oes que nao demonstram alteracoes relevantes apos refinamentos de malha subsequentes.
Computamos as simulagoes do modelo de elementos finitos em uma estacao de traba-
lho SUPERMICRO, contendo dois processadores Xeon E5-2690v2 @ 3 GHz e 224 GB
de RAM. As simulagoes em 2D convencional, levaram cerca de 1 min para computar os
coeficientes, e cerca de 5 min com o método de expansao de onda plana.

Apresentamos uma demonstragao da pressao espalhada devido uma onda plana inci-
dindo axialmente (eixo z) na Fig. 5.8a. Na imagem de fundo a regiao azul-ciano representa
a pressao negativa, e a regiao amarelo-vermelho é a pressao positiva. A malha apresentada
tem apenas finidade ilustrativa. Ambas as particulas, a esférica e a RBC, tém o mesmo
didmetro maximo 2a = 7.82pm. Os coeficientes de espalhamento sao computados na
superficie de integracao, denotada pelo circulo branco pontilhado que envolve a particula.

Os coeficientes de espalhamento para uma pequena esfera rigida imersa em agua para
uma faixa de frequéncia usual da acustofluidica, 2-12 MHz, estao apresentados na Fig.
5.9. Onde confirmamos a degenerescéncia dos coeficientes de dipolo axial e transversal
S10 = S11, dentro dos valores de erro numérico. Observamos uma excelente concordancia
dos resultados numéricos com a solugao exata, principalmente para frequéncias mais altas,
visto que em 2MHz o parametro de convergéncia (ver Eq. 5.6) é de Conv. = 7%, com
tamanho maximo de elemento finito igual a a/3, diminuindo para Conv. = 1% em 3 MHz,
e continua caindo conforme a frequéncia aumenta. Tivemos problemas de convergéncia
para frequéncias menores que 1 MHz, principalmente na parte real do coeficiente de es-
palhamento, visto que a sua solugio exata usada como referéncia ¢ da ordem de O[(ka)®]
|[Ledo-Neto e Silva 2016], seu valor cai expressivamente ao diminuirmos a frequéncia, o
que pode tornar o coeficiente mais sensivel a erros numeéricos, causando instabilidade de
convergéncia em frequéncias menores.

Os coeficientes de espalhamento de uma RBC em plasma sanguineo estao expostos na
Fig. 5.10. Neste caso, obtivemos um parametro de convergéncia de malha de Conv. < 9%,
para um tamanho de elemento finito maximo de a/10. Novamente, obtemos um resultado
mais preciso conforme aumentamos a frequéncia. Através destes coeficientes calculados,
por meio do espalhamento de uma onda plana propagante, podemos obter a forca e torque
de radiacao gerados em qualquer onda, a titulo de exemplo, uma onda plana estacionéria.

Deste modo, os fatores giroactstico e acustoforético computados para uma RBC em
plasma sanguineo, estao expostos na Fig. 5.11. Utilizamos os dados obtidos em interpola-

¢oes polinomiais lineares da frequéncia (f). Analisando primeiramente o fato giroacustico,
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Figura 5.8: Representacao do modelo numérico 2D axissimétrico utilizadas para calcular
o espalhamento de uma onda plana por uma particula esférica rigida (a) em agua, e
uma RBC (b) modelada como um soélido elastico, no plasma sanguineo. A densidade
de malha mostrada é apenas para fins ilustrativos. As particulas estdao destacadas em
cinza e tém o mesmo didmetro maximo 2a = 7.82pm. A superficie de integragao, onde
sao calculados os coeficientes de espalhamento, estda representada pelo circulo branco
pontilhado. Demonstramos a parte real da pressao espalhada através da imagem de
fundo, sendo as regioes em azul a pressao negativa e as regidoes em amarelo-vermelho a
pressao positiva.
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Fonte: |Lima e Silva 2021].

Eq. (3.105), temos
7 = —0.001433 — (0.000 174 MHz ) f, (58)

onde utilizamos o volume da RBC [Evans e Fung 1972] V = 94 pm?, e a frequéncia f deve
ser imputada em megahertz. O erro da raiz quadratica média normalizada (NRMSE, do
inglés) entre os dados e a interpolagdo polinomial ¢ NRMSE=5%, onde foi normalizado
pelo intervalo de dados. Dessa forma, tomando um valor tipico de densidade de energia em
actistica, tal como Ey = 10Jm™3, o torque de radiacao de pico é 1.62 pN pm. Uma vez que
temos 7 negativo, o torque de radiagao alinha a RBC (seu eixo de simetria) com a diregao
axial (8 = 0), sendo que esta previsao ja foi verificada experimentalmente em um dispo-
sitivo acustofluidico de meio comprimento de onda [Jakobsson, Antfolk e Laurell 2014].

Caso o segundo angulo de orientacdo seja o = 0, o torque segue sendo 779

~ —ey, ol
seja, como o sistema de laboratoério segue a regra da mao direita, a RBC gira em torno
de seu diametro transversal (eixo y) no sentido horéario. No entanto, caso a = 7/2 temos
7% ~ e, logo a RBC gira em torno do seu diametro transversal (eixo z), no sentido

anti-horario.
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Figura 5.9: Coeficientes de espalhamento de uma esfera rigida muito menor que o com-
primento de onda, em funcao da frequéncia. As solucoes exatas para os coeficientes, Eq.
(5.7), estao representadas pelas linhas continuas e tracejadas.
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Fonte: [Lima e Silva 2021].

Figura 5.10: Coeficientes de espalhamento obtidos para uma RBC no plasma sanguineo,
em funcao da frequéncia.
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Fonte: [Lima e Silva 2021].

Definido a orientacao da RBC, obtemos a forca de radiacao na onda estacionaria pela

Eq. (3.95). Onde definimos o fator acustoforético, através de uma interpolagao linear,
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como

®; = —(0.001871 MHz ") f, (5.9)

onde utilizamos a drea de segao transversal A, = TR3, e a frequéncia deve ser imputada
em megahertz. Neste caso, o erro entre os dados e a interpolacao ¢ apenas NRMSE=0.1%.
Adotando uma densidade de energia de Ey = 10Jm3 e frequéncia f = 2MHz, temos
um pico de forca de radiacao de 1.79 pN. Ademais, como @ < 0, deduzimos que a RBC
ficara presa em um noé de pressao, kzg = (2n + 1)7/2, com n € Z, o que também ja foi

verificado experimentalmente [Jakobsson, Antfolk e Laurell 2014].

Figura 5.11: Fatores giroactustico e acustoforético de uma RBC no plasma sanguineo, em
funcao da frequéncia. As linhas continuas azul e verde, denotam interpolagoes lineares

dos dados.
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Fonte: [Lima e Silva 2021].

Comparando nossos resultados com os resultados obtidos por aproximacao de Born
[Jerome et al. 2019] para uma RBC, com f = 2MHz, e demais condig¢oes elencadas na
Tab. 5.3. Temos, para a forca de radiacao actstica um desvio relativo entre os resultados
de apenas 0.4%. Infelizmente, para o torque de radiacao actstica, nao temos como fazer a
mesma comparagao, pois a referéncia dispoe apenas do torque em um antiné de pressao,
por exemplo, em kd = 0, na notagao do artigo. Por nosso método, o torque nessa
posicdo seria nulo. Na Ref. [Jerome et al. 2019], o pico do torque no antin6 ¢ ~ 1075 7.
Comparando com o nosso resultado em um né de pressao, temos um valor duas ordens
de grandeza maior, o que pode justificar nossa previsao de torque nulo em um antiné de

pressao.



6
Conclusoes e perspectivas

Apresentamos a forga e o torque de radiagao acustica resultantes da interagao nao li-
near de uma onda actstica arbitraria e uma particula esferoidal rigida de subcomprimento
de onda. Descrevemos como as simulagoes numéricas em elementos finitos foram desenvol-
vidas, bem como as expressoes analiticas que foram obtidas. Comparamos os resultados
analiticos e numéricos, ao analisamos a forga e o troque de radiacao actstica da particula
esferoidal em um feixe composto por duas ondas planas propagantes com vetores de onda
cruzados formando um angulo reto, onde pudemos analisar as componentes de gradiente
e de espalhamento da forga, bem como as componentes do torque devido ao momento e
ao spin, em todos os casos com uma concordancia satisfatoria entre os resultados.

Posteriormente, adotamos um feixe de Bessel de primeira ordem como onda incidente,
através do qual foi isolado o termo de spin na expressao do torque para uma particula
esferoidal de subcomprimento de onda. Tomando esta particula centrada no eixo do feixe,
o torque de radiagao foi computado, bem como expomos a relagao entre o spin e velocidade
angular, dessa forma foi previsto que a particula adquire uma velocidade angular girando
em torno do seu eixo menor. Ressaltamos novamente, a boa concordancia entre o resultado
analitico e o torque de radiagao obtido pela integral numérica da densidade de momento
angular.

Também foi apresentado, um método semi-analitico para obtencao dos campos aciis-
ticos médios de forca e torque de radiacao, exercidos em uma particula axissimétrica de
subcomprimento de onda na presenca de uma onda acustica qualquer. As expressoes
analiticas para os campos médios, foram derivados em fungao dos coeficientes de espalha-
mento de monopolo e dipolo, por meio da expansao em ondas parciais. De modo que tais
coeficientes dependem apenas das propriedades da particula e do fluido, logo, uma vez
determinados em uma dada configuracao, podem ser utilizados para qualquer onda acis-
tica, inclusive em ondas estruturadas de dispositivos microfluidicos. Detalhamos como
obter esses coeficientes de maneira bastante eficiente, através de simulagoes numeéricas,
via método de elementos finitos. Realizamos testes de verificacao do método apresen-

tado, em uma pequena esfera rigida em agua, nos quais obtivemos surpreendente precisao
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em comparagao com os resultados exatos, além de testes mais realistas com um glébulo
vermelho em plasma sanguineo, que também corroboraram com previsoes experimentais
existentes.

Além dos resultados aqui apresentados, também colaboramos com simulacoes numé-
ricas em trabalhos de imageamento de ultrassom de alta resolugao [Lima et al. 2020],
|[Leao-Neto et al. 2021], e no desenvolvimento de um dispositivo acustofluidico impresso
em 3D [Santos et al. 2021] (ver apéndice B). Dessa forma, temos como perspectivas para
trabalhos futuros com simulagoes numéricas, a inclusao dos efeitos de viscosidade nos
trabalhos de forca e torque de radiacao actustica, o desenvolvimento de novos métodos de
imageamento de ultrassom de alta resolu¢ao com lentes actsticas em formatos nao esféri-
cos, e o desenvolvimento de dispositivos acustofluidicos com vorticidade, para computacao
da forca e torque de radiagao actistica em particulas axissimétricas nestes dispositivos.

Diante dos resultados expostos, acreditamos que a relevancia das simulagoes numéricas
realizadas nos trabalhos apresentados foi comprovada, bem como salientamos que nossos
resultados podem colaborar com novas investigacoes com células e outros microrganismos

alongados em dispositivos acustofluidicos.
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Apéndice A

Perfectly Matched Layers (PML)

PML, abreviacao de Perfectly Matched Layers, sao camadas artificiais de absor¢ao
utilizadas em simulagoes com equacoes de onda via métodos numéricos, como o método
de elementos finitos (ver Cap. 4), de modo a emular um dominio fechado (finito) como
um dominio aberto (infinito). As PMLs diferem de um material absorvente comum, ao
propor que as ondas incidentes sobre a PML de um meio nao-PML nao sejam refletidas
nessa interface, ou seja, se propoem a absorver fortemente as ondas de saida (ou espa-
lhadas) de uma regiao computacional interna, sem refleti-las de volta para a regiao de
interesse. O conceito de PML como condicao de contorno absorvente foi proposta ori-
ginalmente por Bérenger, em um sistema de equagdes de Maxwell |Berenger 1994|. Ao
fornecer alta absorcao de propagacao de ondas, além de quase extinguir totalmente as
reflexdes da interface entre a PML e o dominio fisico, logo se tornou um método atraente
para o tratamento de problemas de dominio aberto para propagacao de ondas acusti-
cas |Qi e Geers 1998], elasticas [Hastings, Schneider e Broschat 1996] e eletromagnéticas
| Teixeira e Chew 2000)].

A formulagao original de Berenger é chamada de PML de campo dividido, pois di-
vide os campos eletromagnéticos em dois campos nao fisicos na regiao PML. Entretanto,
outro método ganhou destaque por nao necessitar de divisoes de variaveis, o método de
alongamento (ou esticamento) de coordenadas, o qual é baseado na transformagao de co-
ordenadas em dominios de PML, onde a coordenada real é mapeada no plano complexo
[Johnson 2021]. Por exemplo, a equagao em 1D de Helmholtz (ver Sec 2.3.2) é mapeada
como [COMSOL 2019]:

onde
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A.1 Implementacao de PML no COMSOL

No software que utilizamos, COMSOL Multiphysics [COMSOL 2016, a PML pode
introduzir um alongamento em coordenadas complexas em uma, duas ou trés direcoes, a
depender do problema fisico. Em cada direcao é utilizada a mesma forma de alongamento,
definida em fun¢ao de uma coordenada adimensional £, que varia de 0 a 1 sobre a camada
PML. A funcao retorna uma nova coordenada, complexa e estendida, dependendo do
comprimento de onda tipico para cada frequéncia da simulagao. Ou seja, o deslocamento
complexo para alongamento em uma tnica dire¢ao é dado por Az = Af(§) — AE, onde
A é o comprimento de onda tipico e A¢ é a largura original da PML. Para cada direcao
é calculado separadamente um deslocamento, e posteriormente sao combinados em um
deslocamento total. O Comsol dispoe de duas fungoes de alongamento predefinidas, poli-
nomial e racional, além de permitir que o usuario defina uma funcao de alongamento de

coordenada qualquer.

A.1.1 Funcao de alongamento polinomial

A funcao de alongamento de coordenada polinomial tem uma maior aplicabilidade,
geralmente, quando ocorre uma mistura de diferentes tipos de onda no modelo, ao mesmo
tempo em que ha uma disponibilidade de aplicar ao menos 8 camadas de PML. A funcao
polinomial é definida como [COMSOL 2019

fp(§) = s&m(1 —1) (A.3)

onde s é o fator de escala e m é o fator de curvatura. Note que, nessa fungao as partes real
e imaginaria sao iguais, o que significa que o método nao faz suposi¢oes sobre o campo
incidente na PML, as ondas propagantes e evanescentes com mesma escala de comprimento
sao tratadas da mesma forma. Com o fator de escala padrao, a PML proporciona uma
atenuacao méxima de 109 dB. Em comparacao com o alongamento racional, este interfere

menos na convergéncia de solucionadores interativos.

A.1.2 Funcao de alongamento racional

A fungao de alongamento racional foi desenvolvida para ser mais eficiente em ondas

propagantes com comprimentos de onda e angulos de incidéncia mistos. A qual é definida
como [COMSOL 2019

1 i
3m(1—&)+4  3m(1—¢)

fr(§) = 5§ (A.4)
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onde, novamente, s é o fator de escala e m é o fator de curvatura. A parte real da funcao
racional de alongamento, dimensiona a espessura efetiva da PML para um quarto de um
comprimento de onda tipico, enquanto a parte imaginaria, responsavel pela atenuacao,
é estendida em direcao ao infinito. Em outras palavras, tendo uma resolucao de malha

suficiente, a PML se propoe a absorver qualquer onda propagante.

A.1.3 Funcao de alongamento definida pelo usuario

Para funcoes de alongamento de coordenas definidas pelo usuario, o software permite
que o usudrio especifique as partes reais e imaginarias da funcao (f(§)) separadamente,
com um ou dois argumentos. Onde o primeiro argumento é tratado como a distancia

adimensional £ e o segundo argumento, opcional, como o comprimento de onda tipico .

A.1.4 Parametros da PML

e O comprimento de onda tipico (\): define o comprimento de onda mais longo das on-
das propagantes em um meio infinito, geralmente sendo fornecido por uma interface
fisica. Em meios nao dispersivos, é pressuposto que sejam inversamente proporcio-
nais a frequéncia, de modo que a PML possa funcionar de maneira semelhante para

todas as frequéncias.

e O fator de escala (s): multiplica o comprimento de onda tipico, gerando a espessura
efetiva da PML, sendo que a capacidade de absorcao da PML é diretamente pro-
porcional ao nimero de comprimentos de onda efetivos através da PML na direcao
de alongamento. Reduzindo o fator para valores menores do que 1, obtemos uma

solugao com menos recursos de hardware, em detrimento da eficiéncia de absorcao.

e O parametro de curvatura (m): é utilizado para realocar a resolu¢ao da malha den-
tro da PML. Havendo componentes dentro da PML que decaem muito mais rapido
do que as ondas mais longas, a resolucao deve ser aumentada nas proximidades da
interface entre a PML e o dominio fisico, o que pode ser feito aumentando o parame-
tro de curvatura, assim movendo efetivamente os elementos de malha disponiveis em
direcao ao limite interno da PML, sendo necessario normalmente, quando o campo
de onda incidente contém uma mistura de diferentes comprimentos de onda, ou uma

mistura de ondas propagantes e evanescentes.

Por fim, embora funcione muito bem na maioria dos casos, existem algumas situa-
¢oes importantes em que a eficiéncia de absor¢cao da PML é reduzida, gerando reflexos
inevitaveis. As PMLs sao totalmente isentas de reflexos apenas para a equagao de onda
continua exata, uma vez que a equacao de onda é discretizada em simulagoes computa-

cionais, algumas pequenas reflexes numéricas aparecem (que podem desaparecer com o
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ajuste da resoluc¢ao). Além disso, a PML é bem mais eficiente para ondas com incidéncia
paralela com a normal da interface PML-dominio fisico, conforme o angulo de incidéncia
se afasta da normal a eficiéncia da PML diminui, algo que é dificil de ser contornado em
problemas de espalhamento mais sensiveis, entretanto, ainda assim continua sendo mais
eficiente que outros métodos de condi¢ao de contorno, como a condi¢ao de radiacao de

Sommerfeld [COMSOL 2015|.
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Apéndice B
Artigos publicados

Nas paginas a seguir, estao elencados (em ordem cronoldgica) todos os trabalhos, com
seus respectivos resumos (em inglés), que foram publicados com a colaboracao do autor

desta tese, ao longo do seu doutorado.
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We demonstrate that the acoustic spin of a first-order Bessel beam can be transferred to a subwavelength
(prolate) spheroidal particle at the beam axis in a viscous fluid. The induced radiation torque is proportional to
the acoustic spin, which scales with the beam energy density. The analysis of the particle rotational dynamics
in a Stokes flow regime reveals that its angular velocity varies linearly with the acoustic spin. Asymptotic
expressions of the radiation torque and angular velocity are obtained for a quasispherical and infinitely thin
particle. Excellent agreement is found between the theoretical results of radiation torque and finite-element
simulations. The induced particle spin is predicted and analyzed using the typical parameter values of the
acoustical vortex tweezer and levitation devices. We discuss how the beam energy density and fluid viscosity
can be assessed by measuring the induced spin of the particle.

DOI: 10.1103/PhysRevE.101.043102

I. INTRODUCTION

The spin angular momentum is a universal feature present
in different contexts of nature. In classical electromagnetic
waves and photons, the spin is caused by the circular polariza-
tion of electric and magnetic fields [1]. The electron spin can
be regarded as due to a circulating flow of energy in the Dirac
wave field [2]. More recently, the spin of acoustic beams was
proposed and measured as a circulation of the fluid velocity
field [3]. Subsequently, the spin and orbital angular momenta
were theoretically analyzed in monochromatic acoustic wave
fields in a homogeneous medium [4]. Before these studies, it
was noticed that the longitudinal spin, in which the axis of
rotation is parallel to the propagation direction of an acoustic
Bessel beam, could induce the acoustic radiation torque on a
subwavelength absorbing spherical particle [5].

The acoustic radiation torque is the time-averaged rate of
change of the angular momentum caused by an acoustic wave
on an object [6]. This subject was extensively studied for
spherical particles in Refs. [7-13]. In a nonviscous fluid, the
radiation torque on a spherical particle only occurs if the parti-
cle absorbs acoustic energy [8] Albeit, nonabsorbing particles
without spherical symmetry may develop the radiation torque.
Notable examples are microfibers [14] and nanorods [15].
Some numerical methods have been employed to study the
radiation torque on spheroids [16,17].

Despite the importance of the aforementioned numerical
studies, they do not reveal the full physical picture of the
acoustic radiation torque. Also, no investigation on the acous-
tic spin transfer to a spheroidal particle in a viscous fluid
was performed to date. We are not the first to theoretically
investigate the acoustic radiation torque effects on spheroids.
However, the previous work by Fan ef al. [18] is mainly

“gtomaz @fis.ufal.br
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devoted to developing a general theoretical scheme for arbi-
trarily shaped particles.

The goal of this paper is to put the acoustic radiation torque
on a spheroidal particle in a new perspective by establishing
its connection with the acoustic spin. To this end, we con-
sider a first-order Bessel vortex beam (FOBB) in broadside
incidence to a subwavelength spheroidal particle in the beam
axis. Our choice relies on the fact that the acoustic FOBB
possesses spin, which corresponds to the local expectation
value of a spin-1 operator [4]. This beam not only may
produce a radiation torque on the particle but also a time-
averaged force, known as the acoustic force [19-21]. Besides,
some symmetry considerations have motivated the choice for
a prolate spheroidal particle. This object has axial symmetry
(i.e., it is invariant to a rotation around the major axis). In
particle physics terms, we may classify the prolate spheroid as
a spin-0 particle concerning axial rotations. On the other hand,
rotations around the minor axis (transverse rotations) can be
described by the interfocal vector, which has a 27 rotational
symmetry. Under this circumstance, the prolate spheroid can
be regarded as a spin-1 particle. At this point, we contemplate
that the FOBB spin can only induce a transverse spin on the
spheroid, which is a spin-1 particle.

Our paper is outlined as follows. First, we calculate the
spin of a Bessel beam. Afterward, we obtain the radiation
torque considering a nonviscous fluid by solving the related
scattering problem in spheroidal coordinates and integrating
the result in a far-field spherical surface. We then establish the
spin-torque relation and obtain simple asymptotic expressions
of the torque as the particle geometry approaches a sphere
and an infinitely thin spheroid. Assuming a Stokes flow as the
particle spins around its minor axis [22], we derive the relation
between the acoustic spin and angular velocity. We predict the
angular velocity of microparticles using the typical parameter
values of the acoustic levitation [23] and acoustical vortex
tweezer [24] devices. Additionally, the theoretical predictions

©2020 American Physical Society
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Ultrasonic superresolution images can be generated using a polymer ball lens. Here, we provide an image
formation model for this superresolution imaging method. The imaging system is comprised of a circular
flat transducer operating in pulse-echo mode with a central frequency of 1 MHZ, and a ball lens centered
in the beam axis of symmetry. The wavelength in water is 4o = 1.5 mm. The system experimentally
achieves a resolution of 0.6/, in the focal plane at one wavelength away from the lens. Finite-element
simulations are performed to compute the point-spread function of the system. The obtained numerical
results are remarkably consistent with experimental data. For illustration purpose, the superresolution
method is compared with a conventional ultrasonic system based on a spherically focused transducer.
Our technique presents twice more resolution with a shorter depth-of-field of 2/4,. Possible applications
that take advantage of these features are discussed, as well as some limitations of the proposed

Keywords:
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technique.
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1. Introduction

The spatial resolution of ultrasonic imaging systems is primarily
restricted by the diffraction limit (i.e., beam focusing in a disk
roughly with one wavelength diameter) [1]. The resolution is pro-
portional to the focal length and inversely proportional to the
transducer aperture. The diffraction limit thwarts subwavelength
focusing at a given frequency. A finer resolution can be achieved
by increasing the frequency at the expense of less ultrasound pen-
etration due to absorption and also a high-cost electronics.

Different methods have overcome the ultrasonic diffraction
limit. Notably, harmonic generation was used to make images at
a doubled frequency, which means an improvement of 100% is
the spatial resolution [2,3]. Nonlinear ultrasonic wave mixing
forms images at the difference-frequency with the fundamental
high-frequency resolution [4-6]. Also, the nonlinear wave interac-
tion gives rise to a sum-frequency component (i.e., the sum of the
fundamental frequencies) that can be used to form superresolution
images [7]. Another approach uses the time-reversal wave phe-
nomenon to focus an ultrasound beam [8]. Lenses made of a pho-
nonic crystal [9] and metamaterial [10] also showed promising
results on focusing ultrasonic beams beyond the diffraction limit.

* Corresponding author.
E-mail address: gtomaz@fis.ufal.br (G.T. Silva).

https://doi.org/10.1016/j.apacoust.2020.107494
0003-682X/© 2020 Elsevier Ltd. All rights reserved.

By using ultra-fast acquisitions based on plane wave transmissions
at the rate of a thousand frames per second, the image of ultra-
sound contrast agents (microbubbles) in echography surpassed
the diffraction limit by more than a tenfold [11]. Algorithm-
based methods that aim at reducing the dependence of resolution
on pulse shape and width can also produce superresolution images
[12,13]. Despite early success, these approaches may involve com-
plex material engineering, low efficiency, or intense signal process-
ing algorithms. Desirably, superresolution methods should have
scalability varying with the wavelength with relatively simple
electronics to find practical applications in biomedical imaging,
nondestructive testing, and acoustic microscopy.

Recently, it has been theoretically, numerically, and experimen-
tally demonstrated that a polymer ball lens can focus an ultrasonic
beam beyond the diffraction limit [14,15]. The beam width can be
even smaller than half-wavelength with a depth-of-field of few
wavelengths. The focal region takes place in the lens shadow
region, which is centered at one wavelength (or more) away from
the lens, and the resulting wave is non-evanescent. Some prelimi-
nary numerical results on ball lens superfocusing have been inves-
tigated in Ref. [16]. Superresolution is also achieved by employing
a cylindrical-shaped lens [17] and liquid-liquid core-shell lens
[18]. These features are particularly suitable for enhancing the
imaging performance of ultrasonic systems.
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The nonlinear interaction of a time-harmonic acoustic wave with an anisotropic particle gives rise to
the radiation force and torque effects. These phenomena are at the heart of the acoustofluidics technol-
ogy, where microparticles such as cells and micro-organisms are acoustically manipulated. We present a
theoretical model considering a generic acoustic beam interacting with a subwavelength spheroidal par-
ticle in a nonviscous fluid. Concise analytical expressions of the radiation force and torque are obtained
in the scattering dipole approximation. The radiation force is given in terms of a gradient and scatter-
ing force; while the radiation torque has two fundamental contributions, namely, the momentum arm and
acoustic spin (spin-torque effect). As a practical example, we use the theory to describe the interaction of
two crossed plane waves and a prolate spheroidal particle. The results reveal the particle is transversely
trapped in a pressure node and is axially pushed by the radiation force. Also, the momentum arm aligns
the particle in the axial direction. At certain specific positions, only the spin-torque occurs. Our findings
are remarkably consistent with finite-element simulations. The success of our model enables its use as an

investigation tool for the manipulation of anisotropic microparticles in acoustofluidics.

DOI: 10.1103/PhysRevApplied.13.064048

I. INTRODUCTION

The behavior of microparticles under an ultrasonic
acoustic wave has been extensively analyzed in microa-
coustofluidic devices [1,2]. Notable examples include sep-
aration of circulating tumor cells [3], cell and microparticle
patterning [4,5], assessment of the membrane elasticity of
cells by acoustic deformation [6,7], and selective acoustic
tweezer [8]. The nonlinear wave-particle interaction gives
rise to the phenomena of acoustic radiation forces and
torques [9]. The careful control of these effects enables par-
ticle handling in micrometer-sized cavities or microchan-
nels with a plethora of applications in biotechnology and
analytical chemistry.

The acoustic radiation forces and torques are com-
monly investigated considering isotropic particles, i.e.,
with a spherical shape. In reality, the morphology of most
cells and other micro-organisms have a degree of asym-
metry. Prominent examples of acoustofluidic systems for
manipulation of asymmetric particles include glass fibers
[10], Escherichia coli bacterium [11], red blood cells
[12], microfibers [13], and alumina microdisks [14]. Other

*gtomaz@fis.ufal.br
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experiments have been performed in acoustic levitation
systems in air [15—17]. Understanding how acoustic forces
and torques develop on anisotropic microparticles is key
to dynamic analysis, as well as to devise applications
of acoustofluidic methods. Additionally, these phenomena
seem to have a crucial role in the propelling mechanisms
of microswimmers under an ultrasound field [18,19].

At first glance, the available alternative to model the
wave interaction with anisotropic particles is the use of
numerical techniques, such as the finite- [10,14,20-22] and
boundary- [23] element methods, numerical quadrature
[24,25], and T-matrix approach [26]. In general, numerical
methods demand high-performance computing and high
memory usage for three-dimensional simulations. More-
over, it is also challenging to determine the behavior of
the wave-particle system as one or more parameters vary
continuously.

Early studies involving anisotropic particles dealt with
the radiation torque problem on circular disks [27-30].
Some other investigations have been surveyed in Ref. [31].
More recently, efforts have been devoted to describing
the acoustic radiation force [32,33] and torque [34-36]
on spheroidal particles. Also, an approach based the Born
approximation was used to obtain the radiation force and

© 2020 American Physical Society
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3D-Printed Acoustofluidic Devices for Raman Spectroscopy

of Cells

Harrisson D. A. Santos,* Amanda E. Silva, Giclénio C. Silva, Everton B. Lima,
Alisson S. Marques, Magna S. Alexandre-Moreira, Aline C. Queiroz, Carlos Jacinto,

J. Henrique Lopes, Uéslen Rocha,* and Glauber T. Silva*

Acoustofluidics technology can be used to trap live cells (and also micro/nano-
particles) in microenvironments suitable for cell assays. Herein, a cheap and easy-
to-fabricate device is proposed that works with Raman spectroscopy for biosensing
applications. The device comprises a 3D-printed microchamber working as a half-
wavelength acoustic resonator. By tuning the resonance frequency with a low
voltage (=24 V), cells or particles are aggregated and levitated in seconds by the
action of the acoustic radiation force. Based on finite element simulations, the
radiation force field produced inside the device is described. In the cellular
enrichment (aggregation) process, a metastable honeycomb lattice is formed
mostly due to the cell-to-cell attraction caused by the secondary acoustic radiation
force. Orderly and metastable levitating aggregates provide an excellent arrange-
ment for Raman spectroscopy to investigate cells individually. Polystyrene particles
are used for the device characterization and Raman acquisition process. Biosensing
applications are showcased with live murine macrophages )774.A1, which are used
in infection assay of leishmaniasis disease. The unique features of the device, e.g.,
simple fabrication process with cheap materials, simple operation, fast time
response, and formation of metastable cellular aggregates; hold a noteworthy
potential for applications in life sciences and biotechnology involving cell assays.

torque)® ' generated by ultrasonic waves

in microfluidic lab-on-a-chip devices. In a
typical arrangement, microparticles or cells
are injected into a small-volume resonant
microchamber or microchannel of an acous-
tofluidic device (with a few microliters or
less), and the acoustic radiation force aggre-
gates them in a levitating state.''"'? Most
acoustofluidic devices are easily integrated
into microscopy settings.!'* Moreover, it
has been demonstrated that acoustically
trapped cells have been kept alive for as long
as seven days.'¥ Compared with optical
tweezer methods, which are also used for
cell handling, acoustofluidics generally uses
less power upon cells.!

Raman spectroscopy!'® is a label-free opti-
cal method that can determine the cell chem-
ical structure, including proteins, lipids,
and DNA assessed according to their molec-
ular vibrational modes. There has been an
increasing interest in Raman spectroscopy
of live cells,™”! in part because it may allow
observations of how cellular dynamics and
metabolism change under the influence of

1. Introduction

Acoustofluidics harbors a collection of methods that are promot-
ing a revolution in the manipulation, patterning, and analysis of
cells and particles at the micro/nanoscale.'> These methods use
the mean acoustic fields (i.e., the acoustic radiation force and

an external agent (drug or substance)."® Commonly, Raman sig-
nals obtained from seeded cells onto a substrate can be masked by
information pertaining to the substrate’s surface. The acoustic lev-
itation of a sample under analysis can significantly reduce the back-
ground signal to the acquired spectrum. The unique features of the
aforementioned acoustofludics, e.g., a microenvironment for a
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Development and Characterization of a
Superresolution Ultrasonic Transducer

José P. Ledao-Neto™, Everton B. de Lima

, Jodo Henrique Uliana, Theo Z. Pavan"’,

Glauber T. Silva™, Member, IEEE , and José H. Lopes

Abstract—Highly sensitive ultrasound probes are
needed to expand the capabilities of biomedical ultrasound
and industrial nondestructive testing (NDT). Pursuing
better imaging quality, while keeping fabrication costs
low, is an important trend in the current development of
ultrasound imaging systems. In this article, we report
the development and characterization of an ultrasonic
transducer that (super)focuses ultrasonic waves beyond
the so-called diffraction limit, that is, the beamwaist is
roughly narrower than one wavelength. The transducer
comprises an additive manufactured case with a circular flat
piezoelectric actuator fixed at the bottom and a core-shell
lens (with a stainless steel core and a polymer shell)
placed at the probe’s conical tip. The core-shell lens is
responsible to superfocusing effect of ultrasonic waves.
Operating at approximately 3 MHz, the transverse and
axial resolution for C- and B-scan images are, respectively,
0.651 and 31/2, with the wavelength being A = 0.5 mm.
The system depth-of-field is 6.31. To demonstrate the
transducer capability to resolve subwavelength structures,
we successfully obtain images of a copper wire forming
a Y-intersection, whose branches a diameter similar to
human hair (0.15 mm ~ 0.31). Our results represent a solid
step toward the development of ultrasonic superresolution
transducer applied for biomedical imaging and shallow
NDT of materials.

Index Terms— Diffraction limit, subwavelength ultrasonic
focusing, superresolution imaging.

|. INTRODUCTION

OCUSED ultrasonic fields are the cornerstone of ultra-
sound biomedical imaging [1]-[3], nondestructive test-
ing (NDT) of materials [4], and acoustic microscopy. The
main role of a focused beam is to assess local fluctuations
of mechanical properties, such as compressibility and density,
of biological tissue and material failures in a region of interest
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(ROI). A key feature of ultrasonic imaging is the system
resolution which corresponds to the ability to resolve discrete
elements. The imaging resolution depends on many factors
and properties of the system and scanned patient or object,
which includes transducer geometry, frequency, and band-
width, as well as postprocessing electronics, and mechanical
properties of the inquired medium. From the wave propagation
point of view, the system resolution can be improved by tightly
focusing the ultrasonic incident beam.

Conventional ultrasound focusing schemes are limited by
diffraction. For example, the beam produced by a spherically
focused transducer is limited to a circular spot, also known
as the Airy disk, of diameter [5] d = 1.22F A, with F and
A being the transducer f-number (i.e., the focal distance to
aperture ratio) and wavelength. Usually the f-number is larger
than one, that is, /' > 1. As a result of the diffraction limit
just presented, two neighboring points can only be resolved
by the spherically focused transducer if their inter-distance
exceeds 1.221F. The easiest route to improve the ultrasonic
resolution is to increase frequency. This follows at the expense
of enhancing ultrasound attenuation as it varies with frequency
squared in liquids, for instance.

Several techniques have aroused to deceive the diffraction
limit including harmonic imaging [6], lens based on meta-
material [7]-[10] and phononic crystals [11]—[13], nonlinear
ultrasound mixing [14]-[17], and time-reversal mirror [18],
[19]. Methods based on nonlinear properties of ultrasonic wave
propagation such as second-harmonic generation and wave
mixing have been successfully applied to biomedical imaging.
The other subwavelength focusing methods are still finding
some difficult to be established in the ultrasonic imaging
realm. In part, because of the need for an elaborate hardware or
challenges in metamaterial fabrication to meet beam focusing
in the megahertz-frequency range.

Recently, a simple subwavelength focusing approach was
proposed using a ball-shaped lens made of plastic (rexolite)
with several wavelengths of diameter [20]. The apparatus
yields a transverse resolution of about 1/2. Also, a core-shell
lens, with the outer layer made of a thermoplastic polymer and
filled with ethanol, superfocused an ultrasound beam in water
to a 0.854 spot [21]. Other arrangements using lenses with
different geometries such as cylindrical, cuboid, and Fresnel
shapes yield a resolution even smaller than A/2 [22]-[31].
Ultrasonic images have successfully generated with the
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Mean acoustic fields exerted on a subwavelength
axisymmetric particle
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The acoustic radiation force produced by ultrasonic waves is the “workhorse” of particle
manipulation in acoustofluidics. Nonspherical particles are also subjected to a mean torque
known as the acoustic radiation torque. Together they constitute the mean-acoustic fields
exerted on the particle. Analytical methods alone cannot calculate these fields on arbitrarily
shaped particles in actual fluids and are no longer fit for purpose. Here, a semi-analytical
approach is introduced for handling subwavelength axisymmetric particles immersed in an
isotropic Newtonian fluid. The obtained mean-acoustic fields depend on the scattering co-
efficients that reflect the monopole and dipole modes. These coefficients are determined by
numerically solving the scattering problem. Our method is benchmarked by comparison with
the exact result for a subwavelength rigid sphere in water. Besides, a more realistic case of
a red blood cell immersed in blood plasma under a standing ultrasonic wave is investigated

with our methodology.
©)2022 Acoustical Society of America.
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I.INTRODUCTION

Acoustofluidics is extensively based on the acoustic
radiation force! produced by ultrasonic waves to control
and pattern micro/nanoparticles (cells, microorganisms,
and viruses) in a liquid medium. Nonspherical particles
are also accompanied by the acoustic radiation torque.?
The time-averaged radiation force and torque are referred
to as the mean-acoustic fields that drive the particle dy-
namics in most acoustofluidic settings.

The analytical solutions for the mean-acoustic fields
depend, apart from the incoming wave, on the geomet-
ric shape®'° and material properties'5~2? of the particle.
Moreover, the viscous**™2% and thermodynamic®” prop-
erties of the surrounding fluid can significantly change
the mean-acoustic fields on the particle. The solutions
mentioned above are found for particles with a simple
geometric shape, such as spheres and spheroids. Gen-
erally, these solutions are derived with the multipole ex-
pansion and angular spectrum methods. The equivalence
of these theoretical approaches have been demonstrated
in Ref. 28.

The mean-acoustic fields exerted on particles with
more elaborate geometries are usually obtained through
numerical techniques such as the finite element?* 3! and
boundary element®?> method. Nevertheless, numerical
methods compute the mean-acoustic fields for a given
spatial configuration (position and orientation) of the
particle relative to the incoming wave. To determine the
particle position and orientation versus time, the mean-
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acoustic fields have to be re-calculated at each time step
in the interval of interest. As a consequence, particle
dynamics analysis in acoustofluidics might be a very in-
tense computational task. We emphasize that such anal-
ysis is of fundamental importance for understanding and
designing micro/nanorobots propelled by ultrasound.*?

In acoustofluidics, subwavelength nonspherical par-
ticles, which are much smaller than the wavelength, have
been conveniently modeled as small spheres mainly be-
cause they fit the simple analytical expressions of the
radiation force®* and torque. obtained in the scattering
dipole approximation. Recently, analytical results con-
sidering a subwavelength spheroidal particle were also
derived in the dipole approximation.®® We stress that
a complete theoretical description of the mean-acoustic
fields for subwavelength particles of arbitrary geometry
in an actual fluids seems to be unattainable.

This article proposes a semi-analytical approach to
describe the mean-acoustic fields interacting with an ar-
bitrary axisymmetric particle in Newtonian thermovis-
cous fluids. The obtained fields are related to the pres-
sure and fluid velocity of the incident wave and the coeffi-
cients of the monopole and dipole modes of the scattered
waves. These coefficients are obtained from the projec-
tion of the scattered pressure onto the angular part of
the corresponding mode (monopole and dipole). In turn,
the scattered pressure is obtained via a finite element
solver. The numerical part of our method is verified
against the exact solution for a rigid spherical particle
in a lossless fluid. Besides, we apply our method to com-
pute the mean-acoustic fields exerted on a red blood cell
by a standing plane wave in blood plasma. The results,
such as trap location and spatial orientation of the RBC,

Axisymmetric particle dynamics 1
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