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RESUMO
Esta dissertacao visa apresentar conceitos, exemplos e técnicas consolidados e recentes em Teori
Ergddica. O principal novo conceito é o de Mistura Local-Global, que seguiremos chamando de Global-
Local Mixing, uma ideia recente, datada de 2010, para entendermos o comportamento de um sistema
dindmico que preserva uma medida infinita que é sigma-finita. Mostraremos que os famosos mapas

de Boole e de Manneville-Pomeau sao, ambos, Global-Local Mixing.

Palavras-chave: Sistemas Dindmicos. Teoria Ergédica. Teorema de Lin. Global Local Mixing.

Medidas infinitas. Mapa de Boole. Manneville-Pomeau.



ABSTRACT
This dissertation aims to present consolidated and recent concepts, examples and techniques in
Ergodic Theory. The main new concept is Local-Global Mixing, which we will continue to call Global-
Local Mixing, a recent idea, dating back to 2010, to understand the behavior of a dynamical system
that preserves an infinite measure that is sigma-finite. We will show that the famous Boole and

Manneville-Pomeau maps are both Global-Local Mixing.

Keywords: Dynamic Systems. FErgodic Theory. Lin’s Theorem. Global Local Mixing. Infinite

measure. Boole map. Manneville-Pomeau.
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1 Introducao

Seja (X, B, ;1) um espago de probabilidade e T : X — X preservando uma medida p, a defini¢ao
classica de mixing signifca que

lim u(T~"(A) N\ B) = u(A)u(B) (1.1)

n—oo

quaisquer que sejam os conjuntos mensuraveis A, B. Estender essa definicao para o caso em que u
é o-finita mas pu(X) = +oo é fundamental em teoria ergédica infinita. H& uma defini¢ao fraca de
mixing, que é
lim © 3 (T (4) 0 B) — p(A)u(B)| = 0
k=1

para todos conjuntos mensurdveis A, B. Provaremos no capitulo 2 que T' mixing implica T" fracamente
mixing que por sua vez implica T ergddica. Entretanto ndo valem as reciprocas. No final do capitulo
2 daremos um exemplo de um mapa (mapa de Chacon) que é fracamente mixing, mas ndo é mixing
no sentido cldssico. Provaremos no capitulo 4 que se T : X — X é exata e u(X) = +o0, entdo a
definicao cldssica de mixing néo se aplica pois

lim u(T™"(A)NB)=0

n— oo

quaisquer que sejam os conjuntos mensuraveis A, B com medida finita. Isso seguird do Teorema de

Lin (3.15)), que caracteriza mapas exatos por meio do seu operador de transferéncia, a saber

Teorema 1.1. (Teorema de Lin) Seja (X, B, u, T') um sistema dindmico que preserva medida. Entao,

T é exato se,e somente se, para toda f € L1(X,B, 1) com [ fdu =0 tivermos lim |P"(f)||1 = 0.
n— oo

Lenci em [5] propoés uma defini¢io de mixing para observédveis globais com um volume médio
infinito. Mapas que tém essa propriedade nés diremos que eles sao Global-Local Mixing. No6s veremos
no texto diversos exemplos de mapas que preservam uma medida invariante infinita. A prova de que
certos mapas preservam uma medida infinita usa a ideia de mapa induzido, uma técnica importante
para se estudar propriedades ergddicas de diversas classes de mapas. Dois mapas importantes que
aparecerao no texto sdo o mapa de Boole T : R — R, dado por T(z) = = — % , € 0 mapa de
Pomeau-Manneville T : (0,1] — (0,1], dado por T'(z) = z 4+ 2P mod 1, nés mostraremos que eles
tém a propriedade de ser global-local mixing. Os mapas que apresentaremos podem servir como
inspiragao para trabalhos futuros, para investigarmos se tais dindmicas ou variagoes delas tém essa

mesma propriedade.






2 Preliminares

Para deixar este trabalho o mais autocontido quanto possivel, vamos definir, enunciar e provar
alguns resultados de teoria da medida e de andlise funcional que usaremos ao longo do texto.
Dado X um conjunto nao vazio, dizemos que uma familia B de subconjuntos de X é uma algebra

se

e X c B3

o Se Ae B, entdo X \ A € B;

e Se A,B€ Bentao AUB € B.
Uma algebra B ¢é dita ser uma o-algebra se

e Para toda familia enumeravel (4;);en de conjuntos de B tem-se | J;cy Ai € B.
Abaixo, temos alguns exemplos de o-dlgebra.

Exemplo 2.1.
B = P(X).

By ={X,0}.

Observagao 2.2. E fdcil de verificar que a intersecdo de o-dlgebras ainda é uma o-dlgebra. Seja
T :(X,B) = (X,B) um mapa mensurdvel, podemos definir uma o-dlgebra em X como T "(B) =
{T~—™(B) : B € B}.

Exemplo 2.3. Seja B uma o-dlgebra e T : (X, B) — (X, B) uma transformacao, definimos a o-dlgebra

caudal como

() T(B).

n>0

Uma forma padrao e importante de se obter o-algebras é atraves das chamadas o-dlgebras geradas.

Definigao 2.4. Considere uma familia A de subconjuntos de X. A o-dlgebra gerada por A é a

intersecao de todas as o-dlgebras que contém A.

Definigao 2.5. Considere um par (X,B) onde B é uma o—dlgebra definida em X. Chamamos (X, B)

de espago mensurdvel. Uma medida p definida em (X, B) € uma fungdo p: B — [0,00] que verifica

o u(0)=0



o n(Usy Ai) = o2, 1w(Ay) para toda familia enumerdvel de conjuntos dois a dois disjuntos.
Esta propriedade é denominada de o-aditividade. Diremos entao que (X, B, 1) é um espago de

medida.

Se p(X) < oo diremos que p é finita. Se p(X) = 1 diremos entdo que (X, B, ) é um espago de
probabilidade. Um espago de medida (X, B, i) é dito ser o-finito se existe uma quantidade enumerédvel
de conjuntos Aj, Ay, - -+ mensurdveis com p(4;) < +ooe X =2, 4;.

Uma propriedade P vale em p-quase toda parte ( p-q.t.p ) se existe um conjunto Z com u(Z) =0
tal que P vale fora do conjunto Z.

Chamamos de o-algebra de Borel a o-algebra gerada pelos intervalos de R. Os conjuntos men-
suraveis da o-algebra de Borel nds chamaremos de borelianos. Podemos definir uma medida A nos
intervalos (a, b) como sendo

A(a,b)) =b—a.

Gostariamos de estender essa fungao para todos os Borelianos. Observe que podemos definir uma
algebra By em [0, 1] da seguinte forma: um conjunto I estd em By se, e somente se, I é unido finita
de intervalos abertos dois a dois disjuntos. A extensdo da medida A a todos os borelianos é dada pelo

seguinte classico teorema:

Teorema 2.6. (Extensao de Caretheodory) Considere um conjunto X, uma dlgebra By definida
em X e uma fungao finitamente aditiva po : By — [0,00] Seja B a o-dlgebra gerada em X por By.
Entao existe uma dnica medida pn : B — [0,00] que estende po, ou seja, pu(A) = po(A4) para todo

A € By. Uma prova desse teorema pode ser encontrada em [5]
A medida que estende A dos intervalos de [0,1] é a medida de Lebesgue.
Exemplo 2.7. Seja ¢ : [0,1] = R continua e positiva. Definimos
b
Nolla]) = [ o).
a
E usando o teorema anterior podemos estender Ay para todos os borelianos.

Seja (X, B, 1) um espaco de medida, dizemos que duas fungoes integréveis f1, fo : X — R com

respeito a p sdo p-equivalentes se fi(z) = fo(z) p.q.t.p x € X. Sabemos nesse caso que
[ = [ pod
Essa equivaléncia da origem a uma classe da seguinte forma :

[f]={9: X = R: g é p-equivalente a f}

10



Definimos entao
L) = {1f] [ 171dn < 0}
Ao invés de ficarmos trabalhando com classes vamos identificar todas as funcées da classe e simples-

mente escrever
Liw = £+ [ Ifldu <}

Em L (p) definimos uma norma ||f||; = [ |f|du. Mais geralmente, dado p > 1 definimos
Lo = (£ [ 17Pd < o<},
em Ly (u) definimos uma norma || f||, = ([ |f|Pdp) Y7 Podemos definir ainda
Loo(p) = {f : X — R mensurdvel tal que existe C > 0 com |f(z)| < C p.q.t.p z € X}.
Definimos uma norma em Lo, por || f||eo = inf{C : |f(z)| < C p.q.t.p z € X}
Teorema 2.8. Para 1 <p <oo, (Lp,||-]|lp) € um espaco de Banach.

Teorema 2.9. (Representacdo de Riesz) Seja ¢ € (L1)*. Entdo existe uma tnica fun¢do u € Lo tal
que

o(f) :/uf Vf € L. (2.1)

Esse teorema nos diz que cada funcional continuo em L; pode ser representado como uma integral.

Ele também nos permite fazer a identificagdo (L1)* ~ L.

Teorema 2.10. (Banach-Alaoglu-Bourbaki) Seja E um espaco de Banach. A bola unitdria fechada
Bp- ={f € E5|f| <1} (2.2)
€ compacta na topologia fraca*.

Para mais detalhes sobre esses teoremas veja [2|. Esses teoremas serdo usados para provar o

teorema de Lin. Ver teorema (3.15).

Definigao 2.11. Dizemos que uma familia M de subconjuntos de X é uma Classe mondtona se M

contém X e € fechada para unides e intersecoes enumerdveis e mondtonas, ou seja,
e Se Ay C Ay C --- estiao em M, entao |J,,~, An € M;
e Se Ay D Ay D --- estio em M entao (), Ap € M.

Se {C;}icr sao classes mondtonas, entao ﬂie ; Ci é uma classe monétona. Podemos portanto
considerar a menor classe monétona que contém um conjunto dado. E possivel entdao enunciar o

seguinte teorema:

11



Teorema 2.12. (Classes mondtonas) Seja By uma dlgebra de subconjuntos de X. A classe mondtona

M gerada por By coincide com a o-dlgebra o(By) gerada por By.

Demonstragdo. Como o(Bp) é uma classe monétona entdo M C o(By). Resta-nos provar que o(By) C

M. Primeiramente, vejamos que M é uma algebra. Dado E € M, defina
M(E)={FeM:E\F,F\E,ENF € M}

Claramente, tem-se (), F € M(F); e também, pela simetria do conjunto, vale que F € M(F) se, e
somente se, F' € M(FE). Facilmente se mostra que M(E) é uma classe mondtona. Além disso, vamos

terminar a demonstragao provando as seguintes afirmagoes :
1. M C M(E);
2. M é uma élgebra;
3. M é uma o-élgebra.

Prova das Afirmagées. (1) Primeiramente, se E € By entdo pela definicdo de M(E) tem-se E € By.
Dai, sendo M a menor classe monétona gerada por By segue que M C M(FE). Portanto, dado
F € M(E), temos que F € M(FE) para todo E € By. Pela simetria de M(E), tem-se que E € M(F)
para todo E € By donde By C M(E). Sendo assim, M C M(F) para todo F € M.

(2) X € M, pois X € By C M. Além disso, se E € M entdo pelo item 1, temos que E € M(X)
donde X \ E € M. Falta mostrar que é fechado para a unido. Sejam E, F € M. Queremos que
EUF € M. Ora, E,F € M(X) eportanto, X\ E, X\F' € M. Agora, observando que X\ FE € M(X\F)
e assim, (X \ E)N(X\ F) € M. Por fim, (X \E)N(X\F) e M(X) elogo X\ [(X\ E)N(X\F)].
Pelas Leis de Morgan, EUF = X\ [(X\E)N(X\F)le M .

Usaremos o teorema das Classes monotonas para provar alguns fatos uteis ao longo do texto.
Lema 2.13. Seja p uma medida definida em B entdo

e Se Ay C Ay C --- estdao em B, entdo

H U Ay | = hm/fL(An)

n>1

e Se Ay D Ay D -+ estio em B e u(A41) < oo entdo

n>1

12



Uma prova desse lema pode ser encontrada em [3]. Vamos enunciar algumas propriedades titeis

relacionadas com a derivada de Radon-Nikodyn.

Definigao 2.14. Uma medida A é dita absolutamente continua com respeito a uma medida p se

w(E) =0 implicar \(E) = 0 para cada mensurdvel E. Neste caso escrevemos A < p.

Teorema 2.15. (Radon-Nikodyn). Sejam X\ e u medidas o-finitas e suponha que A < p, entao existe

uma funcdo h positiva e mensurdvel tal que
AME) = / hdu para cada E € B.
E

Além disso, h € unicamente determinada em quase todo ponto. Neste caso h € conhecida como a

X

derivada de Radon-Nikodyn de A com respeito a pu e escrevemos h = T
i

Demonstragdo. Para a prova desse teorema consulte |3]. O

- . dA . . . -
Proposigao 2.16. Sejam A < p e h = T Entao para cada funcao g mensurdvel e positiva temos

i
/gd)\z /ghd,u

Demonstracdo. Para provar essa proposi¢cao usaremos a técnica das fungoes simples que diz que toda
funcao integravel e positiva pode ser aproximada por uma sequéncia crescente de fungoes simples.

Fagamos entao para g = 1, dai

/anA: A(B) :/ hdp = /]lBhdu
B

Por linearidade vale para fungoes simples. Usando o teorema da convergéncia mondtona concluimos

o resultado. O

Proposigao 2.17. Seja v < A e A < p entdo

dv _ dv
dp  dhdp’
. dv dX - .
Demonstra¢ao. Chame f = an eg= T Usando 2 vezes a proposicao anterior temos
i

v(B) = [ x| sodn (2.3)

e por unicidade da derivada de Radon- Nikodyn temos que

dv
@—fg

que é 0 que queriamos provar. O

13



Defini¢ao 2.18. Sejam (X, By, n) e (Y,Bs) dois espagos mensurdveis e f : X — Y uma fun¢do
mensurdvel. Definimos o Push-Forward de p como sendo fou(B) = u(f~1(B)) para cada B € Bs.

O push-forward é de fato uma medida e ainda vale a seguinte formula de mudanca de varidvel:

Proposigao 2.19. Seja g integrdvel entdo

/Egd(f*u)=/fl(E)90fdu

Demonstracdo. A prova desta proposicao é analéga. Basta usar a técnica das fungdes simples. O

Definigao 2.20. Seja (X, B, ) um espago de medida e T : X — X uma transformagio mensurdvel.
Um sistema dindmico € simplesmente uma quddrupla (X, B, u, T). Muitas vezes vamos nos referir ao

sistema dinamico simplesmente pela transformagao T'.

Definicao 2.21. Seja (X, B, u, T) um sistema dinamico. A medida p € chamada T-invariante ou que
T preserva | se

w(T7H(A)) = u(A)  para todo A€ B.

As duas préximas proposicoes nos dao formas de se mostrar que uma transformacao 7' é invariante

por uma medida.

Proposicao 2.22. Seja T : X — X em um espaco (X, B, u). Entao T é p-invariante se, e somente

se,

/fdu:/fonu Vf € Lu(p). (2.4)

Demonstragao. (<) Dado B € B, tomando f = 1p, obtemos

u(B) = [ tadu= [ 1p o Tdp=u(@~(B)).

(=) Suponha que T preserva medida. O que fizemos na primeira parte mostra que a equagao ([2.4)
vale para fungOes caracteristicas. Por linearidade também vale para fungbes simples. Agora dada
f € L1 qualquer, tomemos ¢, fungoes simples crescendo para f. Portanto ¢, oT cresce para foT.

O teorema da convergéncia monoétona garante entao que

/fdu:lim/gpndu:lim/gpnOTdu:/fOTd,u.

O

Proposigao 2.23. Seja f : X — X uma transformagdo mensurdvel e p uma medida finita em X .
Suponha que exista uma dlgebra By de subconjuntos de X tal que pu(f~1(A)) = u(A) para todo A € By.

Entao o mesmo vale para todo A na o-dlgebra B gerada por By. Isto €, p € f-invariante.

14



Demonstragdo. C ={A € By : u(f~*(A4)) = p(A)} é uma classe mondtona.

De fato, Seja A} C Ay C --- uma sequéncia de elementos em C e seja A = |J,,~; An. Precisamos

provar que u(f~1(A)) = u(A). Ora, pelo lema (Z13), temos que

p(A) =limp(A,) e p(f7H(A)) = limp(f~H(A4,))
e como A; € C, entdio

p(A) = lim a(A,) = lim p(F " (An)) = p(F ' (A)).

De maneira totalmente andloga se mostra pra intersecao. Isto prova portanto que C é uma classe

monotona. E como, por hipdtese, C D By entao pelo teorema das classes monétonas, C = By. O
Exemplo 2.24. (Doubling Map) Definiremos T : [0,1] — [0,1] por T(x) = 2z mod 1

2z, se 0 <x<1/2

T(x) =
20— 1, sel/2 <z <1
g |
.
n
5 ]
D 0.2 0.4 0.6 08 ]

Figura 1 — 2z mod 1

15



Vamos usar a proposicio (2.23) para mostrar que T' é invariante pela medidade de Lebesgue .
Como os intervalos geram a o-dlgebra de Borel, entdo basta mostrar que N(T~1(I)) = \(I) é verdade

para todo intervalo I. Seja I = [a,b] C [0,1], entdo

= 3 )0 (4)

e portanto

AT ([a, b))

Il

>
7N
7N

gé g a+1 b+1
2792 )

_ b—a+b+1—a—1 —b—a=A(a,d)

2 2

e assim pela proposicio [2.23) N(T71(A)) = AM(A) para qualquer mensurdvel A C [0,1] de modo que

T preserva a medida de Lebesgue.

Exemplo 2.25. (Mapa Tenda)

2—-2x, sexe(l/2,1];
T(a) = (1/2,1] ‘
2z, se [0,1/2).

O mapa Tenda também preserva a medida de Lebesgue. De fato,

\ gé U 2—b 2—a
2’2 2 7 2
b—a 2—a—|—b—27

= 5 + 5 =b—a= \[a,b])

MT™([a,b])

e pela proposicio (2.23) N(T~1(A)) = A(A) vale para qualquer mensurdvel A C [0,1] e isso mostra T

preserva a medida de Lebesgue.

2.1 O Mapa de Gauss

Definigao 2.26. A transformacdo de Gauss G € definida por

_{J’ se x#0;
G:[0,1] = [0,1], G(z)=

16



Figura 2 — Gauss map

1
G nao € invariante pela medida de Lebesque. Para ver isso, considere A = (0, 2) , entio G71(A) =

71[_]1 (71;1/2, i) e portanto \ (G—l(A)) = g m =2 —2log2. Note que
hl(l—x):—iﬁﬁln(l_ag):_iﬂ:>
=1 —n
' 2 - 1
/0 (1 ~= )dm:—; (2n+1)n

1
Um cdlculo rdpido nos dd que / In(1 — 2%)dz = 2log(2) — 2 e por isso
0
- 1

Zm =2 —log(2) # % = \(A).

n=1

Vamos definir uma outra medida que € absolutamente continua com respeito a Lebesque e que preserva

o mapa de Gauss. Essa medida € definida como segue.

Definicao 2.27. A medida de Gauss mg de um intervalo (a,b) C [0,1] € definida como
1 (" dx 1 1+
b = = 1 .
ma(a,b) log2/a 1+z log2 Og<1+a>

17




Provaremos que a medida de Gauss é G-invariante e ergddica. Apesar de a medida de Lebesgue
ndo ser invariante pela transforma¢dao de Gauss G, nds ainda podemos relaciond-la com a medida de

Gauss da sequinte forma:
1 1 1

2log 2 < log2(1+ x) < log2’

Portanto, para qualquer mensurdvel A C [0,1)

1 1 1
d — dz.
/A210g2 x</Alog2(1+x) JU</Alog2 .

1 1
2log2/\(A) <mg(A) <

Ou seja,

g2 () (2.5)

Proposigao 2.28. A medida de Gauss mg é G-invariante.

Demonstragao. E suficiente provar pra intervalos, pois estes geram a o-algebra de Borel e portanto

podemos usar a proposicao (2.23)) e concluir que vale para qualquer mensurével.

1 1 1
zely=|——,—|=|-|=n
[n—i—l n) LUJ

com « € (0,1). Dai,

Em primeiro lugar, veja que

Portanto, qualquer x € I,, pode ser escrito da forma x =

n+ o

G(z) =G =nt+a—|[ntal=a
(73)

n—+ o

1 1
n+b n+a

- tts)

n=1

a pré-imagem de (a,b) em I, é < ) e como cada intervalo (a,b) tem uma pré-imagem em

cada intervalo I,, temos que

Portanto,

me(G7 (@ D) = ma C G ﬁ))

B ch&(nm n+a>>

1
— 1 1+n+a
= 1
nz::llogQ o8 1_’_#
n+b

_ i 1 o n+a+1 n+d

N n:110g2 & n+a n+b+1

i log(n +a+1) —log(n+ a) + log(n + b) —log(n + b+ 1))
log 2 ’

n=1
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Essa é uma série telescopica e portanto a soma ¢ igual a

1 1+
log (—— | = .
o3 1ox (1g ) = melab)

Provamos entao que

me(G™((a,))) = ma((a,b)).

O que conclui a proposicao. O

O mapa de Gauss tem relagao com a expansdo em frag¢do continua de um nimero x. Enunciaremos

fatos importantes sobre fragdes continuas que iremos utilizar ao longo do texto. Usaremos a motacdao

1
[T1, T2, Ty, ] = — 1
ry+ —
xo + e
Ademais Pn _ [x1,Za, - ,x,] serd chamado de convergente da fragdo continua .
dn

Proposicao 2.29. Para cada n € N temos que

1. Pn+1 = Tn+41Pn + Pn—1;

2. dn+1 = Tn+14n + dn—1;

3. gnPn—1 — PnGn—1 = (*1)’”
Demonstragdo. Para a prova desse fato veja [4]. O
Proposicao 2.30. Para x = [x1,Z2, -+ ,Zp, -] definimos o resto de x como sendo

1
r, = ——— . A sequinte igualdade vale
[Ty Togr,s -]
Tz = PnTn+1 +pn71
qnTn+1 + Gn-1
Demonstragao. A prova desse fato se dd por inducdo e pode ser encontrada em [4]. O
Definicao 2.31. Para x1, -,z € N defina o cilindro C(z1,x2,- -+ ,x)) por
Clay,wa, - yan) ={[y1y2, | 1yi =i para 1<i<k} (2.6)

Para n € N fizado, se x € C(n) entdo



1 1

E T3, ] estd entre 0 e 1, ¢ MC(n)) = = — .
como [x9,x3,- -] estd entre 0 e 1, temos que A\(C(n)) e
De modo geral, para x1,- - ,x € N fixados, se x € C(x1,x2," - ,xk), entdo
_ 1
T = . T
T
! . 1
T2+ -+ 1
g1+ —————
$k+[y17y2,"']

Desde que [y1,yz2,- -] estd entre 0 e 1, temos que x € ([T1, -+, Th—1,Tk], [X1, T2, ,Tp—1, 2k + 1]) &

onde o + significa que os extremos do intervalo podem estar em ordem trocada dependo da paridade

do k. Agora usando a proposi¢ao [2.30 temos que

TkPk—1 + Pk—2 _ Dk
[x1, g1, 2] = ————— = = (2.7)
Trqk—1 + Qk—2 qk

e
(op + D)pp—1 +DPr—2 P+ DPr1
Ty, ,Tp—1,Tk + 1] = = , 2.8
21 ! ] (e +D)gr—1+qu—2  ar +qr-1 (28)
onde as ultimas igualdade de (2.7) e (2.8]) sequem da proposicdo|2.3() Portanto
Dk +Pk-1 Dk 1
MNC(z1, 20, yap)) = |——— — | = ———————— 2.9
(Ol 22 ) G+ q—1  qr|  q(qk +qr-1) 29)

onde a dltima igualdade seque da proposicao[2.29 Desta forma provamos que

1

Proposigcao 2.32. A\(C'(z1,22, - ,2%)) = ——m8M8.
(Cler, 22 £)) @k (qr + qr-1)

Definicao 2.33. Seja (X, B, u, T) um sistema dinamico. Um conjunto W € B é chamado um conjunto

errante para T se {T~™(W) :n > 0} € uma colecao de conjuntos disjuntos.

Definicao 2.34. Seja (X, B, u, T) um sistema dindmico. T € dito ser conservativo se cada conjunto

errante para T € um conjunto nulo para (.

Proposicao 2.35. Qualquer sistema dinamico (X,B,u,T) que preserva medida com u(X) < oo €

conservativo.

Demonstrag¢ao. Seja W € B um conjunto errante. Temos por o-aditividade

w(X) > p <U T"“(W)> =D T W) =Y u(W).
k k k

Logo, (W) = 0.

Em particular, T : R — R dada por T'(z) = x + 1 nao € conservativo.
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Definicao 2.36. T : X — X € dita ser nao-singular se para cada conjunto mensurdvel B € B com

w(B) =0 nds tivermos p(T~(B)) = 0.
Definigao 2.37. AAB = (A\B)U(B\A)=(AUB)\ (ANB).

Definicao 2.38. Escrevemos A = B mod p para indicar que p(AAB) = 0. De maneira andloga

escreveremos A C B mod p para indicar que que p(A\ B) = 0.

Defini¢ao 2.39. Seja (X, B,u) um espago de medida e T : X — X um mapa mensurdvel. Um
conjunto A € B € chamado um Sweep-out para T se 0 < u(A) < oo e

U T7"(4A) =X mod p.
n>0

Lema 2.40. Se (X,B,u,T) € conservativo, ergddico e nao-singular, entdo cada conjunto de medida

positiva e finita € um sweep-out para T .

Demonstragao. Seja E € B com medida positiva. Defina £ = E'\ W, onde

W={zeE:T"(x) ¢ E para todon > 1} = E\ | J T""(E).
n>1
Afirmamos que u(W) = 0. De fato, seja x € W entdo T"(x) ¢ E e portanto T"(z) ¢ W. Logo,
WNOT~™(W) = ) para todon > 1. Dai, sei < j, temos T~*(W)NT (W) = T*(WNT-U~)(W)) =
T=H(0) = 0. Sendo assim {T~"(W)},>o sdo todos disjuntos o que mostra que W ¢ errante. Como T’
é conservativo, segue que p(W) = 0. Por conseguinte p(E’) = p(E) > 0. Agora note que
ve | JTTME) = 2 |JTT(E).
n>0 n>1

"(E"). Seja x € E’ e suponha que
z ¢ U,>; T7"(E"). Disso temos que |J,, 7~ "(E’) é invariante por 7. Como u(U, 50T "(E')) =

Para verificar isso, basta provar que x € E’ implica que z € |J,,~; T

u(E") > 0 entao pela ergodicidade de T segue que

UT(E)=X modp.
n>0

Por fim, note que

Como u(W) =0 e T é ndo-singular entao p(J, >, 7" (W)) = 0. Logo vale que

UrmE)=J7"E) =X modp

n>0 n>0
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Proposicao 2.41. Para um sistema dindmico ndao-singular (X, B, u,T) sdo equivalentes:
(a) T é ergddica com respeito a p;

(b) Para B € B, se B=T"1(B) mod p, entdo u(B) =0 ou u(X \ B) = 0;

(¢) Para f : X — R mensurdvel, se f oT = f u-q.t.p, entdo f € constante p-q.t.p.

Demonstragao. (a) = (b). Suponha que T é ergddica e seja B um conjunto mensurdvel tal que

B =T7YB) mod u. Vamos construir um conjunto T-invariante com a mesma medida de B. Como

AAB C (AAC) U (BAC),

entao
k-1 k—1
BAT*(B) c | J T7/(B)AT""*V(B) = | J T/ (BAT}(B)).
i=0 i=0
Usando que T é nao-singular temos
k—1 ' k—1
W(BATH(B)) < 3" (T~ (BAT™'(B))) = 3 n((BAT}(B))) = 0.
i=0 i=0
Segue que
w(BAT*(B)) = 0. (2.10)
Como

BA D T7%B) c G BAT*(B),

k=n k=n

Entdo chamando B,, = |J;—,, T~*(B) vale por (2.10) que
w(BAB,) = 0.

Tome A = () By, logo u(AAB) = u(BABy) = u(N(BrAB)) = 0, portanto u(A) = u(B). Além
disso, A é T-invariante. Pela ergodicidade segue o resultado.

(b) = (c¢). Seja f : X — R mensurével tal que foT = f p.q.t.p. Para cada ¢ € R, o conjunto
D.={z e X : f(z) < ¢} é T-invariante. Portanto p(D.) = 0 ou pu(D.) = u(X). Seja ¢ = inf{c €
R: u(D.) = u(X)}. Entao

{fco}ﬂ{fSCoJr;}\U{fSco;}X mod p.

n>1 n>1

Ou seja, f = ¢y p.q.t.p.
(¢) = (a). Suponha que vale (c) e seja B um conjunto T-invariante. Escolhendo f = 1p temos que
I1poT = 1p e portanto 1 é constante em quase todo ponto. Logo, por definigdo de 1, u(B) =0

ou u(X \ B) =0. O
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Proposicao 2.42. Para um sistema dindmico nao-singular conservativo (X, B, u, T) sdo equivalentes

(a) T é ergddico com respeito a fu.

(b) Para cada conjunto A € B com u(A) > 0 tem-se U T7"(A) =X mod p.
n>0
(¢) Para quaisquer conjuntos A, B € B com medida positiva, existe n € N tal que p(T~"(A)NB) > 0.

Demonstragao. (a) = (b) Segue diretamente do lema

(b) = (c¢). Sejam A, B € B conjuntos com medida positiva. Como (b) vale, temos
U T7"(A)=X mod p.
n>0
Logo,
0<uB)=p|JBNT"(A)] <> wBNT"(A)).
n>0 n=1
Segue que existe n € N tal que u(T~"(A)N B) > 0.

(c) = (a). Seja A um conjunto T-invariante, entdo para cada n € N, T7"(A) = A, logo
0= j((X \ A) 1 A) = (X \ A) nT~"(4)).
Entao por (c¢) temos que u(A) =0 ou u(X \ A) = 0. Assim T é ergédica. O

Definicao 2.43. Uma transformagao nao-singular T de um espago o-finito (X, B, n) € dita ser exata

se cada conjunto mensurdvel B na o-dlgebra caudal ﬂ T7"(B) tem-se u(B) =0 ou u(X \ B) = 0.
n>0

Observagao 2.44. Se T : X — X € exata e B é T-invariante entao T~"(B) = B para cada n, logo
B €50 T "(B) e portanto u(B) = 0 ou u(X \ B) = 0. Sendo assim T' ¢é ergddica.

Vamos provar agora que o mapa de Gauss G com a medida de Gauss mg € exato. Para isso,

vamos a uma série de lemas.
Lema 2.45. Seja q, o denominador do n-ésimo convergente da fracao continua de wm numero T =
[x1, 22, -] e c,d € [0,1] ndmeros reais quaisquer entao

Qn(Qn + Qn—l)
(qn + cn—-1)(gn + dgn—1) ~

< (2.11)

1
2
Demonstragdo. Primeiramente note que dividindo por ¢2 a equacdo (2.11)), a parcela do meio pode

ser reescrita como q
n—1
14
an

(1 T cq’”) (1 T dq”l)
dn dn
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Como ¢, é crescente entao 1+ n—1

< 2, portanto

n

1+ dn—1
dn <9
(1 + cq"‘l) (1 + dq"‘1>
dn dn
Para o outro lado , note que 1 + cqn71 <1+ dn-t1 el+ dqn—71 <1+ n-1 Logo,
n q?’l q7l qn

dn—1 qn—1

1+ 1+ 1
dn dn _ >

: RN
<1+an_1> <1+dQn—1> <1+ Qn—l) <1+ Qn—1> 1+ p
qn qn dn dn n—1

O
Usaremos a notagdo a < b para dizer que existe C >0 tal que C™1-b<a < C-b.
Lema 2.46. Para qualquer intervalo B = [c,d] C [0, 1] vale
ma(GT"(B)NC(xy,--- ,x,)) X mg(B)mg(C(x1,--- ,zy)). (2.12)
Demonstragdo. Note que x € G=™(B) N C(x1,- -+ ,xy) se, e 86 se, G"(x) € [¢,d]. Uma conta igual &
de (2.8)) nos d4
— Pn +CPn—1 Pn + dpn—l)
G "(B)NC(xy, - ,xpn) = , . 2.13
( ) ( ! n) (Qn +an71 dn +dQn71 + ( )
Portanto
— dpp— 1
NG (BYNCla,- o+ ) = | P Pnd - Balind) g
Gn + Cn-1 G+ dgn— (@n + ctn—1)(qn + cqn-1)
Como
1
AC(xy, -, op) = ———m——,
( ( ! ) Qn(Qn +Qn—1)
entao
— Qn(QH + Qn—l)
MG (B)NC(x1, ++ ,xpn)) = MBANC(x1,--- ,x .
(G (B) N Clar,e ) = ABNC(ar, -+ ) )
Portanto, usando o lema anterior temos
MG (B)NC(z1, -+ xp)) < AB)AC (w1, -+, 20)).-
Como a medida de Lebesgue é equivalente & medida de Gauss, segue entao o resultado. O

Vamos mostrar a segquir que o conjunto dos mensurdveis que satisfazem é uma classe

mondtona e como jd mostramos que vale para intervalos, entao pelo teorema das classes mondtonas

(12.12)), vale para todo mensurdvel.
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Lema 2.47. M = {B € B : mg(G"(B)NC(x1, - ,x,)) < mg(B)ma(C(x1,-++ ,x,))} € uma

classe mondtona.

Demonstragdo. Sejam By C By C -+ em M. Vamos mostrar que B = -, Br € M. De fato,

mag(GT"(B)NC(z1, - ,x,)) =mag | GT" U Bi | NC(x1,- -+, 2n)

k>1

=me | |JG (B NClar, -, 2n)

k>1
= lilgnm (GT(Br)NC(a1,- -+ ,xp)) =< lilgnmg(Bk)mg(C’(xl, R )
=mg(B)mag(C(x1, - ,x,)).

A prova de que se Ay D Ay D --- estdo em M entdo (),~; An € M é inteiramente analoga. Portanto

M é uma classe monotona. O
Proposicao 2.48. O mapa de Gauss G com a medida de de gauss mg € ezxato.

Demonstragdo. Seja B € (,~, G~ "(B) entao para cada n € N existe B,, € B tal que B = G~ "(B,).
Como G é mg-invariante, entao mg(B) = ma(By,).
ma(BNC(x1, - ,x,)) = mag(G " (B,)NC(xz1,  ,2n)) Xmag(Bn)ma(C(z1, -+ ,Zn))
= mg(B)mag(C(z1, - ,2n))-
Também vale para unides finitas de cilindros e como os cilindros geram a o-algebra de Borel, concluimos

que

ma(BNA) <xmg(B)mg(A) paratodo A€ B.

Escolhendo entdo A = [0, 1]\ B temos que mg(B) = 0 ou mg([0,1]\ B) = 0 e portanto G é exato. O

2.2 Mapas Mixing e fracamente Mixing

Defini¢ao 2.49. Seja (X, B, u,T) um sistema dindmico que preserva a medida p tal que p(X) = 1.

Dizemos que T é mixing se para cada A, B € B nds temos

lim u(ANT"(B)) = u(A)u(B).

n—oo

Proposigao 2.50. Se T for mizing, entdo T € ergédico. De fato, Suponha T mixing e seja A um

conjunto invariante, isto é, A =T 1(A), dai tomando B = A na definicdo de mizing temos

lim p(ANT™"(A)) = p(A)u(A) = p(A)%.

n—oo

Logo, u(A) = u(A)? e portanto u(A) =0 ou pu(A) = 1. Sendo assim, T é ergédico.
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Um conceito util que fica localizado entre ergodicidade e mixing é o de fracamente mizing.

Definicao 2.51. Uma transformacao T : X — X preservando uma probabilidade p € dita fraca-

mente mixing se para quaisquer mensurdveis A, B

Jim Z |w(T~*(A) N B) — p(A)u(B)| = 0.
As relagoes entre ergodicidade, mixing fraco e mixing sao dadas na seguinte proposi¢ao.
Proposigao 2.52. T mizing = T fracamente mizing = T ergddico. Mas nao valem as reciprocas.

Para provar essa proposicao vamos enunciar um lema de andlise na reta.

n—1

1
Lema 2.53. Se hm a; = a entdo lim 72|ai—a|20.

n—oo N
=0

. . . , €
Demonstrag¢ao do Lema. Dado € > 0 existe Ny tal que se i > Ny nds temos |a; — a| < 5 Como

Ny (M
1(7—’_'(”) < < se n for maior que um certo
n

1 _
a; é limitada entao |a;| < M e dai — Z?:Ol la; —a| < 5
n

Ns. Portanto para n > max{Ny, Na} temos

1 n—1 N1 1 n—1
;Z\ai—a\ = 72|a1—a|—|— Z|al—a|
=0 i= N1
e n— Ny)e
< 5t 7( o DN (2.14)

Isso encerra a prova do lema.

Demonstragdo. (Da proposigao). Mixing == fracamente mixing. Defina a;(4, B) = u(T~%(A) N B).
Como T é mixing entdo a; converge para p(A)u(B) e pelo lema temos entdao que T é fracamente
mixing.

Fracamente mixing = ergédica. Seja A invariante por T, isto é, A = T—1(A). Na definicao de

fracamente mixing faga B = A¢, dai

0 = ggr;o;Zm A) N A°) = p(A)u(A°)]
n—1
= Jim ~ Zu p(A)p(A).
Portanto p(A) =0 ou pu(A°) =0 e logo T é ergddica. O

Definigao 2.54. Dizemos que uma transformacao T € duplamente ergddica se para quaisquer con-

juntos A, B mensurdveis com medida positiva existe um natural n tal que
w(T (A NA) >0euT "(A)NB)>0.
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Em particular, se T € duplamente ergédica entdo T € ergddica. Vale um pouco mais :

Proposicao 2.55. Seja T preservando medida finita entdo T € fracamente mizing se, e so se, T €

duplamente ergddica.

Demonstragao. Para a prova dessa proposicao veja [7].

Veremos na prozima se¢cao um exemplo de um mapa que mostra que mizing nao é equivalente a
fracamente mizing. Um exemplo que mostra que ergodicidade nao € equivalente a fracamente mizing

€ dado pelas rotacoes irracionais.

Exemplo 2.56. (Rotagoes) Para qualquer a € R a rotagdo por a € a transformagio R, : [0,1) —

[0,1) dada por Ro(x) =2+ a mod 1.

Proposigao 2.57. Para « irracional, R, € uma transformacdo ergddica.

Demonstragdo. Para a prova dessa proposi¢ao consulte [7]. O

Proposigao 2.58. Rotagdes irracionais ndo sao fracamente mizing.

Demonstragdo. Para provar isso, considere I = [0,1/8) e J = [1/2,5/8) dois intervalos em [0, 1).
Entéao para qulquer n tal que R?(I)NJ # 0 segue que R%(I)NI = () e portanto R, nao é duplamente

ergédica e usando a proposigao (2.55)) concluimos que R, néo é fracamente misturadora. O

2.3 O mapa de Chacon

Queremos definir um mapa T : [0,1) — [0,1). Procederemos indutivamente.

2
No passo 0 teremos a coluna Cy = { {O, 3)} consistindo de um unico intervalo. No passo 1 nds
, 2 , , 2 2 4 4 6
”cortamos”o intervalo |0, 3 em & intervalos menores de igual tamanho. A saber |0, 3)'19°9) 1979 )

) . , 6 8
Pegamos também o préximo intervalo de mesmo comprimento que serd 99 que chamaremos de

espacador. Empilhamos eles da sequinte forma :
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Figura 3 —
2 2 4 6 8 4 6
Te 1l = — —, = —, = -, = j T bij
eremos entao a coluna C {[O, 9) , [9, 9) , [9, 9) , [9, 9)} e definimos T bijetoramente

enviando um nivel da coluna no nivel imediatamente acima sequindo essa ordem. A bijecdo € sim-
plesmente fazer o sequinte: considere dois intervalos I = [a,b) e J = [¢,d) com |I| = |J|. Defina
T:1— JporT(x) =x—a+c.Voltando a construgdo, no prézimo passo cortamos cada um dos J
niveis da Coluna Cy em 8 pedacos de igual tamanho e colocamos um espacador acima da coluna do

meio como na figura abaizo :

( )

Figura 4 — Caption
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Se denotarmos por h, a altura da coluna C,, ou seja a quantidade de intervalos de C, entdo
sequindo a nossa construgio teremos Cy, = {I,0,T(In0), -+ ,T" (I, 0)}. Isso permite definir T
em Cy, para cada n. Definimos entdo T'(x) = lim,— Tc, (x). O que significa que dado x € [0,1)
existe um natural n tal que x pertence a algum nivel de C, que ndo € o topo e portanto T estd
bem definida. Desde que a cada passo cortamos cada intervalo em 8 intervalos e acrescentamos um

espacador entdao vale a sequinte recorréncia:
h, =3h,_1+1,

resolvendo a recorréncia encontramos
3n+1 —1
h, = ——
2

Além disso, por construgdo, se I for um nivel de C,, entdo |I| = .Vamos mostrar que o mapa de

3n+1
Chacon preserva a medida de Lebesgue. Para tal usaremos o lema a sequir.

Lema 2.59. Dado B,, C [0,1] com u(By,) — 1 entdo u(AN By) — u(A) qualquer que seja o conjunto

mensurdvel A C [0, 1].
Demonstragao.

0<u(A) =u(ANBy,) +pu(A\ B,) =

1(A) = p(AN By) = pw(A\ Bn) < pu([0,1]\ Bn) =1 = pu(By) =0
portanto u(AN By) — u(A) . O
Proposicao 2.60. O mapa de Chacon T preserva a medida de Lebesgue em [0, 1).

Demonstragao. Seja A C [0,1) mensuravel. Note que para cada n podemos escrever

B —1

A= (ANTI,0)U < U AmIn}k> U(ANX,),
k=1

onde X, é o restante do intervalo que T' ainda nao foi definido. Logo,

hp—1
1(A) = p((ANInp)) + p << U 4n In,k)) + n((AN X))
k=1
2
Note que u((ANI,0)) < u(lno) = Fod 0. Por outro lado,
hp—1 hp—1
H’(Xn) =1 — M << U In,k>> = 1= Z ,U(Imk)
k=0 k=0
2 3rtl—1 2
= h g =l e 50 (215)
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e portanto u(AN X,) < u(X,) — 0. Logo,

B —1
u(A)—nlggou« U AﬂIn,k>>.

k=1

Agora note que 77! estd bem definida em I, ;. se k > 1 entao pela forma como definimos T vale

(o)) o)) o

B —2
= pu (T—l(A) n U In,k) (2.17)
k=0
A conta que fizemos em (2.15) mostra que

hp—2
Jim ( U ) -1

k=0
e portanto pelo lema anterior segue que p (T’l(A) N UZQEQ Imk) — w(T~1(A)). Logo, u(A) =

w(T~1(A)) e provamos assim que 71" preserva a medida de Lebesgue. O

Iremos mostrar agora que o Mapa de Chacon T ndo € mixing mas € fracamente mixing. Para tal

comecgaremos com um lema que nos serd util.

Lema 2.61. Sejam k > 0 e I, J niveis em Cy entao

1. Para todo n > k wvale que

NTM ()N 1) > =X\(I).

W =

2. Se I e J estao no mazrimo afastado por | niveis com I acima de J, entdo existe um inteiro
H = H(k,l) tal que
1
NTH(I)NJT) > g)\(J).

Demonstragao. (De 1.) Procedamos indutivamente, no passo k + 1 cortaremos A em 3 pedagos,

digamos Aj, As e As. Dali,
T (AN A= (T (A) N A) U (T (Ay) N A) U (T (A3) N A).

Observe que T+ (A;) = Ay e T"(Ay) = espagador que ndo intersecta A e portanto temos que
1
T (A1) N1A) = (A2 1 4) = u(Az) = p(A) e p(T (42) NA) = u(0) = 0 e assim (T (4) N 4) 2

§M(A)' No passo k + 2 analogamente ao que fizemos no passo k + 1 teremos

1
M(Thk (A) N A;) > —p(A;) = §,u(A) para i =1,23.

W =
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De modo que
1
p(TMTHA) N A) >3- Spu(A) = Sp(A).
Usando um processo indutivo concluimos que

_ 1 1
p(Th(A)n A) > 3"+ Wﬂ(A) = gN(A)~

Para provar (2), veja [7].
Proposigao 2.62. O mapa de Chacon T nao € mizing.

1
Demonstragao. Seja k € N tal que se I for um nivel de Cj tenhamos A\(I) < 3 Pelo lema (2.61))
teremos para todo n > k

MNT™ (NN 1) > = MI) > MI)(I).

W =

Suponha que T fosse mixing entao

lim (T~ (I) N T) = p(1)p(T).

n—oo

Mas como T preserva medida entdao pu(T~"(I) N 1I) = u(Th(I)NI) > ~X(I) > MI)A\(I) e tomando

W=

limites chegamos em um absurdo, portanto 7' nao é mixing. O

Antes de provarmos que o mapa de Chacon € fracamente mixing vamos a uma definicdo de apro-

TIMacao que usSaremos na prova.

Definigao 2.63. Dados conjuntos mensurdveis A e I e & um nimero real entre 0 e 1. Dizemos que

I é §-cheio em A se p(ANT) > du(l).
Vamos agora a prova da proposicao :
Proposigao 2.64. o mapa de Chacon T € fracamente mizing.

Demonstracdo. Vamos provar que T é duplamente ergédica. Sejam A; e By conjuntos de medida
, 2

positiva. E possivel escolher I; e J; em alguma coluna C), de modo que eles sao g-cheios em A1 e By

respectivamente. Além disso, escolhamos I; e J; de modo que eles estejam separados por no maximo

1
[ niveis. Seja § = —;. Usando um processo de aproximagao podemos escolher subintervalos I e J de

3
1)
I, e J; respectivamente que sao (1 — g)—cheios em Iy e J;. Escreva A=Ay NI e B=B;NJ. Seja

1 1
H como no lema ([2.61). Entao u(TH1nJ) > gu(J) eu(THINT) > ?,u(f). Entao

W(THANB) = u(T" 10 J) = p(I\ A) = p(J \ B)
)

> 5u(l) — Sp() ~ Su(7) > 0
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WTHANA) 2 W(THINT) = p(I\A) = p(I\ A) >0

Isso mostra que T' é duplamente ergddica e portanto usando (2.55) concluimos que T' é fracamente

mixing. O
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3 Exemplos de mapas que preservam uma medida

infinita

Vamos introduzir agora um mapa que preserva uma medida infinita e que tem outras boas propri-

edades que veremos mais pra frente.
Exemplo 3.1. (Mapa de Boole) Seja T : R — R definido por

T(x) =z- .

Vamos usar a proposicio (2.22) pra mostrar que esse mapa preserva a medida de Lebesgue.

/_:Of<x—;>d:c=/_ooof(m—i)dm—i—/()Jroof(x—i)dx (3.1)

na primeira integral, fazendo a mudanca de varidvel u = —, temos
x

0 1 Foo 1\ du
/_wf@‘x)d“/o f(“‘u>u2‘



Portanto, a equacao|3.1| se torna

/;OO f (g; - i) (1 + 3;) da. (3.2)

1 1
Fazendo agora uw=1x — — temos du = <1 + 2) dx. Além disso,
x x

r—0=u—> -0 e r—>+00=u— +00

logo, se torna
+oo
/ fw)du.

—0o0

1
Desde que f foi arbitrdria, por|2.29, mostramos que T(x) = v — — preserva a medida de Lebesgue.
x

Vamos provar adiante que esse mapa tem uma certa propriedade de mistura que definirimos depois e

chamaremos de Global- Local Mizing (veja (4.3)) . Antes disso, vamos falar sobre mapas induzidos.

3.1 Mapas induzidos

o0
Lembremos que A é dito ser um sweep-out para T se U T7"(A) =X mod pu.

n=1
Definigao 3.2. Seja A um sweep-out de um mapa nao-singular, conservativo T : X — X . Definimos

a funcdo de primeiro retorno ¢ : X — N por
o(x) =inf{n >1:T"(z) € A}.
Desde que A é um sweep-out, entio p(x) < oo para quase todo ponto.

Definigao 3.3. Definimos o mapa induzido Ta : A — A por
Ta(z) = T ().

Para o que segue iremos usar a notagao {¢ =n} = {x € X : ¢(z) = n} e de forma similar {¢ > n}
e {y <n}.

A ideia é que através dos mapas induzidos nés consigamos recuperar propriedades ergédicas para
o mapa. Em especial, quando o mapa T preserva uma medida infinita, o mapa induzido serve como
um auxilio para ”enxergar” T através de um conjunto com medida finita que pode ser mais facil de

trabalhar. Vamos enunciar uma série de proposicoes a respeito dos mapas induzidos.

Proposigao 3.4. Se A é um sweep-out para uma transformag¢do nao-singular e conservativa T : X —

X entao para todo B C X temos

T,"(AnB) = G An{p=n}NT""(B).

n=1
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Demonstragao.

T,"(AnB) = GAH{(p:n}ﬂTgl(AﬂB)

n=1

= JAn{e=n}nT;"(A)NT(B)

n=1

— UAn{e=n}nTi'(B)
n=1

= JAn{e=n}nT"(B).

n=1

onde na udltima igualdade usamos que Ty =T" em AN {p = n}. O

Proposigao 3.5. Assuma que Ts : A — A prserva uma medida finita v. Entdo existe uma medida

T-invariante m dada por

m(B) = i v(An{p >n}NT~"(B)) para todo B € B, (3.3)

n=0

que satisfaz m|, = v.

Demonstragdo. Primeiramente note que {¢ >n} ={p =n+1} U{p > n+ 1}. Dai

[ee]

m(T~(B)) = v(An{p>n}nT-"V(B))
0

3
i

I
NE

v(AN{e >n+1}NnT~"F)(B)) + i v(AN{p =n+1}NnT~-"F)(B))
n=0

3
I
o

v(An{p>n}NT™(B))+ f: v(An{p=n+1}NnT~-"F)(B)). (3.4)

n=0

I
[M]8

3
Il
-

Agora desde que {AN{p =n+1}NT~ "+ (B)}, sio disjuntos, entdo

iV(Aﬂ{ap:n—i—l}ﬁT_(""'l)(B)) = V(G Aﬂ{(p:n—i—l}ﬂT_(""'l)(B))

n=0 n=0

V<U Am{wzn}mT"(B)>

n=1

v(T; (AN B))

V(AN B). (3.5)

Onde usamos nas duas tultimas igualdades usamos a proposicao anterior e o fato de T4 preservar v.

35



Portanto,

m(T~(B)) = v(ANB) i (An{p>n}nT7(B))
= Y v(An{p>n}nT"(B))
n=0
= m(B).

A préxima proposicao nos diz quando mapas induzidos ergédicos implicam mapas ergédicos.

Proposicao 3.6. Seja (X, B, u,T) conservativo e nao-singular.
1. Assuma que A € um sweep-out para T e (Ta, p| ) € ergddico, entao (T, ) € ergddico.
2. Se (T, ) € ergodico, entdo (T, i) € ergddico.
Demonstragdo. (1). Seja B mensuravel com T~ 1(B) = B. Daf pela proposicio temos que

T,"(AnB) = G An{p=n}NT""(B)

An{p=n}n(B)

|
:C8

= N B.
portanto AN B é invariante por T4. Como estamos assumindo que T4 é ergédico, entao
w4 (ANB)=0o0u pl, ((ANB)°)=0.

No primeiro caso,
wB) = u([jT”(A ) <UT AmB)
< ST ANB) =0,

No segundo caso, veja que 0 = |, (AN B)°) = u(AN (AN B)°) = u(AN B°). Dai

w(B°) = ﬂ<UT (A)mBC>—M<UT AOBC)>

n=0

“"(AN B%)) = 0.

IA
(]
=

Portanto (T, ) é ergédico.
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3.2 O mapa de Farey

O mapa de Farey F : [0,1] — [0, 1] é definido por

F(z) =

Figura 5 — Farey map

1 1
Os seus ramos inversos sdo Fy : (0,1) — (O, 2) e F,:(0,1) = (2, 1) definidos por
T 1
F fr— F = .
o(®) 14z ¢ 1(@) 14+

O mapa de Farey se parece muito com o mapa de Gauss quando age em nimeros expandidos em

fragdo continua. Seja x = [x1, 9, -] entéo

[x1 —1,2g,---] sexz; >1

F(x)
[x2, 23, - -] se =1
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De fato, — 1 entdo z € (1/2,1) e logo F(z) = - - -
e fato, se x; entdo x € (1/2,1) e logo F(x) . . Taa ]

Por outro lado, se 1 > 1 entdo z € (0,1/2) e assim F(z) = = = =

[Sﬂl — 1,1’2,"'}.
Provaremos no capitulo seguinte que o Farey map preserva uma medida vg infinita cuja densidade
é h(z) = —. Vamos usar agora a ideia de mapas induzidos para mostrar que o sistema (F,vg) é
x

ergddico.
Teorema 3.7. O mapa de Farey F' com a medida vg € ergddico.

1
Lema 3.8. A= (0, 2) é um sweep-out para F.

Demonstragao. Temos que mostrar que

U F ) =11
n=0

Seja x = [z1,29,---,] € [0,1]. Se 1 = 1 entdo x € A. Ou seja z € F7Y(A). Se for z; > 1, entdo
F*1(z) =[1,22,---] € A. Ou seja, x € F~"1(A). O

Vamos agora definir o mapa de Farey induzido por A. F4 : A — A . Primeiramente observe
que se x € A entdo x = [1,z3,23,---]. Neste caso, p(x) = xa, dal Fa(x) = F*2(z). Ou seja,
FA([L L2, X3, " ]) = [I27x37 T ]

Proposicao 3.9. O mapa de Farey induzido por Fa e o mapa de Gauss G sdo conjugados. Isto €,

existe ¢ : A — [0,1] tal que po Fa = Go .

Demonstragio. Seja ¢(x) = F|, (). Tome & = [1,z2,23,---] € A. Daf
F|A (FA(x)) = F‘A (FA([1,$27:L‘3, T ])) = F|A ([171'3,3;‘4, o } =
= Gz, 23, -] =G(F|, ([1,22,23,---]) = G(F| 4 (x)). (3.7)

e como z foi arbitrario, provamos que F|, o F4 = G o F|,. Mostramos entao que F4 e G sdo

conjugados. O

— 1 — 1 1
Note que F|A1 (x) = 172 ¢ portanto F|A1 ([a,b]) = (1 7 1ta ) Dai
x a

PR Gt = v (512 ) = (G 13 ) 04)

1 3 1
Como - <a<lentao - <a+1<2dal - < —— < - < 1. Claro que vale o mesmo para b. Sendo
2 2 2 14a~ 3
1 1 1 1
im, 7 NA=(—, . Além disso,
assim (1+ 1+a) <1+b 1+a> ém disso

V(A) = /1;2 %dw — (1) = In(1/2) = In(2) e v <(1-1% 1ia>> — GIS) .
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Logo,
1

(Pl swallast) = vl (FIR f0) = oo i (1 ) = mat)

onde mg é a medida de Gauss. Portanto, desde que (G, mg) é ergddico, entdo (Fy, v|,) também é

1+0
1+a

ergddico. Como em (3.8]) provamos que o conjunto mensurdvel A é um sweep-out para F’ entao usando

a proposigao (3.6 concluimos que (F,v) é ergédico.

Exemplo 3.10. (a-Farey map)

Comecgamos definindo o = { A, : n € N} uma particao de [0, 1] consistindo de intervalos fechados &

oo
direita e abertos a esquerda. Para cada A, € a denote a,, a medida de Lebesgue A\(A,,), et, = Z ay.
k=n

o0
Observe que t1 = Zak =1 e que podemos dizer explicitamente quem sao os A, em funcdo dos t,,

k=1
An == (tn+1, tn]

Para cada particio o, o a-Farey map F,, : [0,1] — [0,1] € definido por

1—=x

) sex € Ay
a
r—t
Fo(z) = an,linﬂ +tn,, sex€A,,n>2
an
0, sex = 0.

Observe que Fp (A1) =[0,1) e Fo(An) = Ap1 para n > 2. Ainda podemos definir os ramos inversos
de F,, que denotaremos por Fy o € Fy1 definidos por Fo o :[0,1] = [0,t2] € Fy 1 : [0,1] — [t2,1]

Foo(z) = An+1 (x — tny1) + tnio para x € Apyn > 1.
(27
e
Fyi1(z) =1— a1z, para z € [0,1].
Foo0 mapeia A, em A,y1, ou seja, Foo(A,) = Ant1. Vamos calcular F, explicitamente para a
. 1 1 ]
particao o = {(2", Qn—_l n e N}.
o 4 1 1 1 > =1 1
Primeiramente, note que a, = A(A,) = i1 " gn = gm © que ty = Zak = Z oF = i
- k=n k=n
1 N 1—=x 1—=x
Logo, se x € A; = | =,1| entdo F,(r) = —— = —— = 2 — 2x. Por outro lado, se x € A, =
27" | a1 1/2
1 1 — 1ty 1 1 1 .
<2n, 2711]’ entio F,(z) = an_leL“ +t, = ST (x — 2n> /1/2™ 4+ o1 = 2z seja qual for
on > 2. Logo,
2—-2x sexe (1/2,1]
F,(x) = .

2z, se [0,1/2)
Ou seja, neste caso, Fy,, coincide com o mapa Tenda definido no exemplo ([2.25)).
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3.3 Operador de Transferéncia e o Teorema De Lin

Dada uma transformacgao nao-singular 7' definida em um espago o-finito (X, B, 11), definimos o seu
operador de transferéncia Ppr : Li(u) — Li(u) implicitamente para F' € Lo () e g € L1(u) pela
seguinte igualdade

/F~PT(9)du=/g~(FoT)du-

Para mais detalhes a respeito do operador de transferéncia consulte [8]. Sempre que tiver claro
qual dindmica estivermos trabalhando, vamos denotar simplesmente P ao invés de Pr. A proxima
proposi¢cao mostra que pontos fixos do operador de transferéncia nos dao medidas invariantes para a

nossa transformacao.

Proposigao 3.11. Seja T : X — X um mapa mensurdvel e v uma medida cuja densidade é h. Entao

P(h) = h se, e somente se, v é T-invariante.

Demonstragao. Seja A € B entao

o) = [

hdu:/(]leT)-hdu:/]lA - P(h)du = /]lAhdu:y(A).
T-1(4)

1
Proposicao 3.12. A medida vy cuja densidade é h(x) = — é F-invariante, infinita e o-finita.
T

Demonstragao. Nao podemos usar a proposi¢ao anterior pois h(z) = % nao ¢ integravel. Vamos da

uma prova direta da invariancia de vr. Primeiro note que os ramos inversos do mapa de Farey sao
z 1

Vamos mostrar que vp(F~Y([a,b])) = vr([a,b]) para todo intervalo [a, b].

Fl([a,b]):[ a_ b ]u[ o1 ]

1+a’140b 1+b1+4a
Logo,
b 1
. 5 ] THe 1
vr(F~ ([a, b)) = —dz + —dz. (3.8)
PR 1
14+a 1+b
Afi /b“”l L /lbbld /b(+1) L 4 /1;161
rmamos que ——dxr = —dz e x c——dx = —dz.
R A e E P C+a ™, e
De fato, para a primeira integral, faca a mudanga de varidavel y = T 1 — ——, assim
) 1+ 1+
dy = ———dx.
YT O™

_b_

b
1 1 T+ 1
/”E+ -7dx:/+ Lay.
. @ (Itap .

1+a
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A segunda integral se prova do mesmo jeito. Portanto,

(P () = [ - [

a
1+a b

b b
z+1 1 1
PR 1) —
/a § $)2dx—|—/tl(x+ ) (1+x)2dm

b
/ %dm — ve([a, b)), (3.9)

8
U
8
+

Como os intervalos geram a o-dlgebra de Borel, entdao usando a proposicao (2.23)) segue que vp(F~1(A4)) =
vr(A) qualquer que seja o conjunto mensurdvel A. Assim vp é invariante pelo mapa de Farey.

Para ver que v ¢ infinita, basta notar que

1
1
/ —dx = oo.
0 X

Por fim, para mostrar que é o-finita, note que

U (nili] =(0,1]

n>1
11 vl
e que VF((n—!—l’n}) :/1+1 5dac<oo. O

Observacgao 3.13. Observamos que os intervalos que consideramos na proposi¢do anterior sao tais
que a # 0. Porém € possivel mostrar que a o-dlgebra gerada pelos intervalos cujos extremos formam

um conjunto denso também gera a o-dlgebra de Borel.

Proposicao 3.14. Seja F, o mapa definido no exemplo (3.10). Para cada particio «, o sistema

(Fyy Vo) € invariante, onde v, € definida pela densidade hp, dada por

o0
dvy tn
he =5 =2 a0 L
n=1 n
o0
Além disso, v, € o-finita e temos que v, € infinita se e sé se g ti diverge.
k=1

Demonstragdo. Pela proposigao (3.11)) é suficiente mostrarmos que Pp_ (hp,) = hp,. Ora, segundo

(?7?) a forma analitica do operador de transferéncia Pr, é dada por

P, (f) = 1Fool - (f o Fao) +Foal- (f o Fan)

. - a
Lembre-se que os ramos inversos sdo dados por F, o(z) = ntl (£ —tps1) +tnyo parax € Apyn > 1
n
An+41
e Foi(z) =1 —ayz e portanto F/, o(x) = =L se z € A, e F/, () = —a;. Reescrevendo temos para
, an ,
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o0

a ~ -
todo z, I, o(z) = Z "+ 14, (x) (perceba que como os A, sio todos disjuntos essa soma se torna
n

n=1

! para x € A,.) Logo

a
apenas
n

o0

Unt1
Frol = Z+ La, e |Fy ] =a1=ar Ty

n

n=1

Por outro lado, hp, o Fy1(x) = hp, (Fu1(x)) e desde que Fy1(z) € [t2,1] = Ay entdo hp, o Fy1 =

o0

t t t
—L .1,4,. De forma ansloga para z € A,,. Foo(x) € Aptq logo hp, 0 Fp g = La " g,
ay Ap+1 n—1 Ap41
Portanto,
Pp,(hr,) = |Fool-(hr, 0 Fapo) +|Foql- (hr, 0 Fan)
a =t 1
= ZLH.]IAM.Z "o, day - — T,
m=1 m n=1 n a1
a t
m=1n=1 n
a t
Desde que os A,, sdo disjuntos entao oAl 1a,, - ntl 14, =0sen #m. Logo
am Gnp
a t =t a
ZZ Smtl A, ntl Ay, = Z m+1 -LHJLAm.
m=1n=1 an m=1 Am+1 am
Portanto
2t a
1 1
1 Am+1 A
m
=t
= DL,
am
m=1
= [t
m=1 m
=t
= Z l ’ ]lAn = hFa' (310)
an,
n=1
Portanto pela proposigao (3.11) v, é invariante por F,. O

Vamos agora ao Teorema de Lin que serd uma ferramente importante ao longo deste texto. Re-

feréncia para ele pode ser vista em [6].

Teorema 3.15. (Teorema de Lin) Seja (X, B, u, T) um sistema dindmico que preserva medida. Entdo,

T € exato se e sd se para toda f € Li(X,B,p) com [ fdu =0 nds tivermos lim ||P"(f)|1 = 0.
n—oo

Demonstragdo. (=) Suponha que T é exata e considere g € Ly com [ gdp = 0. Como ||[P"(g)|1 <
1P gl < |lglli < 400, logo {||P™(g)||1} ¢é limitada. Portanto existe limsup,, . ||[P"(g)|l1- Seja
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{nk}r uma subsequéncia tal que
lim [[P™*(g) 1 = limsup [[P"(g)|]1-
k n—o0

Defina f,, = sign(P"(g)) € Lo, temos entdo que
[ 1P @n= [ 5. P
/(fn oT")gdp.

12" (9)lh

O teorema de representacao de Riesz (2.9) garante que f,, o T™ pode ser visto como um funcional
de Li(X,B,u). Ou seja, podemos fazer a identificagdo (L1)* ~ L. Sabemos pelo teorema de
Banach-Alaoglu que a bola fechada é compacta na topologia fraca*. Observe que T-"~*(B) C
T-"(B), pois se B € T~ }(B) entdo B = T~""1(A) com A € B. Podemos escrever T-""1(A) =
T="((T~*(A)). logo B € T~"(B), pois sendo T mensurdvel, T-1(A) € B. Logo

Ll(Xa Tﬁnil(B)vu)* c Ll(Xa Tﬁn(B)nu')*'
Para cada J € N defina
Gy={feLi(X,T7™(B),u)"}: f é ponto de acumulacio de (f,, o T™* )k>s}

Observe que G; é compacto, nao-vazio e Gyy1 C G;. Logo, sendo uma sequéncia encaixada de

compactos nao-vazios, segue que

() Gs#0.

JeN
seja f € Gy. Como Ly (X, T " (B), 1)* ~ Loo(X, T (B), ), entdo f é mensurdvel com respeito a

o-dlgebra caudal. Como T é exata, entdo f é constante p-q.t.p. De fato, Seja A, = (a, +00) entéo

f~Y(A,) pertence a o-algebra caudal. Portanto f~!(A,) tem medida zero ou medida total. Defina
ao =inf{a € R: u(f 1 (As) = u(X)}.

Por um argumento analogo ao da proposigao temos que

{f = a0} = ﬂ{fﬁ%%—i}\U{fﬁao—i}:X mod p

n>1 n>1

Ou seja, f = ag p.q.t.p.. Desde que f ¢é ponto de acumulagao de f,, o T™* entao existe ng, tal que
lilm/fnkl o T . gdy = /f-gdu.
Logo,
0 <limsup[[P"(g)[lL = lim[[P™(g)ll = li}n/fn,c o T - gdp
= li;n/fnkl o™ - gdp = /fgdu = C/gdu=07
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portanto lim [[P"(f)|l, = 0.
n—oo

(<) Se T nao fosse exata, existiria A € (), .y T "(B) tal que

neN
w(A) >0 e p(X\A)>0.

Como X é o-finito, entao podemos assumir que ambos os conjuntos tem medida finita. Chame
1(A)
(B)
A€ N,en T "(B) entdo existem A, € B tal que T~"(A,) = A. Dal

por simplicidade B = X \ A. Definimos entdo g = 14 — 1p. Note que [gdp = 0. Como

1Pl > [ Pl [ Pradn= [P
= /(hn oT")gdp = /HT—n(A)gdu = /Agdu > 0.
Contradizendo a hipétese. Isso conclui a prova do teorema. O

Corolério 3.16. Seja (X, B, u, T) um sistema dinamico que preserva medida tal que p(X) = 1. Se

T € exata, entao T € mixing.
Demonstragdo. Sejam A, B € B. Queremos mostrar que

lim p(ANT™"(B)) = n(A)u(B).

n—oo

Note que p(ANT""(B)) = [Lr-naynpdp = [Lp-n(aylpdp = [1a0T" - Lpdp.
Escolhendo g = 15 — p(B) temos que | gdu = 0. Estamos entao nas condigoes do teorema de Lin.

Logo,

/]lA oT™ - 1pdu /]1A o™ (1p — w(B))dp + / LaoT™ p(B)du

- /IleT”-gdu+u(B)/IleT"du

_ / LaP"(g)dp + p(B)u(T~"(A)) = / LaP"(g)dp + p(B)u(A).
Por conseguinte,

AT ) = ()] = | [ LaP @] < [P (@) — 0

Portanto T é mixing. O

44



4 Global Local Mixing

Vimos no capitulo anterior que T" exata implica T mixing se tivermos um espago de probabilidade.

Porém, se for u(X) = oo entdo para quaisquer conjuntos mensurdveis A, B com medida finita temos

lim u(ANT~"(B)) =0.

n—oo
Marco Lenci propds em |1] uma nova definigdo que busca generalizar a nogao de mixing para espagos
com medida infinita. Vamos a algumas definigoes .

Definicao 4.1. Seja F € Loo(R,m) € chamado um observdvel global se existe o limite

1 a
m(F) = lim o / Fdm. (4.1)

m(F) é chamado de volume médio infinito.
Definicao 4.2. Qualquer g € L1(R,m) é chamado um observdvel local.
Usaremos a notagao padrao m(f) = [ fdm.

Definicao 4.3. Dizemos que um mapa T : (R,m) — (R,m) ¢é dito ser Global-Local Mizing se para

todo observdvel global F' e observdvel local g tivermos

lim m((FoT")-g) =m(F)m(g). (4.2)

n—oo

Teorema 4.4. O mapa de Boole é Global-Local Mixing com respeito a medida de Lebesgue m.
Para provar esse teorema, vamos a alguns lemas iniciais.

Lema 4.5. Seja T exata e F um observdvel global. Se

lim m((FoT")-g) =m(F)m(g).

n—oo
vale para um observdvel local gy com m(go) # 0 entdo vale para todo observdvel local.

m(g)

Demonstragao. Seja go onde vale (4.2]) e g qualquer outro observével local. Defina h = g — ( )go.
migo

Nesse caso, m(h) = 0, logo estamos nas condigées do teorema de Lin.

m(rer-(o- 2(?))>9°>> e (e (Fiow))

n m(g n
m((FoT")-h)+ m(go)m((FoT )90) (4.3)

m((FoT")g)




Note que pelo teorema de Lin (3.15]), desde que T é exata,

[m((FoT™)-h) = ‘/F o T”hdm‘
= |[ P Pran| < P @l — 0 (4.4
Portanto,
tim m((F o T)g) = tim 2 1 ((F 0 7)go) = "D myin(go) = m(Fym(g)
m(go) m(
O
Lema 4.6. Seja T exata e F € Ly,. Se para algum l € R e ¢ > 0 vale que
FoTm
lim sup M -l <e
1(g)
vale para algum gy € L1 com u(go) # 0 entdo vale para todo g € L1 com u(g) # 0.
Demonstra¢do. A Prova é completamente andloga a do lema anterior. O

Lema 4.7. Seja T : X — X exata em um espago o-finito com u(X) = +oo entdo para quaisquer
fE€LNLy egé€ Ly vale
lim u((foT™)-g) =0.

n—oo

Demonstrag¢do. Como o espago é o-finito, entdo dado € > 0 existe A € B tal que |f]1/e < p(A4) < oo.

Defina g. = , nés temos entao

L4
u(A)
’ :u((f o Tn)ge)

N(gs)

= [u((f o T")ge)| < |fllgelo0 < €

e pelo lema anterior, temos que

lim p((foT™)-g) <e vale para todo g € Ly

n—oo
e como ¢ é arbitrario segue o resultado. O

Usando (?7?) o operador de transferéncia do mapa de Boole tem sua forma analitica expressa da

seguinte forma
P(g)(z) = |¢ ()|g(¢+(2)) + [¢_(2)]g(d-(2)),

onde ¢4 e ¢_ sao os ramos inversos de 7.

x x? 1 T
pr(@)==+1/=+1 e ¢ (v)=-+t—=x
2 4 2 2
4 Z—kl
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Note que

¢—(z) = —¢+(-z) e ¢ (z) = (-a).

Dai, se g for par, teremos

P(g)(x) = ¢y (x)g(d1(2)) + ¢ (—2)g (b1 (—2)).

Consideremos um mapa genérico S : RT — Rt que é Markov e C® por partes com respeito & particdo

Iy = [a,0),I1 = (0,a] que satisfaz as seguintes propriedades :
(H1) S(Io) = S(I1) =R*;

(H2) Vzx € Iy, S'(z) — 1 quando = — oo; Vo € I, 5" (z) < —1;
(H3) S preserva a medida de Lebesgue m.

Denote g = (SIO)_1 e = (511)_1 :

O operador de transferéncia pode ser escrito entdo como

Lg(z) = ¢p(x)g(wo(x)) — 1 (x)g(p1(x)).

(H3) é equivalente a
(H3") Vo > 0, ¢p(x) — ¢y (z) = 1.
Note que (H3’) implica que
wo(x) =¢i(x) e ¢f(z) =) (2).
Assumimos que vale também (H4):
i Ve eR, 14 2¢i(z) >0
ii. Vo € R, o} (z) — (¢} (2))2 >0
iii. Para todo x € RT uma das seguintes coisas é vélida
a) f'(z) + ¢ () > 0 e 3¢{(z) — (1 (2))* + 1 (z) > 0 ou

b) ¢i"(x) + o1 (2) — (¢4 (2))* > 0.

(4.5)

Lema 4.8. Seja S um mapa C® por partes com respeito a uma parti¢io Iy = [a,+00),I; = (0,a] e

assuma que vale (H1)-(H/4). Entdo

F={g:Rt 5 R:ge€C?g>0,4 <0,g"+¢ <0}

€ invariante por L.

Demonstracdo. Precisamos mostrar que dada g € F, valem as seguintes afirmagoes:
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1. Lg € C?

2. Lg > 0;

3. (Lg) <0;

4. (Lg)" + (Lg)’ < 0.

Como Lg(z) = pp(z)g(po(x)) — @i (2)g(p1(z)) e g € C? entdao Lg € C? e (1) fica provado.
(2) segue do fato de que ¢ > 0 e ¢} <0e g > 0. Pela férmula do operador em (4.5) temos

(Lg)'(x) = ¢ ()g(0(2)) + (¢0(2))*g' (vo (@) — ¢ (2)g(p1(2)) — (#1(2))*9 (¢1(2)). (4.6)

Desde que ¢ (x) = @Y (x), ¢y(xz) — @) (x) = 1, e usando o teorema fundamental do cdlculo (TFC) nds

podemos reescrever como
o (x)
(Lg)'(z) = w&’(:v)/ . g(t)dt + (14 ¢1(2)) %9 (po(x)) — (0] ()9 (p1(2))
e1(z

wo(w)
= wﬁ'(x)/ » g' ()t + (¢ (2))* [¢' (po(2) = g’ (e1(2)] + (1 + 2 (2))g (po(@))-(4.7)

Mais uma vez usando o TFC, (4.7) vira

wo(x)

GO+ A [ (2@ o) (49

®o()
Lg(e) = ¢i(z) [

»1(x)
Desde que g € F entao g”" + g’ < 0 e logo ¢” < —¢'. Logo temos que (4.8) implica em
/ " / 2 wola) / / /
Lyg'(z) < (i (z) — (¢1(x))7) -’ (t)dt + (1 +2¢) (x))g' (po(x)). (4.9)
p1(x

Usando que ¢’ < 0 e (H4)(ii) segue que Lg’ < 0.
Nos resta mostrar que (Lg)” 4+ (Lg)’ < 0. Para tal, note que derivando (4.6 obtemos

L") = el@)(eo(@)) + eh@)g (o(e))eh()
+  20p(x)¢g (2)g' (wo()) + (5 ())>g" (
— A (@)g(p1(x) — @ (2)g (91 () ¥} (2)
24 (@)l (@) (91 (2)) — (P2

- W) / (()) § (1)t + 3¢ (@)eh(@) (90(2)) — 364 (@) ()9 (91())

b (@@ (pol®) — (¢4 (@) (1(2). (4.10)
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Assim,

wo(z)
(Lg)'(z) + (Lg)"(z) = (90'1’(33)+<P’1”(93))/ » g'(t)dt +

+ g (po(@) [3e7 () () + (¢0(2))?] + (6(2))°9" (wo(2))

— g (e1(@) [3¢] ()¢ (2) + (01 ()] — (£1(2)) 9" (1 (2)).

(4.11)
Desde que ¢” < —¢’ entao
®o(z)
(o) (@) + (o) @) < (GA@+el@) [ g0 (412)
+ ' (vo(@)) [3¢] (@)pp () + (¢0(2))* = () ())?]
+ ¢ (p1(2) [-3¢] (2)¢1 (x) — (#1(2))* + (1 (2))°] -
(4.13)

Suponha primeiro que z satisfaz (H4)(i#i)(a). Vamos mostrar que as 3 parcelas acima séo negativas.

"

De fato, a primeira parcela é negativa pois ¢ (x) + ¢’ (x) > 0 e ¢’ < 0.. Perceba agora que a segunda

parcela é
9'(vo(@))¢p(2) [37 () + ¢o(x) — ((2))?] (4.14)

olhando s6 para o fator dentro do colchete temos

3¢ (2) + 1+ ¢y () — (1 + i (2))?

3¢ (z) — ¢ (x))* — ¥ (z) (4.15)

307 () + ¢y () — (h(2))?

e como estamos supondo (H4)(a) entdo vale 30" (z) — (¢} (2))? + @} (x) > 0 e assim

301 (2) — ¢ (2))? — ¢ (2) > —2¢ (@). (4.16)
Como ¢p(z) > 0e ¢’ <0 entdo
9 (wo())¢p (@) [3¢7 (2) + @ () = (¢0(2))?] < —2¢) (2)p ()9 (wo(x)). (4.17)

Como ¢f(x) > 0,91 (z) < 0e g < 0 entdo segue que —2¢' (z)wy(x)g’ (po(x)) < 0. Isso prova que a

segunda parcela é negativa. Nos resta a terceira parcela. De forma andloga, temos

g (p1(2))e1 () [-3¢1 (2) — @1 () + (£1(2))?] - (4.18)

Por (H4)(a) vale que —3¢/(x) — ¢} (z) + (¢} (x))? < 0. Como ¢}(x) < 0 e g’ < 0 segue o resultado.
Sendo assim, (Lg)'(z) + (Lg)"(z) < 0 quando x satisfaz (H4)(#ii)(a). Pra finalizar, vamos mostrar
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que vale a mesma conclusao se z satisfaz (H4)(iii)(b). Adicionando (4.8)) a dltima expressao de (4.10))

obtemos
wo(z) o (x)
(Lo (@) + (o) @) = (A +el'@) [ g O+ (6](@)° / L

T 3@ (@)g (pol@)) + () ()" (wo(®))
— 3@ @) (01 (1)) — (&4 (2))%" (1 ()
T (14265 (@) (po(2))

wo(z)
< (@) + (@) — (2 (@)) / J(t)dt

w1(x)
T+ Bl @)eh(@) + 1+ 26,(x) — (eh(x))*] ¢ (o(@)
+ (-3¢l (@) (@) + (24 (@) ¢ (1 (). (4.19)

Vamos mostrar mais uma vez que cada uma das 3 parcelas é negativa. A primeira é negativa porque
desde que estamos assumido que vale (H4)(iii)(b) entdao () + ¢} (z) — (¢} (z))? > 0 e desde que

g’ < 0 entao segue o resultado. Para a segunda parcela, note que
307 (2)¢p(2) + 1+ 2¢ () = (¢5(2))” = pi(2) [3¢Y () — (¥0(2))?] + 1 + 2¢) (2)
= wo(2) [3¢(2) = 1 = 20 (2) — (¢ (2))?] + 1+ 2} (2)
vo(2) [3¢7 () — (¥1(2))?] + (1 + 201 (2)) (1 — wp())- (4.20)
Como @Y (x) — (¢} (z))? > 0 entdo 3¢Y(x) — (¥} (x))? > 2(p}(z))? > 0, portanto a primeira parcela

dessa tltima expressio é positiva. A dltima parcela também é positiva pois por (H3)(i), 14+2¢}(z) > 0

e desde que ¢f(x) < 1, nds temos 1 — ¢ (x) > 0. Assim

3¢ (2)¢p () + 1+ 2¢ () — (¢p(2))* > 0

e como g’ < 0 segue o resultado. A terceira parcela é negativa porque como ¢} (x) — (¢} (z))? > 0

entao —3¢Y (z) + (¢ (2))? > —2(¢)(z))?. Assim

(=3¢ (@)1 () + (1(2)°] ' (pr(2)) = [=3¢1(2) + (¢1(2))*] ¢/ (pr(2))¢l (2)
< =21 (2))° (pa(2)) <0 (4.21)
pois ¢, g’ <0, portanto (Lg)'(x) + (Lg)"(z) < 0. Isso termina a prova do Lema. O

Vamos justificar que o mapa de Boole T satisfaz tais propriedades. Na verdade, vamos definir um

outro mapa que ¢é essencialmente o mapa de Boole e que tem tais propriedades. Defina

T:RT - RT
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por

1
- - -,

T(z) = 1 z

——x, sel0<x<1
T

sex>1

Vamos provar que T satisfaz as hip6teses do lema (4.8) acima.
T é C3 por partes com respeito A particio Iy = [1,4+00),In = (0,1]. Além disso, T(Io) = T(Il) =

R, e portanto vale (H1). Note também que as férmulas para os ramos inversos e suas derivadas sao

dadas por
x4 Va? —x 4+ Va?
vo(7) sp1(z) =
2 2
1 T -1 x
xT) = 7+ 5 4 Tr) = — —_—
vo() 9 2m2+4%() 9 o/i? 1 4

2
%’(x) = W = ¢y ()

—6z
@y (x) = R @' (z)

x
Para ver que vale (H2), primeiramente note que 0) = 1) =1edesde que 0 < — < 1
q (H2), p que ¢o(0) = ¢o(1) q N

entdo 0 < pp(z) < 1e —1 < ¢j(x) < 0 e portanto vale (H2). (H3) claramente é satisfeita. Agora

resta mostrar que vale (H4).

o (HA)(Q), 1+ ¢)(x) = %H > 0.

e (H4)(ii) ,

¢i(@) = (p1(2))® =

2
2 B V2 +4+zx
(22 +4)3/2 a2 +4

2 (Va2 dda)?
(22 +4)3/2 4x? +4

1 8
= — (- x2+4—|—x2>
422+ 4 (\/x2—|—4 ( )

-1
= g VRtV - g)
x

Vamos mostrar que a expressao dentro dos parénteses é negativa. De fato,

%(— P A+’ Var 1 a-8) =

214
3x1/x2 — 322 —SM

2 +4
Onde essa tltima expressio ¢ facilmente verificada. Daf f(z) = (—Vz2 +4 + 2)?V22 + 4 —

decrescente e portanto para z > 0, f(z) < f(0) = —8 < 0. Sendo assim ¢/ (z) — (¢} (z))? > 00

que acaba a prova desse item.
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o (H4)(iii) Para checar esse item, definiremos alguns conjuntos.
Ay ={z e RT: () + ¢ () > 0}
Ay = {z € RT : 3¢ () — (¢} (2))* + ¢i (x) > 0}
B ={z e R" : ¢{'(2) + ¢} (2) — (¢1(x))* > 0O}.
(H4)(iii) E equivalente a mostrarmos que (A; N Ay) U B = RT. Note primeiramente que z €

B = o"(z) + ¢} (x) > ¢} (x) + o} (z) — (¥} (2))* > 0= 2z € Ay = B C A;. Afirmamos que
A; = RT. De fato,

" " —6z 2
o' (x) + ) (z) = (2 +4)5/2 + @ +4)3/2
= W(ﬁ — 3z +4)
= W((x —3/2)2 +7/4) > 0. (4.22)

Agora observe que

! ! "(x) = 6 —Va?td+w i V2l +d+a
3¢7 (2) — (#1(2))* + ¢l (x) = (22 1 4)372 ( SWLE ) + N
= T [P CVE eV 2 e (V)] 429)

Vamos denotar por f(x) =24 — (—vVa? + 4+ x)?Va? + 4+ 2(2? + 4)(—v22 + 4 + z). Notemos
1
que f(0) = 0 e que ( derivando a expressdo) f cresce até xy = 1/5(7\/ 33 —9) e decresce dai

1
2
por diante. Também vemos que f(5) > 0. Assim 3¢/ (z) — (¢} (z))? + ¢} () > 0 em (0,5). Desde

que A; =R™T entao (0,5) C A; N Az. Vamos analisar agora o conjunto B.

2
” —6x 2 (\/x2+4+m>

@)+ @H@) = () = e + G e

=24z +2(2? 4+ 4)4 — (=22 + 4+ 2)%(a? + 4)3/2
B 4(x2 + 4)5/?
1 2 2 2
- T [8:6 — 2z + 32 — (2% + 4)Va? + 4(2z —&—4—2:5\/1‘2—1—4}
B 1
2z +4)5/2

1 5 3 2 / 4 2
:m{x + 8z° +4x* + 4z + 16 — Va? + 4(z” + 62 +8)}.

[4562 — 122+ 16 — (2% + 4(2® + 2)V 22 + 4+ 2 (2 + 4)2}

"

Segue que lim (¢}'(x)+¢] (z) = (¢ (2))?) = +o00. Veja também que ¢}"(x)+¢} (z) — (¢} (2))* =
0 < 2° +82% +42? + 42 + 16 — Va2 + 4(2* + 622 +8) = 0 +—
p(z) = 225 — 725 + 242 — 5623 + 722% — 762 + 32 = 0 . Dividindo p(z) por = — 4 temos

p(x) = (¢ — 4)(22° + 2* + 282° + 3622 + 296z + 1108) + 4464
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"

Vemos entdao que para x > 4,p(x) > 0 e portanto (¢} (z) + ¢} (z) — (p}(x))?) > 0. Assim,
(4,+00) C B. Logo, (A1 N A3) UB D (0,5) U (4, 4+00) = R*. Isso termina a prova.

Observando que se denotarmos por P o operador de transferéncia de 7', vemos que P coincide essen-

cialmente com P. Temos entao o seguinte corolario.

Corolario 4.9. Se g € L', C?, par, positiva e g'(z) <0, ¢"(z) + ¢'(x) < 0 para x > 0 entio Pg tem

as mesmas propriedades. Portanto P"g também tem essas propriedades.

Estamos prontos para provar o teorema.

Demonstragdo. (Do teorema ({4.4))

Basta fazer o caso onde m(F') = 0. S6 tomar depois Fy = F —m(F). Fixe ¢ > 0. Existe, portanto um

e €
Fdm| < .
L m’ =2

Defina v, () = min{P"(g)(@), P"(g)(x)}, 7. satistaz as seguintes propriedades:

a > 0 tal que se a > @ temos
1

2a

e 7, é positiva;

® 7, € par;

e v, é constante em [—a, al;
e v, é decrescente em [a, o).

Assim,

“+oo
m(FP"(g)) = / FP"(g)dm
= 7+°° Frypdm+ :FOO F(P"(g) — yn)dm. (4.24)

Agora note que

—+oo a
| FEe) = am = [ PP ()~ y)dm

— 00 —a

[ @) —ndm < [ Prgam = m(t aq P (o).

—a —a

portanto,

i/a F(P™(g) = vn)dm| < |floom(Li—a gz P"(9)) — 0,

—a

pelo lema @ jdque 1_gg € Loo N L.
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Para a outra integral, chame de a(r) = v, 1(r), daf

400 +00 () n (@) pa(r)
/ F(z)vyn(z)dx / F(sc)/ drdx = / / F(z)drdz
0 0

—0o —00 —a(r)

(@) pa(r)
= / / F(z)dzdr (4.25)
0 —a(r)

Logo,
+o0 (@ | pa(r)
'/ F(x)yn(z)dz| < / / F(x)dx|dr
—00 0 —a(r)
£ Vn (@) B £
< 5/0 2a(r)dr < im('yn) < 3 (4.26)
Portanto, provamos que o mapa de Boole é Global-Local Mixing. O

4.1 Pomeau-Manneville s3o Global-Local-Mixing

Nesta segao o objetivo é provar que a familia de mapas de Pomeau-Manneville (vamos denotar no

texto por PM) sdo Global-Local-Mixing. Definiminos o mapa de Pomeau-Manneville como

Tpar: (0,1] = (0,1] por Tpy(z) =2+ 2P mod 1. p > 1. (4.27)

Seja {a,} uma sequéncia (finita ou infinita) tal que 0 = ag < a1 < -+ < a < -+~ < 1. Se a
sequéncia ¢ finita, denote por ay o 1ltimo elemento e ay = 1. Se for infinita, lim a, = 1. Denote
n—oo

por I; = (a;,ajt1]. Seja T : (0,1] — (0, 1] um mapa satisfazendo para todo j

(A1) T|I,- possui uma extensdo continua 7; : [a;j,aj4+1] — [0,1] que é estritamente crescente, bijetiva

e duas vezes diferencidvel em (aj,a;41);

(A2) Existe k > 0, p > 1eby € (0,a1) tal que 79(z) = = + kaP*! + o(zP*1), quando  — 0T e 7
é estritamente convexa em [0,bp]. Isto implica em particular que 7)(0) = 1 e 7}(z) > 1, para

(S (Oa bO)a
(A3) Existe A > 1 tal que T"(x) > A para todo z € [bo, 1) \ {a;};

T//
(A4) Existe K > 0 tal que (lTI((;;; < K para todo z € (0,1) \ {a;};

p+1
(A5) Seja ¢, = ijl. Para todo J a fungéo Z ( 3 ) ¢}, (€) é crescente.
>y er(8)

Sobre as condigoes (A1) — (A4) acima, Thaler em [9] provou o seguinte resultado :
Teorema 4.10. Seja T : (0,1] — (0, 1] satisfazendo as condigoes (A1) — (A4) :
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1. T preserva uma medida infinita p que € absolutamente continua com respeito a medida de Le-

besgue com densidade

h;uf(x) = dm = P
Onde H,, € positiva e continua em [0,1].
2. T € conservativo e exato.
1
Defina G((0,1],v) = {F € Loo((0,1],v) | ID(F) = lim,_,o+ Vil fal qu}. Igual fizemos na

secdo anterior para o mapa de Boole, F' serd chamado de observével global e T(F') é volume médio

infinito de F e f € L1((0,1],v) serd chamado de observéavel local.

Definicao 4.11. Dada uma medida v, um subconjunto G C G((0,1],v) e L C L1((0,1],v) nds diremos
que o mapa T é Global-Local Mixing com respeito a v,G, L se para quaisquer F € G e g € L nds
tivermos

lim v((FoT")g) =v(F)v(g).

n— oo
Se G = G((0,1],v) e L = L1((0,1],v) entdo T € dita ser Totalmente Global-Local Mixing com

respeito a v.

Observagao 4.12. Seja v uma medida infinita no zero. Entdo para todo F € G((0,1],v) e para todo
0 <b<1, vale que 5(F) = 0(Flop). Em particular, se vy é absolutamente continua com respeito a

dvy o + o —
vy e —(x) tende a uma constante positiva quando xr — 07 entdo U1 = Us.

dVQ

Vamos introduzir agora uma medida que serve como auxiliar para provar o resultado principal.
Para p > 1, Seja v, uma medida absolutamente continua com respeito a Lebesgue definida pela

densidade
dy, 1
* dm  xptl’

Teorema 4.13. Seja T satisfazendo (A1)-(A5). Entao

(a) T é Totalmente Global-Local Mizing relativamente a medida vy,.

No que diz respeito a medida invariante p, vale o seguinte:
1. Sep>1, entao T é Totalmente Global-Local Mixing relativamente a p.

2. Sep =1, entao G((0,1],v1) € G((0,1], ) com u(F) = v1(F) para todo F € G((0,1],11). Além
disso, T é Global-Local Mizing com respeito a u, G((0,1],v1) e L1((0,1], w).

Nos iremos provar esse teorema mais para frente com o auxilio de um outro teorema. Para checar

que um mapa satisfaz (A5) nds iremos mostrar que ele satisfaz a condigdo mais forte abaixo :
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é crescente em (a;, aj4+1).

P
i 1
(A5)’ Para todo j a funcao <T] (x)) -
T T ()

p+1
De fato, se vale (A5)’ entdo como x = ¢;(§) é crescente por (Al), temos entdo que (90;(5)) (&)

p+1
é crescente como composicao de fungoes crescentes e portanto E < f( f)) go?c (&) é crescente como
AN
k>j

soma de fungoes crescentes, sendo assim vale (A5). Vamos provar que o mapa de Pomeau-Manneville
generalizado definido por T'(z) = z + ka1 mod 1 onde k € N e p > 1 um parametro real satisfaz
(A1)-(A5). Em particular vale para o mapa introduzido em ([4.27).

(A1) H4 um tnico = a; tal que  + kaP™ = j. Nesse caso, 7;(z) = x + kaP™ — j. que é
claramente uma bije¢ao em [a;, aj41]. Além do mais é crescente e duas vezes derivavel;

(A2) Tomemos por simplicidade by = %. Desde que 7(z) = 1+ (p + 1)ka? entdo by satisfaz o
pedido;

(43) T/(”;) =1 +((p+ 1)>W > 1(+ (p +) k. = A; se @ € [bo, 1]
p(p+1)a?~t p(p+1)a? .
I)ZZ(L+@+1WQ2 1 <plp+1)=K,;

(A5) Vamos verificar (A5)’. Ora,

g(x) = <Tj($)>p+1 7/1 (1 + kaP — jx—1)pT!

xT

@) 1+ k(p+ Dar

Para mostrar que g é crescente, vamos provar que = log(g(z)) > 0 onde z = kaP. Desde que log é
2

crescente seguird que g é nao decrescente.

Ora,

(1+zjmmzlwwﬂ>

d d
2 toa(a(=)) = 1o ( e

d 1.1/p,—1/p d
P (p+1log(1+2— jk'/Pz o log(1+ (p+1)z)

zkl/pz—l—l/p

=@+1)

p
_ -
1+ 2z — jkl/rz=1/p v+ )1+(p—|—1)z

pz 4 jEMPLm P (27 4 2pt

=(p+1) (1+ 2z — jk/Pz=1/P)(1+ (p+ 1)2)

>0 (4.28)

para todo z tal que 1+ z — jk'/P2=1/P > 0. Mas 1 + z — jk'/P271/P = g 4 ka? —j > 0 se x > aj o
que é verdade. Portanto provamos que vale (A5)’ e logo (A5). Isso mostra que o mapa de Pomeau-
Manneville satisfaz tanto as hipéteses do teorema de Thaler quanto do teorema principal.

Iremos introduzir uma classe de mapas definidos em R} = [0, +00). Para estes mapas nds iremos
provar Totalmente Global-Local Mixing com respeito a uma certa medida. Provaremos que o teorema

(4.14]) implicard o teorema andlogo definido no intervalo (0, 1] (4.13). Vamos as definigdes precisas.
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Seja T : R(‘)" — ]RS'. Existe uma sequéncia de ntimeros a; > ag > --- > ap > --- > 0. Se a
sequéncia for finita, o seu ultimo termo, digamos ay = 0, se for infinita, lima,, = 0. Denote por

I; = [aj41,a;). Por convencao colocaremos ag = +00. Assuma que T satisfaz
(B1) Para cada j, a fungéo 7; = T|1j : I; — R{ é um difeomorfismo crescente;
(B2) T é exata com respeito & medida de Lebesgue em Ry ;

(B3) Denotando por ¢; = Tj_l. Para cada j a fungao Z ¢}, é decrescente.
k>j
Seja ¥ uma medida infinita em Ré‘. Em analogia ao que fizemos para mapas do intervalo (0, 1], nds

definimos a classe dos observaveis globais com respeito a medida v como sendo

: 1 ¢
G(RY,v) = {F € Loo(RY,v) | ID(F) = aEIJPoo M/o Fdz/}.

De novo nés chamaremos de observével local as fungdes f € Ly (R{, v).
Para 0 < ¢ < 1 nés introduzimos uma medida A, que é absolutamente continua com respeito a

Lebesgue definida pela densidade (infinita)

ikt (4.29)

Seja W : (0,1] — Ry definido por

P -1

b

vw) = [ @ = [ €yt =
Seja T satisfazendo (B1)-(B3). Temos entdo o seguinte teorema :
Teorema 4.14. Seja T satisfazendo (B1)-(B3):
(a) T é Totalmente Global-Local Mizing relativamente ¢ medida de Lebesgue m.
(b) T € totalmente Global-Local Mizing com respeito a Aq para todo g € (0,1).

(c) GRT,m) C GRS, A1) com A1 (F) = m(F) para todo F € G(RT,m). Além disso, T é Totalmente
Global-Local Mizing com respeito a A1, G(RS,m), L1(R§, A1).

Nosso objetivo é provar este teorema, para tal vamos a uma série de lemas.
Lema 4.15. Para q € (0,1], G(RS,m) C G(RT, \,) e \(F) =m(F), para todo F € G(RS,m).

Demonstragdo. Seja F' € G(RS,m). Suponha sem perda de generalidade que m(F) = 0. Para mostrar

que F € G(R{, \,), vamos mostrar entdo que

a—o0

1 a
limi/ Fd\, =0=m(F) =0.
0. J T &)
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1 a
Desde que dX\,; = mdy entao fo FdX, fo A+ g dy Vamos fazer primeiro o caso em que
€ (0,1). Usando integragao por partes, temos
“@ 1 @ @ (JYF(s)ds)
——dy = 1—|—a_q/ Fydy+q/ ~0 Ly 4.30
|, gty = e [P R (430

Fixe € > 0, por defini¢do de m existe M > 0 tal que para todo a > M temos que

/Oa F(y)dy‘ < ca. (4.31)

Assim, para todo a > M temos que

1 /“ (I1+a)" 1 /“
— [ Fan, = Y [ Fy)dy
o o T N Sy 1Y
q fo
+ d
2o ([0,a]) / a +y>q+1 !
q fo
+ d . 4.32
o L G e (432
Note que
1
A ([0,a]) =
(0.a) = [ o
) O Ot (4.33)
l—q |, l1—q '
Usando a equagdo (4.31)) a primeira parcela da equagao (4.32) fica
(I+a)"9]| [° ’ ea(l +a)™1
N 0 Fy)dy| < —~——5%—
s |y 3 (0.
4 (—g
< q
s eall+a) e
a
= (11—
A=y —ara
Mais uma vez por ({.31) temos que on F(s)ds| < egy. Assim a terceira parcela de (4.32) fica
L F d a
q / Jo 9ds) ) < q / gy
Aq([0,a]) | /ar (1 +y)? Aq([0,a]) Jar (1 4y)9
qe ¢ 14y
< dy
Aq([0, a]) /M (L+y)rtt
qe /“ 1
3o (0.al) Jus (5 )0 (439
M(fy F(s)ds)

Na segunda parcela de (4.32)) chame de ¢(F, M, q) = q(1 —q) / dy que é uma constante

o (L4y)rtt
que nao depende de a. Sendo assim,

1 @ a c(F,M,q)
([0, a) / Fdrq

A
(I1+a)—(1+a)¢ (1+a)1_q_1+5q

<e(l-gq)
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F.M
Desde que g € (0,1) entdo 1 — ¢ > 0 e portanto aan;O (lc—l—(a’)l—,qqzl
1 -9 1 1
im LY o b 0 entao lim a — lim -1
a— 00 a a— 00 a(1—|—a)q a—00 (1+a)— (1—}—@)*(1 a—00 1_’_1_ (1+a) q

= 0. Por outro lado, desde que

Por fim, para a ultima parcela, note que

_ [t 1 _(Q+a)' -1+ M)
e logo
Ag([Mia)) — (1+a)'"9—(1+ M) l1—q _ (+a) -1+ M)
A ([0,a]) 1—gq (14+a)l-9—-1 (1+a)t-9-1

que tende a 1 quando a vai pra infinito. Portanto

<egl—¢q)+eg=ce. (4.36)

1
limsup‘ / Fd\
a—oo | Aq([0,4a]) Jo !

Desde que ¢ foi arbitrario, provamos que

1 a
li _ Fd\, =0=m(F).
8, Aqqo,a}/o 0 =0=m(F)

Vamos agora ao caso ¢ = 1, note que neste caso,
(0, a)) / 7dy — log(1 + a). (4.37)

1
Desde que d\; = 17dy entao fo Fd\ = fo ?dy Usando integracao por partes, temos
Y

. “ (Jo F(s)ds)
7d =(1+4+a)” /F )d +/ =0
/0 T+y™ " Tl TaEwr
e portanto , do mesmo modo que fizemos antes
1 /“ (1+a) ! /a
_— FdX _— F(y)dy
s, | = S ) Fw
1 M ([VF(s)d
n / (fo (8)28>dy
A([0a]) Jo (T4y)

1 “ 1
+ dy.
A (0,a]) Ju ey
€a c(F, M) log(1 + a) — log(1 + M)

(I14+a)log(l+a) log(l+a) © log(1 + a)

<

A primeira e a segunda parcela tendem claramente para 0 quando a vai pra infinito. Enquanto que a

terceira parcela tende para 1. Dai

1 a
lim su 7/ Fd\
awp‘mo,an o M

Isso conclui a prova da proposigao. O

<e. (4.38)
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Lema 4.16. Valem as sequintes coisas :

(i) Para q € <O, ;) G(RE, A\ C GRS, m);

1
(ii) Para qualquer ¢ € (0,1) firo, G(RT, Ay,) € G(RE, Ny,) qualquer que seja o gz € <q17 j;ql> .

Demonstragdo. (i). Para mostrar (i) nds iremos mostrar a contrapositiva, ou seja, mostrar que se

F ¢ GRS, m) entdo F ¢ G(R, )\,). Como F ¢ G(RS,m) entdo

1 a
= limsup — / F(y)dy > B = liminf f/ F(y)dy. (4.39)
0

a—00 a—oco @

Existem portanto duas sequéncias oy, e 73 crescentes e divergentes tais que

A= lim i/ VF(y)dyeB: lim i/ F(y)dy. (4.40)
0 0

k—o00 O k—o00 Tk

Fazendo a = o na equacao (4.30) nés obtemos

1 Tk 1 _ 1+O'k
Aqqo,okn/o FOTTH® = 0.0 / Fly

+ q/o W (/0 F(s)ds) dy.

1 =91
Desde que A;([0,0%]) = (—’—jk)q temos entdo que
1 /Uk (1 _ q)(l + Uk)_q /O’k
— Fd\, = F(y)d
(O N (R e a

v e e ([ Feis)av

Fixe ¢ > 0, por definicdo de limite em (4.40)) existe k € N tal que se k > k entdo

1 [
— F(y)dy > A—e.
O 0

Por defini¢do de liminf em (4.39) existe ¥ tal que se y > ¥ entéo

1 Y
f/ F(s)ds > B —e¢.
Y Jo

Desde que o), — 0o podemos achar um K > k tal que o), < ¥ para todo k > K. Portanto, a primeira

parcela de (4.41)) fica

1—-q¢)(1+40o (1 14o0,)7 ¢
((1 +qu 1+qk—1 / Fly a +q(),(k)1+-q"_)1 k(A —e). (4.41)
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e desde que fo s)ds > (B — €)y nds temos que a segunda parcela de (4.41) fica

__q /f’k(B—e)(yH—l)
MO0y Ay

= )\q([Oq, ) [/O” (IB +_y§qdy - /oak (li;)j“dy]

MB—sﬂl—&M&@$A%ﬂ+w_“W4~

Logo,

1 /%
— | Fd), >
Aq([0, 0k]) Jo !

i o= valB =) 1= g [ 00

(1—|—Uk)1_q—l q 0,0
1 —q
Desde que limg_, %ak =1 ( j4 fizemos uma conta dessa antes ) e
(1+op)t-2-1
o 1—(op)"7 (1 a1
0 q q(1+oy)1
Dai
1 o —1 1 a1
lim 7/ (1+4+y) 7 'dy = lim q (Lt o) =0.
k=00 Ag([0, o] Jo k—oo (14 0p)9 — 1 q(1+ op)e
Logo,

A= liminfi/gk Fly)dy>(A—e)1—q)+(B—e)g=A(1—q)+ Bg—c¢
0

k—oo O}

e fazendo € — 0 obtemos

1 [o*
lim inf — / F(y)dy > A(1 — q) + Bq.
0

k—oo O}

Fazendo a = 73, e usando um processo totalmente andlogo nés obtemos

1 Tk
lim sup — / F(y)dy > B(1 — q) + Aq.
0

k—oo Tk

1
Agora observamos que como q < 2 entdo 1 — g > g e como A > B entdo (A — B)(1—¢q) >

e jogando pro outro lado temos que A(1 — ¢q) + Bq > B(1 — ¢) + Aq. Sendo assim

hmmf—/ F(y > A(l-q)+ Bg

k—oo O

V

B(1—q)+ Aq

> hmsup—/ F(y
k—oco Tk

V

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(A—B)g



Isso mostra que nao existe

1 a
lim 7/ FdA
a—oo )‘Q([()? a’]) 0 /

e portanto F' ¢ G(RJ,\,). Assim terminamos a prova do item (i). Nés iremos usar um argumento

bem parecido para mostrar (ii). Seja F € Lo (R) com F € G(R{, \,,) isto significa que

1 @ 1 @
A =limsu 7/ Fd >B:Iiminf7/ Fd, .
P (0.a) Jo TP DI I

a—0o0 a—roo /\ql ([07 a
O que implica que existem duas sequéncias {0} e {71} crescentes e divergentes tais que

1 Ok 1 Tk
lim 7/ Fd\,, = A, lim 7/ Fd = B.
k=00 Ag, ([0, 0]) Jo « k=00 Ag, ([0, 7)) Jo Ay

Veja que

a a 1
Fd\,, :/ Fly)———dy.
/O q 0 (y)(1+y)q2 Yy

Fazendo u = (1 +y)~ @74 e dv = - dy temos pela férmula de integracao por partes que

(1+y)

Usando que

(1+a)%—1
Ay =1
qi

entao

(1 _|_a)fh—112 /Oa (F(y)dy = (1 +a)91—q2 . 1 . )\ql([()’a]))\ 1 ]) /Oa ( F(y) dy

1+y)n Ag2 ([0, a]) a((0,a 1+y)o
_ 1—qo (1+a)t -1 1 /a
e a—qz . . Fd\
U e 1 T Ay T
_l-g (A+a)i™®=-(1+a)? = 1 /“Fd)\
l—aq (1+a)t-e—1 Aq: ([0,a]) Jo "
Dali,
1 a 1— 1 1-g2 _ (1 q1—q2 1 a
Agx ([0, a]) Jo l—q (1+a)t-2—1 Mgy ([0,al) Jo
e-—qa [° 1 /y F(s) )
+ ds | dy. 4.45
e ) e () g 0
Fazendo a = oy e repetindo um processo andlogo ao do item (i) concluimos que
1 Tk A—¢)(1- B — —
lim inf ———— / Far, > A0 -a) + (B-e)le —a) (4.46)
koo A, ([0,0%]) Jo l-aq

e fazendo € — 0 temos

Ok 1_ —
liminfé/ Fd, > A(l —gq2) + B(gz Q1). (4.47)
koo Agy ([0, 0%]) Jo l-aq

62




Fazendo a = 75, obteremos

1imsup¥/ Fax, < A= @)+ Bl —q) (4.48)
k—oo gz ([0,7%]) Jo I—aq

Andlogo ao que fizemos no item (i) é possivel mostrar que

A(l —q2) + B(g2 — 1) S A(l —q2) + B(g2 — q1)
1—q¢; I—q

¢ +1

Basta usar que g3 € (CI17 ) Sendo assim,

L o A(l - B(gs —
liminfi/ Fd\, > (1-q2) + Ble2 —q1)
L [0]) o —a
A(l —g2) + B(e2 —a1)
>
l-q
. " Fd\ (4.49)
> limsupi/ )
koo gy ([0,7k]) Jo o

e portanto nao existe

1 a
lim 7/ Fdy .
a0 Ag, ([0,a]) Jo — 77

Portanto F ¢ G(R{, \,) 0 que termina a prova de (ii). O
Lema 4.17. (a) Para q € (0,1), GRT,\)) = G(RT,m) e N\y(F) = m(F) para todo F € G(RT, A,).
(b) G(RE,m) C GRS, A1) e \i(F) =m(F) para todo F € GRS, m).

Demonstragio. (De (a)). Seja ¢ € (0,1). A inclusdo G(RS,m) C G(R{, \,) e a igualdade \,(F) =

m(F) para todo F' € G(R{, m) j foram feitas na proposicio ([.15)). Resta-nos provar que G(RJ, \,) C
1

G(RF,m). Seq € (O, 2) também j& fizemos na proposigao (4.16) item (i). Vamos provar agora o

1
caso q € [2, 1). Primeiramente note que

1 1 1
[2,1> = [1—27”1—2%1).

n>1

1 1
Chamemos de A, = [1 —gwl- 2n+1) Vamos mostrar indutivamente que se ¢ € A, entdo
13
G(RS,A\;) C G(RF, m). Isso acabard a prova do item (a). Paran =1, A; = 1) Primeiramente

vamos mostrar para ¢ = % Escolha ¢; = i Dai % € (ql, e ;_ 1) = %, 3 Logo pela proposigao
temos que G(R, A1/2) € G(RF, Ay/4). Desde que 1/4 € (0,1/2) entao G(R, A1/4) € G(RF, m).
Sendo assim, Q(Ra',/\l/g) C G(RY,m). Agora seja ¢ € (1/2,3/4). Escolha ¢; = 1/2 entdo pela pro-
posicao vale que
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37 3 5 -
Paran =2, Ay = [4, 8) Se q = 1 entdo escolha q; = 3 1 3 16> entdo G(R7, A3/4) C
GRS ,As/8) € como 5/8 € A; temos que G(Ry A1) € G

C (RS_,AE,/S) C G(R{,m). Agora seja q €
3

(3/4,7/8). Escolhendo ¢ 1 temos que g € (ql, L ) —

vale que

5 vk 8)' Dai pela proposicao (|4.16))

1
dai como - € b 13

1 1
2k’12k+1>'

3 , G +1 3 3
I—W,Dal <(J1, B > = (]. 1 )

Suponha agora que tenhamos feito para Ay, -+, Ax_1. Vamos mostrar para Ay = [1 —
Primeiramente fagamos para g = 1—

1
ok Escolha ¢; =

1 3
Notequel—ﬁe(l—

T k41
W, 1-— W) De fato,

T ok+2
3 1 3 okl 3 ok 1 2M2_3
1_2k+1<1_27<1_2k+2 = gkt ok ok+2
= M2 6 < 2FF2 g < oh P2

-3
que é verdade. Pela proposicio (£.16) vale que G(R{, A\ _o-x) € G(RE, A\j_5.0-+-1). Desde que ¢ €
Akfl entao Q(Rar,)\l_ka) g g(Rg7A1_3,2 k 1) - g(RO,

. 1 1
). Por fim seja g € 1—2—]C7 —2k+1>
Tomando ¢1 =1 — - temos que

g(Rg’Aq) - g(R(;r7)‘172*’°) - g(R(J)rvm)

A indugao estd concluida assim. Portanto vale para todo ¢ € (0, 1). Isso acaba a prova do item (a)
Para (b) primeiro veja que o fato de que G(R{,m) C G(R{, A1) e A1 (F) = m(F) foram provados
em Resta mostrar que a inclusdo é estrita. Ou seja, existe F' € G(RF, A1) \ G(RF,m). Defina

m).
parak €N, o, = kP —1e B = 2kF — 1. ap < Br < apg1. o < B é 6bvio. Agora para a outra
desigualdade, desde k£ > 1 entao k + 1 > 2 e portanto

(k+ 1M = (k+ 1) (k4 1)F > 2kF = B < apgs

Defina F : Rg — Rg por

F(y) _ ]-7 sey € [akvﬂk)

Oa se Yy S [ﬁk}aak-l-l)'
Vamos mostrar que F € G(R{, A1) por mostrar que

, 1 @ 1
A1(F):alirlgom/0 F(y)mdy—O.
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Fazendo a = «a,, temos

1 n 1
Fly)——a T F@)——dy=
Oan / Vi, 10g(1+an)/0 W% =

1 n—-1 Bk 1 k1 1
_ F(y)——d —|—/ F(y d
log(1 + an) /ak W)y W 5 Wiy W

ing

k=1

n—1

1 1+ Bk
= 1
1og1—|—an Z/a 1+yy 10g(1+an)k2_30g(1+ak)

1

— 0 quando n — .

_ 1 ”z‘:llog@) _ n—1log(2)

nlog(n) Pt n log(n)

Da mesma maneira, fazendo a = /3,, nés temos

L o 1 _ nlog(2)
m / F@y) 1+ ydy ~ log(2) + nlog(n) — 0 quando n — oo.

Além disso, usando a monotonicidade do log e da integral temos que

1 a 1 1 ntl 1
se a € (ap, B,) tem-se ——— F dy < / Fy)——d
(ans) temse s [ PO TS sy [ O

Qn41 1

1 “ 1 1
00 € Gusan) temse s [Py < s [ PO

Desde que A1 ([0, a]) ~ A1([0, @ns1]) ~ A1([0, B]) entdo A1 (F) = 0 o que mostra que F' € G(RS, A1).

Provemos agora que F' € G(R,m). Vamos mostrar que nio existe

Para tal, seja a = a,, entao

o AR ) MR O
— F(y)dy = — / dy = — Br — ag
An Jo On 1 Vo R

1= 1
= 7Zkk§ ] Z nk—>0quandon—>oo
k=1 T p=1n-1

Por outro lado, fazendo a = (3,, nés teremos

IR =
57/0 Fy)dy = onm —1 ZZ:

R NP (4.50)
I R '
o que mostra que nio existe m(F) e portanto F' € G(Ry,m) e isso encerra a prova do lema. O

Vamos agora a um tltimo lema andlogo ao lema (4.9)) que apareceu na prova quando fomos mostrar

que o mapa de Boole era Global-Local Mixing.
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Lema 4.18. Se g : RS — R{ € integrdvel e ndo-decrescente entdo Pg também o é. Ou seja, P

preserva o cone das funcdes decrescentes.

Demonstra¢ao. O cone mencionado acima é gerado por combinagoes lineares finitas de fungoes do
tipo g4 com a > 0. Portanto é suficiente provarmos para g = 1. Seja j o tinico indice tal que

a € I; e chame de b := 7;(a). Dai, pela férmula analitica do operador de transferéncia temos

ks PR(Y), sey < b;
Pg(y) = =

Doksj+1 Pr(y), sey =b.
Pg pois vale (B3) e o gap entre eles é —¢(b) que é negativo por (B1). Isso encerra entdo a prova do

lema. Vamos agora a prova do teorema. O

Demonstragao. (Do item (a))

Basta fazer o caso onde m(F') = 0. S6 tomar depois F}

@ €
Fdm| < —.
f; Fam] <5

Defina para y € R e n € N4, (y) = min{P"(g)(M), P"(g)(y)}, 7 satisfaz as seguintes propriedades:

F —m(F). Fixe € > 0, existe um M > 0

tal que se a > M temos
1

a

e v, é positiva;
e v, é constante em [0, M];

e v, é decrescente.

+oo
m(FP"(g)) / FP"(g)dm

(=)

+oo “+o0
= / Fry,dm + F(P"(g) — yn)dm. (4.51)
0 0

Agora note que

+oo M
/ F(P"(g) — 7n)dm = / F(P"(g) — 7n)dm
0 0

¢ M M
| @) =i < [ Prg)im = m(tan P (o)

0 0

portanto,
M
| Fn ) = n)dm < |flam(io.nP" (9) — o
0

pelo lema @
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Para a outra integral, chame de a(r) = v, 1 (r), daf

+oo +o0 In (y) V(M) pa(r)
| remetay = [ @ [ dg= [T [ Pwavar
0 0 0 0 0
An (M) M
= / / F(y)dydr. (4.52)
0 0

Logo,

A

a(r)
/ F(z)dx
0

/%(M)
—Jo

+oo
/ F(x)yn(z)dx
0

(b) e (c).
Seja 0 < ¢ < 1 e tome qualquer F € G(R},m) e g € L1(R{, \,). Usando o lema ([{.17)) e o provado

no item (a) nds temos

lim A(FoT™)g) = lim m((FoT")ghy,) = m(F)m(ghs,) = X4(F)A,(g). (4.53)
Isso encerra a prova dos tltimos itens e também do teorema. O

Usaremos esse teorema para provar o teorema principal (4.13). Para tal, dado um mapa T :
, 1] — (0, enotaremos por Ty = WoT o U™+ o seu conjugado em RJ. Vale a seguinte proposicao
0,1 0, 1] denot To=VoToP! jugad R{. Val int ica

que estabelece a relagdo entre ser Global-Local Mixing em (0, 1] e [0, +00).

Proposicao 4.19. 1. Seja v infinita em (0,1] entdo o seu push-forward vo = V,v = vo W~1! ¢
infinita em Rg. Além disso, se v for absolutamente continua com respeito a Lebesgue, entdo vg

também o €.
2. Dado qualguer observdvel local f € L1((0,1],v), entdo seu conjugado fo = fo¥™1 € Li(RF,vp).

3. Para qualquer observdvel global F € G((0,1],v), entdo o seu conjugado Fy = F o ¥~! ¢
G((0,1],v). Além disso, U(F) = vo(Fp).

Demonstracio. (1). vo(RF) = v(U~HRY)) = v(0,1]) = +o00. Além disso, Se v < m entdo vamos
provar que vy < m. Para isso, seja F um conjunto mensuravel com m(E) = 0. Como ¥ é um
difeomorfismo de classe C! entdao m(¥~1(E)) = 0. Como v < m entdo v(V~1(E)) = 0. Ou seja,
vo(E) = 0.

(2) Segue diretamente de (2:19).

(3) Vamos provar a tltima afirmacio V(F) = ¥o(Fp). E em particular valerd a primeira afirmagio.

Por defini¢ao
1 a
ﬁo(Fo) = lim 7/ Fodl/().
([0,a]) Jo

a—r o0 ]/0
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Primeiro note que 14([0,a]) = v(¥=1([0,a])) = v([¥~1(a), ¥=1(0)]) = v([¥"*(a),1]. Por outro lado,
usando mais uma vez (2.19)) temos que

a 1
/ Fodl/o = / Fdv
0 ¥—1(a)

Facamos ¢ = ¥~1(a). Como V¥ é decrescente, quando a — oo entdao ¢ — 0. Sendo assim,

_ . Lo _
V()(Fo) = C£%1+ m/c Fdv = V(F)
U

Os mapas que levam f — fy e F' +— F{ sao bije¢oes. Portanto chamando de Ly e Gy as imagens de £
e G respectivamente. Assim temos um isomorfismo dos sistemas dinamicos ((0,1],v,T) = (RZ, vo, To)
no sentido de que T é Global-Local Mixing com respeito a v, G, L se e s6 se Ty é Global-Local Mixing
com respeito a vy, Gg, Lo. Entao para provar o teorema nés iremos provar o teorema .
Considere um mapa T satisfazendo as hipotes do teorema Vamos provar que Tg satisfaz (B1)-
(B3).
Para (B1) note que 7o,; = To|,, = Wo T, o U~ elogo ¢, = Wop;oW~t Por (Al) ¢ é crescente e
derivavel, segue entao (B1). (B2) segue do teorema (4.10). Para provar (B3), comece observando que
pela regra da cadeia

o) = (0 (T (1)) - @ (T(Y)) - m

entdo V' (z) = —z~P~! e portanto
-1 —p—1
eoal = (2552} ek )

Entao para cada j,

-1 —p—1
S ehaln) =3 (P2 )

k>j k>j

Fazendo a mudanca y = ¥(§) que é decrescente, temos que

S b () =Y (9"’}“)) .

k>j k>j

que é decrescente por (A5), entdo provamos (B3). Portanto podemos aplicar o teorema (4.14) e

concluir que
1. Ty é Totalmente Global-Local Mixing com respeito a m.

2. Ty é Totalmente Global-Local Mixing com respeito a A\, para todo ¢ € (0,1).
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3. Ty é Global-Local Mixing com respeito a A1, G(Rg,m), L(RT, A1).
Entao pela discussao acima temos que
1. T é Totalmente Global-Local Mixing com respeito a ¥ 'm.
2. T é Totalmente Global-Local Mixing com respeito a W;lAq para g € (0,1).
3. T é Global-Local Mixing com respeito a W, A1, G(RY, Utm), L(RE, Ui),).

Para provar o teorema (4.13) vamos mostrar que d¥'m = v, (isso mostrard o item (a)). Para provar

isso, vamos mostrar a seguinte coisa :

Lema 4.20. Se vy < m entdo

\I/;lyo . dVo

oW.

dvy " dm

Demonstragao. Como vy < m entao por existe uma funcao mensuravel e positiva h tal que
v (E) = / hdm, para qualquer mensurdvel E.
E

Em particular,
b
VO([a,b])z/ h(z)da.

Fazendo a mudanga de varidvel z = ¥(y) entdo dz = ¥'(y)dy = —y P~ dy. Logo

v~ 1(a) w=1(b)
vo([a, b)) = / —h((y)y P dy = / h(¥(y)y P dy.
T—1(b) W1 (a)
Lembremos que
% — 4 P1
dm ’

e portanto

v(b)
wllath = [ hew,

Chamando ¥~!(a) = ce ¥~1(b) = d temos que

d
U u(es d]) = vo([B(c), B(d)]) = / ho Wdu,.
Por unicidade da derivada de Radon-Nikodyn o lema esta provado. O

Fazendo no lema vy = m temos que

\I/_l
* m:d—mokllzl.
dvy, dm

e logo U 7'm = v,. Faga no lema agora vy = )\, temos entdo
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U, dy, 1

dv, dm (11 U(x))e
Onde na ultima igualdade usamos (4.29). Portanto pela regra da cadeia

dv;t, U dy, 1
- (14 e(@)r 2t

p y 7 ~ p?zPi7P~1 quando = — 07.
m Up m

Portanto usando (4.10) item (a) e a regra da cadeia e tomando ¢ = 1/p nés temos

d\I’*_IAl/p _ d\I/*_l)\l/p . dﬂ Npl/prp xP pl/p
dp dm dp H,(0)  H,(0)

Usando a observagao (4.12) nés temos que Uty /p = 1 Essas observagoes mostram que o teorema

(4.13]) vem do teorema (4.14]). Isso conclui a prova do teorema principal.
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