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Resumo

Este trabalho tem como objetivo, estudar técnicas de Algebra Linear para solucionar
Equagoes Diferenciais Ordinarias Lineares no espago R™ com n > 1, através da Diagona-
lizagao e da Forma Canénica de Jordan. Além disso, é feito um estudo sobre os retratos
de fases das solucoes de EDOs nos espacos R? e R3.

Palavras - chave: Equacoes Diferenciais Ordinarias, Diagonaliza¢ao, Forma Cano-
nica de Jordan, Retrato de Fases.



Abstract

The aim of this work is to study techniques to solve Ordinary Linear Differential
Equations at spaces R™, with n > 1, through the use of Linear Algebra, particularly
through the Diagonalization and Jordan’s Canonical Form. Furthermore, we make a
study carried out on the phase portraits of ODE solutions in the spaces R? and R3.

Keywords: Ordinary Differential Equations, Diagonalization, Jordan Canonical Form,
Phase Portrait.
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1 Introducao

Neste trabalho, estudamos sobre a resolugao de Equagoes Diferenciais Ordinarias Li-
neares em R" e seus comportamentos, ou seja, seus retratos de fase em dimensdes menores
(R? e R?), onde podemos entender e visualizar a dinamica das solugoes gragas ao estudo
do comportamento de seus autovalores e autovetores. Fazemos isso usando algebra linear
como ferramenta crucial para todo o escopo deste trabalho que podem ser encontrados nos
seguintes livros, Algebra Linear do autor Elon Lages @] e Algebra Linear e suas Aplicacoes
do autor Petronio Pulino [7].

O objetivo de todo este trabalho é criar uma base sélida para modelar problemas
além destas péaginas, onde nos depararemos com EDOs nao lineares, pois para resolvé-las
localmente é necessario o conhecimento desenvolvido neste trabalho juntamente com o
Teorema de Grobman-Hartman devidamente enunciados na conclusao.

Os estudos contidos neste texto estao divididos da seguinte forma: No capitulo II serao
apresentadas algumas defini¢des e teoremas essenciais para resolucao de EDOs lineares
e todos aparato necesséario sobre autovalores, autovetores e diagonalizagao de matrizes.
Seguindo para o capitulo III sera desenvolvido como efetuar exponencial de matrizes de
alguns casos particulares, prosseguimos explicando como calcular a forma canoénica de
Jordan Real e a exponencial em blocos de matrizes. Por fim, no capitulo IV, discutiremos
os retratos de fases nos casos de EDOs em R? e R3, como todo aparato que construimos
nas segoes anteriores.

Contudo, progredimos sequencialmente proporcionando ao leitor a aprendizagem dos
topicos de Algebra linear, mesmo que nio possua familiaridade com tais conceitos. Entre-
tanto, é necessario alertar que alguns conceitos de Equagoes Diferencias Ordinérias serao
admitidos de antemao, sendo esses quando uma EDO é linear, homogenia, auténoma e
os métodos de solucao de EDOs de primeira ordem, que podem ser encontrados no li-
vro Equacgoes Diferenciais Elementares e Problemas de valores de contorno dos autores
William E. Boyce e Richard C. DiPrima [].



2 Equacoes Diferenciais Ordinarias Lineares

Neste capitulo, discutiremos as solugoes das equagoes diferenciais ordinérias lineares
homogénias de primeira ordem com coeficientes constantes, ou autonomas que sao equa-
¢oes nas quais a variavel independente nao aparece explicitamente, ou seja, da forma

dx
- f(x).

Do nosso ponto de vista, trata-se do estudo de campos lineares
flz) = Talz) = A -z = Az,

onde o operador linear f = T : R" — R"™ é dado pela acao A -z = A -z da matriz real
A(a;j)nxn sobre o vetor z, ou seja, pelo produto da matriz A com o vetor coluna n x 1
formado pelas coordenadas (canoénicas) de x € R™. Dizemos que um caminho z : R — R”
é uma solucao da equacao diferencial linear autéonoma

se x é derivavel em R e, para cada t € R,
o' (t) = Ax(t).

Equivalentemente, as fungdes coordenadas z; : R — R, i = 1,2,3,...,n, de z(t) sdo
solucoes do sistema associado a matriz A, ou seja, do sistema

$/1 (t) = 1121 (t) + &12.%’2(15) + -+ alnxn(t)

(1) = an1x1(t) + anowa(t) + -+ + appn(t)

de equacoes diferenciais lineares homogéneas a coeficientes constantes.

Observe que resolver cada EDO separadamente sera demasiadamente cansativo, por
isso utilizaremos da Algebra Linear para facilitar nossos calculos. Dito isso, o teorema a
seguir define a existéncia e a unicidade da solucao do sistema apresentado acima.

Teorema 2.1. Se A = (a;j)nxn € uma matriz real, entdo, para cada ponto z, € R", existe
uma tnica solu¢do do problema de valor inicial 2’ = Az, x(0) = .

Sabemos que podemos determinar solugoes do sistema disposto acima, entao o préoximo
passo é encontrar mecanismos para exibir as mesmas. Como foi informado de antemao
alguns conceitos de Algebra linear sao necesséarios.

2.1 Diagonalizacao

Primeiramente é importante entender o porqué de querermos diagonalizar matrizes de
operadores lineares (lembre que ¢ assim que estamos encarando os problemas de equagoes
diferenciais ordinarias).
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Exemplo 2.1. Considere a equagao diferencial linear vetorial
= ( 20 )a:
- \0 -3 ’
e resolva a mesma com valor inicial z(0) = (ky, k2).

Solugao: O sistema linear x| = 2x;, 2}, = —3x, associado a equagao vetorial acima,
determina as solugdes x;(t) = kie?, z4(t) = koe™3! pelo teorema[2.1] temos que

0= ()= (5 &) (i)
.’ﬂ N ]’C2673t N 0 e ko
¢ a tnica solugdo que satisfaz a condigao inicial z(0) = (ki, k2).

Exemplo 2.2. Seja A = ( A > resolva a equacao linear x’ = Ax.

1 A
Solucao : Neste caso, a equacao define o sistema
{ ) = Any
Th = 1 + ATo.

Deste modo, resolvendo a primeira equagao, estabelecemos que z;(t) = kje. Subs-
tituindo essa solucao na segunda equagao do sistema obtemos, agora, uma equagao dife-
rencial linear escalar que é de primeira ordem na variavel x,.

rh = ke + Ay,

Para resolver uma equagao dessas é necessario usar a técnica do fator integrante. Isso
significa que multiplicaremos a equacio toda por e, obtemos e Mz} = ky + Ae Mz e,
/

portanto, (e Mxy) = e Mz, — e May = ky; agora integramos

B_Atﬁg = J(G_Atl’g)/dt = Jkldt = kit + k’g.

At

E voltamos a multiplicar, mas dessa vez por e**, resultando

I’Q(t) = k:lte’\t + k’26>\t.

2(t) = (z1(t), 22(t)) = (kre, kite™ + koeM) = 6”( 1 ? ) < Z; )

é solugao de 2/ = Az com condigao inicial z(0) = (kq, ko)

Como podemos ver nos exemplos e[2.2] resolver a EDO associada a matriz diagonal
foi muito mais pratico do que resolver a EDO associada a matriz ndo diagonal (esta matriz
¢ um caso especial que serd explicado mais adiante). Observe que se estendermos este
sistema para dimensoes maiores, resolvé-lo ficaria cada vez mais cansativo.

Por outro lado, generalizando o exemplo temos:

Seja D = diag(A1, \g, ..., \,) uma matriz diagonal com A, Ao, ..., A, constantes reais.
Tomando coordenadas, observamos que, para cada 1 < j < n, a equagao z(t) = \;x;(t)
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do sistema linear associado & equagao diferencial vetorial 2/ = Dz determina a solugao
z;(t) = kje*ft e, portanto, a solugao geral da equacao diferencial

' = diag(A1, Mg, ..o, M)z, 2(0) = (ky, ko, ..., k)

¢ dada por
z(t) = diag(e?, e, ... M) - x(0), (1)

onde o ponto indica, como antes, o produto da matriz diagonal n x n pelo vetor coluna
z(0) de tamanho n x 1; observe que estamos escrevendo vetores coluna n x 1 como vetores
de R™. Por esse motivo nosso intuito é diagonalizar as matrizes associadas as EDOs.

Para isso é necessario definir o que sao autovalores e autovetores de uma matriz ou
operador linear e encontrar métodos de determinar esses objetos.

Definicao 2.2. Sejam V' um especo vetorial sobre o corpo Re T : V — V um operador
linear. Se existem v € V — {0}, e A € R tais que T'(v) = Av, entdo o escalar A € R é um
autovalor de T e o elemento v é um autovetor de 1" associado ao autovalor \.

Sabemos o que s@o os autovalores e autovetores de acordo com a defini¢ao [2.2] porém
precisamos saber uma forma de encontra-los.

Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre R, digamos que dim(V) =n, e
T é um operador linear sobre V. O problema de encontrar os autovalores do operador T’
serd resolvido através de calculos de determinantes. Queremos encontrar escalares A € R
de modo que a equagao T(v) = v tenha solu¢ao v € V, ndao nula. A equacao T'(v) = Av
pode ser escrita na forma: (7' — Alz)v = 0.

A equacao acima tera solu¢ado v nao nula se, somente se, Ker(T — A\l;) # 0. Assim,
se A é a representacao matricial do operador T', com relagao a qualquer base ordenada de
V', entdo a matriz A — A\I,, é a representagao matricial para o operador (7" — A\;). Desse
modo, a matriz A — A\I,, deve ser singular, isto é, det(A — \I,,) = 0.

Portanto, A € F é um autovalor do operador T se, somente se, satisfaz a equagao

det(A — M) = 0.

Daqui, segue que para encontrar os autovetores do operador T' basta obter a solucao
do sistema T'(v) = Av que pode ser reescrito como A-v = Av onde A é uma matriz n x n
e v um vetor escrito da forma n x 1.

Outra definicao que precisamos ¢ a de matrizes semelhantes que segue adiante:

Defini¢ao 2.3. Sejam A e B € M, (Espago das matrizes n x n, onde os elementos de
cada entrada na matriz pertencem R). Dizemos que B é semelhante & matriz A, se existe
uma matriz invertivel QQ € M,, de maneira que B = Q1AQ.

Observagao 2.1. Seja T' o operador linear tal que 7' = T4 : R — R" associado a uma
matriz A € M, é caracterizado por T'(e;) = Ae; e, por isso, A é a matriz do operador T’
na base canonica de R". Se {vy, v, ...,v,} é outra base de R", entao

T(vj) = 20y bijui,

onde a matriz B = (b;;) ¢ a matriz do operador T nessa base. A relacao entre as duas
matrizes A e B de T é dada pela matriz () de mudanca de base, que tem os vetores
vy, Vg, ..., U, como colunas, ou seja, Qe; = v;. A matriz ) é invertivel e
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AQej = Avy = 37" biju; = D30 biQe = QX bijes) = QT (e5) = QBe;.

Para cada 1 < j < n. Assim, temos AQ) = ()B, ou seja, segundo a defini¢ao Aé
semelhante a B.

Do ponto de vista de um operador linear 7' : R” — R", dadas duas matrizes A e B de
T, os sistemas lineares ' = Az e iy = By sao, simplesmente, a mesma equacgao diferencial
x’ = T(x), s6 que nas coordenadas de duas bases de R™. Do ponto de vista de matrizes
conjugadas A e B, os sistemas 2’ = Ax e y = By sao, na realidade, iguais a menos de
uma mudanca de coordenadas dada pela matriz de mudanca de base como veremos a
seguir.

Proposigao 2.1. Se ) conjuga as matrizes reais A, B € M,,, entao ) transforma as
solucoes de ' = By nas solucoes de 2’ = Ax. Mais precisamente, se A = QBQ ™!, entao
sao equivalentes as afirmagoes:

1. y(t) é uma solugao de y' = By;
2. Qy(t) é solugao de 2’ = Ax.

Demonstracgao: Ora, as matrizes A e B sao independes de ¢, logo () também, por-
tanto derivando z(t) = Qy(t) obtemos (pela regra da cadeia ou pela derivagao produto)

2'(t) = Qu'(t) = QBy(t) = AQy(t) = Ax(t).
Como (@ é invertivel, a demonstracao da reciproca é anéloga.

Observagao 2.2. O resultado acima pode ser interpretado da seguinte maneira: a matriz
de conjugacao @ faz o papel de mudanga de coordenadas, isto é, Q(y) = = leva a variavel
y na variavel z, transformando a agdao de B na agao de A e, por ser invertivel, y = Q7! (z)
faz o papel inverso.

Desse modo, se conseguirmos resolver o sistema linear 3y’ = By na variavel y, conse-
guimos também resolver o sistema 2’ = Ax na variavel z.

Vimos anteriormente que resolver EDOs relacionadas a matrizes diagonais é muito
mais pratico. Assim, o objetivo agora é resolver EDOs relacionadas a matrizes diago-
nalizaveis, ou seja, onde A € M, relacionada a 2’ = Az seja semelhante a uma matriz
diagonal.

Exemplo 2.3. Seja T o operador linear tal que 7 : R® — R3, onde A ¢ a matriz do
operador T

1 0 1
A= 0 -2 1
0 0 -1

Encontre os autovalores e autovetores de T
Solugao: O primeiro passo é encontrar os autovalores associados ao operador T,
através do determinante det(A — AI3) = 0. Entao:

1—A 0 1
det(A — \3) = det 0 —(2+2N 1 =0
0 0 —(1+))
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= (1=A) (24N (1+X)=0.

Logo, A\ =1, 3 = —1 e A3 = —2 sao os autovalores do operador 7.

Daqui, segue-se que os autovetores de T', sdo os vetores v € R? tais que T'(v) = A\,
onde i =1,2¢ 3.

Portanto resolvendo estes sistema, temos:

1 0 1 I T
A= 0 -2 1 . T9 =1- T
0O 0 -1 T3 T3

Deste sistema, obtemos v; = (1,0,0). Seguindo para o proximo

1 0 1 Ty T
A= 0 —2 1 . ) =—1- I
0O 0 -1 T3 T3

Deste sistema, obtemos vy = (1, -2, —2). Novamente seguindo para o proximo

1 0 1 T 1
A= 0 —2 1 : i) = -2 i)
0 0 -1 T3 €3

Deste sistema, obtemos v3 = (0,1,0). Portanto encontramos os autovalores e autove-
tores do operador T.

Com isso, temos que a matriz A associada ao operador T é semelhante & matriz
diagonal D composta pelos autovalores de T, ou seja, A = QDQ™! e @ é uma matriz
composta pelos autovetores de 1" dispostos em colunas, onde

1 0 0 1 1 0
D=0 -1 0 |eQ=|0 -2 1
0 0 -2 0 -2 0

Exemplo 2.4. Resolva ' = Az, onde A é a matriz associada ao operador 1" do exemplo
anterior.

Solugao: Do exemplo anterior, sabemos que A € M3(RR) é diagonalizavel, por ser con-
jugada por D através da mudanca de coordenadas definida pela matriz (), necessariamente
invertivel.

Sabemos da equagao ([1) que a solugao de uma EDO relacionada a uma matriz diagonal

x(t) = diag(eM?t, e, ... eM?t) - 2(0),

onde \; , i = 1,2,...,n s@o as entradas desta matriz. Se relacionarmos uma EDO a essa
matriz D, ou seja, ¥ = Dy com y(0) = (I1,ls,13) temos a seguinte solugao:

y(t) _ Diag(€1t7€(—l)t’6(—2)t) . y(O) — (llet,lge_t,l;),e_Qt).

Usando a proposic¢ao a solugao geral da equagao diferencial 2’ = Az é dada por
2(t) = Qy().

Essa solugao geral de ' = Ax pode ser entendida melhor como uma combinacao linear
de trés solugoes bésicas. Basta tomar y(0) como os vetores da base candnica e aplicar a
matriz de conjugagao ), ou seja, Q(e;), onde ¢ = 1,2 e 3 (pode ser generalizado para o
caso de uma matriz n x n), com isso, pela proposigao , as solugoes bésicas

14



1 1 0
sit)y=¢et[ 0 |, st)=et| =2 Jess(t)=e2| 1
0 -2 0

de 2’ = Az, com condigoes iniciais dadas pelos vetores coluna @ - A solugao geral z(t) =
Qy(t) é simplesmente a combinagao linear

l‘(t) = l181 + l282 + 1383.

Podemos, ainda, obter as coordenadas cartesianas da condigao inicial z(0) = Qy(0)
resolvendo a sistema linear

ky 1 1 0 l Lo+ 1o
k’Q = Qy(O) = 0 -2 1 lg = l3 — 212
ks 0 -2 0 l3 —2ly

ou, entao, calculando (I, 1y, 13) = Q' (ky, ko, k3) para obter

10 % Ky
(ll, lg, lg) = 0 0 —% k’g = (k?l + %]{?3, —%k'gn kg - k’g)
01 —1 ks
Assim, resulta
1 1 0 l1€t llet + lg@it
zt)=Qut)=[ 0 =2 1 |.| e |=[ —2Le’+e?
0 -2 0 l3€_2t —2126_t
1 t 1 —t —1 —2t —t
= kl + §k3 € — 5]636 ,]ﬂge + (kg - k’g)@ ,k3€ .

Que é a solucao explicita de @’ = Az, x(0) = (ky, ka, k3).
Generalizaremos esse exemplo para matrizes diagonalizaveis.

Proposicao 2.2. Sejam A € M,, uma matriz diagonalizavel com @), D € M, tais que @) é
invertivel e Q' AQ = D = diag(\y, ..., \,). Entao, dado 1 < i < n e escrevendo Qe; = v;,
o caminho s; : R — R" definido por

si(t) = eMtQe; = eMty;, teR

é a solugao de 2/ = Ax com valor inicial z(0) = v;. Além disso, qualquer solugao z : R —
R™ de 2’ = Ax é combinacao linear de si, ..., s,, a saber,

w(t) =200 lys;(t) = X5, LMt
define a tnica solugdo de ' = Az, x(0) = X Ljv; = Q(ly, ..., 1,).
Demonstragao: Como ja vimos anteriormente na equagao , a solucao geral de

y = Dy é dada por y(t) = (LeM, ... l,e*t) = Y leMte;, com y(0) = Y le;. Pela
proposicao 1, a solucao geral de 2’ = Az é dada por

(t) = Qy(t) = Q X leN'e; = 31;eM'Qej = VljeMtyy,
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com z(0) = > Liv; = Q(ly, ..., 1,,). Em particular, tomando y(0) = e;, a solucao basica de
y(t) = etite; de y' = Dy fornece a solugao basica s; = eifv; de 2’ = Ax.

Observe que essa proposicao diz que as solugoes si, ..., s, constituem uma base do
espaco S de todas as solugdes de 2’ = Ax. Se quisermos, podemos explicitar cada so-
lugao geral em termos de z(0) = (ki, ..., k), como no exemplo [2.4] resolvendo o sistema
(k1y .oy kn) = Q(ly, ..., 1) ou invertendo Q.

Vemos, assim, como resolver, pelo menos em teoria, a equacao diferencial linear =’ =
Ax no caso em que A é diagonalizavel. Porém gracas ao exemplo sabemos encontrar
as matrizes D diagonal e () de conjugacao, mas ainda h& uma dificuldade: reconhecer
se uma matriz dada é ou nao diagonalizavel. E é partindo deste ponto que seguiremos a
exposicao deste trabalho.

2.2 Caracteristicas de diagonalizacao

Revisando alguns pontos que ja foram vistos, temos que se A € M, (R) é uma matriz
diagonalizével com Q 'AQ = D = diag(\i, ..., \,) diagonal entao, pela proposigao
cada vetor coluna Qe; = v; de @ da origem a uma solugao basica s;(t) = eM'v; do
sistema 2’ = Ax. Por outro lado, observando que De; = A;e; para cada vetor e; da base
canodnica do R" resulta que

Av; = AQe; = QDe; = QAje; = N\jQe; = \jv;

onde \; sao autovalores e v; sao autovetores.

O que acabamos de ver significa, portanto, que cada vetor coluna da matriz ) da
conjugacao de A com uma matriz diagonal é, necessariamente, um autovetor de A que
define uma solugao do sistema 2’ = Az (o que explicamos neste paragrafo pode ser visto

nos exemplos 2.3 e 2.4] acima).

Esse fato é bem mais geral, ou seja, quaisquer autovetores de A geram solucoes de
2’ = Ax, independentemente de A ser, ou nao, diagonalizavel, como segue.

Proposicao 2.3. Seja v € R” um autovetor de A € M,,(R) com autovalor A € R. Entao
z(t) = eMv, teR,
¢ a solucdo de ' = Az, z(0) = v.
Demonstragao: Basta derivar z(t) = eMv, para obter
2'(t) = MeMv = eMAv = eMAv = Ax(t).

Definicao 2.4. Sejam V' um espago vetorial sobre R e T': V' — V um operador linear.
Fixando um autovalor A do operador 7', o subconjunto

Vi={veV /T) = v}
¢ denominado subespaco associado ao autovalor .

Observacao 2.3. Observe que, dado v € V), qualquer w = av € V vai pertencer ao espago
Vi, pois T(w) = T'(awv) = aT'(v) = alv = Aav = Aw com a € R. O que significa que V),
¢ invariante sob a acao de T' e, necessariamente, sob a agao da matriz deste operador.
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Observacao 2.4. Note que na definicao supondo que \ estd associado a apenas um
autovetor, o espago V) serd uma reta e as solugoes de EDOs com condigoes iniciais em V),
nunca saem deste espago.

Proposicao 2.4. Uma matriz A € M, é diagonalizavel se, e somente se, existe uma base
R™ constituida de autovetores de A. Mais precisamente, dadas matrizes A, Q € M, (R),
temos: as colunas de () formam uma base de autovetores de A se, somente se, ) é
invertivel e Q7' AQ é uma matriz diagonal.

Demonstragao: Provaremos primeiro a ida, se A € M, é diagonalizavel, entao A é
semelhante a uma matriz diagonal D € M,,, ou seja,

Q'AQ = D = diag(A, ..., \n)

onde \; com i = 1,2,...,n s@o autovalores de A. Daqui seguiremos a demonstracao
dividindo dois casos, temos:

i. Suponnha que A\; # \; para cada i # j. Logo, como A é uma matriz diagonalizavel,
a cada \; esta relacionado a um autovetor. Da forma,

A’Ui = )\ﬂ)i 1= 1,2, o, n.

Note que temos o conjunto 3 = {vy, v, ..., v, } constituido de autovetores e queremos
provar que o mesmo é uma base, para isso é necessario garantir que os autovetores
v; sdo L.I (linearmente independente). Com isso, considere

a1vy + ... + apv, = 0. (2)

Sabemos que v; # 0 para i = 1,2, ...,n, pois estamos trabalhando com autovetores
e por definigdo os mesmos sao diferentes do vetor nulo. Portanto, para que [2] seja
satisfeita a; = 0 para i = 1,2, ...,n. Entao, concluimos que o conjunto 3 é uma base
de autovetores em R".

ii. Suponha que existe pelo menos um \; = A\j com 7 # j e 4,5 = 1,2,...,n. Entao este
A; estaré relacionado a dois autovetores, pois por hipotese A é diagonalizavel, com
isso, teremos o conjunto 8 = {vy,vs, ..., v, } uma base de autovetores em R", para
concluir isso segue-se analogamente ao caso i.

Portanto se A € M, é diagonalizavel, existe uma base do R" constituida de autove-
tores de A.

Demonstracao da volta, se Av; = Ajv; vale para cada vetor v; de uma base de R" |
entao a matriz D do operador T' = T4 nessa base ¢ simplismente a matriz diagonal
com entradas A, Ao, ..., A\, na diagonal. Seja () a matriz de mudanga de base da
candnica para 3 = {v1,vs, ..., U, }, entdo Qe; = v;. Entao

Aer = A’Uj = )\jvj = )\erj = Q)‘jej = QDGj

vale para cada 1 < j < n e, potanto, AQ = QD e A é diagonalizavel.
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2.3 Multiplicidade algébrica e geométrica

Mais duas nogoes que precisamos estabelecer sao:

Definicao 2.5. Chamamos de multiplicidade algébrica de um autovalor A, de uma trans-
formacgao 7', como sendo a quantidade de vezes que ele aparece como raiz do polinémio
caracteristico de 7T'.

Definicao 2.6. Chamamos de multiplicidade geométrica de um autovalor )\, de uma
transformacao 7', como sendo a dimensao do subespaco V) associado ao autovalor .

Observagao 2.5. No exemplo [2.3] encontramos os autovalores e autovetores da matriz A
relacionada a um operador T : R? — R3 onde encontramos 3 autovalores e cada um deles
estava relacionado a um autovetor, ou seja, multiplicidade algébrica e geométrica igual 1.
Mas este nao é o tnico caso possivel.

Sabendo das defini¢oes acima, seguiremos com alguns exemplos:

Exemplo 2.5. Considere a matriz A € M3 dada por:

-1 1
3 -1
1 3

A=

N O N

Determine os autovalores e autovetores da matriz A.
Solugao: Inicialmente, vamos encontrar o polinémio caracteristico da matriz A

2—-X\ -1 1
p(A) = det(A — \3) = det 0 3-Xx -1
2 1 3—A

——(A=2)(A—2)(A—4).

Os autovalores da matriz A sao A\; = 2, com multiplicidade algébrica igual a 2, e
A2 = 4 com multiplicidade algébrica igual a 1.

Para determinar os autovetores associados ao autovalor \; = 2 é necessario resolver o
sistema Av = 2v. Segue-se entao

2 -1 1 x x
0 3 -1 Y =2\ v
2 1 3 z z
Assim, obtemos a solucao z = y = —x. Portanto, os autovetores associados ao auto-

valor A\; = 2 s@o do tipo v; = (2, —z, —x) com = # 0. Desse modo o autovalor \; = 2
tem multiplicidade geométrica igual a 1, ou seja, diferente da multiplicidade algébrica.
De modo anélogo, obtemos que os autovetores associados ao autovalor \s = 4 sao do tipo
v = (z,—x,x) com x # 0. Note que o autovalor Ay tem multiplicidade geométrica igual
a 1. Podemos tomar = = 1 entao v; = (1,—1,—1) e vy = (1,—1,1).

Observe que os autovetores encontrados no exemplo nao formam uma base de R3,
ou seja, a matriz A nao é diagonalizavel.

Exemplo 2.6. Considere a matriz A € M3 dada por:
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A=

W N DN
W W =
=N

Determine os autovalores e autovetores da matriz A.
Solucao: Novamente, como fizemos no exemplo anterior, vamos encontrar o polind-

mio caracteristico da matriz A:
2— A 1 1

p(A\) = det(A — \3) = det 2 3—-X 2
3 3 4-=A

=(2-NB=NE—-X)—-62-X2)—-24—-X)—-303-N) +12
=2-NB=NE =X =62—-X)+11IA=17= -2 +9)\> — 15\ + 7.

Fatorando o polinémio acima temos
pA) = A=A -1A=T7).

Logo, os autovalores da matriz A sao \; = 1 e Ay = 7. Note que \; tem multiplicidade

algébrica igual a 2 e Ay tem multiplicidade algébrica igual a 1.
A partir de agora, vamos encontrar os autovalores associados a cada autovalor que

encontramos, acima. Para isso é necesséario resolver o seguinte sistema Av; = A\;v; com

1 =1 e 2. Daqui, segue-se que

211 T x
AUl = )\11)1 = V] = 2 3 2 Y = Yy
3 3 4 z z

Resolvendo o sistema acima, temos que v; = (z,y, —z —y) = 2(1,0,—1) + (0,1, —1),
ou seja, A\ esta relacionado a dois autovetores, entao sua multiplicidade geométrica tam-

bém é igual a dois. Tomaremos x = 1 e y = 1, chamaremos de u; = (1,0,—1) e

ug = (0,1,—1).
Seguindo com a solugao

2 1 1 T T
Avg = AUy = Ty = 2 3 2 Y =71 vy
3 3 4 z z

Como resultado do sistema disposto acima, temos vy = x(1, 2, 3) tomando novamente
x = 1, obtemos v, = (1,2,3). Note que Ay possui multiplicidade geométrica igual a 1.
Portanto, pela proposicao [2.4] a matriz A é diagonalizavel. Onde
100 10 1
D = 010 e Q= o 1 2 |,
00 7 -1 -1 3
ou seja, a matriz A é semelhante a uma matriz diagonal, entao AQ = QD.
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Observacgao 2.6. Observando os dois exemplos acima, podemos perceber que uma matriz
A é diagonalizavel se a multiplicidade algébrica e geométrica de seus autovalores sao iguais.

Nosso intuito é diagonalizar matrizes para resolver EDOs relacionadas as mesmas de
maneira mais pratica, usando a proposi¢ao 2.1 Porém com tudo que vimos até entdo,
ainda nao podemos dizer (de forma rapida) se uma matriz é diagonalizavel ou ndo. Mesmo
sabendo sobre a igualdade das multiplicidades algébrica e geométrica de um autovalor,
isto nao diminui o quao trabalhoso é chegar nos mecanismos necessarios para resolver
nosso problema. O lema e o teorema a seguir sao de grande ajuda para contornar este
obstéaculo.

Lema 2.1. Autovetores associados a autovalores distintos sao linearmente independentes.

Demonstragao: Como todo autovetor é nao nulo, nenhum autovetor é linearmente
dependente e, portanto, o resultado é 6bvio para um autovetor. Para dois ou mais au-
tovetores, vamos provar o resultado por contra positiva, ou seja, vamos provar que dois
ou mais autovetores linearmente dependentes tém pelo menos dois autovalores associados
iguais.

Sejam vy, v € R™ autovetores linearmente dependentes de uma matriz A € M, (R),
autovalores associados A;, A9, respectivamente. Entao existe a € R tal que a # 0 e
Vg = av €, portanto,

)\21)2 = A’UQ = CLA’Ul = CL)\1U1 = )\1@111 = )\11]2,

ou seja, (Aa — A1)ve = 0 € R. Como vy # 0, por ser autovetor, resulta \; = \y. Assim, a
afirmagao vale para dois autovetores.

Logo, procedendo por indug¢ao, vamos supor que o lema valha para k — 1 autovetores,
com 1 < k—1 < n fixado, ou seja, que quaisquer k—1 autovetores linearmente dependentes
de A tém pelo menos dois autovalores iguais. Sejam, agora, vy, v, ..., Uy € R™ autovetores
linearmente dependentes de A com autovalores associados A1, Ag, ..., A\ respectivamente.
Se vy, V9, ..., vp_1 sao linearmente dependentes, entao existe dois autovalores iguais, por
hipotese de inducao, e acaba a prova. Podemos, portanto, supor que vy, vo, ..., V1 cons-
tituem um conjunto linearmente independente de vetores.

Como vy, vy, ..., vy formam um conjunto linearmente dependente e v, # 0 € R™, decorre
que vy, é combinagao linear nao trivial de vy, vg, ..., v_1 €, portanto, vy = Y a;v; com algum
a; # 0; aqui, e até o final da prova, os somatorios sao todos em 7 de 1 a k — 1. Assim,
por um lado, multiplicando por \g, obtemos Ayvr, = > a;\xv; e, por outro lado, aplicando
A, obtemos A\yvp = Avy = Y a;Av; = D a;\v;, de modo que, subtraindo essas duas
igualdades termo a termo e reordenando as parcelas, resulta

0= /\kvk - )\kvk = Zaz()\k — /\Z)UZ

Como estamos supondo vy, v, ..., Ux_1 linearmente independentes, decorre que a;(A, —
Ai) = 0 para cada 1 < ¢ < k — 1; como algum a; # 0 resulta que A\, = )\;, para algum
1 <4<k —1, terminando a prova também nesse caso.

Teorema 2.7. Se a matriz A € M, tem n autovalores distintos, entao A é diagonalizavel.

Demonstragao: Se A tem n autovalores distintos A, Ag, ..., A\, € R associados a
autovetores vy, vs, ..., v, € R"™ entao, pelo lema , esses autovetores vy, vg, ..., v, formam
uma base de R" e pela proposicao A é diagonalizavel.

O Teorema [2.7, nos da uma forma de saber quando a matriz é diagonalizavel, po-
rém quando nao temos autovalores distintos de uma matriz, teremos que recorrer para
multiplicidade algébrica e geométrica, ja comentada nesta secao.
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2.4 Teorema espectral para operadores lineares em espagos de
dimensao finita

H4a também uma classe de operadores onde os célculos serao simplificados e estes sao
chamados de operadores Auto-Adjuntos.

Definicao 2.8. Um operador 7' : E — E, num espago vetorial munido de produto interno,
chama-se auto-adjunto quando (Au,v) = (u, Av) para quaisquer u,v € E.

Observagao 2.7. Quando falamos de produto interno estamos nos referindo ao produto
interno usual em R", ou seja, se © = (x1, z2,...,T,) € ¥ = (Y1, Y2, ---, Yn ), €ntao o produto

n
interno entre x e y é definido por (x,y) = >} z;y;.
j=1
Todos os teoremas e o corolario a seguir sao necessarios para o demonstracao do
Teorema Espectral.

Observacgao 2.8. Uma base ortonormal é composta por vetores ortogonais dois a dois e
unitarios.

Teorema 2.9. T': E — FE ¢é auto-adjunta se, e somente se, sua matriz a = [a;;] relativa-
mente a uma (e portanto a qualquer) base ortonormal U = {uy, ..., u,} < E é uma matriz
simétrica.

Para ver a demonstracao deste resultado, conferir na pagina 157 na referencia ﬂ@]

Teorema 2.10. Seja T : E — E um operador auto-adjunto. Se o subespago F' < E é
invariante por 7', seu complemento ortogonal F* também é.

Para ver a demonstragao deste resultado, conferir na pagina 158 na referencia ﬂ@]

Teorema 2.11. Se \q,..., \,, sao autovalores dois a dois diferentes do operador auto-
adjunto T : E — FE, os autovetores correspondentes vy, ..., v, sao dois a dois ortogonais.

Demonstragao: Para i # j quaisquer:

(Ai = Xj)(vi, v5) = Aivi, v5) — Ajlvs, v5) = (Nivi, v5) — (g, \jog) = (Avg, v5) — vy, Av) =
<Al)i,1}j> — <AUZ',’U]'> = 0,

Pois T' é auto-adjunto. Como \; — A; # 0 e (A\; — X;)(v;,v;) = 0 resulta (v;,v;) = 0.

Teorema 2.12. Seja 7' : £ — FE um operador auto-adjunto num espago vetorial de
dimens@o 2, munido de produto interno. Existe uma base ortonormal {uj,us} < E
formada por autovetores de T'.

Demonstragao: Seja {v,w} < E uma base ortonormal arbitraria. Em virtude do
teorema [2.9) temos Tv = av + bw,Tw = bv + cw. Note que a matriz relacionada ao
operador 7', nesta base é

a b
= (3 2)
b ¢

com isso, os autovalores de T" ou da matriz A sao as raizes do polinémio caracteristico
p(A) = A2 —(a+c)A+ac—b% O discriminante deste trindmio é A = (a+c¢)? —4(ac—b?) =
(a —c)? +4b* = 0. Daqui segue - se
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i. Se A =0, entdo (a — ¢)* + 4b*> = 0, isso equivale a b = 0,a = c¢. Desse modo, o
polindmio caracteristico torna - se p(A) = (A —a)? e concluimos que A = aly. Logo,
todo vetor nao-nulo em E é um autovetor.

ii. Se A > 0, entdo o trindmio p(\) possui duas raizes reais distintas Aj, Ao. Isto,
como sabemos, quer dizer que os operadores A — A\;Iy e A — Ayl s@o ambos nao
invertiveis, logo existem vetores nao-nulos (que podemos supo unitarios)u, us € E
tais que (A — A\ lh)u; = 0 e (A — aly)uy = 0, ou seja, Auy = Muy e Aug = Agus.
Pelo teorema [2.11] {u1,us} = E ¢ uma base ortonormal de autovetores do operador
T.

iii. Se A < 0, entao terfamos autovalores complexos que serao estudados na préxima
secao.

Portanto, nos casos i) e ii) conseguimos uma base ortonormal formada de autovetores
do operador T'.

Corolario 2.13. Todo operador auto-adjunto T : ' — E, num espaco de dimensao finita
com produto interno, possui um autovetor.

Para ver a demonstragao deste resultado, conferir na pagina 160 na referencia |]§ﬂ

Teorema 2.14. [Teorema Espectral| Para todo operador auto-adjunto 7' : F — E,
num espaco vetorial de dimensao finita munido de produto interno, existe uma base
ortonormal {uy,...,u,} < E formada por autovetores de T.

Demonstragao: Usaremos indugao na dimensao de E. O teorema ¢é evidente se a
dimFE = 1. Supondo-o verdadeiro em dimensao n — 1, seja dimFE = n. Pelo corolario
do teorema [2.12] existe um autovetor unitéario u,, portanto um subespaco F' < E, de
dimensao 1, invariante por 7. Pelo teorema , o complemento ortogonal F* também
¢ invariante por 7. Como dimF* = n — 1, a hipotese de inducio assegura a existéncia de
uma base ortonormal {uy, ..., u,_1} = F* formada por autovetores da restricao T : F+ —
F*. Segue - se que {uy, ..., up_1,u,} © E ¢ uma base ortonormal formada por autovetores
de T

E natural se perguntar como o teorema espectral nos ajuda para resolver EDOs. De
acordo com o teorema [2.9, quando temos uma matriz A relativa a um operador 7', se o
mesmo ¢ auto-adjunto sua matriz é simétrica, ou seja, se uma EDO esta relacionada a
uma matriz simétrica o mesmo ¢ diagonalizavel, pelo Teorema Espectral . Porém,
uma matriz ser diagonalizavel nao significa que o operador relacionado a mesma é auto-
adjunto. Para ilustrar o que estamos querendo dizer, temos o seguinte exemplo [2.7]

O

Exemplo 2.7. Seja A a matriz do exemplo2.3] Suponha que T : R? — R? é um operador
onde A é sua matriz . Sabemos que esta matriz ¢ diagonalizavel pelo exemplo [2.3] prove
que T nao é auto-adjunto.

1 0 1
A= 0 -2 1
0 0 -1

Solugao : Por defini¢ao, para um operador ser auto-adjunto, basta satisfazer a se-
guinte relagao
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(u, Tv) = (Tu,v) Vu,veR3.

Logo, sem perda de generalidade, podemos tomar u = e;,v = e3 vetores da base
candnica do R3. Com isso, T(x,y,2) = (z + 2,2 — 2y, —2) entdo

((1,0,0),T(0,0,1)) = {(1,0,0), (1,1,~1)) = 1
@@Q%@&U%ﬁ@&%@&b%ﬂ,

ou seja, ((1,0,0),7(0,0,1)) % (T(1,0,0),(0,0,1)). Portanto, T' nao é auto-adjunto, mas
mesmo assim sua matriz é diagonalizavel.

Com isso, concluimos que todo operador auto-adjunto é diagonalizavel, mas nem todo
operador cuja matriz é diagonalizavel é um operador auto-adjunto.

0 1
AZ(—lo)

encontre os autovalores da matriz A.
Solucao: Ao calcular o polinémio caracteristico.

Exemplo 2.8. Dada a matriz

-2 1

p(A) = det(A — A\ls) = det ( Y

) =\ +1,
que nao possui raizes reais, de modo que A € M, nao possui autovalores nem autovetores.

2.5 Autovalores generalizados

No exemplo anterior temos que o polinémio caracteristico p(A\) ndo possui raizes reais,
ou seja, a matriz A nao possui autovetores nem autovalores.

Geometricamente é evidente que a matriz A nao possua autovetores, pois a acao
A(z,y) = (y,—z) de A no plano ¢ a de uma rotacdo de angulo reto no sentido horario,
portanto desprovido de retas invariantes.

No entanto, podemos encarar o polinémio do exemplo [2.7] como um polinémio com-
plexo e entao escrever p(A) = A2+ 1 = (A—i)(A+1). Observe que toda matriz A € M,,(R)
pode ser considerada uma matriz complexa, simplesmente pelo fato que todo ntimero real
pode ser considerado um nimero complexo; em particular, o polinémio p(A) dessa matriz,
que é sempre um polinémio real, pode ser considerado um polinémio complexo. Para esses
polinémios complexos, o Teorema Fundamental da Algebra garante fatoracdo completa,
portanto sempre podemos escrever

p(A) = det(A = A,) = (2 = 711)(2 —72) (2 = ),

com raizes complexas 71, 7vs, ..., ¥, que, distintas ou nao, sao possivelmente reais. Para
polindmios de grau 2, isso ¢é evidente, pois sempre temos duas raizes que, distintas ou nao,
sao reais ou complexas conjugadas.

Defini¢ao 2.15. Dados uma matriz A € M,,(R) e um nimero complexo v = a + ib, com
b # 0, dizemos que v é um autovalor complexo de A se 7y é raiz do polinémio caracteristico
p(A) de A.
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Lembre que se v = a + b é um nimero complexo, com a,b € R, entao a e b sao
denominados a parte real e imaginaria de 7, respectivamente.

Definigao 2.16. Dizemos que as raizes do polinomio caracteristico p(\) de A s@ao os
autovalores generalizados de A: se reais, entao sao autovalores associados a autovetores
de A e se sdo complexas com parte imaginaria nao-nula, sdo autovalores complexos de A,
que nao estao associados a autovetores de A. No entanto, podemos estender a acao de A
de R™ a C™ e obter autovetores complexos associados aos autovalores complexos.

Exemplo 2.9. Voltando ao exemplo|2.8|e encontrando os autovalores e autovetores ambos
complexos. Temos:

0 1
-1 0
autovalores complexos sao ¢ e —i. Seguiremos como fazemos no caso de autovetores reais
para encontrar os autovetores complexos. Logo,

= (4 () -4(2)

Resolvendo o sistema,

Sabemos que o polinémio caracteristico de A = < ) & p(\) = A2 + 1, onde seus

Y =1r e —x = 1y.

Ou seja, sao a mesma equagao. Assim, v; = z(1,4) onde v; € C?, repetindo o processo
para o autovalor —i, obtemos vy = x(1, —i) onde vy € C2. Observe que vy = v, onde a
barra denota a conjugacao de niimeros complexos, ou seja

a+ib=a—1b

se a,b e R; o conjugado de um vetor em C" é o vetor dos conjugados. Note também que
seguindo estendendo a agao de A, temos que a mesma é semelhante & matriz complexa
diagonal diag(i, —1), ou da forma
0
a~ (5 %)
0 — /)’

sO que a matriz de semelhanca é, também, complexa: as colunas dessa matriz () sao dadas

. 1 1 - .
por v, Vs, ou seja, ) = ( i) Desse modo, A nao é diagonalizavel segundo nossa
defini¢ao, como alids, nem poderia ser, ja que nao possui autovalores. Por outro lado, o
teorema 2.7 continua valendo em C™: n autovalores (complexos) distintos garantem uma

base de autovetores (complexos) e diagonalizagao (complexa).

Definigao 2.17. Dados uma matriz A € M,(R) e um autovalor complexo v de A, dizemos
que um vetor nao-nulo, w € C", é um autovetor complexo de A associado ao autovalor
v se Aw = yw € C".

Note que dada uma matriz B € M, (R), essa matriz é invertivel como uma matriz
complexa se, e somente se, detB # 0. Assim, temos que v € C é um autovalor complexo
de A € M, (R) se, e somente se, det(yl, — A) = 0, se e somente se, existe um autove-
tor complexo de A associado ao autovalor complexo v. Pelo Teorema Fundamental da
Algebra decorre, portanto, que qualquer matriz A € M, (R) sempre possui autovalores
(generalizados) e autovetores (possivelmente complexos).
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Proposigao 2.5. Dados uma matriz A € M,,(R), um ntimero complexo com parte ima-
ginaria nao-nula 7 e um vetor nao-nulo w € C", temos:

1. v é um autovalor complexo de A se, e somente se, 7 € um autovalor complexo de A;

2. w é um autovetor complexo de A com autovalor 7 se, e somente se, w é um autovetor
complexo de A com autovalor 7;

3. Se w é um autovetor complexo de A com autovalor v, entdo {w,w} ¢é linearmente
independente em C".

Demonstragao: Como A é uma matriz real, o polindmio caracteristico de p(z) de A
tem coeficientes reais e, deste modo, p(z) = p(Z); se 7 é um autovalor complexo de A,
resulta

p() =p(y)=0=0

e assim, 5 também é um autovalor complexo de A. Se w € C" é um autovetor de A com
autovalor v, entao

Aw =Aw =7-w =7 -,

ja que A é uma matriz real e, portanto, w é um autovetor complexo de A com autovalor
7. Além disso, como v # 7 o lema garante que {w,w} é linearmente independente em
C.

Assim, os autovalores complexos de uma matriz A € M, (R) sempre aparecem aos
pares conjugados e os correspondentes autovetores complexos sao sempre conjugados e
linearmente independentes; observe que isso vale porque as matrizes de M, (R) s@o sempre
reais.

Note que se w € C" é um autovetor complexo da matriz A € M,,(R), entdao zw € C"
também é autovetor complexo de A, para qualquer z € C. Assim, a cada autovetor real
de A corresponde a uma reta (real) em R" invariante por A e a cada autovalor complexo
corresponde uma "reta complexa'"em C” invariante por A; essa "reta complexa'"define um
plano em R™ que é invariante por A.

Para ver isso, passamos a identificar C* = R™ + ¢R” ou, o que vem a ser o mesmo,
separamos cada coordenada complexa de um vetor em suas partes real e imaginaria e,
assim, dado w € C", podemos escrever w = u + v, com u,v € R". Em particular, como
u, v sao vetores reais, se torna imediato ver que sempre

wW=u+1v=u—10.

No caso n = 1, isso significa simplesmente tomar as partes real e imaginaria do escalar
complexo. Ja em C2, por exemplo os vetores complexos conjugados do exemplo a
saber, wy = (1,7) e wy = Wy = (1,—1) € C* = R? + iR?, podem ser decompostos em

wy; = (1,0) +4(0,1) e wy=(1,0)—14(0,1).
Observe também que w; + wy = 2(1,0) e wy — wy = 2i(0,1). Isso é geral, ndo sendo
dificil verificar que, dado w € C",

1 _ 1 _
u=§(w+w) e v=—(w—w) (3)

sao os unicos vetores em R™ tais que w = u + iv.
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Proposigao 2.6. Sejam A € M,(R) e w € C" um autovetor complexo de A associado ao
autovalor a + ib € C, com b # 0. Escrevendo w = u + v, com u,v € R" dados por [3],
temos que {u,v} é linearmente independente em R™ e

{Auzau—bv
Av = bu + av

Demonstragao : Suponha que w seja um autovetor complexo de A e sejam u, v € R"
tais que w = u + v, como em (3)). Vamos supor que {u,v} seja linearmente dependente
em R™, isto é, que exista o € R tal que v = au. Entado w — w = 2iv = 2iau = io(w + W)
e, portanto, (1 —ia)w = (1 + ia)w. Daqui segue-se que essa igualdade nunca sera zero,
pois w e W sao autovetores de A e 1 —iav # 0 # 1 +ia, V a € R, isso significa que {w,w}
é linearmente dependente em C", contrariando o estabelecido no lema [2.1] pois w e w
sao autovetores de A associados a autovalores distintos. Segue que {u,v} é linearmente
independente em R™.

Seja v = a+1b, com b # 0, o autovalor associado a w. Pela unicidade da decomposicao
, a segunda afirmacao da proposicao decorre da igualdade

Au+ 1Av = A(u +iv) = aw = yw = (a + ib)(u + w) = (au — bv) + i(bu + av),
Ja que , por A € M,,(R), temos que Au, Av e R".

Exemplo 2.10. Dada

1 0 =2
A= -5 6 11
5 =5 —10

encontre a matriz J tal que A é semelhante a mesma.
Solugao : Comegaremos calculando os autovalores de A. Entao

PA) =N +3 2+ A =5=A—DA2+4 +5) = A= DA +2—)(A+2+1)

Temos apenas 1 autovalor real, porém olhando os autovalores generalizados temos
3quesao A\ = 1,y = =2+ 17 e A3 = —2 — 1. Daqui segue-se que o proximo passo
¢ encontrar os autovetores associados aos autovalores dispostos acima. Resolvendo o
sistema Aw; = \;w; com ¢ = 1,2, 3. Logo

1 0 =2 1 1
Aw1 = W = -5 6 11 ) = i) = W = Il(l, 1,0)
5 -5 =10 T3 xT3

tomando x; = 1 temos que w; = (1,1,0).
Agora para encontrar o autovetor complexo resolveremos o sistema com o autovalor
complexo. Entao

1 0 =2 21 Z1
Awy = (=2 +dwy = | =5 6 11 zo | =(-2+1i)| 2
5 —5 —10 23 23

Dai segue que
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2y = (—3-5i)z1
= (3—22')21
Tomando z; = 2, obtemos z3 = 3 — i, entao zo = —3 + i, de modo que wy = (2, -3 +

i,3 —1i) € C3 é um autovetor complexo de A de autovalor complexo —2 + i e usando a
proposigao 2.6] temos

2 —4 2 0
Au= A -3 = 5 =2 -3 - 1 = —2u—v
3 -5 3 -1
e
0 2 2 0
Av=A 1 = -5 = -3 | -2 1 =u — 20,
-1 5 3 -1

onde decompomos wy = (2, -3+ 1,3 —i) = (2,—-3,3) +i(0,1,—1) = u + iv.
Das contas que acabamos de fazer, decorre que

1 2 0 1 0 0
Q=1 -3 1 e J=[0 —2 1
0 3 -1 0 -1 -2

sao tais que @ é invertivel &€ AQ = @).J, ou seja, A é semelhante a J.

Observe que J nao ¢é diagonal e nem poderia por toda a teoria que vimos até aqui,
veremos mais sobre a mesma no decorrer deste trabalho. Note também que, para obter
(2, nao utilizamos o autovalor complexo associado ao autovalor complexo —2 — i, pois,
pela proposicao [2.6] basta um autovetor de um dos dois autovalores conjugados. Isso
porque, como vimos, o conjugado do autovetor ¢ um autovetor do autovalor conjugado:
w3 = Wz = (2,—3 — 1,3 + i) é um autovetor associado a —2 — 7.

Para resolver o caso geral de sistemas de equacoes diferenciais ordinarias ' = Az, com
A € M,,(R) uma matriz qualquer, necessitamos da decomposigao de uma matriz em forma
canonica de dada pelo Teorema da Decomposicao de Jordan. Em seguida apresentaremos
uma demonstragao desse teorema no caso de matrizes 2 x 2.

Observagao 2.9. Sejam A e B duas matrizes quadradas, A ~ B significa que as matrizes
sao semelhantes.

Teorema 2.18. [Forma Canoénica de Jordan 2 x 2] Dependendo de duas raizes A\, e
Ao do polinémio caracteristico p4(A) de uma matriz 2 x 2 real A € My, ocorre exatamente
um dos seguintes casos de classes de equivaléncia de semelhanca de matrizes:

A1
0 A

conjugacao linear dadas por quaisquer autovetores associados aos A\; e Ag;

1. Se A, Ao sao reais e \; # Ao, entao A ~ < ), sendo as colunas da matriz de

2. Se A\g= A =Xy éreal e

(a) dimNuc(Agly — A) =2, entdo A = ( )(\)0 )(\J > = Aola;
0
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Ao

0 X
conjugagao linear dadas por qualquer vetor u fora do autoespago Nuc(Aglo— A)
e o autovetor v = Au + Agu de A associado ao autovalor Ag;

(b) dimNuc(Aoglo — A) = 1 entao A ~ (

), sendo as colunas da matriz de

3. Se A\ =a+ibe Ay = a—1ib,coma,be Reb # 0, sao nameros complexos conjugados,

. b . : R
entao A ~ ( _ab a ), sendo as colunas da matriz de conjugacao linear dadas pelas
partes real e imaginéria de qualquer autovetor complexo de A associado ao autovalor
Af.

Demonstragao: O caso (1) de autovalores reais e distintos, foi demonstrado no
teorema [2.7) e na proposigao [2.4] acima, até mesmo em R".

Para provar o caso (2), supomos que as raizes do polinémio caracteristico sejam iguais
a Ao, de modo que pa(\) = (A—Xg)?. Se dimNuc(Mglo— A) = 2, entao \g esta associado a
dois autovetores, ou seja, w = au + bv, logo A\gl; — A = 0 € My(R) e, portanto, A = g/,
provando esse caso. Se dimNuc(Agla — A) = 1, entdo também a dimIm(Ngly — A) = 1
pelo teorema do ntcleo e da imagem. Mas pelo teorema de Cayley, (Teorema de Cayley :
Uma matriz A € M,,(R) anula seu polinomio caracteristico, ou seja, p4(A) = 0 € M,(R)).
Logo em R?

()\0]2 — A)()\OIQ — A) = (/\0]2 — A)2 = p(A) =0¢€e MQ(R)
Assim o operador (\gIy — A)? & o operador nulo, tal que

()\0[2 - A>2 : RQ — RQ
u— 0, YueR2

logo Nuc((Aols — A)?) = Im(N\gly — A)? = 2, daqui segue que (A\gly — A)[(Nolo — A)u] =
0 € R? para cada u € R%. Seja r = (A\gly — A)u onde r € Im(\glo — A) ,ou seja,
Vr e Im(Xlo—A) = (Aola— A)r = 0, com isso 7 € Nuc(Aglo — A), entdo Im(Agla — A) <

Nuc(AgIy — A). Como esses dois espagos tem a mesma dimencao, decorre que
Im()\olg - A) = NUC(/\OIQ - A)

Tomemos um vetor u € R? — Nuc(Agl, — A) qualquer. Entao u # 0 e (A\gly — A)u # 0.
Definindo v = —(Aglz — A)u, decorre que Au = A\gu + v e, pelo o que acabamos de ver,
0 # v e Im(Nla — A) = Nuc(Agly — A). Assim v ¢ um autovetor de A associado ao
autovalor Ao, {u,v} ¢ uma base de R? e a matriz Q € My(R) de colunas Qe; = u, Qes = v
Ao O
I X

{ AQe; = Au = Mu + v = NQeg + Qex = Q(Noey + e2) = QJey
AQ62 = Av = Av = AoQes = QAoes = QJes,

De modo que AQ = QJ, ou seja, A ~ J, provando o caso (2)(b).

Para provar o caso (3), supomos que as raizes do polindémio caracteristico de A s@o
complexas conjugadas v, = a+ib = ye Ay = a—ib = 7, com a, breaise b # 0. Seja w € C?
um autovetor complexo de A com autovalor complexo v e seja w = u + v a decomposi¢ao
de w dada em [3],com u,v € R". Pela proposi¢ao {u,v} é linearmente independente
em R?, portanto, a matriz real Q € My(R) de colunas Qe; = u, Qes = v é invertivel e

a

Au = au — bv, Av = bu + av. Escrevendo J = b Z ), temos Je; = ae; — bey e

¢é invertivel. Escrevendo J = ( >, temos Je; = \gep +e5 e Jeg = Ages e, portanto,

Jes = bey + aesy e, portanto,
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{ AQer = Au = au — bv = aQe; — bQey = Q(ae; — beg) = QJe;
AQey = Av = bu + av = bQe; + aQey = Q(bey + aey) = QJes,

De modo que AQ = QJ, ou seja, A ~ J.

Passamos, agora, a resolucao da equacao =’ = Ax. No caso de autovalores complexos,
precisamos do seguinte corolario da proposi¢ao [2.6] que é a versao complexa da proposi¢ao
, em que usamos a definicao da exponencial complexa e?t® = e%eib = e%(cos b+1isinb),
conhecida como a férmula de Euler.

Corolario 2.19. Seja w € C? um autovetor complexo de A € M, (R) com autovalor
complexo associado A = a + b, com b # 0. Seja w = u + 1w a decomposicao de w dada
em (1.0), com u,v € R". Entao

{ x(t) = e™[(cos bt)u — (sin bt)v]
= e™[(sin bt)u + (cos bt)v]

definem as tnicas solugoes de z' = Az, com z(0) = u e y(0) = v, respectivamente.

Demonstragao: Como w € C" é um autovetor complexo de A € M, (R) com autovalor
complexo associado ), temos Aw = \w; escrevendo z(t) = eMw, obtemos

Z(t) = deMw = eMAw = AeMw = Az(t)

de modo que z(t) é uma solu¢ao complexa de 2’ = Ax. (Esse é o anédlogo complexo da
afirmagao real) Escrevendo w = u + v, com u,v € R", e A\ = a + ib, com b # 0, a formula
de Euler garante que

2(t) = ela*®iyy = e (cos bt + isin bt)(u + iv) =
e™[(cos bt)u — (sin bt)v] + ie™[(sin bt)u + (cos bt)v],

de modo que, escrevendo z(t) = x(t) + iy(t), resulta
x(t) = e™[(cos bt)u — (sinbt)v], y(t) = e™[(sinbt)u + (cos bt)v].

Essas partes real e imaginaria da solugdo complexa z(t) de &' = Az sdo, de fato,
solugoes de ' = Ax. Para ver isso, basta lembrar que Au = au —bv e Av = bu + av, pela
proposicao (2.6)), e desenvolver:

2/ (t) = ae™|[(cos bt)u — (sinbt)v] — e®[(bsin bt)u + (bcosbt)v] =
e cos bt (au — bv) — e sin bt (bu + av) = A(e™(cos bt)u — e™(sinbt)v) = Az (t).

Analogamente, constatamos que /(t) = Ay(t).

Exemplo 2.11. No exemplo calculamos que w = (2,-3 +4,3 — 1) = (2,-3,3) +
i(0,1,—1) = u + iv é um autovetor complexo de

1 0 =2
A= -5 6 11
5 =5 —10

associado ao autovalor complexo —2 + i. Pelo resultado acima,
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z(t) =e?cost| —3 | —e?*sint 1
3 —1
e
2 0
y(t) =eXsint | -3 | +eHcost| 1
3 —1

definem as (tnicas) solugoes (reais) de 2’ = Az com condigoes iniciais z(0) = u =
(2a _37 3) € y(O) - (07 17 _1)

Exemplo 2.12. Resolva 2’ = Ax relacionada a matriz

a b
A= ( ~b a ) '
Solugao: Observe que a matriz A é exatamente a forma (3) do Teorema da Decompo-

sicao de Jordan e tem autovalores complexos a + b com autovetores complexos associados
dados, respectivamente, por W = (1,4),w = (1, —i) € C2. Pelo resultado acima,

1 0
_ pat _ pat 3
z(t) =e cosbt( 0 > e smbt( 1 >

y(t) = eatsinbt( (1) ) —i—eatcosbt( (1) )

sao as solugdes de ' = Az, com z(0) = (1,0) e y(0) = (0,1). Daqui segue-se kyz(t) +
Eay(t), ou seja,

e™ (k1 cos bt + ko sin bt, —ky sin bt + ko cos bt)
_ e“t< cosbt sinbt ) ( k1 )
N —sinbt cosbt ko
é a tunica solugdo de ' = Az, x(0) = (k1, k). Observe que essa solugdo é periddica de
periodo 27, se a = 0 e z(0) # (0,0).

Generalizando o exemplo acima, se A € My(R) tem dois autovalores complexos con-
jugados, digamos a + b, b # 0, entao, pela forma candnica de Jordan, existe uma matriz
real @) € My(R) tal que

w4, 1)

Decorre da proposi¢ao que a solucao de 2’ = Ax é dada por

o cosbt  sinbt > < k1 )
z(t) =e Q( —sinbt cosbt ky )7
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com x(0) = Q(k1, k). Se quisermos ser mais explicitos, podemos tomar @ = (u,v) €
(Ry)? = M,(R), onde u,v € R? sdo as partes real e imaginaria do autovetor complexo
w = u + iv, dado por Aw = (a + ib)w. Em particular, obtemos as solugoes explicitas

x(t) = e™[(cos bt)u — (sin bt)v],
y(t) = e™[(sin bt)u + (cos bt)v]

de ' = Az, com z(0) = u,y(0) = v, ja fornecidas, até em R", no corolario [2.19|

3 Forma Canonica de Jordan

Anteriormente, vimos a forma candnica de Jordan no caso (2 x 2), o objetivo nesta
se¢ao é vé-la na sua forma geral e aprender a utiliza-l4 para resolver EDOs como esta-
vamos fazendo no capitulo anterior, mas agora contando com essa ferramenta a mais,
caso a matriz associada a EDO na qual queremos resolver, nao seja diagonalizavel, como
aprendemos anteriormente.

3.1 Exponencial de matrizes

Passamos agora ao conceito central da teoria de equacoes lineares, o de exponencial de
uma matriz. A ideia inicial ¢ de estender a expressao da solucao z(t) = e*xy da equagao
escalar 2/ = axr a uma expressao da solu¢ao z(t) = ez da equagao vetorial 2’ = Az.
Usando a expressao em série de Taylor

0
)
7=0

da exponencial escalar, observamos que, para estender essa definicao diretamente a expo-
nencial de uma matriz, precisamos de séries convergentes de matrizes; para convergéncia
de séries de matrizes, precisamos de normas no espaco de matrizes e, para definir normas
no espago de matrizes, procedemos como em espagcos vetoriais normados abstratos.

O espago das matrizes n x n com entradas reais, ou seja, M, (R) é um espaco vetorial
real. O elemento neutro (para a operacao de soma) em M, (R) é a matriz nula 0 com todas
as entradas nulas. Além das operagoes de soma de matrizes e multiplicagao por escalar
real, temos também a multiplicacao de matrizes. O elemento neutro para a operacgao de
produtos em M, (R) é a matriz identidade I = diag(1,1,...,1), ou seja, a matriz diagonal
com todas as entradas na diagonal iguais a 1. Uma matriz B é a matriz inversa de A se
valer BA = I = AB; denotamos a inversa de A por A~!

Os espacos euclidianos nao sao, em geral, algebras vetoriais, mas a presenca de um
produto no espago de matrizes M, (R), que é linearmente isomorfo a ]R”Q, faz desse parti-
cular espago vetorial uma algebra vetorial (ndo comutativa, ja que o produto de matrizes
nao é comutativo).

| —

J
a’.
!

<

Observagao 3.1. Vamos exemplificar a parte do isomorfismo citado no paragrafo ante-
rior. Com isso, segue-se:

Sejam 7 ¢ Ma(R) — B, onde 4 € Ma(®), e A = (¢ 1) tal que 7(4) -
((a,b), (c,d)) = (a,b,c,d) € R*. Observe que T(A) = (0,0,0,0) = A = ( 8 8 )
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Logo, o espaco de matrizes 2 x 2 com entradas reais é isomorfo a R*. Note que podemos
estender este conceito para T : M, ,,(R) — R™™ entdo o espa¢o de matrizes n x m é
isomorfo ao espaco R™™. Portanto, M, (R) é isomorfo a R™

Como em todo espago vetorial, temos muitas normas a nossa disposicao no espaco
M., (R) mas, para nossos propositos, a norma mais conveniente ¢ a norma de operador
definida por

1Al = sup [Az| = sup [Az] (4)
|z]<1 |z|=1
para A € M,,(R) Aqui, |- | ¢ a norma euclidiana de R™.

Observagao 3.2. Geometricamente falando, se imaginarmos esta norma em R? estamos
calculando a norma euclidiana |Ax| de vetores z € R? tal que |z| < 1, ou seja dos vetores
que compdem uma circunferéncia e sup |Az| significa a menor circunferéncia que contenha
estes vetores. Se generalizarmos esta ideia estaremos falando de bolas nos espagos que
estamos trabalhando que é o caso de R".

A definigao de norma (4]) nos leva a validade de uma propriedade fundamental para
nossos estudos:

1AB[| < [[A[l ]|Bl], (5)
onde A, B € M, (R). Escrevendo
AV =1, A=A e A™H = AmAl
para as poténcias A™ de A € M, (R), por indugao resulta
[|A™]| < ||]A]|™, para cada m € N.

A propriedade () da norma de operador em M, (R) faz de M, (R) uma algebra vetorial
normada. Exemplos triviais de &lgebras normadas (nas quais vale a igualdade em (f])) sao
os corpos R e C dos nimeros reais e complexos, munidos, respectivamente, dos valores

absolutos |r| = Va2 e |z| = |a + ib| = Va? + b2

Agora podemos definir a matriz exponencial de uma matriz A € M, (R) por
o0

1

k)

1 1 1. :
A _ 2 3 _
e _I+A+—2!A +—3!A +...+J7AJ+..._ Al (6)

Também escrevemos exp(A) = exp A = e,
A primeira pergunta que nos surge ¢ saber se a série que define a exponencial converge
ou nao no espago normado M, (R), isto é, desejamos saber se esse conceito estd bem

definido. No caso n = 1, temos e® = (e%) e a série de Taylor exponencial escalar
converge. No caso geral, tomando a norma || - || de operador M, (R), obtemos:
0 1. © 1 ‘ © 1 '
Sl 47 = 3 1470 < X 4]l = &M )
j=0 Jj=0 Jj=0

onde usamos, de maneira essencial, a propriedade [f| Note que ||A|| é um ntmero real,

~ ~ s: a0 ] 2
entao pelo teste da comparacdo a série > ||%AJ|| é absolutamente convergente e em
. 0 |2 : : 4
particular ) =0 %AJ é convergente. Isso mostra que a exponencial de uma matriz esta

bem definida.
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Exemplo 3.1. Calcule a exponencial de uma matriz diagonal, ou seja,

A0 00
0 X .. 0
D = L :
0 0 ... A\

Solugao: Partindo da definicao de exponencial de matrizes apresentada em @, temos
que

A _ 1 A2 1 43 1 Aj _ NP 1 4j
et =T+ A+ A+ A+ .+ A+ =2 A

Note que D’ = dz'ag()\{, Aé, ..., A)), aplicando isso a defini¢ao, entao

10 ... 0 A 0 .. 0 oo .. 0
D 01 .. 0 0 X ... 0 1 0 X .. 0
eP=1 . 1+ . + 0 +
. . T : . . . . 2' . . T .
00 .. 1 0o 0 ... A\ 0 0 ... A
L4+ A+ A2+ 0 0
0 L+ + A3+ .. . 0
0 0 e T+ A+ A2+
YoM 0 0
_ 0 Z;io %AJQ 0
0 0 Z;O:O %)\%
0 1 . 0 1 . 0 1 .
= diag <Z ﬁ)\Jh 2 ﬁ)\%, s Z FML) = diag(eM, e, ..., M)
=0 =0 j=0
Isso ¢ valido para todo j € N e com isso, em particular, temos e = I e e/ =

diag(e,e,e,...,e) = el. Portanto, quando calculamos a exponencial de uma matriz di-
agonal, isso nada mais ¢, do que a exponencial das entradas da diagonal desta matriz.

Com isso, a solu¢do de #’ = Az quando A é matriz diagonal, tornam-se z(t) =
et xg, 2(0) = x9

Exemplo 3.2. Calcule a exponencial da matriz ( 2 8 >

Solugao: Observe que
<0 0)2_<0 0>(0 0)_(0 0)
c 0/ \co c 0/ \N0 0/
00y . -
Logo N = 0 € My(R), para cada j > 2, de modo que, usando a defini¢do

novamente
ox (0 0>_(1 O)+<0 0>+1(0 0>+ _<1 O)
Pleo/) Vo co0/)T2\00/) T \e)
conseguimos calcular a exp ( 2 0 >, como esté ilustrado acima.
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Mais geralmente, podemos calcular a exponencial de qualquer matriz desse tipo "sub
conjugada', por exemplo,

o

]
]
]
(aw]

000 .. cO

j4 que essas matrizes sdo nilpotentes, ou seja, vale G.(I)! = 0. Por exemplo, observe que

00 00 0 0 0 O
[ ¢c000 , [ 00 00
Gc<4)_ 0 c 00 ) Gc(4> - 0 C2 0 0
00 ¢ O 00 & 0
0O 00O 0 00O
0O 00O 0 00O

3 _ 4 _
Ge(4)” = 0 00O ’ Ge(4) 00 0O
¢ 000 0 00O

Assim, podemos calcular imediatamente , pela definicao,

e =T+ Go(4) + 2G.(4)? + £G4 + £ G(4)* + ...

4!
=1+ Gc(4) + £Ge(4)* + LG(4)® + ...

—~

1 0 0 0
c 1 00
:Gc(4): 02_2' c 10
63 c2
31 9 c 1
Em geral, obtemos
10 0 00
¢ 1 0 0 0
S e 1 0 0
cGh= g g - 0 0 | €Ma(R),
Cl;l 01;2 01;3 :
(@-nr (=2 @@-3) c 1

como nao é dificil verificar.

Exemplo 3.3. Obtenha a exponencial da matriz ( _Ob 8 )

Solugao: Primeiramente vamos observar como a matriz se comporta, calculando al-
gumas de suas poténcias,
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donde podemos deduzir (por indugao) que

(o0 —cn (W0,

para poténcias pares e

2j+1 ' 2j+1
’ ’ = (_1)] 8 1 b )
—-b 0 —b&t 0

para poténcias impares.
Daqui segue-se por definicao que

(0 b)_(l 0>+< 0 b)+l<—b2 0 >+l(0 —63)_1_‘”
“P\ b 0o) o1 b0/ a0 )T\ o
:< 1—%1b2+%1b4+... b—glfb3+5ifb5+...).
—b+ 50— b+ . 157+ 0+
Lembrando das séries de Taylor

L. Ly (Y S (_1)j 2j.

B 1, 1. 1. _+OC (1) 91

que resulta

(0 b)_( cosb sinb)
“P\ _p 0) =\ —sinb cosb /)

O seguinte resultado ¢ de fundamental importancia para o nosso estudo, afirmando
que, para calcular a exponencial de uma matriz qualquer, basta calcular a exponencial de
alguma matriz conjugada e depois conjugar.

Teorema 3.1. Se A, B,Q € M, (R) sdo tais que AQ = QB, entdo e*Q = Qe’. Em
particular, se as matrizes A e B de ML, (R) s@o conjugadas, entdo também as matrizes e*
e eP sao conjugadas e, além disso, podemos usar a mesma matriz de conjugacao; ou seja,
se Q € M,(R) ¢ invertivel e A = QBQ™!, entao
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et = QBT = QeBQL.

Demonstragao: Como AQ = QB segue A?Q = AAQ = AQB = QBB = AB? e,
por inducao, A7Q = QB’, para J € N. Assim

eAQ = (limiooe 3y TAT) Q = limi_cy Y L AIQ = limy_e 3y LQB
= Q (limin Yy 1B7) Q = QeP,
Provando o teorema.

Pelo o teorema anterior reanalisando o exemplo [2.3], temos que

1 0 1 1 1 0 1 0 0
A= 0 —2 1 Q=0 -2 1 e D=0 -1 0
0 0 -1 0 -2 0 0 0 -2

satisfazem A = QDQ ™. Pelo exemplo , sabemos calcular a exponencial de D e, portanto,

et 0 0
eA=Q| 0 e 0 QL.
0 0 e?

O Teorema [3.1] afirma que ¢ suficiente saber calcular a exponencial de uma matriz de
cada classe de conjugagao. Por exemplo, poderiamos calcular a exponencial da matriz real

b . . . .
< _ab a ) € My(R) lembrando que, essa matriz é linearmente conjugada como matriz

complexa & matriz complexa diag(a + ib, a — ib); no exemplo j& vimos que a exponen-
cial de uma matriz diagonal ¢ a matriz diagonal com as exponenciais dos elementos da
diagonal, portanto resta usar a formula de Euler e a decomposicao [f]

, C e a b - . ) R
Entretanto, é mais facil ver ( b a ), nao como matriz linearmente conjugada a

L L a 0
matriz diagonal complexa, mas como a soma da matriz diagonal real ( 0 a ) com a

b
—-b 0
exponencial: e4*? = e4eB Ocorre que isso é uma propriedade que s6 vale para todas as
matrizes de M5(R), o tnico espago de matrizes que é comutativo; para matrizes maiores,
a validade dessa relacao s6 é garantida para matrizes arbitrarias A e B que comutem, € a
prova disso nao é de todo imediata.

A maneira que escolhemos para provar et8 = e4eB (Corolario 3.3, adiante) passa
pela propriedade fundamental das exponenciais, qual seja, a de fornecer as solugoes da
equacao diferencial 2’ = Az, como segue.

Fixando a matriz A € M, (R) e dado ¢t € R, temos

) do exemplo e, entao, usar a propriedade caracteristica da

matriz real (

e =37, %tjAj € M,,(R).
A fim de motivar a proxima proposicao, faremos um exemplo ilustrativo da mesma.

Exemplo 3.4. Pelo exemplo [3.3] fixando b € R, temos
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0 b
et —b 0 :( cos bt sinbt)

—sinbt cosbt

portanto podemos derivar cada componente para obter

0 b
i;( b ())(bsinbt b cos bt ):< 0 b)( cos bt sinbt)

dt —bcosbt —bsinbt -b 0 —sinbt cosbt

t(o b> [ 0 b
d "\ —b 0 _(0 b) —b 0
3%6 = bO e 5

0
b 0

coluna da matriz exponencial é uma solucao da equacao diferencial 2’ = Ax.

tA

ou seja, para essa matriz A = ( ) temos que 7 d = Ae**. Em particular, cada

tA

Proposicao 3.1. Dados uma matriz A € M,, e o € R", os caminhos t — e em M,, e

t — ety em R" sdo derivaveis e

detd = Ae'h e M,(R), ey = Aetzg € R,

Fixando uma matriz A € M,, e também um vetor zy € R", o caminho derivavel
t— ez, e R”

desempenha um papel proeminente, como vemos no principal resultado desta secao, a
seguir, que ¢ um corolario imediato da proposicao acima que substitui e amplia o Teorema
enunciado na primeira segao.

Teorema 3.2. Se A € M,,(R) e 29 € R", entdo o caminho

x(t) = ez, teR,
define a tnica solugao de 2’ = Ax com condigao inicial z(0) = .
Corolario 3.3. Dados matrizes A e B em M, (R), temos:

(1) se AB = BA entdo eef = A8 = eBef; e

A A)—l —A'

(2) a matriz e sempre ¢ invertivel, com (e =e

Demonstragao: Se A, B sao tais que BA = AB, entao B(tA) = (tA)B e, pelo
teorema (3.1}, decorre Be!t = ¢ B. Fixemos o € R™. Definindo z(t) = e'“e'?

ePxy, a regra
da derivada do produto garante

7'(t) = Ae'etPag + e Be'Pry = Aete!Pay + Belte!Pry = (A + B)x(t),
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o que mostra que z(t) é solugao de 2’ = (A + B)x com a condigao inicial z(0) = z7. Mas
t — e'A + Bxg é a unica solugao de 2’ = (A+ B)x com condigao inicial 2(0) = x¢; decorre
que x(t) = e'A + Bxg e, assim, tomando t = 1, obtemos e'A + Bxy = ee!Pur,.
isso vale para cada x( € R", as matrizes e’!A + B e e'e!P resultam iguais.

Em particular, como A — A = 0 e ¢ = I pelo exemplo 2.1 acima, decorre que
e~ et = T = ee™ ou seja, ()7l = e,

Como

Exemplo 3.5. Calcule a exponencial da matriz A = ( CCL 2 )

Solugao: Observe que A pode ser reescrita como,

A—(a O)_(a 0)+(0 O)

" \Nca/) \0 a c 0

onde, chamaremos a matriz diagonal e a nilpotente de B e C' respectivamente. Se BC' =
C' B podemos usar o corolario anterior para calcular sua exponencial.

a 0 00 0 0
BO_(O a)(c O)_<ac O)e
00 a 0 0 0
CB—(C O)(O a>_<ac O)’
Logo, as matrizes B e C' comutam. Daqui segue que:
(e )=em (5 0)+ (0 0)
P\ ¢ )P\ 0 q c 0
_ (a 0) (O O)_(e“O)(l 0)
P g 0 )P e 0) T Lo e c 1
(ea O> a(l O)
= :6 .
ce? e c 1

Além do corolério 2.4 usamos o exemplo[3.1} Assim obtivemos as exponenciais de duas
das trés classes de conjugagao dadas pelo Teorema da Decomposigao de Jordan (2 x 2).

Exemplo 3.6. Vejamos também a exponencial das matrizes ( _ab 2 ) da classe que

corresponde a autovalores complexos.

Solugao: Novamente, vamos decompor a matriz dada e checar a questao da comuta-
tividade da sua decomposi¢ao. Entao

<—&b 2):<g 2>+<—Ob 8)
(8 2)(—01) 8):<—%b %b>:(—0b 8)(8 2)

Logo, temos que as matrizes sao comutativas e de acordo com a corolério 2.4 e o
a b\,
exemplo a exp < b > é
—b a
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(% o) =el(50)+( 5 0)
P p o) TP 0 ¢ —b 0
_ (a O) <0 b)_(e“O)(cosb sinb)
TP g o )PV 0) T 0 e —sinb cosb
_ a( cosb sinb)
€\ _sinb cosb /)

Exemplo 3.7. Para n = 1, o Teorema diz que z(t) = e'xq é a solugao da equagao
escalar 2’ = ax, x(0) = xg, 0 que confere com o que ja sabemos desde o primeiro exemplo.

Vejamos para o caso n = 2. Dada a matriz A = < )E]l A\ ), considere a equagao
2
diferencial 2’ = Az com a condigao inicial 2(0) = .
No exemplo obtivemos e e, portanto,
e 0
a(t) = eay = < 0 et )56’0

¢ a solugao de 2/ = Ax com z(0) = zg, o que confere com o resultado obtido sem usar a
aplicagao exponencial, apenas resolvendo EDOs onde a matriz relacionada era diagonal
que explicamos na se¢ao anterior.

Dada a matriz A = < A

1 ), considere a equacao diferencial 2’ = Ax com a condicao

inicial (0) = .
No exemplo obtivemos a e e com isso

<t)\ 0>
PO S N 2 2\ :etA(l()),

t 1
portanto
10
_tA _ tA
z(t) = e xyg =¢ <t 1>$0
¢ solucao de 2/ = Ax com z(0) = xy, o que confere com o resultado obtido sem usar

aplicacao exponencial no exemplo 2.2

Dada a matriz A = < _ab 2 ), considere a equacao diferencial ' = Ax com a condi-
¢ao inicial z(0) = x.

No exemplo obtivemos e4 e, portanto,

A at cosbt sin bt)
#(t) = g = € <—sinbt cos bt To

é a solucao de 2’ = Az com z(0) = zy, 0 que confere com o resultado obtido no exemplo
sem usar a aplicacao exponencial.

Recapitulando o que vimos nesta secao até aqui é se quisermos resolver a equagao
diferencial 2/ = Az com a condi¢do inicial #(0) = g, devemos entender e’ pois a
solucao é dada explicitamente por z(t) = e'zy.

Por enquanto, somente sabemos calcular a exponencial de matrizes de ordem 2 x 2
em forma canodnica de Jordan mas adiante apresentaremos o Teorema da Decomposicao
de Jordan para matrizes n x n, com o que poderemos calcular a exponencial de qualquer

matriz e entdo, finalmente, resolver explicitamente a equacao =’ = Az em R".
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3.2 Forma canoénica de Jordan real

A

No teorema 3.2/ acima vimos que z(t) = e"*z; é a solugao da equagao diferencial linear

= Az,

com a condigao inicial z(0) = xg, quando A € M,,(R) , pelo Teorema sabemos que a
exponencial e pode ser dada explicitamente se soubermos calcular explicitamente et
para alguma matriz P linearmente conjugada a A, ou seja, uma matriz P € M, (R) dada
por

P=QAQ,

com @ € M, (R) invertivel. Nosso foco nesta parte da teoria é resolver EDOs relacionadas
a qualquer matrize real n x n. Sabemos como fazer isso para My (R) e queremos estender
esse conceito, para isso é necessario introduzir o Teorema da Forma Candnica de Jordan
que essencialmente seria encontrar essa matriz P, onde

P 0 .. O

_ 0 P .. 0

P = diag(Py, Ps, ..., Py) = ) , ]
0O 0 .. B

¢ uma matriz quadrada que tem as matrizes quadradas Py, ..., P, dispostas ao longo da
diagonal, com todas as entradas fora dessas matrizes iguais a zero. Dizemos que P é
uma matriz diagonal em blocos sendo cada P; um bloco de P. Observe que as matrizes
diagonais em blocos incluem as matrizes diagonais, que podem ser consideradas diagonais
em blocos com todos os blocos de mesmo tamanho 1 x 1.

Teorema 3.4. [Forma canénica de Jordan]. Se A € M,(R), entdo A ¢é linearmente
conjugada a uma matriz real

J = dz’ag(Jl, JQ, ey Jn) € MH(R)

Em que cada J; é um bloco de Jordan, real ou complexo. A matriz J é Ginica, a menos
da ordem dos blocos na diagonal.

A matriz J desse teorema é conhecida como a forma canoénica de Jordan de A. Todos os
autovalores de A necessariamente estao representados nos blocos afinal, por ser semelhante
a A a matriz J tem os mesmos autovalores, mas o mesmo autovalor de A pode repetir em
mais de um bloco, de modo que o ntimero r de blocos varia desde o niimero de autovalores
distintos de A até no méaximo n.

Exemplo 3.8. Seja A a matriz do exemplo [2.10] entao

1 0 -2
A= =5 6 11 |eMs(R)
5 -5 —10

sabemos que pa = (A — 1)(A + 2 — ¢)(A + 2 + i) pois ja calculamos no exemplo 9, onde
encontramos que a matriz J semelhante a A era
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1 0 0
J=Q'AQ=| 0 -2 1 = diag(J;(1), J_91(1))
0 —1 —2

é a forma forma canodnica de jordan de A. Note que temos dois blocos um correspondente
ao autovalor real e o outro aos autovalores complexos.

Cada bloco J; da forma canénica de Jordan de uma matriz A € M, (R) descreve a
acao de A sobre um subespaco vetorial de R™ invariante por A, que é um subespaco
generalizado associado a algum autovalor, restrito ao qual A é linearmente conjugada a
Ji'

Vejamos inicialmente o caso de autovalores reais. Se J; = J,(I) de M;(R),entdo existem
vetores linearmente independentes uy, us, ..., u; de R que geram um subespago V(1) de R
tal que A restrita a V) ([) é linearmente conjugada a J;. Identificando a base {uy, ug, ..., u;}
de V) (1) com a base canénica de R' e A com J;, observamos que

Auy = Auq + us,
Aty = Aug + ug,

Aug_y = My + g,
Aul = )\ul

e, portanto, de todos os vetores da base de V,(I), somente u; é um autovetor de A,
associado a um autovalor A\. Logo, o bloco de Jordan real de autovalor A e tamanho [ por

A0 0 0 0
1 A0 .. 00
Ja(l) = 01 X .. 00 e M;(R).

000 .. 1 A
Note também que este caso descrito acima para matrizes [ x [ reais, nada mais é do
que uma generalizagdo do caso 2) b) da forma candnica de Jordan 2 x 2.

Exemplo 3.9. Considere uma matriz A € M3(R) qualquer de polindémio caracteristico
pa(A) = (A= 7). Qual é a forma canonica de Jordan de A?

Solugao: A resposta depende somente da dimensao do autoespecgo associado a A =7
que pode ser 1,2 ou 3. Entao:

i. Se a dimensao do Nuc(7I3 — A) = 1, ou seja, a matriz A tem apenas um autovetor
a forma canonica de Jordan da mesma ¢ dada como no caso acima, por um tnico
bloco da forma,

J=J7(3) =

S =
e )
N O O

ii. Se a dimensao do Nuc(7l3 — A) = 2, ou seja, a matriz A tem dois autovetores a
forma canonica de Jordan da mesma tem dois blocos, como segue,
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J = diag(J;(2), J:(1)) =

o =
o o
1o o

iii. Finalmente, se a dimensao do Nuc(7I3—A) = 3, ou seja, a matriz A tem trés autove-
tores entao a mesma ¢é diagonalizavel e a forma candnica de A é J = diag(7,7,7) =
diag(J7(1), J7(1), J7(1)) com trés blocos. Observe que nao ha duas dentre essas
formas de Jordan que sejam semelhantes. De fato, matrizes semelhantes tem auto-
espagos isomorfos, portanto, de mesma dimensao.

Neste exemplo, a forma canonica de Jordan ainda pode ser lida a partir do polinémio
caracteristico e da dimensao do autoespaco associado ao autovalor, ja que nao havia folga
dimensional para ambiguidade. Em geral, a partir de Mly, precisamos conferir também as
dimensoes de outros nicleos, como segue.

Vejamos como sao determinados todos os blocos de Jordan de um mesmo autovalor
real. Seja A € M,, uma matriz real com um autovalor real A\ de multiplicidade geométrica
d = dimNuc(A — A), ou seja, com d autovetores linearmente independentes associados
a A. Com isso, vale a seguinte continéncia, para j > 1

{0} € Nuc(A\ — A) € Nuc(M — A)? < ... € Nuc(\ — A)J < R™.
Demonstragao: Usaremos indugao para demonstrar a continéncia acima.
i. Inicialmente, provaremos a validade para j = 1. E para este caso, temos

{0} < Nuc(A — A).

Note que a continéncia acima é verdadeira, pois todo nucleo de uma transformacao
linear contém o vetor nulo.

ii. Suponhamos que a continéncia é valida para j = k. Entao
{0} € Nuc(A — A) € Nuc(\ — A)? < ... € Nuc(\ — A)F < R". (8)

iii. Finalizaremos, provando que a continéncia é valida para 7 = k + 1. Como, por
hipoétese de indugao, temos que é verdadeira, basta provar

Nuc(A — A)F = Nuc(A — A)F+L,
Daqui segue - se que, queremos encontrar u € R" tal que
(AT — A)¥+ly — 0 = (AT — A)[(M — A)*u] — 0.

Note que Vu € Nuc(Al — A)* a igualdade acima ¢ satisfeita.
Logo, Nuc(M — A)* = Nuc(A — A)**1. Portanto,

{0} € Nuc(M — A) € Nuc(M — A)? < ... € Nuc(\ — A)? < R"

¢ valida para j € N, ou seja, j > 1.
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Além disso, como todos esses nicleos sao subespagos vetoriais de R”, existe k = k(\) a
partir do qual todos sdo iguais. Assim, escrevendo d; = dimNuc(A — A)?, temos, entéo,

1<d=d1<d2<...<dk=dk+1=...<n.

Dizemos que Nuc(A — A)* é o autoespago generalizado associado ao autovalor \ e
pode ser provado que dj, = dimNuc(A — A)* é exatamente a multiplicidade algébrica de
como raiz do polinémio caracteristico, de A, ou seja, o nimero de vezes que A aparece na
fatoracao completa (garantida pelo Teorema Fundamental da Algebra) desse polinémio.

Também pode ser provado que Nuc(A — A)* ¢ invariante por A e que restrito a
esse subespaco vetorial, a acao de A é linearmente conjugada a matriz em blocos dada
por todos blocos de Jordan que tém A na diagonal. Como cada bloco fornece um tnico
autovetor, é exatamente d o ntiimero desses blocos, ou seja, juntamente as d matrizes de
Jordan da forma de A tém A na diagonal, resulta uma matriz do tipo

A0 0 0 0
A0 00

Jy, = 0 = A 00 e My, (R),
0 00 £\

em que exatamente d — 1 dessas dp — 1 entradas subdiagonais denotadas por * sao iguais
a 0 e as demais sao iguais a 1.

Finalmente, a particular maneira de compor esses d blocos de Jordan depende de
maneira muito especial das dimensoes d < dy < ... < di que sao, todas, invariantes da
classe de conjugacao da matriz A; para cada sequéncia dessas dimensoes existe uma tinica
sequéncia de blocos de Jordan (a menos da ordem) que dé a matriz

Iy = diag(J\(l, ..., 1q))

que é a parte da matriz de Jordan de A que exibe todos os blocos de Jordan reais com o
mesmo autovalor .

Exemplo 3.10. Considere uma matriz A € My qualquer de polinémio caracteristico
pa(A) = (A —5)% Qual é a forma candnica de Jordan de A?

Solugao: A resposta depende, inicialmente, da dimensao do autoespa¢o Nuc(5I — A)
associado a A = 5. Se essa dimensao for 1,3 ou 4, entao A tem, respectivamente, s6 1,3 ou
4 autovetores linearmente independentes, e tem formas canonica, dadas, respectivamente,
por

500 0 500 0 500 0
1500 1500 0500
0150 | 0050 o 0050
0015 0005 0005

sendo que, no ultimo caso, A é diagonalizavel. Entretanto, se ocorrer dimNuc(51—A) = 2,
ou seja, se A tiver apenas 2 autovetores linearmente independentes, a forma candnica de
A pode ser dada por
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500 0 500 0
[ 1500 . [ 1500
T=1 005 0 quantoJ=| 4 g
0015 0005

De fato, essas duas matrizes em forma canénica de Jordan produzem

0 0 0 0 0 0 00

[ -1 0 0 0 , [ -1 0 00
== 0 0 0 0 e = l=1 g 10 0
0 0 -1 0 0 0 00

de modo que 51 — J possui dois autovetores u; = (0,5,0,0) e ug = (0,0,0,d) onde b,d € R
e bI — J' também possui, dois autovetores v; = (0,0, ¢,0) e v = (0,0,0,d) onde ¢,d € R,
entdo a dimNuc(bl — J) = 2 = dimNuc(b] — J') e, portanto nao podemos distinguir
essas matrizes (que até poderiam ser linearmente conjugadas) apenas pela dimensao de
seu autoespaco. Para poder distinguir entre J e J' devemos passar para as poténcias
seguintes. Como

0000 0000
0000 0000
2 _ N2 _
(5 —J) 0000 e (BI-J) 1000
0000 0000

resulta que (51 — J)? qualquer vetor de R* estd no ntcleo pois estamos tratando de um
operador nulo, entao a dimNuc(5I — J)?> = 4, ja no segundo caso temos os seguintes
autovetores, u; = (0, a,0,0),uy = (0,0,b,0),u3 = (0,0,0,c),, entao a dimNuc(5I —J')? =
3, de modo que J e J’ de fato nao sao semelhantes, pois matrizes semelhantes tém esses
espagcos isomorfos, portanto, de mesma dimensao. Assim, a forma canoénica de A € My é
decidida pela dimensao de Nuc(5I — A)?, sempre que a dimNuc(5] — A) = 2.

Mais precisamente, se dimNuc(5I — A) = 2 e dimNuc(5I — A)* = 4, entao a forma
canodnica de Jordan de A é

J = diag(J5(2), J5(2))

e se dimNuc(5] — A) = 2 e dimNuc(5] — A)? = 3, entao a forma candnica de Jordan de
Aé
J" = diag(J5(3), J5(1)).

Observe que, em todos os casos desse exemplo, o niimero de blocos de Jordan na forma
canonica de Jordan de A é exatamente igual a dimNuc(5] — A).

Exemplo 3.11. Dada

-5 6 -1 -1

1 1 -1 0
A= 9 2 —2 1 € My,
8 —10 -1 2

encontre a forma canonica de Jordan de A.
Solugao: O primeiro passo é encontrar os autovalores associados & matriz A e para
isso é necessario, calcular o seguinte determinante:
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A+5 6 1 1
1 Ab—1 1 0
-2 2 A+2 -1
-8 10 1 A—2

det(\[—A) = det = MHAN+6AT+4A+1 = (A+1)*

Com isso, temos apenas um autovalor que é A\ = —1 e este autovalor deve nés fornecer
os autovetores da matriz A, entao

4 -6 1 1 1
B 1 21 0 o\
(—[ - A)U =0= _9 9 1 —1 T3 - (07 07 07 O)
-8 10 1 -3 Ty

resolvendo este sistema, encontramos dois autovetores linearmente independentes, u; =
l’g(%, 1, %,0),u2 = x4(’71,0,%, 1), onde x9, 24 € R. Logo, dimNuc(—I — A) = 2 e como
foi explicado anteriormente precisamos calcular a dimNuc(—I — A)? para sabermos de
qual forma canénica de Jordan estamos tratando, e isso nada mais é que calcular (—1 —
A)?u = 0. Note que elevando a matriz —I — A ao quadrado, obtemos a matriz nula de
M4 (R), ou seja, qualquer vetor pertencente ao R* ¢ um autovetor de (—I — A)?, entao
dimNuc(—I—A)? = 4, nos revelando que sua forma canonica de Jordan possui dois blocos

2x2eé

1 0 0 0
1 -1 0 0
J = 0 0 -1 0
0 0 1 -1

Vejamos, agora o caso de autovalores complexos. Considerando uma matriz A €
M., (R) como uma matriz complexa, pode ser observado que, para um autovalor complexo
real, vale o mesmo procedimento algébrico descrito no caso real, acima, acarretando,
agora, dimensao real dobrada, pois cada autovalor complexo define um plano em R" que
¢ invariante por A. (proposicao [2.6)).

Se J; = Jap(l) € um bloco de Jordan de uma matriz A € My (R), entdo existe vetores
Uy, Usg, ..., U1, Uy linearmente independentes de R™ que geram o subespago V,;(l) de R”
tal que A restrita a V,;, é conjugada a J;. Identificando essa base de Vy(l) com a base
candnica de R? e A com J;, observamos que

Auq = auy — bug + luz + Ouy,
Aug = buy + aus + Ouz + luy,
Ausg = auz — buy + 1us + Oug,
Auy = buz + auy + Ous + lug,

Au = aug_1 — buy
Au = bug_1 + auy

e, portanto, somente o vetor ug_1 + tugy € C”, dentre todos os vetores complexos g1 +
iuy € C" da base complexa de V,;(l), ¢ um autovetor complexo de A, associado ao
autovalor complexo a + ib. Restrita ao subespaco vetorial bidimensional real gerado por
Ug_1 € Uy, a acao de A é dada pela matriz
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b
Ja,b:<_ab CL).

E definindo, para a,b € R, com b # 0 el > 1, o bloco de Jordan complexo de autovalor
v = a + tb e tamanhp 2[ por

Ja,b 0 0 0 0
I Ju O 0 0

J(I,b(l) = 0 I Ja,b .. 0 0 € MQ[(R)
0 0 0 .. I Juy

onde as matrizes 0, I € M(R) sao dadas

-(80) ()

e lembrando que J,; esta definida acima.

Exemplo 3.12. Dada

3 8 —29 18
0 -1 -3 2

A=1 4 ¢ —29 18 | EMu(B),
5 7 -34 21

encontre a forma candnica de Jordan de A.
Solugao: O primeiro passo é encontrar os autovalores da matriz A € My(R), com isso,
basta calcular o det(A\ — A), entao

A—=3 =8 29 —18
0 A+1 3 -2
—4 -6 A+29 -—18
-5 -7 34 A=-21

det(MN — A) = det

=M+ 6N+ 4N+ 14N +5= A+ 12N+ 2 —0)(X + 2 +1).
Em seguida, calcularemos os autovetores de A, resolvendo o seguinte sistema
(—I—Au=0

e também

(—2+4d) ] —Au=0,

onde u € R*, ou seja, iremos encontrar a dimNuc(—I — A) e dimNuc((—2 £ i) — A).
Daqui segue-se que o autovalor —1 esté associado a apenas um autovetor e o autovalores
complexos estao associados cada um a um autovetor. Com isso,

-1 0 0 0
1 -1 0 0 .

J = 0 0 —9 1 = dzag(J_l(Q), ‘]—2,1(1))'
0 0 -1 -2

Logo, acima temos a forma candnica de Jordan de A.
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3.3 Exponencial de matrizes em blocos

Passamos agora ao problema de calcular a exponencial de uma matriz qualquer em
forma candnica de Jordan. Essencialmente, isso depende de duas coisas: Saber calcular
a exponencial de uma matriz em blocos e saber calcular a exponencial de uma matriz
nilpotente. E facil verificar, generalizando o caso de blocos 1 x 1, que

diag(Ay, ..., Ay = diag(Al, ..., AL)
e que, deste modo,

ediag(Ar,... Ar) — diag(eA17 e eAk),

ou seja, a exponencial de uma matriz diagonal em blocos é obtida tomando a exponencial
de cada bloco individualmente ao longo da diagonal.

Assim, resta aprender a calcular a exponencial de blocos de Jordan. Observe que
sempre podemos decompor o bloco de Jordan real Jy () de autovalor na diagonal, ou seja,
Al € M;(R), com uma matriz "subdiagonal"nilpotente:

In(l) = AT + Gy (D).

Lembrando que

—_ >
> O
o O
o O
o O

(@)
(@)

Ia(l) = 1A .. 0 e M;(R).
000 .. 1 X
Como ja sabemos calcular exponencial de matrizes diagonais e também da matriz
nilpotentes G1(l) e como estas matrizes comutam (podemos generalizar o caso que foi

feito anteriormente 2 x 2, por inducao que se uma matriz é diagonal e a outra nilpotente
a multiplicagdo de ambas comutam) o item (1) do corolario garante que

eI() — AMHGL) = M G1(l) = AGi(D)
e, assim,
L0 0 0 0
11 0 00
Ja(l A % 1 1 0 0
hl=e 5 7 1 0 0 | €M(R).
i 1 1 b

Vamos agora considerar os blocos associados a autovalores complexos. Escrevendo
Jf;b(l) = diag(Jap, Jap, -y Jap) € My (R) e, imitando o caso real, escrevendo
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2, o
o o
o o
o o
o o

(@]
(]

t]

Ger(l) = 0 ¢l .. 0 e My(R).

temos que J,u(1) = J9,(1) + Ge ().
Nao é dificil verificar que G.r(I)! = 0, portanto essa matriz é nilpotente e decorre

I 0 0 0 0
cl I 0 0 0
or I I 00

eGetl) = g_?"j ;_E'I T 0 0 EMQI(R).
okl Sl S ) O B |

a—nit a2t =3y

Pelo exemplo sabemos que e’w = ¢? R, € My(R), onde

cosb sinb
Ry = ( —sinb cosb )’

portanto,
JO DN=di Ja,b Ja,b Ja,b .
gap(D)=diag(eeb etab, etab) e“diag(Ry, Ry, ..., Rp).

Como JJ, (1) é diagonal em blocos, ¢ facil verificar que as matrizes em blocos Jg (1) e
GY (1) comutam, de modo que, usando o item (1) do corolério obtemos

eJa,b(l) — ng,bJ'_leI(l) — e‘]fz),beGl,I(l)

e, assim,
R, 0 0 0 0
Ry Ry 0 0 0
SIR, R, Ry 0 0
e']a,b(l) — 6'5 ce
SRy, SR, R, 0 0
R YR 2R, ... Ry Ry

(-1 (1—2)! (—=3)!

Isso explicita a exponencial de cada um dos dois tipos de blocos que podem aparecer
na forma candnica de Jordan. Como qualquer matriz A é linearmente conjugada a uma
matriz J em forma canonica de Jordan, o teorema [3.1| garante que a exponencial de
A € M,(R) qualquer é dada pela exponencial de J conjugada pela mesma matriz que
conjuga A e J.

Exemplo 3.13. Vejamos agora, a exponencial de algumas matrizes de exemplos anteri-
ores:

(a) Dada as matrizes
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Jp =

o~ =
— - O
J O O
(@]
S
|
o =
O g O
N O O

calcule a exponencial de Jy, J, € M3(R).

Solugao: Note que as duas matrizes dadas, sao diagonais em blocos e podemos
decompor as mesmas, na soma de uma matriz diagonal e a outra nilpotente, entao

700 000
J=( 070 )+ 100
007 010

Observe que as duas matrizes acima que decompoem J; na soma apropriada, sua
multiplicagao é comutativa. Chamando-as de D e G, respectivamente a matriz
diagonal e nilpotente, temos

Logo, como foi explicado anteriormente

el — o7

I e
— = O
_ o O

Ja para a matriz Jo também faremos o mesmo processo, entao

700 700
Jy = 170 =1 070 |+
007 007

o = O
o O O
o O O

Chamando as matrizes de D’ e G’ respectivamente a matriz diagonal e a nilpotente.
Observe que ¢ a multiplicagao dessas matrizes é comutativa, entao de acordo com o
item (1) do corolario [3.3] temos

! U ! !
o2 DI+G _ D oG

=€ €

Daqui, segue-se que

e e =I+A=

9]

Il

Q]
o O =
O = O
—_ o O
O = =
O = O
— o O

pois G”? = 0, onde 0 é a matriz nula, com isso

ol2 — o7

O ==

0 0
10
01
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Portanto, encontramos as exponenciais de Jy, J, € M3(R).

Seja
1 0 -2
A= -5 6 11 e M3(R),
5 =5 10

a matriz do exemplo [2.10] calcule a exponencial de A.

Solugao: Como A possui os autovalores 1 e —2 + i, entao cada autovalor tem um
autovetor associado e sua matriz de Jordan é

1 0 0
J = 0 -2 1
0 -1 -2

Sabemos que A é semelhante a J, que significa AQ = QJ = A = QJQ™!, onde Q
¢ a matriz de conjugacao, entao a exponencial de A é dada

el = QBJQfl

e que a exponencial de J nada mais é do que a exponencial de cada bloco em que
consiste a mesma. Note que temos dois blocos Ji(1), J_5;(1), assim

) _ gl o pde2a(l) _ g2 ( cosl sinl ) .
—sinl cosl

Portanto, a exponencial de A é
el 0 0

eA=Q| 0 e 2cosl e?senl | QN
0 —e2senl e 2cosl

Para finalizar esta secao resolveremos EDOs lineares exponenciando matrizes a partir
de agora.

De posse da forma canoénica de Jordan voltamos, agora a estudar o caso geral da
equagao diferencial linear 2’ = Ax, onde A € M, (R). No teorema vimos que a solugao
geral do problema de valor inicial linear ' = Ax, 2(0) = z, é dada por

x(t) = e,

Para calcular a exponencial e de tA basta saber calcular a exponencial et para
alguma matriz P linearmente conjugada a A.

Lema 3.1. Se P,Q € M,(R) e @ é invertivel, entao

6t(QPQ‘l) _ QetPQfll
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Demonstracao: A afirmagao decorre imediatamente do Teorema j& que temos

HQPQ™) = Q(tP)Q™".

Como a forma canonica de Jordan de uma matriz é linearmente conjugada a matriz,
cada exponencial !4 de A é linearmente conjugada & exponencial de e/ da forma canoénica
de Jordan J de A, todas com a mesma matriz de conjugagao.

Repare como o resultado reformula a proposi¢ao 2.1 De fato como afirma aquela
proposicao, se y(t) = ey, é a solucao de ¥ = Jy, y(0) = yo, entdo

z(t) = Qeyy = Qe Q7' Qyo = €'Y Qyo = eay

¢ a solugao de 2/ = Az, z(0) = Qyo = 7o, onde A = QJQ".

Passamos a explicitar a exponencial e/ das matrizes em forma canoénica de Jordan.
Como tJy(l) = M1 + tG1(l) e qualquer matriz comuta com a identidade, o item (1) do
corolario [3.3] garante que

etJ)\(l) — eAtlth(l) c Ml

G(1)

onde a matriz a matriz e ¢ uma matriz subdiagonal que j& vimos anteriormente. [

Exemplo 3.14. Resolvendo a Equagao diferencial relacionada as matrizes de (a) e (b),
temos:

e Seja a EDO 2/ = Jyx resolvendo a mesma, ja encontramos anteriormente a matriz
et o que queremos é e'7'. Seguindo de (a)

et 0 0

i — PR
2

BTt felt T

esendo z(0) = (ky, ka2, k3) a solugdo desta EDO serd z(t) = (kie™, kite™ +kqe™, klée”—i—
]{?Qt67t + k‘g@”).

Contudo uma EDO da forma 3y’ = Ay onde as matrizes A e J; sdo semelhantes,
entao a solucao da mesma seria

et 0 0
6tA — Qetle_l _ Q t267t e?t 0 -1
%671‘/ t€7t €7t

sendo () a matriz de conjugacao.

e Seja a EDO 2/ = Jox resolvendo a mesma, ja encontramos anteriormente a matriz
e’2 0 que queremos ¢ €2, Seguindo de (a)

et 0 0
otis — | et ot
0 0 €t



esendo z(0) = (ki, ko, k3) asolucao desta EDO sera z(t) = (ke kite™ +koe™, kse™).

Contudo uma EDO da forma 3’ = Ay onde as matrizes A e J, sdao semelhantes,
entao a solucao da mesma seria

et 0 0
€tA — QethQ—l — Q t67t €7t 0 Q—l
0 0 e

sendo () a matriz de conjugagao.

Seja a EDO 2’ = Jz resolvendo a mesma, ja encontramos anteriormente a matriz e’
o que queremos é € e ainda temos a matriz A onde J ¢é sua matriz de conjugacao.
Seguindo de (b)

et 0 0
et = 0 e %cost e ?tsent
0 —e Zsent e Zcost

e sendo z(0) = (ki, ks, k3) a solugao desta EDO serd x(t) = (kie', koe *cost +
kse ?tsent, —koe ?tsent + —kze *cost).

Contudo uma EDO da forma ¢y’ = Ay onde as matrizes A e J sdo semelhantes, entao
a solucao da mesma seria

el 0 0
et =Qe"Q ' =Q| 0 e ?cost e sent | Q7!
0 —e2%tsent e ?tcost

sendo () a matriz de conjugacao.

Agora que ja sabemos resolver uma Equacao Diferencial Ordinaria Linear associada
a qualquer matriz A € M,,, estudaremos o comportamento geométrico dessas EDOs.
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4 Estudo de Planos de Fase

Neste capitulo iremos investigar o comportamento geométrico das equagoes diferenciais
ordinarias lineares, ou seja, discorreremos sobre os retratos de fases nos espacos R? e R?

nas respectivas secoes e .

4.1 Planos de fase em dimensao 2

O estudo das sec¢oes anteriores nos proporcionou analisar a solu¢cao de EDOs lineares
relacionadas a A € M,,, em particular as relacionadas a matrizes 2 x 2, ou seja, no plano,
temos em mente como se resolve tais equagoes lineares vetoriais, basta usar o teorema da
forma canoénica de Jordan 2 x 2. Nosso objetivo nesta se¢ao é estudar o comportamento
geométrico das solugoes de

o' = Az, x(0) = (ki, ko), (9)

também usando o teorema citado acima, através do ntimero de autovalores distintos ( isto
¢, 2,1 ou 0 autovalores de A € M). Observe que cada solugdo x = (z1,2) : R — R?
de 2’ = Ax pode ser identificada com uma curva parametrizada no plano, denominada
orbita, que é simplesmente o conjunto de pontos

{(z1(8), 2a(8)) [t € R},

munido de uma orientagao dada pelo sentido de percurso com t crescente, desde —o0o até
0. Ao esbocarmos uma solu¢ao no plano, é costume indicar esse sentido de percurso
com uma seta. Pela unicidade das solugoes, por cada ponto do plano passa uma tnica
orbita e, dadas quaisquer duas orbitas ou elas sao iguais ou sao disjuntas. Lembrando
que estudaremos o comportamento em modulo dessas solugoes.

Esbogando (de maneira esquematica) algumas dessas curvas parametrizadas definidas
por solugoes da equagao @, obtemos o retrato de fase da equagao diferencial, cujo
objetivo é dar uma ideia do comportamento global da totalidade das solugoes da equagao
(9, com diferentes valores iniciais. Seguindo os casos do teorema da forma canonica de
Jordan para matrizes 2 x 2.

Vamos analisar cada caso considerando o niimero de autovalores.

Caso 1) O polinomio caracteristico da matriz A tem duas raizes reais distintas A\; <
A2: pelo Teorema da Decomposigao de Jordan, o sistema linear ' = Az é conjugado ao

sistema linear diagonal
I /\1 0 >
y' = ( 0 x )Y (10)

através de uma mudancga de coordenadas linear. Sabemos que a solucao da condicao
inicial y(0) = (I1,15) € R? desse sistema diagonal ¢

y(t) = (Le’, lpe™") (11)

Segue que as solugoes x' = Az s@o dadas por combinagoes lineares dessas solugdes
e, geometricamente, sao obtidas através da mudanca de coordenadas linear inversa, que
leva as trajetorias de um sistema no outro, conforme a Proposigao |2.1] na pag. 11. Note
que toda mudanca de coordenadas linear mantém a origem fixa e leva os eixos invariantes
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do sistema [10] nos dois autoespacos de A, que sdo duas retas que passam pela origem,
invariantes por A.

Dividiremos o primeiro em caso de seguinte maneira, quando os autovalores distintos
sao positivos, negativos ou ha algum nulo.

Caso 1la) Quando \; # )\; sao autovalores negativos.

Da expressao da solucao x(t) = Qy(t) obtida segue que, independentemente da con-
digao inicial ndo nula, ambas as coordenadas da solugao x(t) tendem a +oo com ¢t — —o0
e tendem a 0 com t — 400, ou seja, todas as curvas definidas como solucoes da equagao
"vém desde o infinito até a origem do plano".

Dizemos que um campo linear com esse comportamento é um atrator linear, ou
entao que a origem é um pogo; mais precisamente nesse caso dizemos que a origem é um
noé estavel. Sem levar em consideracao a particular maneira qual todas as solugoes se
aproximam da origem do plano, com ¢ — 400, podemos pensar em um retrato de fase da
forma:

4/4/0‘ : :

{]

Figura 1: Plano de fase - caso la): Elaborado em

Caso 1b) Quando \; # )\, sao autovalores positivos.

Novamente da expressao da solugao z(t) = Qy(t) obtida segue que, independentemente
da condigao inicial nao nula, ambas as coordenadas da solugao z(t) tendem a 400 com
t — 4+ e tendem a 0 com ¢t — —o0, ou seja, todas as curvas definidas como solugoes
da equagao "vém desde a origem até o infinito no plano". Dizemos que um campo linear
com esse comportamento ¢ um repulsor linear, ou entao, que a origem ¢ uma fonte;
mais precisamente nesse caso dizemos que a origem é um né instavel.

Figura 2: Plano de fase - caso 1b): Elaborado em
Caso 1c¢) Quando )\; é negativo e \, & positivo.

Da expressao da solugao y(t) obtida em ((11]) segue que qualquer solugao y(t) de ,
com condi¢ao inicial y(0) = (I1,0) no eixo y;, tende a +00 com t — —o0 e tende a 0 com
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t — +o0. Analogamente, qualquer solugao y(t) com condigao inicial y(0) = (0, l3) no eixo
Yo, tende a +00 com t — 400 e tende a 0 com ¢t — —o0 (estamos levando em consideragao
o sinal de [; e l3). Quando a condigao inicial y(0) = (I1,ls) esta fora dos eixos (l1ly # 0)
a solucao tem um comportamento que combina o comportamento dos dois eixos, numa
espécie de compensagao, em que uma coordenada tende a +00 enquanto a outra tende a
0. Por exemplo, se A\ = —\y exatamente, temos 1 (t)x2(t) = k1ko é constante, de modo
que a solugao descreve exatamente uma hipérbole; em geral, a curva descrita pela solugao
parece uma hipérbole e todas tém os eixos como assintotas. Dizemos que um campo linear
ou que a origem de um campo linear com esse comportamento é uma sela.

No caso geral, o retrato de fase de 2’ = Ax é uma sela muito parecida, a saber, a
imagem da sela canonica pela conjugacao, que é uma mudanga de varidveis linear,
que leva os eixos nos autoespacos V; e V5 gerados por autovetores de A vy e vy associados a
A1 e g, respectivamente. As demais soluc¢oes sao linearmente distorcidas pela conjugagao

e se encaixam no novo sistema de coordenadas dos autoespacos de A, pois sao inversamente
e()q +A2)t
proporcionais, ou seja, r;1 = ——— e se comportam da forma:
T

Figura 3: Plano de fase - caso 1c): Elaborado em

Caso 1d) Quando \; negativo e )\, = 0.

Da expressao da solu¢ao y(t) obtida (11]), segue que qualquer solugao y(t) de (10]), com
condigao inicial y(0) = (I3, [3) fora do eixo das ordenadas (I; # 0), é horizontal, tendendo
a too com t — —oo (dependendo do sinal de [;), e a 0 com t — +oo. As solugoes
com condicao inicial no eixo das ordenadas sao todas constantes e constituem o ntcleo do
operador linear. No caso geral, o retrato de fase de ' = Ax apresenta uma reta de solugoes
constantes e todas as demais solucoes paralelas entre si e transversais ao ntcleo, tendendo
ao nucleo com tempo crescente. No esboc¢o dado a seguir, apresentamos o autoespago
associado ao autovalor negativo horizontal e o autoespaco associado ao autovator nulo
inclinado.

Figura 4: Plano de fase - caso 1d): Elaborado em
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Caso le) Quando \; =0 e )\, positivo.

O retrato de fase é como o anterior, apenas com os eixos trocados e o sentido das
retas invertido, ou seja, agora as solugoes verticais se afastam do eixo correspondente ao
autovalor nulo. Como ilustrado, na figura 5

2

2

Figura 5: Plano de fase - caso le): Elaborado em

Em seguida vamos analisar cada caso considerando a multiplicidade geométrica de
cada autovalor, sendo ela igual ou diferente da multiplicidade algébrica.

Caso 2) O polindmio caracteristico da matriz A tem duas raizes iguais A = A} = Ag:
ou (A = M) é um multiplo da identidade ou nao é. Comecemos pela primeira pos-
sibilidade, em que a solu¢dao com a condigao inicial z(0) = (ki,ks) € R? é dada por
z(t) = eM(ky, ko) = e - 2(0). Se A # 0, as curvas definidas pelas solugdes sio todas
semirretas partindo da origem.

Caso 2a) A negativo.

Pelo visto acima, ambas as coordenadas das solugoes tendem a 0 com ¢t — +00 ao
longo da semirreta definida pelo autovetor e a +o com ¢t — —oo. O retrato de fase é
perfeitamente radial como indica a figura do caso la). Dizemos que um campo linear com
esse comportamento é¢ um atrator linear, ou que a origem ¢ um pogo; mais precisamente,
nesse caso dizemos que a origem é um foco estavel.

Figura 6: Plano de fase - caso 2a): Elaborado em

Caso 2b) ) positivo.

Analisando como no caso anterior o comportamento de ambas coordenadas das solu-
¢oes serao da seguinte forma, as coordenadas das solugoes tendem a 0 quando t — —0
ao longo da semirreta definida pelo autovetor e a +00 quando t — +00. O retrato de fase
¢ perfeitamente radial como indica a figura do caso 1b). Dizemos que um campo linear
com esse comportamento é um repulsor linear, ou entao, que a origem é uma fonte;
mais precisamente nesse caso, dizemos que a origem ¢ um foco instavel.
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Figura 7: Plano de fase - caso 2b): Elaborado em

Caso 2c) A = 0, ou seja, um autovalor nulo.
Nesse caso, A = 0 € M, é a matriz nula e todas as solugoes sao constantes. Para
esbogar o retrato de fase nesse caso, basta pintar alguns pontos no plano (veja a figura

=1

Figura 8: Plano de fase - caso 2c): Elaborado em

A segunda opgao de forma canoénica de Jordan, no caso de autovalores iguais, é o
sistema linear 2’ = Ax ser conjugado a um sistema linear nao diagonal

y’=(i g)y (12)

através de uma mudanca de coordenadas linear. Sabemos que a solugao dessa tultima
equagao diferencial com condigoes inicial y(0) = (I;,1;) € R* é

y(t) = (L™, [t + l]eM). (13)

Como se sabe do Calculo, se A # 0, o fator e domina o fator ¢ quando t — +o0
(por exemplo podemos utilizar a regra de L’Hospital). Assim, os limites das coordenadas
de y(t) sao idénticos aos limites das coordenadas das solugoes de ([10]) vistos no caso 1)
acima, exceto pelo fato de que (por existir apenas um autoespago invariante) as curvas
determinadas por todas as solugoes nao triviais sao assintoticamente tangentes a mesma
e Unica reta invariante vertical. Com uma mudanca de coordenadas linear obtemos o
retrato de fase de 2’ = Ax.

Analizaremos os novos caso seguintes, levando em consideracao o sinal de A e notare-
mos pequenas distor¢oes em seus retratos de fases, comparando com os anteriores.

Caso 2d) )\ negativo.

o7



Nesse caso, ambas as coordenadas da solugao z(t) = Qy(t) (onde y(t) foi definida
anteriormente em (13))) de 2’ = Ax tendem a +o com ¢t — —oo e tendem a 0 com
t — 400, ou seja, todas as solugoes vém desde o infinito até a origem do plano. Dizemos
que um campo linear com esse comportamento é um atrator linear, ou que a origem é um
POco; mais precisamente, nesse caso dizemos que a origem é um né improéprio estavel.
Sem levar em conta a particular maneira pela qual todas as solugoes se aproximam da
origem do plano, quando t — +00, podemos pensar num retrato de fase como o do foco
estavel, no caso la).

Figura 9: Plano de fase - caso 2d): Elaborado em

Caso 2e) ) positivo.

Nesse caso, ambas as coordenadas da solugdo z(t) = Qyu(t) (onde y(t) foi definida
anteriormente em (13))) de 2’ = Ax tendem a 0 com ¢t — —o0 e tendem a 400 com
t — +o0. Dizemos que um campo linear com esse comportamento é um repulsor linear,
ou que a origem é um fonte; mais precisamente, nesse caso dizemos que a origem é um
né improprio instavel. Sem levar em conta a particular maneira pela qual todas as
solugoes se aproximam da origem do plano com ¢ — —oo0, podemos pensar num retrato
de fase como o do foco instavel, no caso 1b).

Figura 10: Plano de fase - caso 2e): Elaborado em []
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Cado 2f) A = 0, ou seja, temos um autovalor nulo.
0
10
sao dadas simplesmente pelas solugoes constantes y(t) = (0,l3), no caso em que l; = 0,
e pelas retas verticais y(t) = (l1,tl; + l2), se l; # 0; nesse caso, as retas verticais sdo
percorridas para baixo se [; < 0 e para cima [; > 0. Com uma mudanga de coordenadas
linear obtemos o retrato de fase de x’ = Ax.

Nesse caso degenerado, A ~ ( ) e as solugoes do sistema associado a matriz

Figura 11: Plano de fase - caso 2f): Elaborado em

Nos casos abaixo, trabalharemos com autovalores generalizados, ou seja da forma a+bi
com b # 0.

Caso 3) Se o polindmio caracteristico da matriz A tem dois autovalores complexos
conjugados A\ = a + b e Ay = a — tb, com b # 0, entao, de acordo com a forma canonica
de Jordan 2 x 2 em [2.18], o sistema estudado é equivalente ao seguinte sistema

,_( a b)
y_ —bCL y

O qual sabemos solucionar, basta lembrar do exemplo (3.6)), onde calculamos a expo-
nencial desta matriz, porém consideraremos x(0) = (ki, k2), com isso temos a seguinte
solucao:

y(t) = e™(ky cos bt + ko sin bt, —k; sin bt + ko cos bt)

Contudo, efetuando seguinte substitui¢ao r = y/k? + k3 e supondo r > 0, existe § € R
tal que cosf = ]‘% e sinf = kf Entao

y(t) = e™(rcosf cos bt + rsin § sin bt, —r cos § sin bt + 7 sin 6 cos bt)

= y(t) = re™(cos 0 cos bt + sin 0 sin bt, — cos @ sin bt + sin 6 cos bt)
Em seguida, lembrando das relagoes de seno e cosseno da diferenca,

y(t) = re*(cosb(t — ¥), —sinb(t — %))

e substituindo & = —, com 0 < o < ¥

.-, as solugoes dessa equagao diferencial podem ser

escritas da seguinte forma:

y(t) = re®(cosb(t — a), —sinb(t — ).
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Sendo assim, o movimento de y(t) na diregao do tempo crescente é a composigao de
uma rotac¢ao de um angulo o com uma contragao (respectivamente dilatagao) exponencial
no caso em que a < 0 (respectivamente a > 0). Se a = 0, a solu¢do simplesmente fica
girando em torno de (0, 0) sobre uma circunferéncia. Como sabemos pela proposigao 1, a
solucdo de z/ = Az é dada por z(t) = Qy(t), onde @) define um isomorfismo linear com
Q(0) = 0 que carrega o retrato de fase dado por y(t) no retrato de fase de A.

Caso 3a) Se a < 0, ou seja, com parte real negativa.

Ambas as coordenadas de x(t) (com condigao inicial fora da origem) ficam oscilando
ao tenderem a +00 com t — —o0 e a 0 com ¢t — +00; a curva parametrizada pela solugao
parece uma espiral como é indicado na figura a seguir, que é referente a y. Dizemos que
um campo linear com esse comportamento é um atrator linear, ou que a origem é um
POgo; mais precisamente, nesse caso dizemos que a origem é uma espiral estavel. Sem
levar em conta a particular maneira pela qual todas as solugoes se aproximam da origem
do plano, quando t — +0, o retrato de fase é da forma:

1 \\
NN
=P

Figura 12: Plano de fase - caso 3a): Elaborado em

2

Caso 3b) Se a > 0, ou seja, com parte real positiva.

Ambas as coordenadas de x(t) (com condigdo inicial fora da origem) ficam oscilando
ao tenderem a 0 com ¢ — —o0 e a +00 com t — +00; a curva parametrizada pela solucao
parece uma espiral como é indicado na figura a seguir, que é referente a y. Dizemos que
um campo linear com esse comportamento ¢ um repulsor linear, ou que a origem é um
fonte; mais precisamente, nesse caso dizemos que a origem ¢ um espiral instavel. Sem
levar em conta a particular maneira pela qual todas as solucoes se aproximam da origem
do plano quando t — —oo. Logo o retrato de fase é da forma:

Figura 13: Plano de fase - caso 3b): Elaborado em

Caso 3c)Se a = 0, ou seja, com parte real nula.
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Pelo que vimos acima, todas as solugdes y(t), exceto a solu¢do constante (0,0), sdo
periddicas de periodo %71', "rodando"em circunferéncias, centradas na origem sem conver-
gir, portanto, a infinito ou a zero, como mostra a figura a seguir. Quando aplicamos a
mudanca de coordenadas essas circunferéncias se transformam em elipses. Neste caso,
dizemos que o campo linear, ou a singularidade na origem, é o centro (veja a figura .

A
L/

Figura 14: Plano de fase - caso 3c): Elaborado em

Pelo Teorema de decomposicao de Jordan, isso acaba com todas as possibilidades
de retratos de fase de sistemas de equacgoes diferenciais lineares no plano, classificando
qualquer equacao =’ = Ax a partir da classe de conjugacao da matriz A € M, em
14 tipos. Reduzindo a exigéncia sobre conjugagao e nao exigindo mais um isomorfismo
mas apenas um homeomorfismo (ou seja, uma bijegdo continua com inversa continua),
podemos agrupar a maioria dos casos estudados acima em uma nova classificagao, por
conjugacao topologica. Dizemos que uma matriz A € M, é hiperboélica se a parte real
de cada um de seus dois autovalores generalizados é nao nula.

Assim, podemos observar que existem apenas trés tipos topologicos de retratos de
fase de equacoes diferenciais lineares hiperboélicas no plano, classificados de acordo com o
ntimero de autovalores generalizados com parte real positiva, a saber:

e Os atratores, em que ambos os autovalores generalizados possuem parte real ne-
gativa: todas as solugoes tendem a origem quando t — +00;

e Os repulsores, em que ambos os autovalores generalizados possuem parte real
positiva: todas as solugoes tendem a origem quando ¢t — —o0;

e As selas, em que um autovalor real positivo e o outro negativo: duas solugoes
tendem a origem com ¢ — —o0, duas com t — 400 e as demais nao tendem a origem
com ¢t — +o0.

Uma terceira classificagao considera todas as matrizes que nao possuem autovalor nulo
(ou seja, todas as matrizes invertiveis). Nesse caso, além dos trés tipos topologicos acima,
temos ainda um quarto tipo, o centro 3c), em que nenhuma trajetéria nao trivial tende a
origem com t — £00.

4.2 Planos de fase em dimensao 3

Como foi feito na secao anterior, no caso dos retratos de fase de EDOs lineares no
plano, sera obtido de forma analoga os retratos de fase no espaco, ou seja, a descri¢ao
geométrica das solucoes da equagao vetorial
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¥ = Az, x(0) = (ki, ko, k3) (14)

através do uso do Teorema da forma candnica de Jordan, isto é, de acordo com a quanti-
dade de autovalores distintos da matriz A € M;.

Novamente teremos que cada solugao x = (1,79, 73) : R — R3 de 2/ = Az pode ser
identificada como uma curva parametrizada no espago, que chamaremos de 6rbita (como
no plano), que é simplesmente o conjunto de pontos

{(21(2), w2(1), w3(t)) [t € R}

munido de uma orientacao dada pelo sentido de percurso com t crescente, de —oo até
+00. Assim como foi feito no plano, esbocaremos algumas dessas curvas parametrizadas
no espacgo com diferentes solugdes iniciais (ja que nao temos duas orbitas que passem pelo
mesmo ponto no espago) para ter uma aproximagao do comportamento geral das solugoes.
Lembrando que estudaremos o comportamento em modulo dessas solugoes.

Caso 1) O polinémio caracteristico de A tem trés raizes distintas A\; < Ay < A3. Pela
forma candnica de Jordan temos que A é conjugada a uma matriz diagonal, ou seja, de
blocos 1 x 1. Se A esta relacionada ao sistema linear 2z’ = Ax, entdao o mesmo é conjugado
a um sistema linear diagonal 1/ = Dy

A 00
y=1 0 X 0 ]y
0 0 X

através de uma mudanga de coordenadas linear. Dada a condigao inicial y(0) = (I3, ls,13) €
R? a solucao desse sistema diagonal é

y(t) = (lheMt, ler2t [zetst).

Como anteriormente, temos que as solugoes de =’ = Ax sao dadas por combinacoes
lineares dessas solugoes e, geometricamente, sao obtidas através da mudanca de coordena-
das linear inversa, que leva as trajetorias de um sistema no outro conforme a proposicao
1. Sabendo disso, vamos analisar os casos a seguir:

Caso 1a) A\; # A2 # A3 e ambos os autovalores sao negativos.

Sabemos, pela proposi¢ao (2.1)), que x(t) = Qy(t) (mudanga de base) analisando o
comportamento de y(t) que serd o mesmo de z(t) a menos de uma mudanga de base.
Quando t — —oo ambas as coordenadas de x(t) tendem a 400 e quando ¢ — +o0 ambas
as coordenadas de z(t) tendem a 0, ou seja, temos que a origem é um pogo; um campo
linear com este comportamento é chamado de atrator linear. Sem levar em consideragao
como as solugoes se aproximam da origem, a figura 15 exemplifica esse comportamento.

Caso 1b) A; # Ay # A3 e ambos os autovalores sao positivos.

Seguindo o mesmo raciocinio de antes, quando ¢ — —oo ambas as coordenadas de x(t)
tendem a 0 e quando ¢t — 40 ambas as coordenadas de z(t) tendem a +c0, ou seja, a
origem é uma fonte; e um campo linear com esse comportamento é chamado de repul-
sor linear. Sem levar em consideracao como as solugoes se afastam da origem quando
t — +00, temos o retrato de fase ilustrado na figura 16.
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Figura 16: Plano de fase (caso 1b)

Caso 1c) A\; # Ay sao autovalores negativos e A3 € um autovalor positivo.

Segue que analisando a solugao no eixo v3 temos y(0) = (0,0,[3), quando t — —o0
as coordenadas de y(t) tendem a 0 e quando t — +o0 as coordenadas tendem a +00, ou
seja, a origem é uma fonte na direcao v3. Ja no plano gerado por v; e v, temos a solugao
y(0) = (l4,12,0), que quando t — —oo as coordenadas de y(t) tendem a +00 e quando
t — 40 as coordenadas de y(t) tendem a 0, ou seja, a origem é um pogo no plano.

Quando a condigao inicial y(0) = (I1,ls,(3) esta fora da diregao v3 e do plano gerado
por vy e vy, a solu¢ao tem um comportamento que combina os comportamentos na diregao
e no plano dados, numa espécie de compensacao, enquanto o plano vai para 0, a direcao
v3 tende ao +00 e o inverso também acontece. Como na figura 17.

Caso 1d) )\; # A\, sdo autovalores positivos e A3 é um autovalor negativo.

Segue que analisando a solugao no eixo vs temos y(0) = (0,0,l3). Quando t — —0
as coordenadas de y(t) tendem a +o e quando t — +o as coordenadas tendem a 0,
ou seja, a origem é um pogo na direcao v3. Ja no plano gerado por v; e vy temos que
y(0) = (I1,15,0). Quando t — —o0 as coordenadas de y(t) tendem a 0 e quando t — +o0
as coordenadas de y(t) tendem a +o0, ou seja, a origem é uma fonte no plano.

Quando a condigao inicial y(0) = (I3, ls,(3) esta fora da diregdo vs e do plano gerado
por v; e vy, a solugdo tem um comportamento que combina os comportamentos na dire¢ao
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Figura 17: Plano de fase (caso 1c)

e no plano dados, enquanto o plano vai para 0, a dire¢ao vs tende a +o0 e o inverso também
acontece. Como na figura 18.

Figura 18: Plano de fase (caso 1d)

Caso le) )\; # \; sao autovalores negativos e \3 = 0.

Temos que y(t) = (1!, 1e!*2,13) fora do eixo vs, ou seja, l;,ls # 0. Analisando o
comportamento de solucoes dessa forma observamos que os retratos de fase sao planos
paralelos ao plano xQOy, pois a ultima coordenada é constante enquanto as outras duas
coordenadas tendem a +00 quando ¢ — —o0 e tendem a 0 quando ¢ — +00. Logo, obtemos
o seguinte retrato de fase da figura 19.

Caso 1f)\; # )\, sao autovalores positivos e A3 = 0.

Temos que y(t) = (l1e1, le!?,13) fora do eixo vs, ou seja, il # 0. Analisando o
comportamento de solugoes dessa forma observamos que os retratos de fase sao planos
paralelos ao plano xQy, pois a ultima coordenada é constante enquanto as outras duas
coordenadas tendem a +00 quando ¢t — 400 e tendem a 0 quando t — —oo. Este caso é
similar ao caso 1e). Assim, omitiremos seu retrato de fase.

Caso 1g) \; é negativo )\, é positivo e A3 = 0.
Temos que y(t) = (l1e"1, l,e!2,13) fora do eixo vs, ou seja, I, # 0. Analisando o

64



Figura 19: Plano de fase (caso le)

comportamento de solugoes dessa forma observamos que os retratos de fase sao planos
paralelos ao plano xQy, pois a ultima coordenada é constante enquanto a primeira coor-
denada tende +0o0 quando t — —0 e tende a 0 quando ¢ — +00, ja a segunda coordenada
tende +00 quando t — +o0 e tende a 0 quando ¢ — —o0; estas coordenadas tém o com-
portamento de compensacao e o retrato de fase desse tipo de comportamento é similar ao
caso le).

Caso 2) O polinomio da matriz A tem trés raizes reais iguais A = A\; = Ay = A3:
ou é um miltiplo da identidade ou nao é. Comecemos pela primeira possibilidade, em
que a solugao com condigao inicial y(0) = (I1,ls,13) € R® é dada por y(t) = e*(ly, 1o, 13).
Considerando A\ # 0

Caso 2a) )\ negativo. Temos que ambas as coordenadas da solugao y(t).
Tendem a 0 quando t — 4+ e tendem a +00 quando t — —o0, note que a origem é um
poco e temos um comportamento de atrator linear.

Observe o retrato de fase do caso 2a) da sec¢ao (4.1)).

Caso 2b) A positivo temos que ambas as coordenadas da solugao y(t).
Tendem a 0 quando ¢ — —a0 e tendem a +00 quando ¢ — 400, note que a origem ¢
uma fonte e temos um comportamento de repulsor linear.

Observe o retrato de fase do caso 2b) da segao (4.1)).

Caso 2c) A = 0.

Nesse caso, A é a matriz nula e todas as solugoes sao constates. Para esbogar o retrato
de fase nesse caso, basta pintar alguns pontos no espaco.

A segunda opg¢ao de forma candnica de Jordan, no caso de autovalores iguais, é o
sistema linear y' = Ay ser conjugado a um sistema linear nao diagonal que vai depender
de quantos autovetores estao relacionados ao autovalor em questao. Estamos falando da
forma de Jordan para a matriz A de polinémio caracteristico P4 = (z — \)®. Daqui
segue-se que

1. Se dimNuc(A3 — A) =1, temos a forma canonica de Jordan
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A
J = 1
0

= > O
> o o

2. Se dimNuc(A3; — A) = 2, temos a forma canonica de Jordan

J =

O >
O > O
> O O

Caso 2d) Se \; = Ay = A3, com dimNuc(A — \;) = 1.

Temos a forma canénica de Jordan J € Mj ilustrada acima, sendo A ~ J, assim a
EDO relacionada a J, ' = Jx é igual a iy = Ay, a menos de uma mudanca de base. E
temos que a solucao de ¢y = Ay é dada por

eAt — QfleJtQ.
e
ettt 0 0
et = teMt Mt

2
%eAlt tex\lt 6)\1t

Daqui segue, com z(0) = (ki, ko, k3) que x(t) = (ke kite 't + koett, kSt +
k2t€)‘1t + ]Cge)‘lt).

Quando A; é negativo temos que, quando t — —oo, ambas as coordenadas da solugao
tendem 400 e quando t — +00 ambas as coordenadas da solucao tendem a 0, ou seja, a
solugao tem o comportamento de atrator linear onde a origem é um poco.

Como ¢y = Ay é semelhante a 2’ = Ax, a menos de uma mudanca de base, temos o
mesmo comportamento sem considerar a maneira particular como a solugao de ¢y = Ay
aproxima-se da origem.

Caso 2e) Considerando as mesmas condigoes do item anterior sendo )\
positivo.

Temos que, quando t — —oo, ambas as coordenadas da solucao tendem a 0 e quando
t — 400 ambas as coordenadas da solucao tendem a 400, ou seja, a solu¢ao tem o
comportamento de repulsor linear onde a origem ¢ uma fonte.

Como y' = Ay é semelhante a 2/ = Az a menos uma mudanga de base, temos o mesmo
comportamento sem considerar a maneira particular como a solugao ¢y’ = Ay afastam-se
da origem.

Caso 2f) \; = Ay = A3, com a dimNuc(A — \;) = 2.

Temos a forma canonica de Jordan J' € My ilustrada acima, sendo A ~ J', assim a
EDO relacionada a J, 2’ = J'z é igual a ¢y = Ay, a menos de uma mudanga de base. E
temos que a solucao de y' = Ay é dada por

eAt — Q_le‘]tQ.
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eMt 0 0
€Jt — te)\lt 6/\1t O
0 0 eMt

Daqui segue, com x(0) = (ki, kg, k3) que z(t) = (k1eMt, kiteM? + ket kzettt).

Sendo A; negativo temos que, quando ¢t — —oo, ambas as coordenadas da solugao
tendem a +o0 e quando ¢t — 400 ambas as coordenadas da solugao tendem a 0, ou seja,
a solugao tem o comportamento de atrator linear onde a origem é um pocgo.

Como 3y’ = Ay é semelhante a '’ = Az a menos de uma mudanga de base, temos o
mesmo comportamento, sem considerar a maneira particular como a solu¢ao aproxima-se
da origem.

Caso 2g) Considerando as mesmas condigoes do item anterior sendo \; é
positivo.

Temos que, quando ¢t — —oo ambas as coordenadas da solugao tendem a 0 e quando
t — 400 ambas as coordenadas da solucao tendem a +o0, ou seja, a solu¢ao tem o
comportamento de repulsor linear onde a origem é uma fonte.

Como y = Ay é semelhante a ' = Az a menos de uma mudanga de base, temos o
mesmo comportamento sem considerar a maneira particular como a solugao afasta-se da
origem.

Além dos casos com os trés autovalores iguais, também temos os casos onde existem
dois autovalores iguais de tal modo que o polindémio caracteristico pa(A) = (A — A\)(A —
A2)%; com isso temos a seguinte forma canoénica de Jordan

A0 0
J” = O )\2 O
0 1 X
Sendo ' = J’x a EDO associada a matriz J’ ~ A, entdao as EDOs 2/ = J'z e

y' = Ay sao semelhantes, a menos de uma mudanga de base.O que significa que a solu¢ao
de y = Ay é

6Azt — Q—leJtQ_
e
eMt 0 0
et = 0 e 0

0 tert et
Daqui segue-se com z(0) = (k1, ko, k3) e z(t) = (k1eM?, koe?2t, kote??! + kzett?).

Continuando nossos estudos de retratos de fase temos:

Caso 2h) \; # Ay = A3 tal que )\; e )\; sao negativos.

Quando t — —oo ambas as coordenadas da solugao tendem +oo e quando ¢t — 400
ambas as coordenadas da solugao tendem a 0, ou seja, a solugao tem o comportamento
de atrator linear onde a origem é um poco.

Como 3y’ = Ay é semelhante a ' = J”z, a menos de uma mudanca de base, temos o
mesmo comportamento sem considerar a maneira particular como a solugao aproxima-se
da origem.
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Caso 2i) A\ # Ay = A3 tal que \; e \, sao positivos.

Quando t — —oo ambas as coordenadas da solucao tendem a 0 e quando t — 400
ambas as coordenadas da solucao tendem a +00, ou seja, a solugao tem o comportamento
de repulsor linear onde a origem é uma fonte.

Como 3y = Ay é semelhante a 2’ = J”x, a menos de uma mudanga de base, temos o
mesmo comportamento sem considerar a maneira particular como a solucao afasta-se da
origem.

Caso 2j) A\ # Ay = A3 tal que A\ <0 e Ay > 0.

Se ki # 0 e ky = kg, quando t — —o0 a solugao z(t) tende a + e se k; = 0 e
ks # ks # 0 quando ¢t — —o0 a solugdo x(t) tende a 0.

Ja quando t — 400 e ky # 0,ky = k3 = 0 temos que a solugao z(t) tende a 0, agora
seja ky = 0 e ky # k3 # 0, a solugdo x(t) tende a +co.

Note que a solucao geral tem o comportamento de compensacao, enquanto a primeira
coordenada tende a +00 as outras duas tendem a 0 e o processo inverso também acontece.

Em seguida, temos os casos onde temos duas raizes nulas e o sistema nao é diagonal,
ou seja, trabalharemos com a forma canonica de Jordan. Onde o polinémio caracteristico

¢ da forma pa(\) = (A — A1) - A2. Sendo,

A 00
J = 0O 0 0 |,
0 10
temos que
e 00
et = 0O 1 0 |,
0 ¢t 1

com x(0) = (ki, ko, k3), e x(t) = (k1€ ko, thy + k3). Estudaremos a seguir o comporta-
mento de retratos de fase que possuem as caracteristicas citadas acima.

Caso 2k) \; é negativo.

Supondo ky # 0 e ko = k3 = 0, temos que quando t — —o0 a primeira coordenada vai
para +o0 e quando t — 400 a primeira coordenada vai para 0, ou seja, a solucao dessa
forma tem comportamento de atrator linear. Quando ks e k3 sao diferentes de zero,
temos que a primeira coordenada mantém o comportamento descrito acima, a segunda
¢ constante entao apenas se mantém e a terceira coordenada é uma reta na variavel ,
quandot — —o0 ou t — 400 a mesma pode tender a +oo (obs.: na ultima coordenada nao
consideramos o modulo habitual que usamos no decorrer do estudo de retratos de fases).

Caso 21) \; é positivo.

Supondo k1 # 0 e ky = k3 = 0, temos que quando t — —o0 a primeira coordenada tende
para 0 e quando ¢t — 400 a primeira coordenada vai para +0o0, ou seja, a solucao dessa
forma tem comportamento de repulsor linear. Ja quando ks e k3 sao diferentes de zero,
temos que a primeira coordenada mantém o comportamento descrito acima, a segunda
¢ constante entao apenas se mantém e a terceira coordenada é uma reta na variavel ¢,
quando t — —o0 ou t — 400 a mesma pode tender a +oo (obs: na tltima coordenada nao
considerei 0 modulo habitual que usamos no decorrer do estudo de retratos de fases).
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Caso 3) Se o polindmio caracteristico da matriz A tem um autovalor real A\; e dois
autovalores complexos conjugados Ay = a+1ib e A\3 = a — b, com b # 0. Temos a seguinte
matriz candnica de Jordan,

A0 0
J = 0 a b |,
0 —b
onde sua exponencial é da forma
ettt 0 0
et = 0 eYcosbt e“sinbt |,
0 —eYsinbt e cosbt

e temos a EDO 2’ = Jz com a condigao inicial x(0) = (ky, k2, k3). Logo, sua solugao é
z(t) = (k1eMt, e (kg cos bt + kysinbt), e (—kq sin bt + k3 cos bt).

Lembrando das relagoes trigonométricas do seno e do cosseno da diferenca, podemos
reescrever alguns termos da solugdo acima. Dai segue que denotando r = /k3 + k3 e
supondo que r > 0, existe a € R tal que cosa = ";—2 esina = %; portanto,

ko cos bt + ks sinbt = rcosacosbt + rsinasinbt = r cos(a — bt) = rcos(bt — «)

e, analogamente, —ks sin bt + k3 cosbt = —rsin(bt — «).

Agora, escolhendo 6 tal que a =bf e 0 < 0 < QT’T, resulta que

z(t) = (kieMt re® cosb(t — 0), re® sinb(t — 0)).

Analisaremos esta solu¢ao nos casos a seguir:

Caso 3a) \; e a sao negativos.

Quando ¢ — —0 a primeira coordenada da solugao tende a +00, ja a segunda e terceira
coordenadas da solugao ficam oscilando ao tenderem a +oo (basta usar a desigualdade
do cosseno e do seno e em seguida calcular o limite em modulo), e quando t — +o0
ambas as coordenadas tendem a 0 (basta usar o teorema do confronto), ou seja, temos
um comportamento de atrator linear (em forma de hélice, sem considerar a maneira com
a qual as solugdes tendem & origem).

Caso 3b) \; é negativo e a é positivo.

Quando t — —oo a primeira coordenada da solucao tende a 400 e as outras duas
coordenadas da solucao tendem a 0 e quando ¢ — +00 a primeira coordenada da solucao
tende a 0 e as outras duas coordenadas ficam oscilando ao tenderem a +oo0. Logo, na
direcao do autovetor associado ao autovalor real temos um comportamento de atrator
linear, ja no plano formado pelos autovetores associados aos autovalores complexos temos
um comportamento de repulsor linear.

Caso 3c) \; é negativo e a = 0.

Quando t — —oo a primeira coordenada da solugdo z(t) tende a +o e quando t —
+00 a primeira coordenada da solugao tende a 0. Ja as outras duas coordenadas da
solugao sao periodicas de periodo 27”, olhando essa solugao apenas no plano complexo
temos uma solugao constante (0, 0) e as outras solugdes ficam "rodando"em circunferéncias
centradas na origem sem convergir, portanto, para infinito ou a zero. Combinando os dois
comportamentos analisados teremos um retrato de fase cilindrico.

Caso 3d) \; é positivo e a é negativo.
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Quando t — —oo a primeira coordenada da solucao tende a 0 e as outras duas co-
ordenadas ficam oscilando ao tenderem a 400 e quando t — 400 a primeira coordenada
da solucao tende a +o0 e as outras duas coordenadas da solugao tendem a 0. Logo, na
direcao do autovetor associado ao autovalor real temos um comportamento de repulsor
linear, ja no plano formado pelos autovetores associados aos autovalores complexos temos
um comportamento de atrator linear.

Caso 3e) )\, e a sao positivos.

Quando t — —oo ambas as coordenadas tendem a 0 (basta usar o teorema do con-
fronto) a primeira coordenada da solugao tende a +00, ja a segunda e terceira coordenadas
da solugao ficam oscilando ao tenderem a +00, (basta usar a desigualdade do cosseno e do
seno e em seguida calcular o limite em modulo) e quando ¢ — +00 a primeira coordenada
da solucao tende a 400, ja a segunda e terceira coordenadas da solucao ficam oscilando
ao tenderem a +00 (basta usar a desigualdade do cosseno e do seno e em seguida calcular
o limite em modulo), ou seja, temos um comportamento de atrator linear (em forma de
hélice, sem considerar a maneira particular com o qual as solugdes tendem & origem).

Caso 3f) )\, é positivo e a = 0.

Quando t — —oo a primeira coordenada da solucao tende a 0 e quando t — 40 a
primeira coordenada da solucao tende a +oo0. Ja as outras duas coordenadas da solu-
¢ao sao periddicas de periodo %’r, olhando essa solugao apenas no plano complexo temos
uma solugao constante (0,0) e as outras solugoes ficam "rodando"em circunferéncias cen-
tradas na origem sem convergir, portanto, para infinito ou a zero. Combinando os dois
comportamentos analisados teremos um retrato de fase cilindrico.

Caso 3g) \; =0 e é a negativo.

Temos que a primeira coordenada ¢ constante definindo um plano em R? e as duas
coordenadas restantes da solugao tém o mesmo comportamento do Caso 3a) em R?. Logo,
seu retrato de fase serd uma espiral em cada plano definido pela primeira coordenada da
solucdo (sem levar em consideragdo como as solugoes se aproximam da origem).

Caso 3h) A\; =0 e é a positivo.

Temos que a primeira coordenada é constante definindo um plano em R? e as duas
coordenadas restantes da solugao tém o mesmo comportamento do Caso 3b) em R2
Logo, seu retrato de fase serda uma espiral em cada plano definido pela primeira coordenada
da solugao (sem levar em consideragao como as solugoes se afastam da origem).

Caso 3i) A\; =0 e a = 0. Temos que a primeira coordenada é constante definindo um
plano em R? e as duas coordenadas restantes da solucao tém o mesmo comportamento
do Caso 3c) em R2. Nesse caso, a singularidade na origem é um centro que aparecera
em cada plano definido pela primeira coordenada da solugao.
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5 Conclusoes

Neste trabalho, foi realizado o estudo d a teoria de resolu¢ao de EDOs lineares de
R™ em R™ no sentido em que foi possivel construir a base para o desenvolvimento dos
estudos mais avancados de EDOs nao lineares. Em particular, chamamos a atencao para
aplicagoes no Teorema de Grobman-Hartman (veja [2]) que nos diz: se 29 € E (E aberto
de R™) é um ponto de equilibrio do campo de vetores f de classe C, definido em E, e x
¢ uma singularidade hiperbélica, entao f em xg é localmente topologicamente conjugada
ao campo linear D f(xq) : R™ — R™ na origem.

De fato, podemos estudar localmente o comportamento de uma EDO nao linear como
uma EDO linear. Todos estes conceitos podem ser aprofundados através dos resultados
obtidos em [2].

Com o auxilio de calculadoras gréficas, construimos os retratos de fase de sistemas
lineares em R? e de diversos sistemas lineares em R?. Exemplificamos algumas figuras dos
retratos de fase para os casos em R? no presente trabalho. Contudo, esperamos que estas
figuras sejam produzidas para posterior publicacao.
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