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RESUMO

Nesta pesquisa, estudamos os efeitos do confinamento do éxciton na susceptibili-
dade optica nao linear de pontos quanticos unidimensionais. Usamos uma diagonalizagao
numérica direta para obter as auto-energias e auto-fung¢oes do Hamiltoniano discretizado
representando um par elétron-buraco confinado a um potencial semi-parabdlico e inte-
ragindo um com o outro através do potencial de Coulomb. Aproximacao de matriz de
densidade e teoria de perturbagao sao utilizadas para calcular a susceptibilidade éptica nao
linear devido a geracao de terceiro harmonico, assim como as correspondentes correcoes
nao lineares para o indice de refracao e coeficiente de absorcao. Estas quantidades sao
analisadas como funcao da relacao entre o comprimento de confinamento L e o raio de Bohr
excitonico ag. O potencial de Coulomb degrada a uniformidade dos espagamentos entre os
niveis de energia. Mostramos que este efeito promove o aparecimento de multiplos picos
de ressonancia no espectro de geracao de terceiro harmonico. No regime de confinamento
fraco, 8 = L/ag » 1, mostra-se que a susceptibilidade de terceira ordem decai como 1/8

devido ao predominio do carater hidrogenoide dos auto-estados excitonicos.

Palavras-chave: Pontos quanticos, éxcitons. Propriedades épticas nao lineares,
geracao de terceiro harmonico, indice de refracao nao linear, coeficiente de absor¢ao nao

linear.



ABSTRACT

In this research, we study the effects of exciton confinement on the nonlinear optical
susceptibility of one-dimensional quantum dots. We use a direct numerical diagonalization
to obtain the eigenenergies and eigenfunctions of the discretized Hamiltonian representing
an electron-hole pair confined by a semiparabolic potential and interacting with each other
via a Coulomb potential. Density matrix approach and perturbation theory are used to
compute the nonlinear optical susceptibilities due to third-harmonic generation, as well as
the corresponding nonlinear corrections to the refractive index and absorption coefficient.
These quantities are analyzed as a function of ratio between the confinement length L and
the exciton Bohr radius ag. The Coulomb potential degrades the uniformity of the level
spacings. We show that this effect promotes the emergence of multiple resonance peaks in
the third-harmonic generation spectrum. In the weak confinement regime, 5 = L/ag » 1,
shown that the third-order susceptibility decays as 1/8% due to the prevalence of the

hydrogenoid character of the exciton eigenstates.

Key-words: Quantum dots, excitons. Nonlinear optical properties, third harmonic

generation, nonlinear refractive index, nonlinear absorption coefficient.
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[lustrando os casos limites de éxcitons de raio pequeno e grande. Em cada
caso, hd movimento interno de um elétron em torno de um buraco e o par se
move através da rede como uma unidade. Embora equivalente em principio,
estes dois tipos de éxcitons devem ser tratados com técnicas diferentes
porque no primeiro caso o elétron vé o buraco e os detalhes do potencial da
rede, enquanto no segundo quase vé s6 um buraco e um potencial médio da

rede. Os dois casos sao encontrados em K Br e CuyO, respectivamente.

Niveis de energia dos éxcitons em uma estrutura de bandas simples, em que
o maximo da banda de valéncia e o minimo da banda de conducao estao
em k = 0. Um éxciton pode ter uma energia cinética de translagao. Os
éxcitons sao instaveis em relagao a uma reacao de recombinacao na qual o
elétron e o buraco se aniquilam mutuamente, produzindo um féton ou dois

ou mais fonons.

Acima: representacao esquematica de uma heteroestrutura granulada, de
um pogo quantico, de fios quanticos e de pontos quanticos; com movimento
livre de portadores de carga em 3D, 2D, 1D e 0D, respectivamente. Inferior:

Densidade dos estados eletronicos para o caso dado de dimensionalidade.

Representacao esquematica dos diagramas de energia para os caso de um
tnico atomo (esquerda), um cristal granulado (centro), e um ponto quantico
(direita)

Geragao de terceiro harménico. (a) Geometria de interagao. (b) Descrigao

do nivel de energia.

Frequéncias de ressonancia normalizadas (w,,/wg) como fungao do coeficiente
de confinamento 5 = L/ay para os primeiros trés estados excitados. O
colapso das curvas para § « 1 indica a uniformidade da distribuicao do
espacamento entre os niveis no regime de confinamento forte. A divisdo das
curvas quando [ incrementa sinaliza a nao-uniformidade do espagamento

entre niveis. A dependéncia sobre 3% ¢ tipico dos estados hidrogenoides. .

Espectro da susceptibilidade de terceiro harménico (|¥®)(3w)|) como funcio
da frequéncia de radiagao w/wy para diferentes regimes de confinamento
(8 = L/ag = 0,1.5,3). No regime de confinamento extremo, o espagamento
uniforme entre niveis conduz a uma condicao de ressonancia tripla com
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surgimento de novos picos de ressonancia mas com susceptibilidade nao
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4.3 Valores dos picos da geracao de terceiro harmonico adimensional como
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fungao do coeficiente de confinamento 5 = L/ag. No regime de confinamento
forte ha um unico pico devido a quase condicao de ressonancia tripla. No
regime de confinamento intermédio surge uma estrutura de doble pico com
susceptibilidades nao lineares semelhantes. No regime de confinamento
fraco, um terceiro pico com susceptibilidade de terceira ordem muito menor
também esta presente. O coeficiente na linear diminui fortemente quando
o confinamento é enfraquecido. O decaimento 1/4% é consistente com o

carater hidrogenoide dos auto-estados no regime de confinamento fraco.
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tripla quando surge o carater hidrogenoide dos auto-estados do éxciton.

Espectro do coeficiente de absorcao éptica nao linear adimensional s
devido ao processo de geracao de terceiro harmonico e distintos regimes
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95

26

56



Sumario

1 INTRODUCAO 13
2 SEMICONDUTORES 16
2.1 Teorema de Bloch e estrutura de bandas . . . . . . . ... ... ... ... 16
2.2 Tipo de semicondutores . . . . . . . .. ... 20
2.2.1 Segundo o grau de pureza . . . . . . ... 20

222 Segundootipodegap . . . . . . ... 23

2.3 Massaefetiva . . . . .. 23
24 EXCIONS . . . . .o 26
2.4.1 Tipos de éxcitons . . . . . . . . .. 26

2.5 Pontos quanticos . . . . . . . ... 27

3 INTRODUCAO A OPTICA NAO LINEAR E GERACAO DE TER-

CEIRO HARMONICO 32
3.1 Introducao a éptica nao linear . . . . . . .. . . ... ... .. ... . ... 32
3.1.1 Polarizacao nao linear: abordagem classica . . . . . . ... ... .. 35
3.1.2  Polarizagao nao linear: abordagem quantica . . . .. ... .. ... 37

3.2 Susceptibilidade 6ptica nao linear . . . . . . .. ... L 42
3.2.1 Funcao resposta: dominio do tempo . . . . . . .. ... 42
3.2.2  Dominio da frequéncia: tensor susceptibilidade . . . . . . . . .. .. 44

3.3 Indice de refragao e coeficiente de absorcao . . . . . . . .. ... 45
3.4 Geracao de terceiro harmoénico . . . . . . .. . ... 47
4 MODELO E RESULTADOS 49
4.1 Modelo e formalismo . . . . . . ... 49
4.2 Resultados . . . . . . .. 52
4.2.1 Auto-energias mais baixas . . . . .. ... 52
4.2.2  Susceptibilidade de terceiro harmonico . . . . . . .. .. ... ... 53

4.2.3 Indice de refracao e coeficiente de absorcao nao lineares . . . . . . . )



5 CONCLUSOES

REFERENCIAS

APENDICE A - GERACAO DO TERCEIRO HARMONICO
APENDICE B - POTENCIAL SEMI-PARABOLICO
APENDICE C - CALCULOS COMPLEMENTARIOS

ANEXO A - PUBLICACOES

58

59

64

77

79

82



13

1 INTRODUCAO

Nanoestruturas semicondutoras tém sido consideradas como candidatas potenciais
para novos dispositivos eletro-opticos ativos devido a suas unicas propriedades como
resultado do confinamento eletronico [1]. As dimensdes, geometria e composi¢ao destes
sistemas podem ser totalmente controlados usando técnicas experimentais avancadas,
incluindo o crescimento epitaxial por feixe molecular (Molecular Beam Epitaxy, MBE)
e deposi¢ao quimica em fase vapor (Chemical Vapor Deposition, CVD). A diversidade
de possiveis estruturas, tal como pontos quanticos, fios quanticos e pocos quanticos, tém
motivado um interesse tedrico extensivo no estudo de propriedades eletronicas e dpticas de

semicondutores de baixa dimensionalidade [2-26].

Em particular, pogos quanticos e pontos quanticos tém sido explorados no desen-
volvimento de novos dispositivos operando no espectro 6ptico [25-31]. Estas estruturas
mostram melhoramento das susceptibilidades 6pticas nao lineares associadas a transigao in-
tersubbandas dentro da banda de conducao em comparagao com semicondutores granulados.
Tal incremento na susceptibilidade 6ptica nao linear devido as transicoes inter-subbanda é
diretamente relacionado a intensidade do potencial de confinamento. Muitas investigagoes
experimentais e tedricas tém reportado geracoes de segundo e terceiro harmonico muito

grandes em pontos quanticos [12-19, 22, 24, 32-34].

A influéncia do confinamento eletronico é mais pronunciada nos pontos quanticos
que nos pogos quanticos, assim, levando a nao linearidades muito grandes nestas estruturas.
Em particular, pogos quanticos e pontos quanticos semicondutores com um potencial
de confinamento semi-parabdlico podem suportar uma ressonancia multipla devido ao
espacamento uniforme das subbandas o que resulta em um incremento adicional das
susceptibilidades [17-19], comparada com a obtida a partir de um potencial de confina-
mento retangular assimétrico [3, 16]. Neste contexto, a contribuigdo excitonica a nao
linearidade 6ptica de pontos quanticos semicondutores tém sido consideradas porque as
transicoes excitonicas desempenham um papel significativo nas propriedades 6pticas a

baixas temperaturas de semicondutores [12].

Estudos recentes tém abordado a influéncia de transicoes excitonicas a muitas
propriedades Opticas nao lineares incluindo retificagao éptica, geracao de segundo e terceiro
harmonico e suas correspondentes contribuigoes ao indice de refracao e coeficiente de
absorgao [12-19, 22]. No entanto, a maioria destes estudos concentra-se no regime de con-
finamento forte em que a interacao Coulombiana elétron-buraco pode ser desconsiderados.
No regime oposto de confinamento fraco, a interacao elétron-buraco predomina sobre o
potencial de confinamento. A interacao entre estas duas contribuicoes tem sido menos
explorada na literatura devido a auséncia de uma solucao exata do Hamiltoniano completo.

Ao longo desta linha, expressoes analiticas para a energia do estado fundamental do éxciton



14

em pontos quanticos bidimensionais tém sido obtidas quando o potencial de Coulomb ¢é
substituido por um operador projetivo nao linear [10]. a mesma metodologia foi usada para
calcular energia de ligagdo entre um elétron e uma impureza hidrogenoide [9]. Solugoes
numeéricas de modelos de Hamiltoniano contendo um elétron em uma geometria confinada
interatuando com um impureza hidrogenoide tém sido usadas para calcular a distribuicao
do nivel de energia, o coeficiente de absorcao linear e as forgas do oscilador [7, 8]. No
entanto, um estudo detalhado da interacao entre o confinamento e a interacao elétron-
buraco sobre os processos de geracao do terceiro harmonico mediado pelo éxciton em

pontos quanticos esta faltando.

Neste trabalho, abordamos a o problema anterior calculando numericamente as auto-
energias e suas correspondentes auto-funcoes do Hamiltoniano completo na aproximacao
de massa efetiva para um éxciton em um ponto quantico semicondutor unidimensional

com um potencial semi-parabdlico.

No capitulo 2 sao apresentados: os fundamentos de estruturas de bandas em sélidos
cristalinos para descrever um semicondutor; conceitos sobre massa efetiva e seu significado
como um método de aproximagao; que é um éxciton? e os dois tipos de éxcitons segundo
a forca da ligacao, forte ou fraca. Também apresentamos os pontos quanticos e alguns

métodos para a sua fabricacao.

No capitulo 3 se apresenta os fundamentos da éptica nao linear através de uma
explicacao do surgimento da polarizacao nao linear por meio de uma abordagem classica
(fazendo uso do oscilador anarmonico), e uma abordagem quantica (considerando o meio
material como um ensemble de moléculas independentes e fazendo uso do formalismo da
matriz de densidade e o método de expansao de perturbagao); como também, descreveremos
a resposta do meio ao campo aplicado nos dominios temporal e de frequéncia, assim
como as propriedades e restricoes do sistema. Para cerrar este capitulo descreveremos a
susceptibilidade de terceira ordem, mais especificamente a geragao de terceiro harmonico,

assim como o coeficiente de absorcao e o indice de refracao nao lineares.

No capitulo 4 é apresentado o modelo, o Hamiltoniano na aproximacao de massa
efetiva para um éxciton (representado por um sistema elétron-buraco interagindo via o
potencial de Coulomb), en um ponto quantico unidimensional com um potencial de confi-
namento semi-parabdlico (com igual frequéncia de confinamento); onde, o Hamiltoniano
introduz duas escalas de comprimento tipicas, é dizer, comprimento de confinamento L e
o raio de Bohr efetivo do éxciton ay. Calculamos as auto-energias dos niveis mais baixos
como fungao da proporcao da escala L/ag 0o que nos permite acompanhar a passagem
do regime de confinamento forte ao fraco. Além disso, usaremos a formulagao de matriz
densidade perturbativa para obter a contribuicao dos processos de geracao de terceiro
harmonico a susceptibilidade éptica nao linear. Também serao apresentamos os resultados;

onde, nds estamos principalmente interessados em analisar a dependéncia do espectro
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de susceptibilidade nao linear sobre a proporgao de escala L/ag quando o confinamento
torna-se mais fraco e a condicao de ressonancia multipla quebra. E também, reportaremos
as correspondentes contribui¢oes nao lineares para o indice de refracao e o coeficiente de

absorcao para distintos regimes de confinamento.
No capitulo 5 sao apresentadas as conclusoes e perspectivas do trabalho.

Alguns célculos demonstrativos e breves teorias relacionadas ao trabalho sao apre-

sentados nos apéendices e anexos, respectivamente.
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2 SEMICONDUTORES

No estado sélido temos sélidos cristalinos e nao cristalinos; os primeiros (ver Fig. 2.1-
esquerda) tém uma estrutura formada por um arranjo periédico de atomos ou grupos de
atomos, e os outros também conhecidos como sélidos amorfos carecem de uma estrutura

ordenada (ver Fig. 2.1-direita).

Aqui veremos os materiais semicondutores cristalinos, cujas propriedades dependem
da estrutura cristalina porque os elétrons possuem comprimentos de onda da mesma ordem
que as distancias interatomicas, e por isso seu comportamento é afetado drasticamente

pela periodicidade dos atomos do material.

2.1 Teorema de Bloch e estrutura de bandas

Consideramos que todos os potenciais de interagao entre os elétrons juntos formam

um potencial periédico, caso unidimensional, V' (x) com

V(z+mna)=V(r); neZ, (2.1)

onde a é a constante de rede [35-37].

Bloch demonstrou que as solugoes da equacao de Schrodinger para um elétron em

um potencial igual ao da Eq. 2.1 devem ser da forma

Ur(x) = ug(x)exp(ikx), (2.2)

onde ug(z) tem a periodicidade da rede cristalina, com ug(z) = ug(x + na). A Eq. 2.2 é a
expressao matematica do teorema de Bloch: ”Qualquer solucao da equacao de Schrodinger

kx

em um potencial periédico assume a forma de uma onda plana €** modulada viajando na

escala microscopica por uma fungdo apropriada com a periodicidade da rede uy(x).

Uma funcao de onda de um elétron da forma da Eq. 2.2 é chamada de funcao de

Bloch, e ante uma translacao t, = na, também pode ser escrito na forma

Up(x + t,) = exp(ikt,)Yr(x). (2.3)

Esta equacao mostra que os valores das func¢oes de ondas em qualquer par de pontos
diferenciados por uma translagao t,, estao relacionados pela fase exp(ikt,), esta é outra

forma de expressar o teorema de Bloch.
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Figura 2.1: Esquerda: diagrama molecular do quartzo (Si0,) em rede cristalina.

Direita: diagrama molecular do vidro (Si0;) em sélido amorfo.
Fonte: Klingshirn, 2005 [35].

) d ® Sj

Consideramos N pontos de uma rede cristalina unidimensional em um anel de
comprimento L = Na. E, usando as condigoes de contorno ciclicas ou de Born-Karman

para as funcoes de onda, temos

Ur(x + Na) = Yy (), (2.4)

¢ dizer, os pontos x e x + Na, sao considerados como equivalentes. Onde das equagoes 2.3

e 2.4, obtém-se:

Yr(z + Na) = exp(ikNa)y(x)
Yr(zr) = exp(ikNa)yy(x),

entao, exp(itkNa) = 1, portanto, kNa = n27, assim,

2T
Por consequéncia, a densidade de estados no espago k é L/27, proporcional ao
comprimento do cristal. Quando L = Na, entdo, a primeira zona de Brillouin (ou
simplesmente zona de Brillouin € o menor volume limitado por planos perpendiculares ao
ponto médio dos vetores da rede reciproca tragados a partir da origem [35-37]), contem um

numero de pontos k distribuidos uniformemente, igual ao nimero N de células da rede.

Estudando os elétrons que se propagam livremente no potencial criado pelos fons
da rede através do modelo de Kronig-Penney, o qual considera um arranjo periédico de

pocos quanticos, resulta na formacao de bandas de energia proibidas no limite das zonas
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Figura 2.2: Esquema de zona reduzida (b) de bandas de energia eletronicas
em um sélido cristalino alcangado a partir de elétrons livres (a) ou de orbitais
atémicos (c,d).

Fonte: Klingshirn, 2005 [35].

de Brillouin nas quais existem estados eletronicos nao estaciondrios (ver Fig. 2.2a).

Outros métodos comegam com os orbitais atomicos dos elétrons formando os sélidos
ou mais especificamente os semicondutores. Eles envolvem a adigao de uma ou mais orbitais
atomicas colocados em cada lugar de um atomo no cristal e tratar a interaccao entre os
orbitais em sitios vizinhos, isto é, a sobreposi¢ao de funcao de ondas como perturbagao.
Algumas destas técnicas sao aproximacao de tight-binding, a combinacao linear de orbitais
atomicos ou o método estendido de Hiickel (ver Fig. 2.2¢,d). Esta interacgao entre dtomos
conduz a uma divisao do nivel atomico em que muitos estados como atomos existem. O
espacamento dos niveis sao tao pequenos que, para todos os efeitos praticos, o resultado é

uma banda de energia continua.

Devido ao ”Principio de exclusao de Pauli”o que diz: em um sistema eletronico nao
podem existir dois elétrons com os mesmos numeros quanticos. Isto é, nao pode-se ter dois
elétrons com a mesma energia. Entao, ao juntar os atomos, o elétron do primeiro atomo
com a mesma energia F1 do elétron do d4tomo vizinho hao-se de separar em energia. Como
tem-se uma grande quantidade de atomos aparecem muitos niveis energéticos com uma
separacao muito pequena, formando a primeira banda de energia. Os elétrons de energia

E?2 separam-se em energia formando a segunda banda de energia. E assim sucessivamente



19

Energia Energia
[

Banda de
condugio

| Eg | . Vetorde . Coordenadas
-m/a ‘ onda K * espaciaisT
Banda de
valéncia
(a) (b)

Figura 2.3: Representacao das bandas no espago k (a) e no espago real (b).
Fonte: Klingshirn, 2005 [35].

com o resto de energias vao-se criando as bandas de energia (grupos de niveis energéticos,
ver Fig. 2.2¢,d).

Como é dificil tirar um elétron das bandas inferiores, nao estamos interessados em
aquelas, nao vamos considera-las, e s6 trabalharemos com as duas bandas superiores; a

banda de valéncia e de conducao (ver Fig. 2.3).

Se a banda de valéncia estd totalmente preenchida e a banda de condugao esta
totalmente vazia com uma banda proibida (ou gap é a diferenca de energia entre o ponto
mais baixo da banda de conducao e o ponto mais alto da banda de valéncia) maior a 4eV/,
entao o cristal serd um isolante [35] (ver Fig. 2.4a). Neste material um campo elétrico
externo nao pode produzir uma corrente elétrica, (supondo que o campo elétrico nao seja
suficientemente intenso para modificar a estrutura eletronica). Entretanto, se a banda

proibida tem um valor entre 0 — 4eV, entdo, estamos frente a um semicondutor (ver
Fig. 2.4b).

Se as bandas possuem energias em comum, em vez de termos uma banda cheia e
outra vazia, o que nos daria um isolante, teremos duas bandas parcialmente cheias, o que
nos dard um metal ou mais especificamente um semi-metal (ver Fig. 2.4c). Um metal é
aquele que a temperatura T' = 0K tem sua banda de valéncia totalmente preenchida e a

banda de condugao semi-cheia (ver Fig. 2.4d).

Um semicondutor, puro e cristalino, a temperaturas muito baixas se comporta
como um isolante. E, sua condutividade aumenta ao incrementar a temperatura. Mas,

a temperatura ambiente ainda tem uma condutividade baixa, mas ao ser tratado quimi-
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Figura 2.4: Estados ocupados e estruturas de bandas (a) em um isolante; (b)
em um semicondutor; (c) em um semi-metal com superposi¢ao de bandas; (d)

em um metal com uma banda incompleta.
Fonte: Adaptagao do Kittel, 2005 [36], com valores do Klingshirn, 2005 [35].

camente de diferentes maneiras, dopando-lo, sua condutividade a temperatura ambiente

aumenta quanto seja necessaria.

2.2 Tipo de semicondutores
2.2.1 Segundo o grau de pureza

Podemos falar de semicondutores intrinsecos e extrinsecos [35, 36]:

Semicondutores intrinsecos. A condutividade destes materiais nao dependem das
impurezas presentes, e sim da temperatura. A temperaturas finitas os elétrons
sao excitados termicamente da banda de valéncia a banda de conducao. Tanto os
elétrons que passam para a banda de conducao como os buracos deixados por estes
elétrons na banda de valéncia contribuem para a condutividade elétrica. Entre os
materiais deste tipo encontram-se os compostos II1I-V formados pelos elementos
trivalentes e pentavalentes do grupo A da tabela peridédica como o GaAs, InAs
e AlGaAs; os compostos II-VI conformados por um elemento divalente do grupo
B e um hexavalente do grupo A como o CdS, ZnS e ZnSe; e também temos os
compostos IV-IV do grupo A como Si, Ge e SiC. Um exemplo da estrutura de

bandas de este tipo de semicondutor pode se ver na Fig. 2.4b.
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Figura 2.5: Cargas associadas a um atomo de arsénio na rede cristalina no
silicio. O arsénio possui cinco elétrons de valéncia, mas o silicio possui apenas
quatro. Assim, quatro elétrons do arsénio formam ligagoes covalentes com os
atomos vizinhos de silicio e o quinto elétron pode contribuir para a conducgao
de corrente elétrica. O atomo de arsénio é chamado de doador porque, doa um
elétron para a banda de conducao. Em temperaturas muito baixas, o elétron

permanece associado ao atomo de arsénio.
Fonte: Kittel, 2005 [36].
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Figura 2.6: Cargas associadas a um atomo de boro na rede cristalina no silicio.
O boro possui trés elétrons de valéncia, um menos que o silicio. Assim, para
formar ligacoes covalentes com os atomos vizinhos de silicio, o boro remove
um elétron de uma ligagao covalente Si — Si, deixando um buraco na banda
de valéncia do silicio. O Atomo de boro é chamado de aceitador porque, ao
se ionizar, aceita um elétron da banda de valénci. Em temperaturas muito

baixas, o buraco permanece associado ao atomo de boro.
Fonte: Kittel, 2005 [36].

Semicondutores extrinsecos. Estes apresentam condutividade extrinseca associada
principalmente as impurezas. Nos semicondutores compostos, a deficiéncia este-
quiométrica de um componente se comportara como uma impureza; semicondutores
deste tipo sao conhecidos como semicondutores deficitarios. A adicao proposital
de impurezas a um semicondutor recebe o nome de dopagem. Estas impurezas ou
imperfeigoes afetam drasticamente as propriedades elétricas dos semicondutores. Por

exemplo, a adicao de boro ao silicio na proporcao de 1 d4tomo de boro a 10° dtomos
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Figura 2.7: Mostra-se um processo direto de absorgao em (a) e um processo

de absorgao indireto em (b).
Fonte: Adaptacao do Kittel, 2005 [36].

de silicio multiplica por 1000 a condutividade do silicio puro a temperatura ambiente.

Semicondutores tipo n. Contem impurezas que neste caso sao atomos que
cedem elétrons a rede cristalina, pelo que sao chamados de doadores. Por exemplo, o
silicio forma quatro ligagoes covalentes com os vizinhos mais préximos, usando assim
os quatro elétrons de valéncia. Se o &tomo de uma impureza pentavalente, como
o arsénio é incorporado a rede cristalina no lugar de um atomo de silicio, um dos
elétrons de valéncia da impureza fica sobrando depois que a impureza é incorporada
a rede cristalina com a menor perturbacao possivel. Assim, a estrutura possui uma
carga positiva na posi¢do do atomo da impureza (que perdeu um elétron). Estudos
da constante de rede mostram que as impurezas pentavalentes entram na rede em
substitui¢ao a d4tomos normais e ndo em posigoes intersticiais [36]. O cristal como
um todo permanece neutro porque o elétron permanece no cristal (um exemplo na
Fig. 2.5).

Semicondutores tipo p. Neste caso as impurezas aceitam elétrons da banda
de valéncia para completar as ligacoes covalentes com os atomos vizinhos, deixando
assim buracos na banda. Estas impurezas sao chamadas de aceitadores. Por exemplo,
se um atomo de impureza trivalente como o boro é introduzido na rede do silicio,

entdo, o boro introduz buracos na banda (um exemplo na Fig. 2.6).
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2.2.2 Segundo o tipo de gap

Pode ser semicondutor com um gap direto ou um gap indireto [35, 36]. O estado
de minima energia na banda de conducao e o estado maxima energia na banda de valéncia
sdo cada uma caracterizadas por um determinado momento do cristal (vetor-k) na zona
de Brillouin. Se os vetores-k sao os mesmos, entao, é chamado ” gap direto”. Se forem
diferentes, é chamado ” gap indireto” (ver Fig. 2.7). No caso do gap direto, um elétron pode
cair diretamente da banda de conducao a banda de valéncia emitindo um féton. Por outro
lado, no gap indireto, um féton nao pode ser emitido de forma direta porque o elétron

deve passar por um estado intermédio e transferir momento a rede cristalina.

2.3 Massa efetiva

Se queremos descrever o movimento de um elétron ou buraco em um semicondutor
sob a influéncia de um campo externo (é dizer elétrico ou magnético) devemos considerar
um pacote de ondas em vez de ondas de Bloch estendidas infinitamente. Para descrever tal
pacote de ondas sobrepomos ondas de Bloch de um determinado intervalo de vetores-k em
torno de ko como ¢y, (r) = >, axe™ uy(r). Estes tipos de pacote de onda sdo conhecidos
como funcoes de Wannier. Por definigao, a velocidade de grupo é dada por v, = dw/dk.
De acordo com a teoria quantica, a frequéncia associada a uma funcao de onda de energia
E é w = E/h e, portanto,

v, = h 'dE/dk ou v, =h'V,E(k), (2.6)
onde
dE(k
dE(k) = %dk = hw,dk, (2.7)

onde, os efeitos do cristal, como os potenciais periddicos, sobre o movimento dos elétrons

estao contidos na relacao de dispersao E(k).

Uma forca externa F muda a energia do pacote de onda de acordo a

dE(k) = F -ds = F - v,dt = Fu,dt. (2.8)

Combinando as equagoes. 2.7 e 2.8, obtemos
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Figura 2.8: Dispersao esquematica (a) de uma banda de condugao e a massa

efetiva resultante (b).
Fonte: Klingshirn, 2005 [35].
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Figura 2.9: Dispersao esquemaética (a) de uma banda de condugao e a massa

efetiva resultante (b).
Fonte: Klingshirn, 2005 [35].

dk
h— =F =71 2.9
dt P (2.9)

Esta expressao corresponde a lei de movimento de Newton, mas agora para o
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quase-momento hk dos elétrons ou buracos do cristal.

Das equacgoes 2.6 e 2.9, obtemos a aceleragao a do pacote de ondas

dv, 10*E 1*Edk 10°E
— s O 2.10
“T7dt T hokot  hok*dt  hok? (2.10)
Comparando com a forma trivial de Eq. 2.9
a—LF (2.11)
- .

Encontramos que o elétron e buraco do cristal se movem sob a influéncia de campos

externos através do cristal como uma particula com massa efetiva m* dada por

1 1°E 1 PE

A1 _taE 1 i . 2.12
m*  hok:  hokok, 7T 0P (2.12)

No caso de elétrons livres m* = mg. O lado direito da Eq. 2.12 mostra que a massa

efetiva é um tensor e pode depender da direcao em que o elétron ou buraco se movem.

A massa efetiva de um elétron em uma banda de energia pode ser positiva ou
negativa [35, 36]: os estados de massa efetiva positiva ocorrem si a curvatura da banda é
positiva (0?E/0*k > 0), isto acontece perto da extremidade inferior de uma banda. Os

estados de massa efetiva negativa ocorrem perto do topo de uma banda (0?E/0%*k < 0).

Como as bandas de semicondutores tendem a ser parabdlicas na proximidade do
extremo da banda, ver Fig. 2.3. Estes extremos sao mais importantes para as propriedades
Opticas e de transporte. As massas efetivas sao constantes nestas regioes. Isto conduz a
chamada aproximacao de massa efetiva [35]. Assim, elétrons e buracos em um semicondutor

sao tratados como particulas livres, mas com uma massa efetiva dado por 2.12.

Esta massa afortunadamente, em algumas regioes é constante, o que permite a
aproximacao anteriormente mencionada a qual sera utilizada na presente pesquisa, mas
isto pode mudar como funcao de k e volta-se negativa ou infinita, como pode-se ver na
Fig. 2.8.

Quando a energia gap E, ¢ muito pequena em comparacao a separacao entre banda
de valéncia e as outras bandas de energia, podemos fazer uma aplicagao da teoria k - p

(Kane, 1982) para encontrar a forma das bandas de condugao e de valéncia perto de k = 0.
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2.4 Excitons

Nas medigoes de refletancia e absorcao mostram-se frequentemente anomalias em
energias ligeiramente menores do que a largura da banda proibida, para os quais espera-se
que o cristal seja transparente. Estas anomalias sao causadas pela absor¢ao de um féton
com a criagao de um par elétron-buraco. Um elétron e um buraco podem ser mantidos

juntos pela atragao eletrostatica.

Com a absorcao de um féton podemos excitar um elétron da banda de valéncia
a banda de conducao. Da mesma forma, podemos trazer o sistema de N elétrons ao
estado fundamental ao estado excitado. Para entender as propriedades opticas do sistema
eletronico de um semicondutor, um isolante ou mesmo um metal precisamos de uma
descrigao dos estados excitados do problema das N particulas. Onde, uma destas excitagoes,
em semicondutores ou aislantes, sao chamados ”éxcitons”. Portanto, um éxciton é um par
ligado elétron-buraco que pode-se mover e transportar energia, mas nao transporta carga,

ja que é eletricamente neutro.

Em um semicondutor o éxciton pode ser formado pela excitacao 6ptica, com uma
energia maior ao do que a largura da banda proibida, fazendo uma transicao de duas
particulas; isto é, excitar um elétron a banda de conducao e simultaneamente criar um
buraco na banda de valéncia. Entretanto, nas proximidades da transicao direta dos
semicondutores os éxcitons podem ser instaveis em relagao ao processo de recombinagcao.
Portanto, é mais comum trabalhar com semicondutores de banda indireta, embora, todos
os éxcitons sao instaveis em relacao ao processo de recombinacao, no qual o elétron e o

buraco se aniquilam mutuamente.

2.4.1 Tipos de éxcitons

Dos diferentes tipos de éxcitons vamos mencionar s6 dois, os propostos por Frenkel

e Mott-Wannier: [35, 36]:

Excitons de Frenkel. E um éxciton fortemente ligado e a excitcao estd localizada nas
proximidades de um atomo, em geral o elétron e o buraco pertencem a um mesmo
atomo. Este tipo de éxciton pode ser considerado como um tnico atomo, mais a
excitacao pode passar de um atomo para outro a causa do acoplamento entre atomos

vizinhos (ver Fig 2.10a).

Excitons de Mott- Wannier. Também conhecidos como éxcitons fracamente ligados,
nos quais a distancia entre o elétron e o buraco é grande em comparacao com a
constante de rede e a energia de ligagao entre as duas particulas é pequena (ver
Fig 2.10b).
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Figura 2.10: Ilustrando os casos limites de éxcitons de raio pequeno e grande.
Em cada caso, ha movimento interno de um elétron em torno de um buraco
e o par se move através da rede como uma unidade. Embora equivalente
em principio, estes dois tipos de éxcitons devem ser tratados com técnicas
diferentes porque no primeiro caso o elétron vé o buraco e os detalhes do
potencial da rede, enquanto no segundo quase vé s6 um buraco e um potencial

médio da rede. Os dois casos sao encontrados em K Br e C'u;O, respectivamente.
Fonte: Knox, 1963 [38].

A descricao destes tipos de éxcitons é possivel quando considera-se o termo de

correlacao coulombiana,

62

V(lre —ral) = (2.13)

onde € ¢ a constante dielétrica efetiva do material. Quando a permissividade dielétrica
¢é grande, a presenca dos elétrons na banda de valéncia tendem a reduzir a interacao
coulombiana entre o elétron e o buraco, e por consequéncia a energia de ligagao dos
éxcitons é muito menor do que o atomo de hidrogénio. Tendo assim um raio maior do
que a rede cristalina e portanto é um éxciton de Mott-Wannier. No outro caso, quando a
permissividade dielétrica do material ¢ muito pequena, entao a interacao do elétron e o
buraco se volta mais forte e por isso os éxcitons tendem a ser mais pequenos e localizados,

da ordem do tamanho da célula unitaria, portanto estes sao éxcitons de Frenkel.

2.5 Pontos quanticos

Com o avanco da tecnologia, nos anos 80 surgiu a possibilidade de preparar amostras
de materiais semicondutores onde o movimento em uma das diregoes é confinado (Fig. 2.12-

esquerda). Estas amostras sao preparadas utilizando a técnica de crescimento epitaxial
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Figura 2.11: Niveis de energia dos éxcitons em uma estrutura de bandas
simples, em que o maximo da banda de valéncia e o minimo da banda de
conducao estao em £ = 0. Um éxciton pode ter uma energia cinética de
translacao. Os éxcitons sao instaveis em relacao a uma reagao de recombinacao
na qual o elétron e o buraco se aniquilam mutuamente, produzindo um féton

ou dois ou mais fonons.
Fonte: Adaptacdo do Kittel, 2005 [36].

por molecular bem epitaxy entre outras. Este cristal sintético que apresenta os pocos
quanticos é crescido camada por camada. Para produzir os pocos quanticos se cresce uma
heteroestrutura de dois compostos com diferentes estruturas eletronicas. Inicialmente
se cresce uma camada de composto A e em seguida uma camada fina do composto B
seguida por uma camada A. A diferenca no valor de gap entre os dois materiais produz
uma modulagao das bandas de energia na dire¢ao de crescimento (epitaxial) que, devido
a pequena dimensao que o material possui na direcdo de crescimento, leva a efeitos
de confinamento quantico em um sistema tipo poco potencial. Os estados eletronicos
estendidos tem natureza bidimensional e formam subbandas na direcao perpendicular
a direcao de crescimento. O progresso de estas heteroestruturas bidimensionais e suas
aplicagoes atrairam muitos cientistas para estudar sistemas de dimensoes mais reduzidas
como os fios quanticos confinados em duas dimensoes e os pontos quanticos confinados
em suas trés dimensoes. Em contraste aos pocos quanticos, onde os portadores sao
localizados na direcao perpendicular as camadas mas se movem livremente no plano
da camada, em fios quanticos (Fig. 2.12-centro), os portadores sao localizados em duas

direcoes e se movem livremente ao longo do eixo do fio. Assim, sendo confinados em todas
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Figura 2.12: Acima: representagao esquematica de uma heteroestrutura gra-
nulada, de um poco quantico, de fios quanticos e de pontos quanticos; com
movimento livre de portadores de carga em 3D, 2D, 1D e 0D, respectivamente.
Inferior: Densidade dos estados eletronicos para o caso dado de dimensionali-
dade.

Fonte: Grundmann, 2002 [39].

as direcoes, os pontos quanticos apresentam espectros de energia totalmente discreto e
portanto propriedades andlogas aos atomos, por isso, sao também chamados de atomos
artificias (Fig. 2.12-dereita).

Na Fig. 2.12-inferior mostra-se como a densidade de estados vai mudando ao ir
aumentando o confinamento dos portadores de carga. Devido a que os pontos quanticos
tém niveis de energia bem definidos; isto faz que, ao ser excitados os elétrons eles emitam
radiacao com frequéncias bem definidas no processo de voltar a seu estado fundamental.
Portanto, o uso dos pontos quanticos como lasers produz lasers de alta qualidade em

comparacao a outros formados de heteroestruturas de menor confinamento (ver Fig. 2.13).

A reducao do tamanho dos pontos quanticos faz com que os portadores de carga
sofram um maior confinamento quantico, o que causa um aumento do gap de energia,
que é a energia necessaria para retirar um elétron da banda de valéncia para a banda de
conducao. Por outro lado, o principio pelo qual os nticleos atomicos confinam aos elétrons
difere qualitativamente do que rege nos pontos quanticos semicondutores. Enquanto no
primeiro caso o potencial de Coulomb é responsavel de que os elétrons nao possam-se
propagar livremente, no segundo caso o potencial de confinamento surge da diferenca

existente entre as estruturas eletronicas dos semicondutores que formam a heteroestrutura.

Desta forma, os pontos quanticos se enquadram em uma nova classe de materiais
estruturados artificialmente que apresentam propriedades 6pticas nao lineares bastante
interessantes [40], podem ser utilizados na construgao de lasers [41, 42] e permitem o

estudo de fendmenos quanticos que nao poderiam ser observados em atomos naturais. Um
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Figura 2.13: Representacao esquematica dos diagramas de energia para os caso
de um tnico dtomo (esquerda), um cristal granulado (centro), e um ponto
quantico (direita)

Fonte: Grundmann, 2002 [39].

ponto quantico pode conter desde um elétron até uma colecao de milhares de elétrons. No
entanto, aplicando uma voltagem externa, o nimero de elétrons em seu interior pode variar
e isto tem despertado grande interesse também no estudo de propriedades de transporte

destas estruturas.

Um grande ntmero de trabalhos mostram que os pontos quanticos apresentam o
efeito de tunelamento ressonante de seus niveis quantizados de energia [43]. Isto significa
que é possivel controlar o transporte eletronico através do ponto quantico permitindo
que somente um unico elétron seja capaz de tunelar para dentro e para fora da estrutura.
A principal assinatura deste efeito é observada em medida de condutancia em funcao
da voltagem de porta aplicada (”gate-voltage”) onde verifica-se a existéncia de maximos
na conductancia para certos valores de voltagem espacgados de forma aproximadamente
regular. Também, estao-se realizando estudos sobre os graus de liberdade do spin dos
elétrons confinados nos pontos quanticos. Quando um campo magnético externo é aplicado,
o espectro eletronico tipico do ponto quantico pode mudar fortemente. Em pontos
quanticos acoplados efeitos de bloqueio de Coulomb, tunelamento entre pontos vizinhos,
e magnetizagao tem sido observados assim como a formacao de um estado deslocalizado
de uma tnica particula. Efeito como o Fano-Rabsha tem sido reportados [44, 45]. Assim

também, os pontos quanticos pode ser utilizados como filtros de spin [46, 47].

As técenicas de crescimento mais utilizadas para a obtencao de pontos quanticos sao
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a litografia, a quimica coloidal e a epitaxial. Cada uma delas apresentam uma série de
ventagens e inconvenientes que condiciona o uso ou aplicacao que quer-se dar. Portanto,
nao tem uma técnica melhor a outras. Aqui s6 consideraremos a técnica de crescimento

por epitaxial, as outras podem ser encontradas nas referéncias [48].

O desenvolvimento de técnicas de crescimento por epitaxial teve como principal
motivagao a obtengao de cristais semicondutores de alta qualidade. Seu uso permitiu a
realizacao de pogos quanticos com propriedade 6pticas de uma qualidade excepcional e,
também, aprofundar no estudo das condigoes de crescimento de heteroestruturas. Uma
pequena descricao do processo desta técnica é o seguinte: as camadas epitaxiais atuam como
semente, onde a camada depositada adquire uma estrutura de rede e orient¢ao idénticas a do
substrato. Se o filme se deposita sobre um substrato com a mesma composicao, 0 processo
se conhece como homoepitaxia; caso contrario, se sao diferentes, chama-se heteroepitaxia.
Esta ultima técnica é utilizada para fabricar camadas cristalinas integradas de distintos
materiais. Dentro das técnicas epitaxiais, que fazem referéncia a um crescimento ordenado

sobre um substrato monocristalino, podemos encontrar os métodos:

Epitaxia na fase liquida. Em ingleés, Liquid Phase Epitaxy - LPE. Um liquido em
regime de saturagao estda em contato com o substrato, de forma que o crescimento se

realiza camada a camada.

Epitaxia na fase vapor. Em inglés, Vapour Phase Epitaxy - VPE. O crescimento
se produz a partir da reagao na superficie de compostos organicos com hidruros
metalicos que contém as espécies quimicas requeridas pela estrutura que sera crescida.
Dentro desta categoria se tem a técnica de deposicao quimica de metalorganicos na
fase vapor (em inglés, Metalorganic Epitaxial Chemical Vapor Deposition - MOCVD),

que desempenha um papel destacado no crescimento de pontos quanticos.

Epitaxia de feixes moleculares. Em inglés, Molecular Beam Epitaxy - MBE. Em
condicoes de ultra vacuo os composto que contém as espécies quimicas sao evaporados
em células orientadas em direcao ao substrato. Controlando o tempo que as células
estao abertas, entre outros parametros, até pode-se obter um composto que apresente

uma estequiometria dada.
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3 INTRODUCAO A OPTICA NAO LINEAR E GERACAO
DE TERCEIRO HARMONICO

A optica é o ramo da ciéncia fisica que estuda a interacao da luz com a matéria.
Quando a intensidade da luz é baixa as propriedades 6pticas do material nao dependem da
intensidade da luz, nesse caso as ondas nao interagem umas com as outras. Entretanto, se
a iluminagao é suficientemente intensa, entao, as propriedades Opticas comecam a depender
da intensidade e outras caracteristicas da luz, e as ondas da luz podem interagir umas
com as outras e também com o meio. Este tltimo é o campo da 6ptica nao linear o qual

da uma visao mais profunda da estrutura da matéria.

Para efeitos Opticos nao lineares de baixa ordem, as polarizacoes nao lineares
e susceptibilidades nao lineares caracterizam a resposta Optica nao linear dos estados
estacionarios de um meio e governam a propagacao da onda no meio nao linear. Na
secao 3.1 da-se una breve introducao a 6ptica nao linear e uma explicagao do surgimento
da polarizacao nao linear através das abordagens classica e quantica, nas secoes 3.1.1
e 3.1.2, respectivamente. Na secao 3.2 fazendo uso de ema descricao convencional sobre
a relacao constitutiva entre a polarizacao e o campo indutor apresentamos a reposta do
meio ao campo aplicado nos dominios temporal e de frequéncia, nas secoes 3.2.1 e 3.2.2,

respectivamente.

3.1 Introducao a éptica nao linear

A éptica nao linear estuda os fendmenos que ocorrem como consequéncia da
modificacao das propriedades 6pticas de um sistema material pela presenca de luz e s6 a
luz de um lazer é o suficientemente intensa para modificar as propriedades épticas de um
sistema material. De fato, o descobrimento da geracao de segunda ordem por Franken et
al. [49], em 1961, deu inicio ao campo da 6ptica nao linear. Isto sé foi possivel depois do
desenvolvimento do laser e da publicagdo do primeiro trabalho com laser por Maiman [50],
em 1960. Este ramo da ciéncia teve, desde seu inicio, um rapido desenvolvimento pela sua

beleza e interesses cientifico e tecnoldgico.

Entre os fenomenos da éptica nao linear destacam-se os seguintes:

e Influéncia de alta intensidade (/) do campo eletromagnético de uma onda

— no indice de refragdo (n) dos materiais,
— no coeficiente de absorgao (a) dos materiais e

— na velocidade de fase (vy) da prépria onda.
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e Geracao de ondas eletromagnéticas cujas frequéncias sao combinagoes lineares das

frequéncias das ondas originais.

e Alteracao das propriedades de propagacao de uma onda eletromagnética pela in-

fluéncia de uma outra.

A luz é uma onda eletromagnética formada por um campo elétrico E e um campo
magnético H, ambos variando rapidamente no tempo. Os campos estao relacionados entre
si através das equagoes de Maxwell da teoria eletromagnética, o que significa que uma

onda Optica pode ser caracterizada definindo-se apenas seu campo elétrico.

A equacao de onda deduzida das equagoes de Maxwell, que descreve a propagacao do
vetor de onda de um campo elétrico em um meio dielétrico sem magnetizagao macroscopica
(meio sem dipolos magnéticos microscépicos), eletricamente neutro e nao condutor (nao

existem cargas livres ou densidade de corrente), é escrita no Sistema Internacional de
Unidades (SI) como [51, 52]:

Vv s+t By “ ) (3.1)
——=—|E(r,t) = —pp=—=P(r .
02 (%2 ) Ho (%2 y V)

onde E(r,t) é o campo elétrico, P(r,t) é a polarizacao induzida, po é a permeabilidade

magnética no vacuo e ¢ é a velocidade da luz.

Para que a descricao esteja completa, é preciso conhecer a relacao entre a polarizagao
induzida P(r,t) e o campo elétrico E(r,t). Em geral, P(r,¢) é uma fungao nao linear
complicada de E(r,t) que descreve totalmente a resposta do meio ao campo e, isto, é
frequentemente conhecido como a equacao constitutiva. No entanto, no caso linear P toma

uma forma simples linearizada

P = ¢V E, (3.2)

onde YV é a susceptibilidade linear.

No caso nao linear, P pode ser expandido em uma série de poténcias da intensidade
do campo E [51, 53, 54].

P = 5(xV'E+x®: EiEy + Y EEE; + )
= P(l) + P(2) + P(3) + (33)

onde as quantidades Y e ¥ sdo conhecidas como susceptibilidades épticas nio lineares

de segunda e terceira ordem, respectivamente, e P? = ¢,y : E,E, faz referéncia a
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polarizacao nao linear de segunda ordem e P®) = ¢yx®)E;E,E;3 & polarizacao nao linear

de terceira ordem.

Os termos de ordens maiores e iguais a dois da Eq. 3.3 oscilam com frequéncias que
sao combinagbes lineares (soma, harmonicos e diferengas) dos campos envolvidos. Desta

forma atuam como novas fontes de radiagao na equacao de onda 3.1.

Alguns fenémenos originados pelos diferentes termos da série da Eq. 3.3 quando se

aplicam campos 6pticos intensos sao:

1. Primeiro termo: fenomenos lineares ordinarios como a refraxao e a absorcao das

ondas, etc.
2. Segundo termo: fenomenos de segunda ordem
e geracao do segundo harmonico, da soma e da diferenca de frequéncias através
da mistura de duas ondas,
e amplificacao paramétrica,

e efeito eletro-6ptico ou efeito Pockels, envolve uma mudanca no indice de refracao
proporcional ao campo elétrico aplicado, sendo este efeito imprescindivel para a
modulacao da luz e comutacao de sinais 6pticos, amplamente empregados em

sistemas de comunicacao optica, etc.
3. Terceiro termo: fenomenos de terceira ordem
e geracao do terceiro harmonico e de outras combinacoes lineares através da
mistura de trés ondas,
e auto-modulacao de fase da onda,

e autofocalizacao da onda quando esta provoca mudancas no indice de refracao

do material, fazendo o meio atuar como uma lente que focaliza a onda,
e amplificacao Optica,
e conjugacao defase da onda,

e propagagao de pulsos sem deformagoes (sélitons), etc.

Os fenomenos mencionados nesta secao ilustram que a éptica nao linear oferece

amplas dareas de pesquisa e de aplicagoes tecnoldgicas na construcao de dispositivos.

Neste trabalho serao estudados fenomenos de terceira ordem, mais especificamente
a geragao de terceiro harmonico, o coeficiente de absor¢ao nao linear e o indice de refracao

nao linear.
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Para um melhor entendimento do surgimento da polarizacao nao linear nas préximas
secoes explicaremos isto através de uma abordagem classica, secao 3.1.1, usando o modelo
do oscilador anarmonico; e depois, adotaremos uma abordagem quantica, secao 3.1.2,
considerando um ensemble de moléculas independentes e fazermos uso do formalismo da

matriz densidade e o método de expansao de perturbacao.

3.1.1 Polarizagao nao linear: abordagem classica

Sendo a susceptibilidade e polarizacao nao lineares conceitos fundamentais na
Optica nao linear, e para compreender melhor tais conceitos, vamos modelar a situacao
considerando os materiais Opticos como uma colecao neutra de particulas carregadas,
elétrons e nucleos ionizados. Quando um campo eletromagnético é aplicado sobre o
material, suas cargas se movem. Se o material for metalico, observaremos a geracao
de uma corrente elétrica. Entretanto, em um material dielétrico as cargas positivas e
negativas estao ligadas de forma nao rigida, de tal maneira que as nuvens eletronicas
possuem certa mobilidade, a qual depende do tipo de ligacao eletronica do material. Assim,
durante a presenca do campo ha um deslocamento de cargas em relacao as posicoes de
equilibrio, resultando em uma inducao de momentos de dipolo microscépicos, que por sua

vez originam uma polarizacao macroscopica no material.

No caso da luz, o campo eletromagnético oscila em torno de 10 — 10'7 vezes por
segundo, o que significa que os dipolos elétricos induzidos também estao oscilando em
resposta ao campo aplicado [54]. O efeito do campo magnético 6ptico é fraco demais e
sera desconsiderado. Devido a massa dos nicleos ionizados serem muito maior do que
a da nuvem eletronica, suas inércias nao permitem acompanhar as oscilagoes do campo.
Sendo assim, a contribuicao relevante para a oscilacao dos momentos de dipolo é dada
pelas nuvens eletronicas. Estes dipolos oscilantes entao transmitem radiacao na frequéncia

em que oscilam.

Os efeitos nao lineares, relacionados com a parte nao linear da polarizacao, podem
ser compreendidos empregando-se o modelo do oscilador anarmonico, que é a analogia
mecanica do sistema elétron-fon [55]. Neste modelo, o meio é composto por N osciladores
(dipolos elétricos) anarmonicos classicos por unidade de volume. Neste caso, o elétron
de massa m e carga —e é ligado ao fon por uma mola (oscilador amortecido forgado). A

posigao do elétron muda em resposta ao campo elétrico segundo a equagao de movimento

o dx dz
dt? dt

N+ Q% — (€@ 4 B3 )] = —eE(t), (3.4)

onde x é o deslocamento da posicao média, ) é a frequéncia de ressonancia, e I' é a

constante de amortecimento. O termo —eE/(t) representa a forga exercida sobre o elétron
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pelo campo aplicado que conduz as oscilacoes. Consideramos um campo elétrico aplicado

da forma

E(t) = 5 [BEr(e™ + ™) + Ey(e™™2 + ™)), (3.5)

onde w; e wy sao frequéncias opticas. A equacao 3.5 representa uma onda eletromagnética

como a superposicao de duas ondas oscilando na mesma direcao.

Os termos anarmonicos {2 + ¢®)a3 + ... na Eq. 3.4 sdo assumidos a ser muito
pequenos, portanto, isto pode ser tratado como uma perturbacao na aproximacao sucessiva

de encontrar uma solucao:

RN RN C) S C) B (3.6)

Pelo momento, ignoramos os termos anarmonicos na Eq. 3.4, e substituimos a
Eq. 3.5 em Eq. 3.4, obtendo assim uma equagao linear cuja solugao é demonstrada no

apéndice C e é dada por:

2V = 2W(wy) + 2V (wy) + c.c.
—eFE; e iwit

2m Q2 — 2iTw; — w?’

i=1,2 (3.7)

onde c.c. indica o conjugado complexo. Como temos N dipolos elétricos, entao, a

polarizacao elétrica induzida simplesmente é P = —Nex.

A continuacao expressaremos a dependéncia linear da polarizacao P sobre o campo

E em termos da susceptibilidade ™ (w;) e xM(wy). Partindo de que:

PY = —NexW
= —NexW(w;) — NexW(wy) + c.c.,
B Ne2E, p—iwit . Ne2E, p—iwst (o) +
B 2m  Q? = 2ilw; — w} 2m Q2 — 2iTwy — w? Wa) T EC
1 , '
= 5% (X (wr) Bre™ M 4+ XM (wp) Bre ™3] + c.c.. (3.8)

obtemos que:
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Ne? 1
gom Q% — 2iTw; — w?’

XV (w;) = i=1,2 (3.9)

e g9 ¢ a permissividade do vacuo. Portanto, os dipolos elétricos (e a polarizac¢ao) oscilam
na mesma frequéncia que o campo optico incidente. Eles radiam no meio e modificam a

forma em que as ondas se propagam.

Por outro lado, a solucao de segunda ordem é obtida da Eq. 3.4 aproximando ¢® 2

a €@z [51]:

® = 2@ (W) + wy) + 2@ (w1 — wy) + 2P (2w1) + 2P (2wy) + 2@ (0) + c.c.

—26®)(35)*E1 By ettt
(Q2 — 2iTwy — %)(Q —|— 2iTwy — w3) Q2 — 2iT (w1 + wa) — (w1 £ wo)?

® (5) E -
(2) 0; — —12w;t
v (2w) (2 — 2iTw; — w?)2(02 42sz — dw? )e

@y — _e@ C 2l L :
z'(0) § (Qm) 02 ((Q2 —2%iTw, — w%) + (Q2 — 2iTwy — w%)

Solugoes para ordens mais maiores podem ser obtidas através de iteragoes sucessivas.
Verifica-se que as solugoes da equagao resultante sao termos que oscilam em uma frequéncia
(2w e 2wsy) e outro de frequéncia zero, que sao responsaveis pelos fenémenos de geragao de
segundo harmonico e de retificagao optica, respectivamente. As componentes da polarizacao

oscilam radiando e gerando novas ondas a wy + wy, 2wy, € 2ws.

O modelo de oscilador anarmonico foi usado por Bloembergen (1965) e Garrte e
Robinson (1966) para estimar as susceptibilidades nao lineares de segundo e terceira ordem

de materiais dielétricos [54].

3.1.2 Polarizagao nao linear: abordagem quéantica

Nesta sec¢ao consideramos nosso sistema como um ensemble de M moléculas dis-
tinguiveis, independentes e similarmente orientadas. As moléculas estao bem diluidas em
um pequeno volume V', experimentando cada uma delas o mesmo campo elétrico, o qual é
igual ao campo macroscépico E(t) (onde a interagao entre os dipolos moleculares tem sido

desconsiderada). Sendo o Hamiltoniano do sistema
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H = Hy + Hy(t), (3.10)

onde Hy é o Hamiltoniano no estado de equilibrio de todo o ensemble na auséncia do
campo elétrico e é dado por Hy = Zj H;, onde H; ¢ o Hamiltoniano nao perturbado da
j-ésima molécula; entretanto, Hy(t) representa a perturbacao introduzida pelo campo
elétrico e é dado por H(t) = —Q - E(t), onde Q = >}, er; é o momento de dipolo de todo

o ensemble, onde er; ¢ o momento de dipolo da j-ésima molécula.

Por outro lado, definimos [1(t)) como a representagao do estado do sistema depen-
dente do tempo o qual descreve a evolugao temporal de nosso sistema mecanico quantico,
quer dizer, sua dinamica. A funcao de onda normalizada representa o estado na repre-
sentacao de coordenadas e dado por ¥ (x,t) = (x|¢), onde x é um conjunto completo de

coordenadas, e por normalizada entendemos que

W) = [ tvix e = 1 (3.11)

Todas as propriedades fisicas do estado podem ser derivadas da funcao de onda,
mas esta nao pode ser calculada diretamente. Portanto, as variaveis dinamicas do sistema
(quantidades fisicas como coordenadas de posi¢ao, momento, energia, etc) sao representadas
por um operador linear. Em nosso problema, Q representa o operador momento de dipolo.
O processo de fazer uma medicao corresponde a operar o operador momento de dipolo
Q sobre a fungao de onda [1)(t)), e para extrair a informacao especifica que precisamos

temos que fazer muitas medidas, por conseguinte, calculamos o valor médio de Q como

Q) = @@)IQ[v(t)) (3.12)
Assim, a polarizacao macroscépica é dada por

P(t) = V7HQ), (3.13)

onde as flutuacgoes da densidade do momento de dipolo sao negligenciadas considerando
que o volume V' tem particulas suficientes para garantir isto. Como temos sé informagao

estatistica do estado do sistema entao [54, 56, 57]

Q) =Trlp(t)Q], (3.14)
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onde p(t) é operador densidade, ou operador matriz densidade, e fornece uma descri¢ao
fisica do sistema determinando completamente a resposta; linear e nao linear do sistema
sob forgas externas. Para saber como o operador densidade muda como fun¢ao do tempo
vamos usar a equagao de Liouville [54, 56, 57], a qual governa a dinamica do operador

densidade, assim, temos

LT 0)
= [Ho+ H;(t), p(t)]
— [Ho p(0)] + [H (). pl)] (3.15)

Supondo que no passado remoto (¢ — —o0) nao hé forgas externas e, portanto, o
sistema estd em equilibrio a uma temperatura 7. Assim, H;(—o0) = 0 e p(—w0) = pg, onde
po = exp(—Hy/kT)/Z é o operador densidade em equilibrio térmico, k é a constante de
Boltzmann, e Z = Trlexp(—Hy/kT)] é a fungao de partigdo. Na Eq. 3.15, observamos que
quando H;(t) = 0, po satisfaz esta equagao, o que pode ser demonstrado notando que pg é
independente do tempo ¢, e que pode ser expressa em séries de poténcia de Hy, permitindo,
assim, a comutagao entre pg e Hy, como mostrado no apéndice C. Agora, para resolver a
Eq. 3.15 quando H;(t) # 0 e cumprindo com a condigao de contorno (p(—o0) = pg), vamos

expressar p(t) na forma de uma série de perturbagdes (ou seja, uma série de poténcias de
H(t)):

(1) = o+ pO(0) + ) + o+ p () (3.16)

onde p© = po, pM(t) é linear em H;(t), p®(t) é quadrético em H(t), e assim por diante.
Também, observamos que a Eq. 3.16 deve cumprir com a condicao de contorno em ¢t — —o0,
portanto, os termos diferentes de py na equacao devem sumir no passado remoto, isto é,
p")(—0) = 0 para Vr # 0. Em seguida, substituindo a Eq. 3.16 na Eq. 3.15 e igualando

os termos que envolvem a mesma poténcia de H;(t), obtem-se:
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Sy = [Ho,po] = (3.17)
(1)

Dy 000+ [0 (0] (3.18)
(2)

O [, 0] + [0, o (0] (3.19)

20 [y o 0] + [Hy(0), o (0] (320)

dt

Se po for conhecida, podemos resolver o problema em primeira ordem, sujeito a
condigdo de contorno p™(—o0) = 0 e encontrar pM(t). Assim, procedendo iterativamente,

qualquer ordem pode ser encontrada.

Para resolver a Eq. 3.20 vamos introduzindo o operador evolugao temporal imper-
turbado definido como |¢(t)) = U(t)|1)), onde o operador Uy(t) faz evoluir o estado [¢) no
tempo, e é dado por [54, 56, 57] Uy(t) = exp(—iHot/h). Em seguida, fazemos uso de uma
técnica empregada em equagoes diferenciais ordindrias, assim, multiplicando a Eq. 3.20
por Uy(t) pela direita e Uj(t) = Up(—t) pela esquerda, e sabendo que ih%}gt) = HyU(t) e

ihdUC(lt_t) = —U(—t)H,, obtemos:

Z'7”1%{Uo(—lt)p(”) (OU(1)} = Uo(=O)[Hi(1), p" =V ()]s (1) (3.21)

Seguidamente, integrando a Eq. 3.21,

=05 00e) = [ )OO, (322

onde os limites de integracao tém sido fixados de acordo com a condicao de contorno
po(—x) = 0. A Eq. 3.22 especifica p™ (t) quando p"~Y(t) é conhecido. Para simplificar o
resultado, definimos H/(t) = Uy(—t)H(t)Uy(t). Também, fazemos uso das propriedades do
operador evolugao temporal: da comutacao [Uy(t), Up(—t)] = 0 e de Uy(t)Up(t') = Up(t+t');
onde, se t' = —t, Up(t)Up(—t) = 1. Assim, obtemos

U=t 0000 = D [ a0, G- ] (329
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Resolvendo a Eq. 3.23 para n = 1, calculamos Uy(—t)p™) (t)Uy(t) em funcdo de po;

%waww=mwﬂ‘hwme (3.24)

depois, resolvendo para n = 2 e pegando o resultado da Eq. 3.24 obtemos Uy(—t)p® (t)Up(t)

em funcao de pg

1

D=0 @a(e) = (@02 [ dn [ dmlHy (). (il (329

09]

e assim em diante até encontrar Uy(—t)p™ (¢)Up(t) em funcdo de py, obtemos

0 = v [ i [ dn [
i

[H’(ﬁ)[ 2), - [Hi (), pol - - 11Us(=1), (3.26)

onde os fatores ao lado de p{™(t) tém sido removidos multiplicando ambos lados da
equagao por Uy(—t) pela direita e Uy(t) pela esquerda. De H; = —Q - E(t), H; =
Uo(—t)H(t)Uy(t) e sendo que E(t) é um vetor classico (e portanto comuta com Uy(t)),
temos que H;(t) = Q(?) - E(t), onde Q(t) = X er;(t) ¢ o momento de dipolo de todo
o ensemble na representagao de interacao, e r;(t) é o operador momento de dipolo da

j-ésima molécula no quadro de interagao, portanto, temos que

- Z er;(t) - E(t) (3.27)

Voltando a Eq. 3.13 e tendo em conta as equacoes 3.14 e 3.16, tem-se:

= PO +PYD)+PAH)+- - +PY([t) + -, (3.29)

onde PO (t) = Tr[p0Q]/V = Tr[p,Q]/V é um termo independente do campo E(t) e pode

representar a polarizacdo estdtica no sistema; P (t) = Tr[pMQ]/V é a polarizacdo linear,
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dependendo linearmente do campo; P®(t) = Tr[p®’Q]/V é a polarizacio néo linear de
segunda ordem, dependendo quadraticamente do campo; e, P™(t) = Tr[p™Q]/V ¢é a

polarizacao nao-linear de n-ésima ordem e depende da n-ésima poténcia do campo elétrico.

Lembrando que nosso ensemble esta constituido de M moléculas distinguiveis e
independentes, e que o momento de dipolo é dado por Q = )] ; €Trj, entao, temos que
PM(t) = 3. Tr[pg-n)erj]/v, onde ,0;”) é o operador densidade de n-ésima ordem da j-
ésima molécula. Também, consideramos que as moléculas estiveram orientadas de modo
semelhante, no caso que foram consideradas idénticas temos que P (t) = MT r[p1 erl] /V,
onde o traco esta em termos dos operadores da molécula 1 escolhida arbitrariamente.

Portanto, simplificando os resultados anteriores temos que

P (t) = NTr[p™er] = NeTr[p™r], (3.30)

onde N = M/V é a densidade do nimero de moléculas e os operadores no trago agora sao

moleculares. Finalmente da Eq. 3.27 e Eq. 3.26 na Eq. 3.30, obtemos

PM(t) = Net(ih)™ J dm f dry - - J dr, Tr{Uy(t)

x[r(r) - E(n), [r(72) - B(72), - - [r(70) - B(70), po] - - - ]]Uo(—t)r} (3.31)

3.2 Susceptibilidade 6ptica nao linear

Nesta se¢ao descreveremos a resposta do meio ao campo elétrico nos dominios
temporal e de frequéncia. Partindo da relacao constitutiva baseada na funcao resposta no
dominio temporal (na se¢do 3.2.1), descrevendo as propriedades e restri¢oes do sistema, para
depois encontrar na segao 3.2.2 a susceptibilidade 6ptica nao linear com suas propriedades
e restrigoes. No entanto, a funcao reposta e a susceptibilidade, ou a combinagao de ambas,
sao utilizadas em diferentes circunstancias, a escolha depende dos fatores como a largura

de banda ou duracao do pulso da luz aplicada e a rapidez de resposta do meio nao linear.

Baseado nos resultados das secoes 3.1.2 e 3.2.2 obteremos a geragao do terceiro

harmonico, no apéndice A.

3.2.1 Funcao resposta: dominio do tempo

A polarizacao P(t) é usualmente uma fungdo nao linear complicada de E(t). No
caso linear, porém, P(¢) toma uma forma simples linearizada. A polarizagdo de primeiro

ordem ¢é dada por
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Q0

PY(t) = 50J drTW (t;7)-E(7), (3.32)
—Q0

onde TW(¢;7) é a um tensor de segunda ordem o qual é funcio de dois tempos t e 7,

sendo t o tempo da polarizacio PM) e 7 o tempo do campo elétrico E. No caso ndo linear,

a polarizacdo de n-ésima ordem P () é proporcional & poténcia n-ésima do E(t), mas

antes P(t) é expressado em termos do tensor T (¢;7y,...,7,) de n + 1-ésima ordem como
Q0 Q0

P™(t) = EUJ drm ... J dr, T (t; 71, .., 1) | B(m) ... E(), (3.33)
-0 —0

onde P (t) é invariante no tempo, qualquer deslocamento temporal da conducdo do
campo elétrico simplesmente resulta em um correspondente deslocamento temporal da
polarizacao induzida. Se trocamos t por t + ty na Eq. 3.33, onde tg é um tempo arbitrario,

obtém-se

o0 0
Pwu+u0:%J mynf dr, Tt + to; 1, ..., 1) | B(m) .. E(1,),  (3.34)

— 00 —0o0

pelo principio de invariancia temporal, P deve ser idéntico & polarizacio induzida por

campos elétricos deslocados temporalmente E(m + tg), ..., E(7, + to):

Q0 0¢]
Wme@:%J mynf¢mmwwﬁwmeEm+myHMm+m)Cm@

—a0 —00

Fazendo 7 — 7{ — to,...,Tn — T}, — to; Obtemos

0 0
P"(t +t) = sof dr .. J dr, T (t; 7] —to, ..., 7 —to) | E(1]) ... E(7)) (3.36)

n
—0Q0 —00

Trocando 7{ — T1,...,7) — T,; obtem-se

0 0
P(n)(t+t0) =€0J dTl'”J‘ dTnT(n)(t,Tl —to,...,Tn—to) | E(Tl)E(Tn) (337)

—00 —00

Agora, trocamos t — 0 e tg — t na Eq. 3.37 e obtemos
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e0] 0
P<n><t>:50f dﬁ...f AT (0 — 1, 7 — 1) | (). B(r)  (3.38)

—0o0 —00

Deste processo, concluimos que

T, 1) =T — ..., 7 —t) =Rt — 1, ... t—7,), (3.39)

onde R™ é a funcdo resposta da polarizacdo n-ésima ordem do meio, o qual, sé tem
dependéncia da diferenca dos tempos 7 — ¢, onde 7 é o tempo do campo elétrico E e t é o

tempo da polarizacao P,

Restricoes sobre R™:

1. Condicao de causalidade. Implica que, se algum tempo 7; é menor que zero
(r;, <0, para i = 1,...,n) entdo R™(r,...,7,) — 0, para garantir que P ()

dependa s6 dos valores do campo depois do tempo t.

2. Condicao de realidade. Desde que, tanto os campos elétricos (E(7;),i=1,...,n)
e a polarizacdo (P™(t)) sdo reais, entdo, a funcdo de resposta (R™(r,...,7,))

também deve ser real.

Das equacgoes 3.33 e 3.39, obtemos

0 Q0
P (t) = Eof dry ... f A, R™(t —7,...,t — 1) | E(11) ... E(ra), (3.40)
—0 —a0

o qual é equivalente a

P (g) — gof dn .. f AR (ry, ) | Bt — 7). Bt —7)  (3.41)

—Q0 —Q0
3.2.2 Dominio da frequéncia: tensor susceptibilidade

Na secao anterior as relagoes entre a polarizacao e o campo foram descritas como
funcoes do tempo. Mas fazendo uso da transformada de Fourier é possivel descrever esta
relagao no dominio das frequéncias. Portanto, o tensor susceptibilidade surge quando o
campo elétrico E(t) é expressa em termos de sua transformada de Fourier E(w) através da

integral de identidade de Fourier:
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E(t) = J‘OO dwE(w)exp(—iwt), (3.42)
onde
E(w) = % Jjooo dTE(T)exp(iwT) (3.43)

considerando isto, na Eq. 3.41 obtemos a polarizacdo nao linear de n-ésima ordem P (¢)

da forma

e} o0
P™ (t) = eof dwy . . J dwnx(”)(—wa; Wiy eywn) | E(wy) . E(wy)exp(—iwgt),
—0 —0
(3.44)

onde

—0o0 —00

o0 0
XM (—woiwr, .. wy) = f dry ... f dr, R™ (7, ... ,Tn)exp(iijTj) (3.45)
J

é a susceptibilidade 6ptica nao linear de n-ésima ordem e w, = wy + - -+ + Wy,.
A susceptibilidade (™ esta sujeito as restricoes de:

1. Condigcao de causalidade. Implicando que Y™ (—wy;ws,...,wy) é analitica

quando todas as frequéncias se encontram no semi-plano superior.

2. Condicgao de realidade. Esta condigao é generalizada para

*

[X(”)(—wg; Wiy e wp)]* = X(”) (Wk; —wi, ..., —wr) (3.46)

A propriedade de simetria de perturbacao implica que x&l(;)l,,,an(—wg; Wi, .. W) é

invariante para todas as n! permutagoes dos n pares (aq;wi),. . .,(an;wy,); onde «; indica a

direcao do campo E(w;) para i = 1,...,n, e p indica a direcio da polarizacio P™.

3.3 Indice de refragao e coeficiente de absorcao
A continuacao mostraremos como calcular o indice de refraca e o coeficiente de
absorcao lineares.

A equagao do vetor de onda do campo elétrico 3.1, nas mesmas condigoes (é

dizer, um meio sem dipolos magnéticos microscopicos e sem cargas livres ou densidade de
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corrente), pode ser transformada ao dominio de frequéncias expressando E(t) e P(t) em

termos de sua transformadas de Fourier, obtendo:

2

VxV xE(w)= %E(w) + p1ow?P(w). (3.47)

Fazendo uso da relacdo constitutiva P(w) = gox(~w;w) - E(w) na Eq. 3.47,

obtemos

V2E(w) = ‘*C’—zg(w)E(w), (3.48)
onde o tensor dielétrico é definido como
e(w) =1+ xW(—w;w) (3.49)

Por outro lado, as solucdes da Eq. 3.47 sdo da forma E(w) = E(w)e'®™) onde k
é o vetor de onda dado por k = (wn/c)s; onde s é o vetor unitario real na diregao de
propagacao. Também temos que w/k = vy é a velocidade de fase e T = ¢/vs é o indice de

refacdo o qual é uma medida de quanto a velocidade da luz é reduzida no interior do meio.

Sendo V x V x E(w) = —V?E(w) na Eq. 3.47 e considerando o campo elétrico s6

na direcao z, temos

k= Ze(w). (3.50)

Assim temos que

f(w) = Vew) = 4/1 + xO(w) = 1+ xD(w), (3.51)

considerando que o meio esta suficientemente diluido (é dizer, N muito pequeno), assim
temos que Y (w) « 1. Assim, considerando esta expressio valida e ignorando as correcoes

do campo local.

Por outro lado, a intensidade I = (ggnc/2)|E(w)|? desta onda muda com a posigao

no meio de acordo a

I(z) = Iye™**, (3.52)

onde o coeficiente de absor¢ao « é dado por
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Figura 3.1: Geragao de terceiro harmonico. (a) Geometria de interagao. (b)

Descrigao do nivel de energia.
Fonte: Boyd, 2008 [53].

a = 2Kw/c, (3.53)

e temos definido as partes real e imaginaria do indice de refragdo como n(w) = n +
ik. Através da Eq. 3.51 podemos apresentar o coeficiente de absor¢cao em termos da

susceptibilidade como

a =23y Ww/e, (3.54)

onde YV = Ry + i3y, Ambas partes real e imaginaria da susceptibilidade estao

relacionadas pelas relagoes de Kramers-Kronig [53, 54]:

1 [ & (1) Yo'

%X(l)(w) — _J Mﬂ (3'55)
™ J_o W —w
1 [ (1) Ndw'

gX(l)(w) = _J M (3.56)
T)_p W—w

Portanto, calculando o coeficiente de absor¢ao podemos calcular o indice de refracao,
e viceversa. Sendo mais facil de medir experimentalmente o espectro de absor¢ao que
o indice de refracao dependente da frequéncia, podemos fazer uso da Eq. 3.55 para seu

calculo.

3.4 Geragao de terceiro harmonico

O processo de geragao de terceiro harmonico (em inglés Third Harmonic Geration,

THG) consiste de geracao de luz laser com a frequéncia tripla (um tergo do comprimento
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de onda) do feixe original de excitagao: isto é, trés fétons tornam-se um tnico féton
com tripla frequéncia. Uma simples descricao da THG é mostrada na Fig. 3.1a. Para
acontecer isto trés ondas tem que interagir simultaneamente num certo meio, isto é, tém

que satisfazer a condi¢do de casamento de fase, o meio para a excitagao produzida (ver
Fig. 3.1b).
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4 MODELO E RESULTADOS

Na seguinte secao 4.1, apresentaremos o modelo do Hamiltoniano para um par
acoplado elétron-buraco confinado por um potencial semi-parabdlico em um ponto quantico
unidimensional e apresentaremos o formalismo principal utilizado para calcular a suscepti-
bilidade éptica nao linear de terceira ordem, mais especificamente a geracao de terceiro

harmonico. Na se¢ao 4.2 apresentamos e discutimos os resultados obtidos.

4.1 Modelo e formalismo

Na aproximacao de massa efetiva, o Hamiltoniano excitonico em um ponto quantico
unidimensional confinado por um potencial pode ser escrito como [17-19]

q2

2 D h
H=" 4 L Ve(z,) + V(ap) — ——,
0( ) 0( h) 47T5|$e*$h|

= 4.1
2mk - 2mj (4.1)

onde o subindice e e h referem-se ao elétron e ao buraco, respectivamente. m} e mj
representam as massas efetivas e € ¢ a permissividade do material semicondutor. O
potencial de confinamento V[ serd considerado a ser um potencial semi-parabdlico com a

mesma frequéncia de oscilagdo (wp) para o elétron e buraco.

Voi(xz') =

{Qm@‘*’ox“ T = e h). (4.2)

0, ZT; < 0.

O Hamiltoniano acima pode ser reescrito usando as coordenadas do centro de massa

X = (mix. +mjixp)/(mk +mj) e as coordenadas relativas © = x, — 5 como

H=Hx+ H,, (4.3)
onde
P? Mw§X2
Hy = Wi + 5 , (4.4)

p* | pwgr® ¢

2/ 2 dnmelx|

(4.5)

e M =m+mj, 1/pn=1/m}+ 1/mj (u é a massa reduzida do par elétron-buraco). P e
p sao o momento do centro de massa e movimento relativo, respectivamente. Portanto, da

Eq. 4.3 a funcao de onda que representa todo o sistema é definido como
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U(ze, zp) = P(X)P(x). (4.6)

Também, a energia total do sistema é

E=Ex+E, (4.7)

O operador Hamiltoniano associado com o movimento do centro de massa é o
de um oscilador harmonico restringido a X > 0, para os quais as auto-estados como as

auto-energias associadas sao analiticamente conhecidas (ver apéndice B) [17, 58—60]

D(X) = Niexp(—a*X?/2)Hy 1 (aX), (4.8)

3
Ex = <2l + ) hwe, (1=0,1,2,..)), (4.9)

onde a = /Muwy/h, Ny = [\/72%(2] + 1)!/a]~2. Aqui, Hy; sdo polindmios de Hermite

da ordem 2 + 1. As solucoes impares do oscilador harmonico estao irrestritas.

Em relagao ao movimento relativo elétron-buraco, suas auto-funcoes e auto-energias

sao dadas pela equacao

[ B2 wia? ¢

_ﬂﬁ + 9 - 47T€|33‘] (I)(ZL’) = EJC(I)(I‘), (410)

a qual é uma equacao de Schrodinger independente do tempo que tem solucao nao analitica
para todo o Hamiltoniano. Esta equagao em termos do comprimento de escala tipica das
oscilagoes L = 4/h/pwy (usado como comprimento de confinamento carateristico) e o raio

efetivo de Bohr do par elétron-buraco (ag = 4meh?/uq?), pode ser colocado na forma

l - 2_ 25 ®(u), (4.11)

2 P e = 22
oz T |u|] (W) = 7
onde u = x/L, e § = L/ay é o parametro de confinamento.

A continuagao, resolvemos numericamente a equagao anterior de Schrodinger discre-
tizando a coordenada adimensional v em um nimero muito grande de pontos. Na pratica,
consideramos um valor maximo x,,,, muito maior do que o comprimento de confinamento
carateristico e dividimos este segmento em um grande nimero N de pontos igualmente

espacados. Usando uma aproximacao padrao de diferencas finitas, a equacao discreta
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resultante é encontrado a ser

2FES?
o, = S<I>»

_ 2065
—(I)j+1 — q)jfl + [2 + ]254 - T]
onde j =1,2,...,NeS = tUpy/N é o tamanho do passo unidimensional (t,40 = Timaz/L).
A diagonalizacao direta de uma matriz numérica fornece a solucao discretizada para suas
auto-funcoes e suas respetivas auto-energias. Tem sido mostrado que este procedimento
da resultados muito precisos para os estados de nivel mais baixos sempre que o passo de

discretizagdo Tyq./N seja muito menor do que o comprimento das escalas L e aq [7, 8.

Neste trabalho estamos interessados em calcular a contribuicao das transicoes
excitonicas na resposta nao linear a um campo de radiacao 6ptica de frequéncia w. Em
particular, consideraremos o processo de geracao de terceiro harmonico onde o sistema
absorve trés fétons do campo de radiacao e emite um tnico féton de frequéncia 3w. Dentro
do formalismo perturbativo da matriz densidade e considerando os primeiros quatros niveis,
a susceptibilidade 6ptica nao linear de terceira ordem, mais precisamente a geragao de
terceiro harmonico, é dado por x® (3w) = AY®, onde A = ¢*NL*/e¢(hwy)? e Y (3w) é

uma susceptibilidade adimensional dada por [51, 53, 54] e demonstrado no apéndice A.

YO (Bw) = Mo MiaMaysMsg x [fi (w)fy (w)f5 (W) + fi (W) fy (w)gs(w)

T (W) (W)gs(w) + g1(w) f5 (w)gs(w)] (4.13)
My = (®p|ul®,) (4.14)

fifw) = wotnw—ily (4.15)

gn(w) = wo+ 3w/n —ily. (4.16)

Aqui |®,,) = >; P}[j) ¢ o auto-vetor correspondente ao n-ésimo auto-estado. I'ng
¢é a largura de linha associado com a transicao entre os estados n-ésimo e fundamental,
e wpo = (E, — Ep)/h. O primeiro termo da Eq. 3.9 predomina sob uma condi¢ao de
ressonancia tripla. Neste modelo, esta condicao é atingida no regime confinamento forte.
Os outros trés termos podem tornar-se relevantes no regime de confinamento mais fraco

para o qual nao se preveé ressonancia tripla.

A contribuicao da geracao de terceiro harmonico ao indice de refragao nao linear e ao

coeficiente de absor¢ao nao linear podem ser obtidos facilmente a partir da susceptibilidade
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nao linear como [51, 53, 54]

3R (3w)
- 4.1
na(w) degnic (4.17)
(§]
Sy (3)
anlw) = 2SX(Bw) (4.18)

2.2
2e9nge

onde g9 é a permissividade no vacuo, ng é o indice de refracao linear do material, e
c é a velocidade da luz no vacuo. Estes coeficientes nao lineares também podem ser
escritos em termos de quantidades adimensionais como ny(w) = (A/ggnie)ns e ag(w) =

(Awp/eonic?)ds.

4.2 Resultados

Nesta se¢ao mostraremos os resultados numéricos que foram tomados através da
diagonalizacao direta do Hamiltoniano adimensional com 0 < v = x/L < 10 discretizado
sobre 10% segmentos. Verificamos que os valores obtidos das auto-energias e as correspon-
dentes auto-fungoes para o limite de confinamento extremo estao em excelente acordo com
os resultados exatos para um oscilador harmonico puro, pelo menos para os primeiros
auto-estados necessarios para avaliar a susceptibilidade de terceiro harmonico. Nos resul-
tados é usado um valor tipico para a largura de linha das transicoes I',,g = I'g = 0.1wy.
Principalmente é explorado a influéncia do confinamento semi-parabdlico e a interagao de
Coulomb sob a susceptibilidade de terceiro harmoénico e as correspondentes mudancas no

indice de refracao e coeficiente de absorcao.

4.2.1 Auto-energias mais baixas

As propriedades 6pticas nao lineares sao fortemente dependentes da distribuicao
dos niveis de energia. No regime de confinamento forte, 5 « 1, onde a energia do
potencial de confinamento é maior que a energia Coulombiana, a interacao Coulombiana
elétron-buraco ¢é desconsiderada resultando em uma equagao tipo 4.4 com solugoes tipo
eq. 4.8 e 4.9, consequentemente, a uniformidade entre os niveis de energia resultante
do potencial de confinamento semi-parabdlico leva a multiplas ressonancias e a grandes
nao linearidades. Quando o efeito do confinamento torna-se fraco, a uniformidade dos

espacamentos entre os niveis de energia se quebra devido a que a interagao de Coulomb
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Figura 4.1: Frequéncias de ressonancia normalizadas (w,/wy) como fungao do
coeficiente de confinamento = L/ay para os primeiros trés estados excitados.
O colapso das curvas para § « 1 indica a uniformidade da distribuicao do
espacamento entre os niveis no regime de confinamento forte. A divisao das
curvas quando [ incrementa sinaliza a nao-uniformidade do espagcamento entre

niveis. A dependéncia sobre 3% é tipico dos estados hidrogenoides.
Fonte: J.E.Q. Bautista, 2012 [61].

entra em jogo. Para processos de geracao de terceiro harmonico, espera-se aparecer
ressonancias perto da frequéncia de radiagdo wy = Ejg/h = wig, we = Eag/2h = wa/2,
e wy = FE30/3h = wsg/3. Na Fig. 4.1 tragamos w, (em unidades de wy) como uma
funcao do parametro de confinamento 5. No limite de confinamento forte (f — 0)
todas as curvas colapsam levando a uma ressonancia multipla, que é consistente com o
espacamento uniforme entre os niveis do potencial do oscilador harmonico puro, neste caso,
w; = (B;— Ey))/ih = (2i+3/2—3/2)wy/ih = 2wy para i = 1,2,3. Quando o confinamento
é enfraquecido e a interagao Coulombiana volta-se efetiva, os niveis de energia sofrem
mudancas distintas e a condicao de ressonancia multipla é perdida. Notamos que a
frequéncia de ressonancia originaria da transicao entre o estado fundamental e o primeiro
estado excitado adquire uma forte mudanca do que aquelas provenientes de transicoes
a estados mais excitados. Estas frequéncia crescem como 32 no regime de confinamento
fraco (8 » 1), como esperado para os niveis de energia do tipo hidrogenoide que sao

proporcionais a (1/ag)?.

4.2.2 Susceptibilidade de terceiro harmonico

Para calcular a contribuicao da geracao de terceiro harmonico a susceptibilidade

optica nao linear, determinamos os correspondentes elementos da matriz dipolo das auto-
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w/wy

Figura 4.2: Espectro da susceptibilidade de terceiro harménico (|Y® (3w)|) como
funcgao da frequéncia de radiagao w/w, para diferentes regimes de confinamento
(B = L/ag = 0,1.5,3). No regime de confinamento extremo, o espacamento
uniforme entre niveis conduz a uma condigcao de ressonancia tripla com uma
nao linearidade muito grande. Quando o confinamento é enfraquecido, a unifor-
midade dos espagamentos entre os niveis quebra-se resultando no surgimento

de novos picos de ressonancia mas com susceptibilidade nao linear reduzida.
Fonte: J.E.Q. Bautista, 2012 [61].

fungoes obtidas numericamente do Hamiltoniano discretizado. Uma vez que a condig¢ao
de ressonancia tripla é perdida para valores finitos de 3, considerados os quatro termos
na Eq. 4.13 para incluir todas as contribuicoes a este processo nao linear. Na Fig. 4.2
mostra-se o espectro da susceptibilidade de terceiro harmonico adimensional |Y®)| para
trés casos de regimes de confinamento representativos. Para § = 0 (confinamento forte)
alcanca-se a condicao de ressonancia tripla. Neste regime, a susceptibilidade nao linear
descreve a ressonancia pronunciada em uma frequéncia de radiacao w = 2wqy, como foi
apresentada previamente na literatura [17-19]. No regime de confinamento intermédio
(aqui representados pelo caso de f = L/ag = 1.5) a perda da condigao de ressonancia tripla
comeca a tornar-se evidente. A estrutura de um tnico pico da susceptibilidade quebra-se
enquanto a frequéncia de ressonancia é deslocada para valores maiores que 2wy. Este
quadro é consistente com a tendéncia mostrada na Fig. 4.1. No regime de confinamento
fraco, B = 3, a diferenca entre as frequéncias de ressonancia é maior do que a largura de

linha tipica I'y. Neste caso, os trés picos tornam-se bem distinguiveis.

A susceptibilidade para as frequéncias de ressonancia diminui a medida que se afasta
do regime de confinamento forte. O valor do pico da susceptibilidade de terceira ordem
adimensional é mostrado na Fig. 4.3 como uma funcao do parametro de confinamento (.

Notar que apenas um pico estd presente no regime de confinamento forte porque a condicao
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Figura 4.3: Valores dos picos da geragao de terceiro harmoénico adimensional
como funcao do coeficiente de confinamento § = L/ay. No regime de confina-
mento forte ha um dnico pico devido a quase condigao de ressonancia tripla.
No regime de confinamento intermédio surge uma estrutura de doble pico
com susceptibilidades nao lineares semelhantes. No regime de confinamento
fraco, um terceiro pico com susceptibilidade de terceira ordem muito menor
também esta presente. O coeficiente na linear diminui fortemente quando o
confinamento é enfraquecido. O decaimento 1/3% é consistente com o carater

hidrogenoide dos auto-estados no regime de confinamento fraco.
Fonte: J.E.Q. Bautista, 2012 [61].

de ressonancia tripla é quase alcancado e a diferenca entre as frequéncias de ressonancia
¢ menor do que a largura de linha. Uma estrutura de dois picos aparece no regime de
confinamento intermédio antes da separacao final dos trés picos de ressonancia. Note-se que
os valores dos picos decai fortemente com S no regime de confinamento fraco. Isto é devido
ao carater hidrogenoide das auto-funcoes quando o potencial de confinamento torna-se
desprezivel. Neste caso, os elementos da matriz dipolo sao da ordem de ay enquanto os
auto-valores de energia escalam como 1/a3. Quando a susceptibilidade de terceira ordem
envolve quatro elementos da matriz dipolo e dois termos do denominador tornam-se fora
de ressonancia, seus valores de pico debem escalar como aj. A linha reta tragada na
Fig. 4.3 corresponde A lei de escala 1/3% e razoavelmente representa a dependéncia da

susceptibilidade sobre o parametro de confinamento.

4.2.3 Indice de refracao e coeficiente de absorcao nao lineares

A parte real e imaginédria da susceptibilidade de terceira ordem complexa traz

informacoes em relagao aos correspondentes indice de refragao e coeficiente de absorcao
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Figura 4.4: Espectro do indice de refracao nao linear adimensional 7, devido ao
processo de geracao de terceiro harmonico e distintos regimes de confinamento.
O surgimento de miiltiplas estruturas pico-vale e o decrescimento de 7, quando
o confinamento é enfraquecido reflexa a quebra da condicao de ressonancia

tripla quando surge o carater hidrogenoide dos auto-estados do éxciton.
Fonte: J.E.Q. Bautista, 2012 [61].
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Figura 4.5: Espectro do coeficiente de absorgao 6ptica nao linear adimensional
Qs devido ao processo de geracao de terceiro harmoénico e distintos regimes de
confinamento. O surgimento de estruturas multiplas e o decrescimento de As
quando o confinamento é enfraquecido também sinaliza a quebra da condigao

de ressonancia tripla no linite hidrogenoide.
Fonte: J.E.Q. Bautista, 2012 [61].
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optica nao lineares. Nas Figs. 4.4 e 4.5 apresentamos o espectro destes dois coeficientes
para os mesmos trés parametros de confinamento representativos utilizados na Fig. 4.2.
Aqui utilizamos os coeficientes adimensionais 7.5 e &3. Nestas figuras, os coeficientes para
os casos de regime de confinamento intermédio e fraco foram amplificados para uma melhor
visulizacdo. A diminuicao destes coeficientes nao lineares é consistente com o decaimento
1/38 da susceptibilidade de terceira ordem discutida acima. O fndice de refracio nao linear
mostra uma unica estrutura no caso de confinamento forte sinalizando a tnica frequéncia
de ressonancia subjacente. Uma estrutura pico vale-complexa desenvolve-se quando se
afasta da frequéncia de ressonancia. Uma tendéncia semelhante é observada no coeficiente

de absorcao nao linear.
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5 CONCLUSOES

Ao ser o raio de Borh, ag, fixado para cada estrutura semicondutora a tratar, entao,
o parametro de confinamento s6 depende do comprimento do confinamento, L = \/m :
Portanto, dos resultados se tem que geracao de terceiro harmonico depende grandemente
do potencial de confinamento. Assim como também, o parametro de confinamento L
tem um grande efeito sobre as mudancgas do indice de refragao e coeficiente de absor¢ao
adimensionais, concordando com os resultados relatados por Wang et al. [18, 62] e Unlii et
al. [16], mas em nosso caso desde um regime de confinamento forte a um fraco, passando

pelo regime intermediario.

Por outro lado, é interessante dar uma estimacao dos raios de Bohr efetivos
excitonicos em um semicondutor tipico. Para o GaAs/AlGaAs, as massas efetivas do
elétron e o buraco sao m; = 0.067my e m; = 0.09my, respetivamente, com m, sendo
a do elétron no vacuo. Dando assim, uma massa reduzida para o elétron-buraco de
i = 0.038mg. A constante dielétrica relativa para uma concentragao tipica de aluminio
pode ser tomada como ¢, = 12.53. Com estes parametros, o raio de Bohr excitonico
é ag = 17.26nm. Técnicas de fabricacao modernas sao capazes para produzir pontos
quanticos mais pequenos que esta escala de tamanho. Portanto, as caracteristicas aqui
reportadas do cruzamento do regime de confinamento forte ao fraco podem ser facilmente

testadas em experimentos de geragao de terceiro harmonico.
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APENDICE A - GERACAO DO TERCEIRO HARMONICO

Para o calculo da geracao de terceiro harmonico partimos da polarizagao de terceira

ordem, para o qual fazemos n = 3 na Eq. 3.31, assim, temos que:

PO = VTrlp()Q) (A1)
plt) = @)U [ [ [ a0, (Hy ), (). sl IO (-0),
(A.2)

Substituindo p3(t) em P®)(¢) e analisando s6 a direcio u da polarizacao, temos:

t T1 T2
PL?)) (t) = V_lTT{(’ih)_gUo(t) J d7'1 J dTQ f dTg

(A.3)
<[Hp(11), [Hi(72), [H}(73), pol1]Uo(—1)Qy},
onde:
Hi(t) = Up(—t)Hi(t)Uo(?) (A.4)
Hi(t) = -Q-E(t) (A.5)
= —Qu.FE.() (A.6)

Sendo E(t) um vetor cléssico que, portanto, comuta com Uy(t) e definindo o operador

momento de dipolo como:

Q(t) = Us(—t)QUy (1), (A7)

assim:
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Por consequeéncia:

[Hi (1), [H(72), [H](73), po]l] = [-Qa(71)Ea(m1), [-Q
, poll] (A.10)

[QB(T2) [@~(73), poll] (A.11)

Substituindo este resultado em Pf’) (t) e puxando fora do simbolo do trago o fator

(ih)~3 e o sinal de menos, temos que:

PO(#) = —V=1(ih) > Tr{l(#) dﬁJ dry J 473 Bn(1) B (r2) B+ (73)
—00 0

Qa(71), [@s(72), [Qy(73), o] [1Uo(—1)Qy}-

(A.12)

Lembrando que, E(t) e Uy(t) comutam, deste modo, o operador Uy(t) pode ser
puxado através da direita dos campos elétricos. Também, a integracao e os campos elétricos

podem ser puxados do simbolo do trago produzindo, assim:

PP(t) = -V -'(in)~* LO dn LD drs LD dr3Eo(11) Eg(1a) E. (73) %
Tr{Us(t)[Qal1), [Qs(72), [Q~(73), po]1]Uo (=) Q. }

(A.13)

Expressando os campos elétricos em termos de sua transformada de Fourier,

Ea(r) — fo o B (n)exp(—iwr 7). (A.14)
Es(m) = J_OO dwy Eg(wy)exp(—iwaTs), (A.15)
E.(13) = JOO dws E. (ws)exp(—iwsTs), (A.16)

e escrevendo:
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exp(—iwi Ty )exp(—iwaTe)exp(—iwsTs) = exp(—iwyt) x (A17)
exp|—iwy (T — t) — two (1o — t) —iws(m3 — t)],

onde

We = Wy + wo + ws. (A.18)

Depois, trocando a ordem da integracao do tempo e frequéncia, se encontra que

Pﬁ(Lg) (t) aparece como:

E.(w1)Es(w2) E, (ws)exp(—iwyt), (A.19)

onde:

t 1 T2
ngﬁy(—wa; w1, wa, w3) = —(goV) 7 (ih) 73 foo dm JOO dry JOO drsTr{Uy(t)x

[Qa(71), [Qs(72), [Q4(73), po][]Uo(—1)Qutexp[—iwi (11 — t) — iwa (T2 — t) — iws(73 — 1)]
(A.20)

¢é a susceptibilidade de terceira ordem, e foi deduzida comparando os resultados com as

equacoes 3.44 e 3.45.

Por outro lado, aplicando os comutadores, tem-se:

Uo(1)[Qa(T1), [Qs(72), [@+(T3), pol]]Uo(—t)
= Up(t)Qa(11)Q5(72)Q+(73) poUo (1) — Un(t)Qu(11)Q5(72) po@~ (73)Up(—1) —
Uo(t)Qa(T1)Q(73)poQs(72)Uo (=) + Un(t)Qa(71) po@~ (73) Qs (72)Uo (—1)—  (A.21)
Uo(t)Qs(72)Q+(73) poQa(T1)Uo(—t) + Un(t)Qp(72) poQ~(73)Qa (T1) Uo (—1) +

Uo(t)Q~(73) poQp(72)Qa(T1)Uo (1) — Un(t) poQ~(73)Qp(72) Qa (1) Up(—1).

Inserindo Uy(—t)Up(t) = 1 entre os operadores momento dipolo Q., Qs, @~ € po,
e lembrando o fato que o operador densidade py, comuta com os operador unitario e seu

complexo conjugado, temos:
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Uo()[Qa(T1), [Q5(72), [@4(73), pol Vo ()

= Up(t)Qalm1)Uo(—1)Us(t)Qs(12)Uo (—1)Uo () Q~(73) poUo (—t) —
Uo(t)Qa(T1)Us (=) Un(t)Qs(72)Uo (=) Uo () po @~ (73) Up(—1) —
Uo(t)Qa(11)Un(—t)Uo () Q- (73)Uo(—1)Up(t) poQs(72) U (1) +
Uo(t)Qa(11) Uo (=) Uo(t) poQ~ (73)Uo (=) Up(t) Qs (72) Uo(—t)—  (A.22)
Uo(t)Qp(72)Uo(—t)Uo (¢) @~ (73)Uo(—1) Uo (t) poQa (T1) Uo (—1) +
Uo(8)Qs(72)Uo(—t)Uo(t) po @~ (73) Up(—1) Uo (1) Qa (1) Up (1) +
Uo (1)@ (73)Uo(—)Us(t) poQp(72) Uo(—1) Uo (1) Qu(11) Uo (—1) —
Uo(t) poQ~(73)Un(—1)Uo (1) Q5 (72) Uo (=) Uo (1) Qa (71)Up(—1).

Lembrando que, Q(t) = Us(—t)QUy(t), Uo(t)Us(t') = Up(t + ') e do feito que pg

comuta com Uy(t), chegamos ao seguinte resultado:

Uo(t)[Qa(m1), [Qs(72), [@4(73), po]]]Us(—1)

= Up(t — 11)QuUo(11 — t)Up(t — 12)QsUs (12 — t)Up(t — 73)Q~Us (T35 — t) po—
Uo(t = 11)Qalo(m1 — £)Us(t — 72)QpUo (72 — t)polUo(t — 73) Q1 Up(73 — ) —
Uo(t — 11)QuUs(11 — t)Up(t — 73)Q,Un (15 — t) poUo(t — 72)QpUo (12 — t)+
Uo(t — 1) QaUo (11 — t) poUs(t — 73)Q1Uo (135 — t)Up(t — 72)QsUo (12 — t)—  (A.23)
Up(t — 12)QpsUo (12 — t)Up(t — 73)Q1Us (13 — ) poUp(t — 71)QuUp(T1 — t)+
Up(t — 12)QsUo (12 — t) poUo(t — 73)Q,Us (13 — t)Up(t — 71)QuUos(T1 — t)+
Uo(t — 73)QUs (73 — ) poUo(t — 72)QsUo (12 — t)Up(t — 71)QualUo(11 — t)—

poU()(t — Tg)Q,YU()(Tg — t)U()(t — TQ)QﬁUo(TQ — t)Uo(t — Tl)Qan(Tl — )

Usando a defini¢ao Q(t) = Up(—t)QUy(t), obtemos:

Uo()[Qa(T1), [Q5(72), [@+(73), po]]]1Uo(—1)
= Qa(m1 — t)Qp(12 = 1)Q~(T3 — t)po — Qu(T1 — 1)Qp(T2 — 1) poQ~ (73 — t)—
Qa(Ti = 1)Q(13 = )poQp(T2 — 1) + Qa(m1 — 1)o@+ (T3 — )Qp(r2 — 1)~ (A.24)
Qp(T2 — 1)Qy (T3 — 1) poQa(m — t) + Qp(T2 — 1) poQ (T3 — 1)Qa (1 — 1)+
Q~ (13 — 1)poQp(T2 — 1)Qa(T1 — ) — poQy (73 — 1)Qp(T2 — t)QalT1 — 1).

Fazendo uso do comutador para reduzir a expressao anterior, obtém-se:
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Uo(t)[Qalm1), [Qs(72), [Q~(73), po]]]Un(—1)

(A.25)
= [Qalr1 — 1), [Qs(72 — 1), [@4 (73 — 1), po]]]-
Agora, substituindo o resultado anterior na susceptibilidade, tem-se:
3 t T1 T2
Xiozﬂw(_w"; w1, wy,ws) = —(g0V) " H(ih) 3 J_OO dmn f_oo dry f_oo dT3 %
(A.26)

Tr{[Qa(n = 1), [Qp(72 = 1), [Q1(75 = 1), po]l]Qu}

exp|—iwy (T —t) — iws(mo — t) —iws (T3 — t)].

Trocando as variaveis de integracdo 7, — 7| +t, 79 — T4+t € T3 — T4 + ¢ TEIMOVEIMos
1 ) 2 3 3

t da férmula, fazendo t — 0, e chegamos a:

0 T 75
X,(izgy(*wa;wl,wz,ws) = (50V)_1(ih)_3f dT{f dTéJ dr}x

Tr{[Qa(m1), [Qs(73), [Q(73), o] 11Qu}exp[—i(wiT) + wors + waTy)],

(A.27)

onde podemos trocar 7{ — Ty, Ty — To € T4 — T3 porque sao varidaveis mudas. Finalmente,
por conveniéncia puxamos py para fora dos comutadores, para isto, faz-se uso da regra de

perturbagao ciclica que rege a manipulacao do traco

Tr{[Qa(m), [Qs(72), [@4(73), po]]]Q,}

= Tr{Qa(1)Qs(72)Q~(73) po Q) — Qua(T1)Qs(72) poQ-(73)Qp—
Qa (1)@~ (73)poQs(T2)Qp + Qa(T1) 0@+ (73)Qp(72) Qu—
Qp(72)Q~(73)poQa(T1)Qp + Qp(72) poQ- (73)Qu (1) Qu+
Q(73)p0Qp(72)Qa(T1)Qu — P0Q+(73)Qs(72) Qa(11) Qi } (A.98)

= Tr{poQuQa(m)Qs(72)Q+(73) — poQ+(T3)Qula(T1)Qs(T2) —
PoQs(T2)QuQa(T1)Q4(73) + poQ+(T3)Qp(72) QuQalT1)—
PoQa(T1)QuQs(72)Q(T3) + poQ~(T3)Qa(T1)QuQs(T2)+
poQp(72)Qa(T1) Q@ (73) — poQ+(73)Qp(72) Qa(T1)Qp}

= Tr{po[[[Qu: Qa(T1)], Qs(72)], Q~(73)]}.

0
0

Portanto,
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0 T1 To
X/(fozﬂv(—wg; w1, wy,ws) = —(goV) " (ih) 3 J_OO dn J_OO dry f_w drs %

Tri{pol[[Qu, Qa(m1)], Qs(T2)], @+ (73) | exp[—i(wiTi + waTo + w3T3)].

(A.29)

Agora, considerando o ensemble de moléculas independentes como na secao 3.1.2 e
trocando Q,(t) = >, er;m(t) (i = i, o, 5,7) no traco de ngm(—wcﬁ w1, Ws, w3) € puxando

as cargas e dos dipolos, temos que:

Tr{poll[@p> Qu(m1)], Qa(2)], Q4 (7)1} = e Tr{poll[ru ra(0)], m5(r2)] 74 (7)1}, (A.30)

3 N 64 0 T1 T
Xiozﬁy(—wg;W1,W2,w3)=—€—O(m)3 —oodTl _OodTg ) dT3x (A31)

Tripolllru, ra(m)], ra(12)], 74 ()l yexp[—iwim + wars + wsTs)],

onde N = % ¢ o numero de densidade de moléculas e M é o nimero de moléculas no

pequeno volume V.

Lembrando que, o traco é a soma dos elementos da diagonal principal da matriz e

depois desenvolvendo os comutadores, tem-se:

Tripolllrs ra(m)l ra(m2)], my (73) 1}
= Z(Porﬂa(ﬁ)rﬁ(ﬁ)rv(%) — pora(T1)rurs(72)ry (73)—

a

por(T2)Tura(T1)7(T3) + pora(T2)Ta (T1)7u7 (T3)— (A.32)

por~(73)rura (T1)73(T2) + por(T3)r6(T1)7 7 (T2)+

por~(73)ra(T2)rura(T1) — por~(T3)78(T2) 70 (T1)7 1) aa-

Aplicando a regra do produto de matrizes, obtém-se:
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= 2|
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(P0)ai ()i (ra(71))oe(r8(72)) ea(ry (75) ) aa—

a,b,c,d,i

onde temos definido pg(a) como o matriz densidade no estado a e (po)ai = po(a)da

outro lado, lembrando que, (74(t))a

i Por

= exp(iQupt)ers, onde er?, denota a (ab)-ésimo

elemento da matriz dipolo er, e €y, é a frequéncia de transicao molecular definido em

termos dos niveis de energia molecular E, e Ej, como Qg = (E, — E})/h, obtém-se:

Tr{poll[re ra(r)]. ro(r)]. 7
NG

( 3)1}

po(@)dgiexp(iSpym)rs,

(a)
po(a)dai
po(a)dai
Po(a)dai
po(a)da;

(a)

Pola

exp
ean
exp(18pTs) 1o exP(1Q2ea i ) Toexp (14 T2 )Ty, +
exp(iQipT3)r

dai€xp(i§ipTs) 15 €T

a)0aiTh exp(iQpe71 ) rpexp(i€eqTs) fdexp(szQTg)rda

B

o exp(182aqT3)T

o, 1 .
T heexD(182eqT2)
. B,.u
Wiy To) T e
B
b

exp(1Qeqm)roexp(iQaqm3)r

. (A34)

Y
2 exp(1QpeT ) rpert exp(iQaq )T

) ( )

) ( )
iQup o)1 exp(iSer )rpert,exp(iQaqs)r, —

) ( )

) ( )

) )

(ZQbC7—2>T5; B exp(iQaqm )8, —
,

po(a)éaiexp(iQing)rlbexp(szcTQ)rfcexp(zQCdﬁ) rert].

Aplicando a soma em i e fatorizando os pp(a) e os exponenciais, temos:
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Tripolllrs ra(m)l 7a(m2)], 74 )]}

Z [T e fdrdaefp(ZchT 1+ 1> + i824aT3) —
a,b,c

ot P exp(iQapmi + 1Qams + 1Q4aTs) —

ﬁ . .
brbc cdrda%p 1QapTo + 18cqm1 + 18240T3)+

. . A.35
T bl cdrdaexp 1QapT2 + 1 et + Q40 T3)— ( )

'Y
abrbc cdrdaexp

Vg0 B
T ool pel T a €TP(182ap T3 + 1071 + 18040 T2) +

(i92
(i92
PP ook (
(i€
(

)

)

)

iQapT3 + 1Qeqm1 + 1Q40T2)+

)

r;’brfcri‘drg‘aexp(zﬂaﬂg + Qo + 104071 )—
)

v .,B, .« . . .
o exp(iQapts + iQeTo + Q0]

®3)

,ua,B'y(_wU; w1, w2, wg), tem-se:

Substituindo este resultado em x

N 64 0 T1 T2
XL?BA/(—WU;WMWQ,W?,) = ——— 3 J dTlf dT2J dTgZpg(CL)ZZZ[
€o (Zh) —00 —00 -0 @ b ¢

Koo By : . .
el T aa €TP (1Tt + 1Qeq Ty + 184073

_Tabrbc cdrda%P 1QapT1 + 102072 + 124, T3
P . .
— T bl T da €D (12ap T2 4+ 1Qea™i + 1204473

(A.36)

Y Qg B
7 e cdl da TP

v B o« . X
T el e a0 €TP(12ap T3 + 1QpeTo + 10T

(
(€2
0o bt exp(iQapms + 1Tt + 1Q4aTs
(192
(

)

)

)

)

—T Tl cdrdaexp iQapT3 + 1Qeqm1 + Q40 T2)
iQap73 + 171 + 1Q23472)

)

]

—rgbrfcrfdrdaexp(iQang + Qe + 1QeqT1)

xexp[—i(wiTi + waTy + w3T3)].
Considerando as frequéncia dos campos elétricos reais, e excit¢oes perto da res-
sonancia redefinimos 2 como €;; = w;; +il'; (i = a,b, ¢, d; onde I';; é o fator de amorte-
cimento e escolhemos o sinal negativo por questao de convergéncia das integrais (notar
que os intervalos de integracao sao negativos), e w;; = (E; — Ej)/h. Subtraindo as somas,
agrupando os exponenciais, e integrando cada termo, sem esquecer que da se¢ao 3.2.2

Qi = - (é dizer, Q;; = w;; —il';; = wj; —il';;), o qual serd substituido no final, obtém-se:



N 64 0 T1 To
ngm(—wa;m,wz,ws) -5, (i) 2 Zpo(a) Z f ; dm, f ) dry J ) drs{
b,e,d ¥~ - -

Pt

TabT el cdrdaexp[l(ch —wi)T + 1 T3
_rabrbc cdrdaexp[z

T +1 Wy )Ty + 1(Qgy — w3)T3

) cd —
ﬁ —
rabrbc cdrdaexp [Z ) cd

(2 )72 +i( )7s)

(€2 (€2 ) ( )73)

(Qap — wa) 72 +1(12 wi) ( )73)

+rfbrbc ta”daP1(Qap — wo) T2 + (e — wi) 71 + 1(Qaa — w3)T3)

—TayTbel cdrdae‘rp[z( ab — w3)T3 + 1(Qeg — W1)T1 + i(Qag — w2)72)

+7"7b7"?c 5drgaexp[2( ab — wW3)73 + 1(Qpe — w1) 71+ 1(Qaa — w2)72)

+r brfc taT 3 €TP[(Qap — w3) T3 + 1(Qpe — wWa) T2 + 1(Qa — wW1)T1)
Q

brl?c cdrdaexp[ (Qap — w3)T3 + (e — w2) T2 + 1(Qeg —w1)71)}

4

3

Xfwzﬂ»y( wa;wlaw27w3 = 80 Zh32p0 Z{
b,c,d

0 rT1 O, — QO+ Q, —
T The cﬁdrdaj dT1J dry expli(Che wl)ﬁ]e(xg [i (wci} : 2 da — W3)T2]
—00 —0 da — W3
0 m expli(Qup — wi)71|expli(weg — Qo + Qgg — wWa)T:
—rfbefder}aJ dry f dry Pl 1)7i] (££ (_ Z}g) 2 d 3)72]
—00 J—00 a
0 m expli(Qup — wa + gy — w3) M |exp|i(Qeg — wi)T
o B I e e
—a0 J—00 a
0 T
+7ﬁ oo m 7’ [ dTl (‘ ! d7_2 exp[ (Wa,b QQ + Qda - W3)7'2]€$p[ (ch - w1>7—1]
abTbel cd dad—oo J (Qda — (,U3)
v n expli(Qeg — wi) 71 |exp|i(Qaa — wo + Qap — w3) T
—szrfcrﬁdrgaJ dry {’ dry [(82ea )l (Q[b(—dw:;) 2 b 3) 72
—o0 J—00 al
PO T1 Q . Q - + Qa o
it [ an [ an S e Z o) JerpliQan — vy + Doy - )
J—w J—w Z(Qab - Ws)
_|_7.'Y T’ﬂ TM ro dTl (‘ d7'2 &Tp[ ((ch 2 + »ab (,L)g)TQ]@.Tp[ ( da w1>7—1]
ab’ be' cd dad—oo ) Z(Qab _ (JJ3)
0 T .
ity [ [ i, S =2 1 O — o elepli — )]
_ —0 Z(Qab - ws)

72

(A.37)

(A.38)



expli(Qpe —

Wy + Qg —w

73

— W3)7'1]

expli(Qap — w1 + Qg

~.

2 Qda - W3)(Qca — Wy — (.U3)

— Wy — ws)ﬁ]

® et
Xwﬁw( Wo'; W, Wa, W3) 60 zh ZPO Z{
b,c,d
5 0
P
TabTbeT chda dTl
J—o0
8 r0
a o
“Tab"be e da J dTl
—a0

r0

2

1 Qda - w?))(Qca — Wy — LU3)

—Wg — w3)7'1]

“TapTbeT cd da
)
~0

61‘]9[@ ch — W1 + de

2

i2(Qag — w3) (Qap — wo — ws)

—wa—ws)n] (p 30)

B« P
o el cdrdaJ dm

ZQ(Qda - W3)<de — Wy — w3)

(
(
(
(
B o, dr @mp[ZEch —wy + Qg
(
(2
(

—a0
0
v oo B expli(Qeg — w1 + Qap — wo — w3) 71|
_Tabrbcrcdrda dTl ) e
J—w ¢ ( ab—w3)( db—wz—ws)
Y a8 0 J expli(Qpe — w1 + Qap — wo — w3)71]
7 b cd" da 71

J—0

Z2( ab — ws)(de -

—wq + Qe — Wy

Wy — w3)

— CL)3>7'1]

0
expli(Qy
+r3brgcrgdrga f dTl p[ ( -
—©

expli(Qeg — w1 + Qge —

ZZ(Qab - c“-)3)<Qac — w2 — w3)

Wy — w3)7'1]

0
Y B
“Tab"be" cd" da J dTl
—Q0

iQ(Qab - w3) (Qac

— Wy —w3)

}

5

(3) brbc cdrda _

XMO‘B'Y( w07w17w27w3 ZPO Z{ZS Qda — w3 (Qca — (,(_)23)<Qba — (,(_)13)
rgbrbcrfdrda _ berscrgdrga 4

B (Qaa — w3)(Qea — wi3) (Qep — wig) 1 (Qaa — w3) (Qap — wisg) (Qep — wis)
berl?crgdr:iya o Tabrbcr(cldrga +

i (Qaa — w3) (Qap — wi3) (Qae — wiz)  P*(Qap — w3) (Qap — whs) (Qep — wi)
T brbcrgdrga I TWbecrgdrda _

3 (Qap — w3) (Qap — wiz) (e — wiz) P (Qap — wW3) (Qae — wh3) (e — wiz)

onde temos definido w;

rY B
TabTbeT cd,rda

Z'3(Qab - w3) (Qac

whs ) (Qaa —

wi3) b
(A.40)

= Zi wi (4,7 = 1,2, 3). Pela propriedade de simetria de perturbacao

intrinseca inserimos S7/3! na Eq. A.40, onde Sr indica a soma sobre todas as possivel

permutagoes dos pares (p,w,), (,wi), (B,we) e
6

dos denominadores temos que (i®)(i%) = ¢

= —1, assim, a Eq. A.40 torna-se:

(7v,ws3), e fatorizando os termos imagindrios
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N et S
3 or
Xfwzﬁv( W W1, Wa, W3) co B3 31 ZPO )ZZZ{
b ¢ d
Tgbrl?chdrda _ rgbrgcrcﬁdTga _
(Qua — w3)(Qea — wiz) (e — wiz) (e — w3)(Qea — Wh3) (Qep — wi3)
oot . (it )
(Qua — ws) (Qap — wh3) (Qep — wiz) (R — w3) (Qap — whs) (Llae — wis)
Tabrbcr?drcﬁla + rabrbcrgdrga +
(Qap — w3) (Qap — wis) (Qep — wiz)  (Qap — w3)(Qap — whs) (Qae — wi)
TZbrgchdrga _ T:zybrgcrgdrga 1.
(Qab — w3) (Qae — whs)(Qae — wiz)  (Qap — w3)(Qae — wh3) (Qaa — wis)

Portanto, pela propriedade de simetria de perturbacao intrinseca, temos que, ao

trocar a ordem na interacao dos campos elétricos, Y® se mantem invariante. A seguir

faremos uso desta propriedade e fatorizaremos o segundo, terceiro e quinto termo, e, logo,

o quarto, sexto e sétimo termo.

Trabalhando com o segundo, terceiro e quinto termo da Eq. A.41: trocamos

(ar,w1) — (B, ws) no terceiro termo, e no quinto termo trocamos (o, w;) — (7, ws) e logo
(B,w2) — (7,ws), assim, obtemos:
_ "o bel e o _ T be e _
(Qaa — w3) (Qea — wh3) (Qep — wiz)  (Raa — ws)(Qap — wh3) (e — wip) (A.42)
"o hel o _ o hel e g
(Qap — w3) (Qap — whs) (Qep — wi3) (o — w3)(Qeq — wh3)(Qap — w1) .

Agora, trabalhando com o quarto, sexto e sétimo termo da Eq. A.41: trocamos

(o, wy) —

(7, ws3), e no sétimo termo trocamos (o, w;) —

(B,ws2) no quarto termo, no sexto trocamos («, w;) —

(v, ws), assim:

bergcrgdrga I r;/brl?crgdrga
(Qda — w3)(Qap — wh3) (e — wiz) (b — w3) (ap — wh3) (e — Wi3)
B
Zbrfc gdrda 3b7”bc7’5d7”da

(’Yaw?)) €, 1Og0’ (6aw2) -

(A.43)

(Qab - WS) (Qac

why ) (e

— ) (e —ws

) (Qab - wl) (Qac

- W/12)'

Utilizando a propriedade de simetria de perturbacao intrinseca no oitavo termo da

Eq. A.41, obtemos:
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Y B a B K
“Tab b cd" da “Tab"ve" ed da (A44)

(Qap — w3)(Qae — wWh3) (Qaa — wWi3) a (Qap — w1)(Qae — Wia)(Qaa — w/13)’

onde se tem trocado (o, wy) — (B, ws), logo (o, w;) — (7, ws) e por dltimo (5, ws) — (7, ws).

Substituindo os resultados das equagoes A.42, A.43 e A.44 na Eq. A.41, obtemos que:

®) Ne St rabrbcrcdrda _
Xuaﬁy( W W1, W, Ws) £o e B3 31 Zpo Z{ (Qa — w3)(Qeq — wWh3) (e — wWi3)

b,c,d
Tgb’l“bchdea + rgbrfcrgdrga _
(Qda - WS)(Qca - wég)(Qab - CU1> (Qda - w3)<Qab - Wl)(Qac - wiz)
re B 'Y
Tab T cdrda }
(Qab — w1) (Qae — Wi2)(Qad — wi3)

(A.45)

Considerando s6 os primeiros 4 niveis de energia (ou seja, o estado fundamental e
os trés primeiros estados excitados, sendo a = 0, b =3, ¢c=2e d = 1), e que o sistema
inicialmente estava no estado fundamental, (ou seja, po(0) = 1), a susceptibilidade de

terceira ordem, nestas condigoes, é dada por:

N 64 ST r“ re 7,.6 ,,/Y
go 1?31 7 (Q10 — w3) (20 — whs) (230 — wis)
7"337”527"517"?0 N
(1o — ws) (20 — wh3) (30 + w1)
(A.46)
a B
703732721710 N
(Qlo - W3)(Q30 + wl)(QQO -+ w’lz)
7”8‘37“527"317#0 |

(Q30 + w1) (a0 + wip) (Quo + wis)

onde Qpp = Wiy — 115, com m,n =0,1,2,3, w; = dDTwicomi,j=1,2,3ew, =wis.

Para um caso especifico como a geragao de terceiro harmonico (w1 = wy = w3 = w),

a susceptibilidade de terceira ordem é dada por:
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X(3) (—3w; w, w, w) = 56_4& rgﬁ?ﬂ?f?o
paBy T €0 h3 3! (Qlo — W)(QQO — 20&))(930 — 3w
7”8‘37’?27”2617”30 n
(Ql(] — (.U)(QQO — 2&]) (ng + CL))
7“337”??27“517% I
(Qlo — w)(ng + w)(ng + 2(4})
7"6137”527’;17"%

(930 + w)(QQ(] + 2&.))(910 + Bw) }’

>+

(A.47)

e da suma de todas as possiveis permutacoes se obtém 24 termos, dos quais os 4 termos

mostrados na Eq. A.47 repetem-se 6 vezes cada um, portanto temos que

3)

4 moo B
3w . Ne T03T32721710
X,uaﬁ'y(_ W,W,W,W) =

o ﬁ{ (Qlo — CL))(QQO — 2W)(Q30 — 3w
7‘8‘37“527"517‘?0 n

(QIO — w) (QQO — 2&))(930 + w)
7’8‘37"??27”517?0 n

(QIO — UJ) (QQO + Zw) (ng + LU)
7’337"527“;17’?0 !
(Qlo + 3&))(920 + Qw) (ng + (,U) '

)—|-

(A.48)
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APENDICE B - POTENCIAL SEMI-PARABOLICO

A seguir vamos a encontrar as solugoes para a equacao de Shrodinger:

h?  d?
~onf 1 P TV (X)R(X) = Ex®(X). (B.1)

para um potencial semi-parabédlico (X > 0):

IMuEX?, X >0,

(B.2)
0, X <0.

Para isso partimos da solu¢ao do oscilador harmonico simples, quando Vy(X) =
sMwiX? para todo X, dada por:

?(X) = Nyexp(—a*X?/2)H,(aX), (B.3)

1
EX = (n + 5) hu}o, (n = O, ]_,2, .. .), (B4)

onde a = \/Muwo/h, N,, = [\/72"n!/a]™"/2. Aqui, H,, sdo polinomios de Hermite da ordem

n. Esta solu¢ao cumpre que ¢(X) = 0 quando X — +oo, também que:

F D(X)dX = zfoo d(X)2dX (B.5)

—0 0
j4 que @(X)? sempre é uma funcao par.

No caso do potencial semi-parabdlico, deve-se cumprir que além de (X)) = 0 quando
X — 00, @(X) = 0 quando X = 0. Isso s6 acontece quando H,(0) = 0, consequentemente,
s6 as funcoes de Hermite impares podem ser solucoes para este problema. Portanto, as

solugoes sao dadas por:

®(X) = Npexp(—a®X?/2)H,,(aX), (B.6)

1
Ex = <m + 5) hw, (m =1,3,5.. .), (B?)



onde N,, = [/72"'m!/a]~"/2. Da eq. B.5 temos que N2 = N?2/2.

Fazendo m — 2[ 4+ 1 nas equagoes anteriores:

?(X) = Nexp(—a*>X?/2)Hy 1 (aX),

By — <zz+g> huo, (1=0,1,2,.. ),

onde N; = [/m22(2l + 1)!/a] /2.
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APENDICE C - CALCULOS COMPLEMENTARIOS

C.1. Demostracao da Eq. 3.7
Desconsiderando os termos anarmonicos €@ a? 4+ €33 + ... na Eq. 3.4, e conside-

rando o campo elétrico dado pela Eq. 3.5, temos que:

d*x dx e , : . 4
m {W + 20—+ Vx| = -3 [E1(e7™" + 1) 4+ Ey(e7™" + 2] (C.1)

A solucao particular x,(t) neste caso vem dada por:

z,(t) = A_je M4 AL e A et 4 AL et (C.2)
com
dx,(t . ‘ . .
—(zlot( ) = —iwlA_le*Mt + iW1A+1€lwlt - 7:&}214_267“4}22‘/ + iw2A+geM2t (C?))
d?z,(t , . . .
d;( ) —wWPA_eT ! — WIA e — WIA geT ™t (2 A pe™, (C4)

Substituindo as Egs. C.2, C.3 e C.4 na Eq. C.1, agrupando os termos e dividindo

todo por m, temos:

E , 1
(—w% — 2Fz’w1 + QQ> A—l -+ 2 e—zwlt + (_w% + 2Fz’w1 + Q2) A+1 + 2 ezw1t+
2m 2€Mm
E. , 21
(—w% — 2wy + Q2) Ay + €52 pmiwat | (_wg + 2w, + Q2) Ay + €L eiwat  _
2m 2m

de onde obtemos que:
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A . €E1 1
T 2m Q2 = 2iTw, — WP
A . €E1 1
T 2m Q2 4 2iTwy — W?
ek 1
Ag=— - 2 : 2
2m Q2 — 2iTwy — wy
E 1
Apg = -2 (C.6)

T 2m Q2+ 2iTwy — w2

Substituindo estes resultados na Eq. C.2, obtemos a solucao da Eq. C.1, dada por:

eF, et eF, etwit
() = — -
p(t) 2m Q2 — 2iTw; —w?  2m Q2 + 2iTw; — w?
eE, e lwat eE, elwat
C2m 2 —2iTw, —w?  2m Q% + 2wy — w2
el ettt e, e lw2t

= - — .C. C.7
2m Q2 — 2iTw; — w? 2m§22—2iFw1—w%+cc (C-7)

C.2. Demostracao da Eq. 3.17

Quando o sistema estd em estado de equilibrio H;(t) = 0 e p(t) = po, entdo, a

equacao 3.15 torna-se:

.2 PO

th— = [Ho, po] (08>
dt

onde Hy é o Hamiltoniano do sistema e py = nexp(—Hy/kT) é o operador densidade no

equilibrio térmico. Sendo k a constante de Boltzmann e 7 a constante de normalizacao.

Como py é independente do tempo, entao, 22 = 0, assim:

2P0
mdt = 0 (C.9)

Por outro lado, exp(—Hy/kT') pode ser expandida em series de potencias:

cap(—Ho/kT) — Z%(—%) | (C.10)
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entao,

0 1 H k
o nZH(—k—TO) (c.11)

Portanto:

ool = on Y g (oY)

k=0
0 1 HO k 0 1 HO k
- X () 8w )
k=0 k=0
11 11 k
= ), 5 (—Ho)**' +n ) (—Ho)™*!
;5 k! (kT) k(KT
=0 (C.12)
Das eqgs. C.9 e C.12, temos que:
.2 Po
th— = [Ho,po] = (Cl3)
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Abstract

We study the effects of exciton confinement on the nonlinear optical susceptibility of one-dimensional quantum dots. We use a
direct numerical diagonalization to obtain the eigenenergies and eigenstates of the discretized Hamiltonian representing an
electron—hole pair confined by a semiparabolic potential and interacting with each other via a Coulomb potential. Density matrix
perturbation theory is used to compute the nonlinear optical susceptibilities due to third-harmonic generation and the corresponding
nonlinear corrections to the refractive index and absorption coefficient. These quantities are analyzed as a function of ratio between
the confinement length L and the exciton Bohr radius ay. The Coulomb potential degrades the uniformity of the level separation. We
show that this effect promotes the emergence of multiple resonance peaks in the third-harmonic generation spectrum. In the weak
confinement regime g = L/ao > 1, the third-order susceptibility is shown to decay as 1/8% due to the prevalence of the hydrogenoid

character of the exciton eigenstates.
© 2012 Elsevier B.V. All rights reserved.

Keywords: Excitons; Quantum-dots; Nonlinear optical properties

1. Introduction

Low-dimensional semiconductor structures have
been considered as potential candidates for new active
electro-optical devices due to their unique properties
resulting from the electronic confinement [1]. The
dimensions, geometry and composition of these
systems can be experimentally controlled using
advanced experimental techniques, including molecular
beam epitaxy and chemical vapor deposition. The
diversity of possible structures, such as quantum dots,
quantum wires and quantum wells, has motivated an

* Corresponding author.
E-mail addresses: marcelo@if.ufal.br, rodrigo@fis.ufal.br
(M.L. Lyra).

1569-4410/$ — see front matter © 2012 Elsevier B.V. All rights reserved.

http://dx.doi.org/10.1016/j.photonics.2012.06.010

extensive theoretical interest in the study of the
electronic and optical properties of low-dimensional
semiconductors [2-24].

In particular, semiconductor quantum wells and
quantum dots have been explored in the development of
new devices operating in the optical and infrared
regions [25-31]. These structures show enhanced
nonlinear optical susceptibilities as compared with
those of bulk semiconductors. Such increase in the
nonlinear optical susceptibilities due to intersubband
transitions is directly related to the strength of the
confinement potential. Several experimental and theo-
retical investigations have indeed reported very large
second and third-order harmonic generation in quantum
dots [12-19,22,24,32-34].

The influence of the electronic confinement is more
pronounced in quantum dots than in quantum wells,
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thus leading to very large nonlinearities in these
structures. In particular, semiconductor quantum wells
and quantum dots with a semiparabolic confinement
potential can support a multiple resonance due to the
uniform spacement of the subbands which results in an
additional increase of the nonlinear susceptibilities [17—
19], as compared with the one attained under an
asymmetric rectangular confinement potential [3,16].
Within this context, the excitonic contribution to the
optical nonlinearity of semiconductor quantum dots
have been considered because excitonic transitions play
a significant role in the low-temperature optical
properties of semiconductors [12].

Recent studies have addressed to the influence of
exciton transitions to several nonlinear optical proper-
ties including optical rectification, second and third-
order harmonic generation and their corresponding
contributions to the refraction index and absorption
coefficient [12-19,22]. However, most of these studies
concentrate in the strong confinement regime on which
the Coulombian electron-hole interaction can be
disregarded. In the opposite regime of weak confine-
ment, the electron—hole interaction predominates over
the confinement potential. The interplay between these
two contributions have been less explored in the
literature due to the absence of an exact solution of the
full Hamiltonian. Along this line, analytic expressions
for the ground-state exciton energy in a two-dimen-
sional quantum dot has been obtained when the
Coulomb potential is replaced by a non-local projective
operator [10]. The same methodology was used to
compute the binding energy between an electron and an
hydrogenoid impurity [9]. Numerical solutions of
Hamiltonian models containing an electron in a
confined geometry interacting with a hydrogenoid
impurity have been used to compute the energy level
distribution, the linear absorption coefficient and
oscillator strengths [7,8]. However, a detailed study
of the interplay between the confinement and the
electron—hole interaction on the exciton-mediated third-
harmonic generation process in quantum dots is still
lacking.

In this work, we address the above question by
numerically computing the eigenenergies and corre-
sponding eigenfunctions of the full Hamiltonian for an
electron—hole system in a one-dimensional quantum dot
with a semiparabolic potential. The Hamiltonian
introduces two typical length scales, namely, the
confinement length L and the exciton effective Bohr
radius ap. We compute the eigenenergies of the lowest
levels as a function of the scale ratio L/ay which allows
us to follow the crossover from the strong to the weak

confinement regimes. Further, we will use a perturbative
density matrix formulation to obtain the contribution of
the third-harmonic generation process to the nonlinear
optical susceptibility. We will be mainly interested in
analyze the dependence of the nonlinear susceptibility
spectrum on the scale ratio L/ay as the confinement
becomes weaker and the multi-resonance condition
breaks down. Finally, we will also report the
corresponding nonlinear contributions for the refraction
index and absorption coefficient for distinct confine-
ment regimes.

In the next section, we will present the Hamiltonian
model for a coupled electron—hole pair confined by a
semiparabolic potential in a one-dimensional quantum
dot and will present the main formalism used to
compute the third-harmonic generation susceptibility.
In Section 3 we present our main results with emphasis
in the crossover from the strong to the weak
confinement regimes. In Section 4, we summarize
and draw our main conclusions.

2. Model and formalism

In the framework of the effective-mass approxima-
tion, the excitonic Hamiltonian in a one-dimensional
quantum dot confined by a semiparabolic potential can
be written as [17-19]

q2

- dmelx, — xz|’

ey

where the subindices e and 4 refer to the electron and to
the hole, respectively. m, and m,, stand for the effective
masses and ¢ is the permittivity of the semiconductor
material. The confining potential V,, will be considered
to be a semiparabolic one with the same oscillation
frequency for both electron and hole. The above Ham-
iltonian can be rewritten using the center of mass X =
(mixe +mixy)/(me +my) and relative x=x, — x,
coordinates as ‘H = Hy + H,, where

p. | P

* *
2my; - 2my

H =

+ Vi (xe) + Vo (n)

P2 MwiX?
=40 2
Hyx =70 y 2
2 2,2 2
P, pwpx q
He=— - , 3
* 2,u+ 2 dre|x| 3

where M =m} +mj, 1/u=1/m!+ 1/m} (n is the
reduced mass of the electron-hole pair). P and p are
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the center of mass and relative motion momenta, re-
spectively.

The Hamiltonian operator associated with the center
of mass motion is that of an harmonic oscillator
restricted to X > 0, for which the eigenfunctions as
associated eigenenergies are analytically known (odd
solutions of the unrestricted harmonic oscillator). In
which concerns to the relative electron—hole motion, the
time-independent Schrodinger equation for the full
Hamiltonian has no analytic solution. In terms of the
typical length scale of the oscillations L = \/7i/mawy
(used as the characteristic confinement length) and the
effective Bohr radius of the electron-hole pair
ap=4nech 2/(,uqz), it can be put in the form

: 2 2E
{—%4—# —W’ﬂcp(u) — @
where u = x/L, and § = L/ay is the confinement param-
eter.

In the present work, we solved numerically the above
Schrodinger equation by discretizing the dimensionless
coordinate u in a very large number of points. In
practice, we considered a maximum value Xx,,,, much
larger than the characteristic confinement length and
divided this segment in a large number N of equally
spaced points. Using a standard finite-difference
approach, the resulting discrete equation is found to be

. 28 2ES?
@ — Dy + [2 + /85t - T} ;= hT)O‘Dj:
(5)
where j=1,2, ..., Nand S = u,,,, /N is the dimension-

less step size (Uux = Xmax/L). A direct numerical matrix
diagonalization thus provide the discretized solution for
the eigenfunctions and their respective eigenenergies. It
has been shown that this procedure gives very precise
results for the lowest level states whenever the discre-
tization step Xx,,./N is much smaller than the length
scales L and aq [7,8].

In this work, we will be interested in compute the
contribution of the excitonic transitions to the nonlinear
response to an optical radiation field of frequency w. In
particular, we will consider the third-harmonic genera-
tion process on which the system absorbs three photons
from the radiation field and emits a single photon of
frequency 3w. Within a density matrix perturbation
formalism and considering the first four energy levels,
the third-harmonic generation nonlinear susceptibility
is given by x®) (3w) = A ¥®) (3w), where A = (¢*NL*)/

(eo(hi wp)*) and ) (3w) is a dimensionless suscept-
ibility given by [35,36]

7V (3w) = MM 1xMasMsg x [ fi (@) f5 (@) f5 (@)
+ fi (@) fy (0)g3(0) fi (@) £, (0)g3(w)

+81(0) £ (0)g3(o)] (6)
with
My = (D || Py,) (7
(@) = wo/ (wn0 £ nw — iTy) ®)
2,(0) = o/ (@no + 3w /n — iTy). ©)

Here |®,) =} ®'[j) is the eigenvector corresponding
to the n-th eigenstate. I', is the line width associated
with the transition between the n-th and the ground
states and w,o = (E,— Eg)/h. The first term of Eq. (6)
predominates under a triple resonance condition. In our
present model, this condition is achieved in the strong
confinement regime. The other three terms can become
relevant in the weaker confinement regime for which no
triple resonance is anticipated.

The third-harmonic generation contribution to the
nonlinear refractive index and absorption coefficient
can be readily obtained from the nonlinear suscept-
ibility as [35,36]

3R (3w)

= 2X0) 10

na(e degnic (10)
303 (3w

w(w) = 303x7(30) (11)

2.2
2epnge

Here ¢y is the vacuum permittivity, no is the linear
refraction index of the material, and c is the light
velocity in vacuum. These nonlinear coefficients can
also be written in terms of dimensionless quantities as
n(w) = (A/(sondc)iy and an(w) = Awy/eon3cds.

3. Results

In what follows, the numerical results were taken
through the direct diagonalization of the dimensionless
Hamiltonian with 0 < u = x/L < 10 discretized on 10°
segments. We verified that the obtained values of the
eigenenergies and corresponding eigenfunctions for the
extreme confinement limit =0 are in excellent
agreement with the exact result for the pure harmonic
oscillator, at least for the first few eigenstates needed to
evaluate the third-harmonic generation susceptibility. In
all figures, we will use a typical value for the line width

84



J.E.Q. Bautista et al./Photonics and Nanostructures — Fundamentals and Applications 11 (2013) 8-14 11

of the transitions I',p=Ty=0.1wy. We will mainly
explore the influence of the relative role played by the
semiparabolic confinement and the Coulomb interac-
tion on the third-harmonic generation susceptibility and
the corresponding changes in the refractive index and
absorption coefficient.

3.1. Lowest eigenenergies

The nonlinear optical properties are strongly
dependent of the actual energy level distribution. In
the strong confinement regime, at which the Coulom-
bian electron-hole interaction can be disregarded, the
uniformity of the energy levels of the resulting
harmonic oscillator Hamiltonian leads to multiple
resonances and large nonlinearities. As the confinement
effect is weakened, the uniformity of the energy levels
breaks down as the Coulomb interaction enters into
play. For the third-harmonic generation process,
resonances are expected to appear at radiation
frequencies near w;=E¢/h, w,=E/(21), and
w3 = E3o/(3 h). In Fig. 1 we plot w, (in units of wq)
as a function of the confinement parameter S. In the
limit of strong confinement § — 0 all curves collapse
leading to a multiple resonance, which is consistent
with the uniform level spacing of the pure harmonic
oscillator potential. As the confinement is weakened
and the Coulombian interaction becomes effective, the
energy levels suffer distinct shifts and the multiple
resonance condition is lost. One notice that the
resonance frequency originating from the transition

100: T T 17717
- @ n=1
S A pn=2
3 B
0 a
1 III\III

Fig. 1. Normalized resonance frequencies w,/(wg) as a function of the
confinement coefficient 8 = L/ay for the first three excited states. The
collapse of the curves for § < 1 indicates the uniformity of the level
spacing distribution in the strong confinement regime. The splitting of
the curves as B increases signals the non-uniformity of the level
spacings. The dependence on f° is typical of hydrogenoid states.

between the ground and first excited state acquires a
stronger shift than those originated from transitions to
higher excited states. These frequencies grow as A% in
the weak confinement regime (8 >>1), as expected for
hydrogenoid-like energy levels which are proportional
to (1/ap)>.

3.2. Third-harmonic generation susceptibility

In order to compute the third-harmonic generation
contribution to the nonlinear optical susceptibility, we
determined the corresponding dipole matrix elements
from the numerically obtained eigenfunctions of the
discretized Hamiltonian. Once the triple resonance
condition is lost for finite values of 8, we considered the
four terms in Eq. (6) to include all contributions to this
nonlinear process. In Fig. 2 we show the spectrum of the
dimensionless third-harmonic generation susceptibility
|73)| for three representative cases of confinement
regimes. For 8=0 (strong confinement) one achieves
the triple resonance condition. In this regime, the
nonlinear susceptibility depicts a pronounced resonance
at a radiation frequency w = 2wy, as previously reported
in the literature [18,17,19]. In the regime of inter-
mediate confinement (here represented by the case of
B =Llay=1.5 the lost of the triple resonance condition
starts to become apparent. The single peak structure of
the susceptibility breaks down while the resonance
frequency is shifted towards values larger than 2wy.

w/wo

Fig. 2. Spectrum of the dimensionless third-harmonic generation
susceptibility (| (3w)|) as a function of the radiation frequency
wlw, for different confinement regimes (8 = L/ap =0, 1.5, and 3). In
the extreme confinement regime, the uniform level spacing leads to a
triple resonance condition with very large nonlinearity. As the con-
finement is weakened, the uniformity of the level spacings breakdown
resulting in the emergence of new resonance peaks but with reduced
nonlinear susceptibility.
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This picture is consistent with the trend shown in Fig. 1.
In the weak confinement regime, 8 = 3, the difference
between the resonance frequencies is larger than the
typical line width I'y. In this case, all three peaks
become well distinguishable.

The susceptibility at the resonance frequencies
decreases as one departs from the strong confinement
regime. The peak value of the dimensionless third-order
susceptibility is shown in Fig. 3 as a function of the
confinement parameter 8. Notice that only one peak is
present in the strong confinement regime because the
triple resonance condition is nearly achieved and the
difference among the resonance frequencies is smaller
than the line width. A two peak structure appears in the
regime of intermediate confinement prior to the ultimate
separation of all three resonance peaks. Notice that the
peak values strongly decay with B in the weak
confinement regime. This is due to the hydrogenoid
character of the eigenfunctions when the confinement
potential becomes negligible. In this case, the dipole
matrix elements are of the order of a, while the energy
eigenvalues scale as l/a(z). As the third-order suscept-
ibility involves four dipole matrix elements and two
terms of the denominator becomes off resonance, its
peak values shall scale as ag. The straight line plotted in
Fig. 3 corresponds to such 1/8% scaling law and fairly
accounts for the dependence of the susceptibility on the
confinement parameter.

10°
8 P
E107F
‘?’X E @ first peak
— 10-4 = A second peak
O  third peak
oF
10~
1 1 11111 | 1 1
1 10
B

Fig. 3. The values of the dimensionless third-harmonic generation
peaks as a function of the confinement coefficient 8= L/a,. In the
strong confinement regime there is a single peak due to the nearly
triple resonance condition. In the intermediate confinement regime a
double peak structure emerges with similar nonlinear susceptibilities.
In the weak confinement regime, a third peak with a much smaller
third-order susceptibility is also present. The nonlinear coefficient
strongly decreases as the confinement is weakened. The 1/8° decay is
consistent with the hydrogenoid character of the eigenstates in the
weak confinement regime.

6 T T LI | T T T | T T 1 T

- ~— 3=0.0 1

2 x4 =

L X80 -
\/\/\ il

2 8=30 —

w/wp

Fig. 4. The spectrum of the dimensionless nonlinear refractive index
7i; due to the third-harmonic generation process and distinct confine-
ment regimes. The emergence of multiple peak-valley structures and
the decrease of 7, as the confinement is weakened reflect the break-
down of the triple resonance condition when the hydrogenoid charac-
ter of the exciton eigenstates arises.

3.3. Nonlinear refractive index and absorption

The real and imaginary parts of the complex third-
order susceptibility brings information regarding the
corresponding nonlinear refractive index and optical
absorption coefficients. In Figs. 4 and 5 we report the
spectra of these two coefficients for the same three
representative confinement parameters used in Fig. 2.
Here we used dimensionless coefficients 7i; and &,. In
these figures, the coefficients for the intermediate and

20 T | L ‘ 1 1 | LI T

10 - x4 % 80 —

AN
1§ -10 — \\F\ﬁ—s.o .
-20 B8=15 -

w/wy

Fig. 5. The spectrum of the dimensionless nonlinear optical absorp-
tion coefficient &, due to the third-harmonic generation process and
distinct confinement regimes. The emergence of multiple structures
and the decrease of @ as the confinement is weakened also signal the
breakdown of the triple resonance condition in the hydrogenoid limit.



J.E.Q. Bautista et al./Photonics and Nanostructures — Fundamentals and Applications 11 (2013) 8-14 13

weak confinement cases were amplified for better
visualization. The decrease of these nonlinear coeffi-
cients is consistent with the 1/8° decay of the third-order
susceptibility discussed above. The nonlinear refractive
index coefficient shows a single structure in the strong
confined case signaling the underlying unique resonance
frequency. A complex peak-valley structure develops as
the resonance frequencies go apart. A similar trend is
observed in the nonlinear absorption coefficient.

4. Summary and conclusions

In summary, we studied the exciton contribution to the
third-harmonic generation nonlinear optical properties of
a one-dimensional quantum dot with a semiparabolic
confining potential. We were particularly interested in
explore the interplay between the two characteristic
length scales of this system, namely, the confinement
length L and the exciton effective Bohr radius a, due to
the electron—hole coupling. Within a numerical diag-
onalization of the discretized full Hamiltonian, we
computed the eigenenergies and corresponding eigen-
functions and some relevant dipole matrix elements for
different values of the confinement parameter 8 = L/ay.

As a preliminary step for the analysis of the optical
nonlinear properties, we have shown how the energy
spectrum evolves from the harmonic oscillator to the
hydrogenoid character as the confining parameter S is
increased. The uniformity of the level spacings in the
strong confinement regime S< 1 evolves to the
hydrogen-like non-uniform level distribution with
energies scaling with 1/a3. When the frequencies
associated with transitions to the ground state are
measured in units of the confining frequency wy, these
grow as A° in the weakly confined regime.

We used a density matrix approach and perturbation
theory to compute the third-harmonic generation
contribution to the nonlinear susceptibility. At the
strongly confined regime, the uniformity of the energy
level spacings produces a triple resonance thus leading
to a large third-order nonlinearity, in agreement with
previous results [17-19]. As the confinement length
becomes of the order of the Bohr radius, the triple
resonance breaks down and the susceptibility spectrum
develops a multipeak structure. Three peaks are well
distinguishable in the weakly confined regime asso-
ciated with one, two and three-photon resonances, with
the latter leading to the lowest resonance frequency. The
scaled dimensionless susceptibility is shown to decrease
as 1/8% when the hydrogenoid character of the exciton
states predominates. The corresponding nonlinear
refractive index and optical absorption coefficient were

also reported to decrease and to develop a complex
multi peak-valley structure as the confinement effect is
overcomed by the Coulombian electron—hole coupling

Before finishing, it is interesting to give an estimate
of the actual exciton effective Bohr radius in a typical
semiconductor. For GaAs/AlGaAs, the effective elec-
tron and hole masses are, respectively, m; = 0.067my
and mj, = 0.09mo, with m, being the electron mass in
vacuum. This gives for the reduced electron—hole mass
u =0.038my. The relative dielectric constant for a
typical aluminum concentration can be taken as
¢.=12.53. With these parameters, the exciton Bohr
radius is ag = 17.26 nm. Modern fabrication techniques
are able to produce quantum dots smaller than this size
scale. Therefore, the here reported characteristics of the
crossover from the strong to the weak confinement
regime can be readily probed in third-harmonic
generation experiments.
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