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Resumo

Nesta dissertacao, apresentaremos alguns resultados sobre estimativas para o indice
de uma hipersuperficie minima com fronteira livre propriamente mergulhada em um do-
minio estritamente convexo em média do espaco Euclidiano. As estimativas descritas
neste trabalho foram obtidas por L. Ambrozio, A. Carlotto e B. Sharp em [2], onde eles
demonstraram, dentre outras coisas, que o indice de uma hipersuperficie minima com as
propriedades descritas acima é limitado por baixo por uma func¢ao linear da dimensao
do seu primeiro grupo de homologia relativa. Em ambientes tridimensionais, o indice de
uma superficie minima com fronteira livre é limitado por baixo por uma func¢ao linear do

género e do numero de componentes conexas da fronteira da superficie.

Palavras-chave: Superficies com fronteira livre, Indice de Morse, Grupos de homologia,

Formas diferenciais.



Abstract

In this dissertation, we present some results on index estimates for properly embedded
free boundary minimal hypersurfaces in strictly mean convex domains of Euclidean space.
The estimates described in this work were obtained by L. Ambrozio, A. Carlotto and
B. Sharp in [2], in which they showed that the index of a minimal hypersurface with the
properties described above is bounded from below by a linear function of the dimension
of its first relative homology group. In three-dimensional ambients, the index of a free
boundary minimal surface is bounded from below by a linear function of its genus and

the number of boundary components.

Keywords: Free boundary surfaces, Morse index, Homology groups, Differential forms.
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Introducao

Hipersuperficies minimas com fronteira livre se tornou um tépico na area de geometria
diferencial muito estudado nos anos recentes. Como exemplo, podemos destacar o estudo
sobre a relagao entre as propriedades geométricas e topologicas de tais variedades, que
classicamente é feito para variedades fechadas.

Este estudo pode ser realizado a partir do indice de uma hipersuperficie minima M (fe-
chada ou nao), que denota o niimero de autovalores negativos do operador de Jacobi L.
O indice também indica o nimero de dire¢Oes cujas variagoes decrescem area. Em muitas
situagoes, o indice de uma hipersuperficie minima controla a sua topologia, como veremos
neste trabalho, chegando a controlar até mesmo a geometria da hipersuperficie. Neste tra-
balho, descreveremos a topologia de uma variedade com fronteira através de seus grupos
de homologia com coeficientes reais.

A. Ros em [22], Teorema 17, provou que o indice de uma superficie minima em R3
¢ limitado por baixo por uma funcdo linear do seu género. A. Savo em [24] também
obteve estimativas para o indice de uma hipersuperficie minima da esfera em termos de
sua topologia, onde ele fez comparagoes entre o indice e o género, no caso de superficies,
e o indice e o primeiro nimero de Betti, em dimensdes maiores. Existem varios trabalhos
nos quais foram obtidos resultados de comparacao entre o indice e o primeiro nimero de
Betti de hipersuperficies minimas imersas em variedades ambientes; veja, por exemplo,
[, [14] e [17].

Um exemplo muito interessante de estimativa para o indice foi feito por G. Smith e
D. Zhou em [2§], eles mostraram que o indice do catenoide critico minimo com fronteira
livre na bola unitaria do R? é igual a 4. Também, os mesmos autores juntamente com
A. Stern e H. Tran obtiveram em [27] o seguinte teorema para o catenoide critico n-

dimensional:

Teorema (Smith et al.). Para todon, seja I(n) o indice do catenoide critico n-dimensional.

Entao log (]
L og(I(m)
n—+eo y/nlog\/n

Neste trabalho, estamos interessados em hipersuperficies minimas compactas com fron-

1.

teira livre.

Sobre o caso fechado, existem iniimeros trabalhos como, por exemplo, o classico artigo



escrito por R. Schoen e S.-T. Yau [25], onde eles provaram que uma superficie minima,
fechada e orientavel de indice zero mergulhada em uma variedade tridimensional com
curvatura escalar positiva deve ser necessariamente uma 2-esfera. O. Chodosh, D. Ke-
tover e D. Méximo [7] fizeram um estudo sobre sequéncias de hipersuperficies minimas
com indice uniformemente limitado, onde eles provaram, dentre outros resultados, que
o conjunto das superficies minimas, fechadas e mergulhadas com indice uniformemente
limitado contém apenas sequéncias de superficies com area e género uniformemente limi-
tados. Outros resultados importantes sobre o caso fechado podem ser encontrados nos
trabalhos de L. Ambrozio, A. Carlotto e B. Sharp [I] e [3], C. Gorodski, R. Mendes e
M. Radeschi [14], D. Impera e M. Rimold [I7] e A. Savo [24].

Alguns dos trabalhos citados acima sao respostas parciais para a conjectura devida a

R. Schoen, F. Marques e A. Neves. Esta conjectura afirma o seguinte:

Conjectura 1 (Schoen, Marques-Neves). Seja (2", g) uma variedade Riemanniana fe-
chada com curvatura de Ricci positiva. FEzxiste uma constante positiva C' tal que, para
toda hipersuperficie minima fechada M™ mergulhada em (Q""! g), vale a sequinte desi-
gualdade:

ind(M) > Cbi (M),

onde ind(M) denota o indice de M e by(M) denota o primeiro nimero de Betti de M.
Além dessa conjectura, F. Marques e A. Neves fizeram a seguinte conjectura:

Conjectura 2 (Marques-Neves). Seja (2" g) uma variedade Riemanniana fechada com
curvatura de Ricci positiva. Fxiste uma constante positiva C' tal que, para toda hipersu-

perficie minima fechada M™ mergulhada em (2", g), vale a sequinte desigualdade:
ind(M) > C (Z bl(]\/[)> ,
i=0

onde b;(M) € o i-ésimo nimero de Betti de M.

Também existe trabalhos sobre estimativa para o indice no caso em que a variedade
tem curvatura média constante (CMC), veja por exemplo os trabalhos de M. Cavalcante
e D. Oliveira [5] e [6].

Esta dissertacao foi baseada principalmente no artigo [2], que tem por titulo Index
estimates for free boundary minimal hypersurfaces, o qual foi escrito por L. Ambrozio,
A. Carlotto e B. Sharp e publicado em 2018 na revista Mathematische Annalen.

O objetivo principal aqui é exibir os detalhes das demonstracoes dos resultados obtidos
em [2]. Dentre outras coisas, apresentaremos resultados de comparacao entre o indice de
uma hipersuperficie minima com fronteira livre e a dimensao do seu primeiro grupo de

homologia relativa. O primeiro resultado que queremos demonstrar é o seguinte:



Teorema 1 (Teorema [3.1.2)). Seja Q™' um dominio estritamente convezo em média do
espago Euclidiano (n + 1)-dimensional, n > 2. Seja M™ uma hipersuperficie compacta,
orientdvel, minima com fronteira livre em Q"'. Entdo,

ind(M) > dim H,(M,0M;R).

n(n+1)
Quando a hipersuperficie esta propriamente mergulhada em um dominio estritamente

bi-convexo, podemos demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 2 (Teorema [3.1.4). Seja Q"' um dominio estritamente bi-convexo do espago
Fuclidiano (n+1)-dimensional, n > 2. Seja M™ uma hipersuperficie compacta, orientdvel,

minima com fronteira livre em Q. Entdo,

2

ind(M) > PP

dim H,,_1(M,0M;R).

Apresentaremos também que o indice de uma superficie minima com fronteira livre
imersa em um dominio convexo em média do espaco Euclidiano tridimensional é limitado
por baixo por uma funcao linear do género e do nimero de componentes conexas da

fronteira da superficie. Mais precisamente, demonstraremos o seguinte teorema:

Teorema 3 (Teorema|3.1.6). Seja Q* um dominio convexo em média do espago Euclidiano
tridimensional. Seja M?* uma superficie compacta, orientdvel, minima com fronteira livre

em 23 de género g e cuja fronteira OM possuir componentes conexas. Entao,

ind(M) > -(2g+r—1).

Wl =

Vale ressaltar que o resultado do teorema acima também foi obtido simultaneamente
por P. Sargent em [23], porém de maneira independente e utilizando outros métodos.
Outro resultado importante que sera demonstrado, no caso em que a hipersuperficie

estd mergulhada em um ambiente mais geral, é o seguinte:

Teorema 4 (Teorema [3.1.8). Seja (Q"!, g) uma variedade Riemanniana com fronteira
isometricamente mergulhada em algum espago Euclidiano R?. Seja M™ wma hipersuperfi-
cie compacta, orientdvel, minima com fronteira livre em (Q"! g). Assuma que para todo

campo vetorial nao-nulo X em M™ wvale

/ [trar (Rm®(, X, -, X)) + Ric®(N, N)| X’ dM+/ HO?|X|?dS >
M oM

/M (T%(, X)P= I (X, N)2) + (T2, N)P= IV, N) )| X d,

onde Rm® denota o tensor curvatura de Riemann de Qv g), 11 ¢ a sequnda forma

fundamental de Q"' em RY, 1% denota a sequnda forma fundamental de OQ em (Q"+, 9)

4



e N é um campo vetorial normal unitdrio sobre M™ em (Q"*1 g). Entdo, temos que

ind(M) > dim Hy(M,0M;R).

d(d—1)

Outros resultados provenientes dos teoremas citados acima também estdo presentes
nesta dissertacao.

O trabalho esta dividido em trés capitulos. No capitulo [1] introduzimos alguns temas
que serao necessarios para um bom entendimento dos capitulos posteriores. Nele apre-
sentamos algumas defini¢oes e resultados tteis sobre formas diferenciais, conexoes afins e
a segunda forma fundamental.

No capitulo [2| definimos o indice de uma hipersuperficie minima com fronteira livre
e apresentamos resultados que serao de extrema importancia para as demonstracgoes dos
teoremas principais.

Finalmente, no capitulo 3, apresentaremos as demonstragoes dos resultados principais

desta dissertacao.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Variedades Diferenciaveis

Um espago topologico ¢ um conjunto M com uma familia O de subconjuntos de M

que satisfaz as seguintes propriedades:

1) Ql,QQ S O:QIQQQ EO,
2) (a)aeca € O = Uaead, € O, isto para qualquer conjunto de indices A,
3) 0,M € O.

Os conjuntos pertencentes a O sao chamados de abertos. Dados um ponto p € M e
um subconjunto V' C M, dizemos que V é uma vizinhanga de p se existe um conjunto
aberto 2 € O tal que p € 2 C V. Um espaco topologico M ¢ dito ser de Hausdorff se
para quaisquer pontos pi,ps € M, com p; # po, existem conjuntos abertos 1,y € O
tais que p; € Qq, P2 € Dy e QN QY = 0.

Defini¢ao 1.1.1. Uma familia (£2,)aca de subconjuntos de M é uma cobertura de M se
M - UQEAQO!'

Uma cobertura (24)aca € aberta se €, é um conjunto aberto para cada o € A. Uma
cobertura ()., € dita ser um refinamento de uma cobertura (£q)aen se para cada (2
em <Q/B>B€A’ existe um €, em (Qq)aca tal que Q3 C Q,. Uma cobertura (4 )aca de M
é dita ser localmente finita se cada ponto p € M possui uma vizinhanca que intersecta

apenas uma quantidade finita de conjuntos em (€24 )aen-

Definicao 1.1.2. Um espaco topologico é paracompacto se toda cobertura aberta possui
um refinamento aberto localmente finito. Ou seja, para cada cobertura aberta (4)aen

existe uma cobertura aberta localmente finita (£2)seas tal que
VB e N, Ja e A; Qy C Q.

6



1. Preliminares

Uma aplicacao entre espacos topoldgicos é continua se a pré-imagem de qualquer
conjunto aberto é um conjunto aberto. Se uma aplicagao bijetiva é continua, assim como

sua inversa, entao dizemos que ela é um homeomorfismo.

Definicao 1.1.3. Uma variedade M de dimensao n é um espaco topologico de Haus-
dorff paracompacto tal que todo ponto p € M possui uma vizinhanca aberta U que é

homeomorfa a um subconjunto aberto €2 do R™. Tal homeomorfismo, denotado por
x:U —Q,

é chamado de carta coordenada.

Um atlas é uma familia {U,, z,} de cartas na qual U, constitui uma cobertura aberta
de M. Note que um ponto p € U, é determinado por x,(p). Omitindo o indice «, as

componentes de z(p) € R"™ sdo chamadas de coordenadas locais de p.

Definig¢ao 1.1.4. Dizemos que um atlas {U,, z,} em uma variedade M é diferencidvel se

todas as transicoes de cartas
zgox,t 10Uy NUg) — 25(Uy N Ug)

sao diferencidveis de classe C* sempre que U, N Up # 0.

De agora em diante, todo atlas serd diferenciavel por hipdtese.

Dizemos que dois atlas sao compativeis se a uniao deles é ainda um atlas. Em geral,
uma carta é dita ser compativel com um atlas se a adi¢ao da carta ao atlas é ainda um
atlas. Dizemos que um atlas é mazimal se qualquer carta compativel com ele pertence a
ele.

Um atlas maximal (diferencidvel) é chamado de estrutura diferencidvel. Uma variedade
de dimensao n com uma estrutura diferenciavel é chamada de variedade diferencidvel de

dimensao n.

Definicao 1.1.5. Um atlas em uma variedade diferenciavel esta orientado se toda tran-
sicao de carta tem determinante Jacobiano positivo. Uma variedade diferenciavel é dita
ser orientdvel se ela possui um atlas orientado.

Definigdo 1.1.6. Uma aplicagdo h : M — M’ entre duas variedades diferencidaveis M
e M’ com cartas {Uy, o} € {U],x,} é diferencidvel se todas as aplicagoes 73 0 h o z !
sao diferenciaveis de classe C* onde definidas. Tal aplicacao é um difeomorfismo se é um

homeomorfismo diferenciavel cuja inversa também ¢é diferenciavel.

Para propositos de diferenciacao, uma variedade diferenciavel tem localmente a estru-
tura do espaco Euclidiano. Assim, a diferenciabilidade de uma aplicacao pode ser testada
em coordenadas locais. O fato de as transi¢oes de cartas serem difeomorfismos garante

que esta nocao de diferenciabilidade ndo depende da escolha das cartas.
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1. Preliminares

1.1.1 Espacos Tangentes

Sejam z = (x!,...,2") as coordenadas Euclidianas do R", £ um subconjunto aberto

do R" e 2y € 2. Definimos o espaco tangente de €2 no ponto z,, denotado por 7€), como

sendo o espago {xo} X E, onde E é o espago vetorial de dimensdao n gerado pela base

{%, . ain}' Aqui, %, e % sao as derivadas parciais no ponto .

Dados subconjuntos abertos 2 C R" e ' C R™ e uma aplicacao diferenciavel
F:Q—Q,

definimos a derivada dF(xo) para xo € € como a aplicacao linear induzida entre os espagos
tangentes
dF (x0) : Tyt = Tp(ag) Y,
0 w9 -2

o’ ox' OFJ’
onde acima estamos usando a notacao de Einstein.

Defina TQ2 = Q2 x E = Q x R™. Assim, TQ2 é um subconjunto aberto de R” x R", em
particular, TC) é uma variedade diferenciavel.

A tripla (T2, 7,Q), onde

v =1

m:TQ — Q,
(x,v) — x,

é chamada de fibrado tangente de ). T} é chamado de espaco total do fibrado tangente.

Analogamente, definimos

dF : TQ — TS

.0 JOF7 9
(z,v W) > (F(x),v W(x)ﬁFﬂ> :

Se, em particular, f : {2 — R ¢é diferenciavel, nés temos

df (z)(v) = vzgjz(x) eTiynR=R

para v = v’ € T,

Sejam M uma variedade diferenciavel de dimensao n e p € M. Queremos definir o
espaco tangente de M no ponto p. Seja x : U — R™ uma carta com p € U e U aberto
em M. Dizemos que o espaco tangente T,M ¢é representado na carta x por Typz(U).
Considere outra carta ' : U — R"™ com p € U’ e U’ aberto em M. Defina Q := z(U) e

V' :=2/(U’"). Entao a transicao de carta

Pdoxtiz(UNU) =2 (UNU)
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induz um isomorfismo entre espacos vetoriais
L= d($, o ZL‘_l)([B(p)) : Tx(p)Q — Tx/(p)Q/.

Neste caso, dizemos que os vetores v € T2 e L(v) € Ty, Y representam o mesmo
vetor tangente em 7,M. Assim, um vetor tangente em 7,M ¢ dado pela familia de seus
representantes em cartas coordenadas. Isto pode ser motivado da seguinte forma: seja
f: M — R uma funcao diferencidavel. Queremos definir df (p) como uma aplicagao linear

a?ci € Typz(U) na

de T,M em R. Dado um vetor w € T,M representado por v = v

carta x, dizemos que

df (p)(w)

é representado por
d(f o x™")(x(p))(v)

nesta mesma carta. Observe que, pela Regra da Cadeia,

d(foa'" oa’ oat)(x(p))(v)
d(f o' (@' (p) o d(a’ 0 27" (x(p))(v)
d(f oz’ (@' (p)(L(v)),

d(f o x™")(z(p))(v)

ou seja, df (p)(w) é representado por d(f o ' ") (z'(p))(L(v)) na carta ', onde L(v) é a
representacao de w nesta mesma carta.
Levando em conta as consideragoes feitas até aqui, vamos apresentar uma definicao

formal para espacgo tangente de uma variedade diferenciavel.

Definicao 1.1.7. Sejam M uma variedade diferenciavel e p € M. No conjunto
M, = {(z,v);x: U — Q é uma carta com p € U e v € T,,yQ2}

escrevemos (z,v) ~ (y,w) para dizer que w = d(y oz~ 1) (z(p))(v). Nao é dificil verificar
que ~ é uma relagdo de equivaléncia em M,. O conjunto M,/~ de todas as classes de

equivaléncia de ~ é chamado de espago tangente de M em p, o qual é denotado por T,,M.

O espago tangente T,M carrega naturalmente uma estrutura de um espago vetorial,
onde a classe de equivaléncia de Aj(z,v1) + Aa(x,v2), com A, Ae € R, é a classe de
(, A\1v1 + Agv9), por definigao.

Considere o conjunto T'M := | |,c5 T,M e a projecao m definida por

m:TM — M,

(p,w) = m(p,w) = p.

E possivel demonstrar que T'M tem uma estrutura de variedade diferenciavel orientavel
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de dimensao 2n tal que 7 : TM — M é uma aplicacao diferenciavel (ver [20], pagina 57,
Lema 3.12).

Defini¢ao 1.1.8. A tripla (T'M,n, M) é chamada de fibrado tangente de M. TM ¢é
chamado de espaco total do fibrado tangente.

Definigcao 1.1.9. Seja ' : M — N uma aplicagdo entre duas variedades diferencidveis
M e N. Dizemos que F' é uma aplicagcio diferencidvel se suas representagoes em cartas
coordenadas x : U C M - R"ey:V C N - R™,

yoFox ' :x(UNF 1 (V)) = yV),

sao diferencidveis.

Uma aplicacao diferenciavel F': M — N ¢é chamada de imersao se, para cada p € M,
dF : TpM — TF(p)N

¢ injetiva. Em particular, dim M < dim N. Se uma imersao F' aplica M homeomorfica-
mente sobre sua imagem F(M) C N, entdao F' é um merqulho. Neste caso, dizemos que

F(M) é uma subvariedade diferencidvel de N.

1.1.2 Meétricas Riemannianas

Uma métrica Riemanniana permite definir varias nogoes geométricas em uma varie-

dade diferencidvel, como angulo, comprimento, area, etc.

Definicao 1.1.10. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciavel M é dada
por um produto interno g(p) em cada espago tangente T, M que depende suavemente do
ponto base p € M. Uma variedade diferenciavel equipada com uma métrica Riemanniana

é chamada de variedade Riemanniana.

Dado um sistema de coordenadas locais x = (z!,...,z"), uma métrica Riemanniana g

é representada, neste sistema de coordenadas, por uma matriz simétrica positiva definida

(gij(x))i,jzl,...,n7

onde os coeficientes dependem suavemente de x.

Considere dois vetores tangentes v,w € T,M com representacoes coordenadas dadas

por (v}, ...,v") e (wl,... w"), ie. v= 'Uiaiz‘

ew = wj%. O produto interno entre v e w
¢ dado por
(v,0) = gij(x(p))v'w’.

10
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9 0

8z dxI

Em particular, g;; = ( ). Da mesma forma, o comprimento do vetor v é dado por

1
[vll= (v, v)z.

O fator de volume /g é dado por

V9 = /det (gij),

o qual é usado na integracao de func¢oes continuas f : M — R,

/ Fdvol,
M

onde dVol ¢ a forma de volume dada em coordenadas por dVol = /g(z)dx' - - dz™.
E importante saber que toda variedade diferencidvel admite uma métrica Riemanniana
(veja [9], Capitulo 1).

Definicao 1.1.11. Uma isometria entre duas variedades Riemannianas M e N é um

difeomorfismo F' : M — N que satisfaz

(v, w)p = (dF(p)(v), dF (p)(w)) p(p)

para quaisquer p € M e v,w € T,M, onde (-,-), e (-,-) p(p) denotam os produtos internos

em T,M e Tr@) N, respectivamente.

Uma aplicagdo diferenciavel F' : M — N é uma isometria local se para cada p € M
existe uma vizinhanca aberta U de p em M tal que F|y: U — F(U) é uma isometria,
onde F(U) é aberto em N.

Seja M uma subvariedade de uma variedade diferenciavel N. Uma métrica Riemanni-
ana sobre N induz de maneira natural uma métrica Riemanniana sobre M pela restricao
da métrica ao subespago T,M de T,N para cada p € M. O subespaco T, pLM de T,N
definido por

TM = {v € T,N; (v,w) =0, Vw € T,M}

¢ chamado de complemento ortogonal de T,M em T,N. Neste caso, podemos escrever
T,N =T,M @ TPLM para cada p € M.

1.2 Formas Diferenciais

Definicao 1.2.1. Um fibrado vetorial diferencidvel de posto n consiste de um espaco
total E/; uma base M e uma projecao diferenciavel 7 : £ — M, onde E' e M sao variedades
diferenciaveis. Além disso, para cada x € M, o conjunto E, := 7~ !(z), chamado de fibra,

carrega uma estrutura de um espaco vetorial real n-dimensional e satisfaz a seguinte

11
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propriedade: para cada x € M, existe uma vizinhanca aberta U de z em M e um
difeomorfismo
o:m Y U) = UxR"

tal que, para cada y € U,
oy = ¢l,: £y = {y} xR"
¢ um isomorfismo entre espacos vetoriais. O par (¢, U) é chamado de carta do fibrado.

O fibrado vetorial M x R™ é chamado de fibrado trivial de posto n sobre M.

Defini¢ao 1.2.2. Seja (E, 7, M) um fibrado vetorial. Uma se¢io de E é uma aplicagao
diferenciavel s : M — FE tal que m o s = idy;. O espaco das se¢oes de E é denotado
por ['(E).

O fibrado tangente T'M ¢é um exemplo de fibrado vetorial. As secoes de T'M sao

exatamente os campos de vetores sobre M.

Defini¢ao 1.2.3. Sejam (Fy,m, M) e (Ey, mo, M) fibrados vetoriais sobre M. O produto
Cartesiano entre F; e Ey é um fibrado vetorial com fibra F; , x Es , e carta do fibrado dada

por (px, UNV), onde (¢, U) e (¢, V') sdo cartas dos fibrados E; e Fy, respectivamente, e

(p x ) (x, (v,w)) = (e(z,v),Y(r,w)), v € Ey z,w € Ey ,.

Assim, o fibrado produto é simplesmente o fibrado cujas fibras sobre x € M sao exatamente

os produtos das fibras de E; e Ey sobre z.

Sejam V' e W espacos vetoriais reais de dimensodes m e n, respectivamente, com bases
(e1,...,em) e (fi, .., fn). O produto tensorial V@ W de V por W é o espago vetorial de

dimensao mn gerado pela base (e; ® f;).

Definicao 1.2.4. Sejam M uma variedade diferenciavel e x € M. O espago vetorial dual
do espaco tangente T, M ¢é chamado de espaco cotangente de M no ponto x e é denotado
por TxM. O fibrado vetorial sobre M cujas fibras sao dadas pelos espacos cotangentes
de M é chamado de fibrado cotangente de M e é denotado por T*M. Os elementos de T* M

sao chamados de vetores cotangentes e as se¢oes de T*M sao chamadas de 1-formas.

Definicao 1.2.5. Um tensor covariante de ordem p em uma variedade diferenciavel M é
uma se¢ao do fibrado
T"M®---T*M,

p vezes

cujas fibras sao dadas por
TM®---T; M.

p vezes

12
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Em um sistema de coordenadas z = (x',... " odemos escrever um tensor covari-
b ) )

ante T' de ordem p como

T="T,.d" ®- - ®dz",
onde {dz',... dx"} é a base dual da base {8%1, . a%n}‘ Acima, dz"* ® - - - ® dz' denota
a aplicagao p-linear sobre T, M que satisfaz

71 ip a 8 = §h Ir

Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidavel M é um exemplo de uma

secao de T*M ® T* M, ou seja, um exemplo de tensor covariante de ordem 2. De fato, em

um sistema de coordenadas x = (z!,...,2"), podemos escrever

qg= gijdxi ® da’.
Considere o conjunto

AN(T;M) =T; M N---NT;M (produto exterior).

p vezes

Cada elemento w de AP(T M) pode ser escrito como
w = wiln_ipdx“ A Ada'™,

onde os coeficientes w, .. ;, sdo anti-simétricos, ou seja, a permutacao de dois indices quais-

quer altera o sinal de w;,. ;,. Em particular, para p = 2,
W = wijdxi A dl’j,

onde w;; = —wj;.
O fibrado vetorial sobre M cujas fibras sao dadas por AP(T M), x € M, é denotado
por AP(M).

Defini¢ao 1.2.6. O espago das se¢oes de AP(M) é denotado por QP(M). Os elementos
de QP (M) sdo chamados de p-formas.

Definicao 1.2.7. Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n. A derivada exterior

d:QP(M) — QPYY (M), p=0,1,...,n, é definida por

(f)wil‘_,ip (ZL’)

D dx? Adz™ A - A dat®
T

d(wi,. i, dz"™ A -+ ANda'?) =

no sistema de coordenadas locais z = (z!,...,z").

Proposicao 1.2.8. d estd bem definida.

13
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Demonstragio. Poder ser encontrada em [I8], Corolario 2.1.2. O

Lema 1.2.9. Se w € QP(M) e ¥ € QUM), entio dlw ANVY) = dw AV + (—1)Pw A dJ e
d*w = (dod)(w) =0.

Demonstracao. Sejam w e ¥ dadas por
W= wil._,ipdx“ A Ada',
19 = ﬁjll.hjqdl'jl JANKIEIEIVAN d.qu.
Temos que

dlwAD) = d(wilmipﬁjl_“jqd:c“ Ao Adx' Ada?t A A dat)

_ OWir iy Ui 50) del Adz™ A - Adx® Adzit A - A dade

o7t
O(wiy..i : ) . ]
= ﬁjl...jq(a;l“”)dx’ ANdx™ A ANdz' Ndax?t N - N dade
o(%;, s . , . .
+ wil.‘.z’pwdazl ANdx™ N\ - Ndx'™ Ndx?t N - N dade

Ox!
= dw ANV + (—1)Pw;, i, dz A Ada’ A

0(Vj,...4,)

ol dzt Ada? A - A dae
T

=dw AU+ (—1)Pw A dP.
Para provar a segunda parte, é suficiente checar para formas do tipo
w(z) = f(x)dz™ A--- Nda™,

em que f é uma funcao diferenciavel. Neste caso,

af k i1 ip
dod(w(x)) :d<axkdx ANdx™ A - Ndx )
*Pro k i i
= 8xj8xkdx ANdz" Ndx"™ A --- Ndx
uma vez que
0*f 0*f

_ J k _ _ ..k J
GIT i e dx? Ndx" = —dx" N da?.

]

Teorema 1.2.10 (Teorema de Stokes). Sejam M uma variedade diferencidvel orientada

n-dimensional com fronteira e w uma (n — 1)-forma com suporte compacto em M. Entdo

/dw:/ w.
M oM

14
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Demonstragio. Pode ser encontrada em [20], Capitulo 10. ]

Os isomorfismos existentes entre os espacos Q'(M) e T'(T' M), induzidos pela métrica

da variedade Riemanniana M sdo

£ QY M) — T(TM) b : T(TM) — QY(M)
w i wh e X — X

definidos por
WY)=w(l) e X(Y)=(XY)

para todo Y € I'(T'M). Os operadores § e b sdo conhecidos como isomorfismos musicais.

1.2.1 O Operador de Laplace sobre Formas

Seja V' um espaco vetorial real de dimensao finita n > 1 com produto interno. Defini-
mos o produto interno (-,-) : AP(V) x AP(V) — R por

(Vi Ao ANvp,wyp A=+ Awy) = det((v;, wy)). (1.1)

Se eq,...,e, ¢ uma base ortonormal de V, entao e;; A---Ae;,, 1 <ip <--- <1, <n,
forma uma base ortonormal de AP(V).

Uma orientacao em V' é obtida distinguindo-se uma base § de V' como positiva. Outra
base v de V' serd positiva (resp. negativa) se a matriz de mudanga da base  para a base ~y
tiver determinante positivo (resp. negativo).

Fixada uma orientacdo em V e uma base ortonormal eq,...,e, de V, definimos o

operador linear estrela

x: AP(V) = A"P(V), p=0,1,...,n,

por
sleg Ao Nep) =€ Ao Aej
onde jy,. .., jn—p sdo selecionados de tal forma que e;,,...,¢€;,,€;,...,¢e;, _ seja uma base
positiva de V. Em particular, se eq,...,e, ¢ uma base ortonormal positiva, entao
x (1) =e A+ Ney, (1.2)
*(eg Ao Ney) =1 (1.3)

-

E possivel demonstrar que * estd bem definida e ndo depende da base ortonormal
escolhida (ver [18], Segao 3.3).
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Lema 1.2.11. Dados w,v € AP(V'), nds temos
(W, ) = *(w A x0).

Demonstracio. E suficiente demonstrarmos as identidades acima para elementos de uma

base ortonormal de AP(V'). Escreva w =e; A---Ae;,, 0 =e; N---Nej, e

*) =ep, N Neg

n—p’

onde eq,...,e, ¢ uma base ortonormal positiva de V.

Se {i1, ..., 0} # {Jj1,...,Jp}, entdo k; € {i1,...,i,} para algum k; € {k1,..., ko—p}.
Assim, w A x) = 0. Portanto, (w, ) = 0 = x(w A *0).

Podemos entao supor que w =9 = e, A--- Aej;,. Assim,

*(wA*9) = *(ej; A---Nej, AN*(ej, A---Nej,))
= (e N---Nej, Negy N+ Neg,_,)
=1 por
— det((ej,re1)) com s € L1y}
= (w,¥) por (LI).

[
Lema 1.2.12. O operador estrela satisfaz s+ = (—1)P=P) . AP(V) — AP(V).
Demonstragio. Seja w = e; A---Ae;, onde ey, ..., e, ¢ uma base ortonormal de V. Por
definicao,

*w = k(e N ANeg,) =ej N Nej, .,
onde €;,...,€;,,€j,...,€j,_ ¢ uma base ortonormal positiva de V. Portanto,
kkw=x(e;; N Nej,_ ) =€e; N Ne, = €w,

onde € = 1 ou € = —1 dependendo se a base ortonormal ej,, ... ,e;,_,e;,...,e; €positiva

ou negativa, respectivamente. Por outro lado, segue do lema anterior que

1 = (xw, *w) = *(kw A * % w) = *(*w A €w)
= e(=1)PP) x (w A xw) = e(—1)P PN (W, w)
_ 6(_1)p(nfp)_

Portanto, € = (—1)?""P)| o que garante * * w = (—1)P™Pw. O caso geral segue por

linearidade. O
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Lema 1.2.13. Seja vy, ..., v, uma base positiva qualquer de V. Entao
1
*(1) = ———==0v1 A+ A p.
y/det({vi, v;))
Demonstragio. Seja eq,...,e, uma base ortonormal positiva. Sabemos que

V1 A A, =y Jdet((vi, v5)) er A A ey,

Portanto, segue de (|1.2)) que

1
s(D)=eg A Nep= ——ty A--- AUy,
det((vi,v;))

como queriamos demonstrar. O

Seja M uma variedade Riemanniana orientada de dimensao n. Podemos entao fi-
xar uma orientagao em cada um dos espagos tangentes T, M, assim como nos espagos
cotangentes 17y M.

Uma vez que M carrega uma estrutura Riemanniana, podemos definir um produto
interno em 77 M tal que

(da', da’) = g (2),

onde (¢”(z)) := (g;j(x))~". Assim, obtemos um operador estrela
v« AP(TM) — AP (T M)

para cada x € M, ou seja, um operador x : QP(M) — Q""P(M) que preserva o ponto
base.
Como a métrica em TFM é dada por ¢”(z) = (gi;(z))", segue do Lema [1.2.13 que,

em coordenadas locais, nés temos

x(1) = y/det(gi;)dz' A -+ A dz".

A expressao acima é chamada de forma de volume. Em particular,

Vol(M) = / «(1).

M

Seja QF(M) o espago das p-formas com suporte compacto. Definimos o produto in-
terno L? em QF(M) por
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a,B € QP(M). A norma L? em QP(M) é definida por
lal= (e, )2,

Segue do Lema [1.2.11| que (o, 8) = [ (a A *5).
Podemos estender o produto interno (-,-) a L?(Q?(M)), o qual permanece bilinear e

positivo definido pois, como de costume, na definicao de L?, as funcoes que diferem apenas
em um conjunto de medida nula sao identificadas.

Vamos assumir agora a hipétese de que M é fechada (compacta sem bordo).

Definigao 1.2.14. Seja d* o operador adjunto formal de d em @,_, Q2P(M) com respeito
a (+,-). Isto significa que para a € QP~1(M) e 8 € QP(M),

(da, B) = (a, d"B).
Portanto, d* aplica QP(M) em QP~1(M).
Lema 1.2.15. O operador d* : QP(M) — QP (M) satisfaz
d* = (—=1)"PHDH gy
Demonstragio. Sejam o € QP~1(M) e € QP(M). Observe que

dla A *B) =da A*B+ (—1)PTaAdx*
= da NS+ (=1)PH(=1)P"DO=PHD o A x % (d % 3) pelo Lema [[.2.12]
=da N\ x5 — (—1)”(p+1)+1oz A *(xd * [3),

onde acima nés usamos que d 3 € Q" P (M) e (p—1)(n—p+2) =n(p+1)+2mod 2.

Portanto, segue do Teorema de Stokes que

:/ da N\ *f3
—/ (o A %B) + (—1)nPHD+1 /Ma/\*(*d*ﬁ)
0, (~1) T )

Como isto vale para todo a € QP~1(M), segue da definicdo que d*3 = (—1)"P+V+ 5 dx 3,

como queriamos demonstrar. O

Definigao 1.2.16. O operador de Laplace-Beltrami em QP(M) é definido por
A=dd" +dd:QP(M) — QP(M)
para 1 < p < n. Para p = 0, definimos A = d*d : Q°(M) — Q°(M). Dizemos que
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w € QP(M) é harmodnica se Aw = 0.

Corolario 1.2.17. O operador A ¢ formalmente autoadjunto, ou seja,

(Aa, B) = (a, AB)

para o, 3 € QP(M).

Demonstragio. Se 1 < p < n, segue das definigoes de A, d* e (-,-) que

(Aa, B) = (dd"a, B) + (d"da, §)

(

= (d"a,d"B) + (da, dp)
= (o, dd*p) + (o, d*dp)
~ (a,A8).

Analogamente, se p = 0, segue que
(Aa, B) = (d*de, B) = (dav, dB) = (o, d*dB) = (o, AB).

]

Lema 1.2.18. A ¢é nado-negativo, ou seja, (Aa, ) > 0 para toda o € QP (M). Além disso,

«a € harmonica se, e somente se, da =0 e d*a =0 para 1l <p <n ouda =0 para p=0.

Demonstracao. Basta observar que
(Aa, ) = (dd*a, @) + (d*da, a) = (d*a, d*a) + (da, da) = ||d*a|+ | da||?> 0
no caso em que 1 < p <n e que
(A, o) = (d*da, a) = (da, da) = ||da|*> 0

no caso em que p = 0. ]

Corolario 1.2.19. Em uma variedade Riemanniana fechada conexa, toda fungdo harmo-

nica é constante.
Proposigao 1.2.20. Ax = xA.

Demonstragio. Veja [10], Proposi¢ao 3.1. ]

1.2.2 Representando as Classes de Cohomologia por Formas

Harmonicas

Primeiramente vamos apresentar a defini¢cao dos grupos de cohomologia de de Rham.

Seja M uma variedade diferencidvel. Dizemos que uma p-forma o € QP(M) é fechada se
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da = 0 e ezata se existe n € QP~H(M) tal que dnp = a. Por defini¢do, a tnica 0-forma
(funcdo) exata é a O-forma identicamente nula.

Segue do Lema que toda forma exata é fechada. Dizemos que duas formas
fechadas o, f € QP(M) sdo cohomdlogas se o« — B é exata. Esta propriedade determina
uma relagao de equivaléncia no espaco das formas fechadas em QP(M) de tal maneira que
o conjunto das respectivas classes de equivaléncia é um espago vetorial sobre R, o qual é

chamado de p-ésimo grupo de cohomologia de de Rham de M e é denotado por
HgR(M> R)7

que usualmente denotaremos apenas por HP(M). Mais precisamente, se ZP(M) e BP(M)
denotam os subespagos de QP(M) formados pelas p-formas fechadas e pelas p-formas

exatas, respectivamente, segue que BP(M) C ZP(M) e
Hi(M;R) = Z9(M)/B(M).

Teorema 1.2.21 (Hodge). Seja M uma variedade Riemanniana fechada de dimensao n.
Entao toda classe de cohomologia em HP(M), 0 < p < n, contém precisamente uma

p-forma harmaénica.
Demonstrag¢io. Pode ser encontrada em [30], Capitulo 6. O

Usando o teorema anterior, juntamente com alguns resultados auxiliares de Anélise, é

possivel demonstrar o seguinte resultado (veja [18], Secao 3.4):

Corolario 1.2.22. Seja M uma variedade diferencidvel fechada de dimensao n. Entao

cada grupo de cohomologia de de Rham HP(M), 0 < p < n, tem dimensao finita.

Como antes, considere uma variedade diferenciavel fechada e orientada M de dimen-

sao n. Definimos uma aplicagao bilinear
HYp(M,R) x HjpP(M,R) - R
por

(i) = [ wAn. (14)

Precisamos demonstrar que [,,w A 1 depende apenas das classes [w| e [n] de w e 7,

respectivamente. De fato, se w’ e w sdo cohomoélogas, entao existe uma (p — 1)-forma «
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com w =w-+dae

(@t = [ W An= [ (@+da)nn
:/ w/\n—i—/ dlaAn) —(—1)Pw Adn
M M
:/ w/\n—i—/ d(a A m) uma vez que 7 é fechada
M M

= / w A n pelo Teorema de Stokes.
M

Portanto (|1.4) depende apenas da classe de cohomologia de w e, da mesma forma, depende

apenas da classe de cohomologia de 7.

Lema 1.2.23. Sejam V e W espagos vetoriais reais de dimensdo finita e QQ : V xXW — R

uma aplicacao bilinear ndo—degenemdaﬂ entao

VW

v Q(v,-)
e

W =V

sao isomorfismos lineares.

Demonstragio. Como @) é uma forma bilinear, as aplicagoes v — Q(v,-) e w — Q(-, w)
sao lineares. Dados u,v € V com u # v, como () é nao-degenerada, existe wy € W tal
que Q(u — v,wg) # 0, ou seja, Q(u,wy) # Q(v,wy). Portanto, a aplicagdo v — Q(v,-) é
injetiva. Assim, dimV < dim W* = dim W.

Analogamente, usando a aplicacao w — Q(+, w), temos que dim W < dim V. Portanto,
dimV = dim W.

Concluimos entao que, por V e W terem a mesma dimensao finita e as duas aplicac¢oes

serem injetivas, v — Q(v, ) e w — Q(-, w) sdo isomorfismos lineares. H

Teorema 1.2.24 (Poincaré). Seja M uma variedade diferencidvel fechada e orientada de

dimensao n. Os espagos vetoriais HY (M, R) e (Hyz"(M,R))* sao linearmente isomorfos.

Demonstragao. De acordo com o lema anterior, basta demonstrar que a aplicacao (1.4} é
nao-degenerada. Para isso, dada uma classe de cohomologia nao-nula [w] € HY,(M,R),

devemos encontrar uma classe de cohomologia [n] € Hyz"(M,R) tal que [, w An # 0.

sto significa que dados v € V'\ {0} e w € W \ {0}, existem vy € V e wy € W tais que Q(v,wg) # 0
€ Q(’U07U)) 7& 0.
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Pelo Teorema de Hodge, podemos assumir que w é a representante harmonica de [w].
Como [w] # 0, segue que w # 0. Além disso, segue da Proposicao que *w também
¢ harmonica e, em particular, fechada. Assim, *w representa a classe de cohomologia
[*w] € Hyp"(M,R) e satisfaz

/ WA e = ||w]?> 0,
M

o que conclui a demonstracao. O]

Definig¢ao 1.2.25. O p-ésimo grupo de homologia H,(M,R) de uma variedade diferen-
cidvel fechada M é definido como sendo (HY,(M,R))*. O p-ésimo nimero de Betti de M
¢ definido por

by(M) = dim H?(M,R).

A partir da defini¢ao acima, o Teorema pode ser resumido por
H,(M,R) = H}? (M, R).

Esta afirmacgao é chamada de dualidade de Poincaré.

Corolario 1.2.26. Seja M uma variedade diferencidvel fechada e orientada de dimen-

sao n. Entao
Hi(M,R) =R

by(M) =b,—,(M) para 0<p<n.

Demonstracio. Como M é conexa, segue do Corolario [1.2.19] juntamente com o Teo-
rema [1.2.21| que HIz(M,R) = R, tendo em vista que Hl(M,R) pode ser visto como

o conjunto das funcoes diferencidveis f sobre M tais que df = 0. Portanto, segue do

Teorema [1.2.24] que

A partir do Teorema [1.2.24] também obtemos que
b,(M) = dim H?(M,R) = dim H" (M, R) = b,,_,(M).

]

O espago das p-formas harmonicas sobre uma variedade Riemanniana M sera denotado

por HP(M).
Definicao 1.2.27. Dado X um campo vetorial sobre M, o produto interior
tx  QP(M) — QP~H(M)
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é uma aplicagdo que manda uma p-forma w em uma (p — 1)-forma txw definida pela
propriedade que
(LX{U)<X1, ce 7Xp—1) = W(X, Xl, ce 7Xp—1)

para quaisquer campos de vetores Xi,..., X, 1.

Em uma variedade diferenciavel M com fronteira nao-vazia, a condicao de que uma
p-forma « satisfaz Aa = 0 se, e somente se, da = 0 e d*a = 0 nao é mais verdadeira. Por-
tanto, em uma variedade com fronteira nao-vazia, dizemos que uma p-forma « é harmonica
se a ¢ fechada e cofechada (d*a = 0).

Seja M uma variedade Riemanniana com fronteira nao-vazia. Uma p-forma « é normal
na fronteira quando 1” A o = 0 sobre M e é tangente na fronteira quando i,o = 0
sobre OM, onde v é o vetor conormal unitario de M que aponta para fora de M.

Definimos o espago das p-formas harménicas (fechadas e cofechadas) que sdo normais

na fronteira por
HE(M, g) = {a € QP(M);dov = 0,d*a =0 em M e v’ Ao =0 em OM},
e das que sao tangentes na fronteira por

HY (M, g) = {a € QP(M);da = 0,d*a =0 em M e i,a =0 em OM}.

1.3 Conexoes Afins

Definigao 1.3.1. Sejam M uma variedade diferenciavel e E um fibrado vetorial sobre M.
Uma conexao (afim) sobre E é uma aplicagao bilinear D : I'(TM) x I'(E) — T'(E) tal que

D(fX,0) = fD(X,0),
D(X, fo) = X(f)o + fD(X,0),

para todos f € C*(M), X € I'(TM) e 0 € I'(F). Em geral, denotamos D(X, o) por
DXa'.

A primeira equagao acima nos diz que (Dx0o),, © € M, depende apenas de o e de X,.
A segunda equagao é chamada de Regra de Leibniz.
Sejam zy € M e U uma vizinhanca de z( tal que em U estao definidas uma carta para
M e uma carta do fibrado para E. Desta forma, obtemos campos de vetores coordenados
el )

FoT5 -1 5on € através da identificacao

Elg= U xR™ (m = dimensao da fibra de E),

uma base do R™ fornece uma base ji1, . .., t, das secoes de E|y. Para uma conexao D,
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definimos os simbolos de Christoffel Ffj (t=1,...,n,5,k=1,...,m) por
Do pj = L5 bt

Uma conexao sobre o fibrado tangente T'M serd denotada por V. Os simbolos de

Christoffel da conexao V na base coordenada %, cee % sao dados por
0 0
dxt 8])‘7 J 8.Tk

Definicao 1.3.2. Dizemos que uma conexao V em uma variedade Riemanniana M ¢é

compativel com a métrica se para quaisquer X,Y, Z € I'(T'M), temos
XY, Z)=(VxY,Z)+ (Y, VxZ).
Definicao 1.3.3. Uma conexao V sobre T'M é simétrica se
VxY - VyX = [X)Y],

para todos X,Y € I'(T'M), onde [X,Y] = XY — Y X ¢é o colchete de Lie.

Definicao 1.3.4. Uma conexdo V sobre T'M é dita ser plana se cada ponto em M possui

uma vizinhanga U com um sistema local de coordenadas, z = (x!,..., 2"), para o qual os
campos de vetores coordenados %, cee a% sao paralelos, ou seja,
0
Vo—=0
dx? 3.7:3

para todos ¢,7 =1,...,n.

1.3.1 A Conexao de Levi-Civita

Seja M uma variedade Riemanniana com métrica (-, -).

Proposicao 1.3.5. Em cada variedade Riemanniana M, existe uma unica conexao afim

V em M simétrica e compativel com a métrica Riemanniana.
Demonstragio. Veja [9]. O

Definicao 1.3.6. A conexao V determinada pela proposicio acima é chamada de conexdo
de Levi-Civita de M.

Daqui em diante, V sempre denotara a conexao de Levi-Civita.

Definicao 1.3.7. Seja f : M — R uma funcao suave. Definimos o gradiente de f como

sendo o campo de vetores V f sobre M tal que

(Vf, X) = X(f) = df(X)

24



1. Preliminares

para todo X € I'(T'M).

Proposicao 1.3.8. Sejam f : M — R uma fungio suave e {ey, ..., e,} um referencial

ortonormal definido em um aberto U C M. Entao, em U, nds temos

n
Demonstragao. Seja X = Zaiei um campo em U. Segue que
i=1

X(f) = fjlaiexf)

= (e Yo ()

= <X>;€j(f)€j>-

—_

Portanto,
Vi=> elfe.
i=1
O]

Definigao 1.3.9. Seja X um campo de vetores sobre uma variedade Riemanniana M. A

divergéncia de X no ponto x € M é definida por

(div X)(x) = é{veiX, ei),

onde {ey,...,e,} C T, M é uma base ortonormal.

Observe que (div X)(x) é o trago da aplicagao linear y — (V,X),, y € T, M. Portanto,
(div X')(z) ndo depende da base ortonormal escolhida {ey, ..., e,} C T, M.
Segue diretamente da definigdo que, dados X,Y € I'(T'M), nés temos

div(X +Y) =divX +divY.
Outra propriedade menos imediata é que
div(fX) = fdiv(X) + (Vf, X).

De fato, dado x € M, considere uma vizinhanca U de z em M e um referencial ortonormal

{e1,...,e,} sobre U. Segue da Regra de Leibniz juntamente com a proposi¢ao anterior
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que, em U,

||

s
I
—_

div(fX) = 3 (V., (e:(F)(X.e) + F(Ve X, e)

i

<zi: el el, + f

M:

(V. X, &) = (V, X) + fdiv(X),

I
—

[

como desejado.

Definicao 1.3.10. O tensor curvatura de Riemann R de uma variedade Riemanniana M

é a correspondéncia que a cada par (X,Y) € I'(T'M) x I'(T'M) associa a aplicagao
R(X,Y):T(TM) — I(TM)

definida por
R(X,Y)Z =VxVyZ —-VyVxZ —Vxy)Z.

Segue diretamente das propriedades de V que R é linear em cada uma de suas entradas.
Proposicao 1.3.11. Dados X,Y,Z W € I'(TM), nds temos
i) RIX,Y)Z =—-R(Y,X)Z;
i) RX,)Y)Z+R(Y,Z) X+ R(Z,X)Y =0;
iii) (R(X,Y)Z, W) =—(R(X, Y)W, Z);
iv) (RIX,Y)Z,W) =(R(Z,W)X,Y).
Demonstragio. Veja [1§]. O
Segue das propriedades acima que

(R(JX.Y)Z,W) = (R(Z,W)(fX),Y) = —(R(Z, W)Y, [ X)
— J{R(ZW)Y.X) = [(R(X.Y)Z,W).

Como isto vale para todo W € I'(T'M), nés temos
R(fX,Y)Z = fR(X,Y)Z.

Analogamente,

R(X,fY)Z = R(X,Y)(fZ) = fR(X,Y)Z.

Isto significa que (R(X,Y)Z),, x € M, depende apenas de X,,Y, e Z,, o que justifica o

uso da palavra ‘tensor’ para definir R.
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Definigao 1.3.12. Sejam M uma variedade Riemanniana e x € M. A curvatura seccional

de M no ponto x com respeito ao plano gerado por dois vetores linearmente independentes
X, Y € T, M é definida por

1

K(XAY)= (R(X,Y)Y,X}m,

onde | X AY 2= (X, X){Y,Y) — (X, V)2

E possivel demonstrar que K (X AY') depende apenas do plano gerado por X e Y, ou
seja, se {X,Y} gera o mesmo plano que {X,Y}, entdo K(X AY) = K(X AY) (ver [9]).

Definigao 1.3.13. A curvatura de Ricci de M no ponto z na direcdo de X € T, M é

. 0 0
. i
Ric(X,X) =y <R (X,(%ﬂ.) 8:cj’X>'

Observe que Ric(X, X) = ¢g¥ <R (X, 8%) %7X> = —g¥ <R (X, 821,) X, %>, ou seja,

Ric(X, X) é o trago da aplicagao linear y — —R(X,y)X, y € T, M. Portanto, se || X|= 1,

temos que a curvatura de Ricci Ric(X, X) é a soma de n — 1 curvaturas seccionais com

definida por

respeito a n — 1 planos que contém X. De fato, se {ey,...,e,-1,e, = X} é uma base
ortonormal de T, M, entao
n n—1 n—1
Ric(X, X) ==Y (R(X,e;)X,e;) = Y (R(X,e;)e;, X) = > K(X Ney),

=1 =1 i=1

como desejado.

1.4 O Método de Bochner

Lema 1.4.1. Seja {ey, ..., e,} um referencial ortonormal local sobre M com co-referencial

dual {n',...,n"}. Dada uma 1-forma n sobre M, nés temos

_A<777 77> = _2<A77a 77) + 2<v€inﬂ Veﬂ?) - 2(”7 772 A LejR(eia ej)77>7

onde te, : (M) — QP~'(M) denota o produto interior por e;.
Demonstragio. Veja [1§]. O

Teorema 1.4.2. Usando a notagdo do lema anterior, dada uma 1-forma n sobre M, nos

temos
—A(n,n) = —2(An,n) + 2|Vn*+2Ric(n, n),

onde |Vn|*= (Ven,Ven) e, escrevendo n = fin',
Ric(n,n) := Ric(fei, fje;) = fifj Ric(es, €;).
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Demonstrag¢io. Veja [18§]. O

Corolario 1.4.3. Se w € uma 1-forma harmonica sobre M, entdo

—A{w,w) = 2|Vw|*+2 Ric(w, w).

1.5 A Segunda Forma Fundamental

Seja M uma subvariedade de uma variedade Riemanniana N. Sabemos que M se
torna uma variedade Riemanniana quando restringimos a métrica de N a cada um dos
subespacos T, M de T, N, x € M. Queremos entao descrever a conexao de Levi-Civita
VM de M em funcdo da conexdo de Levi-Civita V¥ de N.

Se X e Y sdo campos locais de vetores em M e X e Y sdo extensdes locais de X e Y

a IV, respectivamente, definimos
VXY = (VRY)T,

onde " : T,N — T, M denota a projecdo ortogonal de T, N sobre T, M, x € M. Podemos
verificar sem maiores dificuldades que V)]\{}N/ depende apenas dos valores de X e Y ao
longo de M, ou seja, de X e Y. Logo, VXY estd bem definida. Além disso, VM ¢é
simétrica e compativel com a métrica de M induzida por N. Portanto, VM é a conexdo
de Levi-Civita de M.

Seja v(z) um campo de vetores definido em uma vizinhanga de zo € M C N que é

ortogonal a M, ou seja,
(v(z),X) =0 paratodo X € T,M.

De outro modo, v(x) € T,M* para cada .
Proposigao 1.5.1. (Vv)"(x) depende apenas dos valores de X e v no ponto x.

Demonstracio. Sejam f e h fungoes diferencidaveis com valores reais definidas em uma

vizinhanca de z. Segue que
(Vi)' (z) = (fFX () (2)v(2)" + f(a)h(z)(VYV) (2) = f(2)h(z)(Viv)' (2),

tendo vez que v(z) € T,M*. Portanto, se f(z) = 0 ou h(z) = 0, entdo (V{xhv)' (z) =0,
o que demonstra que (V;VXhV)T(x) depende apenas dos valores dos campos Y = fX e

17 = hv no ponto x, como queriamos demonstrar. O

Definicao 1.5.2. O segundo tensor fundamental de M em N no ponto x € M ¢é a
aplicacao
S :T,M x T,M*+ — T, M
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definida por S(X,v) = (Viv)".

Lema 1.5.3. Dado v € T,M*, a forma bilinear ¢, : T,M x T,M — R definida por
0,(X,Y)=(S(X,v),Y)

€ simétrica.

Demonstracio. Dados X,Y € T, M,

L(X,Y) = (Vi) Y) = (Viv — (Viv)"Y)
= (Vir,Y) =X Y) - (v, VYY)
= —(v, VXY)
—(v, VIX + [X,Y]) uma vez que V¥ ¢ simétrica
= —(r, V¥X)
(Vyv, X)
(Viv)', X)
0,(Y, X).

O

Definicao 1.5.4. 7, é chamada de segunda forma fundamental de M em N com respeito

av.
As vezes se utiliza também a expressio sequnda forma fundamental de M em N para
designar a aplicagao

(X, Y) = VAY — (VAY)T = (VAY)L,

onde X e Y sao campos locais de vetores tangentes a M.

1.5.1 Curvatura de Subvariedades

Considere uma subvariedade M de dimensdo m e codimensao arbitraria em uma
variedade Riemanniana N. Fixado um campo de vetores v normal a M, escrevemos
S,(X) = S(X,v). Segue do Lema [1.5.3|que a aplicagdo S, : T,M — T, M é auto-adjunta.

Se v é unitario, os m autovalores de .S,, os quais sdo reais por S, ser auto-adjunta,
sao chamados de curvaturas principais de M em N na direcao v. Os autovetores corres-

pondentes as curvaturas principais sao chamados de direcoes principais.

Definicao 1.5.5. A curvatura média de M em N na direcao v é definida por
H,=1trS,.
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Além disso, para a segunda forma fundamental 11, o vetor curvatura média é definido por

—

H =+trll.

Se eq,...,e, é uma base ortonormal de T, M, entao

H, =Y llese) e H=> (Ve

i=1 i=1

Teorema 1.5.6 (Equagao de Gauss). Sejam N uma variedade Riemanniana e M uma
subvariedade de N. Considere p € M e X e Y dois vetores ortonormais pertencentes
a T,M. Entao

KM(X)Y) = KN(X,Y) + (II(X, X),IL(Y,Y)) — |IL(X,Y)|?,

onde KM e KN sdo as curvaturas seccionais de M e N, respectivamente.
Demonstragio. Veja [9], Capitulo VI. ]

Definicao 1.5.7. Uma subvariedade M de uma variedade Riemanniana N é totalmente

geodésica se toda segunda forma fundamental ¢, de M em N se anula identicamente.

1.5.2 Foérmula da Primeira Variagcao do Volume

Sejam N uma variedade Riemanniana e M uma subvariedade de N. Denote por dM
a forma de volume de M.

Definimos uma variacdao local de M em N como sendo uma aplicacao diferenciavel
F:Mx(—€,e) >N (e>0)

tal que

supp F' := {x € M; F(z,t) # = para algum ¢ € (—¢,€)}

¢ um subconjunto compacto de M e F(x,0) = x para todo « € M. Por simplicidade,
denotamos M; = F;(M), onde Fy(x) = F(z,t). O campo § = %—? lt=o ¢é chamado de campo

variacional da variacao F.

Lema 1.5.8. Usando as mesmas notacoes acima, temos que

0
ath |t:0 = leM (5) dM

A fungao suave divy(§) : M — R € definida por
(divar(€))(w) = Y_(Ve & i),

=1
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onde {e1,...,en} € uma base ortonormal de T,M, © € M.
Demonstragio. Veja [21]. O
A partir do lema acima, podemos concluir o seguinte teorema:

Teorema 1.5.9 (Férmula da Primeira Variagdo do Volume).

d
= Vol(M) |0 = /M divas (€) dM.

Lema 1.5.10. Seja X um campo de vetores ao longo de M. Decompondo X em parte

tangente e parte normal a M, X = X" + X+, temos que
divys (X) = div(X ") — (X*, H).

Demonstragio. Segue diretamente da definicao que
m

divyr(X) = divay (XT) + divay (X*) = div(X ") + > (VN (XY, &)

i=1

Como X+ é normal e e; é tangente a M, segue que
0=e¢; <XL,eZ-> = <Vg(XL),ei> + <XL, Vgei>.

Portanto,

divy (X) = div(X ") — f: (X1, VNe) = div(XT) = (X* H).

i=1
[

Teorema 1.5.11 (Teorema da Divergéncia). Sejam M uma variedade Riemanniana com-
pacta orientada com bordo OM (possivelmente vazio) e X um campo de vetores tangentes
sobre M. Entao

/ div(X)dM = [ (X, v)dS,
M oM

onde v € o vetor unitdrio normal a OM que aponta para fora de M e dS ¢é o elemento de
volume de OM .

Demonstrag¢io. Veja [20], Teorema 10.41. O

A partir dos resultados descritos acima, podemos escrever a féormula da primeira vari-

acao do volume da seguinte maneira:

Corolario 1.5.12. Usando as mesmas notagoes acima, nos temos

d -
5 VolM) =0 = /6M<5,V>d5 - /M@}HWM-
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Consequentemente, se & se anula no bordo OM , entao

d

2 VOI(My) li=o = — /M<g, H)dM.

Demonstragio. Segue diretamente do Teorema juntamente com o Teorema da Di-

vergéncia. O]

Corolario 1.5.13. Uma subvariedade M de uma variedade Riemanniana N € um ponto

critico do funcional volume, ou seja,

d
7 Vol(M,) | = 0

para qualquer & com &€ =0 em OM se, e somente se, o vetor curvatura média H de M se

anula identicamente.

Demonstragao. Do Corolério [1.5.12] segue que
~ [ (& mam =0
M

para todo campo variacional £ com £ =0 em dM. Suponha, por absurdo, que H (p) #0
1

para algum ponto p € M \ OM. Seja f: M — R uma fun¢io suave com f > 0, f(p)

e flopr= 0. Tomando £ = fH, nés temos
[ pirEa = [ (¢ fiam o,
M M

o que implica f|ﬁ|25 0. Como f(p) # 0, segue que ﬁ(p) = 0, o que é uma contradicao.
Isto demonstra que H (p) = 0 para todo p € M \ OM. Por continuidade, segue que
H=0. O
Definicao 1.5.14. Uma subvariedade M de uma variedade Riemanniana N é minima se

seu vetor curvatura média H se anula identicamente.
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Capitulo 2
Resultados Essenciais

Neste capitulo, definiremos o indice de hipersuperficies minimas. Além disso, veremos
alguns resultados preliminares que nos auxiliarao na demonstracao dos teoremas princi-

pais.

2.1 O Indice de Hipersuperficies Minimas com Fron-

teira Livre

Seja (27!, g) uma variedade Riemanniana orientével com fronteira 92 nao-vazia. Di-
zemos que uma hipersuperficie compacta, conexa e mergulhada M™ em Q"*! com fronteira
OM nao-vazia é propriamente merqulhada se int M C int Q) e OM C 0f).

De agora em diante, denotaremos por M™ uma hipersuperficie propriamente mergu-
lhada em (2", g). Além disso, assumiremos que M é orientdvel com um campo normal
unitario N globalmente definido sobre M. Também, denotaremos por v o vetor conormal

unitario de M que aponta para fora de M (com respeito & métrica induzida por g).

Definicao 2.1.1. A hipersuperficie M™ C Q! propriamente mergulhada é uma hiper-

superficie minima com fronteira livre se satisfaz as seguintes condigoes:
i) A curvatura média H de M é identicamente nula;

ii) O vetor conormal v é ortogonal a 92 ao longo de dM, ou seja, M intersecta OS2

ortogonalmente.

Defini¢ao 2.1.2. Dizemos que uma variagdo F': M x (—e,€) — £ de M é admissivel se
Fi(int M) C intQ e F(OM) C 0.

Sabemos que a sequnda varia¢io do volume de uma variagdo admissivel da hipersu-
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perficie minima M com fronteira livre, com campo variacional 2 b Il _o= ¢N, é dada por

2

5752 o Vol(M;) = Q% (¢,9) ::/M (IVM@]*~(Ric® (N, N) + |A[*)¢*) dM
— [ (Dyv.N)ds,
oM

onde A denota a segunda forma fundamental de M e D representa a derivada covariante
em (£2,g). Observe que N é tangente a 0f) ao longo de dM, tendo em vista que M
tem fronteira livre, e o termo (Dyv, N) é precisamente a segunda forma fundamental de
09, denotada por I1%?, com respeito a v aplicada no campo N, tendo em vista que v é
ortogonal a 0f) ao longo de OM.

Segue do Teorema da Divergéncia que

/ SLar($)dM + / ( _ 1PN, N)¢> ds,

onde Ly(¢) = —An¢ + (Ric (N, N) + |A]>)p é o operador de Jacobi de M. A forma
quadratica Q™ é chamada de forma do indice da hipersuperficie minima com fronteira
livre M.

A condicao de fronteira g—f = [1%(N, N)¢ é uma condicdo eliptica de fronteira para o
operador autoadjunto L£,;. Assim, £;; admite uma sequéncia nao-decrescente de autova-

lores

ML) < Ao(Lar) <o < N(Lar) <000

que diverge para o infinito, associados a uma base ortonormal {¢}?°, de L?(M,dM)

formada por solugoes do problema de fronteira de Robin (veja, por exemplo, [13] e [16])

(2.1)

Ly(p)+Xp=0 em M,
—TIN,N)p=0 em OM.

Definicao 2.1.3. O indice de uma hipersuperficie minima com fronteira livre M ¢ igual

ao numero de autovalores negativos do sistema ({2.1)) acima (contados com multiplicidade).

Seja Vj, o subespago gerado pelas k primeiras autofuncgoes do problema acima. Temos

a seguinte caracterizagao variacional para o (k + 1)-ésimo autovalor A\gi1(Ly):

QY (¢, ¢)

Moot (Lag) = :
erillo) = W0

onde Vit é o complemento ortogonal de Vj em L*(M,dM). Além disso, o minimo é
atingido precisamente em autofungoes de L), associadas a Apy1(Ly) que satisfazem a
condigao de fronteira 6¢ = II°°(N, N)¢.
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2.2 Teoria de Hodge para Variedades com Fronteira

Lema 2.2.1. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana completa, conexa e orientdvel
com fronteira OM ndo-vazia. Se uma p-forma harmoénica w se anula em wma vizinhanca
UNIM # 0 para algum subconjunto aberto U C M, entdo w se anula identicamente
em M.

Demonstragio. Ver Teorema 3.4.4 em [26]. O

Teorema 2.2.2 (Hodge-de Rham). Seja (M", g) uma variedade Riemanniana compacta
orientdvel com fronteira OM mnao-vazia. Para cada p = 0,...,n, o espaco das p-formas
harmonicas em M"™ que sao tangentes em OM é isomorfo ao p-ésimo grupo de cohomologia
de de Rham de M™, i.e.

HE (M, g) = Hi(M,R).

Demonstragio. Provaremos o teorema no caso em que p = 1. O caso geral pode ser
encontrado na Secao 9 do Capitulo 5 de [29].
Em primeiro lugar, observe que se f : M — R é uma func¢ao harmonica, entao, pelo

Teorema da Divergéncia,

s - of
/M\Vf|2dM _ /M div(fV f)dM = /E)M J55dS.

Agora, considere o espago HL (M) das 1-formas harmonicas w sobre M que satisfazem
a condicao de fronteira de Neumann i,w = w(r) = 0.
A aplicacao
T:Hy(M) — Hjp(M,R)

)

W [w]

a qual aplica uma 1-forma harmonica w em sua classe de cohomologia [w], é claramente
linear. Suponha que T'(w) = [w] = 0, ou seja, w = df para alguma f € C*°(M). Como w
é harmonica, em particular cofechada, segue que f é uma func¢do harmonica. Além disso,

% = w(v) = 0. Assim,

ST of o
/M|Vf| dM—/aMfade—O.

Logo, Vf =0, ou seja, w = df = 0. Isto demonstra que T' é injetiva.
Mostremos agora que T é sobrejetiva. Considere uma 1-forma fechada a sobre M.
Queremos mostrar que existe uma 1-forma w € Hj (M) tal que [w] = [a] € Hiz(M,R).

Para isto, seja f : M — R uma solugao suave do problema de Neumann

Af =da em M,
%:a(u) em OM,

e defina w = a — df. Segue que

35



2. Resultados Essenciais

i) dw = da — d*f = 0, tendo em vista que « é fechada;
i) d'w=d'o«—d*df =d*a— Af =0, pois f é uma solugdo do problema acima;
i) w(v) = (a—df)(v) =a(v) — g—l{ = 0, pelo mesmo motivo do item ii).

Logo, w é fechada e cofechada e satisfaz a condi¢cdo de Neumann w(v) = 0 sobre OM,

ou seja, w € Hy(M). Além disso, claramente, T'(w) = [w] = [a]. Portanto, T é um
isomorfismo. O
Defina
QP(M) @ P~ oM >1
QUM) = Q' (M) @ {0} se p=0,

e d,: Q(M,dM) — Q' (M,dM) por

A

dy(w,8) = (dw,i*w — db),

onde i : M — M ¢é a aplicagao inclusao. Segue de dod = 0 e da comutatividade entre d
e 1" que Czp+1 oczp = 0, ou seja, Im(czp) - Nuc(czpﬂ). Neste caso, para cada p > 1, podemos

considerar o espaco vetorial
H2o(M,dM;R) := Nuc(d,)/Im(d,_;),

o qual é chamado de p-ésimo grupo de cohomologia relativa de de Rham do par (M,0M).
Se p = 0, definimos HYp (M, OM;R) = Nuc(dy).

Observe que (w,0) € Nuc(czp) se, e somente se, w é uma p-forma fechada sobre M e
i*w é uma p-forma exata sobre M com i*w = df. Quando p = 0, f = (f,0) € Nuc(dy)
se, e somente se, f é fechada (i.e. Vf =0) e floy= 0. Em particular, se M é conexa,
Hp(M, OM; R) = {0},

O espago dual do espago HYR(M,0M;R), o qual denotamos por H,(M,0M;R), é
chamado de p-ésimo grupo de homologia relativa do par (M,0M).

Note que a partir do teorema anterior, temos os seguintes isomorfismos
Hr(M,g) ~Hy "(M, g) ~ Hyp"(M,R) ~ H,(M,0M;R),

onde o primeiro isomorfismo vem do operador estrela de Hodge de (M, g) e o terceiro vem

da dualidade de Poincaré-Lefschetz (veja, por exemplo, [15]).

Lema 2.2.3. Seja M™ uma variedade compacta, conezxa e orientdvel de dimensdo n = 2

com fronteira OM ndo-vazia. Se OM tem r componentes conexas, entdo

dim Hy(M,0M;R) = (r — 1) + (dim H, (M, R) — dim Im(i,)),
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onde i, : Hi(OM,R) — H{(M,R) denota a aplicagio entre os primeiros grupos de homo-
logia induzida pela inclusdo i : OM — M.

Demonstragao. Segue diretamente das defini¢des que

dim Ho(M,R) = dim Hi(M,R) = 1,
dim Ho(OM,R) = Hip(OM,R) = r,
dim Ho(M,0M;R) = dim H,(M,0M;R) = 0.

Por outro lado, sabemos que existe uma sequéncia exata

Hy(OM,R) 5 Hy(M,R) &5 Hy(M,0M;R) % Hy(0M,R) =
Ho(M,R) " Hy(M,0M;R) = {0}.

Portanto, segue do Teorema do Ntucleo e da Imagem e da exatidao da sequéncia acima

que

1 =dim Hy(M,R) = dim Nuc((j.)o) + dim Im((j«)o) = dim Im((,)o)
= dim Hy(OM,R) — dim Nuc((ix)p) = r — dim Im(0)
=r —dim Hy(M,0M;R) 4+ dim Nuc(d) = r — dim Hy (M, OM; R) + dim Im(j.)
=r —dim Hy(M,0M;R) + dim H;(M,R) — dim Nuc(j,)
— r — dim H, (M, dM; R) + dim H, (M, R) — dim Im(i.),

o que garante o resultado. O

Lema 2.2.4. Seja M? uma superficie compacta e orientdvel com fronteira OM ndo-vazia.
Entao,

dim Hy(M,0M;R) =2g+1r — 1,
onde g € género de M er é o numero de componentes conexas de OM .
Demonstragdo. Ver Lema A.0.1 em [23]. O

Lema 2.2.5. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana compacta e orientdvel com fron-

teira OM nao-vazia.

i) Seja w € HL(M,g) uma 1-forma harménica em M™ que é mnormal na fronteira.
Entao,
/ (IVMw|?+ Ric" (w,w))dM = —/ HM|w|2ds.
M oM

ii) Seja w € HN (M, g) uma 1-forma harmoénica em M™ que é tangencial na fronteira.
Entao,

/(|VMw|2+RiCM(w,w))dM:— s AM (W whdS.
M M
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Demonstracao. Desde que w é harmonica, a formula de Bochner para 1-formas nos fornece
1
—iA(w,m = |VMw2 4 RicM (w, w).
Integrando a equagao acima e usando o Teorema da Divergéncia, nés temos
1
VM4 RicM (w, dM:—f/ Ay (w, whdM
[ (9¥wf+ Ric¥ (w,w)) > [ Barlw,w)
1
= 7/ div(VM{w,w))dM
2Jm
= (VM w)ds,
oM

onde v é o vetor unitario conormal de M que aponta para fora de M.

Agora, considere um referencial ortonormal local {T1,...,T, 1} em OM. Segue que
{T1,...,T,—1,v} é uma base ortonormal do espaco tangente de M nos pontos p € OM
onde o referencial {13, ...,T,_1} estd definido.

Se w € Hr(M, g), entdo
n—1
0=d'w=—div(w") = = > (Vi T}) = (V) w v)

i=1

e w® = Av em OM para alguma funcio suave A : 9M — R. Portanto, |w|>= \? ao longo
de OM e

n—1 n—1
(Vilw,w) = MV wh vy = =AY (VIO T) = =N (Vi T) = —HM|w]?,

i=1 i=1

0 que garante a primeira parte do resultado.

Para demonstrar a segunda parte, tome w € H (M, g) e observe que
(Vw,w) = (VIeh,of) = (V)Iw) () = (Vikw) (v) = (Viiuf,v),

onde a terceira igualdade segue do fato que dw = 0E| Consequentemente, como

(W', V) = w(v) = i,w =0 ao longo de M, nds temos
(VM vy = —(wh, VM) = =AM (WF wh),

o que garante a segunda parte do resultado. O]

Hw(X,Y) = X(w(Y)) = Y(w(X)) - w([X,Y]).
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2.3 Funcoes Testes Baseadas em Coordenadas de 2-

Formas Harmonicas

Seja Q um dominio em R"™! com fronteira suave 9Q e {Ej,..., E,;1} uma base
ortonormal de R"*! fixada. Dada uma hipersuperficie minima, compacta com fronteira
livie M™ em €2, queremos calcular a forma do indice nas funcdes (N” A w, 6; A 6;) para
1<i1<j<n+1,ondeb; = Ef, N é o campo normal de vetores unitarios ao longo de

M"™ e w é uma 1-forma harmonica em M™ que é normal ou tangente em OM.

Proposicao 2.3.1. Seja Q um dominio em R* cuja fronteira tem curvatura média H
e sequnda forma fundamental 11°% com respeito ao normal exterior v de 9 em Q. Seja

M™ uma hipersuperficie minima, compacta e orientdvel com fronteira livre em ().

i) Dada uma 1-forma harménica w em M™ que é normal na fronteira OM, sejam
u; = (N> Aw,0; AO;), 1<i<j<n+l,

as coordenadas de N° A w com respeito a base ortonormal {0; N0;}i<; de A2(R"HY),

onde 0; = E} e {Ey,..., E, .1} ¢ uma base ortonormal de R"*'. Entdo

Z QM (Ui]’,ui]’) = — /3M HaQ’UJPdS.

1<i<j<n+1

ii) Dada wma 1-forma harmoénica w em M™ que € tangencial na fronteira de OM e

usando as mesmas notacoes acima, nos temos
QY (i) = — [ (PN, N+ TP (0, w)) d.
1<i<j<n+1 oM

Demonstracao. Sejam K e K as curvaturas seccionais de M e €2, respectivamente. Desde

que 2 é plano, K =0 e a forma do indice de M™ ¢ dada por

Q"(9.9) = [ [V¥o—|APg*an — [ 1PN, N)gdS.
M oM

Seja {eq, ..., e,} um referencial ortonormal local em M™. Note que
[V¥uiP= 3" Deugg[’= Y (Dey (N Aw), b; 7 0;)%.
k=1

k=1

Somando os valores da forma de indice nas funcoes u;; para todo par (7, j) com ¢ < j,

obtemos
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S QM (uyuy) /Z|Dek (N AWP=[AP Y (N Aw, 0 A0;)*dM

1<i<j<n+1 1<i<j<n+1

ITPYN,N) Y (N’ Aw,0; A0;)%dS

oM 1<i<j<n+1

= [ ID(V* A w)P | APIN’ A wdM (22)
M

IT%(N,N)|N° A w|*dS
oM

:/ |D(Nb/\w)\2—]A|2|w|2dM—/a [1°%(N, N)|w|?dS,
M M

tendo em vista que |N° Aw|?= [N Aw!|?= | N 2| |>— (N, w#)? = |w|?. Além disso, desde que
a curvatura do ambiente é identicamente nula, os calculos obtidos em [I], Proposicao 2,

nos fornecem

ID(N’ Aw)P= [VMwP =AW, )P+ AP |w]. (2.3)

Agora, dado um vetor unitdrio o € T,M, considere uma base ortonormal

{e1 = a,eq,...,e,} de T,M. Sabemos que a curvatura de Ricci de M em ¢ é dada
por Ric” (o, o) = X7, K (v, ¢;). Portanto, usando a equacdo de Gauss, nés obtemos

RicY (o, ) = Zn: K(a,e;)

= zn: (K(a, ;) + (Ala, ), Aes, €;)) — |Alay, 6i)|2>
= (A(a,a),z (€5,€:)) Z|A a,€;)]

Logo,
Ric Z | A(w ,

o que implica

Ric (w,w) = —|A(W*, )2 (2.4)
Portanto, combinando (2.2)) com ({2.3)) e (2.4)), obtemos

M o0 2
S QM (uy,uy) /|v W2+ RicM (w, w)dM — /aMII (N, N)|w[2dS. (2.5

1<i<j<n+1
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Pela parte i) do Lema obtemos

Yo QY (uy,uy) = —/

1<i<j<n+1 oM

(HM +11°°(N, N)) |w|*dS.

A suposicao de fronteira livre implica que, em cada ponto p em M, se denotarmos
por {T1,...,T,_1} uma base ortonormal de T,0M de modo que {T},...,T,,—1, N} é uma
base ortonormal de 7,0€2, entao

n—1
oM + 11°%(N,N) = > (Vv T) + TI*(N, N)
=1
n—1
= (Dp,v — (Dgv, N)N, T;) + TI?*(N, N)
=1
n—1

=Y (Dy,p,T3) + 1I°*(N, N)

=1
n—1

=y 119 (T;,T;) + I1°*(N, N)
=1

= H".

Assim,

Z QM (uij,uij) = _/3M H89|W|2ds.

1<i<j<n+1

Para provar a parte ii), note que, combinando a equagao (2.5) com a parte ii) do
Lema [2.2.5] nés temos

S QY=
1<i<j<n41 v oM

= — %% (wf W) + 12N, N)|w|?) dS
[ (P9, w) + TP, N) ) diS,

APM (f, W) dS — / 1PN, N)|w|2dS
oM

tendo em vista que A?M (wt wh) = (D v, wh) = (Do, wh) = M7 (wh, wh), uma vez que
nos pontos de M teremos v = v por M ter fronteira livre.

[]
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Capitulo 3
Resultados Principais

Neste capitulo, demonstraremos os principais resultados contidos neste trabalho, os
quais relacionam o indice de uma hipersuperficie minima com fronteira livre com a sua
cohomologia, obtidos em [2]. Em particular, demonstraremos que, sob condigoes geo-
métricas naturais, o indice é limitado por baixo por uma funcao linear da dimensao do

primeiro grupo de homologia relativa.

3.1 Estimativas para o Indice de Hipersuperficies Mi-

nimas com Fronteira Livre

Definicao 3.1.1. Seja M™ uma hipersuperficie orientavel em uma variedade Riemanni-
ana orientavel (Q"*1 ¢). Fixado um campo normal unitdrio N sobre M, dizemos que a
hipersuperficie M é k-conveza (resp. estritamente k-convera), 1 < k < n, se a soma de
quaisquer k curvaturas principais de M com respeito a N é sempre nao-negativa (resp.
positiva). Um dominio suave no espago Euclidiano é k-convexo (resp. estritamente k-
convezo) se a sua fronteira é k-convexa (resp. estritamente k-convexa) com respeito ao
normal unitario que aponta para o exterior.

Um dominio convexo (resp. estritamente convexo) é simplesmente um dominio 1-
convexo (resp. estritamente 1-convexo) e um dominio convero em média (resp. estri-
tamente convero em média) é simplesmente um dominio com curvatura média positiva

(resp. estritamente positiva).

Teorema 3.1.2. Seja Q" um dominio estritamente convexo em média (H** > 0) do
espaco Euclidiano (n + 1)-dimensional, n > 2. Seja M™ uma hipersuperficie compacta,

orientdvel, minima com fronteira livre em Q"*'. Entdo,

ind(M) > dim Hy (M, 0M;R),

n(n+1)
onde ind(M) denota o indice de M™ em Q"+,
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Demonstragio. Fixe uma base ortonormal {E1, ..., E, 1} de R*™!. Escreva ind(M) = k
e denote por {qﬁq}zil uma base ortonormal de L*(M,dM) formada por autofungoes do
operador de Jacobi de M que satisfazem a condicao de fronteira de Robin (2.1). Considere

a aplicacao linear definida por
®: H (M, g) — R +DE/2
W U (N° A w, 0 A9j>¢>qu] ,
M
onde 0, = EE, coml<i<j<n-+1lel<qg<k. Temos claramente que

n+1)

dim H1(M, g) < dim Nuc(®) + ™ k.

Segue do Teorema [2.2.2] juntamente com a dualidade de Poincaré-Lefschetz, que
Hi(M,g) ~ Hy(M,0M;R).

Portanto, para concluirmos o resultado, precisamos demonstrar que Nuc(®) = 0.

Seja w € Nuc(®). Segue da defini¢ao de ¢ que
/(Nb/\w,QiAGj)qﬁqu:O Vi<i<j<n+lel<qg<k
M

i.e. todas as funcoes u;; = (N "N w,0; A 6;) sao ortogonais as k primeiras autofungoes
{¢q}];:1 do operador de Jacobi de M. Desde que ind(M) = k, nds temos

Q(¢,9)

0< Apys = min 0@
= T vy [y 02 dM

onde Vj, denota o subespaco gerado por {gzﬁq}];:l. Tendo em vista que w;; € Vi, nés temos

Em particular, segue do item i) da Proposigao m que

O S Z Q (uij,uij) = _/31\/[ HaQ‘W‘ZdS.

1<i<j<n+1

Como H! > 0, a tnica possibilidade para que a desigualdade acima ocorra é que
w = 0 ao longo de OM. Portanto, segue do Lema que w = 0. Isto demonstra que se

o dominio é estritamente convexo em média, a aplicagao ® tem ntcleo trivial. Portanto,
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dim Nuc(®) = 0 e logo

ind(M) > dim H, (M, 0M;R),

n(n+1)
como queriamos demonstrar. O

Corolario 3.1.3. Seja Q"' um dominio estritamente convexo em média (H?* > 0) do
espago Fuclidiano (n + 1)-dimensional, n > 2. Seja M™ uma hipersuperficie compacta,
orientdvel, minima com fronteira livre em Q"' cuja fronteira OM possui r componentes
conexas. Entao,

ind(M) > R 1)

(r—1).
Demonstragao. Basta combinar o teorema acima com o Lema [2.2.3 O

Teorema 3.1.4. Seja Q"' um dominio estritamente bi-convero do espago Euclidiano
(n + 1)-dimensional, n > 2. Seja M"™ uma hipersuperficie compacta, orientdvel, minima

com fronteira livre em Q"*'. Entdo,

2

ind(M) > nn 1)

dim H,_1 (M, OM;R).

Demonstragdo. Seguindo as mesmas ideias da demonstragdo do Teorema |3.1.2] sejam
{E\,...,E,;1} uma base ortonormal fixa de R*™! e k o indice de M. Seja também
{(bq}gil uma base ortonormal de L*(M,dM) formada por autofuncdes do operador de
Jacobi de M que satisfazem a condigao de fronteira de Robin (2.1)). Considere a aplicacao

linear definida por
®:Hy(M,g) — R HDE/2
W U (N* Aw, b, A0j>¢qu] ,
M
onde 6, :Ef, coml<i<j<n+1lel<qg<k. Claramente,

n(n+1)

dim H} (M, g) < dim Nuc(®) + 5

k.
Segue do Teorema [2.2.2] juntamente com a dualidade de Poincaré-Lefschetz, que
Hy(M,g) ~ Hy_y(M,0M;R).

Portanto, precisamos apenas analisar a dimensao do nucleo da aplicacao P.

Seja w € Nuc(®). Segue da definigdo de ¢ que

/(Nb/\w,ﬁi/\@)qﬁqu:O Vi<i<j<ntlel<g<k
M
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i.e. todas as fungdes u; = (N” A w,6; A 0;) sdo ortogonais as k primeiras autofungdes
{%}5:1 do operador de Jacobi de M. Desde que ind(M) = k, nés temos

Q(¢, 0)

0< M\pyg = min  —— 2
=T a0y [y 02 dM

onde V}, denota o subespago gerado por {%}5:

.- Tendo em vista que u;; € Vi, nds temos
0<Q(uu;) V1i<i<j<n+l
Em particular, segue do item ii) da Proposigao m que

0< S Quyuy) = —/aM (IP2(N, N) |+ 17 (o, #) ) dS. (3.1)

1<i<j<n+1

Como w! é tangente a M, em particular w® L N, segue que se w, # 0 para algum = € M,

entao

# #
YN, N)Jw]?+ 1177 (wf, wf) = (Hf’Q(N, N) +11%% (“, ﬂ)) jw[*> 0
Jwh| " [wk|
em z, tendo em vista que €2 é estritamente bi-convexo. Portanto, a tinica possibilidade
para que a desigualdade (3.1) ocorra é que w = 0 ao longo de dM. Logo, segue do
Lema [2.2.1) que w = 0. Isto demonstra que se o dominio é estritamente bi-convexo, a

aplicagao ® tem nucleo trivial. Portanto, dim Nuc(®) = 0 e logo

2

ind(M) > PP

dim H,,_1(M,0M;R),

como queriamos demonstrar. O

Teorema 3.1.5. Seja Q"' um dominio estritamente bi-convero do espago Euclidiano
(n + 1)-dimensional, n > 2. Seja M"™ uma hipersuperficie compacta, orientdvel, minima

com fronteira livre em Q""'. Entdo, para qualquer o € [0,1], nds temos

2

ind(M) > Y P

(adim H;(M,0M;R) + (1 — o) dim H,,_1(M,0M;R)) .
. L
Como um caso especial, para o = 5 s temos

ind(M) > (dim H, (M, dM;R) + dim H,_,(M,OM;R)).

n(n+1)

Demonstragdo. De fato, como todo dominio estritamente bi-convexo é também estrita-

mente convexo em média, o resultado segue por uma combinacao linear das estimativas
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obtidas nos Teoremas B.1.2] e B. 1.4l m

O teorema a seguir requer um pouco mais de cuidado, pois estudaremos o caso em
que o dominio é apenas convexo em média (H?® > 0). Quando o dominio for estrita-

mente convexo em média, o resultado segue diretamente combinando o Teorema [3.1.2 e

o Lema 2.2.41

Teorema 3.1.6. Seja Q* um dominio convezo em média (H?? > 0) do espaco Euclidiano
tridimensional. Seja M?* uma superficie compacta, orientdvel, minima com fronteira livre

em Q3 de género g e cuja fronteira OM possui v componentes conexas. Entdo,
) 1
ind(M) > §(2g +r—1).

Demonstragdo. Suponha, por contradicao, que

ind(M) < ;(29 +r—1). (3.2)

Como nas demonstracoes dos Teoremas [3.1.2] e [3.1.4, tomemos as aplicagoes
Op HL(M, g) = R¥* e ®y : HL (M, g) — R3* definidas por w +— [fM(Nb ANw,0; \ @->¢qu},

onde k denota o indice de M. Claramente,

dimHy (M, g) < dimNuc(®y) + 3k e dim Hy(M, g) < dim Nuc(®r) + 3k.

Como, pelo Lema 2.2.4 dimH}y(M,g) = dimHL(M,g) = 29 +r — 1 e estamos
assumindo que vale (3.2), temos que Nuc(®7) e Nuc(®y) devem ser ndo-triviais. Tome
w1 € Nuc(Pr) e wy € Nuc(Py) tais que w; e wy sdo elementos ndao-nulos. Entao, assim
como na demonstragao do Teorema e usando a parte i) da Proposigio [2.3.1} segue
que

0< Apnr /M|w1|2dM < Y Quyuy) = —/8M H?|wy|2dS < 0.

1<i<j<3
Uma vez que H?? > 0 e w; # 0 se anula somente em um subconjunto de OM com
interior vazio (em virtude do Lema [2.2.1]), as desigualdades acima s6 ocorrem quando

H% =0 ao longo de OM, \yy1 = 0 e cada funcio u;; ¢ uma autofuncio do operador de

Jacobi associada a esse autovalor, ou seja, para todo 1 < i < j < 3, valem

—AM<Nb /\wl,é’i VAN 9]> + |14|2<]Vb /\wl,Qi A 9]> =0 em M, (33)
9,

aV<Nb Awi, 0; A0y —TIPYN, N)(N° Aw, 0, A60;) =0 em OM. (3.4)

Da mesma forma, fazendo uma analise semelhante para ws # 0, podemos concluir que
qualquer 1-forma deste tipo deve necessariamente satisfazer as equagoes (3.3)) e (3.4)).

Afirmagao 1. M ¢€ totalmente geodésica.
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De fato, a equacao (3.4) para wy e wy é equivalente a

0= D,N Aw!+ N A D,w! —II°N, N)N A w}
= D,N Aw!+ N A (Dywf = TIP(N, N)wf)
= D,N Awl+ N A (V! 4+ (Dywf, N)N — I (N, N)w)
= D,N Awf+ N A (VYwf = T17(N, N)wf) .

O primeiro termo da equacao acima é um vetor ortogonal a M e o segundo é um vetor

tangente a M. Entao, pela independéncia linear, segue que para i = 1,2,
D,NAwf=0 e NA(V,wf —TI"(N, N)wf) = 0.

Note que a primeira equagao nos diz que, nos pontos da fronteira onde wy; # 0, D, N
é um vetor paralelo a w? ou, equivalentemente, um vetor tangente a dM, uma vez que
wi € Hy (M, g). Da mesma forma, nos pontos da fronteira onde wo # 0, D, N é um vetor
paralelo a wg ou, equivalentemente, um vetor ortogonal a OM, uma vez que wy € HA(M, g).
Sendo D, N tangente e ortogonal a M nos pontos em que ambas w; e wo Nao se
anulam, segue que D,N = 0. Por outro lado, tendo em vista que nenhuma dessas

1-formas se anulam identicamente, pelo Lema podemos concluir que
{z € OM; (w1), # 0}, {x € OM; (ws), # 0}

sao ambos densos em dM. Em particular, {x € OM, (w1), # 0, (w2), # 0} também ¢é
denso em OM. Por continuidade, segue que D, N = 0 ao longo de M.

Com isso, temos que v deve ser uma direcao principal em todo ponto de OM e a
curvatura principal associada a v deve ser zero. Como M é uma superficie minima, entao
ambas curvaturas principais devem ser nulas ao longo de M. A afirmacao agora segue
porque qualquer superficie minima em R3 ou é totalmente geodésica ou sua segunda forma

fundamental se anula em um conjunto discreto de pontos.

Afirmacgao 2. w% e wg sio vetores constantes nao-nulos do R3.

Em virtude da equagao (3.3) e do Lema 1 em [22], temos que w; e wy pertencem ao

espaco vetorial
AM) ={w € Q"(M); w=(T,-) paraalgum T € R® constante}.

Como M ¢é totalmente geodésica, entao a segunda forma fundamental é identicamente
nula, o que implica que ambas curvaturas principais sao nulas e assim M deve estar
contido em um plano (Ver [8], pagina 147, Proposigao 4) e é necessariamente ortogonal

ao vetor constante N.
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Seja w € A(M) e X tangente a M, entdo w(X) = (T, X) = (T* + (T, N) N, X) =
(T, X),onde T"* =T — (T, N) N é um vetor constante.

Logo, podemos representar A(M) como sendo

AM) = {w € Q' (M); w(-) =(T,-) paraalgum T L N constante}.

Assim, como wy,ws € A(M), segue que w% e wg sao vetores constantes.

Pela Afirmacao 1, concluimos que M esta contida em um plano e, sendo uma superficie
compacta, seu bordo M também é compacto e portanto é formado por uma colecao de
curvas planas fechadas. Pela Afirmacao 2, w? ¢ um vetor constante tangente a essas curvas
em todo ponto do bordo; portanto o bordo é uma reta, o que é uma contradi¢cao, uma vez

que o bordo é uma curva fechada. Isto garante o teorema. O]

Agora, apresentaremos alguns resultados sobre estimativas de indice de hipersuperfi-
cies minimas com fronteira livre em ambientes mais gerais. Seja (2", g) uma variedade
Riemanniana suave e orientavel com fronteira isometricamente mergulhada em algum es-
paco Euclidiano RY, d > n 4+ 1. Dada uma hipersuperficie M™ compacta, orientével,
minima com fronteira livre em (Q"™! g), usaremos as coordenadas de N " A w, onde w é

uma 1-forma normal ou tangente em 0M, como fungoes testes para a forma de indice.

Proposigao 3.1.7. Seja (", g) uma variedade Riemanniana com fronteira isometri-
camente mergulhada em algum espaco Euclidiano R?. Seja M™ uma hipersuperficie com-
pacta, orientdvel, minima com fronteira livre em ("', g). Dada uma 1-forma harmonica
w em M, sejam

w; = (N" ANw,0; A6y, i,5=1,...,d, i<},

as coordenadas de N° A w com respeito a uma base ortonormal {0; A 0;}ic; de A*(RY),

onde 0; = E! e {E;} é uma base ortonormal de R?.

i) Sew € uma 1-forma harménica pertencente a Hx-(M,g), entdo

Zd:Q (wij, wiz) :/

i<j M

[Z\Ilg(ek,wﬁﬂ?—{— Z|IIQ(ek,N)|2]w]2] dM

k=1 k=1

—/ [Z Rm“ (e, w?, eg, wh) 4+ Ric™(N, N)]w]Q] dM
M 1=

—/ HO|w|2dS.
oM
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ii) Sew € uma 1-forma harmonica pertencente a Hi. (M, g), entdo

d n n

> Q (uij, i) :/ [Z\Ilg(ek,wﬁ)l2+ Z|HQ(€1§>N)|2’W’2] aM

i<j M = k=1
—/ [Z Rm“ (e, w?, eg, wh) 4+ Ric(N, N)|w]2] dM
—/ O7(N, N)|w[>+ 117w, )] d.

Acima, Rm* denota o tensor curvatura de Riemann de Q1 g), 1T ¢ a sequnda forma

fundamental de Q" em R?, 11%? denota a sequnda forma fundamental de OS2 em (2", g)

e N é um campo vetorial normal unitdrio sobre M™ em (Q"*1 g).

Demonstragio. Dada a forma do indice
Q(6,9) = [ IVM6P~(Ric®(N, N) + [A)6%dM — | 1PN, N)g?ds,
M M

e {e1,...,e,} uma base ortonormal em M™, nés temos que

[V uy?= Z‘szkum‘ = Z< (N AW), 05 A 05)°
k=1
Consequentemente, somando em i < 7,
d n
> IVMugP= D7D (N A w).
i<j k=1

Seguindo os célculos realizados na Proposi¢ao 2 em [I], obtemos

S IDe, (N* Aw)|? = [VMwP= > |Aler, ') P+ AP |w]?
- T (3.5)
+ 3% (e, ) P+ ST (e, N) P lw].
= k=1

Aplicando a forma do indice nas fungoes u;; e substituindo a equagao nela, ficamos

com

d n n
Z Q (Uij, uz’j) = /M ZlIIQ(eka Wﬁ)|2+ Z|HQ(€k7 N)|2|W|2dM
i<j

—l—/ VM2~ Z|A e, W)= Ric* (N, N)|w|*dM (3.6)

- / 1PN, N)|w|2dS.
oM
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Da mesma forma como feito no Lema [2.2.5] integrando a férmula de Bochner e usando o

teorema da divergéncia,
/ (VM w2= —/ RicM (w, w)dM +/ (VMy, w)ds.
M M oM
Agora, sendo M minima e usando a equagao de Gauss, nés temos

KM(ek,w)

M:

Ric" (w,w) =

>
I
—_

I
M:

(ex,w) + (Alex, ex), A(w,w)) — [Alex, w)|?)

e
Il

Il
M= T

(K7
K% (ep,w zi: (e, ex), (w,w)>—§:]A(ek,w

B
Il
—

Rmﬂ(ekaw7€k7w) + <HM Z|A €k, W

Il
NE

=
Il
—

RmQ(ekawa Gk,CU) - Z|A(ek7 w)|27

Il
NE

=
Il
—

onde Rm® ¢ o tensor curvatura de Riemann de Q"*!. Logo

M, 2 - Q ¢ M
/M|V w|® = /M L;Rm (e, w*, e, w Z]A €k, W ]deL/ (V) w,w)dS. (3.7)

Substituindo [3.7] em [3.6]

d n n
> Q (uij, uig) :/ > 1% (e, w) P+ Y12 (e, N)P[w[*dM
i<j Mp— k=1
—/ lz Rm®(ey,, ¥, eg, wh) 4+ Ric® (N, N)|w|2] dM (3.8)
M =1
+/ (v%u,mdS—/ 12N, N)|w|dS.
oM oM

Das contas feitas nas demonstragoes da parte i) do Lema e final da Proposicao

23], segue que

d n
ZQ (uij,uij) :/ [ZHI €L, W | +Z|IIQ ek, |W|2] dM
i<j M k=1

—/ [Z Rm®(ey, w¥, e, wh) 4+ Ric®(N, N)MZ] dM
M =1

- / HO®|w|2dS.
oM

Para provar o item ii), basta ver as contas realizadas na parte ii) do Lema e final
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da Proposicao [2.3.1] e substituir em [3.8] Portanto

f @Q (wij, uig) :/

i<j M

[Z\Hﬂ(ek,wﬁ)m Z|HQ(ek,N)|2]w]2] dM
k=1

k=1

—/ lz Rm* (e, W, eg, wh) + Ric™(N, N)|w|2] am
M =
—/ PN, N)|w|?+ T2, wf)dS.

oM

]

Teorema 3.1.8. Seja (U1, g) uma variedade Riemanniana com fronteira que € isome-
tricamente mergulhada em algum espaco Fuclidiano RY. Seja M™ wma hipersuperficie
compacta, orientdvel, minima com fronteira livre em (Q"' g). Assuma que para todo

campo vetorial nao-nulo X em M™,

/ [trar (Rm®(-, X, -, X)) + Ric®(N, N)| X |?] dM+/ H|X|2dS >
M oM

/M (T2, 2 P= [0 N) ) + (IO, N)P= [N, N)P) X[ M. (3.9)

Entao, temos que

ind(M) > dim H;(M,0M;R).

2
d(d—1)
Demonstragao. Seja k o indice de M™ e ¢q,..., ¢, as autofungoes associadas aos k au-
tovalores Ay < Ay < A3... < A\, do operador de Jacobi de M™ que sao menores que
0.

Fixe alguma base ortonormal {Fj,..., E;} do R? e seja u;; = (N° A w,0; A g;) as
fungoes testes definidas na Proposicdo [3.1.7, Considere a aplicacdo que associa a cada

w € Hi(M, g) um vetor
i QedM |,
[/M iy g }

onde ¢ < j varia de 1 a d e ¢ varia 1 a k, é uma aplicacao linear em um espago vetorial

(d)k:d(d—nh
2 2

Pelo Teorema [2.2.2) temos H4(M,g) ~ H;(M,dM;R). Portanto dim H%(M,g) =
d(d—1
dim H,(M,0M;R). Suponha por contradi¢io que dim H%(M,g) > dd—1)

de dimensao

k. Entao

deve existir w em HL(M, g) ndo-nulo tal que / u;jQqdM = 0 para todo 7 < j e todo q.
M
Dessa forma, cada w;; é ortogonal as primeiras £ autofuncoes ¢,, segue da caracterizacao

variacional dos autovalores que

d d
ZQ(UU,UU) Z )‘k-l—l Z/M Ufde = /\k+1 /M]w]2dM 2 0.

1<J 1<J

o1
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Em vista da Proposi¢ao[3.1.7] item i), temos uma contradi¢do com a desigualdade [3.9]

Portanto segue que

2
ind(M) =k > ————dimH-(M,g) =

2 dd—1) dim Hy (M, 0M;R).

d(d—1)
O

Podemos também considerar a generaliza¢ido do Teorema [3.1.4] e consequentemente
do Teorema para dominios bi-convexos em variedades Riemannianas. O enunciado

correspondente é o seguinte:

Teorema 3.1.9. Seja (2", g) wma variedade Riemanniana com fronteira isometrica-
mente mergulhada em algum espaco Euclidiano RY. Seja M™ wma hipersuperficie com-
pacta, orientdvel, minima com fronteira livre em (Q""', g). Assuma que para todo campo

vetorial nao-nulo X em M™,

/M [trar (Rm®(-, X, -, X)) + Ric®(N, N)| X [*| dM
# [, 0 NP ) ds >

/M (T2, X)P= [T N) ) + (T2, N)P= [TV, N)P) X dd

Entdo, para qualquer o € [0, 1], nds temos

2

ind(M) > qd-1

(adim H;(M,0M;R) + (1 — o) dim H,,_; (M, 0M;R)) .

Demonstragcdo. A demonstragao segue o mesmo roteiro da demonstracao feita no Teorema
anterior, bastando usar o fato de que Hy (M, g) ~ H,_1(M,0M;R) e usar a parte ii) da

Proposicao [3.1.7], assim mostra-se que

2
ind(M) >

> mdlmHn_l(M, OM;R).

Depois fazer uma combinagao linear disso com o resultado do Teorema [3.1.8] e entdo o

resultado segue. O

3.2 Exemplos

Nesta secao apresentaremos alguns exemplos de superficies minimas com fronteira

livre.
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3.2.1 Exemplosi e ii

A. Fraser e R. Schoen em [12] provaram a existéncia de superficies minimas com
fronteira livre ¥, em B? que tém género 0 e n componentes de fronteira, para todo n > 3.
Para n suficientemente grande, A. Folha, F. Pacard e T. Zolotareva em [11] deram
uma construcao independente para Y, e provaram a existéncia superficies minimas com
fronteira livre ¥,, em B? que tém género 1 e n componentes de fronteira. Eles provaram

0 seguinte teorema:

Teorema 3.2.1. Eziste ng > 0 tal que, para cada n > ng, existe uma superficie minima
com fronteira livre 3, de género 0 e uma superficie minima com fronteira livre ¥, de
género 1 no qual ambas estao mergulhadas em B? e que intersectam S* ortogonalmente

ao longo de n curvas fechadas.

3.2.2 Exemplos iii e iv

Utilizando métodos variacionais, D. Ketover em [19] conseguiu construir superficies
minimas com fronteira livre X, na bola unitdria tridimensional B. Ele provou o seguinte

teorema:

Teorema 3.2.2. Para cada inteiro g > 1, existe wma superficie minima com fronteira
livre X4 na bola unitdria tridimensional B com grupo de simetria diedral Dy que nao é o
disco plano D. Quando g é suficientemente grande, ¥, tem trés componentes de fronteira

e género g.

Acima, o grupo diédrico ID,, é o grupo de simetria de um poligono regular de n lados.
Ele também obteve varios exemplos para superficies de género zero associados a sélidos

platonicos:

Teorema 3.2.3. Eziste uma superficie minima com fronteira livre em B com 6 extre-
midades da simetria octaédrica e género 0, um exemplo com 4 extremidades da simetria
tetraédrica e género 0, e um exemplo de género 0 e 12 extremidades da simetria dodocaé-

drica.

Seguindo na mesma linha, A. Carlotto, G. Franz e M. Schulz em [4] provaram um
teorema semelhante ao Teorema de Ketover para a classe de superficies minimas com

fronteira livre e conexa:

Teorema 3.2.4. Para cada 1 < g € N existe um superficie minima com fronteira livre

M, mergulhada em B* com fronteira conexa, género g e simetria diedral D, ;.

A partir do teorema acima, obteve-se alguns exemplos graficos de superficies mini-

mas com fronteira livre para casos particulares de género e fronteira conexa. Sao eles:
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Figura 3.1: Exemplos de superficies minimas com fronteira livre com fronteira conexa

Todas as figuras acima foram retiradas da péagina pessoal do professor doutor

Alessandro Carlotto.
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