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SISTEMAS COM HOPPING DECAINDO

EXPONENCIALMENTE

Maceió
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t́ıtulo.

Instituto de F́ısica - UFAL



Resumo

Existem, na literatura, vários experimentos computacionais de Transferência de Esta-

dos Quânticos (TEQ). Estes experimentos funcionam como um espécie de laboratório

que permite fazer um estudo mais detalhado acerca da TEQ bem como incluir diversas

propriedades f́ısicas presentes em sistemas sólidos. Algumas fenomenologias importantes

dentro do contexto de sistemas sólidos são os efeitos de desordem bem como os termos

de interações de longo alcance. Nesta dissertação, fizemos uma análise da TEQ em um

sistema unidimensional, constitúıdo por um total de N+2 átomos. O sistema, em estudo,

possui um canal com N átomos, o qual está conectado a uma fonte S e um receptor R. A

fonte (S) e o receptor (R) estão ligados ao canal por meio da energia de hopping g. Em

nosso modelo, o canal tem uma distribuição de desordem não correlacionada nos termos

diagonais e um decaimento exponencial nos termos de energia de hopping T (dentro do

canal) da forma Tn,m = exp[−ν|1− dn,m|]. Onde dn,m = |n−m|, com n 6= m. Os termos

da diagonal (dentro do canal) possuem desordem não correlacionada, distribúıda unifor-

memente no intervalo [−W/2,W/2], onde W é a largura de desordem. Em posse deste

sistema, utilizamos o método de diagonalização exata do Hamiltoniano de Anderson, para

obter os autovalores e os autovetores, e calcular numericamente algumas medidas perti-

nentes para a análise da TEQ que foram: Densidade de Estados (DOS), Número Médio

de Participação (P (E)), Participação Média Máxima (Pmax), Fidelidade Máxima (Fmax)

e Máximo Valor de Fidelidade (< F >max). Com base nos resultados destas medidas,

conclúımos que, para valores em que ν é pequeno, a (TEQ) ocorreu com boa fidelidade.

Palavras-chave: Transferência de Estados Quânticos. Participação. Fidelidade



Abstract

There are in the literature several quantum state transfer experiments (QST ) done th-

rough computational simulations. Experiments like these work as a kind of laboratory,

and it is through them, we can do the study (more detailed) of the effects of some in-

teresting phenomenologies that exists in solid systems. Some relevants effects are the

presence of intrinsical disorder and also long-range interactions. In this dissertation, we

did a QST analysis on a one-dimensional system, consisting of a total of N+ atoms.

The study system has a channel with n atomos, interconnected to a S source and a R

receiver. The links between the channel, source and receiver occur through the energy

of hopping G. In our model, the channel has a non-correlated dismissal distribution in

diagonal terms, and exponential decay in the terms of hopping T (within the channel) of

the form Tn,m = exp[−ν|1 − dn,m]. Where dn,m = |n −m|, with n 6= m. Diagonal terms

(within the channel) have uniformly correlated disorder distributed evenly in the [−W/2

to W/2] range, where W is the width of disorder. In possession of this system, we used

the exact diagonalization method of Anderson’s Hamiltonian to obtain the autovables and

autoboretors and numerically calculate some pertinent measures for the analysis of the

transfer of quantum states (QST), which were: Density of States (DOS), Average Num-

ber of Participation (P (E)), Maximum Average Participation (Pmax), Maximum Loyalty

(Fmax) and Maximum Loyalty Value (< F >max). Based on the results of these measure-

ments, we conclude that a QST , for some values of ν, occurred with good reliability.

Keywords: Quantum States Transfer. Participation. Loyalty
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 O Modelo de Anderson

Até meados da década de cinquenta, boa parte dos estudos em sólidos não levavam-se

em conta as caracteŕısticas naturais dos sistemas como, por exemplo, a desordem e a

aperiodicidade. Sendo estas comuns em materiais encontrados na natureza (como vidros

e alguns tipos de cristais) e até mesmo nos produzidos em laboratórios [1]. O estudo

destes tipos de materiais, onde é considerado o sistema com invariância translacional já

é bem estabelecido pela teoria de bandas [2]. Mas, quando o sistema contém variâncias,

desordens ou não é periódico, a teoria de bandas não é mais convincente. Aqui entra uma

nova teoria de estudo, que leva em conta as imperfeições dos matérias. Conhecida como

Teoria da Localização de Anderson.

Na mesma década (em 1958), o f́ısico estadunidense Philip Warren Anderson desen-

volveu um modelo [1,3,4] no qual as desordens dos sistemas passaram a ser consideradas.

Pode-se entender como sistemas desordenados aqueles que não possuem estruturas crista-

linas perfeitas. Isto é, são compostos por vários tipos de átomos diferentes posicionados

com distâncias irregulares ou que apresentam defeitos, como a vacância (vazio pontual

causado pela ausência de átomos) dentre outros.

Uma forma simples, que possibilita a compreensão da dinâmica eletrônica em sistemas

como o descrito acima (desordenado), é fazermos uma analogia com a mecânica quântica.

Para isso, vamos considerar um caso comum já bastante conhecido na área, que é o de uma

part́ıcula atravessando uma barreira de potencial [5]. Para nossa análise, vamos considerar

um sistema que dispõe de mais de uma barreira de potencial. Sabemos que, uma função

2



1 O Modelo de Anderson 3

de onda ao “colidir” em uma barreira de potencial, terá uma parte refletida e outra parte

transmitida. Ou seja, a função de onda incidente ao “colidir” com a barreira, é dividida

da seguinte forma: uma parte é recocheteada pela barreira, e outra parte ultrapassa ela.

Inserindo uma nova barreira de potencial, o fenômeno descrito anteriormente se repete.

Isto é, uma nova parte da onda é refletida e outra parte é transmitida. A segunda

onda refletida encontra a primeira onda transmitida e disso ocorre uma interferência.

Essa interferência pode ser construtiva ou destrutiva, a depender da fase. Colocando

em seguida mais barreiras de potenciais, de forma completamente arbitrária, ou seja, em

posições aleatórias com intensidades aleatórias com relação as duas primeiras barreiras, o

processo descrito anteriormente se repete novamente. Por isso, vai haver várias reflexões

sucessivas causando assim novas interferências, que em decorrência da aleatoriedade dos

potenciais são interferências destrutivas.

Essas interferências destrutivas fazem com que a função de onda efetiva seja nula em

boa parte do sistema, exceto em uma pequena região. A esse fenômeno (das inferências

destrutivas induzirem a função de onda a uma pequena região e ter uma valor despreźıvel

nas demais regiões do material) denomina-se de Teoria da Localização de Anderson, neste

caso, onde os estados são localizados, diz-se que o sistema está na fase isolante. De forma

elementar, isso nada mais é do que o movimento dos elétrons sob a influência de poten-

ciais aleatórios. Como foi visto, estes potenciais aleatórios tem um papel fundamental

no modelo, pois configuram-se como uma forma eficiente de estudar as “consequências”

provocadas por eles, nas propriedades de transporte eletrônico.

Além disso, Anderson conseguiu mostrar que existe uma dependência entre os estados

eletrônicos e o grau de desordem do sistema [6, 7]. Essa dependência pode ser caracteri-

zada da seguinte forma: grau de desordem fraca, o sistema tem comportamento metálico;

grau de desordem forte, o sistema tem comportamento isolante; grau de desordem inter-

mediário, o sistema tem comportamento metal-isolante.

Em suma, Anderson estudou sistemas desordenados e mostrou que, em tais sistemas, a

desordem promove o espalhamento da função de onda. As funções de ondas na presença de

potenciais acabam sofrendo reflexões sucessivas e em decorrência da aleatoriedade destes

potenciais,as interferências (causadas pelas reflexões sucessivas) são do tipo destrutivas

que acabam induzindo a localização exponencial da função de onda em uma pequena

região do material.

Instituto de F́ısica - UFAL



1 O Hamiltoniano de Anderson 4

Disso, a probabilidade de encontrar um elétron a uma distância r do centro da função

de onda é Ψ(r) ∝ er/λ, onde λ é o comprimento de localização. Existem vários tipos de

medidas que podem indicar se os estados do sistema são estendidos e/ou localizados, como

por exemplo a Participação, a Densidade de Estados, o Expoente de Lyapunov, dentre

outros.

1.2 O Hamiltoniano de Anderson

Os auto-estados do Hamiltoniano de Anderson podem apresentar natureza estendida

e/ou localizada a depender do sistema em estudo. Em geral, ele contém um termo cinético,

que representa o hopping do elétron entre śıtios e um termo de potencial aleatório, o

termo de potencial aleatório pode ser compreendido bem, levando-se em conta o processo

descrito anteriormente (onde foram consideradas as caracteŕısticas e comportamento de

uma função de onda ao encontrar barreiras de potenciais).

Para uma compreensão mais clara acerca do Hamiltoniano de Anderson, torna-se

eficaz fazer o estudo primeiramente do termo cinético e depois do termo correspondente

ao potencial. Evidentemente o termo cinético pode ser representado como:

Hc = T
∑
n

|n〉 〈n+ 1|+ |n+ 1〉 〈n| (1.1)

onde cada átomo possui um orbital para receber os elétrons, representados aqui por |n〉

A Eq.(1.1) nada mais é do que o Hamiltoniano do modelo de Bloch, isto é, contm

apenas o termo de hopping (energia de movimento do elétron de um átomo para outro).

É importante notar que, para o caso em que a energia cinética (T ) tem um valor muito

pequeno o elétron é localizado, para T muito grande, tem-se um sistema mais proṕıcio a

ser condutor. A função de onda do sistema pode ser escrita como:

|ψ〉 =
∑
n

cn |n〉 , (1.2)

ou seja, fizemos a expansão do estado na base dos orbitais. Da equação de Schrödinger

independente do tempo,

H |ψ〉 = E |ψ〉 (1.3)

Instituto de F́ısica - UFAL



1 O Hamiltoniano de Anderson 5

substituindo as Eq’s.(1.1) e (1.2) na Eq.(1.3), resulta em:

T
∑
n

[|n〉 〈n+ 1|+ |n+ 1〉 〈n|]
∑
m

cm |m〉 =
∑
n

Ecn |n〉 (1.4)

que pode ser reescrita na forma:

T

[∑
n,m

|n〉 〈n+ 1|m〉 cn + |n+ 1〉 〈n|m〉 cm

]
=
∑
n

Ecn |n〉 (1.5)

escrevendo os termos nas bases iguais, ou seja, fazendo m → n + 1 no primeiro vetor, e

m→ n− 1 no segundo vetor e usando as propriedades da função delta, encontramos:

Tcn+1 + Tcn−1 = Ecn. (1.6)

Uma posśıvel solução para a Eq.(1.6) é fazer:

cn = Aeikn (1.7)

substituindo a Eq.(1.7) em (1.6), obtém-se:

TAeik(n+1) + TAeik(n−1) = EAeikn. (1.8)

ou ainda:

Teik(n+1) + Teik(n−1) = Eeikn (1.9)

que visivelmente torna-se:

Teik + Te−ik = E (1.10)

usando a relação de Euler, resulta em:

2T cos(k) = E ⇒ E(k) = 2T cos k (1.11)

onde k é o número de ondas. A Eq.(1.11) é a relação de dispersão. É importante notar

que, o modelo de Anderson considerando o Hamiltoniano apenas com o termo cinético,

como já era esperado, nada mais é do que o modelo de Bloch com potencial periódico

(sem desordem).

Desta forma, temos que o Hamiltoniano completo de Anderson (composto por um

termo cinética (Hc) e por uma termo de potencial (Hp)), fica:

H = Hp +Hc (1.12)

Instituto de F́ısica - UFAL



1 O Hamiltoniano de Anderson 6

onde Hp é a projeção em um único śıtio, ou seja, representa o elétron em um orbital n e

pode ser definido como a soma de todos os potenciais locais, matematicamente tem-se:

Hp =
∑
n

εn |n〉 〈n| (1.13)

onde εn é a energia local que representa o potencial de ionização. De maneira mais simples,

εn é a energia que prende o elétron no orbital n; ou seja, cada átomo tem um valor

espećıfico, portanto em materiais amorfos, εn é representado em geral por uma sequência

aleatória. Desta forma, nota-se que a sequência de valores εn em geral representa a

desordem do sistema. Se todos os valores de εn são nulos recuperamos o chamado modelo

de Bloch (modelo de um elétron sob a influência de um potencial periódico, ou seja, na

ausência de desordem). Em linhas gerais, a desordem no modelo de Anderson (ou seja,

a sequência de valores εn) é escolhida dentro do intervalo [−W/2,W/2]. A quantidade

W é então definida como sendo a largura da desordem do sistema. Dentro da teoria

de localização o papel de W é bem relevante. Em linhas gerais se W < T (onde T

representa o termo de hopping) temos que o elétron tem mobilidade alta (em geral estados

estendidos). Por outro lado , se W > T temos apenas estados localizados. Entretanto, a

existência real de estados estendidos ou localizados não depende apenas da intensidade W

da desordem; existe também uma forte dependência com a dimensão do sistema. Anderson

e colaboradores mostraram que para d ≤ 2 qualquer valor de W > 0 temos apenas estados

localizados. Pode-se, agora, reescrever a Eq.(1.12) da seguinte forma:

H =
∑
n

εn |n〉 〈n|+ T
∑
n

|n〉 〈n+ 1|+ |n+ 1〉 〈n| (1.14)

a Eq.(1.14) é o Hamiltoniano completo de Anderson, isto é, o primeiro e o segundo termo

representam as energias potencial e cinética, respectivamente. Seguindo a mesma linha

de racioćınio, utilizada para o termo cinético, ou seja, substituir as Eq’s. (1.2) e (1.14)

em (1.3), obtemos:

(εn − E) cn + Tcn+1 + Tcn−1 = 0. (1.15)

A Eq.(1.15) é a Eq. de Schrödinger independente do tempo para as componentes da

função de onda. Resolvê-la para todo n, onde n = 1, 2, 3, ..., N implica diretamente, na

diagonalização de uma matriz N×N . Para diagonalizar numericamente uma matriz dessa

magnitude, faz-se necessário apropriar-se de métodos computacionais afim de que se ob-

tenha resultados em um tempo consideravelmente pequeno, caso contrário, o tempo pode

Instituto de F́ısica - UFAL



1 O Hamiltoniano de Anderson 7

ter um crescimento exponencial, a depender do tamanho da matriz. Como mencionado

anteriormente, é posśıvel escrever a representação matricial de (1.15) para N pequeno,

como exemplo, pode-se considerar N = 6, e o resultado é:

H =



ε1 T 0 0 0 0

T ε2 T 0 0 0

0 T ε3 T 0 0

0 0 T ε4 T 0

0 0 0 T ε5 T

0 0 0 0 T ε6


(1.16)

essa é a representação matricial do hamiltoniano de Anderson. Note que, tem-se uma

matriz tridiagonal, isso advém do fato, de que no modelo considerado, só existe interação

entre os primeiros vizinhos. A diagonal principal representa a energia potencial (do elétron

na rede) e as subdiagonais representam a energia cinética do elétron (note que, a Eq.(1.16)

trata-se de uma matriz hermitiana, ou seja, é igual a sua tresposta conjugada). A pri-

ori, esse tipo de matriz é mais simples de diagonalizar, uma vez que, grande parte dos

elementos são nulos.

Salientamos novamente que o modelo de Anderson 1d, cuja representação matricial

é a matriz tridiagonal acima é um modelo com diversos resultados bem estabelecidos

na literatura; em dimensões d ≤ 2 sabemos que para qualquer valor de W > 0 todos

os estados eletrônicos são localizados. Este é um dos principais resultados da teoria de

localização de Anderson [3]. Existem diversas formas de obter estes resultados. A maneira

mais tradicional é a chamada teoria de escala da localização. Anderson e colaboradores

mostraram que a condutância do modelo de Anderson em dimensão d é proporcional a

Nd−2. Portando apenas para d > 2 temos uma condutância finita no limite termodinâmico

[8]. Vamos descrever de forma resumida a teoria de escala para localização de Anderson.

Este formalismo foi aplicado na reformulação do modelo de Anderson feita por Thouless

[9]. Na abordagem de Thouless, as unidades básicas são agora caixas de volume lD que

contêm muitos śıtios. O sólido é formado de várias caixas acopladas umas às outras. As

energias caracteŕısticas do modelo de Anderson W e T são mapeadas respectivamente

no espaçamento médio entre os ńıveis ∆E e no deslocamento δE causado por mudanças

nas condições de contorno. Um elegante argumento heuŕıstico, baseado no prinćıpio da

incerteza, conecta δE com a condutividade σ no limite macroscópico. Através do prinćıpio

Instituto de F́ısica - UFAL



1 O Hamiltoniano de Anderson 8

da incerteza pode-se estabelecer:

δE = h̄/tDf
, (1.17)

onde tDf
é o tempo necessário para um pacote de onda eletrônico difundir até os contornos

de uma caixa de lado L. Considerando que o elétron realiza um movimento Browniano

dentro da caixa podemos escrever

tDf
= L2/Df , (1.18)

onde Df é a constante de difusão. Usando a relação de Einstein entre a condutividade e

as propriedades de difusão:

σ = e2 D n(E), (1.19)

onde D n(E) é a Densidade de Estados. Combinando as Eqs.(1.17),(1.18) e (1.19), temos

δE =
σh̄

e2 (L2 n(E))
. (1.20)

A densidade de estados média pode ser escrita como função do espaçamento médio entre

os ńıveis:

n(E) = 1/(LD∆E). (1.21)

A razão ∆E/δE é agora adotada como sendo uma medida de “força” da desordem no

sistema, análoga à razão W/T no modelo de Anderson tradicional. Estados estendidos

são senśıveis à mudanças nas condições de contorno (δE > ∆E). Por outro lado, esta-

dos localizados não apresentam tal sensibilidade (ou seja, δE < ∆E). O parâmetro de

desordem g−1 é definido por
1

g(L)
≡ ∆E

δE
. (1.22)

Substituindo as Eq.(1.20), (1.21) na Eq.(1.22), podemos observar a dependência de escala

do parâmetro g:

g(L) = (h̄/e2) σ LD−2. (1.23)

A Eq.(1.23) se aplica apenas a estados estendidos no limite macroscópico. O termo LD−2 σ

é a condutância de um cubo (D-dimensional) de lado L e condutividade σ. Logo, a função

g(L) pode ser vista como uma condutância generalizada expressa em unidades de e2/h̄.

O comportamento de escala da função g pode ser obtido a partir da função β(g), dada

por

β(g) =
d ln g(L)

d lnL
. (1.24)
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1 O Hamiltoniano de Anderson 9

Para β positivo, g cresce com o crescimento de N(estados estendidos); para β negativo,

g decresce com o crescimento de N (estados localizados).

Entretanto, é importante salientar que os principais resultados acerca de localização

para dimensões baixas também podem ser obtidos através da diagonalização exata do

Hamiltoniano e a posterior obtenção de medidas do grau de localização, como a parti-

cipação ou desvio médio quadrático. Uma análise de escala destas funções também pode

demonstrar numericamente a fenomenologia de localização de Anderson.

Existem diversas variantes do modelo de Anderson, inclusive algumas delas foram

investigadas pelo próprio Anderson nos seus primeiros trabalhos. Uma dessas variantes

é o modelo com hopping aleatório. Neste modelo a distribuição dos termos de hopping

pode apresentar variâncias na rede (ou seja, pode mudar ao longo da rede atômica). Para

casos como este, o Hamiltoniano de Anderson pode ser reescrito da seguinte forma:

H =
∑
n

εn |n〉 〈n|+
∑
n,m

(Tn,m |n〉 〈m|+ c.c) (1.25)

o termo de hopping, neste caso, tem dependência com n e m com n 6= m. Lembrando que

o termo Tn,m representa hopping de primeiros vizinhos ou seja : Tn,m→Tn,n+1=Tn, onde

Tn é uma sequência aleatória. A matriz para do Hamiltoniano (1.25) é da forma:

H =



ε1 T1 0 · · · · · · 0

T1 ε2 T2 0 · · · ...

0 T2 ε3 T3 0 0

0 0 T3
. . . . . . 0

...
... 0

. . . . . . Tn−1

0 · · · · · · 0 Tn−1 εn


(1.26)

Existem diversas formas de construir a sequência de hopping aleatórios Tn. Podemos

citar, por exemplo, o caso em que a energia cinética Tn é escrita da forma:

Tn = νn + τ (1.27)

aqui, νn representa um conjunto de números aleatórios com distribuição uniforme com-

preendida no intervalo [−W/2,W/2]. Note que τ é escolhido de tal forma a garantir que

Tn não seja zero com νn distribúıdo de forma arbitrária e uniforme no sistema. O motivo

pelo qual Tn 6= 0 é logicamente para que se tenha mobilidade eletrônica.
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1 hopping de Longo Alcance 10

Um outro caso, bastante relevante e encontrado na literatura é o seguinte [10]:

Tn = e−νn (1.28)

e mais uma vez, νn fica compreendido no intervalo [−W/2,W/2]. Observe que a exponen-

cial da Eq. (1.28) num intervalo finito, resulta sempre em Tn 6= 0 por esta razão, o termo

que tinha essa utilidade na Eq. (1.27) não se faz mais necessário aqui.

Os modelos com hopping aleatório, a depender do tipo e da forma de como eles são

introduzidos, apresentam algumas especificidades. Entretanto, de uma forma geral, a mai-

oria deles continuam mantendo os auto-estados localizados para qualquer quantidade de

desordem. Outro aspecto interessante é que boa parte dos modelos com hopping aleatório

apresentam, no centro da banda, uma anomalia no comprimento de localização. Os modos

com E = 0 têm um forte crescimento no comprimento de localização. Este crescimento

é devido ao fato que a função de onda no centro da banda passa a ter um comporta-

mento do tipo exponencial alongada (são exponenciais que decaem mais lentamente, é

uma “assinatura” deste modelo). Este comportamento difere do comportamento usual

dos estados eletrônicos em sistemas de baixa dimensionalidade (que seria um envelope

tipo exponencial) [9].

1.3 hopping de Longo Alcance

Modelos contendo hopping de longo alcance, são bem comuns na literatura [11–15]. Em

linhas gerais, estes modelos contêm na maioria das vezes, termos de hopping que decaem

com uma função da distância. Ou seja, o hopping de primeiros vizinhos do modelo de

Anderson tradicional é então substitúıdo por um termo de hopping T (|i − j|). Disto, o

Hamiltoniano pode ser escrito como:

H =
∑
i

|i >< i|εi +
∑
i,j

T (|i− j|)|i >< j| (1.29)

O termo T (|i− j|) é, em geral, uma função que apresenta decaimento com a distância

|i− j| (enfatizamos que, a última soma é feita para |i− j|> 0). Este tipo de modelagem

teórica está presente em diversos exemplos na natureza, um deles são os sistemas com

interações tipo dipolo-dipolo (onde existem um decaimento tipo lei de potencia 1/r3 para

os termos de interação). Neste tipo de Hamiltoniano, descrito acima, um dos modelos
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1 hopping de Longo Alcance 11

mais famosos é o modelo com hopping seguindo a lei T (|i−j|) ∝ (|i−j|)−α. Nesta classe de

modelos, o termo de hopping formalmente sempre “existe” (mesmo que a distância entre

i e j seja grande, desta forma vem o nome hopping de longo alcance). Foi mostrado por

diversos autores [16] que se α > 1.5 este modelo, em dimensão d = 1, tem propriedades

semelhantes ao modelo de Anderson com hopping de primeiros vizinhos. Se 1 < α < 1.5

este modelo apresenta um estado estendido em um dos extremos da banda de estados

permitidos.

Em linhas gerais, existem diversas classes de sistemas onde interações de longo-alcance

são relevantes e/ou presentes. Podemos citar, por exemplos, o efeito de blindagem ele-

trostática da lei de Coulomb em sistemas sólidos. Quando temos duas cargas fixas, a

interação entre elas é coulombiana (lei de potência). Mas, em sistemas sólidos (principal-

mente metálicos) a presença de muitas part́ıculas carregadas interagindo entre si promove

o efeito da blindagem local da interação coulombiana. Neste caso, não é mais posśıvel

observar o decaimento com lei de potência; mas, um decaimento aproximadamente expo-

nencial. Isso ocorre porque os portadores de cargas (por exemplo, os elétrons) acabam

criando uma pequena região próxima a eles com menos elétrons. Esta região pode ser

compreendida como um “buraco” (visto de uma grande distância) este buraco de blinda-

gem tem efeito de uma carga positiva sobreposta, que acaba cancelando o campo elétrico

produzido pelo elétron [17–19]

Neste trabalho de mestrado, nosso foco foi estudar a fenomenologia de Transferência de

Estados Quânticos em sistemas contendo desordem diagonal e hopping com decaimento

exponencial com a distância. Nosso interesse é entender o papel desempenhado pelo

hopping com decaimento exponencial, dentro do contexto de protocolos de Transferência

de Estados Quânticos (TEQ), entre uma fonte S e um receptor R. Vamos construir

um modelo teórico onde S e R estejam fracamente acoplados por um canal, contendo

hopping de longo-alcance. O resto desta dissertação está organizada da seguinte forma:

No caṕıtulo dois, no primeiro momento, iremos fazer uma breve revisão da literatura

de Transferência de Estados Quânticos; vamos apresentar uma breve revisão de alguns

artigos recentes, e assim, mostrar que este tema vem ganhando destaque nos estudos

atuais. Em seguida, descreveremos detalhadamente o modelo teórico de interesse. Vamos

apresentar o modelo considerado e o seu Hamiltoniano contendo o termo de desordem

diagonal não correlacionada, bem como o termo de hopping com decaimento exponencial.
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1 hopping de Longo Alcance 12

Também apresentaremos a formulação matemática e a representação matricial do mesmo.

Vamos apresentar a análise da TEQ seguindo o formalismo proposto por S. Bose [20].

Depois, ainda no caṕıtulo dois, através do método de diagonalização exata, obteremos

os autovalores e autovetores do Hamiltoniano do problema e deles calcularemos algumas

medidas pertinentes para complementar a análise da Transferência de Estados Quânticos

(TEQ), que serão: Densidade de Estados (DOS), Número Médios de Participação (PE),

Participação Média Máxima (Pmax) (bem como a Fidelidade Máxima (Fmax) à luz da

teoria proposta por Bose). E por fim, no caṕıtulo três, vamos apresentar uma revisão

geral dos resultados bem como nossas conclusões e perspectivas.
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Caṕıtulo 2

Desenvolvimento

2.1 Transferência de Estados Quânticos

As pesquisas teóricas e experimentais em processamentos de informação quântica têm

se tornado cada vez mais presentes em diversos estudos na F́ısica. Essas pesquisas têm

como objetivo principal a superação do poder de processamento convencional para um

processamento mais moderno. Para isso, é necessário o desenvolvimento de dispositivos

quânticos, além da implementação de um protocolo de TEQ que seja capaz de transferir

este estado de um local para outro [21,22].

Em grande parte, os protocolos de comunicação são feitos pelos fótons, devido à sua

fraca interação com o meio ambiente. Isto tornou-se comum devido ao avanço da tecno-

logia nas fibras ópticas atuais (configurando um meio ideal para o seu transporte). Mas,

nem sempre é viável o uso de fótons para comunicação, pois quando se trata de pro-

cessadores quânticos não é trivial converter um qubit estacionário em um qubit flying e

vice-versa [23].

O termo qubit vem do inglês (“quantum bit”), diferentemente do bit (variável que

pode assumir os valores 0 ou 1 para representar uma informação) o qubit pode ser repre-

sentado por um sistema de dois ńıveis e pode ser expresso como uma combinação linear

(superposição) dos estados 0 e 1. As amplitudes dos coeficientes que multiplicam estes

vetores tem que ser tal que este qubit esteja no espaço de Hilbert de duas dimensões. Para

descrevê-lo de uma forma geral é necessário que a soma dos módulos dos quadrados das

probabilidades seja igual a unidade. Isso implica dizer, que o qubit precisa ter um vetor

estado normalizado. Assim, um qubit pode ser expresso como

13



2 Transferência de Estados Quânticos 14

|ψ〉 = cos

(
θ

2

)
|0〉+ eiφ sin

(
θ

2

)
|1〉 , (2.1)

Onde o |0〉 e o |1〉 são as bases em que o qubit é expresso. Ademais θ e φ são variáveis

reais compreendidas nos seguintes intervalos, 0 ≤ θ ≤ π e 0 ≤ φ ≤ 2π.

Partindo de (2.1) é posśıvel representar os estados de um qubit geometricamente,

fazendo uso de coordenadas esféricas para uma esfera de raio r = 1. Nessa interpretação,

cada ponto na superf́ıcie da esfera representa um qubit, esta representação é chamada de

esfera de Bloch.

Um dos meios de se obter a TEQ é pela dinâmica de um canal quântico, este canal tem

uma de suas extremidades conectada a um emissor onde a informação é codificada em um

qubit estacionário em sua localização e outra extremidade conectada a um receptor, disso,

pode-se investigar se a evolução temporal recupera a informação (colocada no emissor)

no receptor.

As cadeias de spins −1/2 são extensivamente investigadas para realizar este tipo de

protocolo da TEQ com bom desempenho [24, 25]. S. Bose (F́ısico Indiano) foi um dos

primeiros a propor o uso de uma cadeia de spins para servir como um canal e alcançar

a transferência de estados através da dinâmica, sob um Hamiltoniano adequado para a

comunicação em distâncias relativamente curtas [20, 26, 27]. Esse modelo tem uma proe-

minência com relação aos demais, uma vez que, apropria-se da dinâmica natural do canal

para a realização do transporte da informação, portanto, existe uma redução na necessi-

dade de controlar o sistema. Para que isso seja efetivado usa-se o qubits estacionário.

É sabido que, a complexidade da dinâmica de um sistema é proporcional ao seu ta-

manho quando o acoplamento entre os spins ocorre de forma natural [27]. Uma forma

de resolver este “problema”é projetar os acoplamentos da cadeia de spin de forma que

sua dinâmica alcance a TEQ e a geração de emaranhamento de forma a não depender do

tamanho do sistema [27,28].

Alguns autores propuseram uma maneira relativamente simples de obter a TEQ de

forma perfeita (ou quase perfeita) em uma cadeia de spin finita com interação de longo

alcance. A ideia é criar um esquema de otimização que se aproxime do comportamento

ideal e que mantenha a força de interação ainda razoavelmente alta, onde emissor e re-

ceptor são destacados do resto da cadeia [23, 29]. Este procedimento é escalonável com

o tamanho do sistema. Os resultados mostraram que a fidelidade se torna invariante na
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2 Representação do Modelo 15

escala do sistema e o tempo de transferência independe do número de spins e ambos se

aproximam dos valores ideais [23, 29]. É importante notar que há um grande esforço no

meio cient́ıfico com relação as pesquisas na investigação de novos protocolos que aumen-

tem a qualidade da TEQ [29]. Recentemente, a TEQ de um qubit foi investigada em

um modelo anisotrópico Heisenberg XXZ, em redes 1d, 2d e 3d, onde os acoplamentos

seguem a lei de potência com um expoente variável e com emissor e receptor simetrica-

mente acoplados [22]. Para o caso de redes regulares, verifica-se que a fidelidade aumenta

com o aumento da dimensionalidade da rede para sistemas suficientemente grandes e o

aumento da fidelidade é mais claro para sistemas com interações de longo alcance em

redes unidimensionais [22]. Também foi demonstrado que as interações de longo alcance

sofrem menos com o distúrbio induzido pela temperatura do que aquelas com interação

de curto alcance [22].

Além disso, outros autores [30] sugerem um método de TEQ rápido em uma cadeia

Su-Schrieffer-Heeger (SSH). A proposta do protocolo consiste basicamente em fazer uma

mudança rápida no estado da fronteira topológica com o ajuste fino das interações com os

vizinhos mais próximos. A robustez deste protocolo contra distúrbios não correlacionados

e correlacionados é investigada. Os resultados mostraram que ao inserir uma desordem

espacial de correlação há um aumento na robustez do protocolo [30].

O papel do transtorno em protocolos de TEQ tem grande importância e tem sido ex-

tensivamente investigado por vários pesquisadores. Um dos estudos mostra que o distúrbio

correlacionado melhora a transmissão de forma bastante significativa, quando comparado

ao distúrbio não correlacionado, desde que o grau de correlação seja forte o suficiente. Em

contraste, os tempos de transferência são longos [15, 24]. No geral, a maioria dos estu-

dos nesta perspectiva têm mostrado que alguns protocolos de comunicação são robustos,

desde que a perturbação não ultrapasse um determinado limite [24,31].

2.2 Representação do Modelo

O modelo considerado nesta dissertação, para a análise da TEQ é um modelo uni-

dimensional que possui ao total N + 2 sites, constitúıdo por um emissor S conectado a

um receptor R através de um canal com N sites. Em nosso modelo, o canal tem uma

distribuição de desordem não correlacionada nos termos diagonais e um decaimento ex-
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2 Representação do Modelo 16

ponencial nos termos de energia de hopping. Fenômenos semelhantes ao abordado nesta

dissertação frequentemente estão presentes em sistemas f́ısicos. Um exemplo disso foi

citado no final da seção 1.3, quando falamos das interações mútuas de part́ıculas em sis-

temas sólidos e/ou metálicos. No nosso modelo, o śıtio S (1) e o śıtio R (N + 2) não

participam do decaimento exponencial, eles estão conectados apenas aos śıtios 2 e N + 1,

respectivamente, como mostra a fig.(2.1).

Figura 2.1: Fonte S e Receptor R Ligados ao Canal Pela Energia g. A energia Dentro do

Canal é T

As energias nos sites que representam a fonte S e o receptor R são εS=εR=ω. O g

é o termo de hopping que liga a fonte e o receptor ao canal. E T é o termo de hopping

dentro do canal. É importante saber que g < T . Agora, podemos escrever o Hamiltoniano

completo deste sistema, que toma a seguinte forma:

H = εS|1〉〈1|+εR|N + 2〉〈N + 2|+g(|1〉〈2|+|N + 2〉〈N + 1|+c.c)

+
N+1∑
n=2

εn|n〉〈n|+
N+1∑
n=2
m=3
n 6=m

(Tn,m|n〉〈m|+c.c) (2.2)

Os dois últimos termos do segundo membro da Eq.(2.2) é o Hamiltoniano do canal.

Observe que as energias on-sites εn no canal são números aleatórios não correlacionados

distribúıdos uniformemente dentro do intervalo [−W/2,W/2] e os termos de energia de

hopping Tn,m no canal decaem exponencialmente com

Tn,m = exp [−ν|1− dn,m|], (2.3)

onde dn,m = |n − m| com n 6= m são as distâncias entre os śıtios vizinhos e ν é o

fator de decaimento. Em particular, os termos de hopping para os primeiros vizinhos
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são Tn+1,m = Tn,m+1 = 1. Temos também que g << 1, isto é, o emissor e o receptor

estão fracamente ligados ao canal. A Eq.(2.2) pode ser reescrita analiticamente na forma

matricial. Por razões de simplificação, vamos considerar N = 4 (N representa apenas o

número de śıtios do canal, o número total de śıtios do sistema é dado por N + 2), logo

teremos uma matriz 6× 6, neste exemplo fez-se ν = 1, assim temos:

H =



εs g 0 0 0 0

g ε2 1 e−1 e−2 0

0 1 ε3 1 e−1 0

0 e−1 1 ε4 1 0

0 e−2 e−1 1 ε5 g

0 0 0 0 g εR


(2.4)

A Eq.(2.4) representa de forma mais clara o problema em questão. Trata-se de uma

matriz quadrada e Hermitiana. Observe que o decaimento exponencial na energia cinética

(hopping) não se limita aos primeiros vizinhos. Note também que quando o fator de

decaimento ν é pequeno a função exponencial decai lentamente, mas quando ν é grande

há um decaimento muito rápido.

2.3 Participação e Fidelidade

Usando o método de diagonalização exata do Hamiltoniano do problema, descrito

anteriormente (2.2), é posśıvel obter os autovetores e os autovalores correspondentes, e a

partir deles torna-se fact́ıvel calcular duas medidas importantes para a análise da TEQ,

que são a Participação e a Fidelidade.

Como dito, é posśıvel analisar as propriedades de localização do canal através do

número de Participação, que pode ser compreendido como algo da ordem do número de

átomos que participa do pacote de onda, matematicamente, P (E) pode ser definida como:

P (Ej) =

[∑
k

(zjk)
4

]−1

, (2.5)

onde {zjk} representa o autovetor associado ao autovalor Ej.

É importante salientar que para estados estendidos o número de participação diverge

proporcional a N . Podemos mostrar isso de forma bem simples: Considere um estado

Instituto de F́ısica - UFAL



2 Participação e Fidelidade 18

estendido cuja as amplitudes zjk sejam todas idênticas (zjk = z0); desta feita, sabendo que∑
k|z

j
k|2= 1 e temos que,

∑N
k=1|z

j
k|2=

∑N
k=1|z0|2= 1, ou seja, z0 = 1/

√
N ; substituindo

zjk = z0 = 1/
√
N na Eq.(2.5) temos que P (Ej) =

∑N
k−1(1/

√
N)4, isto é, P (Ej) = N . Por

outro lado, para os estados localizados, P (Ej) é uma constante, cujo valor é menor que

o tamanho do sistema. Outro ponto importante a ser analisado é a dinâmica eletrônica

dependente do tempo ao longos da cadeia, já que o nosso principal interesse neste trabalho

é avaliar a eficiência da TEQ ao longo do canal, ou seja, da fonte S ao receptor R.

Outra medida importante é a Fidelidade média da transferência de estados, que para

ser calculada é necessário conhecermos o módulo da função de onda no śıtio N + 2.

Para encontrarmos este valor numérico, precisamos resolver numericamente a equação de

Schrödinger dependente do tempo. Ou seja, a medida da Fidelidade exige o conheci-

mento da dinâmica de um pacote de onda inicialmente localizado na fonte (śıtio S) do

modelo. A evolução deve ocorrer para um tempo longo e aferir o estado quântico que con-

segue “chegar” no śıtio R (no receptor). Com base nisto, a solução numérica da equação

de Schrödinger dependente do tempo representa o passo fundamental para o cálculo da

Fidelidade da TEQ.

Uma forma elegante para se resolver numericamente a equação de Schrödinger é encon-

trar numericamente a dinâmica de um estado quântico e calcular o operador de evolução

temporal [32]. Uma de suas vantagens é a precisão numérica, uma vez que o processo é

formalmente exato, entretanto, uma das dificuldades é a limitação computacional, pois

o cálculo exige a diagonalização total do Hamiltoniano do problema. Portanto, como

já discutimos anteriormente, este procedimento é bastante limitado. Vamos construir a

teoria de maneira geral, considerando um problema geral em Mecânica Quântica com

Hamiltoniano H. Formalmente, a evolução temporal do estado quântico deste sistema é

dada por:

|Ψ(t)〉 = e−iH
t
h̄ |Ψ(0)〉 , (2.6)

onde |Ψ(0)〉 é o estado no tempo t = 0 e e−iH
t
h̄ é o operador de evolução temporal do

problema. Considere que os estados |Ψ(t)〉 e |Ψ(0)〉 podem ser expandidos na base de

orbitais |n〉 como:

|Ψ(t)〉 =
∑
n

cn(t) |n〉 (2.7)
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e

|Ψ(0)〉 =
∑
n

cn(0) |n〉 (2.8)

podemos então encontrar uma relação simples entre cn(t) e cn(0), para isso, façamos a

substituição da Eq.(2.7) e (2.8) na Eq.(2.6), ficando com:

∑
n

cn(t) |n〉 = e−iH
t
h̄

∑
n

cn(0) |n〉 . (2.9)

Salientamos que {|n〉} é uma base do espaço de Hilbert do sistema de interesse, assim,

podemos usar {|n〉} para escrever uma representação matricial de H e/ou expandir os seus

autovetores. Seja então |E〉 um autovetor de H (e portanto, H |E〉 = E |E〉), podemos

escrever

|E〉 =
∑
n

zEn |n〉 . (2.10)

Usando {|E〉} para expandir o estado inicial, ou seja,

|ψ(0)〉 =
∑
E

[〈E|ψ0〉] |E〉 (2.11)

|ψ(0)〉 =
∑
n,m
E

[
zE

∗

m cn(0)
]

(〈m|n〉) |E〉 .

Admitindo que H é real e Hermitiano e que 〈m|n〉 = δm,n, temos

|ψ(0)〉 =
∑
n,E

zEn cn(0) |E〉 (2.12)

|ψ0(0)〉 =
∑
E

[∑
n

zEn cn(0)

]
|E〉 . (2.13)

Assim, podemos usar |ψ(t)〉 = e−
iHt
h̄ |ψ(0)〉 para fazer a evolução temporal:

|ψ(t)〉 = e−
iHt
h̄

∑
E

[∑
n

zEn cn(0)

]
|E〉 (2.14)

e lembrando que e−
iHt
h̄ |E〉 = e−

iEt
h̄ |E〉, a evolução temporal fica

|ψ(t)〉 =
∑
E

[∑
n

zEn cn(0)

]
e−

iEt
h̄ |E〉 . (2.15)
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Sabendo que |ψ(t)〉 =
∑

n cn(t) |n〉 e que |E〉 =
∑

m z
E
m |m〉, temos

∑
n

cn(t) |n〉 =
∑
E

[∑
n

zEn cn(0)

]
e−

iEt
h̄

∑
m

zEm |m〉 . (2.16)

Fazendo Z(E) =
∑

n z
E
n cn(0), temos∑

n

cn(t) |n〉 =
∑
E,m

Z(E)zEme
− iEt

h̄ |m〉 . (2.17)

No lado direito, podemos eliminar um somatório fazendo a mudança de variáveis m→ n.

Logo, a função de onda eletrônica dependente do tempo t no site n pode ser obtida usando

a seguinte equação:

cn(t) =
∑
E

Z(E)zEn e
− iEt

h̄ , (2.18)

como já foi mencionado anteriormente, este procedimento tem uma grande precisão numérica

dentro do contexto da conservação da norma da função de onda. Por outro lado, o proce-

dimento exige a diagonalização total do Hamiltoniano e este procedimento tem um custo

computacional em geral um pouco “caro”. Dentro do contexto do modelo de Anderson

1D este formalismo é interessante considerando cadeias pequenas com N � 10000 por

exemplo.

Como já mencionamos, o módulo da função de onda no receptor (R = N + 2) pode

ser usado para obtermos uma função de grande interesse, que é a Fidelidade. É a partir

desta função que conseguimos identificar o quanto o arraste do estado “colocado” em S

ocorreu com boa fidelidade em R, isto é, o quanto o estado em S é compat́ıvel com o

estado em R.

Para chegarmos na expressão matemática da Fidelidade, vamos considerar o seguinte

caso, Alice (emissor) coloca um estado desconhecido no śıtio localizado em uma das ex-

tremidade de uma cadeia de spin, como:

|ψ〉 = cos
θ

2
|0〉+ eiφ sin

θ

2
|1〉 , (2.19)

Bob (receptor) quer recuperar este estado na outra extremidade da cadeia, de forma a ser

o mais próximo posśıvel do estado inicial. Para isso, deve-se esperar um tempo espećıfico

até que o estado inicial evolua para um estado final. O estado na extremidade de Bob,

em geral, é misto e pode ser obtido aplicando o traço dos estados de todos os outros spins
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de |ψ〉.

ρout(t) = P (t) |ψout(t)〉 〈ψout(t)|+ [1− P (t)] |0〉 〈0| , (2.20)

sendo

ψout(t) =
1√
P (t)

(
cos

θ

2
|0〉+ eiφ sin

θ

2
fNs,r(t) |1〉

)
, (2.21)

e

P (t) = cos2 θ

2
+ sin2 θ

2
|fNs,r(t)|2 (2.22)

e também

fNs,r(t) = 〈r| exp {−iHGt} |s〉. (2.23)

Vamos supor agora que Bob vai pegar o r-ésimo spin em um tempo predeterminado t = t0.

A Fidelidade de comunicação quântica através da média sob todo o estado de entrada

pura (|ψin〉) na esfera de Bloch é dada por:

F =
1

4π

∫
〈ψin| ρout(t0) |ψin〉 dΩ (2.24)

Resolvendo:

〈ψin| ρout(t0) |ψin〉 = P (t0) 〈ψin|ψout(t0)〉 〈ψout(t0)|ψin〉+ 〈ψin[1− P (t0)] |0〉 〈0|ψin〉|

〈ψin| ρout(t0) |ψin〉 = P (t0) 〈ψin|ψout(t0)〉 〈ψout(t0)|ψin〉+〈ψin|0〉 〈0|ψin〉−P (t0) 〈ψin|0〉 〈0|ψin〉.

Podemos agora, separa esse último termo em três partes, da seguinte forma:

(1) = P (t0) 〈ψin|ψout(t0)〉 〈ψout(t0)|ψin〉 (2.25)

(2) = 〈ψin|0〉 〈0|ψin〉 (2.26)

(3) = −P (t0) 〈ψin|0〉 〈0|ψin〉 (2.27)

calculando cada termo separadamente, ou seja:

〈ψin|ψout(t0)〉 =

[
cos

θ

2
〈0|+ e−iφ sin

θ

2
〈1|
]

1√
P (t0)

(
cos

θ

2
|0〉+ eiφ sin

θ

2
fNr,s(t0) |1〉

)
,

(2.28)
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que fica:

〈ψin|ψout(t0)〉 =

[
cos2 θ

2
+ sin2 θ

2
fNr,s(t0)

]
1√
P (t0)

, (2.29)

temos também que:

〈ψout(t0)|ψin〉 =
1√
P (t0)

[
cos2 θ

2
+ sin2 θ

2
(fNr,s(t0))∗

]
. (2.30)

Agora podemos reescrever (1), (2) e (3) como se segue:

(1) = cos4 θ

2
+ cos2 θ

2
sin2 θ

2
(fNr,s(t0))∗ + cos2 θ

2
sin2 θ

2
fNr,s(t0) + sin4 θ

2
|fNr,s(t0)|2, (2.31)

(2) = cos2 θ

2
(2.32)

e

(3) = −P (t0) cos2 θ

2
= − cos4 θ

2
− cos2 θ

2
sin2 θ

2
|fNr,s(t0)|2. (2.33)

Com essas expressões, podemos agora obter uma relação matemática para a Fidelidade,

vejamos:

1

4π

∫
〈ψin| ρout(t0) |ψin〉 dΩ =

1

4π

∫
cos4 θ

2
+ cos2 θ

2
sin2 θ

2
(fNr,s(t0))∗ + cos2 θ

2
sin2 θ

2
fNr,s(t0)+

+ sin4 θ

2
|fNr,s(t0)|2+ cos2 θ

2
− cos4 θ

2
− cos2 θ

2
sin2 θ

2
|fNr,s(t0)|2dΩ

(2.34)

como
∫
dΩ =

∫ 2π

0

∫ π
0

sin θdθdφ, e na expressão acima só existe dependência com θ, temos

que a integral em φ = 2π, logo temos:

1

4π

∫
〈ψin| ρout(t0) |ψin〉 dΩ =

2π

4π

∫ π

0

cos2 θ

2
sin2 θ

2
sin θ(fNr,s(t0))∗ + cos2 θ

2
sin2 θ

2
sin θfNr,s(t0)+

+ sin4 θ

2
sin θ|fNr,s(t0)|2+ cos2 θ

2
sin θ − cos2 θ

2
sin2 θ

2
sin θ|fNr,s(t0)|2dθ

(2.35)

resolvendo as integrais acima, temos que:

1

4π

∫
〈ψin| ρout(t0) |ψin〉 dΩ =

1

2

[
1

3

(
fNr,s(t0)

)∗
+

1

3
fNr,s(t0) +

2

3
|fNr,s(t0)|2+1− 1

3
|fNr,s(t0)|2

]
(2.36)
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ou ainda

1

4π

∫
〈ψin| ρout(t0) |ψin〉 dΩ =

1

6

[
fNr,s +

(
fNr,s(t0)

)∗]
+

1

2
+

1

6
|fNr,s(t0)|2. (2.37)

Agora vamos dar ênfase ao primeiro termo da Eq.(2.37)

∆ = |fNr,s(t0)|2ei∗arg(fNr,s(t0)) + |fNr,s(t0)|e−i∗arg(fNr,s(t0)) (2.38)

∆ = |fNr,s(t0)|
[
ei∗arg(fNr,s(t0)) + e−i∗arg(fNr,s(t0))

]
(2.39)

∆ = 2|fNr,s(t0)|cos
(
arg(fNr,s(t0))

)
(2.40)

e enfim reescrever a Eq.(2.37) na forma:

1

4π

∫
〈ψin| ρout(t0) |ψin〉 dΩ = F =

1

3
|fNr,s(t0)|cos

(
arg(fNr,s(t0))

)
+

1

2
+

1

6
|fNr,s(t0)|2 (2.41)

ou ainda,

F =
1

3
|fNr,s(t0)|cos γ +

1

2
+

1

6
|fNr,s(t0)|2, (2.42)

note que fizemos γ = arg
[
fNr,s(t0)

]
na Eq.(2.41) para obtermos a Eq.(2.42).

Para o modelo em estudo neste trabalho, |fNr,s(t0)|≡ |cN+1(t)| que é o módulo da função

de onda no śıtio N + 2 (receptor). Outra observação importante é que em uma média

temporal o cos γ não é relevante, por isso ele pode ser desconsiderado, e ficamos apenas

com:

F (t) =
1

2
+
|cN+2(t)|

3
+
|cN+2(t)|2

6
, (2.43)

Vamos nos concentrar na fidelidade máxima Fmax = max{F (t)} alcançada em um

determinado intervalo, pois a escala de tempo da dinâmica do sistema varia de forma

significativa de amostra para amostra. No nosso cálculo, usamos um intervalo de tempo

t > 5× 105 unidades e cerca de 100 realizações de desordens distintas para calcular Fmax.

Sempre que a TEQ ocorre com boa eficiência a função Fmax torna-se próxima da unidade

Fmax ≈ 1. No entanto, se a TEQ não ocorre temos Fmax = 0.5.

2.4 Resultados

Começamos nossos cálculos medindo a Densidade de Estados (DOS), que pode ser

compreendida, basicamente como sendo um histograma da quantidade de estados em
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torno de cada região de energia. A importância de calcular a (DOS) vem do fato de que

tradicionalmente ela nos dá algumas informações importantes do sistema em estudo. Uma

das informações relevantes, por exemplo, é a largura do espectro de energias posśıveis (ou

seja, a largura da Banda de estados permitidos). Se a Densidade de Estados for zero

para uma dada energia, isso implica que, nesta energia, em particular, não temos estados

f́ısicos reais mensuráveis; por outro lado, se a (DOS) é grande, isso implica que naquela

região existe uma grande quantidade de estados. Disso, extráımos que, o Hamiltoniano

pode ter muitos estados em uma determinada energia e poucos estados em outra.

Outra informação importante que ela nos fornece é que quando os estados são loca-

lizados, a DOS apresenta um comportamento ruidoso (há presença de rugosidade); já

quando os estados são estendidos essa rugosidade diminui. Assim, essa é outra medida

indireta que podemos obter do cálculo da Densidade de Estados. Entretanto, esta abor-

dagem de aferir a rugosidade da densidade de estados e assim caracterizar a natureza

dos estados nem sempre é posśıvel. Principalmente em sistemas com desordem forte e/ou

baixa dimensionalidade. A expressão matemática para Densidade de Estados é definida

da seguinte forma:

DOS =
∑
Ej

δ(E − EJ). (2.44)

Salientamos que o cálculo da DOS representado na fig. (2.2) é obtido seguindo a se-

guinte estratégia: para cada valor espećıfico de ν diagonaliza-se o Hamiltoniano do canal

para N = 500 com um grande número de médias; em seguida guardamos as auto-energias

(todos os autovalores). Depois, é feito um histograma dessas energias, que é um tipo de

contagem de estados em janelas de energia, ou seja: dividimos um dado intervalo de ener-

gias ( por exemplo uma região de −6 à 6) em pequenos intervalos (“janelinhas” de valor

∆E = 0.1) e contamos quantos daqueles autovalores cáıam em cada “janelinha”. Feito

isso, basta normalizar este histograma e tem-se a DOS. Em nossos cálculos, consideramos

ν= 0.5, 1, 2, 4, 8, 16, W = 1. Em nossos resultados para a DOS (fig.2.2), em linhas gerais,

podemos detectar a largura do espectro, entretanto, não foi posśıvel observar grandes

diferenças no grau de rugosidade ao longo do espectro. Note que, quando fazemos ν = 0.5

o espectro de E fica contido aproximadamente no intervalo [−2, 6]. Quando escolhemos

ν = 16 o espectro de E fica contido dentro do intervalo [−2, 2] (aproximadamente). Nossa

conclusão deste resultado é que a medida que ν cresce recuperamos a DOS de um modelo
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Figura 2.2: Densidade de Estados (DOS) versus Energia (E) para ν=0.5,1,2,4,8,16

e W = 1

de Anderson tradicional com hopping de primeiros vizinhos. Em resumo, os resultados

mostrados na fig.(2.2) indicam que, para ν grande, isto é ν � 1, o canal se torna uma

cadeia unidimensional padrão com hopping de primeiros vizinhos; por outro lado, para pe-

quenos valores de ν, a DOS exibe um perfil assimétrico semelhante ao obtido em modelos

com decaimento em lei de potência, nos termos de hopping.

Uma vez que compreendemos quais são os espectros de energias permitidos neste

modelo, bem como sua dependência com o parâmetro ν vamos agora mostrar nossos

resultados à cerca da participação. A participação, definida na Eq.(2.5), é obtida para

cada auto-estado (ou seja, cada auto-energia Ej terá sua participação Pj). Um estudo

mais detalhado acerca do comportamento da participação pode ser feito usando a chamada

Participação Média (P (E)). O cálculo desta grandeza pode ser feito através do seguinte

procedimento: para um dado valor de N e ν calculamos o conjunto de valores Pj (para

j = 1, ..., N) associado com os respectivos autovalores Ej (para j = 1, ..., N). Para

calcular a participação média é importante calcular o conjunto Pj para diversas amostras

distintas (ou seja usar diversas médias M); desta feita, a quantidade de dados então, será
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Figura 2.3: Número Médio de Participação (P (E)) versus Energia (E) Para ν =

0.5, 1, 2, 4, 8 e 16 Com W = 1.

um grande conjunto contendo N ∗M dados de Pj. A participação média é então calculada

usando a seguinte fórmula(2.45):

P (E) =
∑

|E−Ej |<∆E

Pj(Ej)

NE

(2.45)
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Figura 2.4: Número Médio de Participação (P (E)) versus Energia (E), para ν =

0.5, 1, 2, 4, 8 e 16 Com W = 2.

Em geral usamos ∆E = 0.1, onde NE é número de estados com energia entre E−∆E

e E + ∆E. Essa definição de P (E) representa o comportamento médio da participação

para os auto-estados com energia em torno de uma energia E. A ideia é pegar uma dada

“janelinha” de energia em torno de E e calcular a P (E) dos auto-estados que ficam nas
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Figura 2.5: Participação Média Máxima (Pmax) versus N Para ν = 0.5 e W = 1

proximidades. Isso é uma maneira de conhecermos efetivamente qual é o valor médio da

participação em torno de uma dada energia. Fazer isso torna-se vantajoso, pois a medida

calculada é uma função suave, além disso, torna a análise de escala mais simples. Nos

experimentos computacionais, foi posśıvel calcular o número de Participação sobre uma

média de mais de 300 experimentos distintos de desordem.

Nossos cálculos foram feitos para N = 600, 1200, 2400, 4800 com ν = 0.5, 1, 2, 4, 8, 16,

W = 1 (fig.2.3) e W = 2 (fig.2.4), εS = εR = 0 e g = 0.01 (ver fig. (2.3)). A priori, nossos

resultados sugerem que para ν grande, o número de participação exibe um comporta-

mento semelhante ao observado em modelos desordenados de um elétron em um sistema

unidimensional, ou seja, apresentam resultados compat́ıveis com a teoria de localização

de Anderson [8]. Nesta situação, onde ν é grande, podemos observar que P (E) tem

uma dependência com N bem fraca (é praticamente independente de N). Este resultado

(P (E) ∝ N0) é uma clara assinatura da localização de Anderson em sistemas desorde-

nados de baixa dimensionalidade. No limite termodinâmico (N → ∞) o sistema tem

estados com comprimento de localização finito, ou seja, estados localizados. No entanto,

para ν pequeno (ν = 0.5, 1.0), podemos observar que o número de Participação, além de
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Figura 2.6: Fidelidade Máxima versus Energia na Fonte e no Receptor (ω) para N = 100,

com ν = 0.5, 1, 2, 4, 8 e g = 0.01

apresentar agora um perfil assimétrico, também se torna um pouco mais dependente de

N . Podemos analisar, por exemplo, para W = 1, a região de energias em torno de E = 3.5

(observando o caso ν = 0.5 por exemplo). Podemos observar que P (E) cresce a medida

que N cresce. Este resultado claro, tem que ser avaliado com certos cuidados. O cresci-

mento de P (E) para alguns tamanhos, em geral, não é conclusivo acerca da natureza dos

auto-estados. Ou seja, este crescimento observado não é um diagnóstico definitivo acerca

da natureza (estendida ou localizada) dos estados em torno de E = 3.5. Para fazer este

diagnóstico e classificar os estados de forma correta é necessário fazer um estudo mais

detalhado. Uma avaliação inicial deste comportamento pode ser feita através da análise

de tamanho finito de P (E) em torno de E = 3.5 (ou seja, vamos focar na dependência

da participação máxima (Pmax = P (E ≈ 3.5) com o tamanho da cadeia). Esta análise

foi feita considerando, inclusive tamanhos maiores do que os tamanhos usados na figura

(2.3). A figura (2.5) mostra nossa análise considerando N = 600 até 19200. Para ob-

ter esta figura fizemos uma diagonalização parcial do Hamiltoniano do canal em torno

de E = 3.5. O procedimento de diagonalização parcial foi interessante, pois apressou o

cálculo e também possibilitou chegar em tamanhos maiores. Usamos o pacote de álgebra

linear (LAPACK) para fazer esta diagonalização parcial. Dentro de nossos cálculos po-

demos ver, por meio da fig. (2.5), que a participação máxima cresce com N seguindo

a tendência Pmax ≈ log(N)/N0.1. Com base nesta análise, podemos concluir que este
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Figura 2.7: Máximo Valor de Fidelidade para cada valor de desordem W .

modelo não contém estados estendidos no limite termodinâmico. Nossa análise revela

que, devido ao efeito do decaimento exponencial do hopping no limite de ν pequeno, o

número de participação exibe um pequeno aumento, indicando um enfraquecimento da

localização. Entretanto, no limite termodinâmico Pmax/N tende a zero quando N →∞.

Este comportamento é uma clara assinatura de estados localizados. Entretanto, o compri-

mento de localização cresce se comparado com o caso com hopping de primeiros vizinhos.

Este crescimento, mesmo que lento, pode ser relevante dentro do contexto de transferência

de estados quânticos.

Uma vez que entendemos as propriedades de localização do canal desordenado com

hopping exponencial vamos iniciar nossos estudos acerca da Transferência de Estados

Quânticos. Salientamos novamente que a Fidelidade é calculada através da evolução

temporal do pacote de onda inicialmente localizado no site S (n = 1). A fidelidade

máxima é então obtida para tempos longo utilizando a intensidade da função de onda no

śıtio R. Na fig. (2.6), mostramos nossos resultados para a fidelidade máxima Fmax versus

ω (lembrando que ω é a energia dos śıtios S e R). Os cálculos foram feitos considerando
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Figura 2.8: Fidelidade Máxima versus Energia na Fonte e no Receptor (ω) para N = 100,

W = 1, ν = 0.5 e g = 0.8, 0.4, 0.2, 0.1, 0.05

N = 100, g = 0.01, ν = 0.5, 1, 2, 4, 8,W = 1 e W = 2. Nossos cálculos indicam que para

ν grande, a transferência de estados quânticos ao longo deste canal está completamente

ausente. A fidelidade máxima é apenas um pouco maior que 0.5, indicando a ausência

total de TEQ. Para ν com valores em torno de 0.5 e 1, nossos cálculos indicam Fmax ≥ 0, 9

em torno de ω ≈ 3, 5. Este resultado sugere a possibilidade de transferência de estado

quântico dentro desta região. Podemos observar que nesta região de energias (E ≈ 3.5)

e ν ≤ 1, nossos cálculos da participação média indicaram um aumento do número de

participação em torno desta mesma energia (ω ≈ 3, 5). Ou seja, esta região do espectro

onde o sistema apresenta grau de localização um pouco mais fraco também apresenta uma

TEQ com boa fidelidade. Observamos também que este resultado foi obtido na região de

desordem fraca (W = 1 e 2). Para desordem forte (W >> 1), a fidelidade máxima obtida

foi baixa. Na figura 2.7 nós tratamos a máxima fidelidade ao longo da banda < F >max

versus W para ν = 0.5, 1, 1.5. A quantidade < F >max foi calculada da seguinte forma:

Para cada valor de ν e W calculamos a curva Fmax × ω. O valor < F >max corresponde
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ao máximo valor de Fmax dentro os valores de ω utilizados. Podemos observar que para

W ≤ 1.5 a fidelidade tem valores próximos de 0.9 (boa fidelidade). Para W >> 1 a

fidelidade cai bastante impossibilitando a Transferência de Estados Quânticos (TEQ).

Uma última análise que precisamos apresentar tem relação com o acoplamento entre a

fonte S e o receptor R e o canal (ou seja, o valor de g). Na figura 2.8 temos o gráfico da

fidelidade máxima (Fmax) versus ω para ν = 0.5, W = 1 e diversos valores de g. Podemos

observar claramente que a medida que crescemos o valor de g a fidelidade tende a diminuir.

Este resultado está em boa concordância com os resultados obtidos nas referências [24,33].

O crescimento de g de fato dificulta o protocolo de transferência de estados entre S e R

pois efetivamente acaba misturando os estados em S e R com os estados no canal [24].

Estes resultados sugerem que canais com termos de hopping t́ıpicos de longo al-

cance, mesmo contendo decaimento exponencial, podem apresentar transporte de estados

quânticos com boa fidelidade. A grande dificuldade neste protocolo de transferência de

estados quânticos é a sensibilidade para a desordem. Em nossos resultados observamos

que para valores de desordem W pequenos (ou seja, bem menores que a largura t́ıpica

de banda ) o sistema pode ter fidelidade próxima de 0.9 (boa transferência); entretanto,

para desordem intermediária ou forte a fidelidade cai absurdamente.
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Caṕıtulo 3

Conclusão e Perspectivas

Nesta dissertação, nosso principal objetivo foi analisar a eficiência da Transferência de

Estados Quânticos (TEQ) em um sistema desordenado com hopping decaindo exponen-

cialmente. Para isso, consideramos um sistema unidimensional constitúıdo por um total

de N + 2 átomos. Em nossa abordagem, temos uma fonte S e um receptor R acoplados

por um canal com N átomos. O canal possui uma distribuição de desordem diagonal

não correlacionada, como mostra a Eq.(2.4), e um decaimento exponencial nos termos

de hopping, definido pela Eq.(2.3). Utilizamos o método de diagonalização exata para

diagonalizar o Hamiltoniano (2.2) e calculamos: Densidade de Estados (DOS), Número

Médios de Participação (PE), Participação Média Máxima (Pmax), Fidelidade Máxima

(Fmax) e Máximo Valor de Fidelidade (< F >max).

Em nossos resultados para a DOS (fig.2.2) foi posśıvel detectar a largura do espectro.

Entretanto, não foi posśıvel observar grandes diferenças no grau de rugosidade ao longo

do espectro (ou seja, não foi posśıvel detectar estados localizados e/ou estendidos no canal

usando o cálculo da DOS). Nossa conclusão deste resultado é que a medida que ν cresce

recuperamos a DOS de um modelo de Anderson tradicional com hopping de primeiros

vizinhos. Por outro lado, para ν pequeno, a DOS exibe um perfil assimétrico semelhante

ao obtido em modelos com decaimento em lei de potência nos termos de hopping [16, 34]

Nossos resultados para a participação sugerem que para ν grande, o número de parti-

cipação exibe um comportamento semelhante ao observado em modelos desordenados de

um elétrons em um sistema unidimensional. Ou seja, para nu grande, nossos resulta-

dos indicam que os auto-estados são localizados seguindo um tendência semelhante aos

resultados encontrados dentro do formalismo proposto por Anderson [3, 8]. Para ν pe-
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queno, conclúımos que o número de participação apresentou um perfil mais assimétrico, e

mostrou-se mais dependente de N (cresce a medida que N cresce). Esse crescimento não

é algo 100% conclusivo sobre a natureza dos estados serem ou não estendidos, ou locali-

zados em torno de uma determinada energia (em nosso caso (E = 3.5). Para isso, fizemos

a medida de Pmax (fig.(2.5)), dentro dos nossos cálculos, houve um crescimento da parti-

cipação máxima da forma: Pmax ≈ log(N)/N0.1. E assim,conclúımos que este modelo não

contem estados estendidos no limite termodinâmico. Devido ao efeito de decaimento ex-

ponencial no limite de ν pequeno o número de participação exibiu um pequeno aumento

indicando um enfraquecimento da localização. Mas no limite termodinâmico, Pmax/N

tende a zero quando N → ∞ logo, este comportamento sugere que os estados sejam lo-

calizados. Entretanto, apesar dos estados serem de fato localizados, podemos observar

que, para desordem fraca e decaimento exponenciai lendo no termo de hopping, o compri-

mento de localização apresentou um pequeno crescimento. Este crescimento favoreceu a

transferência de estados quânticos em sistemas com dimensões próximas do comprimento

de localização.

No calculo da fidelidade (fig.(2.6)), conclúımos que para ν grande a TEQ através do

canal está completamente ausente, no entanto, para ν com valores em torno de 0.5 e 1.0,

nossos cálculos indicaram Fmax ≥ 0.9 para energias em torno de ω ≈ 3, 5; este resultado

nos diz que existe TEQ dentro desta região. Por fim, na fig(2.7) avaliamos a dependência

desta fenomenologia de TEQ com a intensidade W da desordem. Calculamos a máxima

fidelidade dentro da banda em função de W . Nossos resultados indicam que para W ≤ 1.5

a fidelidade máxima posśıvel teve um valor próximo de 0.9 (que indica uma boa TEQ);

por outro lado, para W >> 1 a fidelidade cai bastante, impossibilitando a TEQ ao longo

do canal.

Em linhas gerais, nossos resultados indicam que, para desordem próxima do hopping de

primeiros vizinhos do canal, é posśıvel ter uma boa fidelidade no processo de transferência

se o decaimento exponencial for bem fraco. Nossos resultados indicam que modelos com

hopping de longo alcance e/ou hopping maiores do que primeiros vizinhos, podem ser

bons candidatos para experimentos/protocolos de transferência de estados quânticos, em

sistemas com fraca desordem. Um ponto relevante dentro das perspectivas para esta

modelagem é entender o papel de correlações na desordem e sua co-existência com hopping

de longo alcance. Outro aspecto relevante é entender o papel da dimensionalidade do

Instituto de F́ısica - UFAL



35

canal.
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