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Resumo

Fenomenos nao lineares, como instabilidade modulacional (IM) e auto-armadilhamento,
estao presentes em alguns sistemas fisicos tais como nas areas de 6ptica, condensado de
Bose-Einstein e fisica de plasma. Podemos observar IM em meios nao lineares com efeitos
dispersivos, ocorrendo quando adicionamos uma pequena perturbagao na amplitude da
funcao de onda e essa é amplificada. J& é estabelecido para uma cadeia sem saturacao
que o parametro de acoplamento nao linear critico acima do qual ocorre IM decai com o
inverso do tamanho da cadeia. Com isto, usando o modelo de Holstein, o nosso objetivo é
estudar a IM em um sistema nao linear unidimensional, com nao linearidade saturada.
Para investigarmos a natureza desse fendmeno, resolvemos numericamente a equagao de
Schrodinger nao linear discreta (ESNLD) com o auxilio do método numérico de Runge-
Kutta de oitava ordem. Em nossos calculos, fizemos uso da func¢ao participagao, uma
medida do grau de localizacao, e calculamos o médulo quadrado da funcao de onda,
para observarmos o seu perfil. Resolvemos analiticamente a equagao de Schrodinger
nao linear continua, onde fizemos uma estimativa tedrica para os valores criticos da nao
linearidade saturada. Encontramos que quando considerada a nao linearidade saturada,
o comportamento muda e esse parametro critico decai com um termo proporcional ao
inverso do tamanho da cadeia somado a outro termo que decai com o inverso do tamanho
da cadeia ao quadrado. Mostramos também que o aumento da saturacao promove o
deslocamento dos parametros criticos de intensidade da nao linearidade das transigoes ja
conhecidas no caso nao saturado.

Palavras-chave: Instabilidade Modulacional. Equacao Nao Linear de Schrodinger. Nao

Linearidade Saturada.



Abstract

Nonlinear phenomena, such as modulational instability (MI) and self-trapping, are present
in some physical systems such as in the areas of optics, Bose-Einstein condensate and
plasma physics. We can observe MI in nonlinear media with dispersive effects, occurring
when we add a small disturbance in the amplitude of the wave function and it is amplified.
It is already established for a chain without saturation that the critical non-linear coupling
parameter above which occurs MI decays with the inverse of the chain size. With this,
using the Holstein model, our goal is to study MI in a one-dimensional nonlinear system,
with saturated nonlinearity. To investigate the nature of this phenomenon, we solved
the discrete nonlinear Schrodinger equation (DNLSE) numerically with the aid of the
eighth-order numerical Runge-Kutta method. In our calculations, we used the participation
function, a measure of the degree of localization, and calculated the square module of
the wave function, to observe its profile. We solved the nonlinear continuous Schrodinger
equation analytically, where we made a theoretical estimative for the critical values of
the saturated nonlinearity. We found that when considering saturated nonlinearity, the
behavior changes and this critical parameter decays with a term proportional to the
inverse of the chain size plus another term that decays with the inverse of the chain size
squared. We also show that the increase in saturation promotes the displacement of the
critical parameters of intensity of the non-linearity of the transitions already known in the
unsaturated case.

Keywords: Modulational Instability. Nonlinear Schrédinger Equation. Saturated Non-

linearity.
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1 Introducao

A instabilidade modulacional (IM) é um fenémeno caracterizado pela amplificagao de uma
pequena perturbacao (ou ruido) que se encontra adicionado na amplitude da funcao de
onda. Ocorre em sistemas ondulatorios e nao lineares, onde efeitos dispersivos combinados

ao meio nao linear, pode causar IM.

Figura 1 — Evidencia experimental da IM em 4guas profundas. Profundidade de 7.6 m e
comprimento de onda fundamental de 2.2 m

Fonte: Retirada da referéncia (ZAKHAROV; OSTROVSKY, 2009).

Inicialmente, a IM foi investigada nos anos 60, onde estudos independentes surgiram
em hidrodindmica e em éptica nao linear, estes trouxeram resultados fisicos e matematicos
muito semelhantes (ZAKHAROV; OSTROVSKY, 2009). Para ondas de dgua, Benjamin
e Feir demonstraram experimentalmente e teoricamente a IM para ondas de Stokes
(ZAKHAROV; OSTROVSKY, 2009). Para melhor visualiza¢ao do fen6meno, vemos na
figura 1 a fotografia de trens de ondas progressivas em duas estagoes, ilustrando a quebra
da onda causada pela IM (BENJAMIN et al., 1967; ZAKHAROV; OSTROVSKY, 2009).
Na parte de cima da figura, temos a vista perto do gerador de ondas e, a aproximadamente

60 m do gerador de ondas, a vista de longe.
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Figura 2 — Instabilidade modulacional em ondas eletromagnéticas.

Fonte: Retirada da referéncia (ZAKHAROV; OSTROVSKY, 2009).

Para ondas eletromagnéticas, os autores Ostrovskii et al (OSTROVSKII; SOUSTOV,
1972) fizeram uma investigacdo em linhas de transmissao contendo diodos semicondutores,
onde observaram a IM. Como podemos ver na figura 2, os oscilogramas, de cima para
baixo, correspondem ao aumento da distancia ao longo da linha. A primeira observagao
experimental foi feita pelos os autores Zagryadskaya e Ostrovskii (ZAGRYADSKAYA;
OSTROVSKII, 1968), para uma faixa de valores de frequéncia (200 a 500 kH z), em uma
linha com ferrites!.

A instabilidade modulacional, ou instabilidade de banda lateral, ou ainda, instabili-
dade de modulagao, isto é, a amplificacdo de pequena modulagao inicial (ZAKHAROV;
OSTROVSKY, 2009), pode ser observada também na figura 3. Na parte de cima da
figura 3, temos a evolucao da onda para um trem de ondas causado pela IM. Abaixo nos
observamos a amplificacao da frequéncia da pequena pertubacao inicial.

Como foi dito, a IM pode ser observada em sistemas ondulatorios e nao lineares, sendo
que esses sistemas podem ser classicos ou quanticos. Havendo as fenomenologias citadas,
podemos ter IM. Para essa dissertacao, iremos nos concentrar no contexto eletronico, no
qual iremos trazer novas contribui¢oes sobre a tematica. Primeiramente, devemos citar, os
autores Chaves, Lima e Lyra (FILHO et al., 2015), que investigaram em 2015 a IM em
redes discretas nao lineares unidimensionais e bidimensionais, em que mostraram que o

parametro que regula a intensidade nao linear (), possui uma relagdo com o tamanho da

L A forma mais pura de ferro, construida a partir de uma série de cristais da mesma composicio, recebe

o nome de ferrite (ou ferrita) (MARANIAN, 2010).

Dissertagao de Mestrado



1.1 Modelo de Bloch 13

Figura 3 — Acima: Evolucao de um trem de ondas nao linear causado pela IM. Abaixo:
A evolugao do espectro da onda correspondente.
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Fonte: Retirada da referéncia (ZAKHAROV; OSTROVSKY, 2009).

cadeia. Seguindo a linha de investigacao desses autores, iremos ampliar a compreensao da
IM para o sistema unidimensional, levando em conta um novo ingrediente.

Relativamente & nova consideragao, citamos os autores Santos et al (SANTOS et al.,
2015). Nesse trabalho, também de 2015, eles propuseram um estudo em uma cadeia
desordenada, onde seu sistema nao linear possuia saturagao. Mostraram que a saturacao
pode promover modos do tipo respirantes na dinamica. A saturagao atua como fator
limitante na interagao efetiva da funcdo de onda com o sistema nao linear e ainda é
responsavel por trazer novas conjunturas sobre a dinamica. Diante disso, investigamos a
IM em uma rede unidimensional cristalina, com condi¢oes peridédicas de contorno e nao
linearidade saturada, no qual analisamos o papel da saturagao sob a IM e quais novas
fenomenologias estao presentes no sistema.

Com a finalidade de trazer melhor compreensao sobre esse primeiro capitulo, iremos
iniciar nossas discussoes abordando o modelo de Bloch. Como veremos, um dos principais
resultados do modelo de Bloch, é o fato da funcao de onda se estender por toda a cadeia
cristalina, dessa forma, garantindo nossa condicao inicial. Em seguida, trazemos uma
breve discussao sobre nao linearidade e, logo apods, voltaremos nossa atencao ao fendmeno

de IM, onde destacaremos trabalhos tedéricos e experimentais importantes para o tema.

1.1 Modelo de Bloch

Os estudos de certos sistemas em Fisica sao, em geral, realizados utilizando modelos

tedricos ja existentes na literatura. Esses modelos foram construidos para tentar expli-

Instituto de Fisica - UFAL



14 Capitulo 1. Introducao

car/prever as propriedades de certos materiais, ou investigar fendmenos vistos na natureza.
Para o contexto da fisica do estado s6lido, encontramos modelos que explicam muito bem
a dinamica da fungdo de onda de particulas, como a dos elétrons. Uma dessas descrigoes
tedricas surgiu em meados dos anos 20, chamado de Modelo de Bloch (BLOCH, 1929).
Formulado por Felix Bloch em sua tese de doutorado em 1928, apresentou um modelo
puramente quantico, que tratava da conducao de elétrons em cristais. Nesse modelo, ele
considerou um sistema cristalino, onde os constituintes (ions, moléculas, dtomos) sao
idénticos, espacados de maneira igual e a interacao entre os elétrons de conducao pode ser
desprezada (DIAS, 2011).

Figura 4 — Representacao tipica de um potencial periédico U(z) para um sistema uni-
dimensional. Todos os sitios sao iguais, representados pelos pontos azuis e
igualmente separados por uma distancia a.

YAYAVIYAYaYS

Fonte: Autor, 2021.

Desse modo, temos apenas a interacao dos elétrons com os ions da rede, com a energia

dessa interagao sendo representada pelo potencial periddico
U(x) =U(x +a), (1.1)

onde a é a distancia entre os ions, representados pelas esferas de cor azul na figura 4.
Vemos também a representacgao desse potencial periddico (a curva abaixo) em fungao da

posicao dos ions. Para um potencial mais geral, podemos escrever:

U(F) = U+ R), (1.2)

—

em que R = njd; + nody + nzds é um vetor tipico da rede de Bravais (ASHCROFT;
MERMIN, 1976), com @1, ds e d3 vetores primitivos e ny, ny € ng sdo nimeros inteiros.

A equagao de Schrodinger para esse potencial é dada por:

Hy(7,t) = Ey(r,t), (1.3)
onde o hamiltoniano de Bloch é:
h? 9
H=— ) 14
2mv + U(7) (1.4)

Dissertacdo de Mestrado



1.1 Modelo de Bloch 15

Figura 5 — Do lado esquerdo: Representacao da dispersao de um elétron em uma rede
cristalina linear e unidimensional. Do lado direito: Simula¢ao com tamanho
de cadeia x = 1000 e evoluindo até ¢ = 2000 passos. | (z,t)|? é a amplitude
de probabilidade de encontrarmos o elétron em uma regiao = da cadeia. No
instante ¢ = 0 temos o elétron com amplitude maxima e de acordo que
o tempo t passa, a amplitude diminui até o elétron estar completamente

espalhado pela cadeia.
0.04
- i 0-02
2000 0
-500 0 500

—@ o o o o X
Fonte: Autor, 2021.
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+ 1000
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Bloch mostrou que as solugoes para a equacao (1.3) com o hamiltoniano acima, é dada

por:
¥, 5 (7) = u, g(PMexp(ik - 7), (1.5)

no qual unE(F) ¢ uma funcao de Bloch da equacao de onda que é invariante sob translacao,
ou seja, possui a periodicidade da rede cristalina u,, () = u,, (7 + R). Além disso, o
indice k indica que a funcao de onda depende do vetor de onda E, com k na primeira
zona de Brillouin e um n associado. Para cada n, conhecido como indice da banda, a um
conjunto de niveis eletronicos E,(k), que chamamos de banda de energia (1.3). A equacdo
(1.5) é conhecida na literatura como teorema de Bloch (ver apéndice A).

Nesse modelo?, com as consideracoes propostas por Bloch, foi possivel mostrar que
a funcao de onda do elétron se estende por toda a rede de modo que a probabilidade de
encontrarmos o elétron em qualquer parte do sistema é a mesma quando realizamos uma
medicao. Um elétron colocado em um cristal ¢ ilustrado na figura 5, mostrando a fungao
de onda se espalhando por toda a cadeia. A evolucao temporal vista na figura 5, pode ser

feita fazendo uso da equacao de Schrodinger dependente do tempo, dada por:

op(rit) _ M
ih—— % = ——V2Y(F, t) + U(P) (7t 1.6
) = L) + U ), (16)
2 Para mais detalhes sobre esse e outros modelos, consulte as referéncias (DIAS, 2011; ASHCROFT;
MERMIN, 1976).

Instituto de Fisica - UFAL



16 Capitulo 1. Introducao

sendo esta uma equacao diferencial linear (ARFKEN; HARRIS, 2013).

Além do modelo de Bloch, existem outros modelos de conducao eletronica na literatura.
Para sistemas desordenados encontramos o modelo de Anderson (ANDERSON;, 1958), que
considera imperfeigdes na rede cristalina, podendo ser do tipo composicional (DIAS, 2011;
ANDERSON, 1958) ou estrutural (COELHO; DIAS, 2020). Temos também o modelo de
Hubbard (HUBBARD; FLOWERS, 1963; HUBBARD; FLOWERS, 1964a; HUBBARD;
FLOWERS, 1964b), que considera a interagao entre os elétrons, lavando em conta um custo
energético local quando dois elétrons ocupam o mesmo sitio (DIAS, 2011). Outro modelo
de destaque é o de Holstein (HOLSTEIN, 1959a; HOLSTEIN, 1959b). Neste modelo
ele propos a descricao da formagao de polarons em um cristal molecular unidimensional,
onde os sitios da cadeia sao moléculas diatomicas que possuem um pequeno movimento
oscilatério, dando origem um termo nao linear na equacao de Schrodinger. Desordem,
interagao eletronica, nao linearidade, dentre outros fatores, sdo discutidos em vérias areas
de estudo. Em particular, é do nosso interesse a nao linearidade, sendo este o nosso foco

inicial.

1.2 Nao linearidade

A nao linearidade é um topico de grande relevancia para fisica e surge em diversas
areas de estudo. Em fisica do estado sélido a investigacao das fenomenologias oriundas de
sistemas eletronicos nao lineares é possivel quando construimos a equagao de Schrodinger
nao linear (ESNL) efetiva para o problema. Para uma nao linearidade do tipo Kerr, ou
seja, uma linearidade ctibida (BOYD, 2008; FILHO, 2015), a ESNL pode ser escrita, feitas
as consideragoes adequadas, como:

oY(7, ) h?

ZH‘T = —%Vziﬁ(ﬁ t) - XW(’F, t)’2¢(F> t)a (17)

onde o ultimo termo da equagao acima é o termo nao linear da ESNL, sendo x a intensidade
nao linear® e ¥ a funcao de onda.

Para tanto, o termo nao linear na equagao de Schrodinger surge quando consideramos
que os constituintes da rede possuem um pequeno movimento oscilatério em torno do
seu ponto de equilibrio, de modo que precisamos levar em conta os modos vibracionais
da rede (fonon). A fungdo de onda do elétron quando interagente com esses modos de
vibracao da rede, da origem a um tipo de interacao conhecida na literatura como interacao
elétron-fonon (DIAS, 2011).

Estudar sistemas nao lineares, em geral, é muito complicado no ambito analitico.
Podendo as vezes nem haver solugdes, como nos sistemas cadticos (THORNTON; MARION,
2004). Dessa forma, com o aprimoramento dos computadores e dos métodos numéricos, as

simulagoes em sistemas nao lineares foram ampliadas consideravelmente (FILHO, 2015).

3 x é o pardmetro que fornece o grau de interacio elétron-fénon no modelo de Holstein.
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1.3 Instabilidade Modulacional 17

Uma das primeiras simulagoes em sistemas nao lineares foi feita por Fermi, Pasta e Ulam
(1955) em Los Alamos (FERMI et al., 1955). Para um sistema unidimensional com 64
particulas de massa m e forcas entre os vizinhos contendo termos nao lineares, os autores
investigaram a propagacgao da energia vibracional nessa cadeia. Hoje em dia, existem
diversos métodos numéricos para resolucao desses problemas nao lineares. Para esta
dissertacao, investigamos os fendmenos nao lineares usando o método numérico de Runge-
Kutta (VALLE, 2012; PRESS SAUL A. TEUKOLSKY; FLANNERY, 1992; COOPER,;
VERNER, 1972).

As fenomenologias oriundas de sistemas nao lineares, podem surgir quando combinamos
as contribuicoes de efeitos nao lineares e dispersivos. Assim, é possivel investigarmos
fenémenos como o da instabilidade modulacional (IM) (KIVSHAR; PEYRARD, 1992;
ZAKHAROV; OSTROVSKY, 2009; WANG et al., 2017; FILHO et al., 2015; BHAT et
al., 2021), respiragoes periddicas (breathers) (FLACH; GORBACH, 2008), respiragoes
aleatérias (chaotic-like) (FILHO et al., 2015), o surgimento de sdlitons (HASEGAWA,
2002; KARTASHOV et al., 2011; GAUL et al., 2011), auto-armadilhamento (self-trapping)
(FILHO et al., 2015; KENKRE; CAMPBELL, 1986; JOHANSSON et al., 1995; PAN et
al., 1997; SANTOS et al., 2015), dentre outros. Além do contexto eletronico, podemos nos
deparar com esses fenomenos nao lineares em 6ptica (ANKER et al., 2005; BOYD, 2008;
AKHMEDIEV et al., 2009), condensados de Bose-Einstein (CBE) (PITAEVSKII, 1961;
GROSS, 1963; LEGGETT, 2001; EVERITT et al., 2017), fisica de plasma (TANIUTTI;
WASHIMI, 1968; HASEGAWA, 1975; SHIVAMOGGI, 1985), etc.

1.3 Instabilidade Modulacional

Destes fenomenos, o de nosso maior interesse é o da IM, que ocorre em meios nao lineares
com efeitos dispersivos. A IM caracterizada pela amplificacdo de uma pequena pertubagao
(ruido), que é adicionada na amplitude da func¢ao de onda, como representada na figura 6.
Essa fenomenologia é amplamente investigada na literatura e é usualmente vista como uma
etapa primdria para a formacao dos solitons (FILHO, 2015), fenémeno muito relevante em
aplicagoes tecnologicas (MALUCKOV et al., 2008; AMIRI MZ ZULKIFLI, 2014; AMIRI
et al., 2015a; AMIRI et al., 2015b).

Tratando-se do contexto histdrico, Zakharov e Ostrovsky em 2009 (ZAKHAROV;
OSTROVSKY, 2009) apresentaram um panorama inicial dos estudos acerca dessa feno-
menologia. Por volta de 1960, os primeiros trabalhos sobre IM foram investigados de
forma quase independente em hidrodindmica classica e 6ptica nao linear, por ocidentais e
soviéticos, respectivamente. Tais estudos conduzem essencialmente aos mesmos resultados
matematicos e fisicos. A variedade de trabalhos que surgiram no pouco espaco de tempo,
indica a importancia da IM em muitas dreas da fisica (ZAKHAROV; OSTROVSKY,
2009). Em aguas profundas, Benjamin e Feir (BENJAMIN; FEIR, 1967) observaram o

Instituto de Fisica - UFAL



18 Capitulo 1. Introducao

Figura 6 — Do lado esquerdo: Representagao da IM. Adicionamos um pequeno ruido,
€(x,t), no inicio da dindmica, t = to, e a medida que o tempo passa, a
dinamica ocorre e temos a ocorréncia da IM. Do lado direito: Simulagdo com
tamanho de cadeia x = 100 e parametro y = 0.280.
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Fonte: Autor, 2021.

fenomeno de IM, onde mostraram que ondas progressivas de amplitude finita sao instaveis.
Bespalov e Talanov em 1966 (BESPALOV; TALANOV, 1966) também previram a IM
em um estudo da propagacao de feixes de luz em liquidos nao lineares e, em 1986, Tai,

Hasegawa e Tomita (TAI et al., 1986) observaram em fibras 6pticas nao lineares.

Além dos estudos sobre IM mencionados acima, encontramos também em outros
cendrios da fisica. Em 2003, Salasnich et al (SALASNICH et al., 2003) apresentaram
estudos sobre IM em CBE. Mostraram o processo dindmico da formagcao de trens de solitons,
induzido pela IM, onde derivaram uma férmula para o ntimero de solitons. Em 2017
Nguyen e colaboradores (NGUYEN et al., 2017) relatam um estudo tedrico e experimental
em CBE para a formagao de trens de solitons, como visto na figura 7, onde mostraram
que a IM é crucial nesse processo. Examinaram também uma lei de escala dentro do
sistema que fornece uma estimativa sobre o niimero de sélitons formados pela IM. Ainda no
contexto de condensados, Everitt et al (EVERITT et al., 2017) apresentaram um estudo
da IM e na sua relevancia na formacao de solitons. Nesse trabalho, os autores relataram
a quebra do CBE em componentes espacialmente localizadas, sendo do tipo sélitons e

estaveis, propagando por mais de 90ms (SOUSA, 2015).
Marquié, Bilbault e Remoissenet em 1995 (MARQUIE et al., 1995b) fizeram um estudo

tedrico e experimental do intervalo onde ocorre IM em redes elétricas nao lineares (figura
8). Posteriormente, os mesmos autores (MARQUIE et al., 1995a) relataram que em razio
da IM, ocorre a formagao de sélitons em redes elétricas. Em 2015 os autores Chaves, Lima

e Lyra (FILHO et al., 2015) investigaram a IM e o auto-armadilhamento em redes discretas
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1.3 Instabilidade Modulacional 19

Figura 7 — Formacao do trem de soliton a partir da IM. Figura A: Representacao esque-
matica do fendmeno. IM resulta em um crescimento da pequena perturbagao
em uma escala de tempo 27¢. Figura B: Formagao do soliton para um
pardametro de espalhamento ay = —0.18a, (onde ag é o raio de Bohr) e um
tempo de espera (t) de t;, = Oms a t, = 20ms. Cada imagem (de cima para
baixo) corresponde a um diferente experimento. Figura C: Similar a figura B,

contudo o parametro de espalhamento ¢ ay = —2.5q.
A —— R — t=0
2mé
A—
& & & ® & & & #» # ¥ >=y?

z ()

Fonte: Retirada da referéncia (NGUYEN et al., 2017)

nao lineares. Eles mostraram que o parametro de acoplamento nao linear () critico acima
do qual ocorre IM, permanece finito para redes quadradas e decai proporcionalmente com

1/L para cadeias lineares. Além disso, mostraram que h& uma transigao direta do regime

Figura 8 — Representacao do experimento em linhas de transmissao. A rede é composta
por 80 células idénticas, com dois indutores L; e Lo. A capacitancia nao linear
C(V,,) consiste em um diodo varicap (ou varactor) BB112, polarizado com
uma tensao constante de 2V e conectado em paralelo com uma capacitancia
linear de C} = 150 pF.

TR

Fonte: Retirada da referéncia (MARQUIE et al., 1995b)
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20 Capitulo 1. Introducao

onde a funcao de onda é uniformemente estavel para o auto-armadilhamento. Contudo,
para sistemas unidimensionais, existe um regime intermediario onde ocorrem respiragoes
complexas (FILHO et al., 2015).

Como mencionado anteriormente, iremos investigar um sistema unidimensional cris-
talino, com condig¢bes periddicas de contorno e nao linearidade saturada. Destacamos
os trabalhos dos autores Chaves et al (FILHO et al., 2015) e dos autores Santos et al
(SANTOS et al., 2015), sendo estes trabalhos motivadores. Usando o modelo de Holstein
para tratar o sistema, dispomos o elétron totalmente estendido pela cadeia e adicionamos
uma pequena perturbacao apenas no instante t = ty, de modo a avaliar a dinamica do ruido
durante a evolucao temporal e, assim, investigar a IM. Além disso, escolhendo um conjunto
de valores de intensidade de saturagao (¢), investigamos como a nao linearidade saturada
influencia na IM. Ao longo do texto, traremos mais detalhes sobre o nosso trabalho. Dessa
forma, nos dividimos o trabalho como segue.

No segundo capitulo, temos a fundamentacgao tedrica. Estabelecemos as principais
ferramentas analiticas para determinarmos a equagao de Schrodinger nao linear discreta
(ESNLD) efetiva, para o modelo de Holstein e aproximagao adiabética. Em seguida,
apresentamos a instabilidade modulacional (IM) e fizemos uma anélise de estabilidade
linear, onde encontramos uma relagao de dispersao que nos permitird deduzir analiticamente
um Y critico de IM.

No capitulo 3, apresentamos a nao linearidade saturada. Em seguida apresentamos o
nosso modelo. Mostramos a ESNLD para o nosso problema e algumas reproducgoes da
literatura para o caso ( = 0, para validarmos o nosso c6digo computacional. Finalmente, os
nossos resultados sao expostos e qual o efeito da saturacao na IM e no auto-armadilhamento
(self-trapping). Por fim, no capitulo 4, apresentamos nossas concluses e perspectivas

futuras.
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2 Fundamentacao Tedrica

Nesse capitulo apresentamos a equagao de Schrodinger nao linear (ESNL) e a instabilidade
modulacional (IM). Na primeira parte, demonstramos a ESNLD no contexto eletronico
usando o modelo de Holstein (HOLSTEIN, 1959a; HOLSTEIN, 1959b) para um sistema
unidimensional e cristalino. O tipo de interacao utilizada no modelo surge quando
consideramos que os sitios da cadeia, possuem um pequeno grau vibracional, dando origem
a modos de vibracio (ou fonons'), que interagem com os elétrons na cadeia, responsavel
pelo o termo nao linear na ESNL.

Em seguida, apresentamos a IM. E fendmeno nio linear que ocorre quando um pequeno
ruido é amplificado. Este ruido é adicionado na amplitude de uma onda e quando os
efeitos ndo lineares sdo combinados com os dispersivos, podemos observar esse fenémeno
(SOUSA, 2015). Usando o método de andlise de estabilidade, conforme encontramos na
literatura (FILHO et al., 2015), Calculamos analiticamente o pardmetro que nos fornece o

grau de interagao elétron-fonon () critico efetivo, para alcan¢armos o regime de IM.

2.1 Modelo de Holstein e Equacao de Schrodinger Nao Linear

A equagao de Schrodinger ¢ amplamente utilizada para a descrigao de diversos problemas
em fisica. Particularmente, quando levamos em conta determinadas condigoes, podemos
encontrar uma equagao de Schrodinger nao linear (ESNL) efetiva para certos problemas.
Assim, descrevemos a dindmica de ondas em meios nao lineares, podendo assim investigar
varias fenomenologias oriundas desses problemas. Como ja mencionado, a instabilidade
modulacional (IM) e o auto-aprisionamento (self-trapping) sdo fenémenos nao lineares
que podemos estudar com a ESNL. Encontramos na literatura para a éptica nao linear
(BOYD, 2008; HASEGAWA; TAPPERT, 1973), condensados de Bose-Einstein (CBE)
(PITAEVSKII, 1961; GROSS, 1963), transporte eletronico (FILHO et al., 2015; SANTOS
et al., 2015), varios estudos sobre essas temaéticas.

Para esta dissertacao, nos concentramos no contexto eletronico, de modo que deter-
minamos a ESNLD, usando o modelo de Holstein. Holstein foi pioneiro nos estudos da
ESNL (DIAS, 2011). Ele propos em seu modelo a descricao da formagao de polarons?
em um cristal molecular unidimensional, ilustrado na figura 9, onde os sitios da cadeia

sao moléculas diatémicas que possuem um pequeno grau de liberdade vibracional (HOLS-

L A energia de vibragio da rede é quantizada. Um quantum de energia de vibracdo da rede denomina-se

fonon (KITTEL, 1978; Simon, 2013).

Um efeito sutil da interacao elétron-féonon é dado pelo crescimento aparente da massa do elétron em
metais e isolantes provocado pelo fato de o elétron arrastar o nicleo idnico pesado em seu movimento
(KITTEL, 1978). A particula composta pelo elétron mais o campo do fénon é chamada de polaron
(KITTEL, 1987).
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Figura 9 — Representacao de uma cadeia de Holstein. Molécula diatomica formada por
dois sitios (ciculos azuis), ligados por uma mola. Elétron (circulo laranja) ao
passar pela cadeia interage com a molécula diatomica formando o polaron. A
distancia entre moléculas é dado por a e a separacao internuclear z;.

Fonte: Autor, 2021.

TEIN, 1959a). Quando levamos em conta esse grau de liberdade vibracional, conseguimos
demonstrar ESNLD de nosso interesse.
O Hamiltoniano para nosso sistema, dentro da aproximacao tight-binding’, ¢ dado pela

expressao:

H=H,+H +H,_,, (2.1)
onde cada termo do lado direito é, respectivamente, o hamiltoniano da rede, o hamiltoniano
referente as energias dos elétrons e o hamiltoniano da interacao elétron-rede.

O primeiro termo da equagéo (2.1) é o referente a rede unidimensional. Podemos
considera-lo como sendo dado pela soma da energias cinéticas e potencial dos constituintes
da rede (HOLSTEIN, 1959a), onde os modos de vibracao sao descritos como osciladores

harmoénicos. Entao H, é dado por:

~ XL P2 MwX?
H, = J J 2.2
; syt (2.2)
com 15](: —ih=2-) o operador momentum associado ao grau de liberdade vibracional na

0x,
j-ésima molécula do cristal, cuja a separacao internuclear tipica da posicao de equilibrio

é x;j. X ; € o operador posigao relacionado com esse grau de liberdade vibracional, w ¢ a
frequéncia dos osciladores e M a massa efetiva.

Para a equagao (2.2), levaremos em consideragao que a energia cinética da rede [primeiro
termo de (2.2)] é aproximadamente nula, isso porque a dindmica da rede, frente a dindmica

do elétron, ocorre muito mais devagar*, de modo que podemos tomar P; ~ 0. Portanto o

3 Essa aproximacio nos diz que ha um overlap pequeno entre os orbitais atomicos, de modo que teremos

transi¢cao eletronica apenas para os primeiros vizinhos da cadeia.
A velocidade tipica do elétron é da ordem de v, ~ 10% e¢m/s, enquanto a velocidade tipica dos fons é
da ordem de vy ~ 10° em/s (ASHCROFT; MERMIN, 1976).

4
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2.1 Modelo de Holstein e Equagdo de Schrodinger Nao Linear 23

primeiro termo da equagdo (2.2) pode ser desprezado, ficando apenas com a contribuigao

da energia potencial

. N Mw?X?
H, ~> —— (2.3)
9
J
A aproximacao feita acima é conhecida na literatura como Aprozimacio Adiabdtica®.
Essa aproximagao é capaz de resgatar as fenomenologias essenciais na dinamica do elétron,
quando este interage com as vibragdes discretas da rede (JOHANSSON et al., 1995; PAN
et al., 1997; DATTA; KUNDU, 1996).
Para o segundo termo da equagao (2.1), temos o hamiltoniano referente as energias do

elétron. Para o hamiltoniano H,., temos a seguinte expressao:

N
H.=>" €jC}Cj + J(c}cjﬂ + c}ﬂcj), (2.4)
j=1

onde ¢; ¢ o termo de energia local (onsite) do sitio j, J é o termo de energia cinética
. S - A Fo~
(ou hopping) para saltar para os primeiros vizinhos e os termos c; e ¢} sao os operadores
aniquilagao e criagdo do elétron, respectivamente no j-ésimo sitio. Para a equacgao acima,
vamos tomar o referencial de energia como sendo nulo, dessa forma, como a rede é cristalina
e todos os sitios sao idénticos, €; = 0 (DIAS, 2011). Dessa forma (2.4) fica da forma:
- T T
He = JZ(CjCj"’l + Cj_;’_le). (25)
Jj=1
Finalmente, o ultimo termo da equagao (2.1), H._,, representa a energia proveniente

da interagdo dos modos de vibragao da rede (fénons) com os elétrons e é da forma:

N
He—r = AZXJ'C}CJ', (26)
j=1

no qual A representa o termo de acoplamento elétron-féonon com as vibrac¢oes da rede no
sitio j.

Dispondo das equagdes (2.3), (2.5) e (2.6) e substituindo em (2.1), obtemos o hamil-
toniano para um sistema unidimensional com modos de vibragoes (fénons) e interacao

elétron-fonon:

. N A
TJ + JZ(C}L-CJq_l + C-]r'—i-lcj) + A Z XjC-]r-Cj. (27)

Para obtermos a equacgao de Schrodinger efetiva para o nosso problema, vamos analisar

o hamiltoniano acima tendo em vista que a fungao de onda de um dado estado (i) pode

5 Existe diferencas entre as massas e as velocidades dos elétrons com os sitios da rede, de modo que,

como os elétrons sdo muito mais rapidos, é levado em conta que suas distribui¢bes se adaptam quase
que instantaneamente com as configuracoes dos sitios. Portanto sdo mantidos parados os sitios da rede
na solucao do problema eletrénico (DINIZ, 2014; AMARAL, 2019). Por isso P; ~ 0.
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24 Capitulo 2. Fundamentagio Teorica

ser representada por uma superposigao de fungoes de onda locais (¢) (HOLSTEIN, 1959a),

de modo que:

N
Y(r, oy, ..., N z_: (21, ..., zn) 0, (r — ja, x;), (2.8)

onde os a; sao as amplitudes de probabilidade em cada sitio, j, que depende de todas as
coordenadas internucleares {x,} , ¢; sdo as fungoes de onda de cada sitio e a é o vetor da
rede de Bravais.

Possuindo as equagoes (2.7) e (2.8), tendo em vista que estamos considerando a

aproximacao adiabatica, podemos minimizar as energias potenciais vibracional e eletronica
(HOLSTEIN, 1959a), de modo a obter o valor médio de H, definido como:

- / * Hpdr, (2.9)

onde ¢*(= N _, a* ¢*) é o complexo conjugado de ¥)(= SV | a;¢;). Temos entdo que:

(2.10)

=
I
—
——
™=
S
3*
-
3*
1
| S
N
e
I+MI
1 [™]
&£
s
_l’_
N
S
3*
-
3*
| — |
N
™M=
o
@
x
_I_
QQ
+
)
I—I
]
3

(2.11)

temos ainda:

N M 2 N .
<H>:/{Za;¢;[ 2w Z%’X?@

m=1 ij=1

N N
+ Z Uy Do [J Z ai(c;r'cj+1¢i + C;L‘+1Cj¢i):|
m=1

,j=1

N
A Z ainC}Cj¢i:| }dr

(2.12)
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com X,¢; = x;¢; e aplicando os operadores aniquilagao e criagdo em ¢;°, ficamos com:

Z a5 9;

1,7=1

N N
+ Z a:nqb [JZCLI ¢z 1+ ¢1+1>‘|
i=1

m=1

=/{§:a;¢;‘;[

(2.13)
N N
+ Z a, or AZaleqﬁz}}
m=1 3,=1
distribuindo as integrais e reorganizando a equagao (2.13):
MOJZ N N
ijzzaaz/gb qbdr—l—JZ az+1+azl/¢ ¢idr
2 m,i=1 m,i=1
(2.14)
+A Z a’ axz/gb ¢;dr.
m,i=1

Considerando que as sobreposic¢oes das fungdes de onda (overlap) sdo nulas e que as

autofungoes sdo ortonormais, temos:

/ A (2.15)

e ainda:

/wi‘nw@-dr =1—> lal* =1, (2.16)

de modo que a equagao (2.14) fica da forma:

Mw?

(H) = =

N N
Zx? + Z [Ja a1+ a;i—1) + A|a,|2xz} ) (2.17)
7=1

i=1

Dispondo da equagao acima, resolvemos (H) sobre um conjunto de {z;} que a minimi-

zam. Para isso, devemos diferenciar (2.17) com relagdo a um z,, de modo que ficamos

6 Note que: Z” aic; iy = j=i—1= >, aic;r_lgbi = > ,a;¢0;—1, fazendo i — i+ 1 temos:
——

=i
R _ ‘ ot , o .
Zi’j aicjcjy1¢i = > aiv10;. Para Z” aicj, ¢j¢i o célculo é andlogo. Podemos fazer isto, em
principio, porque usamos uma condi¢io periédica de contorno.
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com:
8<H> Mw2 N 817 Ja CL1+1+GZ 1)) +A8(xz\az|2)
Oz, 2 8xp - Ox,, oz,
N a; J(a; i
= Mw?z, + Ala,)* + > [ (@it + ai—1) + JCLZM—F
- Oz,
+Aa:ia(aiai)] (2.18)
oz,
da; Oa; Oa;_
_ M A 2 * 1+1 * 1—1
w?z, + Ala,| +Zl o, (@iy1 +ai1) + Ja o, + Ja; o, +
J(a;) d(a})
Az A
AT 0z, a; + ATidi oz, |’
organizando os termos:
O(H oa? d(a*
) = Muw xp+A|ap|2—|—Z[ & (@it1 + ai-1) + Azia; (%)1
oz, Oxp 0
r ) e (2.19)
41 Ai—1
Ja Ax; .
+Zl Tp % Oy, A Oy, Z]

Agrupando os termos e usando os multiplicadores de lagrange’, ficamos imediatamente

co1m:

oO(H a;
< > = Mw .%'p + A‘Clp|2 + Z % Cll+1 -+ (lifl) -+ Axiai — )\GZ]
Ox, p
N 8 (2.20)
a; * * * *
Usando a equacao de Schrodinger independente do tempo, dada por:
Hy = E, (2.21)
obtemos a seguinte expressao:
M 2 N
Ea; = d Z[L’ ‘a; + J(ai1 + a;—1) + Azia; =
(2.22)
Mw2 N
= ( Za: ) J(aiy1 + ai_y) + Az;a;,

7 Para mais detalhes o leitor pode olhar o livro do Arfken, capitulo 22, secio 3 (ARFKEN; HARRIS,
2013).
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e ainda:

M 2 N
( w Zg;)a = J(aj +a;_;) + Az;a; (2.23)

Substituindo as duas equagoes acima em (2.20):

o(H)
Ox,,

N 2 N
+Zaa ( Mw Z:v —)\) a;

= Mw?z, + Ala,|?

N 2 N
(2 1=
Mw? Y N | Oa , 0a;
= Mw?z, + Ala,|* + (E - ;x? — )\) ; 8%% a; oz, |
=0
pois a%|0Li|2 = a%pl = 0. Assim:
O(H
8<:c ) = Mw?r, + Ala,|?, (2.25)
p
onde, como queremos minimizar (H), temos que %(H ) =0, logo:
Alay|®
T, = — Mf)z : (2.26)
Portanto, substituindo (2.26) em (2.17), (H )i, é da forma:
N MWQ )
(Hymin = 3. o [0, __ sz + Jal{ain + ai) + APl __ane | (2:27)
i=1 T M2 L Vi
chegamos imediatamente no hamiltoniano final:
N AQ A
(o =3 | o + 1) = oyt 229
Finalmente, fazendo uso das relagoes canonicas:
. dai 3
it = 5 () (2.29)
e
da} 0
ih il (H), (2.30)
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encontramos a equacao de Schrodinger nao linear discreta®:

da;
h )
a

2, N . - .
onde y = -4 é o pardAmetro que fornece o grau de interacio efetiva do acoplamento
Mw

= J(az’—H + ai_1> - X|CL¢|QCLZ’, (231)

elétron-fonon.

Derivada a equagdo de Schrodinger nao linear (ESNL) na sua forma discreta (ESNLD)?,
podemos investigar a dinamica e as fenomenologias associadas ao nosso sistema. Equagoes
analogas a esta podem ser encontradas na literatura em outros contextos (BOYD, 2008;
PITAEVSKII, 1961; GROSS, 1963; HASEGAWA, 1975; SHIVAMOGGI, 1985).

Agora nos atemos a instabilidade modulacional (IM). Na se¢do subsequente deste
capitulo, apresentamos a IM e a descrevemos em detalhes. Também analisamos analiti-
camente o pardmetro y, visto na equagao (2.31), que nos permite avaliar quando que o
nosso sistema entrara no regime de IM. Feito isto apresentamos o nosso modelo e os nossos

resultados.

2.2 Analise de Estabilidade linear

A instabilidade modulacional (IM) é um fenémeno que surge inerentemente em meios
nio lineares. E provocado pela acdo combinada de efeitos dispersivos e nao lineares e
ocorre quando adicionamos uma pequena pertubagao (ruido) na amplitude da func¢ao de
onda e esse é amplificado, ou ainda, a quebra de uma onda continua (CW'?) em razao
dessa amplificacdo. Apds entrar nesse regime, o sistema evolui para oscilagoes regulares de
batimentos (breathers) e podendo até resultar na formagao de ondas solitarias (solitons'').

A figura 10 ilustra as transi¢oes que podem ocorrer entre os regimes. Nessa simulacio,
evoluimos o sistema até o tempo t = 50000 passos, com uma discretizacdo dt = 1072 e
para valores de y = 0.195,0.200, 0.220, 1.500 e 4.500. Em (a) temos uma soluc¢ao de onda
continua estavel por toda a dindmica, em (b), por outro lado, a pequena perturbagao
e(z,t), para x suficiente, os efeitos nao lineares e dispersivos se combinam e ocorre a IM,
culminando, assim, nos batimentos [(¢)]. Em seguida temos uma dindmica de oscilagoes
irregulares do tipo cadtica (chaotic-like) (KIVSHAR; PEYRARD, 1992) [(d)] e finalmente,
em (e), a fungdo de onda encontra-se no regime de auto-aprisionamento. A IM é usualmente
vista como uma etapa primdria para a formagao de sélitons (FILHO, 2015), sendo um
fendbmeno muito importante e explorado pela literatura (FILHO, 2015; ZAKHAROV; OS-
TROVSKY, 2009; EVERITT et al., 2017; HASEGAWA, 1975; HASEGAWA; TAPPERT,

8

Note que considerar a interacdo elétron-fonon fez com que o termo ndo linear —y|a;|?a;, surgisse
naturalmente ao efetuarmos os nossos céalculos.

Em inglés: Discrete nonlinear Schrédinger equation (DNLSE).

Do inglés: Continuous Wave.

As ondas solitarias, observadas inicialmente por John Scott Russell em agosto de 1834, sdo chamadas
de sélitons quando essas ao colidirem com outra onda solitdria, ndo perdem a sua forma (LEMOS,
2007).

10
11
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2.2 Andlise de Estabilidade linear 29

Figura 10 — Simulagao da transicao entre regimes. Para alguns valores de Yy, adicionamos
um pequeno ruido [e(x,t)]: (a) Sistema estével, (b) ocorre a IM, (c) sistema
evolui para o modo breathing, (d) oscilagoes irregulares e (e) self-trapping.
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Fonte: Autor, 2021.

1973; ABLOWITZ et al., 2001; SILVA et al., 2009), devida a potencialidade em aplicagbes
tecnolégicas (SOUSA, 2015).

Agora que tomamos conhecimento desse fenomeno proveniente de sistemas nao lineares,
vamos apresentar os calculos da analise de estabilidade linear, de modo a determinar
o valor de interacao efetiva () acima do qual o sistema passa a ser instavel. Para tal,
primeiro iremos considerar a equagao (2.31), apresentada na se¢ao anterior, com uma

pequena mudanca de notacao; a; = ¥,:

dipn

i
Nt

= J(¢n+1 + 7vZ}n—l) - X|wn|2¢n (2'32>

A principal ideia dessa andlise, consiste em avaliarmos a dindmica do pacote de onda em
torno do estado estacionario uniforme. Dessa forma, iremos dispor a equagao (2.32) na
sua versao continua e fazer o estudo analitico, assim como feito na literatura (FILHO et
al., 2015; CHAVES et al., 2015). Quando expandimos em Taylor os termos 1,41 € 1,1
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30 Capitulo 2. Fundamentagio Teorica

(KIVSHAR; PEYRARD, 1992; SOUSA, 2015), de modo que:

o,  Az? 0%,

N, Az?0*,

substituindo temos:
L dip, oY,  Ax? 0%, oY,  Axz? 0%, )
ih o = J[(¢Yn+ Ax e + 5 B2 +..)+ (U, — Az e + 5 A2 + .9 = x|nl s,
(2.35)
ficando com:
dy 9% 9
Yo T oz X%, (2.36)

que é a ESNL. Note que fizemos algumas consideracoes; Az? = 1, A = 1, o termo de
hopping de primeiros vizinhos J = 1 e o termo de referencial de energia nulo. Podemos

ainda escrever a equagao acima como:

d
i = 92—y, (2.37)

cuja a solugao de onda continua é da forma:

Wp(t) = eVl (2.38)

onde assumimos ¥y € R sem perda de generalidade.
Agora que temos a equacao (2.37) e a solugdo (2.38) em maos, iremos fazer o estudo da
andlise de estabilidade linear'?. Para isto, iremos adicionar a pequena pertubagao (ruido)

na amplitude da solugéo (2.38), de modo que ficamos com:

W(x,t) = (Yo + €z, t))eXwolt, (2.39)

onde o €(x,t) é muito menor do que a amplitude da onda 1y, ou seja, e(x,t) <K 1.
Dizer que iremos adicionar uma pequena perturbagao, significa que esse ruido (que

pode ser causado por agentes externos) é levado em conta na dindmica no inicio (¢ = ty)

dos estudos. Em seguida, colocamos o sistema para evoluir e investigamos, assim, a IM.

Para obtermos a ESNL e avaliarmos a evolucao temporal de €(x,t), substituimos essa

12 Método de andlise da estabilidade linear consiste em um processo de linearizacdo da equacio de
movimento de pertubacoes em ondas continuas de sistemas nao lineares, onde objetiva-se entender o
comportamento deste sistema préximo ao seu estado de equilibrio (SOUSA, 2015).
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2.2 Andlise de Estabilidade linear 31

solucao, (2.39), na equagao (2.37), desprezando os €(z,t) de mais alta ordem, e assim
obtendo:

Z,dﬁ(x, t)
dt

Para a equacao acima, usamos uma solucao de onda harmonica, do tipo:

= V2e(z,t) — x|[to|*(e(x, 1) + €*(,1)). (2.40)

e(x,t) = Ae'the—wt) 4 pemilke—wt), (2.41)

onde k é o vetor de onda.

Resolvendo as equagoes acima, substituindo (2.41) na equacao (2.40), seremos capazes e
compreender a dindmica do nosso ruido, encontrando uma relacao de dispersao que ira nos
fornecer as informagoes necessarias para determinarmos qual y critico para alcang¢armos o
regime de instabilidade modulacional (IM). Apds alguma dlgebra, encontramos as seguintes

equagoes:

(w =k + x[to|*) A + (x[tho|*) B = 0;
(—=xIvo*)A + (w + k* — X|tho|*) B = 0.

Reescrevendo as equagoes acima na forma matricial, temos:

w — k2 + x|tbo|? Xto|? 4N (2.43)
ol wr Rl J\ B ) T |

Reescrevemos (2.43) dessa forma porque queremos encontrar uma solu¢ao nao trivial,

(2.42)

de modo que o seu determinante é da forma:

— k2 2 2
@ =+ X AR (2.44)
—X|%o| w + k* = x[to|
Assim, obtemos relacao de dispersao
w = \/k2(k? — 2x[eo]?). (2.45)

Ao definirmos que 2x|wg|* = k%,,, em que krps é o vetor de onda caracteristico, reescrevemos

a expressao anterior como

w=/k2(k2 — k). (2.46)

Olhando para a equacgio acima, podemos perceber que quando w é real, ou seja, k? >
k%, a solugdo de €(x,t) (a nossa perturbagao) dada pela equacio (2.41), permanece como
uma exponencial puramente imagindria (e~**), por tanto estdvel. Por outro lado, quando
k* < k?,;, w é imaginario e assim teremos um ruido [e(x,t)] crescendo exponencialmente
(") e atingindo o regime de instabilidade modulacional. Encontramos entao o momento

acima do qual a solu¢do dada pela equagao (2.41), entra no regime de instabilidade
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32 Capitulo 2. Fundamentagio Teorica

modulacional. Para acharmos agora o valor caracteristico onde isso acontece, basta
lembrarmos que a condigao periddica de contorno permite que o vetor de onda k seja dado
no intervalo:

2; <k< 2;, (2.47)
onde L é o tamanho lateral’® da cadeia e a é o espacamento internuclear entre os sitios.
Com ¢y =1/ V/N, devemos entdo ter que:

= 2w
k?[M = 2XIM|¢0|2 = f, (248)

ou seja, no valor limite minimo permitido para k. Portanto:

212N
XIM =~ (2.49)

onde para sistemas unidimensionais L = N, de modo que ficamos com:

272
Xiv = == (2.50)

de modo que para N = L = 100, nos temos que a equagao acima nos fornece:

Yrar =~ 0.197. (2.51)

Esse resultado analitico nos permite avaliar o comportamento do x critico de instabili-
dade modulacional (/) em fungdo do tamanho da cadeia, para um sistema unidimensio-
nal. Chaves e colaboradores (FILHO et al., 2015) apresentaram em 2015 esse resultado
analitico e também os resultados numéricos acerca dele. Eles mostraram que para um
sistema unidimensional cristalino, com condigoes periédicas de contorno e um elétron
disposto uniformemente distribuido pela cadeia, que o xas cai com o inverso do tamanho
da (xrm ~ 1/L) cadeia, de acordo com (2.50). O gréfico a seguir, retirado da referencia
(FILHO et al., 2015), mostra esse resultado:

A figura 11 mostra essas estimativas numéricas para o x critico de instabilidade
modulacional em fun¢ao do tamanho da cadeia, corroborando com o resultado analitico
apresentado anteriormente. Na figura 1la tem a nossa reproducao numérica dessas
estimativas. Reproduzir esse e outros resultados da referéncia (FILHO et al., 2015), nos
serviu de base para a validacao do nosso codigo computacional.

Ja dispondo das principais ferramentas para o entendimento do nosso trabalho, apre-
sentamos no préximo capitulo o nosso modelo. Para uma cadeia linear cristalina, com um

elétron uniformemente distribuido e condig¢oes periédicas de contorno. Apresentamos entao

13 A depender do problema, L tem um formato diferente. Para um arranjo unidimensional L = N e
L = /N para redes quadradas (FILHO, 2015).
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2.2 Andlise de Estabilidade linear 33

Figura 11 — Reproducao da estimativa numérica do acoplamento caracteristico de IM
versus tamanho da cadeia. Em a) nossa reprodugdo e em b) figura dos
autores.
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Fonte: Autor, 2021, Filho et al., 2015, respectivamente

um sistema com nao linearidade saturada, ou seja, levamos em consideracao que o para-
metro de interagao elétron-rede () possui saturagdo. Subsequentemente, apresentamos

nossos resultados.
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3 Instabilidade Modulacional com Nao linea-
ridade Saturada

3.1 Na3o Linearidade Saturada

A nao linearidade saturada vem sendo estudada na literatura em diversos contextos
(FLACH; GORBACH, 2008; KARTASHOV et al., 2011; SANTOS et al., 2015; LYRA;
GOUVEIA-NETO, 1994; NITHYANANDAN, 2013; SAMUELSEN et al., 2013; ASSUN-
CAO et al., 2014; CAO et al., 2014). No contexto 6ptico, Gatz e Herrmann (1991) (GATZ;
HERRMANN; 1991), reportaram o estudo de propagagao de séliton em materiais com nao
linearidade saturada, para uma equagao de Schrodinger generalizada. Em 2008, Lyra e
colaboradores (SILVA et al., 2009) apresentaram um estudo de IM em fibras 6pticas, onde
considerando pequenas perturbac¢des harmonicas para a solucao estaciondria, obtiveram
uma relacao de dispersao exata para as componentes de Fourier do campo de perturbagao
que inclui os efeitos de saturacao e de relaxacao. Em 1993, Miguel Hickmann et al (HICK-
MANN et al., 1993), apresentaram uma andlise teérica da instabilidade modulacional (IM)
em fibras de vidro dopadas com semicondutores, em um regime de estado estacionéario,
levando em conta uma nao linearidade saturada. Os autores mostraram que a frequéncia
critica de modulacao e de ganho aumentam com a poténcia de entrada, atingindo valor
maximo na potencia de saturacao. Além disso, mostraram que essas frequéncias exibem
um comportamento biestavel, onde relacionaram a existéncia de dois estados de solitons
para esse tipo de sistema (GATZ; HERRMANN, 1991). A nao linearidade saturada usada

pelos autores foi:

2y VIA[?

(3.1)
onde A é o envelope de amplitude de campo elétrico, vy é o pardmetro nao linear, I' = 1/ Py
é o parametro de saturacao e P,y ¢ a poténcia de saturacao.

Além dos autores supracitados, a nao linearidade saturada, equagao (3.1), é reportada
por outros autores na literatura (SANTOS et al., 2015; LYRA; GOUVEIA-NETO, 1994;
SAMUELSEN et al., 2013; ASSUNCAO et al., 2014; HERRMANN, 1991). Em 2014,
Assuncdo, Nascimento, e Lyra (ASSUNCAO et al., 2014; ASSUNCAO, 2015), estudaram
um dimero nao linear assimétrico acoplado a duas cadeias lineares, onde investigaram
a influéncia da nao linearidade saturada na obtencao de transmissao nao reciproca e
no fendomeno de biestabilidade. A figura 12 mostra como os autores esquematizaram o
problema.

Os autores mostraram que o comportamento biestavel, que favorece uma forte acao

retificadora, é suprimido na presenca de saturacao, isso porque, o dimero se torna efetiva-
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Figura 12 — Dimero assimétrico e nao linear.
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mente linear para grandes valores de intensidade da onda incidente. Contudo, para uma
fraca saturagao, a transmissao nao reciproca pode ter uma influéncia positiva.

Em 2015, dos Santos e colaboradores (SANTOS et al., 2015) estudaram o papel da nao
linearidade saturada no transporte eletronico em uma cadeia desordenada. Eles mostraram
que a nao linearidade saturada pode promover um espalhamento sub-difusivo do pacote de
onda inicialmente localizado, mesmo na presenga de desordem. Foi mostrado também que
a saturagao mais a nao linearidade, pode promover modos do tipo breathing na evolugao do
pacote de onda. Nesses trabalhos que acabamos de apresentar, a nao linearidade saturada

foi incorporada na ESNL, da forma:

2
o) = 22, 32)

onde Y é o parametro de intensidade nao linear e ( é o pardmetro que regula o grau de
saturagao da nao linearidade.

A saturacao atua como fator limitante na interacao efetiva da funcao de onda com
a cadeia nao linear, sendo ainda, responsavel por trazer novas informagoes acerca do
sistema (ASSUNCAOQ, 2015). Em fibras épticas e guias de ondas de altos indices de
refragdo, a resposta nao linear satura conforme a intensidade do campo é aumentada
(SILVA et al., 2009). Temos ainda que afeta o espectro de ganho da IM e o ganho maximo
(LYRA; GOUVEIA-NETO, 1994). Para metamateriais, Maluckov e colaboradores (2008)
(MALUCKOV et al., 2008) mostraram que a resposta do meio é fortemente afetada pela
nao linearidade saturada. Xiang e coautores em 2011 (XIANG et al., 2011) também
estudaram a influéncia da nao linearidade saturada em metamateriais. Esses e outros
trabalhos sdo amplamente investigados na literatura (GUZMAN—SILVA et al., 2013; WU
et al., 2020; SHI et al., 2013; DONG et al., 2021).

Dessa forma, para o modelo de Holstein em uma rede unidimensional cristalina,
com condig¢oes periddicas de contorno e elétron uniformemente distribuido, assim como
na referéncia (FILHO et al., 2015), iremos adotar uma nao linearidade saturada como

apresentada pela referéncia (SANTOS et al., 2015). Apesar de encontrarmos estudos
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sobre IM com néo linearidade na literatura, assim como na referéncia (HICKMANN et al.,
1993), nds trazemos aqui uma nova abordagem acerca desse assunto. Ao substituirmos
X pelo termo dado por (3.2), estaremos aptos para investigar o que acontece com a IM,
quando a nao linearidade possui saturacao, onde traremos novos resultados para o sistema
proposto. Na proxima secao, apresentamos a nossa ESNLD com nao linearidade saturada.
Calculando a funcao participacao e a densidade de probabilidade, mostraremos para a
instabilidade modulacional e o auto-armadilhamento, o papel da nao linearidade saturada

Nno nosso sistema.

3.2 Modelo

J& mencionamos anteriormente que vamos investigar a instabilidade modulacional (IM)
em uma rede unidimensional cristalina com nao linearidade saturada. O hamiltoniano
para nosso sistema ja foi apresentado e é da forma

N 2 ¥2 N N

Z M X Z clenir + cn+1cn) + A Z chLcn, (3.3)

n=1 n=1 n=1
onde M é a massa efetiva, w é a frequéncia dos osciladores, X, é0 operador posicao
relacionado com o grau de vibracional x,,, J é o termo de hopping, que iremos considerar
unitario (J = 1), cL e ¢, sao os operadores criacdo e aniquilacdo e A representa o
acoplamento elétron-rede com as vibragoes da rede no sitio n. Tendo em maos a equacao
acima, é possivel encontrarmos a equagao de Schrodinger nao linear discreta (ESNLD)

efetiva, que foi demonstrada no capitulo anterior. Entao, temos que:

wn

wnJrl + wn 1= X‘wn‘ wna (34)

AQ
Muw?

elétron-fonon. A equacao acima foi construida a partir de um sistema sem saturagao e

onde y = é o parametro que fornece o grau de interagao efetiva do acoplamento

pardmetro nao linear y. A partir de agora, iremos modelar o parametro nao linear por:

F(wP) = , (3.5)
1+¢ |¢n|2
de forma que iremos ter uma ESNLD com nao linearidade saturada, dada por:
 dipy,
ih - 77Z1n-‘r1 + 77Dn—1 |¢n| ¢n7 (36)
dt +¢ |77Z)n|

onde ( é o parametro que regula o grau de saturacao da nao linearidade. Imediatamente,
vemos que quando ¢ = 0, a equagao (3.6) retorna para a equagao (3.4) e assim, sem
saturacao.

Para os resultados que iremos apresentar, a condicao inicial da funcao de onda ¢é agora

evidenciada. Iremos considerar que o elétron esta inicialmente distribuido de maneira
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uniforme, de modo que a func¢ao de onda inicial é a superposicao de uma onda uniforme

com amplitudes em cada sitio da forma:

1
¢0:ﬁ7

e ainda com uma pequena perturbacao, colocada apenas no instante inicial (em termos

(3.7)

numeéricos, adicionamos o ruido antes de iniciar a dinadmica do sistema, ou seja, ele é
adicionado e, em seguida, investigamos os efeitos causados no sistema.), com amplitudes

aleatoriamente distribuidas em cada sitio dentro do intervalo !

[_21 1032, ;10—3%]. (3.8)

A normalizacao da funcdo de onda é considerada, e também acompanhada ao longo de
toda a evolucao temporal, onde o critério de conservacao é estabelecido para validagao dos
resultados. Além disso, usamos uma condicao periddica de contorno, como apresentada na
introducao desse trabalho.

Para resolvermos numericamente a equagao (3.6), usamos o método de Runge Kutta
de oitava ordem (VALLE, 2012; PRESS SAUL A. TEUKOLSKY; FLANNERY, 1992; CO-
OPER; VERNER, 1972), para um programa feito em Fortran 90. Além disso, calculamos

a funcao participacao, definida como

B 1

X [l
que nos fornece a medida da porcao do espaco onde a amplitude da funcao de onda
difere significativamente de zero (DIAS, 2011; KRAMER; MACKINNON, 1993). Essa

quantidade foi aplicada nos estudos de IM e auto-armadilhamento para cadeias lineares e

P(t) (3.9)

rede quadradas (FILHO et al., 2015). Também no estudo da dindmica de pacotes de onda
de um elétron em topologias do fulereno Cgy (CHAVES et al., 2015).

Na figura figura 13, nds temos a fungao participacao para ( = 0 e trés valores de
intensidade nao linear y = 0.195,0.280 e 4.500, para um tamanho de cadeia L = 100 e
com a dindmica indo até o tempo t,,5, = 20000.

Quando a participagdo é maxima, P(t)/N = 1, temos que a fun¢ao de onda permaneceu
uniforme por toda a cadeia, o ruido nao amplificou e assim, a fun¢do de onda continua em
um regime de estabilidade. Quando P(t)/N < 1, indica que as contribui¢des nao lineares e
dispersivas amplificaram o ruido, de modo que a fun¢do de onda mudou de regime. Vemos
que P(t)/N =1 para y = 0.195, ou seja, a fun¢ao de onda eletrénica estd em um regime
de estabilidade. Quando y = 0.280, notamos que a fun¢ao participagao inicia um padrao
oscilatério periédico, de modo que a fungao de onda encontra-se em um regime de IM.
Para esse regime, a transicdo ocorre em um Xriico ~ 0.2. Quando o parametro nao linear

é x = 4.500, ap6s um transiente de oscilagoes irregulares, a fung¢ao de onda entra em

L Qutros tamanhos de ruidos foram testados e a dindmica ndo foi, a priori, alterada em nada.
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38 Capitulo 3. Instabilidade Modulacional com Ndao linearidade Saturada

Figura 13 — Evolucao temporal da funcao participa¢ao normalizada. Para um tamanho
de cadeia N = 100, uma funcao de onda inicialmente distribuida pela cadeia
e x = 0.195,0.280 e 4.500. Em a) nossa reprodugao e em b) figura dos
autores.
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Fonte: Autor, 2021, Filho et al., 2015, respectivamente

no regime de auto-armadilhamento. Esse regime de auto-armadilhamento (self-trapping)
OCOrITe para um Xeritico ~ 4. A reproducao da figura 13, estda de acordo com a literatura e
reforga a validacao do nosso cédigo computacional.

Na secao subsequente apresentamos os nossos resultados e discussoes, onde avaliamos o

papel da nao linearidade saturada para uma cadeia com condi¢oes periddicas de contorno.

3.3 Resultados e Discussoes

Apo6s resolvermos a equagao (3.6), calculamos a densidade de probabilidade da funcao
de onda, [1|?, e obtemos a figura 14, como veremos mais adiante.

Como visto anteriormente, para um sistema sem saturagao (¢ = 0) o valor critico
para alcangarmos instabilidade modulacional é x;y >~ 0.197. A figura 14, com N = 100
sftios, evoluindo até 50000 passos de tempo (com discretizagao dt = 1072), nos fornece
alguns resultados para ( = 0 e ( = 1 e 2. Na primeira coluna, de (a — ¢), usamos um
valor de acoplamento nao linear y = 0.195, para trés valores de saturacdo ¢ = 0,1 e
2. Podemos ver que para o regime estavel, a nao linearidade saturada nao modifica a
dindmica da funcao de onda, permanecendo estavel, mesmo com o aumento do grau de
saturacdo da nao linearidade. Por outro lado, quando x = 0.205, em (d — f), para um
sistema onde ( = 0, observamos que o regime estavel atingiu o estagio de instabilidade
modulacional, ou seja, a fun¢do de onda evoluiu para um padrao regular localizado de
breathing. Quando ¢ = 1, em (e), vemos que a solugao oscilatéria reduz a amplitude e
frequéncia das respiracoes, enquanto para ¢ = 2, o regime de solugao oscilatoria retoma

para o regime de estabilidade. Assim, o grau de saturagao da néao linearidade ({) parece
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Figura 14 — Evolugao temporal da densidade de Probabilidade da funcao de onda. De
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ser o responsavel por essa transicao do regime de instabilidade modulacional para o de

estabilidade. Ao aumentarmos o valor do acoplamento nao linear, x = 4.500, observamos

que, apos um transiente na qual a funcao de onda exibe um carater irregular na sua

dindmica (chaotic-like (FILHO et al., 2015)), a funcao de onda atinge a solucao estéavel

localizada (self-trapping), visto em (g). Com ¢ =1 e 2, em (h) e (i), respectivamente, o

regime de self-trapping retorna para o estagio de dinamica irregular.

Para reforcarmos o que foi visto na figura 14, calculamos a fungao participacao, definida

na equacao 3.9.

Vemos na figura 15, a fungdo participacao normalizada. Para essa andlise, temos que

a funcdo de onda se encontra no regime estavel e quando a participagao normalizada é

menor que a unidade (P(¢)/N < 1), significa que a funcdo de onda se encontra indo para

um regime localizado.

Para a funcao participagao (figura 15), também para N = 100 e evoluindo o sistema até

50000 passos de tempo, vemos o grau de localizagao da funcao de onda para y = 0.195,0.205

e 4.500 e também para o grau de saturagao da nao linearidade ( = 0,1 e 2. De (a —¢) a

fungao participagdo permanece durante toda a dindmica, com valor constante P(t)/N = 1
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Figura 15 — Evolugao temporal da fungao participagdo. De (a —¢) x =0.195e ( =0, 1
e2;De(d—f)x=0205e(=0,1e2;De(g—i) x=4500e(=0,1e2.

Para uma cadeia com N = 100 sitios e evolucao temporal até 50000 passos

de tempo.
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Fonte: Autor, 2021.

(linha tracejada de cor vermelha) mesmo para ¢ # 0, indicando que o regime é de
estabilidade, ou seja, a pequena perturbacao (ruido) ndo amplifica, evoluindo o sistema

para as oscilagoes localizadas.

Isso s6 ocorre quando xry =~ 0.197, como vemos na coluna do meio da figura 15,
quando x = 0.205. O regime de instabilidade é alcangado, indicado pelas respiracoes
periddicas na fungdo participagao, vistas em d) e para ¢ = 0. Note que a participagao sai
de P(t)/N =1 e cai até um valor minimo P(t)/N = 0.8, sendo este o pico da respiragao
vista na figura 14 em (d). Quando ( =1, ( em (e) ), a amplitude da respiragao é menor,
sinalizando que a fungdo de onda estd retomando o regime inicial de estabilidade. Vemos
isso acontecer quando ¢ = 2 na figura interna f), a respiragdo nao acontece, revelando
a estabilidade. Olhando agora para a ultima coluna, para xy = 4.500, em g), temos
self-trapping (P(t)/N ~ 0). A fung¢do de onda atingiu a solucao estével localizada, apds

um transiente de oscilagoes irregulares, como podemos ver na figura. Ao incorporar a
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saturacao, para ( = 1 e 2, o self-trapping nao é alcancado, permanecendo no regime de
oscilagoes irregulares.
Vimos no capitulo anterior, a estimativa numérica para o y de IM. Temos entdao que o
X critico analitico é dado por:
2
XIMG = QL, (3.10)
L
onde o subscrito em (j, indica que ¢ = 0. Para encontrarmos essa estimativa analitica
para ¢ # 0, usamos o pardmetro x apresentado se¢do anterior:

X — — X (3.11)

14 ¢ [l

e dessa forma, resolvendo para a relacao de dispersao, semelhantemente como fizemos no

capitulo de fundamentagao teérica (ver apéndice B), ficamos com:

2x
— k(e — 2 o), 3.12
v J ( <1+<|wo|2>2w°’> (3.12)

onde w pode ser escrito como:

w=/k2(k? — K3\r.). (3.13)

Para acharmos a estimativa numérica para IM, quando ¢ # 0, dentro da condi¢ao
periodica de contorno, o vetor de onda k se encontra no intervalo:
27 2
—<k<—, 3.14
7 - (3.14)
onde L é o tamanho lateral da cadeia e a é o espacamento internuclear entre os sitios.

Temos entao que:

2T

ou seja, no valor limite minimo permitido para k. Portanto:

212N 1.5
XIM¢ = T(l + CN) ; (3.16)
onde para sistemas unidimensionais, L = N, e desconsiderando termos de mais alta ordem,
ficamos com:

2 4An*(
XIM¢ = T + 77 (3.17)

Esse resultado analitico traz uma total concordancia com os nossos resultados numéricos,

uma vez que a relagio ~ 1/L? também é observada. A estimativa numérica ¢ mostrado
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Figura 16 — Estimativa numérica da dependéncia do acoplamento caracteristico de IM
com o tamanho da cadeia, para letra a) ( = 0.5, ) ( = 1.0, ¢) ( =1.5 e d)
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na figura 16, como vemos mais adiante. Para ¢ = 0, retornamos para a equagao (2.50), ou

ainda:

XMoo =

272

7

(3.18)

Como mostrado anteriormente, Chaves et al (2015) mostraram que o x critico de

instabilidade modulacional cai proporcionalmente com o inverso do tamanho da cadeia

(x1m ~ 1/L), para um sistema cujo o ¢ nao se faz presente (figura 11). Por outro lado, no

nosso modelo, para ( # 0 temos um comportamento diferente. A estimativa numérica pode

ser vista na figura 16, para diversos tamanhos de cadeia (N = L = 25,50,75,--- ,500)

e para alguns valores de ¢ (= 0.5,1.0,1.5 e 2.0). Para esta figura, ndo usamos a escala

logaritmica como na figura 11, pois queremos mostrar a diferenga nos valores de ;. Na

letra a) temos a estimativa numérica para ¢ = 0.5. Os pontos laranjas sao os valores de

X1m para cada tamanho da cadeia, onde vemos que escalam com o inverso do tamanho da

cadeia mais o tamanho da cadeia ao quadrado, xjamc ~ 1/L + ¢/L?, as curvas tracejadas,

Dissertacdo de Mestrado



3.8 Resultados e Discussoes 43

Figura 17 — Minimos da funcao participacao para valores do grau de saturagao da nao
linearidade (a) ¢ = 0.00, (b) ¢ =0.25, (¢) ¢ =0.50 e (d) ¢ = 0.75.
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Fonte: Autor, 2021.

corroborando com o resultado analitico dado pela equagao (3.17). O mesmo comportamento
vemos para ( = 1.0, 1.5 e 2.0, nas figuras internas b), ¢) e d), respectivamente. Note que, a
medida que aumentamos (, o xra € deslocado. Fizemos a diferenca entre os xry para
¢ =0e ( # 0, isso para olharmos para o quanto yjys deslocou. Essa diferenca pode
ser vista nos insets (circulos de cor azul) da figura 11, em a),b),¢) e d). E possivel ver
que quando aumentamos o valor da saturagao, xrys também aumenta ligeiramente, como
vemos nos insets da figura. Para gerarmos o ajuste nos insets (linha pontilhada), fizemos

o fitting e a diferencga entre as equagoes (3.17) e (3.18), que resultou em:

1
XIM¢ = XIMGo ~ C7g- (3.19)
Para uma anélise mais detalhada do comportamento do sistema em relagao aos para-
metros y e (, calculamos a funcao participacao e computamos todos os valores minimos de
P(t) dentro do intervalo temporal 80000 < ¢ < 100000. A figura 17 mostra os resultados
desses célculos para ¢ = 0,0.25,0.50 e 0.75. Para um sistema sem saturagio, em a),

podemos observar no topo da figura, para x ~ 0 varios pontos com valor de participacao
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Figura 18 — Funcao Participacao média. Para parametro y = 0 até 8 e grau de saturacao
(=0 até 1.
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Fonte: Autor, 2021.

Poin(t) = 100, isso significa que o sistema ainda é estavel. Quando x ~ 0.2, a dinAmica
muda e entramos no regime de oscilagoes localizadas periddicas, dando inicio a IM. Esse
regime se estende até xy ~ 0.8, quando temos uma nova ramificacao dentro de uma faixa
de valores de y bem reduzida, xy ~ 0.8 até x ~ 1.0. Para essa faixa de valores as oscila¢oes
aumentam bastante e temos, principalmente, Pp,;,(t) dentro de dois estados localizados.
Quando y ~ 1.0 entramos no regime de oscila¢oes irregulares, que se estende até xy ~ 3.8.
Nesse intervalo, os valores de participacao ocupam uma grande e densa regiao do sistema.
Apos isto, para y > 3.8, atingimos o regime de auto aprisionamento (self-trapping). Essa
primeira figura, a), corroboram com os resultados obtidos por Chaves et al em 2015. De
forma andloga ao xyys, olhando para as figuras internas b), c) e d), quando aumentamos a
saturagao, o y critico para o regime de self-trapping (ST) também cresce. Note que para
¢ =0.25, xs7 >~ 4.6, para ¢ = 0.50, ysr >~ 5.1 e para ( = 0.75, xs7 =~ 6.0.

Para corroborar com o resultado da figura 17 sobre os x criticos de Self-trapping,
calculamos novamente a fungao participacao até o tempo 40000 e computamos a média

dos ultimos 4000 passos de tempo. Para uma gama de valores de y e (, montamos a
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figura acima. Como podemos ver na figura 18, a medida que aumentamos o valor do
grau de saturacao da nao linearidade, o valor do x critico de self-trapping também cresce,
assim como mostramos na figura anterior. Nessa figura, a regido de cor roxa indica que
ainda nao ha o regime de self-trapping, mas ao ultrapassarmos essa regiao, conseguimos
auto-armadilhar a funcao de onda.

Durante toda essa se¢ao, ndés expomos os resultados com relagao aos parametros de
intensidade nao linear (x) e o grau de saturagao da nao linearidade (¢). Mostramos que
quando a saturacao se faz presente, nés podemos retomar regimes anteriores ao atual,
tendo assim uma transicao de regimes causada pela saturacdo. Além disso, mostramos
que a saturacao da nao linearidade, desloca os x’s criticos de transicao de regimes. Vimos
também que o ;s cai proporcionalmente ao inverso do tamanho da cadeia mais o inverso
do tamanho da cadeia ao quadrado. Esses e outros resultados inéditos estao sendo avaliados

para iniciarmos a escrita do artigo que sera publicado.
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4 Conclusoes e Perspectivas

Nessa dissertagao, nés estudamos a instabilidade modulacional (IM) para um sistema
unidimensional, usando o modelo de Holstein, onde modos de vibracao sao considerados
(fonons). A funcdo de onda eletrdnica interage com esses modos de vibragao, de modo que
temos uma interacao elétron-féonon, como conhecemos na literatura. Através desse tipo de
interacao, nos podemos investigar fenomenos nao lineares. IM e auto-armadilhamento sao
algumas das fenomenologias que encontramos na literatura. Apds considerarmos uma nao
linearidade saturada, condi¢oes periddicas de contorno e uma condi¢ao inicial da funcao
de onda uniforme, nés investigamos o papel da saturacao acerca dessas fenomenologias.
Usando um método numérico de Runge Kutta, para um programa em fortran 90, medimos
a funcao participagao e a densidade de probabilidade da funcao de onda. Encontramos
que quando aumentamos a saturagao, podemos observar uma transi¢cao entre regimes.
Vimos também que os valores de y criticos que alteram os regimes da fun¢ao de onda,
sao deslocados com a inser¢ao de saturagao (. Além disso, o x de IM que cai com o
inverso do tamanho da cadeia (xra¢, ~ 1/L), quando a saturagao se faz presente, passa a
ter um comportamento diferente. Esse x cai agora com o inverso do tamanho da cadeia
mais o tamanho da cadeia ao quadrado. Para o auto-armadilhamento, vimos que g7
também ¢ deslocado, assim como ocorre com o de IM. Apesar de encontrarmos na literatura
estudos sobre IM com néo linearidade saturada (HICKMANN et al., 1993), o trabalho
aqui apresentado possui uma nova abordagem, trazendo informacgoes sobre a existéncia de
diferentes regimes, como a nao linearidade critica depende do tamanho da cadeia e qual a
influéncia da saturagao sobre os regimes, por exemplo.

Como perspectivas futuras, iremos investigar em mais detalhes o comportamento
do auto-armadilhamento com a insercao da saturagao. Na figura onde calculamos a
participacdo média, nao fomos capazes de analisar os demais regimes, isso porque a
medida escolhida nao foi satisfatéria. Sendo assim, essa figura também entrard nas nossas
perspectivas futuras. Ademais, vamos investigar o papel da saturacao no y, de modo a
vermos a possibilidade de ter a estimativa numérica do acoplamento nao linear com o

tamanho da cadeia e a saturacgao.
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Apéndices



Apéndice A - Deducao do Teorema de Bloch

Bloch estudou um elétron sujeito a um potencial periédico, de modo que a equagao de

Schrodinger é satisfeita e podemos escrevé-la:

h2
HOG) = (=g ¥+ U ) = Bu(ro) (A1)
para um potencial peridédico
U(7) = U(F+ R), (A.2)

onde R = nyid; + nads + ngas é um vetor da rede de Bravais. Cada vetor R pode ser visto
como uma translacao no espago que deixa a rede invariante. Essa translacdo pode ser feita
usando um operador associado a cada vetor da rede.

Assim, seja Tz esse operador de translagao da rede associado ao vetor da rede de

Bravais, R, que aplicado em U (7), translada seu argumento para U (7" + ﬁ), ou seja, TU(T)

= U(F+ R).
Devido a periodicidade da rede cristalina, o Hamiltoniano de Bloch
H(r) = —h—2V2 + U(7) (A.3)
2m

¢ 0 mesmo quando substituimos 7 por 7+ R, assim:

TRH(FYAF) = H(F + Ru(+ ) =

B . (A.4)
H(F)(r + R) = H(P)Tg4(7),
logo,
TsH(r) = H(")Tj. (A.5)
Temos ainda que a atuacao dessas operadores nao dependem da ordem
TaTp(R) = V(7 + B+ B') = T T (7), (A.6)
ou seja,
Como os operadores H e Tr comutam,
[H,Tz] =0, (A.8)

podemos escolher autoestados simultaneos para ambos os operadores.

H(F) = By(P), (A.9)



Tyap(r) = tgab(r),
onde o autovalor ¢, deve satisfazer:
TETb(R) =tz T (7) = tzt (7).
Temos entao que
que satisfaz:
g = exp(iE- ﬁ)

Portanto, podemos mostrar que os autoestados de H sao dados por:

Ty (R) = (7 + R) = t0(7) = exp(ik - B (),

(7 + R) = exp(iE- é)zb(?’)

Esse resultado é conhecido como Teorema de Bloch.

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)



Apéndice B - Deducao do x 737 com saturacao

Para encontrarmos um parametro de intensidade nao linear analitico acima do qual ocorre
instabilidade modulacional (IM), xju, para o caso com saturacdo, partimos da equagao

de Schrodinger nao linear, dada pela expressao

dy B d* |Y|?
W = Tamd  XTrcup? (B.1)

onde usando uma soluc¢do de onda continua com uma pequena perturbagao, e(z,t), adi-
cionada na amplitude da solugao, obtemos uma expressao para a dindmica do ruido. A

solucao é dada por:

Wz, t) = [t + e(a, t)] eXIVol, (B.2)

onde temos que ¥y > €(x,t) e quando €(x,t) = 0, é solugdo de (B.1).
A perturbacgao entra no inicio da dinamica, adicionada no instante t = ¢y, e pode ser
causada por agentes externos. Queremos investigar essa dinamica, para isto substituimos

a equagao (B.2) em (B.1), e obtemos a expressao:

ZFLEX% (|w ‘2 + e(x Zf)) e%(lﬁ‘?lgljjlg) + iRG%%—d'ﬁ t) _
R (L4 ) N ’ dt
2 2 i xlvgl?t
m ax
1ho|® + [tbol [€* (2, t) + €e(, 1)] xlol2t

(|20 + €(z, 1)) ¢ Tl %) ’

_Xl + ¢ (Jtoo|? + |wo [e*(z, t) + €(z, 1)])

onde [1|? = |¢o]* + |vole* (z,t) + €(x,t), pois |e(x,t)|> ~ 0. Apds organizar a expressao,

ficamos:

ihcie(:v,t) =
Il [l (€ () + e )] (Wo] + e, 1))
deIZ ( >t) X 1—|—<(’¢0|2+’w()HG*(x,t)—FE(SC,t)]) (B4)

1 0l (v + e 1)

1+ Clthol?

onde também fatoramos e cancelamos as exponenciais. Tirando o minimo das parcelas

com Y, resolvemos os produtos que aparecem e desprezamos os termos de ordem quadrada



de €(z,t) no numerador, pois [ty| > €(z,t) e também desprezamos os termos de ordem

linear de €(x,t) no denominador, pelo mesmo motivo. Finalmente, ficamos com:

L d o 3 [%o|®
ih—e(x,t) = e(z,t) X(l TR

M - € (,1) + e, )], (B.5)
que é a expressao que estavamos procurando.

Tendo em maos a equagao (B.5), usamos uma solu¢ao de onda harménica:

E(l’,t) — Aei(km—wt) +B€—i(kx—wt) <B6)

onde k é o vetor de onda. Faremos procedimento analogo ao feito na secao 2.2. Substituindo
(B.6) em (B.5), seremos capazes de compreender a dindmica do ruido, encontrando a
relacao de dispersao e avaliando qual o x critico para alcancarmos IM. Com a substituicao

feita, resolvemos a expressao e ficamos com

—hw + h?rlf - X Yol } A-— X(H—WOP 5B = 0;

2 (14¢[who[2)? Clwol?)
hw+hk2_x |wo|20 ]B_X |¢0|20 A=0 (B.7)
2m (1+Clwol2)? (1+Clwol2)? ’

reescrevendo na forma matricial, temos

_ R%k? lvpo|2 |92
hw = S +X(1+<\¢o\2)2 X+ clyo)? A -0 (B.8)
—x |02 Fiw + B2E2 Y [40|? B ’ )
(140 ?)? 2m (14+¢lepo[2)?

Reescrevemos (B.8) dessa forma porque queremos encontrar a solugao nao trivial para

A e B, de modo que o seu determinante é da forma:

_R2K? ltbo!? |40
o = T+ X o P)? X aFClvol?)? 0 (B.9)
—y [0 o + 2K o2 : :
(1+¢|wol?)? 2m (14+¢[¢po[?)?
Assim, obtemos relagao de dispersao:

k2 [ h2k2 2

hw = ( — 2X|¢0|2>7 (B.10)
2m \ 2m (1 + Clthol?)

onde, para que a perturbagao nao cresga como uma exponencial real, w deve ser real e,

assim, as parcelas entre parénteses devem ser maior ou igual a zero. Dessa forma:

— B2 T (14 zetalyo|?)

(B.11)

mas como os momentos permitidos pela cadeia é dado pelo intervalo 2r/L > k > 27 /a,

com L = Na, entao

2m |40]? 472 472
—2 = = B.12
h2 XIM (1 + zetalio|?) L? (Na)?’ ( )




e, assim

_ 2wk (1+ (ol
- N2a22m |2

Da expressio acima, assumindo h?/2ma® = 1 (termo de hopping) e |1y]*1/N, encon-

X1M (B.13)

tramos a expressao para Xy que queriamos demonstrar:

272 ¢  op? 4n?
_ 1 =" 4 B.14
XM = ( + ) N + N2 ( )

N

onde consideramos apenas os termos lineares de (.
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