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Resumo

No artigo On the first eigenvalue of the Laplacian for compact submanifolds of Fuclidean
space [11] Reilly apresenta trés estimativas geométricas para o primeiro autovalor do La-
placiano em hipersuperficies compactas mergulhadas no espaco euclidiano. Neste trabalho,
usando os conceitos basicos de Geometria Diferencial e Anélise Geométrica provaremos o
mesmo resultado para superficies compactas de R?. Adotaremos a mesma metodologia
para caracterizar as esferas como as unicas Superficies conexas e compactas cuja curvatura
de Gauss estd limitada superiormente pelo primeiro autovalor do Laplaciano, tal resultado

é apresentado por Deshmukh no artigo Compact Hypersurfaces in a Euclidean Space [5].

Palvras-chave: Primeiro Autovalor; Laplaciano; Superficies Regulares; Teorema de Reilly;
Teorema de Deshmukh.



Abstract

In the article On the first Laplacian eigenvalue for compact submanifolds of Fuclidean
space [11], Reilly presents three geometric estimates for the first Laplacian eigenvalue
of a compact embedded hypersurface of the Euclidean space. In this work, using basic
concepts of Differential Geometry and Geometric Analysis we will prove the same results
in the setting of surfaces of R3. We follow the same strategy to characterize spheres as
the only connected compact surfaces whose its Gaussian curvature is bounded from above
by the first Laplacian eigenvalue, such result is due to Deshmukh in the article Compact

Hypersurfaces in a Fuclidean Space [5].

Keywords: First Eigenvalue; Laplacian; Regular Surfaces; Reilly’s Theorem; Deshmukh’s

Theorem.
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Introducao

Seja M uma hipersuperficie compacta, orientavel e mergulhada no espaco euclidiano
mediante ¢ : M — R"". Em [11], Reilly obteve trés estimativas, que dependem da
curvatura média H e curvatura escalar IC da hipersuperficie M, para o primeiro autovalor
nao-nulo do Laplaciano A\ (M) de M:

Teorema 1. (Teorema de Reilly). Seja M uma hipersuperficie compacta e mergulhada
mediante 1) : M — R"". Entao, o primeiro autovalor nao-nulo A\, do operador Laplaciano,

cumpre

n
<—+— | H*dM
A< area(M) /M aM,

IA

n - area(M 9
M n2(n —1)2(,, H2dM /’CdM

n- (area(M))2
= Ut ) dM)>’

onde ¢ € o centro de gravidade de M. Além disso, em qualquer das desigualdades, a

igualdade se dar se, e somente se, M € uma esfera S™(c,r) com r > 0.

Por outro lado, em [5] Deshmukh demonstra ainda que se M for também conexa e com

curvatura escalar IC positiva e limitada por (M), entao M é isométrica a uma esfera em

Rn—i—l .

Teorema 2. (Teorema de Deshmukh). Seja M uma hipersuperficie compacta, conexa
com curvatura de Ricci definida positiva e merqulhada mediante ¥ : M — R""1. Se a
curvatura escalar K e o primeiro autovalor nao-nulo A\ do operador Laplaciano satisfizer
a desigualdade

K< X(n—1),

entao M ¢é isométrica a uma esfera em R 1,

Neste trabalho apresentaremos demonstracoes por argumentos elementares da Geo-
metria Diferencial e técnicas de Analise Geométrica em Superficies regulares, compactas
e orientaveis no espaco R? para os resultados citados acima. Denotaremos por S uma
superficie regular e por K a curvatura gaussiana de S - no espaco R? a curvatura escalar

de S é exatamente igual ao dobro da sua curvatura gaussiana, ou seja K = 2K.



O seguinte resultado: Dada S C R? uma superficie compacta e orientavel, vale que

)
M() < 2dreals)
fs lp —c| dp

onde ¢ denota o centro de gravidade de S. E o argumento chave para cumprirmos os

objetivos propostos deste trabalho, por isso o chamaremos Teorema Principal.

E importante destacar que as demonstracoes aqui apresentadas sao versoes dos argu-

mentos expostos por Luis Alias em [1].

Este trabalho estd organizado como segue. No Capitulo 1 apresentamos definigoes e
conceitos basicos de Geometria Diferencial. No Capitulo 2 falaremos um pouco sobre os
Campos de tensores com intuito de definirmos uma derivada para a aplicacao de Gauss e
também apresentarmos as Equagoes de Gauss-Codazzi-Mainard em temos de tal derivada.
No Capitulo 3 faremos uma abordagem sobre os operadores diferenciais usando estrategias
basicas de Andlise Geométrica, apresentaremos ainda uma demonstracao das Férmulas de
Minkowski por tais estrategias. Finalmente, no Capitulo 4 apresentaremos as adaptagoes

do Teorema de Reilly e do Teorema de Deshmukh como aplicagoes do Teorema Principal.



1 Nocoes de Geometria Diferencial

Neste Capitulo nos preocupamos em revisar alguns conceitos bésicos da Geometria
Diferencial que serao necesséarios para um melhor entendimento dos capitulos posteriores.

Para maiores detalhes veja [10] e [6].

1.1 Superficies e Diferenciabilidade sobre Superficies

Denotaremos por S C R3 uma superficie regular no espaco euclidiano tridimensional.
Vamos assumir ainda que a superficie é orientdvel e N : S — S? denotard sua aplicacao de
Gauss, onde S? = {a € R?; |a|? = 1} é a esfera unitdria. Ou seja, N é um campo normal
unitdrio definido sobre a superficie, de modo que, para cada ponto p € S, o plano tangente
a S em p é dado por:

7,5 = {v e R% (v, N(p)) = 0}.

Alguns tipos especificos de superficies serao de interesse particular para este trabalho:

Definigao 1.1. (Superficie Conexa). Dizemos que uma superficie S C R3 é conera quando
cada par de pontos pertencentes a ela podem ser ligados por uma curva continua que se

encontre completamente contida em S.

Definigao 1.2. (Superficie Compacta). Dado uma superficie S C R, dizemos que p € R?
é um ponto de acumulacao de S se toda vizinhanca de p em R3 contém algum ponto de
S, distinto de p. Dizemos ainda que a superficie S € fechada se ela contém todos os seus
pontos de acumulacao. Além disso, S € dita limitada se estd contida em alguma bola de

R3. Se S € fechada e limitada, dizemos que S é uma superficie compacta.

Exemplo 1.1. Veja alguns exemplos envolvendo o conceito de superficies conexas e

superficies compactas.

a) O plano P = {(z,y,z) € R3, ax + by + cz = d} com (a,b,c) # (0,0,0), é uma

superficie conexa, porém, por ser ilimitado, ndo é compacta.

b) As esferas S*(r) = {(z,y, z) € R?, 22 +y*+22 = r?} de raio r e centradas na origem

de R3, sdo superficies conexas e também compactas.

c) O hiperboldide de duas folhas, definido pela imagem inversa do valor 0 da fungao

f(x,y,2) = —2* —y* + 22 — 1, € uma superficie que ndo é conexa e também ndo é

compacta.
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Em Geometria Diferencial costumamos dizer que uma aplicacao é diferenciavel em um
conjunto aberto quando suas derivadas parciais de todas as ordens existem e sao continuas
em tal conjunto. Dizemos ainda que uma funcao f : S — R ¢é diferenciavel quando a
composicao fox : U — R é diferencidvel, onde U C R? é um conjunto abertoe x : U — S

é uma parametrizagao para a superficie S.

O conceito que acabamos de expor, sobre funcao diferenciavel em uma superficie,
independe da escolha da parametrizacao x. Esse fato é uma consequéncia imediata do

teorema da mudanca de parametros (veja Proposigao 1 no Capitulo 2 de [6]).

Além disso, sendo F : W — R uma funcao definida no aberto W C R3 tal que S ¢ W
e f = Flg a restrigao de F' a superficie S, quando F for diferencidvel em W temos que f
¢ diferenciavel em S. De fato, para qualquer p € S e qualquer parametriz¢ao x : U — S
em p, a funcao fox: U — R é diferenciavel, pois se trata da composicao de aplicagoes

diferencidveis.

Exemplo 1.2. Sao ezemplos de funcoes diferencidveis sobre uma superficie S C R3.

a) (Fungdo altura). Seja P C R um plano que passa pelo ponto py e é normal ao vetor
unitdrio v € R® — {0}. Dado uma superficie S, entio a fungdo h: S — R definida
por

h(p) = (p — po,v), Vpes,

¢ diferencidvel, pois € a restricao a S de uma funcdo diferencidvel em todo R3.

b) (Fungdo distancia). Seja S uma superficie. Dado py € R® — S, entdo a funcao
f:9 =R, definida por

f(p) = |p—pol, Vpes,

mede a distancia euclidiana dos pontos da superficie S ao ponto py. Perceba que

lp— pol = /(P — po,p — po) € diferencidvel em R® — {po}. Como py ¢ S, entio f é
diferencidvel em S.

¢) (Fungdo quadrado da distancia). Seja py € R3, defina a fungdo f: S — R por
fo)=1Ip—pl, Vpes.

Dessa forma temos que f € C®(S), pois esta é a restrigio a S de uma fung¢dao

diferencidvel em todo R3.

Definicao 1.3. Dada uma fungio f € C*(S) e um vetor v € T,,S. A derivada de f em p

na direcao v ¢ definida por:
d

o(f) = dhylo) = 5| flat) e R

onde o € uma curva parametrizada, tal que «(0) =p e o/(0) = v.
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Exemplo 1.3. Seja S uma superficie. Dadosp € S, v € T,S e a: (—€,€) — S uma curva
tal que o(0) = p e o/(0) = v, entdo

a) A derivada da fungdo altura h(p) = (p — po, w) na dire¢ao v é

d

v(h) = pr

t:0<oz(t) — po, w) = ('(0), w) = (v, w).

b) A derivada da funcio distancia ao quadrado f(p) = |p — po|* na direcio v € dada por

d

= —| _ lo(t) = pof* = 2(a/(0), a(0) = po) = 2{v,p = po).

t=0

vo(f)

Observe que a derivada v(f) é definida pela derivada usual (euclidiana). Dessa forma,
dados v,w € T,S e f,g € C*(S), vale que

i) o(f +g) =v(f) +v(g);
ii) v(fg) =v(f)g+ fo(g);
i) (v +w)(f) = v(f) + w(f);

iv) Seja S conexa. Se v(f) = 0 para todo p € S, entdo f é constante em S.

Vamos estender essa nogao de diferenciabilidade de fungoes sobre superficies para campo

de vetores.

Definigao 1.4. (Campo de Vetores). Dado um aberto W C R3. Definimos um campo de
vetores em W como sendo uma aplicagio Z - W — R? que associa cada ponto (z,y,z) € W

a um vetor
Z<x7yaz) = (Zl<xay7z)7z2(x7y7 Z)7ZS($»?J;Z))»

cujas coordenadas sao fungoes definidas em W . Quando as fungoes coordenadas Z; - W — R

sao diferencidveis dizemos que Z € um campo de vetores diferencidvel em W.

De maneira andloga ao que fizemos para funcoes diferencidaveis, dados uma superficie
S, um aberto W C R3 tal que S C W e um campo de vetores diferencidvel Z : W — R3,
definimos a restricao X = 7 ’ g0 — R3 como sendo um campo de vetores diferenciavel

sobre S.

Convém destacar que nem todo campo de vetores diferencidveis sobre uma superficie S
possui uma extensao numa vizinhanca de S. Podemos citar como exemplo a aplicacao de

Gauss N : S — S? que esté definida apenas em S.
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Definicao 1.5. Dado X um campo de vetores diferencidvel sobre uma superficie S e seja
v € T,S um vetor tangente a S em um ponto p € S. A derivada de X = (X1, X2, X3) emp

na direcdo v € dada por

d

pr('U) = % 0

X(at) = (v(X1), v(X2), v(X3)),
onde o € uma curva parametrizada, tal que «(0) =p e o/(0) = v.

Proposigao 1.6. Dado uma fungao f € C*(S). Sejam X eY campos diferencidveis em
S. Entao para todop € S ev € T,S temos:

1) d(X +Y)p(v) = dX,(v) + dY,(v);

it) d(fX), =v(f)X(p) + f(p)dX,(v);
iii) d(X)p(v+w) = dX,(v) + dX,(w);

iv) Seja S conera. Se d(X), = 0 para todo p € S, entao X ¢é constante em S.

Demonstracao. Os resultados decorrem diretamente das propriedades da derivada v(f).

Com efeito

B dX +Y)(0) = (v(X1+ Y1), 0(Xs+ Ya),0(X5 +V3))

= (v(X1) + o Y1 v(Xs) + v(Ya), v(X3) + v(Y3))
(v(X1), v(X2), v(X3)) + (v(Y1), v(Y2), v(Y3))

= dX,(v)+ de(v).

i) d(f X)) = (o(fX0),0(fXa), 0(f X))

= (U(f X1+fU (X1),v(f) X2 + fo(Xy), U(f)X3+fU(X3))
(U<f>X )Xo, v(f)X ) (fU(X1> fu(Xy), fU(X:%))

(X17X27X3)+f( (X1), v(X2),v(X5))

iii) d(X),(v+w) = +w)(Xa), (v +w)(X3))
2), 0(X3) + w(Xs))

)
X3)) + (w(X1), w(X2), w(X3))
)

O resultado iv) segue do fato de que as fungoes coordenadas do campo X sao fungoes
definidas sobre uma superficie conexa. Logo, se d(X),(v) = 0 em S, entao as funcoes

coordenadas de X sao todas constantes. O
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1.2 Curvaturas

E uma nocao intuitiva advinda do Célculo Diferencial que medir a curvatura de uma
superficie S significa medir o quao rapido ela se afasta do plano tangente 7,5 em uma
vizinhanca de p € S. Isto é equivalente a medir a taxa de variagao da Aplicacdo de Gauss

de S em p. Ou seja, calcular, em cada ponto p € S, a derivada dN,, na dire¢ao v € T,,5:

aN,(0) = 5| N(alt)).

Evidentemente, a diferencial dN,, : T,S — Tn()S* é uma aplicagao linear. Mas como T,,S

e TN(p)82 sao 0 mesmo espago vetorial, pois
(N(p), N(p)) = 1 = (dNp(v),N(p)) = 0, Vv € T,5,
entao dN, pode ser visto como um endomorfismo dN, : T,,S — T,S.

Definigao 1.7. (Endomorfismo de Weingarten). Seja S C R® uma superficie reqular e N
sua aplicacao de Gauss. A aplicagao A, : TS — T,S definida por

AP<U) = _dNP(U)a
¢ denominada endomorfismo de Weingarten.

Proposicao 1.8. O endomorfismo de Weingarten A, : T,S — T,S € uma aplicagdao

auto-adjunta. Isto é, para todo v,w € T,S
(Ap(v), w) = (v, Ap(w)).
Demonstracao. Veja a Proposi¢ao 1 no Capitulo 3 de [6]. O

E um resultado cldssico da Algebra Linear (Teorema Espectral) que todo endomorfismo
auto-adjunta é diagonalizavel. Assim, o endomorfismo de Weingarten possui dois autovalores
reais ki(p) e ko(p) que chamaremos curvaturas principais da superficie S no ponto p, e
as diregoes (autovetores) e; e ey associadas ao endomorfismo de Weingarten chamaremos

direcoes principais, tais diregoes formam uma base ortonormal para o plano tangente 7),S.

Definicao 1.9. (Curvatura Normal). Dado uma dire¢io v € T,S tangente a superficie S

em um ponto p, tal que |v| =1, o valor

representa a curvatura normal de S em p na dire¢ao v.
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As curvaturas principais ki(p) e kao(p) s@o, respectivamente, os valores maximos e
minimos das curvaturas normais e as suas direcoes principais correspondem as direcoes de

maximo e minimo da curvatura normal em cada ponto p € S.

Associados ao endomorfismo de Weingarter, temos dois invariantes algébricos (seu trago

e seu determinante):

tr(A,) = ki(p) + k2(p) e det(A,) = ki1(p)ka2(p),

que motivam a seguinte definicao:

Definigao 1.10. (Curvaturas Média e Gaussiana). Dado uma superficie S C R3 e
A, T,S = T,S o seu endomorfismo de Weingarten no ponto p € S. Definimos, respecti-

vamente, como Curvatura Média e Curvatura Gaussiana os valores:

1 ki(p) + k2(p
H(p) = Sr(a,) = BOERRL )~ dera,) = b )kat)
Exemplo 1.4. Seja S*(r) uma esfera de raio r centrada na origem. Para cada p € S*(r)
tome uma curva « : (—e€,€) — S? tal que a(0) = p, &/(0) = v e |o/(0)| = 1. Definindo
N(p) = —p/r, para todo p € S* temos

d

Ap(v) = T

N(a(t)) = =-.

=0 r
Assim, seque-se que a curvatura normal k(v) = (A,(v),v) € constante igual a 1/r. Conse-
quentemente, ki(p) = ko(p) = 1/r. Logo, as curvaturas Média e Gaussiana da esfera S*(r)

assumem os sequintes valores:

Hp)=> ¢ Ki)= Wesi)

1.3 Derivada Covariante

Iniciaremos esta secao com uma discussao sobre os campos de vetores tangentes a uma

superficie.

Definicao 1.11. (Campo de vetor tangente a superficie). O campo de vetores tangentes

sobre S € uma aplicacao diferencidvel X que associa cada ponto p € S a um vetor tangente
X(p) € T,S C R%.

Os campos de vetores tangentes a S formam uma classe especial de campos diferenciaveis
que denotaremos por X(5). A soma X + Y dos campos tangentes X,Y € X(5) é ainda
um campo tangente X +Y € X(S) definido por (X +Y)(p) = X(p) + Y (p). Assim como
também, a multiplicagdo fX de um campo tangente X € X(.S) por uma fungao f € C*°(S5)
resulta em um campo fX € X(S) definido por (fX)(p) = f(p)X (p).
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Mesmo que X € X(5) néo temos a garantia de que dX,(v) € X(S). Diante disso, de
modo a desenvolver uma geometria intrinseca sobre S, é interessante considerarmos a

parte tangente de dX,(v), a qual recebe o nome de Derivada Covariante.

Definigao 1.12. (Derivada Covariante). Dado um campo tangente X € X(S), definimos

a Derivada Covariante de X na direcao v € T,S como sendo a aplicagao:
VX = dX,(v) = (dX, (), N(p)N(p). (1.1)

Proposicao 1.13. Dados X,Y € X(S) e f € C™(S). Entdo para todo v,w € T,S temos

i) Vo(X +Y) =V, X +V,Y;
i) Vo(fX) =0(f)X + [V.X;

i11) ViopoX = Vo X + Vi X.

Demonstracao. Os resultados decorrem da Proposicao 1.6. Com efeito,

) V(X +Y) = d(X +Y)p(v) = (d(X +Y)p(v), )N
= d(X)p() (Y)p() <( )p(v) +d(Y )p(v)aNW

= (d(x),(v) — (d(X ) ( —{d(Y),(v), N>N)
— VX + V.Y
i) Vo(fX) = d(fX),(v) = (d(fX)p(v), N)N
= v(f[)X + fdX,(v) = ()X + fdX,(v), N)N
= v(f)X + fdX,(v) = (fdX,(v), N)N
= V()X + F(dX,(0) — {dX(v), NIN)
= v(f)X + fV, X.

i) VX = d(X

)
= (d(X)p(v) = (A(X),(v), N)N) + (d(X)p(w) = {d(X)y(w), N)N)

Usando o fato de X € X(S) implicar em (X, N) = 0, temos que

v((X, N)) = (dX,(v), N) + (X,dN,(v)) =0
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e, portanto,
(dXp(v), N) = —(X,dNp(v))

para todo v € T,,S. Assim, partindo da expressao (1.1), podemos escrever a derivada de X

na direcao v como:

dX,(v) = V, X + (A, (v), X)N. (1.2)

Esse resultado é conhecido por Férmula de Gauss a Superficie.



2 Um Pouco sobre Campos de Tensores

Neste Capitulo vamos nos referir a campo de tensores, como sendo um “campo de

endomorfismo”. Isto é, uma aplicacao
p— (R, : X(S) — X(9)),

onde p € S e R, é um endomorfismo. Preocupar-nos-emos em definir a derivada covariante
para tais campos e em seguida usaremos esses conceitos para obter as equacoes de

Gauss—Codazzi—Mainardi.

Este Capitulo foi escrito baseado em [1] e [§].

2.1 Extensiao da Derivada Covariante

No Capitulo anterior, vimos algumas categorias de derivadas de funcoes e campos
diferenciaveis na direcao de um vetor. Agora, vamos estender esses conceitos para derivadas

na direcao de um campo de vetores.

Definicao 2.1. Dado um campo X € X(S) e uma fun¢do f € C*(S), definimos a derivada
de [ na direcdo X como a funcao diferencidvel X (f) € C*(S) dada por

Proposicao 2.2. Dados X,Y € X(S) e f,g € C*(S), entao

i) X(f+g)=X(f) + X(9);
i) X(fg)=X(f)g+ fX(9);

i) (X +Y)(f) = X(f)+Y (/).

Demonstragao. Ja que X (p) é um vetor em 7,5 entdo os resultados decorrem diretamente

das propriedades da derivada v(f). O

Como X (f) € C*(S) entao podemos fazer Y (X (f)), onde Y € X(S5).

Definicao 2.3. (Colchete de Lie). Dados os campos X, Y € X(S) e a fungio f € C*(95),

definimos o colchete de Lie como sendo o campo [X,Y] tal que

(X YI() = X(Y(f)) = Y (X))
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Definicao 2.4. Dados X,Y € X(5), definimos a derivada de Y na diregdo X como sendo

a aplicacdo diferencidvel VxY dada por
(VxY)(p) = dY,(X(p)) = (X(V1)(p), X (Y2)(p), X (Y3)(p)),
onde Y1,Ys,Ys € C®(S) sao as fungoes coordenadas de Y .

Proposicao 2.5. Dados X,Y,Z € X(S) e f € C*(S), entao

i) vx(Y-f—Z) :VXYJrVXZ;
i) Vx(fY) = X(f)Y + fVxY;

iii) Vxiz(Y)=VxY + VY.

Demonstracao. De fato, para cada p € S segue-se da Proposicao 1.6 que

i) Vx(Y+2)(p)=dY +2),(X(p)) = d(Y),(X(p))+d(2),(X(p))

it) (Vx(fY))(p) = d(fY),(X(p) = X(P)(F)Y(p)+ f(p)dY,(X(p))

iii) (Vx+z(Y))(p) = d(Y),(X + 2)(p)) = d

Definicao 2.6. (Extensao da Derivada Covariante) Dados X,Y € X(S5), definimos a

derivada covariante de Y na diregio X como sendo o campo VxY € X(S) dada por

(VxY)(p) = Vxp)Y:

Ou seja,
(VxY)(p) = (VxY)(p) = (VxY)(p), N(p)) N(p).

Proposicao 2.7. Dados X,Y,7Z € X(S) e f € C>(S),

i) Vx(Y+2)=VxY +VxZ,
i) Vx(fY) = X(N)Y + fVxY;

iti) Vxiz(Y) =VxY + VY.
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Demonstracao. Decorrem diretamente da proposi¢ao anterior. O]

Note que (VxN)(p) = dN,(X(p)) = —A,(X(p)), para todo p € S. Dessa forma,
definimos

A(X) = —VyN

como sendo a extensao do endomorfismo de Weingarten. Consequentemente, podemos

estender a formula de Gauss de Superficie:

(VxY)(p) = (VxY)(p) + (4,(X (), Y (0)) N (p). (2.1)

A extensao da formula de Gauss garante a seguinte igualdade:

(VxY)(p), N(p)) = (4(X(p)), Y (p))-

De maneira analoga,

(VyX)(p), N(p)) = (4,(Y (p)), X (p)).

Usando a simetria de A,, temos que

(VxY)(p), N(p)) = (VyX)(p), N(p)).

Isto é, os vetores (VxY)(p) e (VyX)(p) possuem a mesma parte normal e, portanto,

(VxY)(p) = (Vv X)(p) = (V¥ X)(p) = (VxY)(p)-

Dessa forma, definimos

(X, Y](p) = (VxY)(p) = (Vv X)(p). (2.2)

2.2 Campo de Tensores

Definigao 2.8. (Campo de Tensores). Definiremos como campo de tensores sobre uma
superficie S C R? toda aplicacio R que associa cada ponto p € S a um endomorfismo

R, :T,S = T,S. Diremos que um campo de tensores R é diferencidvel sobre S se, para
cada X € X(S), o campo RX definido por

(RX)(p) = By(X(p))

for diferencidvel.
Observe que, se R é um campo de tensores diferenciavel sobre S, entao R determina

uma aplicacao R : X(S) — X(5). O exemplo mais natural de campo de tensores é o campo
A X(S) — X(5) definido pelo endomorfismo de Weingarten.
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Proposicao 2.9. Para todo X,Y € X(S) e f € C™(S), um campo R : X(S) — X(95) de

tensores diferencidvel sobre S satisfaz

i) RIX +Y) = R(X) + R(Y);

i) R(fX) = f R(X).
Demonstragio. Para demonstrar i), observe que para todo p € S,

R(X +Y)(p) = R,((X +Y)(p)) = Ry(X(p) +Y(p)).
Como, por definicdo, R, é um endomorfismo entéio
Ry(X(p) +Y(p)) = Ry(X(p)) + Rp(Y(p)).
Logo,
R(X +Y)(p) = Ry(X(p)) + Ry (Y (p)) = R(X)(p) + R(Y)(p)-

Finalmente, dado uma fungio f € C%(S), segue-se

R(fX)(p) = Ry ((fX)(p)) = Rp(f(p)X ()

Novamente usando o fato de R, ser um endomorfismo, temos

Portanto,

Para cada p € S, definimos
R,(v) = (RX)(p) € 1,5,

onde X € X(9) é tal que X (p) = v. As propriedades 7) e i) da proposi¢ao anterior nos

garantem que R, estd bem definida.

Definicao 2.10. (Derivada Covariante de um Campo de Tensores). Seja R : X(S) — X(5)
um campo de tensores diferencidvel sobre a superficie S. Definimos a derivada covariante
de R na direcao X € X(S) como a aplicagao diferencidvel VxR : X(S) — X(S) definida
por

(VxR)(Y)=Vx(RY)—-R(VxY), VY e€X(9).



Capitulo 2. Um Pouco sobre Campos de Tensores 22

Proposicao 2.11. Para todo X,Y,7Z € X(5) e f € C*(S5), a derivada covariante de um
campo de tensores R : X(S) — X(5) satisfaz
1) (VxR)(Y +2) = (VxR)(Y) + (Vx R)(Z);

i) (VxR)(fY) = f(VxR)(Y).
Demonstracao. Com efeito,

(VxR)(Y +2Z) = Vx(RY +2)) = R(Vx(Y + 2))
Vx(RY 4+ RZ) — R(VxY + VxZ2).

Como RY,RZ € X(S), segue-se da Proposigao 2.7 e da Proposi¢ao 2.9 que

Vx(RY + RZ) = Vx(RY) + Vx(RZ)

R(VxY +VxZ)=R(VxY)+ R(VxZ).
Logo,

(VxR)(Y +2) = Vx(RY)+Vx(RZ) — R(VxY) - R(VxZ)
= (Vx(RY) = R(VxY)) + (Vx(RZ) — R(VxZ))
(VxR)(Y) + (VxR)(Z).

De maneira similar, dado uma funcao f € C*°(S), temos

(VxR)(fY) = Vx(R([Y)) - R(Vx([Y))
= Vx(fRY) = R(X(f)Y + fVxY)
= X(f)RY + fVxRY — R(X(f)Y) — R(fVxY)
= X(f)RY + fVxRY — X(f)RY — fR(VxY)
= f(VxRY — R(VxY))
= [(VxR)(Y).

]

Dessa forma, para cada p € S e v € T),S, a aplicagao V,R : T,,S — T,,S definida por
(VuR)(w) = (VxR)(Y)(p),  weT,S,

onde XY € X(S5) sao campos tangentes tais que X (p) = v e Y(p) = w, estd bem definida.
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2.3 Equacao de Gauss—Codazzi—-Mainardi

Nesta secao trataremos das equacoes de Gauss—Codazzi—Mainardi. Na geometria dife-
rencial classica de superficies, essas equagoes sao geralmente expressas pelos Simbolos de
Christoffel. No entanto, para nds, sera mais 1til representarmos essas equacgoes em termos

da derivada covariante.
Lema 2.12. Dados campos diferenciais X,Y, 7 € X(S), temos

Vx(VyZ) = Vy(VxZ) = Vixy1Z = 0.

Demonstracao. De fato, por um lado

Vx(VyZ)=Vy(VxZ)=Vx(Y(Z1),Y(Z:),Y (Z3)) — Vv (X(Z1), X (Z5), X (Z3))
= (X(Y(21), X(Y(2)), X(Y(Z5))) = (Y (X(21)),Y(X(2)), Y (X(Z5))).

Por outro lado

v[X»Y]Z = ([X7 Y](Zl)a [X’ Y](Z2)7 [X7 Y](ZfB))
= (X(Y(2) - Y(X(2)), X(Y(Z)) - Y(X(Z)), X (Y (Z5)) - Y(X(Z5)))
= (X(Y(21), X(Y(2)), X(Y(Z5))) = (Y((X(21), Y (X(22)), Y (X(Z5)))-

Dessa forma, obtemos que
Vx(VyZ) = Vy(VxZ) =VixyZ.
O que conclui a demonstragao. O]

Teorema 2.13. (Equacao de Gauss—Codazzi—-Mainardi). Seja S C R® uma superficie
reqular e A : X(S) — X(S) o tensor definido pelo Endomorfismo de Weingarten. Entdo,
para todo X,Y € X(S), temos:

Vx(VyZ) = Vy(VxZ) = VixyZ — (AY, Z)AX + (AX, Z)AY (2.3)

Vx(AY) = Vy(AX) — A[X,Y] = 0. (2.4)

Demonstragao. Aplicando o lema anterior com a Férmula de Gauss (2.1), obtemos
0=Vx(VyZ+(AY,Z)N) = Vy(VxZ + (AX,Z)N) — (Vixy)Z + (A[X,Y], Z)N).
Novamente, usando a férmula de Gauss (2.1)

0 = Vx(VyZ)+ (AY,VxZ)N + (Vx(AY), Z)N + (AX,VyY)N — (AY, Z)AX
—Vy(VxZ) — (AX,Vy Z)N — (Vy(AX), Z)N — (AY,VxZ)N + (AX, Z)AY
~VixyZ — (A[X,Y], Z)N.
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Eliminando os termos que se anulam e reorganizando os termos restantes, temos

0 = (Vx(Vy2) = Vy(VxZ2) = Vixy)Z — (AY, Z)AX + (AX, Z)AY)
+(Vx(AY) — Vy(AX) — A[X,Y], Z)N.

Ou seja, tanto a parte tangente, quanto a parte normal desse campo se anulam. Portanto,
Vx(VyZ) = Vy(VxZ) =V ixy)Z — (AY, Z)AX + (AX, Z)AY.
Assim obtemos a Equacao de Gauss de curvatura. Por outro lado, temos também que
(Vx(AY) = Vy(AX) — AX,Y], Z) =0,

para todo Z. Logo,
Vx(AY) - Vy(AX) — A[X,Y] =0.

Que resulta na Equacao de Codazzi—-Mainardi. O
As equagoes (2.3) e (2.4) s@o, respectivamente, conhecidas por Fquac¢do de Gauss de

curvatura e Equacao de Codazzi—Mainards.

Coroldrio 2.14. (Codazzi-Mainardi). Seja S C R® uma superficie reqular e A : X(S) —
X(S) o tensor definido pelo Endomorfismo de Weingarten. Entdo, para todo X,Y € X(S),

temos

(VxA)(Y) = (Vy A)(X).

Demonstracao. De fato, pela Equagao de Codazzi-Mainardi segue-se que

(VxA(Y) = (VyA)(X) = Vx(AY) - A(VxY) — Vy(AX) + A(VyX)
= Vx(AY) = Vy(AX) + A(Vy X — VyY)
— Vx(AY) — Vy(AX) — A([X,Y))
= 0.

Como queriamos demonstrar. O
Logo, para todo p € S, vale que (VxA)(Y)(p) = (VyA)(X)(p). Ou seja,
(VoA)(w) = (VuA)(v)

para todo par de vetores v, w € T},S.



3 Operadores Diferenciais sobre Superficies

No presente Capitulo, apresentaremos algumas definicoes de operadores diferenciais
definidos sobre uma superficie regular. Faremos também uma revisao dos operadores
definidos sobre abertos do R®. Em seguida, apresentaremos algumas propriedades que
relacionam tais operadores. Por fim, usando os resultados desenvolvidos ao longo do

Capitulo, apresentaremos uma demonstracao para as Formulas de Minkowski.

3.1 Gradiente e Hessiano

Seja F': W — R uma funcao diferencidvel definida em um aberto W C R3. O Gradiente

Euclidiano de F' no ponto a € W é definido como sendo o vetor Grad F(a) tal que
(Grad F(a),v) = v(F), VoeR>.

Em particular, tomando a base canonica {ej, ez, e3} do espago euclidiano R?® temos
que (Grad F(a),e;) = 0F(a)/0x,(Grad F(a),es) = 0F(a)/dy e (Grad F(a),e3) =

OF(a)/0z. Logo, oF OF OF
or )).

Grad F(a) = <6_x<a)’8_y<a)’ 5, (@

(3.1)

Usando a expressao (3.1) com as propriedades das derivadas parciais obtemos as

seguintes propriedades:

i) Grad (F + G) = Grad F + Grad G;
ii) Grad (FG) =G Grad F + F Grad G;
iii) Grad (¢po F) = ¢'(F) GradF.
Onde F,G : W — R sao funcoes diferenciaveis definidas sobre um aberto W C R? e
¢ : R — R é uma funcao diferencidavel. Em particular, para superficies, definimos:

Definicao 3.1. (Gradiente). Dado uma fungio f € C*(S), usaremos o termo gradiente
de f para nos referirmos ao campo de vetores tangentes a S determinado pela aplica¢ao
Vf:S —R? definida por:

<Vf(p),1)> = 'U(f)’ CAS TpSa

(Vf(p),N(p)) =0, VpeS.
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Dado F': W — R uma extensao para f € C*(S), isto é f = F|g, entdo o gradiente de

f é a parte tangente do gradiente euclidiano de F, isto é,
Vf(p) = Grad F(p) — (Grad F(p), N(p))N(p). (3.2)

Proposicao 3.2. Dadas as fungdes diferencidveis f,g € C*(S) e ¢ : R = R, temos

i) V(f+9)=Vf+Vg;
i) V(fg) =gV f+ fVg;
iii) V(po f)=¢'(f) Vf;

iv) Se S € coneza, entio V f(p) = 0 para todo p € S se, e somente se, f € constante em

S.

Demonstragao. Para demonstrar as propriedades i), ii) e iii) tome F e G extensoes,
respectivamente, para as fungoes f e g. Assim decorre da expressao (3.2) e das propriedades

do Gradiente Euclidiano que
i) V(f+g) = Grad (F+G)—(Grad (F+G),N)N
= Grad F + Grad G — (Grad F + Grad G,N)N
= (Grad F — (Grad F,N)N) + (Grad G — (Grad G,N)N)
= Vf+ Vg

i) V(fg) = Grad (FG)— (Grad (FG),N)N
= G Grad F+ F Grad G — (G Grad F + F Grad G, N)N
= G(Grad F — (Grad F,N)N) — F(Grad G — ( Grad G, N)N)
= gVi+fVy.

ii)V(po f) = Grad(¢poF)— (Grad (¢poF), NYN
= ¢'(f) Grad F — (¢'(f) Grad F, N)N
= ¢'(f) (Grad F — (Grad F,N)N)
= ¢(f) VS

Para demostrar a propriedade iv), observe que se V f(p) = 0 para todo p € S, entao

0= (Vf(p),v) = v(f).

Logo, sendo S uma superficie conexa, segue-se que f é constante. Reciprocamente, se f

for constante entao v(f) = 0 para todo p € S e v € T),S, assim

(Vf(p),v) =0
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O que implica que V f(p) = 0 para todo p € S.
O

Proposigao 3.3. Seja A : X(S) — X(S) o campo de tensores definido pelo Endomorfismo
de Weingarten. Entao, para cadap € S ev € T,S tem-se

tr(Vy,A) = (v, V(trA)(p)),

onde trA € C*(S) é uma funcao definida por (trA)(p) = tr(A,).

Demonstragao. Fixemos uma base ortonormal {ey, es} do espago 7,,S. Assim, temos

2

tr(V,A) = Y ((VoA)(e),e) =
Apy(er), e;) =

=1 1

=

2

= Z<Vv P

=1

761')-

Z(vap(ei) — A(V,ei), i)
(d(Ap(ei))p(v)

Por outro lado,

2 2

=1 =1

Olhando respectivamente para e; e es como campos de vetores constantes Fy, Fy € X(.9),

isto é, By = e e Ey = eq, e tomando a fungao f(p) = (A,(E;), E;) temos que

(0, V{Ap(E:), Ei))) = (v, Vf) = dfy(v).

Observe ainda que

dfp(v) = (d(Ap(Ei))p(v), Ei) + (Ap(E3), d(E;)y(v))-

Mas como E; é um campo constante, segue-se que d(E;),(v) = 0. Portanto
(0, V(4 (E3), Ei))) = (d(Ap(E:))p(v), Ei).

Equivalentemente,

Logo,
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Definicao 3.4. (Hessiano). Seja f € C*°(S). Para cada ponto p € S, definimos o operador

hessiano de f como sendo a funcao
Vif, : T,8 x T,S = R

definida por
V2f,(v,w) = (V,Vf,w).

Usando a Formula de Gauss de superficie (1.2) com X = V f, obtemos:

VoV =d(Vf)p(v) = (A(v), V(p))N(p).
De modo que podemos calcular o hessiano V2 f,(v, w) por meio da derivada usual, isto ¢,
V2 fp(v,w) = (d(V f)p(v), w). (3.3)
De maneira geral, dado uma funcao F : W — R diferencidvel no aberto W C R3. O
hessiano euclidiano de F' no ponto a € W ¢ definido como sendo a fungao dada por
Hess Fy(v,w) = (d(Grad F),(v),w),
para todo par de vetores v, w € R3.

O resultado a seguir relaciona o hessiano euclidiano de F' com o hessiano de sua restrigao
f=F |S'

Proposigao 3.5. Seja F': W — R uma funcao diferencidvel sobre um aberto W C R?

que contém uma superficie S, e seja f a restri¢cao de F a S. Entdo
V2 fp(v,w) = Hess Fy(v,w) + (Ay(v), w)(Grad F(p), N(p)),

para todop € S e v,w € T,S.

Demonstragao. Segue-se da expressao (3.2) que

d(Vf)p(v) = d(Grad F),(v) — du,(v)N(p) — u(p)dNp(v)
= d(Grad F),(v) — du,(v)N(p) + u(p)A,(v)

onde u(p) denota o produto interno (Grad F(p), N(p)). Portanto, usando (3.3), temos

Vif(v,w) = (d(Grad F),(v),w) +(Grad F(p), N(p)){Ay(v), w)
= Hess F,(v,w) + (A,(v), w)(Grad F(p), N(p)).
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Exemplo 3.1. Considere F': R — R a funcdo diferencidvel definida por

1
F(a):§|a—c|2, VaeR?

onde ¢ € R® é um ponto fizo. Trivialmente, temos que
Grad F(a)=a—c e Hess F,(v,w) = (v,w)

para todos o0s vetores v, w € R®. Dado S C R3 uma superficie reqular, tomemos a restrigdo
f = F|s. Entao,

Vip)={@—c —{p—0c),Np)Np), (3.4)

para todop € S, e

V2 fo(v,w) = (v,w) + (A, (v), w){(p — ¢), N(p)), (3.5)
para todo par de vetores v,w € T),S.

Exemplo 3.2. Considere a funcao altura h € C*°(S) definida no Exemplo 1.2. Observe

que esta € a restricao a S da funcdo diferencidvel em R? dada por
H(z) = (x — ¢, v), r € R?,

cujo gradiente euclidiano € simplesmente o vetor constante vy e Hess H(x) = 0. Por tanto,

seu gradiente é dado por
Vh(p) = vo — (vo, N(p))N(p)

e seu hessiano € dado por
V2 hy (v, w) = (Ay(v), w)(vo, N(p)),

para todo p € S e v,w € T,S.

3.2 Divergente e Laplaciano

Sendo Z um campo de vetores diferencidvel definido sobre um aberto W C R®. Define-se
o Divergente Euclidiano do campo Z em um ponto a € W como sendo o traco da aplicagao
linear dZ, : R? — R3. Escrevemos

3
Div Z(a) = tr(v — dZ,(v)) = Y (dZa(e;), ),
i=1
onde {ey, s, e3} é uma base ortonormal do R3. Em particular, se {ej, s, e3} for a base

canonica, temos
‘ 07, 07, 073
Div Z(a) = — — —(a). .
iv Z(a) = 5 Ha) + 52 0) + 52 (36)

Pela expressao (3.6), decorre diretamente das propriedades da derivada parcial que
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i) Div (Z+ Z') = Div Z + Div 7,

ii) Div (FZ)={(Grad F,Z) + F Div Z.

Onde Z, Z' sao campos de vetores diferencidveis sobre o aberto W C R3 e F € C>°(W).

Teorema 3.6. (Teorema da Divergéncia). Seja S C R3 uma superficie regqular, orientada
e compacta e seja Q0 C R3 um dominio determinado por S (S = 00). Se Z : Q@ — R? é um

campo de vetores diferencidvel, entdo

| piv 2@ da = - [ (). NG a,

onde da é o elemento de volume da regidgo S e dp € o elemento de drea da superficie S.

Demonstragao. Veja Teorema 5.31 no Capitulo 5 de [10]. O

Corolario 3.7. Sobre as hipoteses do Teorema da Divergéncia temos, para cada ponto

firo c € R3, que X
vol() = =3 [ (lp= ). Nw) d.

Demonstracao. Tome Z : ) — R3 um campo de vetores diferencidvel dado por
Z(a) =a—c,

com c constante. O divergente de Z ¢é trivialmente Div Z(a) = 3 para todo a € Q. Dessa

forma, segue-se do Teorema da Dirvegéncia que

/QDZ'U Z(a) da = 3vol()) = — /S<(P — ¢, N(p)) dp.

]

Quando Z = Grad F, entdao o Div(Grad F) ¢é definido como o Laplaciano Euclidiano

de F', e denotamos

AF(a) = Div(Grad F)(a) = tr(d(Grad F),)

= Z((d(Grad F)a) (€;),€;) = Z Hess F, (e, €;),

i=1 i=1

onde a € W e {ey, e, e3} é uma base ortonormal do R?. Ademais, tomando a base canénica

do R3, temos

AF(a) = Z g?(:x). (3.7)

Em particular, para fungoes diferenciaveis em uma superficie S definimos:
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Definicao 3.8. (Divergente). Para cada ponto p € S. Definimos o divergente de um campo
X € X(S) como a aplicagdo
div : X(5) — C*(9),
dada por
div X (p) = tr(v— V,X).

Seja {e1, ez} é uma base ortonormal para T,,S. Para cada ponto p € S, tem-se

2

div X(p) =Y (Ve X, €:). (3.8)

i=1
Proposigao 3.9. Para todo X,Y € X(S) e f € C®(S). O operador divergente possui as

sequintes propriedades:

i) div(X+Y)=divX+divY;

i) div (fX)=(X,Vf)+ fdiv X.

Demonstracao. Por praticidade, denote tr(v — V,X) por tr(VX). Assim, o primeiro

resultado é evidente, visto que

div (X +Y) = tr(V(X +Y)) = tr(VX + VY)
= tr(VX)+tr(VY)=div X +div Y.

Para provar o segundo resultado basta escrever o divergente em coordenas e usar as
propriedades da derivada covariante. Ou seja,

2 2

div (FX) = Z(vei(fX),e»:Z<ei(f)X+fVeiX,ei>

= D (alNX.e) + 1D (VX e)

= Z(X,ei(f)ei>+fdivX
= (X,Zei(f)ei>+fdz’vX

2
= <Xaz<vf7 e;ye;) + fdiv X = (X, Vf) + fdiv X.

]

Definicao 3.10. (Laplaciano). Seja f € C*(S). O operador Laplaciano de f em S é a
fungao A : C*(S) — C*(9) definida por

Af = div V.
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Proposicao 3.11. Sejam f,g: 5 - R e ¢ : R — R. Entdo,

i) A(f-g) = (Af)g+ f(Ag) +2(V [, Vg);
i) A(po f)=¢'(f)Af+¢"(fIV I

Demonstracao. O primeiro resultado segue-se do item ii) da Proposigao 3.9 e do item ii)

da Proposigao 3.2:
A(f-g9) = divV(fg)=div(gVf+ fVg)
= div(gVf) + div(fVg)
= (Vf,Vg)+gdivVf+ (Vg Vf)+ fdivVyg
= gdivVf+ fdivVg+2(Vf Vg)
= (Af)g+ f(Ag) +2(Vf,Vyg)

O segundo resultado, também decorre do item i) da Proposi¢ao 3.9 porém dessa vez,

auxiliado do item 47i) da Proposigao 3.2:
Apof) = div V(oo f)=div(¢'(f)VF)
= (V£ "(NHVS) +¢'(f) div(VF)
= "(NVEVH+I(NHAS
= ¢"(NIVIF+d()AS.
O

O operador Laplaciano pode ainda ser expresso como sendo o traco do Hessiano. De
fato, tome X = V f em (3.8) entdo

Af<p> = div Vf(p> = <v61vf7 €1> + <v62vf7 €2>
= V2fyler,e1) + V2 fylea, e2) = tr(Vfp).

Exemplo 3.3. Considere f : S — R a fungao diferenciavel definida por

1
f)=5lp—c?  Vpes,

onde ¢ € R® é um ponto fizo. Como vimos no Exemplo 3.1,

V2 fo(v,w) = (v,w) + (A, (v), w){(p — ¢), N(p))

para todo par de vetores unitdrios v,w € T,S. Em particular, temos

V2 fp(v,0) = 1+ k(v){(p — ¢), N(p)).

Assim, tomando {eq,es} diregoes principais de S em p, teremos

Af(p) =tr(V2f,) = Z L+ E(e)((p = ¢), N(p)) = 2(1 + H(p))((p — ¢), N(p))-
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Teorema 3.12. (Teorema da Divergéncia para Superficies). Seja S C R® uma superficie
reqular, orientada e compacta e seja X € X(S) um campo de vetores tangentes sobre S.

Entao,
/div X(p) dp =0.
S
Em particular,
[ Aswyan=o

para toda funcao f € C(S).

Demonstragao. Veja Teorema 6.10 no Capitulo 6 de [10]. O

3.3 Algumas Relagdes Entre Operadores Difrenciais

Nas segoes anteriores foi possivel perceber que os operadores diferenciais definidos sobre
superficies se relacionam com os operadores euclidianos. Agora veremos mais algumas

dessas relagoes.

Proposicao 3.13. Dado uma superficie S C R? e um aberto W C R3 tal que S C W.
Seja F' € C(W) uma funcao diferencidvel e f = Fl|g sua restri¢do, entdo para todo p € S

tem-se

AF(p) = Af(p) — 2H(p){Grad F(p), N(p)) + Hess F,(N(p), N(p)).

Demonstragao. Tome {ey, es} dire¢oes principais do plano tangente 7,5 e considere o
vetor normal N(p) de modo que {ey, es, N(p)} forma uma base ortonormal de R®. Entao,

ja que
3
AF(p) = Z Hess Fy(e;, e;),
i=1

temos
2

AF(p) = ZHess F,(ei,ei) + Hess F,(N(p), N(p)).

Usando a Proposicao 3.5, para cada i = 1, 2, 3, segue-se que

Hess Fy(ei,e;)) = V2f,(ei,e) — (Ayle;), e;)(Grad F(p), N(p))
= Vfulei,ei) = ki(p)(Grad F(p), N(p)).

AF(p) = Z V2 fo(ei, e:) — 2H (p)(Grad F(p), N(p)) + Hess F,(N(p), N(p))

— Af(p) - 2H(p){Grad F(p), N(p)) + Hess Fy(N(p), N(p).
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Proposicao 3.14. Dado uma superficie S C R3 e um aberto W C R3 tal que S C W.
Seja F' € C*(W) uma funcao diferencidvel e o : (—e,€) — S uma curva tal que a(0) = p
e o/(0) = v. Entdo,

d2

@‘t:oF(O‘(t)) = Hess F,(v,v) + (Grad F(p),a"(0)).

Demonstracao. De fato,

%(F(a(t)) — (Grad F(a(t)),a/(t)). (3.9)

Derivando (3.9) com respeito a t obtemos

d2

d
5| (Fla) = | (Grad F(a(t).o' ().

= (d (Gmd F)p(v), v) + (Grad F(p),a"(0))
= Hess Fy(v,v) + (Grad F(p),a"(0)).

]

Teorema 3.15. Dado uma fungao F € C*(R?), seja f = Fls2(c,) sua restri¢do, onde

S?(c,r) € uma esfera de centro c e raio r. Entao, para todo ponto p € S*(c,r), temos

— 2 d 1 d?

Aflp) = AF(p) = 50| Flo+tp) = 55| Flp+itp).

Demonstragao. Sabemos do Exemplo 1.4 que N(p) = p/r e H(p) = —1/r para todo p em

S?(e, r). Assim, da Proposigao 3.13, segue-se que

Af(p) = BF(p)~ 2(Grad F(p), N(p)) — Hess F,(N(p), N(p)

2 1
= AF(p) — ﬁ<Gmd F(p),p) — T—2H655 F,(p,p).

Em seguida, para calcular (Grad F(p),p), tomemos uma curva « : (—¢,€) — R? definida

por a(t) = p + pt. Assim,

d
Grad F =—| Fla(t))=—| F t).
(Grad F(p),p) = | Fla(t)) = | Flp+pt)
Considerando a mesma curva « e aplicando a Proposicao 3.14 teremos
2
s tiOF(p +tp) = Hess F,(p,p) + (Grad F(p),a"(0)) = Hess F,(p, p).

Dessa forma, para cada p € S?(c, r) vale que

— 2 d 1 d?

Aflp) = AF(p) = 50| Flp+tp) = 55| Flp+itp).
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3.4 Fdormulas de Minkowski

As férmulas de Minkowski sao duas férmulas integrais classicas para superficies regulares,
compactas e orientadas. Essas formulas sao obtidas como uma aplicagao do Teorema da

Divergéncia.

Teorema 3.16. (Férmulas de Minkowski) Seja S C R3 uma superficie reqular, compacta

e orientada pela aplicacdo de Gauss N. Para cada ponto fixzado ¢ € R3 temos

/9(1+H(p)<(p—c,N(p)>)dp=0 (3.10)

[ #0) + K)o . N)dp =0 511)

onde H € a curvatura média e K é a curvatura Gaussiana de S. Nos referimos a (3.10) e

(3.11), respectivamente, como a primeira e a sequnda formula de Minkowsks.

Demonstragdo. Fixado um ponto ¢ € R3, tome a fungao diferenciavel f(p) = |[p — c|*/2

definido sobre S. Sabemos, do Exemplo 3.1 e do Exemplo 3.3, que para cada p € S

Vi) = —c)—{p—0c),Np)N(p), (3.12)

Vpr(v>w) = <U’ w) + <Ap(v)>w><(p - C)» N(p))

Af(p) =2(1+ Hp){(p—c), N(p)). (3.13)

Logo, integrando (3.13) sobre S e usando o Teorema da Divergéncia para superficies

obtemos a primeira férmula de Minkowski (3.10).

Para demostrar a segunda férmula de Minkowski, tome a fungao g(p) = ((p — c), N(p)).

Para cada v € T,S temos
(Vg,v) = v(g) = ((p = ¢), dNp(v)) = ((p — ), =Ap(v)).
Por outro lado, de (3.12) temos
(p—¢) =Vfp)+((p—c), N(p)N(p).

Logo,
(Vg,v) = (Vf,dNy(v)) = (Vf, =A,(v)) = (=A,(V ), v).

Dessa forma, o gradiente de g é dado por:

Vy(p) = =A4,(Vf(p)).
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Portanto, para cada v € 1,5
V,Vg ==V, (A(V])).
Pela definicao de derivada covariante de um campo de tensores,
Vo(A(V)) = (Vo A)(V f(p) + Ap(V V).

Assim, vale que

V,Vg = _(VUA)(Vf(p)) - AP(Vva)

Segundo a Equacao de Codazzi-Mainardi podemos comutar o vetor v e V f(p) na derivada

covariante de A na direcao v. Isto é,

(Vo A)(Vf(p)) = (VosmA)(v).

Dessa forma, o hessiano de g é dado por

V2g,(v,0) = (V,Vg,v) = —((Verpa)(©),v) — (A,(V,Vf),v)
= ~((VerpA)(v),v) = (Vo V[, 4,(v))
= ~((VosmA) (v),v) = V£, (v, 4,(v))
= ~((VormA) (v),v) — (4(v), v) =
= ~((VosmnA)(v),v) — k(v) = [A,(v) *9(p)

Assim, tomando as diregoes principais {e;, e} de S em p, temos para cada i = 1,2

V29p<€i7 e;) = _<(VVf(p)A)(ei)v e;) — ki(p) — k?(p)g(p)-
Entao, temos

Ag(p) = VZgy(er,e1) + VZg,(ea, e2)

= —tr(VyspA) — (ki(p) + k2(p)) — (K (p) + k3 (p))9(p)-

Ja que,
K+ k3 = (ki(p) + ka(p))* — 2k1(p)ka(p) = 4H?(p) — 2K (p)
e pela Proposicao 3.3,
tr(VvrpmA) = (Vf(p), V(trA)(p)) = 2(Vf(p), VH(p)).

Vale que

Ag(p) = —2(Vf(p), VH(p)) — 2H (p) — 2(2H*(p) — K(p))g(p).

Por outro lado, por (3.13) temos

2div(H -V f)(p) = 2(Vf(p),VH(p)) + 2H(p)Af(p)

(3.14)
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de maneira que

div(2HV f)(p) + Ag(p) = 2(H(p) + K(p)g(p)). (3.15)

Logo, integrando o resultado obtido sobre a superficie S e usando o Teorema da Divergéncia

para Superficie obtemos a segunda férmula de Minkowski (3.11).

]



4 Teorema Principal e Aplicacoes

Neste capitulo, serda feita uma abordagem analitica e geométrica do primeiro autovalor
do Laplaciano em superficies regulares compactas no espaco euclidiano R?. Assim como

também serao apresentados resultados que fornecem estimativas para esses autovalores.

4.1 O Problema de Autovalor

Iniciaremos com uma breve discussao sobre o problema de autovalores do Laplaciano

em superficies regulares compactas.

Definigao 4.1. (Autovalor do Laplaciano). Sejam S C R® uma superficie compacta e
A C®(S) — C*™(S) o operador Laplaciano sobre S. Um nimero real A € dito autovalor

de A quando existe alguma fungdo f € C*°(S), ndo identicamente nula, tal que
Af + Af =0. (4.1)

A funcao f é chamada autofuncao associada ao autovalor \.

O problema de autovalor consiste em encontrar valores reais A que satisfacam a equacao
(4.1). Esse problema aparece em varios formatos no estudo de Equagoes Diferenciais. Para

fins ilustrativos, podemos citar como exemplo o problema do autovalor com a condi¢ao de
Dirichlet

—Af=\f em §Q,
f=0 sobre 09,

onde €2 é um aberto limitado.

Proposigao 4.2. Se f € C*®(S) € uma solug¢do nao trivial do problema de autovalor, isto
¢, se f € nao identicamente nula, entdo o autovalor correspondente X € um niumero real

nao neqativo.

Demonstracao. De fato, tomando f? segue-se que
1 1
SASE = SA(f ) = JAf + VI = =Af + [V,

Integrando essa expressao sobre S e aplicando o Teorema da Divergéncia para superficies

obtemos )
B fS|Vf| dsS

A= [o f2dS ~

Em particular, se f for constante entao A = 0. O
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A existéncia de autovalores para o operador Laplaciano em superficies é dada pelo

teorema a seguir, cuja prova pode ser encontrada em [3].

Teorema 4.3. (Teorema Espectral). Seja S C R3 uma superficie compacta, entio o
conjunto dos autovalores do operador Laplaciano A : C*(S) — C*°(S) constituem uma

sequéncia de numeros reais nao-neqativos

M =0)< A <A <...< )\, = +00.

O Teorema Espectral garante a existéncia de infinitos autovalores para o operador
Laplaciano. Em particular, voltaremos nossa atencao para o primeiro autovalor nao-nulo
A1. A seguir enunciaremos o Principio do Minimo para Aq, cujos detalhes da prova podem

ser vistos no Capitulo 3 de [4].

Teorema 4.4. (Principio do Minimo para \;). Seja S C R uma superficie compacta,

entdo para toda funcao f : S — R, ndo identicamente nula, que verifica a condi¢do

/ f(p)dp =0,
S
o primeiro autovalor do Laplaciano satisfaz

[ IV @) dp
MR d

Em particular, a igualdade ocorre se, e somente se, f € uma funcdao propria de \q.

(4.2)

O Principio do Minimo nos fornece a desigualdade (4.2) conhecida como Desigualdade
de Poincaré, que estabelece uma caracterizagao variacional para A; e é essencial para o

desenvolvimento do nosso trabalho.

4.2 Teorema Principal

Para provar o resultado principal dessa secao, precisaremos estimar o primeiro autovalor
do operador Laplaciano sobre uma esfera S*(c,r) de centro ¢ e raio r > 0. Para tal,

utilizaremos fungoes harmonicas homogeéneas cuja existéncia é demonstrada no Capitulo 1

de [2].

; k(k+1 L . . .
Lema 4.5. Os nimeros A\, = %, com k sendo um inteiro nao negativo, sao autovalores

do operador Laplaciano na esfera S*(c,r). Além disso, o primeiro autovalor é
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Demonstragio. Tome F € C*(R?) uma fungao harmonica homogénea de grau k (isto é,
F(ta) = t*F(a), para todo a € R* e t € R) e f sua restrigao a esfera S?(c, ). Assim, vale

que
Fla+ta) = F((1+t)a) = (1 +t)"F(a).
Consequentemente, para todo p € S?*(c, ), teremos

7 (1+t)*F(p) = kF(p) = kf(p)

d
F(p+tp):%t:0

t=0

d2 2

- (L+t)*F(p) = k(k — 1)F(p) = k(k — 1) f(p).

t=0

d
tZOF(p +tp) = e

Logo, segue-se do Teorema 3.15 que

AF(p) = BF(p) ~ S kf(p) — h(k — 1)7(p) = BF(p) - LT

isto é,

af)+ D p) = B,
Sendo F' for harmonica, entao f satisfaz
k1)

r2

Af+Xf=0 com I\ =

]

Teorema 4.6. (Teorema Principal). Seja S C R3 uma superficie compacta orientdvel e

seja ¢ € R?® seu centro de gravidade definido por

1 / d
C_drea(S) Sp P

Entao, o primeiro autovalor positivo Ay do laplaciano de S satisfaz a sequinte desigualdade:

A< 2area(§) .
fs lp —c|? dp

Se S for conexa, entao a igualdade ocorre se, e somente se, S € uma esfera centrada em c.

(4.3)

Demonstragdo. Para cada diregao fixada vy € R3, |vg| = 1, tome a fungao

hp) =((p—c)w) pEeES.

Como ja sabemos (veja Exemplo 3.2), o gradiente de h é dado por

Vh(p) = vo — (vo, N(p))N(p)



Capitulo 4. Teorema Principal e Aplicagoes 41

e seu hessiano, por
Vil (v,w) = (Ay(v), w){vo, N(p)),

onde v,w € T,S. Tomando {ej, e2} diregoes principais de S em p, segue-se que
Vhy(eisei) = (Ap(ei), i) (vo, N(p)),
para cada ¢ = 1, 2. Logo,
Ah(p) = Vzhp(el, e1) + V2hp(62, es) = 2H(p){vg, N(p)). (4.4)

Além disso, observe que para cada direcao fixada vy, h verifica

/Sh<p> dp:/s«p—c)ﬂfo)dp: </Spdp—area<s>c,vo> - </Spdp—[spdp,vo> 0.

Dessa forma, podemos usar a desigualdade de Poincaré (4.2) para obter:
Al/hQ(p)dpé / [Vh(p)[*dp = /(1 — (vo, N(p))*)dp = drea(S) —/<vo,N(p)>2dp,
5 s 5 s
onde a igualdade ocorre se, e somente se, h é uma autofuncao de \;.

Agora, tome {ey, e, 3} uma base ortonormal de R? e denote por h; a fungao h corres-

pondente a cada direcao e;. Assim,

A /s hi(p) dp < area(S) — /S<ei, N(p))? dp, (4.5)

para cada ¢ = 1,2, 3. Observe que

3

DR =Y {p—c)e) = lp—cf

i=1
3

> (N(p),ei)* = IN(p)|* = 1.

=1

Portanto, somando as trés desigualdades (4.5), obtemos

)\1/ lp — c|* dp < 3 area(S) — / dp = 2 drea(S),
S s

o que prova a desigualdade (4.3).

Por outro lado, se esta desigualdade for uma igualdade, entao as trés desigualdades em
(4.5) serao também igualdades e as fungoes hq, ha, hy serdo autofungdes de A;. Por (4.4),

teremos

0 =2H(p){ei, N(p)) + Mi((p — c), ;) = QH(p)N(P) + Mi(p — ¢), es),
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para todo 7 = 1, 2, 3. Isto é,
2H(p)N(p) + M(p —¢) = 0.

Como A; > 0, podemos escrever

—2H(p)

N N(p).

p—c=

Entdo a fungao f(p) = |p — c|* é tal que V f(p) = 0. Se S é conexa, f é constante sobre S.
Logo, S ¢é uma esfera centrada em c. Reciprocamente, se S é uma esfera de raio r centrada
em c, entao
/ lp — ¢|? dp = r* drea(S),
S

isto é,

2 2darea(S5)

r? fs ’p—CP dp'

Do Lema 4.5 segue-se que \; = 2/r? e, portanto, \; verifica a igualdade em (4.3).

4.3 Aplicacoes

A primeira aplicacao do Teorema Principal é um resultado demonstrado por Reilly,
em 1977, no artigo On the first eigenvalue of the Laplacian for compact submanifolds of
Euclidean space (veja [11]). Neste artigo, Reilly estabelece trés estimativas geométricas para
o primeiro autovalor do Laplaciano em hipersuperficies compactas no espaco euclidiano,

em particular o resultado é valido para superficies.

Teorema 4.7. (Teorema Reilly). Seja S C R uma superficie compacta e orientdvel. Entdo,

o primeiro autovalor positivo N\ do Laplaciano de S satisfaz as sequintes desigualdades:

2 2 )
A < W(S)/SH (p) dp; (4.6)
area —fs KQ(p) dp :
Y = 2 drea(8) (s H(p) dp)*’ @)
w<2(ge) (8)

Onde €2 denota a regiao limitado por S. Se S € conexa, em cada estimativa a igualdade

ocorre se e somente se S € uma esfera.
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Demonstragao. Para demonstrar a primeira desigualdade (4.6), multiplicaremos a desi-

gualdade (4.3) do Teorema Principal por |, s H( %(p) dp e obtendo:

2irea(s) [ 1@ o= ([ o= an) ([ 1) o).

Decorre da desigualdade de Cauchy-Schwarz para integrais (Veja Apéndice B) que

)\1 /Ip—CIde /H2 dp >A1 /IH )I(p —Cldp) :
Como [H (p)|lp — c| = [H(p){(p — ¢). N(p))|, segue-se
2
)\1 /yH —c\dp) >)\1 /H c),N(p)>dp> .
Assim,
2
2rea(s) [ 1w)ap > n( [ HO)w-. N ) an)”
S S
Agora, aplicando a primeira férmula de Minkowski obtemos:
| 10— N dp =~ [ ap = drea(s)

Logo,
2 area(S) / H?(p)dp > \i(area(S))”
S

2 2
sm/sﬂ(mdp

A segunda desigualdade (4.7), procede de maneira andloga, agora multiplicando a desi-

e portanto

gualdade (4.3) do Teorema Principal por |, o K( %(p) dp e obtendo:

2areas) | £2w)ap = ([ KO- 0. NG d)

Logo, pela segunda férmula de Minkowski, segue-se que

2drea(S)[gK2(p)dp2Al(/gH(p)dp>2

szZ dp
fs

Para demostrar a terceira desigualdade (4.8), multlphcamos a desigualdade do Teorema

e portanto

A\ < 2 drea(S

Principal por drea(S) = |. ¢ dp. Assim, novamente usando a desigualdade de Cauchy-

Schwarz para integrais, obtemos
2 (area(9))* > )\1 / lp — c|? dp / dp)
S
> n( [ =)

> M [ NE) i)
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Pelo Lema 3.7,
/g ((p— ¢), N(p)) dp = —3v0l(),

Logo
2 (area(S))* > 9\ (vol(Q2))?
e portanto

A < 2(%)2.

Observe que para obter as trés estimativas partimos da desigualdade (4.6) do Teorema
Principal. Logo, se S é conexa, todas as desigualdades serao igualdade se, e somente se, S

for uma esfera. O

A segunda aplicacao que vamos ver nesta secao procede do artigo Compact Hypersurfaces
in a Euclidean Space, publicado em 1998 por Deshmukh (veja [5]). Neste artigo, ao invés
de dar uma estimativa para o primeiro autovalor nao nulo do Laplaciano, é demostrado
que se o autovalor estiver limitado de certa forma, entao a superficie tem que ser uma

esfera.

Teorema 4.8. (Teorema de Deshmukh). Seja S C R3 uma superficie compacta, orientdvel,

conexa e com curvatura de Gauss K positiva. Se
1
K(p) < 3A, (49)

para todo p € S, entao S € uma esfera.

Demonstracao. Considere as fungoes diferencidveis f, g : S — R definidas por

[ =glp=c? e glp) =l e NG,

onde p € S e ¢ é o centro de gravidade de S. Como vimos na demonstragao das férmulas

de Minkowski, os gradientes de f e g sao dados por

Vip)=@—c) —(p—0c),N@)NP e Vg =-A4,(VF(p)

e seus Laplacianos, por

Af(p)=2(1+H(p){(p—c),N(p))) =2(1+ H(p)g(p))

Ag(p) = —=2(VH(p),V[(p)) — 2H(p) — 2(2H*(p) — K(p))9(p).

Dessa forma, temos que

1
§A(92) = gAg+ Vgl
= —29(VH,Vf)—2Hg—2(2H? — K)g* + |A(Vf)|*.
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Por outro lado,

2div(H-gVf) = 2(VH,gVf)+2H div(gVf)
= 29(VH,Vf)+2H(NVg,V[f)+2HgAf
= 2¢9(VH,Vf)—-2H(A(Vf),Vf)+4Hg(1+ Hyg).

Logo

1

FA9°) +2div(H - gV f) = |A(V )] = 2H(A(V ),V f) + 2Hg + 2K g".
Mas como, pelo Teorema de Cayle-Hamilton (Veja Apéndice A)

[A(VAI? = 2H(A(V ), V) = (AX(V]),V]) - QHA(V]),V/)
= (A%(Vf) —2HA(V ),V [)
= ((A*=2HA)(V{),V{)
= —K|Vf,

temos

%A(gz) + 2div(HgV f) = —K|Vf|> + 2Hg + 2K ¢°. (4.10)
Agora, observe que

p—c=Vfp)+{p—0c), Np)N(p) = Vfip) +gp)N(p).
Dessa forma, podemos escrever
2f(p) = Ip—cI* = V()] + 4°(p).

Ou seja, g> = 2f — |V f|* de modo que (4.10) pode ser reescrito por:

%A(gz) +2div(HgVf) = —3K|Vf|> +2Hg + 4K f. (4.11)
Integrando (4.11) e aplicando o Teorema da Divergéncia para superficies teremos

g/SK(p)Nf(p)l2 dp = /SH(p)g(p)dp +2 /S K(p)f(p)dp.
Por outro lado, pela primeira féormula de Minkowski
/SH(p)g(p) dp = —drea(S).

Logo,

> [ KONV = —irea(s) +2 | Ko)rpap
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Do Teorema Principal, segue-se que

1
—area(S) < —§>\1/ lp — c|*dp = —\ / f(p)dp.
s S

De modo que,
5 | KIVs@Pap < [ @) -2 e (112)

A desigualdade (4.12) vale para toda superficie compacta S C R?. Além disso, se S for

conexa e satisfizer (4.9), entao

0<5 [ KIVI@Fa < [ @K =250 <o

e todas as desigualdades serao igualdades. J& que K(p) > 0 em todo ponto p de S, entao
Vf(p) = 0 para todo p € S e a funcao f é constante. Logo, S é uma esfera.
m
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Apéendice A

Neste Apéndice faremos uma breve mencao ao Teorema de Cayley-Hamilton, resultado
ultilizado na demonstracao do Teorema de Deshmukh. Para mais detalhes sobre tal

resultado veja [7].

Seja M € M(2) uma matriz quadrada de ordem 2. A matriz M — tI, onde ¢ é uma

indeterminada e I € M(2) é a matriz identidade, é chamada Matriz Caracteristica de M.

Mt — ap G| |t 0 _ air —t  ap
a1 A2 0 ¢ a1 Qg —t

Observe ainda que,

Isto é,

det(M — t]) = t2 - (all + agz)t + (a11a22 - algagl) = t2 — t’I"(M)t + det(M)

Definigao A.1. (Polinomio Caracteristico). O determinante da matriz caracteristica
M — t1 resulta em um polinomio, chamado polindmio caracteristico da matriz M € M(2).

Denotamos,

P(t) = det(M —tI) = t* — tr(M)t + det(M).

Dado o polinémio
P(t) = CLQtQ + at + ap,

o simbolo P(M) representard a matriz:
P(M) = aaM? + a; M + aol,
obtida de P(t) substituindo-se t* pela matriz M?; t por M e t° =1 por M° = I.

Teorema A.2. (Teorema de Cayley-Hamilton). Dado uma matriz M € M(2) e P(t) seu

polindmio caracteristico. Entao P(M) =0, onde 0 € a matriz nula de M(2).

Demonstra¢ao. Como P(t) é um polindmio monico de grau 2 em ¢, podemos escrever

P(t) = t* — (a11 + axn)t + (a11a29 — arzas1) = t* + byt + by, (A1)
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onde b; e by sdo numeros reais. Tome C(t) a matriz adjunta da matriz caracteristica
M —tl, isto é, C(t) é a transposta da matriz cujas entradas sao os cofatores de M — t1,

logo sao polinomios em t. Assim, podemos escrever
C(t) = Cit + Cy, (A.2)

com Cp,C; € M(2). E um resultado bésico das matrizes adjuntas que det(M)I =
adj(M)M, onde adj(M) denota a matriz adjunta de M. Entao,

(M — tI)CO(t) = det(M — tI)I = P(t)l.
Equivalentemente, por (A.1) e (A.2), segue-se que
(M —tI)(Cit + Co) = (t* + byt + bo) 1.

Dessa igualdade, temos

-C =1
CiM —Cy =01
CoM = byl.

Multiplicando cada uma das equacoes acima, respectivamente, por M2, M e I, obtemos

— C1M* = M?
Ci1M? — CoM = by M
CoM = byl

Agora somando as equacoes acima membro a membro, vale que
P(M) = M?+ b M + byl = 0.
O
Seja V um espago vetorial. Dado [T] a matriz de uma aplicagdo linear 7 : V — V| o
polinémio caracteristico de T é definido como sendo o polindémio caracteristico de [T].

Coroldrio A.3. Dado A, : T,S — T,S o Endomorfismo de Weingarten de S em p, temos
que
(43 = 2H(p)4,) (v) = =K (p)v,

para todo v € T,S.

Demonstragao. De fato, o polinomio caracteristico de A, é dado por

P(t) = det([A,] — tI) = t* — tr(A)t + det(A) = t* — 2H (p)t + K (p).
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Dessa forma, pelo Teorema de Cayley-Hamilton
P(A,) = A2 —2H(p)A, + K(p)I = 0.
Logo,
Ap(v) = 2H(p)A,(v) + K(p)v = (A7 — 2H(p)A,) (v) + K (p)v = 0.
Como queriamos demonstrar. n



Apéndice B

Neste Apéndice vamos tratar da Desigualdade de Cauchy-Scwharz para Integrais,

resultado ultilizado na demonstragao do Teorema de Reilly. Para mais detalhe veja [9].

No espago de fungoes C*(S) definamos o produto interno

= /Sf(p)g(p) dp. (B.1)

O produto (B.1) estd definido, em geral, no espago L?*(S) das fungoes continuas em S que

verificam

/ J(p)? dp < +oo
S

e define uma métrica para L?(S):

1A= (.00 = ( /f (B.2)

Teorema B.1. (Desigualdade de Cauchy-Scwharz para Integrais). Dados f,g € C*(S).
A métrica ||.|| - C®(S) — C>(S) definida por (B.2) verifica a desigualdade de Cauchy-

Scwharz: . .
[t i< ([ 107 ) ([ a2 ap)”

onde a igualdade ocorre se, e somente se, {f,g} sdo linearmente dependentes.

Demonstra¢ao. Se g = 0 entao (f,0) = 0 e a desigualdade é trivialmente satisfeita.

Consideremos entao g nao identicamente nula. Para cada constante ¢ temos

0<|If —cgl® = <f—cg,f—cg>=/s<f—cg)2dp

_ /dep—2c/fgdp+c2/dep
S S S

= <f7f> —20<f,g>+02<g,g>

= <f7f> —C<f,g>+C[C<g,g> - <f>g>]
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Tome ¢ = (f,g)/(g,9). Entao o termo que esta entre colchetes na desigualdade acima é

nulo. Logo,

0 < <f,f>—%<f,g> AP - 'ﬁ’gﬂi’ .

Multiplicando por ||g]|?, transferindo o ultimo termo & esquerda e tomando as raizes

quadradas, obtemos
[(Fo ol < NI gl

Ou seja,
1

[ 1wty av< ([ s an)" ([ oo an)”



