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RESUMO

A interacao elétron-elétron é uma elemento bastante importante nas propriedades de sis-
temas de baixa dimensionalidade. Entretanto, ela representa um desafio em sistemas
de muitos corpos, visto que, o nimero de estados eletronicos aumenta exponencialmente
com o numero de elétrons. Neste contexto, o modelo de duas particulas interagentes,
se mostra atraente, uma vez que é capaz de resgatar aspectos relevante presentes em
sistemas de muitos corpos. Dentro desse contexto, nds investigaremos a influéncia da
interacao local e nao-local na dinamica de duas particulas interagentes na presenca de
um campo elétrico constantes, a interacao nao é restrita apenas a dupla ocupacao dos
dois elétrons ao mesmo sitio, mas também ao seus vizinhos. Nossos modelo é descrito
através de uma aproximacao tight-binding, na qual a interacao nao-local surge ao con-
sideramos que a blindagem no potencial eletronico é amortecida ao termos elétrons em
sitios vizinhos. Assim, iniciamos nosso estudos por meio de uma abordagem numeérica e
analitica envolvendo carater dinamico e estatico do sistema. Nosso estudos mostram que,
para o sistema com apenas interacao local, temos o surgimento de uma banda de estados
ligados de natureza on-site. Ja na presenca de interacao local e nao-local, mostramos o
surgimento de uma segunda banda de estados ligados. Além disso, vemos que a banda
de estados ligados referente a interacao on-site sofre uma alargamento em relagao ao caso
sem interacao nao-local. Mostramos que tal comportamento estd em concordancia com
estudos analiticos e numéricos estabelecidos na literatura. Ao investigarmos a dinamica
eletronica na presenca de uma campo elétrico constante, revisitamos o fenéomeno de do-
bramento da frequéncia das oscilacoes de Bloch, em que a interagao on-site se mostra
capaz de induzir o movimento coerente dos elétrons. Nossos resultados mostram um
comportamento analogo, mesmo na presenca de interagao nao-local. Entretanto, a in-
teracao nao-local favorece um hopping coerente em sitios vizinhos, diferente do hopping
coerente ocupando o mesmo sitio induzido pela interacao local. Ambos sao responsaveis
por induzirem oscilacoes de Bloch com frequéncia dobrada. Mas observamos a existéncia
de efeitos competitivos entre as bandas de estados ligados e nao-ligados, que interferem
numa dinamica coerente da oscilagoes de Bloch. Nossos resultados apresentam os regimes
mais propicios para observagao do dobramento da frequéncia nestas oscilagoes.

Palavras-chave: Elétrons interagentes, Interacao local, Interacao nao-local, Oscilacoes de
Bloch.




ABSTRACT

The electron-electron interaction is a very important element in the properties of low-
dimensional systems. However, it poses a challenge in many-body systems, as the number
of electronic states increases exponentially with the number of electrons. In this context,
the model of two interacting particles proves to be attractive, since it is capable of rescuing
relevant aspects present in many-body systems. In this context, we will investigate the
influence of local and non-local interactions on the dynamics of two interacting particles in
the presence of a constant electric field, the interaction is not only restricted to the double
occupation of the two electrons at the same site, but also at its neighbors. Our model is
described through a tight-binding approximation, in which the non-local interaction arises
when we consider that the shielding in the electronic potential is dampened by having
electrons at neighboring sites. Thus, we started our studies through a numerical and
analytical approach involving dynamic and static character of the system. Our studies
show that, for the system with only local interaction, we have the emergence of a band
of bound states of on-site nature. In the presence of local and non-local interaction, we
show the emergence of a second band of bound states. Furthermore, we see that the
bound state band referring to the on-site interaction undergoes a widening in relation
to the case without non-local interaction. We show that such behavior is in agreement
with analytical and numerical studies established in the literature. When investigating
electronic dynamics in the presence of a constant electric field, we revisit the phenomenon
of frequency doubling of Bloch oscillations, in which the on-site interaction is able to
induce the coherent movement of electrons. Our results show an analogous behavior,
even in the presence of non-local interaction. However, the non-local interaction favors
a coherent hopping in neighboring sites, different from the coherent hopping occupying
the same site induced by the local interaction. Both are responsible for inducing Bloch
oscillations frequency doubling. But we observed the existence of competitive effects
between the bound and unbound state bands, which interfere in a dynamics compatible
with the Bloch oscillations.Our results present the most favorable regimes to observe the
frequency doubling in these oscillations.

Keywords: Interacting electrons, On-site interaction, Nearest-neighbour interaction, Bloch
Oscillations.
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Capitulo 1

Introducao

As propriedades de transporte de cargas em sélidos tém sido estudadas ao longo de
décadas. O primeiro modelo proposto para explicar o transporte de cargas em metais
foi apresentado por Drude, que analisou o gas de elétrons livres de um ponto de vista
puramente classicol4, |77]. Apesar de suas falhas, seu modelo foi fundamental para o
desenvolvimento de modelos futuros.

O modelo de Drude foi responsavel por explicar a lei de Wiedemann e Franz. Ele
prevé corretamente que, a densidade de corrente no metal é J = oE. Entretanto, o
modelo apresentava algumas falhas, como a previsao do calor especifico. A partir do
modelo de Drude, Sommerfeld, propos uma reformulagao do modelo, na qual a principal
diferenca foi a utilizacao da estatistica de Fermi-Dirac. Através desse modelo foi possivel
explicar aspectos que nao eram contemplados pelo modelo de Drude, como uma previsao
correta para o calor especifico. Entretanto o modelo apresentava algumas falhas, como
por exemplo, o coeficiente Hall que nao estava de acordo com o apresentado em estu-
dos experimentais, também, deixando em aberto questoes substanciais como a explicacao
da distingao em o carater isolante e metdalicos dos materiais. Entao, com o advento da
mecanica quantica, Felix Bloch foi responsavel por propor o primeiro modelo de conducao
puramente quantico[6]. O modelo de Bloch, apesar de simples, foi de grande importancia
para compreender fatores importantes, como a teoria de bandas. Ele também propor-
cionou a explicacao da distingcao entre materiais condutores, semicondutores e isolantes,
proposta inicialmente por Wilson[93|. Todavia, apesar da grande importancia do modelo
no entendimento de varios fenomenos fisicos, sabe-se que a adicao de novos ingredientes
podem alterar o comportamento da funcao de onda, isto é, o sistema pode apresentar
novas caracteristicas que nao eram possiveis de serem vistas no modelo de Bloch. Na
auséncia de um campo elétrico, por exemplo, temos que a funcao de onda apresenta uma
carater estendido na rede. Com a presenca do campo elétrico aplicado externamente,
Bloch propos a existéncia de um comportamento oscilatorio da funcao de onda eletronica.

Experimentalmente as oscilagoes de Bloch foi observadas apds o surgimento das super-
redes semicondutoras [19, 29, 48, |88]. Com o avanco cientifico e tecnoldgica, podemos
observar tais oscilagoes em super-redes eletrostéticas de grafeno/h-BN|[25], como também

em analogos actsticos[58| e opticos|12, 70, [71]. Demais aplicagoes podem ser vistas em
[12, 136, |49} 50}, 52, 60, (70} |71].
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Nesse contexto, ha também estudos que considera a existéncia de interacao de in-
teracao entre as particulas|68], elemento ausente no modelo de Bloch. Este estudo com-
prova experimentalmente a existéncia do dobramento da frequéncia das oscilagoes de
Bloch[22], fenomeno proposto teoricamente que relata a possibilidade do hopping coe-
rente das particulas alterar a frequéncia de oscilagoes. Esta fenomenologia foi também
investigada experimentalmente usando um sistema anédlogo éptico[16} 59|, que apresenta
resultados consistentes com a proposta original.

Diante deste cenario, decidimos investigar os elétrons possuindo além da interagao
local (on-site), também uma intera¢do quando os elétrons estdo em sitios vizinhos. Este
regime é compativel com o modelo Hubbard estendido, presente nas referéncias [38, |72,
82]. Assim, para melhor compreensao do nosso modelo e resultados, organizamos o texto
da seguinte forma.

No capitulo [2, apresentamos uma descricao dos primeiros modelo de conducao, no
qual mostramos as falhas e acertos, suas importancias e como eles foram modificados.
Em seguida apresentaremos o modelo de Bloch, reproduzindo numericamente e analitica-
mente alguns resultados importantes. Logo em seguida, buscamos compreender o efeito
do campo elétrico em um rede periddica cristalina, no qual iremos observar as oscilagoes
de Bloch, tanto analiticamente quanto numericamente. Em seguida, veremos a interacao
entre os elétrons, apresentado inicialmente por Mott, onde apresentaremos o comporta-
mento isolante de alguns materiais que nao estavam de acordo com a teoria de Bandas,
explicaremos a transicao de Mott e o modelo de duas particulas interagentes.

O capitulo [3| nos dedicamos a apresentar o formalismo analitico e numérico para o
modelo de dois elétrons interagentes em um rede cristalina. Apresentaremos os resultados
relacionados a dois elétrons interagentes do ponto de vista estatico e dinamico, reprodu-
zindo resultados existentes na literatura e validando assim os nosso c6digos computaci-
onais. Em seguida, adicionaremos a presenca de um campo elétrico constante, aplicado
paralelamente ao sentido da rede. Além de encontrar a relagao de recorréncia, resolvemos
numericamente o conjunto de equacoes e discutimos resultados conhecido na literatura.

J& no capitulo [4, apresentaremos nosso modelo, que contempla um cendrio com in-
teracao on-site e de primeiros vizinhos. Analisaremos primeiramente o efeito da interacao
entre primeiros vizinhos na auséncia de um campo elétrico externo. Entao, entendido o
efeito desse novo elemento, adicionaremos a presenga do campo elétrico e analisaremos os
resultados obtidos. Por fim, no quinto capitulo apresentaremos as conclusoes de todo o
trabalho.

Insituto de Fisica — UFAL



Capitulo 2

Fundamentacao tedrica

Apoés a descoberta do elétron, por J.J. Thonsom em 1897, sugiram teorias que propu-
seram a descricao do comportamento dos elétrons em metais. Uma das primeiras teorias
foi proposta por Drude [26] 27], onde ele apresenta um modelo de condugao elétrica e
térmica, aplicando apenas a teoria cinética dos gases em metais, considerando o sistema
como um gas de elétrons.

A teoria cinética dos gases trata as particulas do gas como esferas sélidas idénticas,
que movem-se em movimento retilineo. Esse movimento ¢ alterado somente quando ha a
colisao entre essas particulas. Para um metal ser eletricamente neutro, sabemos que devem
haver pelo menos dois tipos de particulas, sao elas os elétrons carregados negativamente e
as cargas positivas, que podemos enxerga-las como cargas compensadoras, neste cenario.
Além disso, para as particulas com uma massa muito maior que a do elétron, elas sao
consideradas iméveis.

Nesse contexto, o modelo de Drude pode ser visto da seguinte forma: Em um metal,
os elétrons nas camadas mais energéticas sao livres para percorrer o metal. Contudo, as
particulas mais “pesadas”, os fons, sao fixos. Para a analise de seu modelo Drude, tomou
algumas hipoteses. Dentre elas, ele considerou que as colisoes, tanto dos elétrons entre si
quanto as dos elétrons com os fons, sao desprezadas. Isso leva a aprorimacao de elétrons
independentes (quando as interagao elétron-elétron é desconsiderada) e a aprorimacgao de
elétrons livres (quando as interacao elétron-ion é desconsiderada).

Apesar deste modelo ser simples e ser tratado em um ponto de vista puramente classico,
utilizando a estatistica de Maxwell-Boltzman, o modelo de Drude foi capaz de explicar a
lei de Wiedemann e Franz, esta diz que a razao entra a condutividade térmica e elétrica
é diretamente proporcional a temperatura [92]. O modelo também foi responsével por
prever corretamente que, quando o sistema esta sob a acao de um campo elétrico E,
a densidade de corrente no metal é J = oE. Entretanto, como era de se esperar, uma
analise puramente classica trouxe alguns problemas, entres eles, uma previsao errada para
o calor especifico[4}, [77].

Para Drude era razodavel, pensar na distribuicao de velocidade eletronica era da pela
distribuicao de Maxwell-Boltzman. Essa distribuicao nos da o nimero de elétrons por
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unidade de volume com uma velocidade dv' em torno de v, onde

3

2 mv2

f5(3) =n <2 - T) e T, (2.1)
TTRB

com n = N/V, que é a densidade de um géas cldssico em equilibrio & um temperatura 7.

Nesse contexto, Arnold Sommerfeld, em 1927, com o advento da mecanica quantica,
propos um reformulagao do modelo de Drude [75]. Ele substituiu a estatistica de Maxwell-
Boltzman, pela estatistica de Fermi-Dirac. Para justificar o uso da estatistica de Fermi-
Dirac, Sommerfeld, analisou a teoria quantica do gas de elétrons. Dessa forma, conside-
rando agora o principio da exclusao de Pauli, obtém-se

(m/h)? 1
18 eap (((me2)2) — kpTo)kpT} T

f(7) = (2.2)
As equagoes [2.1] e 2.2] diferem significativamente pra certos regimes de temperatura.
De modo geral, o modelo de Sommerfeld é o modelo classico de Drude, com a modificagao
da distribuicao de velocidade eletronica que foi substituida pela distribuicao quantica de
Fermi-Dirac. O modelo, ainda era uma gas de elétrons livres e independentes.

Com essa simples modificagao, o modelo de Sommerfeld foi capaz de explicar alguns
resultados que nao estavam de acordo com o modelo de Drude e foi capaz de fornecer um
resultado mais coerente para o calor especifico. Contudo alguns resultados observados ex-
perimentalmente nao estavam de acordo com os apresentado nesse modelo, como é o caso
do coeficiente Hall, que apresenta teoricamente um valor constante, mas os experimentos
mostraram um dependéncia do campo magnético com a temperatura. Além disso o mo-
delo nao era capaz de explicar questoes fundamentais, como a distincao entre o carater
condutores e isolantes dos materiais.

Diante dessas previsoes, mais uma vez se faz necessario uma reformulagao do modelo
de conducao. Um dos principais pontos investigados foi a aproximacdao de elétrons livres,
na qual os ions da rede sao distribuidos aleatoriamente. Entretanto, com o advento do raio
X, foi possivel avancos na cristalografia. Com isso, veio a comprovagao de varias previsoes
tedricas sobre o espacamento atomico médio, denominado também de parametro de rede.
Assim os fons sao distribuidos em uma estrutura regular chamada de rede.

Portanto, abandonando completamente a aproximacgao de elétrons livres, F. Bloch
foi responsavel por propor o primeiro modelo de condugao que incorpora a organizac¢ao
periddica dos fons e leva em conta a influéncia dos fons sobre os elétrons [6].

2.1 Modelo de Bloch

O modelo de Bloch foi capaz de solucionar questoes deixadas pelos modelos de Drude e
Sommerfeld, considerando a periodicidade da rede. Além disso, ele propoe uma explicacao
para o comportamento isolante e condutor de alguns materiais, através da teoria de banda,
COIMO VEeremos a seguir.

Insituto de Fisica — UFAL



CAPITULO 2. FUNDAMENTACAO TEORICA 9

2.1.1 Teorema de Bloch

Como visto na se¢ao anterior, o modelo de Bloch foi o primeiro modelo de condugao
a levar em consideracao essa organizacao periddica dos fons. Nele é desconsiderado apro-
ximacao de elétrons livres. Nesse ambito, os “elétrons de Bloch” interagem apenas com
os fons da rede, representado por um potencial U(7). Dessa forma, Bloch considerou uma
estrutura peridédica de uma rede cristalina e levou em conta as interagoes com os fons da
rede por meio de um potencial periddico: os fons da rede sao organizados periodicamente
(ocupam posigoes fixas e estao igualmente espagados), entao os elétrons estara sob a agao
de um potencial que possui a periodicidade da rede de Bravaisﬂ a,

U(r) =U(7F+a). (2.3)
Esse potencial é ilustrado na figura 2.1}

Figura 2.1: Ilustragao do padrao tipico de um potencial cristalino.

Fonte : Autor, 2020.

Para obtemos as propriedades do modelo de um elétron, devemos resolver a equacao
de Schrodinger

o,
——— U = E. 2.4
-5 74U v = B (2.0

Devido a periodicidade da rede, encontramos que a solugao da funcao de onda tem a
forma (demostrada no apéndice

—

W, 5(r) = ", 51 (1), (2.5)

onde uy(7) contem a periodicidade da rede, isto é, ug(7) = ug(¥ + @). Esta equagao
conhecida comumente como teorema de Bloch. Outra forma de escrever esse equagao
através do fato de que ug(7) contem a periodicidade da rede, onde obtemos

Dy O~

W, ((F+ @) = Ry, (7). (2.6)

!'Uma rede de Bravais é um conjunto discreto de vetores nao coplanares fechado sob as operacdes
de adicao e subtragao vetorial, de tal forma que a soma ou diferenca de dois vetores pertencentes ao
conjuntos, continue dando um vetor pertencente ao conjunto.
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Sob a representacao da equacao|2.5| o teorema de Bloch é representado por uma funcao
de onda plana com um vetor de onda k£ modulado em amplitude pela periodicidade da rede,
fazendo com que a funcao de onda eletronica se estenda por toda a rede. Assim, vemos
aspectos de um comportamento metalico, que é uma das consequéncias mais importante
do modelo e Bloch (entraremos em mais detalhes nas préximas segoes). O vetor de onda
k presente na equacao sempre pode ser restrito a primeira zona de Brillouin, ja que
qualquer vetor K , que nao pertence a primeira zona de Brillouin, pode ser escrito como

K =Fk+K, (2.7)
sendo K um vetor da rede reciproca, ou seja, eikd — 1, para qualquer vetor da rede
reciproca. Se o teorema de Bloch vale para k' ele valera também para k. Como o
conjunto de todas as funcoes e niveis de energia para dois valores de k diferindo por um
vetor da rede reciproca deve ser idéntico, podemos atribuir os indices n aos niveis, tal
que para um dado n, os autoestados e os autosvalores sao funcoes peridédicas de k na rede
reciproca:

Uiy 2 (M) = ¥, (1), (2.8)

en(k+ K) = (k). (2.9)

Isso leva a descricao dos niveis de energias de um elétron num potencial periédico em
termos de uma familia de fungoes continuas, ¢, (k), cada uma contendo a periodicidade da
rede reciproca. Essas fungoes nos dao a informacao referidas a estrutura de banda. Para

cada indice n, o conjunto de niveis de eletronicos especificado por €, (k) sdo denominados
de banda de energia.

O estado fundamental de N elétrons é construido de modo que os ntiimeros quanticos
n e k representam os niveis de um elétron, onde k£ deve estar confinado em uma tnica
célula primitiva da rede reciproca, contando cada nivel apenas uma vez. Conforme os
niveis mais baixos de energia sao preenchidos com uma dada quantidade de elétrons,
temos duas configuracoes possiveis: Na primeira, temos a ultima banda completamente
cheia, na qual a diferenca entre o maior nivel de energia ocupado e o menor desocupado
denominado de gap de energia(ou energia proibida) de energia; Na segunda, temos a
ultima banda pode estar parcialmente preenchida.

A partir dessa descricao o modelo de Bloch foi capaz de explicar a diferenca en-
tre condutores, isolantes e semicondutores, que nao era explicada através do modelo de
Sommerferld. Essa descricao é uma das importantes consequéncias do modelo de Bloch,
proposta inicialmente por A. H. Wilson [93]. A diferenga fundamental aparace devido
ao surgimento de bandas de energia proibidas relacionadas com a estrutura periédica do
cristal.

2.1.2 Caso Unidimensional

Além dos estudos analiticos, faremos também uma analise numérica dos sistemas apre-
sentados. Para uma primeira investigacao, por simplicidade, consideraremos o caso uni-
dimensional de um elétron em uma rede cristalina. Inicialmente podemos imaginar que
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os fons da rede possuem um orbital n, que os elétrons podem ocupar. Os elétrons que
ocupam o ion n possuirao uma energia £,, que esta intimamente ligada com a energia po-
tencial do ion ocupado. Utilizando a aproximacao tight-binding, assumimos que ha uma
superposicao dos orbitais, de tal forma que a particula s6 pode interagir com as orbitas
dos primeiros vizinhos, onde esse energia cinética para o elétrons ir para os vizinhos é
Jnnt1. Neste cendrio a hamiltoniana do modelo pode ser escrita como,

H:52|n>(n|—JZ(|n><n+1|+|n)<n—1|), (2.10)

sendo, € a energia de acoplamento do elétron ao sitio n ou energia on-site; J o termo de
hopping entre os primeiros vizinhos. Como a rede é cristalina, € e J sao constantes ao
longo da rede.

Na intencao de entender o comportamento dos auto-estados, resolvemos a equacgao de
Schrodinger independente do tempo,

Hp) = Elp), (2.11)

para a hamiltoniana 2.10 Apds tratamento analitico, como mostrado no apéndice [B]
obtemos a seguinte expressao para os valores das auto-energia

E =¢—2Jcos(ka), (2.12)

sendo a o vetor unitario da rede. A partir da equagao acima podemos ver que as energias
de Bloch, no espaco k, sdo periddicas e a energia esta dentro do intervalo, e —2Jcos(ka) <
E < e+42Jcos(ka). Com isso, os valores de energia para o elétron de Bloch estao contidos
em [—7a, mal, e o vetor da rede reciprocaﬂ é K =27/a.

Figura 2.2: Energia em fun¢ao do vetor de onda, curva vermelha representa a energia
para os elétrons de Bloch e a azul para os elétrons livres.

20 T

T

\ Elétron de Bloch ——— |
\ : Elétron Livre :

-3t -2 -1=n On 1in 2n 3n
k
Fonte : Autor, 2022.

20 conjunto de todos os vetores de onda K para os quais as ondas planas terao a mesma, periodicidade
de uma rede de Bravais é conhecida como rede reciproca.
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Ao compararmos a energia de Bloch com a de elétrons livres, mostrado na figura
2.2) considerando J = i =m = a =1e e = 0. Para o caso do elétrons livre (curva
azul), sabemos que a energia é dada por F = p?/2m, com p — hk?. Observamos uma
dependéncia quadratica com k, na qual as energias acessiveis aumentam a medida que k
cresce. Deferentemente do caso do elétron livre, os elétrons de Bloch (curva vermelha),
apresentam um comportamento periédico e todos os valores de energias estao contidos
na primeira zona de Brillouin (ilustrada na figura pela linhas tracejadas) delimitada por
[—7, 7] para a = 1.

Além disso, resolvemos numericamente a equacao secular, det|H — e[|, utilizando a
linguagem de programagao FORTRAN e também as bibliotecas BLAS[46] e LAPACK]|2].
A partir dos auto-estados calculamos as seguintes quantidades fisicas: a densidade de
estados normalizada,

DOS(E) = % S 6B - By, (2.13)

que é essencialmente o nimero de niveis dentro de um intervalo E 4+ dE que o elétron
pode ocupar, N é o tamanho da cadeia. Também computamos a fungao participagao [45,
89],

p - Zalal (2.14)

que nos da ideia da regiao do espago onde a amplitude da funcao de onde difere sig-
nificativamente de zero. Para entendermos melhor essa medida do grau de localizacgao,
consideraremos que os estados estdo normalizados, isto é, Y |c,|> = 1. Em uma rede
cristalina, teremos que os estados sao estendidos, logo as amplitudes de probabilidade sao
|c,|? = N~1. Portanto a funcao participacao é proporcional ao tamanho da cadeia, j& que
P=N"1/N—2=N.

Figura 2.3: Densidade de estados para um rede cristalina com N = 1000.

DOS(E)

05" ]

07\\\\‘\\\\\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\\\\\‘\\\\7
4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Fonte : Autor, 2022.

Na figura [2.3] temos a densidade de estados para uma cadeia de tamanho N = 1000,
come =0eJ = 1. A energia esta distribuida de forma simétrica, de tal forma que
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temos o maior nimero de estados que as particulas ocupam nas extremidades da rede,
caracterizando a singularidade de Van H ovdﬂ. Com isso temos, que a funcao de onde
assume maior numero de estados extremos da banda, sugerindo que a funcao de onda se
estende pela rede.

Na figura [2.4] temos a fungdo participagao em fungdo da energia para uma rede cris-
talina de tamanhos 250,500,1000 e 2000. Inicialmente, figura [2.4(a), observamos que a
participagao dos atesteados sao todas iguais no sistema e a medida que aumentamos o
tamanho da rede, a participacao aumenta. E visto também que as energias estao restritas
ao intervalo [—2, 2], como mostrado no apéndice [Bl Como vimos, para estados estendidos
temos que, a funcao participacao é proporcional ao tamanha da rede. Podemos observar
esse comportamento na figura (b), dessa forma temos que o sistema é governado por
estados estendidos. Além disso, nota-se que a na figura (b), que funcao participacao
colapsa aproximadamente em 0.66. Esse resultado é esperado, uma vez que as amplitudes
de probabilidades da fungao de onda estacionaria sdo diretamente proporcionais a cos(kr).

Figura 2.4: a)Fungao participagao para N = 250, 500, 1000 e 2000. b) Fungao participagao
reescalado com o tamanho da cadeia.

2000 a) | © N=250 —— 08 b) N= 250 ——
1750 | N = 500 N = 500
N=1000 —— 0.75 | N=1000 ——
1500 | N=2000 —— N=2000 ——
0.7
1250 | <
1000 | iy 065
750 | =
RN o6l
500
050 | 0.55
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0.5 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
3 2 - 1 2 3 3 2 - 0 1 2

0
E E
Fonte : Autor, 2022.
Podemos verificar isso, considerado, por simplicidade que ¢,, = cos(x) = ¢(x)(uma

vez que as amplitudes das ondas estacionarias sdo proporcionais a cos(kr)). Entao rees-
crevendo a funcao participagao na forma integral, temos

N
p— Uo |6(x)|Pdx]? _ [sm(QN)uNr [sin(4N)+83in(2N)+12N}1
Jy' lé(w) e ! " ’

= %2 [sin(2N) + 2N]? [sin(4N) + 8sin(2N) + 12N] "

" (2.15)

Tomando agora o limite termodinamico, temos

32 ; 2 ) . -1
P— lim = sin(2N 9 sin(4N 8sin(2N 92
—]\}1—>oo_1_6{N|:T)+:|} {N[ N)+ N : 1]} ’

3Uma singularidade de van Hove é basicamente um ponto nio suave na densidade de estados (DOS)
de um sdlido cristalino.
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1 2N
=2 N-4.—="2 2.1
5= 3 (2.16)

corroborando p resultado numérico e também a literatura|79).

O modelo de Bloch apesar de simples, foi de grande importancia para compreen-
der fatores importantes e como vimos, ao considerar a interacao do elétron com o fon foi
possivel caracterizar o material como perfeitamente cristalino. Também, através dele, sur-
giu a explicacao da distingao entre materiais condutores e isolantes. Outra caracteristica
importante apresentada por Bloch, aparece ao consideramos que os elétrons estao sujeito
a um campo elétrico constante. Nesse cendrio, o elétron realiza oscilagoes coerentes com
frequéncia proporcional ao campo aplicado, essa oscilacoes sao conhecidas como oscilagoes
de Bloch|4, 77|, com veremos a seguir.

2.2 Presenca do Campo Elétrico

Na teoria do elétron livre, quando o elétron esta sob a acao de um campo elétrico
constante F' , 0 movimento dele passa a ser uniformemente acelerado na direcao dada
pelo forca de Lorentz, F = —¢F, Contudo, devido ao potencial periédico, o elétron de
Bloch iré realizar oscilagoes coerentes com frequéncia proporcional ao do campo aplicado,
conhecidas na literatura como oscilagoes de Bloch[4] 6], 28, 184, [85] 186, |87].

Explicaremos esse fendmeno por meio de uma abordagem semi-cldssica, isto é, ire-
mos determinar as equagoes do movimento para cada elétrons na presenca de um campo
elétrico externo através do formalismo de Hamilton, em seguida quantizaremos o momento
do elétron fazendo p'— hk.

Dessa forma a hamiltoniana do sistema sera escrita como,

H = Ey(k) + V(7), (2.17)
com EI(E) sendo a energia de cada elétron. Lembrando que as equagoes de Hamilton sao,

dF  OH 47 0H

- - = 2.18
a oy © dt o (2.18)
a partir da primeira equacao, obtemos
dr 1dH 1dE
E g = =2 (2.19)
de hidk Nhdk

A equacao nos dé a velocidade de grupo (velocidade do pacote de onda). Resol-
vendo, agora a segunda equacgao de [2.18] temos

. OH 9. - .
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. 0V
= — 2.20
uma vez que o campo elétrico é conservativo temos, ?V = —¢F , entao
].7: _eﬁa
op _,
— = —eF.
ot~ °
Integrando a equacao a cima, obtemos
- 1 - - 1 - [ " - 1 -
dk = ——eFdt = dk = ——eF [ dt = k(t)— ko= ——eFt,
h 0 h 0 h
logo
— — 1 —
k(t) = ko — ﬁeFt. (2.21)

Com isso, vemos que o vetor de onda depende linearmente do tempo. Na intencao de
obtemos uma distingao mais precisa do comportamento do elétron livre e o elétron em um
potencial periddico, analisaremos a dependéncia da energia com o vetor de onda. Como
ja haviamos discutido no inicio do capitulo, para o elétron livre temos que a dependéncia
da energia com o vetor de onda, /;, é quadratica. Entretanto, para o elétron no potencial
cristalino, temos que a energia é periédica e delimitada pela primeira pelas zonas de
Brillouin, obedecendo E(k) = ¢ — 2Jcos(l§a). Além disso, por meio da equacao ,
teremos

v, = 2aJsin(ka), (2.22)

onde k é dado pela equagao M Portanto, temos o comportamento de uma particula
em uma banda de energia. Na figura [2.5, onde consideramos h = J =1 e ¢ = 2, temos a
energia e a velocidade encontrada em funcao de ka.

Na figura (a), para o campo elétrio desligado, no estado k= EO = 0, teremos 7, ou
seja, o elétron estd parado. A medida que o campo elétrico se faz presente no sistema, o
elétron partindo de k=0 percorre todos os estados na primeira metade da primeira zona
de Brillouin, até o ponto A. O ponto A e igual ao ponto A’ entretanto eles sdo separados
pelo vetor da rede reciproca K = (2m/ a)E. Isso ocorre devido a periodicidade da rede.
Dessa forma, quando o elétron ultrapassa o ponto A, o elétron entra em outra zona de
Brillouin, porém como todas as zonas sao iguais, o que acontece com o elétron nessa
outra zona é equivalente a dizer que quando o elétron ultrapassa o ponto A ele reaparece
no ponto A’. Tendo em mente o esquema de zona reduzida e a periodicidade da funcao
EZ(E), podemos, entao, atribuir & mudanca de sentido de k com o tempo como sendo um
processo periédico, no qual o elétron vai de A’ até A, onde no instante que ele passa por A
ele surge em A’ repetindo sempre esse ciclo, que pode ser interpretado como as reflexdes
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Figura 2.5: Dindmica de um elétron (representando pelo ponto vermelho) sob agao de um
campo elétrico constante. (a) Energia em funcgao de ka. (b) Velocidade em fungao de ka.

@ T o)

-

ka

2 n
213

Fonte : Autor, 2022.

de Bragg. Relacionado a este fenomeno, existe uma oscilagao da velocidade, U, no espago
real uma vez que esta muda periodicamente de sinal, como vemos na figura (b) Ao
partimos de k= 0, temos um aumento na velocidade do elétron até um méximo, a partir
desse ponto a velocidade diminui ate zerar, isto €, a velocidade diminui até o limite da
zona. Com isso, o elétron retorna na outra extremidade da zona possuindo agora uma
velocidade negativa, onde esse velocidade diminui até o minimo, apds ele a velocidade
comega a aumentar, de tal forma que esse processo se repeti.

Como o sistema agora apresenta oscilagoes, se faz necessario determinamos a frequéncia
com que esta ocorre. Assim, assumiremos que o vetor de onda k esteja inicialmente em
A’ teremos

k(0) = ko = —g, (2.23)

tomando .., como sendo o tempo que o vetor k leva para chegar em m/a, entdo da

equagao [2.2]]

—

- F -
k(tosc) = _%tosc + kOa

entao como, Ak = 27 /a, entre A’ e A, teremos

N - 27 eF
Ak =k tosc —k = - = __tosm
(Fose) 0 a h

definindo t,s. como o periodo para ocorrer uma oscilacao, 7, teremos

2mh
T=—"—

eFa’
T h
o eFa’
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el'a

. (2.24)

w =
Assim, através de um tratamento semi-classico conseguimos mostrar que a frequéncia
de oscilagao é diretamente proporcional ao campo elétrico aplicado. Além disso, podemos

determinar a amplitude de oscilacao da funcao de onda. Uma vez que EZ(E),F e k sio
continuas em [—7/a, w/al, teremos partindo de [2.19, que

L1 0E (k)
i) — 7= | 28 gy 2.25
W-n= [ 12k (225)

?

_ [ LoER
Jo b ok Ok
— Y BGEw) - B 0))], (2.26)

—el’

onde [E(k(t)) — Eo(k(0))] ¢ definida como a largura de banda W. Assim a amplitude de
oscilacao é

w
eF’

—

Tmaz =

(2.27)

sendo esta inversamente proporcional ao campo elétrico e diretamente a largura de banda.

Portanto, em um sistema que temos a aplicagao de um campo elétrico constante em
uma rede com potencial periddico, o pacote de onda ird oscilar com uma frequéncia
diretamente proporcional ao campo aplicado, e esse tipo de oscilagao é denominada de
oscilacao de Bloch.

Na figura[2.6] podemos ver essas oscilagoes, no qual temos a simula¢do numérica para
o sistema sistema apresentado na equacao [2.10 considerando agora a inclusao do campo
elétrico, de um elétron em um rede cristalina na presenca do campo elétrico. Calculamos
o centroide da fun¢ao de onda e a transformada de Fourier do centroide. Em [2.6]a),
temos a posicao media do pacote de onda com F' = 0.50 aplicado paralelamente a rede,
e ao tirarmos a transformada de fourier para este caso, figura (C), podemos ver que a
frequéncia de oscilacao do elétron corresponde ao valor do campo externo aplicado, como
mostramos na equagao [2.24, J4 quando aplicamos um campo F = 0.75, observamos,
também, o mesmo comportamento, figuras 2.6(b) e 2.6(d).

Inicialmente essas oscilagoes foram observadas experimentalmente em sistemas de su-
per rede semi-condutoras[29, |47]. Além disso, apesar do modelo ser bastante simples,
surgiram outras observagoes extremamente revelantes, como o resfriamento de atomos de
Césio[5] e também em condensados de Bose-Einstein aprisionados em redes 6pticas|37,
61]. Do ponte de vista tedrico, esse modelo tem sido bastante investigado, como o caso
para analisar a coexisténcia de desordem e campo elétrico[65] |74].

Investigagoes envolvendo interacao entre elétrons interagentes sob a influéncia de um
campo elétrico aplicado externamente, foi bastante estudado|9, |10, (13} 22, |68]. De modo
geral, acreditava-se que a interagao entre os elétrons destruia as oscilagoes de Bloch [31,
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Figura 2.6: (a-b)Centroide da fungao de onda em fungao do tempo. (c-d) Transformada
de Fourir do centroide. Considerando N = 200 e para F' = 0,50 e 0, 75.
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Fonte : Autor, 2022.

33]. No entanto, a referéncia [22] mostrou em seu modelo que a interacao entre os elétrons
da origem ao dobramento de frequéncia nas oscilagoes de Bloch. Alguns anos depois, o
proposta foi apoiada por experimentos em dtomos bosonicos ultrafrios[68], bem como em
analogo éptico 16, |59].

O formalismo empregado pelos autores contemplam dois elétrons interagentes em uma
rede unidimensional cristalina. Esta modelagem simplificada tem se mostrado capaz de
resgatar aspectos fisicos relevantes, presentes em sistemas de muitas particulas, como
pode ser encontrado na literatura |1, |7, [51, |64].

O modelo de Bloch foi extremamente importante na descricao de diversos fenomenos
fisicos, como foi apresentado até o momento. Entretanto, alguns resultados experimen-
tais nao estavam de acordo com a teoria de bandas, isto é, materiais que deveriam ser
comportar como condutores apresentavam caracteristica de um isolante. Por exemplo,
J.H. De Boer e E. J. W. Verwey|17] mostraram uma classe de elementos que deveriam
apresentar um comportamento metalico, porém, foi observado experimentalmente um
comportamento isolante.

Dessa forma, esses resultados mostraram que a teoria de bandas estava incompleta.
Uma explicacao para o comportamento desses materiais foi proposta por Mott, no qual é
considerou uma dos elementos ausente no modelo de Bloch, interagao elétron-elétron. Na
qual, ele atribuiu o comportamento isolante desse materiais a forte interacao coulombiana
quando os elétrons estao no mesmo sitio, abandonando agora a aprorimacao de elétrons
independentes.
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2.3 Modelo de Mott e Hubbard

Em 1937, Mott e Peierls apresentaram um dos primeiros trabalhos sobre interacao
elétron-elétron e propuseram que esta era responsavel pelo carater isolante em alguns
6xidos de metais de transicao[63]. A descrigdo para esse comportamento veio através do
modelo proposto por Mott, em 1949(62], onde ele sugeriu que, a formagao de um gap
de energia impedindo a condugao aparece devido a competicao entre o termo de energia
coulombiana, U, e do termo de energia cinética (hopping), entre os sitios vizinhos. Com
isso ele mostrou que a interacao é capaz de alterar as propriedades de transporte no
material. Dessa forma, os materiais que apresentam o carater isolante devido a interagao
foram denominados de isolantes de Mott.

Para entendermos de forma mais clara esse comportamento apresentado pelos isolantes
de Mott, voltaremos a teoria de bandas, na qual, sabemos que a distingao entre isolante e
condutor e feita através do preenchimento da sua estrutura eletronica. Para , o isolante,
a bande de valéncia é totalmente preenchida, ver figura (a) e o condutor, apresentam
uma banda parcialmente preenchida, ver figura [2.7|(b).

Figura 2.7: Representacao gréfica da densidade de estados para modelo de elétrons nao
interagentes para um sistema (a) isolante e (b) condutor. (c¢) Densidade de estados para
o modelo de elétrons fracamente interagentes.
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Fonte : W.S. Dias, 2011(referencia [23]).

Entao, sob a visao de Mott, a interacao entre os elétrons separam a banda parcialmente
preenchida em duas sub-bandas, dessa forma o nivel de Fermi ficara localizada em um
gap de energia, o que resulta no carater isolante do material, de tal forma que a energia
de interacao é o parametro que controla o comportamento do sistema, se é isolante ou
metalico.

Assim podemos descrever o isolante de Mott, da seguinte forma : Considerando uma
rede com poucos elétrons, na qual, queremos adicionar outro elétron a esta rede. Nesse
cenario teremos que, a probabilidade desse novo elétron encontrar outro no mesmo sitio
que ele é posto é pequena, entao o nosso custo energético para adicionar o novo elétron
é baixo e nao envolve uma repulsao coulombiana. Agora, se a rede esta semi-preenchida,
ou seja, um elétron por sitio da rede, o custo energético, agora, irar envolver um repulsao
coulombiana, uma vez que provavelmente o novo elétron estara no mesmo sitio que outro
e o custo de adicionar o elétron a esse sitio deve ser aumentado de U. Dando origem ao
gap de Mott, ver figura (c) Assim, é razoavel dizemos que quanto maior for o custo
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de dupla ocupacao, dada pela interacao coulombiana U, mais a propagacao do elétron é
inibida, com isso o sistema apresenta um comportamento isolante. Essa transicao metal-
isolante dada pela interagao entre os elétrons e denominada de transi¢do de Mott]|34].

A hamiltoniana que descreve atransicao de Mott, foi proposta em 1964 por Hubbard
[39, 40, [41], dada por

H=—t Z(CIchT + CI\LC]'\L) +U Z CZ‘LTCZ'TCLCiM (2.28)

%,J %

onde podemos ver que o sistema ¢ governado apenas por dois parametros, o termo de
hopping,t, que corresponde a amplitude de probabilidade para o eletro saltar entre os
sitios vizinhos e o termo de interacao coulombiana, U, quando os elétrons estao no mesmo
orbital, no qual os niveis de energia de cada estado ligado é reduzido a um tnico orbital.

O modelo proposto por Mott e Hubbard foi fundamental para explicacao dos que nao
estavam de acordo com a teoria de bandas e foi corroborado por estudos experimentais[42,
44]. No entanto, apesar do modelo aparentar ser simples ele apresenta algumas dificulda-
des como, o termo de interacao nao ser suficientemente pequeno para ser tradado do ponto
de vista da teoria da pertubacao e também o esfor¢o computacional é muito alto, uma vez
que os estados eletronicos aumenta exponencialmente com o nimero de particulas. Além
disso solugoes exatas para o modelo s6 sdo encontradas para o caso unidimensional[53,

54}, 55, 94, |56].

2.4 Modelo de Dois Elétrons interagentes

Como visto anteriormente, sistemas que apresentam interacao entre elétrons mostram
algumas dificuldades, fazendo-se necessario um modelo mais simplificado. Em 1994, She-
pelyansk estudou o modelo de dois elétrons interagentes em um rede desordenadaﬁ [73] na
intencao de compreender resultados da coexisténcia da interagao entre elétrons e desordem
em anéis mesoscopicos|1}, |7, 51} 64].

O modelo proposto por Shelpyansky apresenta o termo de interacao on-site de Hub-
bard em um potencial desordenado. Em seu trabalho, ele mostrou que, para as particulas
inicialmente distantes uma da outra, a influéncia da interacao entre as particulas é muito
pequena. Contudo, se a distancia entre as particulas for proxima do comprimento de
localizagao de uma particula &;, hé a possibilidade das particulas propagarem-se coeren-
temente por uma distancia muito do que o comprimento de localizacao das duas particulas
&5, enfraquecendo a localizagao de Anderson. Além disso,a relagao entre os comprimentos
de localizacao obedecem, a seguinte relacao,

& oc UL (2.29)

4A desordem, introduzida por P.W.[3] Anderson, pode ser interpretada como uma interferéncia des-
trutiva de ondas eletronicas por conta do potencial aleatério, sendo esta responsavel pela inibicao do
pacte de onda, caracterizando uma localizacdo de Anderson.
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Dessa forma, apesar de simples o modelo é capaz de resgatar aspectos fisicos de siste-
mas que apresentam muitos particulas [1, 7, 51}, |64], dando bastante relevancia ao modelo
proposto por shelpelyansk.

Entao, deu-se origem a um série de estudos relacionados ao modelo. Inicialmente
os primeiros trabalhos foram dirigidos a confirmagao do fendmeno observado por shel-
pelyansk, em que a presenga da interagao enfraquecia a localizacao de Anderson |30} 43,
90]. Além disso, varias trabalhos surgiram relacionados a esse modelo [18, [83]. Todavia,
trabalhos envolvendo sistemas de muitos corpos relacionados com interacao elétron-elétron
e desordem, verificaram um dependéncia nao monoatomica do enfraquecimento da loca-
lizagao|11} 32, 67].

Nos préximo capitulos, apresentaremos a modelagem de dois elétrons em uma rede
unidimensional e alguns resultados presentes na literatura, como a surgimento de uma
banda de estados ligados a medida que aumentamos a interacao entre o elétrons, junta-
mente com a influéncia desta na dinamica do sistema elétrons|15] 21, 24]. Apresentaremos
também o dobramento da frequéncia das oscilagoes de Bloch[22]. Em maiores detalhes,
ao térmico do proximo capitulo iremos entender melhor o tema central deste TCC —
Influéncia da interacao local e nao-local na dinamica de elétrons interagentes sob acao de
um campo elétrico constante em uma rede cristalina unidimensional.
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Capitulo 3

Sistemas com Elétrons Interagentes

Como visto na secao 2.3, o modelo de Mott e Hubbard apesar de ter sido extremamente
importante apresenta algumas dificuldades. Dessa forma, o modelo de duas particulas
interagentes apresentado por Shelpelyansk se faz bastante atraente, uma vez que, além
de ser uma modelo relativamente mais simples, é capaz de resgatar caracteristicas de
sistemas de muitos corpos.

Na intencao de entender e validar os nossos cédigos computacionais, inicialmente ire-
mos analisar o caso cristalino de dois elétrons com interagao apenas local, ja reportado
na literatura 15} 21, 24, |66]. Assim, o nosso modelo é composto por N dtomos idénticos
espacialmente distribuidos em uma rede unidimensional, no qual cada ifon possui um
unico orbital livre que pode ser ocupado por um ou dois elétrons. Quando temos a dupla
ocupacao dos elétrons no mesmo ion, temos o termo de interacao coulombiana entre eles.
Entao, podemos escrever a hamiltoniana do sistema como

N N N
_ T T
H=e) Y den+d3 D lefum,on+cluy, el + U chenchion,  (31)
n=1 s n=1 s n=1

onde ¢ e ¢! sdo os operadores aniquilacdo e criacdo, respectivamente, de um elétron com
spin s = +1/2 (representados por {T,i}) para o sitio n, J e o termo de hopping entre
os primeiros vizinhos, € é o termo de energia para o elétron acopla-se ao ion n e U é o
termo de interacao coulombiana quando os elétrons estao no mesmo sitio. Vale destacar
que, como temos uma rede cristalina € e J sao constantes por toda a rede.

Dentro desse cenario, abordaremos os elétrons como sendo distinguiveis pelo spin,
conforme reportado na literatural8, 22, (69, |76].Dessa modo, podemos escrever a parte
espacial da funcao de onda como um produto das funcoes de onda de cada elétron
o(Th, 7)) = or()er(7)). Todavia, expandiremos a fungao de onda na representacao
de Wanniel] logo

@) = 3 Gupn ). (32)

ny,ny

onde n 1 e n | representa a posigao do elétron com spin up e down, respectivamente |14,

1As funcoes de Wannier sdo um conjunto de funcdes ortogonais para cada sitio em um cristal, com
isso é extremamente conveniente usa-las para como base para a expansao de estados eletronicos.
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18]. Com isso, o sub-espago é gerado por N2 dungoes de ondas, isto é, o espago de Hilbemﬂ
possui dimensao N2.

Assim, para determinarmos a relacao de recorréncia do sistema, aplicamos operador
H em v e temos

N N
Hld) =& Z Z nscns|¢> + JZ Z[C‘En-}-l)scns + CIn—l)Scns]|w> + UZ CIZTCnLCjZTCn¢|¢>’
n=1 s n=1

escrevendo cade termo da equagao acima isoladamente,

(H1|@Z)> —5Zn 1D nscnsW)’

H2lw> - ‘]Zn 1 Z [ (n+1)s Cn, + C( —1)s Cns] w>7

\H3’77b> - UZn 1 nTCniCLTCnL’w>'

Dessa maneira, H; assume a forma,

Hlldj - gzz ngcns

=& Z[CLTCTLT + C;L,icn¢:| Z quLT,TLJ' ’nT7 n»l/>7
n=1

ny,ny

N
=& Z Z ¢n¢,n¢ [CLTCTLT + CLLCTLJ’”T? ni>a

n=1nqy,n,

=& Y Gupny (01, m) + 01, my)),

N4,y

=2¢ Z ¢n¢,n¢|nTa n¢>

nyny

Para Hs
N
Halp) = ZZ Clat1), s F Clnry, En]

N
Z Clns1y,Onr F oy, nad F gy, Oy + oy, O] D Dm0,

npny

/I7ZJ>7

N
T T T T
=JY D bum, {[C(n-i-l)TC”T + Clnm1) Cng] + (i), Cny + C(n—l)icni]} g, ny),

n=1ngs,n,

—JZ%MH )l +ln=Dtnl)+ntn+1) ) +nt (n-1)1)}.

20 espaco de Hilbert para um sistemas de N, particulas interagentes possui dimensio NN,
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Por fim, para Hj

H3|1/) Z nTCn,LCnTCTbl,h/)))

- UZ ”TchC”J,C”l Z ¢nT,ni|nTan¢>7

ny,ny

=U Z B, chTchcmannT,m)

= Z ¢n¢,n¢U5n¢,n¢|nT7 ni>'

ng,my

Entao como escrevermos H|y) = Hy|v) + Ha|y) + Hslv), temos que

HI) = ) bnyny (26 + Ubny o )ng,ng) + J[l(n+1) 10 b)) + |(n = 1) Ty d)

n4,Mmy

+int(n+1) D+t (n-1) 1]

Assim, o valor esperado, (¢|H|v), serd

WIHW) = D" > bnpmy G (0 10" LI[(28 + U, ) g, ny) + J(|(n + 1) 1,0 1)

ny,ny n/tn'l

+ln=Dtnh+Int,(n+1) 1) +nt (n—1) 1))

tal que obtemos,

<¢|H|¢> = Z ¢;Tvni[(2€ + U(SnT,nl,)¢n¢,n¢ + ‘](¢(n+1)T,nJ, + ¢(n—1)T,n¢

ng,my

+ Ont, (1)) F Pntn-1y)]- (3.3)

A partir da equagao de Schrodinger independente do tempo, temos que o valor espe-
rado, (Y|H|y) = (Y| E|), na representagao de Wannier,

(|E|g) = E Z > G P, (0 I, )

TLT ny

=E Z Ot Prns

’I’LT ’I’Ll'
Portanto, a relagao de recorréncia para a energia ¢

E¢nT ny — (25 + U(SnT ”l>¢nT ny + J(¢(n+1 tnd + ¢ (n—=1)t,n + ¢nT (n+1)4 + ¢n? (n— l)J,) (34)
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A equacao acima nos fornece a forma matricial da hamiltoniana 3.1} Por exemplo, ao
considerarmos uma rede com N = 3, temos a seguinte matriz

N = 11,1 [12) [[13) [[21) | [2.2) |123) | [3,1) [ [3,2) | [3.3)
A [2e+0 J | 0 | J 0 0 [ 0] 0 0
(1,2] J 2 | J | 0 J 0| o0 | o0 0
(1, 3] 0 J | 2 | o0 0 J | o | o 0
b (21 J 0 | 0 | 2 J 0| J | o0 0
(2,2 0 J o | J |2e+U| J | 0 | J 0
(2, 3] 0 0| J | o0 J 2 | 0 | 0 J
(3,1] 0 o[ o0 | J 0 0 | 22 | J 0
(3,2] 0 0| 0| o0 J 0 | J | 2 J
(3,3] 0 0| 0 | 0 0 J | o | J |2+U

Neste cenario, diagonalizaremos a matriz acima para um N do tamanho da rede,
através da equagao secular det(H — AI) = 0, assim como fizermos no caso do Modelo de
Bloch. Da mesma forma, faremos a andlise estatica do sistema calculando a densidade de
estados, ja apresentada equagao , contudo devemos substituir N — N2, entao

N2
1
DOS(E) = + > 4(E - E), (3.5)
1=1
e também, calcularemos a distancia entre os elétrons, escrita como

d(E) - Z |nT - n$||¢n¢,m’2 (3'6)

ny,my

onde assumiremos que € =0 e J = 1.

3.1 Caso Cristalino

Na figura [3.1], temos a densidade de estados e a distancia entre os dois elétrons para
uma rede com N = 115 e U = 0, 2,6. Primeiramente, podemos observar na densidade de
estados, figura (a—c), que a medida que aumentamos a interacao entre os elétrons, ha
o surgimento de uma sub-banda de estados ligados para valores de interagao maiores que
zero. Entretanto, para valores pequenos de interagao ha uma superposicao entre a banda
principal (de estados nao-ligados) e a sub-banda (de estados ligados), como é o caso de
U = 2. Contudo a sub-banda torna-se mais evidente a medida que a interagao entre os
elétrons é mais forte, como é visto em U = 6, onde ela ja estd totalmente separada da
banda principal.

Claro e colaboradores[13], mostraram através de cdlculos analiticos que os limites da

3Na densidade de estados na auséncia de interacdo, temos a mesma configuracio apresentada no
modelo de Anderson 2d. Este resultado foi, também apresentado por Claro e colaboradores|13], onde
eles propoem uma equivaléncia entre o modelo para IV elétron interagentes em um rede unidimensional
e 0 modelo de um tunico elétron em em rede N-dimensional, tendo as interfaces dividindo o espago em
dominios simétricos.
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banda de estados ligados sao dados por U < E < /U? 4+ 16.J%. Assim, a separacao das
duas bandas ocorre somente para U > 4J%. Esses limites estao calculados no apéndice
[Cl Se considerarmos U = 6, temos que a banda de estados ligados deve estar entre
6 < E < 7.21, o que ¢ evidenciado na figura [3.1f(c).

Figura 3.1: (a-c)Densidade de estados para U = 0,4,6 e N = 115 de dois elétrons
interagentes em um rede cristalina. (d-f) Distancia entre os dos elétrons para U = 0,4, 6.

Odrr——T—T—T—T T O T 11 1]
03'_(61) U=0 ] 50F — ~ (d) ]
N - 40| p——
0.2 0
20_—: ]
01 10~ .
0,4 60
—~ 03l 50— ' (e)
50’3 ri : - ()__
%0’2 S30_ :1_|||||||| o] ]
@) aSTPINE : ’
20_ 0,5_— -
Q 01 10__ ol i Lol I __
i 2253354455 |
04 60 [+ ]
0.3 oF = — ()
0,2 30:_ . :oz—l T L _:
0.1 20 0:1:—/—: .
) 10 _0’(1)_—| R
0 oLl I s N RN
4 2 0 2 4 6 8 4 2 0 2 4 6 38

E E

Fonte : Autor, 2022.

A relacao da distancia entre os elétrons em fungao energia é mostrada na figura (d—
f). Esta nos permite fazer uma andlise mais detalhada dessa nova banda de estados
ligados. Para a banda de estados nao-ligados, observamos que os auto-estados presentes
nessa banda exibe uma distancia média entre os dois elétrons de aproximadamente d ~ 35.
No entanto, quando a interacao se faz presente no sistema, a distancia entre os elétrons
diminui com o aumento da interacdo que esta restrita ao limite U < E < U? + 16.J2.
Para U = 4, por exemplo, temos que a distancia média é d =~ 0.5 e para U = 6 vemos que
d=~0.1.

Agora, na intencao de investigar os aspectos dinamicos do sistema, calculamos o valor
esperado para a equacao de Schrodinger dependente do tempo

.0
{Wliho [¥) = (WIEJ). (3.7)

Ao realizarmos um procedimento analogo ao realizado anteriormente, obtemos
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L d
th bnym, = (26 + Ubnyn )0nin, (8) + T (Pnr1ytns (8) + dn-1y1mi (t)
+ Gt (nr1)s () + Pt (n-1)1 (1)) (3.8)

Resolvemos numericamente a equacao acima através da expansao em serie de Taylor
do operador evolucao temporal em FORTRAN,

lo . l
_ _—iHAt _ (—iHA)

=1

(3.9)

onde [y é a ordem da expansao considerando i = 1.Assim, a funcao de onda em um
tempo At é representado por |¢p(At)) = I'(At)|¢(t = 0)). A condicao inicial do sistema
sera considerada um pacote gaussiano, dado pela equagao |3.10

1 nr—n9)2 ni—n0)2
gbnT,’ru(t = O) = A(O‘) exrp {—( T4U2T) } exp {—( ¢402¢) } (310)

com ng =N/2+dye ng = N/2 — d; sendo a posigao inicial dos elétrons, ¢ a largura do
pacote de onda, consideraremos o = 1 e A(0) é a constante de normalizagao.

Para fazer a andlise dinamica do sistema, calcularemos a extensao espacial da funcao de
onda, que nos da ideia do raio do pacote de onda no plano formado pelos dois elétrons(n 1

wn 1),

£(1) =/ (nr — (ne (D)) + (= (0 (5))2)2 6, (1), (3.11)

com

(ns(1)) = D sl Pnpn, (1) (3.12)

ny,ny

representando o centroide da fungao de onda (posicao média da fun¢ao de onda). Além
disso, calcularemos a fun¢ao participacao, equagao [2.14!

Na figura , temos a extensao espacial (a) e a funcdo participacao (b) Cal-
culada para a rede de tamanho N = 1500 com dy = 0. Observamos que a extensao
espacial aumenta linearmente com o tempo (£  t), independente do valor de interagao,
caracterizando assim, o comportamento balistico da funcao de onda, como apresentando
na literatura |21, [23]. Contudo, para regime de tempo inicial, observamos que a presenga
de interacao enfraquece a extensao espacial[21], 23]. Esta redugao é associada a existéncia
de estados ligados. J& para a participacao, nota-se que na auséncia de interacao, a par-
ticipagdo aumenta quadraticamente com o tempo (P oc %), ou seja, uma vez que a
participagao nos diz a regiao do espago onda a funcao de onda difere significativamente de
zero, podemos dizer que a fun¢ao de onda se espalha uniformante pela rede. Ja a medida
que U aumenta temos que a participacao cresce mais lentamente com o tempo, isto é
P ot
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Figura 3.2: (a) Extensao espacial e (b) funcao participa¢ao para um rede com N = 1500

para diferentes valore de interacao até um tempo t = 600 e At = 0.01.
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Fonte : Autor, 2022.

Para entender melhor essa alteracao no comportamento da participagao, analisaremos
a amplitude de probabilidade, |¢n¢m|2 no plano formado pelo dois elétrons, ny x ny.
Consideraremos N = 200 e para um tempo suficiente longo para que a funcao de onda se
alargue até as bordas da rede, como mostrado na figura |3.3

Na auséncia de interacdo, vemos que os elétrons se espalham por toda a rede( figura
3.3(a)). Como os elétrons sao postos inicialmente juntos temos o maximo da amplitude de
probabilidade em ns = n; = N/2. Entretanto, quando a temos interac@o no sistema, figu-
ras (b - ¢), a porgao do espaco que os elétrons ocupam estd restrita a um pequena regiao
em torno de ny = n;. A medida que a interacao aumenta essa regiao diminui, podemos
interpretar essa comportamento, através do surgimento da banda de estados ligados ob-
servada anteriormente. Ou seja, os estados ligados fazem com que o movimento do elétron
estejam fortemente correlacionados, de tal forma que eles se movimentem coerentemente
ocupando o mesmo sitio.

Agora, apresentaremos o calculo da amplitude de probabilidade em funcao do tempo,
para quatro regimes de tempo distintos. Considerando mais uma vez, um condic¢ao inicial
gaussiana( equagao com ¢ = 1 para uma rede com N = 1000 e valores de U = 0,4
e 12. Na figura [3.4] podemos observar que a auséncia de intera¢ao nao altera a forma da
funcao de onda com o passar do tempo. Ja na presenca de interacao, podemos observar que
a funcao de onda apresenta um pico centrado em N/2 e dois outros dois picos simétricos,
com os picos laterais comportando se como uma frente de onda. Essas estruturas centrais.
As frentes de ondas tem origem nos estados ligados e sao responsavel pelo comportamento
observado na extensao espacial. Observamos também que, quanto maior for a interacao
menor ¢ a largura do pico central e maior as dos laterais, o mesmo acontece para a
amplitude das frentes de ondas. Nesse cenario, as amplitudes das frentes de onda ocupam
um regiao relevante no decorrer da evolugao, essa regiao é o que reflete na mudanca de
comportamento da participacao, onde os nossos resultados estao em completo acordo com
a literatura [21].
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Figura 3.3: Amplitude de probabilidade de dois elétrons com interagao local no plano n4
x ny, para um rede com N = 200, At =274 lp e U =10,2 e 6.
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Fonte : Autor, 2022.

3.2 Caso Cristalino com Campo Elétrico

Até momento nos concentramos em entender o papel da interacao entre elétron iso-
ladamente. Agora iremos acrescentar o campo elétrico no sistema como discutimos na
secao (2.2, onde vimos que fenémenos interessantes surgem devido a presenca do campo
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Figura 3.4: Funcao de onda eletronica apds um longo tempo de evolucao com uma cadeia
de N=1000e U =0,4,12¢ea) t=5,b) t =20, c) t =40 e d) t = 100.
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Fonte : Autor, 2022.

elétrico em sistemas de elétrons interagentes[16} |20]. De maneira andlogo ao caso anterior
a hamiltoniana do modelo, pode ser escrita como,

N N N
H = Z_; Z(g—l—eFans)chns +.J ; Z[c}nﬂ)scns —i—cIn_l)scns] +U Z H cLscns, (3.13)

n=1 s

onde que o campo elétrico constante é representando por F' que é aplicado externamente
paralelo a rede, ng é o operador posicao e a é o espagamento da rede. Como fizemos anteri-
ormente, expandimos na representacao de Wannier e resolvemos a equacao de Schrodinger
dependente do tempo para a hamiltonianam (em detalhes no apéndice , para obtemos
a seguinte relacao de recorréncia

o d
Zha%mm = (2e4+Ubp, n, + €aF (ny +ny))p, n, (t)+
J(Dtmr1)1ns(t) + dn—1)1mL (t) + Gt ns1)1 (B) + Gnp,n-1)1 (). (3.14)

Para obtemos a dinamica do centroide da func¢do de onda (equagao seguimos
utilizando a expansao em série de Taylor do operador evolugcao temporal, mostrado na
equacao . Utilizaremos, Iy = 20, At = 279 com a condicao inicial sendo um pacote de
onda gaussiano (equagao de largura o = 1.

Além do célculo do centroide, apresentaremos, também, a sua transformada de Fourier,
que nos da o centroide no espaco das frequéncias, w,
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CAPITULO 3. SISTEMAS COM ELETRONS INTERAGENTES 31

(s(w)) = F {{ns(t))} = / (ng(t))e ™'dt, (3.15)
calculamos computacionalmente a Transformada de Fourier Rapida (FTT).

Figura 3.5: Centroide da fun¢ao de onda para um campo F' = 0.50 e F' = 0.75 para
U = 0 e 4 ao lado suas respectivas transformadas de Fourier. Consideramos uma rede
com N = 120, At =279 e [, = 20.
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Inicialmente, consideramos uma rede de N =120 come =0, J=1ee=h=a=1
com os elétrons no mesmo sitio, isto é, d = 0 e com uma condicao dada por um pacote
gaussiano com o = 1. Assim, na figura [3.5 temos o centroide da fungdo de onda e a
sua transformada de Fourier para cada caso. Vemos inicialmente que, para U = 0, temos
que o sistema apresenta oscilacoes coerentes e com uma frequéncia bem definida, w = F
que é a frequéncia de Bloch. Em U = 4, vemos um padrao de oscilagdo mais ruidoso,
no qual a transformada de Fourier nos mostra que a frequéncia predominante no sistema
é w = 2F, ou seja, tivemos um dobramento da frequéncia, que esta intimamente ligado
a existéncia dos estados ligados que promove o movimento coerente dos elétrons|15, 22,
23, 166]. Podemos, imaginar entao, a evolucao dos elétrons propagando-se coerentemente
como uma Uunica particula de carga “2e”, como vimos na secao [3.1} Também, podemos
observar que a presenca da interacao diminuiu a amplitude de oscilagao. Para um valor
do campo maior F' = (.75, podemos observar a presencga dessas caracteristicas, e neste
caso, temos um diminuigao da amplitude de oscilagao, como mostrado na equagao [2.27]
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CAPITULO 3. SISTEMAS COM ELETRONS INTERAGENTES 32

Figura 3.6: Centroide da funcao de onda para um campo F = 0.50 para U = 0,4,10 e 14
ao lado suas respectivas transformadas de Fourier. Consideramos uma rede com N = 120,
At =2"%¢ly = 20.
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Fonte : Autor, 2022.

Na intencao de verificar o comportamento para valores de interacao mais fortes, temos
na figura|3.6/ o centroide da funcao de onda e a sua transformada de Fourier. Observamos
que, para valores de interacao fortes temos que a frequéncia predominante voltou a ser
a frequéncia de Bloch, w = F. Isso ocorre devida, o distanciamento energético entre as
bandas de estados ligados e nao-ligados. Os estados ligados exercem menor influéncia a
medida que a sub-banda se distancia, favorecendo o hopping independente. A modulacao
no padrao de oscilagao que é observado para U = 10 e 14 esta relacionado com a pequena
separacio nos picos em w = F. Tal separacao é da ordem de J?/U para um valor de
interacao grande e aparece devido a interacao elétron-elétron, que também da origem a
uma frequéncia de oscilagao adicional da velocidade de deriva de estados ligados|13].

Contudo, sabemos que a interacao coulombiana entre os elétrons, nao ocorre apenas
quando estao no mesmo sitio. O campo produzido pelos elétrons, diminui a medida que
eles se afastam. No préximo capitulo, consideraremos que os ele nao interagem apenas
quando ocupam o mesmo sitio, mas também quando ocupam sitios vizinhos. Essa novo
interacao nao-local promove o surgimento de uma nova banda de estados ligados e é
responsavel por uma dinamica correlacionada quando os elétrons ocupam predominante-
mente os sitios vizinhos.
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Capitulo 4

Oscilacoes de Bloch para Elétrons
com Interacao local e nao-local

Até o presente momento, consideramos a interacao que os elétrons sentem apenas
quando estao no mesmo sitio, que foi discutido no modelo de Hubbard. Entretanto,
existem versoes estendidas do modelo de Hubbard [35, [57, |78, [80, 81, |91]. Em muito
casos, assume-se a existéncia de uma blindagem eletrostatica quando os elétrons estao
no mesmo ion. Como essa blindagem nao é perfeita, pode ocorrer interagoes nao-locais,
isto é, além dos elétrons interagirem quando estao no mesmo sitio, havera uma interacao
remanescente nos sitios vizinhos. Assim, estudaremos o efeito da interagdo nao-local em
um rede cristalina e na presenca do campo elétrico.

Diante dessa nova fenomenologia, a hamiltoniana que descreve o sistema que maneira
andloga as casos anteriores, é

N
Hzezz C"9+JZZ Clnt1),s cng+c net), .l —i—UZH Cn, Tt
n=1 s

n=1 s

4 Z D lehyent gy Contiys + ChpCutCly )y Ca-1al; (4.1)

onde € ¢ a energia onsite para o elétron de spin s se ligar ao sitio n, J é o termo de hopping
entre os primeiros vizinhos, por fim U e V sao as interagoes de natureza coulombiana, U,
é a interacao local quando os elétrons estao no mesmo sitio, V', é a interacao nao-local
quando os elétrons entao em sitios vizinhos.

4.1 Caso Cristalino

De forma andloga feita no capitulo anterior, diagonalizamos a hamiltoniana de acordo
com a equagao abaixo (demonstrada no apéndice @,

EgbnT ny (25 + UénT ”L (5nT,(n+1)¢ + 5nT,(n ))gbnT ny + J(gb n+1)4, n¢+

Pn-1)3m, F Pna(nr1), + Pny(n-1),)- (4.2)
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utilizando as sub-rotinas SSYEVD da biblioteca LAPACK]2]. Consideramos um rede
cristalina com N = 100, com referencial de energia em ¢ = 0 e J = 1, para valores
de interacao diferentes. Calculamos inicialmente a densidade de estados normalizada
(equagao mostrada na figura , na qual o caso sem interacao nao-local, V' = 0,
representado pela a curva azul claro e para o caso com interagdo nao-local, V' = U/3,
curva preta.

Figura 4.1: Densidade de Estados para um rede com N = 115 com diferentes de interacao,
onde a curva azul claro é o caso sem interacao nao-local e a preta com interacao nao-local

(V = U/3).
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Fonte : Autor, 2022.

Na densidade de estados observamos o comportamento ja descrito para V' = 0. Ja para
V' # 0, temos um alargamento na banda de estados ligados em relacao a banda de estados
ligados para V' = 0. Além disso é possivel observar em U = 4, um pico na banda principal
indicando uma nova sub-banda de estados ligados, referente a interacao nao-local, em
U = 12 vemos essa nova sub-banda se separando da banda principal, isso fica mais evidente
em U = 14 quando ela estd completamente separada da banda principal. Os limites dessa
nova sub-banda estao calculados no apéndice [E] onde encontramos analiticamente os
seguintes limites U < E <V + /(U — V)2 + 16J2 para os estados ligados da interagao
local e V < E < V + 4J?V para interacdo nao-local, o que estd de acordo com os
resultados apresentados [66].

Vimos que essa nova sub-banda surge devida a novo interagao no sistema, que esta
relacionada ao estados ligados. Podemos ver isso através da funcao correlacao dada por

_ | pnpi—(ne)i(ng)
=T e |- (4.3)

Aqui (n4); é o centroide do estado [ e (n4n,); é a média simultanea mais provavel para
os dois elétrons no estado (.
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Figura 4.2: Correlacao para um rede com N = 115 para diferentes valores de interagao
local, U, e nao-local, (V = U/3), no qual as figuras azul representa a rede sem interagao
nao-local e a vermelha com interagao nao-local.
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Fonte : Autor, 2022.

Na figura |4.2, vemos claramente o forte regime de correlacao para a banda de estados
ligados associada a U, na auséncia de interagdo nao-local V' = 0 (curva azul). Para o
caso em que temos interacao nao-local, observamos o mesmo efeito refente a banda de
estados ligados associada a U. Contudo, vemos também que, para a banda de estados
ligados associada a V', temos uma forte correlacao entre os elétrons mesmo com as bandas
sobrepostas e fica mais acentuada a medida que aumentamos o valor de interacao, esse
resultado nos sugere que todos os estados contidos nessa banda sao ligados.

Para fazermos uma analise da evolucao temporal do pacote de onda resolvemos a
seguinte equacao,
L d
Zhﬂgb”%"i = (2 + U(Snwu + V(‘Snm(nﬂh + 5nm(n—1)¢))¢”mm (t)
+ J( D41y, () + Gn—1)1.n, () + O (1), () + Py a1y, (1), (4.4)
utilizamos a expansao em série de Taylor do operador evolucao temporal, mostrado na

equacao . Utilizaremos, Iy = 20, At = 279, com a condicao inicial sendo um pacote de
onda gaussiano (equagcao |3.10)) de largura o = 1. Considerando uma rede com N = 200,

Insituto de Fisica — UFAL



CAPITULO 4. OSCILACOES DE BLOCH PARA ELETRONS COM INTERACAO
LOCAL E NAO-LOCAL 36

calculamos a amplitude de probabilidade no plano formado pelos dois elétrons para um
tempo suficientemente longo.

Figura 4.3: Amplitude de probabilidade de dois elétrons com interagao local no plano n4
x ny, para um rede com N = 200, At =274 lo e U =0,2 e 6.
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Fonte : Autor, 2022.

Observamos na figura 4.3, o comportamento ja discutido para o caso em que V = 0.
No caso com a adicao da interacao nao-local vemos que o carater da funcao de onda
permanece o mesmo. Contudo, temos um alargamento do seguimento de rede onda a
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dinamica correlacionada dos elétron ocorre. Isso estd diretamente associado, ao fato
que a interagao nao-local promove um alargamento na banda de estados ligados refente
a U e ao surgimento de uma nova banda de estados ligados induzida pela interagao
nao-local. Também, observamos que para U = 14, temos uma alteracao no perfil da
amplitude da fungao de onda, que ocorre devido a presenca da interacao nao-local, V,
que proporciona um novo tipo de correlagao entre os elétrons, como vimos para valores
de interacao relativamente forte tem que a banda de estados ligados referente a V' comeca
a se separar da banda principal, assim a presencga dessa nova bando e refletida no perfil
da funcao de onda.

4.2 Caso Cristalino com Campo Elétrico

Assim como no capitulo anterior, iremos adicionar agora o campo elétrico no sistema.
De forma analoga, a hamiltoniana do sistema com interagao nao-local e campo elétrico é

N N N
H= Zl Z(& + eEaii)c! e, + JZI Z[CZnH)SC”s + CIn—l)scns] + UZ H el cnt

n=1 s
N
Vv Z Z[CLTCTLTCI”_HNCW_HN + CILTCMCIn—l)ic(n—l)i]’ (4.5)
n=1 s

Resolvemos a equagao de Schrodinger dependente do tempo para a hamiltoniana 4.5
(em detalhes no apéndice . Expandimos na representagao de Wannier (equagao [3.2)) e
obtemos a seguinte relacao de recorréncia,

. d
md—tﬁbmm = (26 + Ubntny + V(0nt,(nr1) + Onp (n-1)1) + €aB(ny + ny))Pnrny (t)
+ J( D1yl (t) + Gn1)tnl () + Pnt 1) (B) + G -1y (1)), (4.6)

Para obtemos a dinamica do centroide da funcao de onda, equacao [3.12| e sua trans-
formada de Fourier equacao [3.15, seguimos utilizando a expansao em série de Taylor do
operador evolucao temporal, mostrado na equacgao . Utilizaremos, Iy = 20, At = 279,
com a condi¢ao inicial sendo um pacote de onda gaussiano (equagao de largura
o=1.

Primeiramente, assim como fizemos na se¢ao [3.2, analisamos o centroide da funcao
de onda para um rede N = 200 e F' = 0.50 e 0.75 para valores distintos de interacao e
consideramos V' = U/3, como mostrado na figura . Assim, observamos que a amplitude
de oscilacao diminui com o aumento da interacao devido a presenca dos estados ligados
relacionados a interacao de primeiros vizinhos, uma vez que para valore de U alto temos
que o movimento predominante é uma propagagao coerente entre os elétrons. Além disso
nota-se que o padrao de oscilacao nao assume uma forma regular para valores de interagao
intermediario. Podemos associar esse comportamento, ao fato de que, nesse intervalo
de interacao, temos tanto a banda de estados ligados do tipo on-site que sofreu um
alargamento devido a presenca de V', quanto a banda de estados ligados de primeiros
vizinhos. Entao, devido a existéncia de duas bandas de estados ligados, temos efeitos
competitivos no sistema, resultando em um padrao bastante ruidoso.
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Figura 4.4: Centroide da fungao de onda na presenca de interacao local e nao-local, para
diferentes valores de interacao. Na coluna esquerda temos o caso sem interacao nao-local,
V' = 0, na direta temos interacao nao-local V.= U/3. A campo aplicado foi F' = 0.5 e
0.75 com At =279 e [, = 20.
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Fonte : Autor, 2022.

Ao analisarmos o centroide no espaco das frequéncias, figura[£.5] vemos a exitancia de
varios ruidos de baixa frequéncia, que estd intimamente ligada a uma competicao entre
os estados que favorecem o movimento coerente de elétrons que estao no mesmo sitio, do
movimento coerente de elétrons que estao em sitios vizinhos e o do movimento indepen-
dente dos elétrons. Isso acontece devido a superposicao da banda de estados ligados com
a banda de estados ligados referente a V', na qual temos valores de energia degenerados,
promovendo oscilagdes ndo coerentes como vimos na figura 4.4, Entretanto, para U = 12,
ainda observamos esse comportamento, apesar de sabemos que a bande de estados ligados
estd quase separada da banda principal. Vale destacar, também, que a medida que au-
mentamos a interacao temos as duas bandas de estados ligados completamente separada
da banda principal, reduzindo os modos de baixa frequéncia na transformada de Fourier.
Além disso, podemos ver que a frequéncia predominante permanece sendo a frequéncia
dobrada. Dessa forma, o comportamento do sistema devido a competicao dos estados nos
faz intuir que o sistema apresenta um comportamento nao-monotonico que dependo do
intervalo de interagao ora favorece os estados ligados ora favorece os estados nao ligados.

Na intencao de obter uma descricao mais detalhada para a competicao entre os estados
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Figura 4.5: Transforma de Fourier do centroide da funcao de onda para uma rede N = 200,
para diferentes valores de interagao com V = U/3, campo F' = 0.5 e 0.75 e At = 2% e
lo = 20.
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Fonte : Autor, 2022.

nao-ligados e os dois estados ligados, calcularemos a media das probabilidades de dupla
ocupagao,

PDO(t) = Y |bnyn, (1)) (4.7)

nf,nl
nt=nl

probabilidade de ocupacao de primeiros vizinhos

POV (t) = Z |G, (1)) (4.8)

ntnd
nt=nl+1l

e a de ocupacao de segundos vizinhos

POV (t) = Y |bnm, (), (4.9)
ntnd
nt=nl+2
para um tempo suficientemente longo em funcao da interagao entre os elétrons. Conside-
ramos um rede com N = 100 e fizemos essas curvar pra um tunico valor de campo elétrico
F = 0.5, tanto pra V = 0 quanto para V = U/3.
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Figura 4.6: Media das probabilidades de dupla ocupagao, ocupagao de primeiros vizinhos
e segundos vizinhos, com interagao nao-local(V' = U/3) e sem (V' = 0) em um fungao da
interacao, U, para um tempo suficientemente longo, com N = 200, F' = 0.5, At =2 ¢
lo = 20.

0375 1 1 | 1 | 1 0,5 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1
i F=05 T - (b T | _|
0,61 1 04l 1 03
A - in } {n f -
S 0451 =03 1202t s
Q | ] s | b
< 03[ IR 02k 2| |
Voot v=o {V 1V 0,11 -
0,15+ (a) v=u3- 0,1} _ I ]
) ISR PR NN SR PO Tl I Y I i e
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
U U U

Fonte : Autor, 2022.

Na figura [4.6], vemos o comportamento nao-monotoénico da probabilidade de dupla
ocupacao, na qual para valores inicias de U a PDO cresce até um ponto maximo, em torno
de U ~ 4. A medida que U ultrapassa esse valor temos a diminui¢do da probabilidade
de dupla ocupacao. Isso explica o dobramento da frequéncia para U = 4 no gréfico [3.6
e a re-amplificacao em U = 10. Esse comportamento nao-monotonico é extremamente
semelhante para os dois casos, contudo, temos que na presenca de V' a probabilidade em
alguns valore de interacao assume uma probabilidade maior. Podemos atribuir esse fato
ao alargamento da banda de estados ligados on-site.

Através da curva da PO1V, figura (b), vemos um comportamento totalmente di-
ferente para os dois casos. Para V' = 0, vemos que a probabilidade de ocupacao dos
primeiros vizinhos diminui com o aumento da interagao. Ja no caso em que V = U/3, ve-
mos que para valores iniciais de interagao a PO1V também diminui, porém a partir de um
certo valor de interacao ela aumenta. Isso ocorre para valores de U no qual a nova banda
separa-se da banda principal, favorecendo assim a ocupacao de primeiros vizinhos. Vemos
também que PO1V satura para valores altos de interagao, mostrando a predominancia
da dinamica coerente das oscilagoes quando as particulas ocupam os sitios vizinhos, de
tal forma que o sistema é governado pelos estados ligados. Observamos também que no
intervalo de 5 < U < 10, temos uma diminuicao da PO1V, justificando o comportamento
para U = 8, em que a frequéncia de Bloch supera o dobramento da frequéncia.

Por fim na figura [4.6c), temos a probabilidade de segundos vizinhos. Podemos ob-
servar que esta, assume valore muito baixo, isto é, a probabilidade em ambos os casos
dos elétrons ocuparem os segundos vizinhos é muito baixa. Enfatizando o movimento
predominantemente correlacionado quando os elétrons ocupam o mesmo sitios ou o seus
vizinhos.
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Capitulo 5

Conclusao

No presente trabalho investigamos a presenga da interagao local e nao-local em um
sistema de dois elétrons interagentes na presenca de um campo elétrico constante aplicado
externamente. Ao longo do trabalho reproduzimos resultados presentes na literatura na
intencao de validar nossos codigos computacionais e compreender o efeito de cada elemento
no sistema. O grande interesse desse sistema é estimulado pela observacao do dobramento
de frequéncia das oscilagoes de Bloch o que vai contra o que é observado em sistemas de
muitos corpos.

Utilizando a linguagem FORTRAN, diagonalizamos as matrizes através da biblioteca
BLAS E LAPACK e usamos a expansao em serie de taylor do operador evolugao temporal.
Para fazer a analise tanto estatica quanto dinamica resolvemos a equacgao de Schrodin-
ger independente e dependente do tempo, como mostrada nos apéndice. Calculamos as
seguintes quantidades densidade de estados, participacao, correlacao, amplitude de pro-
babilidade em funcao do plano formado pelos dois elétrons, extensao espacial, centroide
da funcao de onda e sua transformada de Furier e as probabilidades de dupla ocupacao,
ocupacao de primeiros vizinhos e de segundos vizinhos.

Para o caso de dois elétrons interagente em um rede cristalina com interacao onsite,
através da densidade de estados observamos que a medida que aumentamos a interacao
elétron-elétron temos o surgimento de um banda de estados ligados. A extensao espacial
nos permitiu observar que independente do grau de interagao temos um comportamento
balistico do pacote de onda, entretanto a participagao, neste caso, apresenta um com-
portamento nao usual, no qual para U = 0 temos um comportamento balistico, isto é,
P o t2, contudo a medida que a interacao aumenta temos um comportamento difusivo,
P o t. Mostramos que esse comportamento esta relacionado com a existéncia de esta-
dos ligados devido a interagao onsite, U, responsavel por correlacionar o movimento dos
elétrons. Além disso, observemos um o efeito dos estados ligados no perfil da funcao de
onda, fazendo com que tenhamos um pico central em torno da centro da cadeia e dois
picos simetricamente distantes cado de um lado do pico central, o caracterizamos esses
dois pico como duas frentes de onda. Ja ao colocamos campo elétrico no sistema com
interacao do tipo onsite, observamos que a exitancia de estados ligados promove uma
alta probabilidade de dupla ocupacao, que faz com que observemos o dobramento da
frequéncia das oscilagoes de Bloch.

41
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Para o nosso ltimo caso, onda temos a presenca da interacao nao-local, local e campo
elétrico. Inicialmente analisamos o sistema sem o campo elétrico, observamos que a pre-
senca da interagao nao-local traz novas caracteristicas para o sistema, onde vale destacar
que para a banda de estado ligados, sem a presenca a interacao nao-local, temos que essa
banda esta restrita pelo seguinte intervalo U < E < /(U)? + 16J2, porém a presenca da
interacao nao-local promove um alargamento na nessa banda de tal forma a termos agora
que U < ELSV + \/(U — V)2 +16J2%2. Além disso, surgi uma nova banda de estados
ligados devido a interacao nao-local. Dessa forma, as oscilagoes apresentam uma forma
bastante irregular, para esse caso, que esta relacionado com o advento da banda de estados
ligados devido a interacao entre os primeiros vizinhos, uma vez que para valores iniciais
de interacao temos um superposicao da bande de estados nao ligados e essa nova bando,
que promove também a existéncia de modo de baixa frequéncia, contudo, o dobramento
da frequéncia é conservado.
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Apendice A

Demonstracao do Teorema de Bloch

Para cada vetor da rede de Bravais R definiremos um operador de translacao fﬁ,
atuando sobre uma fungao qualquer f(7), de tal forma que o operador desloca a fungao
por uma quantidade R,

Taf(7) = f(7+ R). (A1)

Como a hamiltoniana é periddica, tem-se

TsHy = H(7+ R))(7 + R) = H(PW (7 + R) = HT 3, (A.2)

uma vez que a equagao acima vale para qualquer funcao ¢, temos a seguinte inidenti-
dade

Ts:H = HT;. (A.3)

Além disso, o resultado de duas aplicagbes sucessivas nao depende da ordem que é
aplicada, uma vez que

~

TiTa0(7) = Ta Tpt(r) = v(7+ R+ R), (A4)
dai,

A~ A~ A~

TsTh =TT =T5, 5. (A.5)

As equacoes e garantem que 7/}, para qualquer vetor R da rede de Bravais e
a hamiltoniana H formam um conjunto de operadores que comutam entre si. A partir do
teorema fundamental da mecanica quantica que os auto-estados de H podem ser escolhidos
para serem simultaneamente auto-estados de todos os operadores T':

Hy = e
Tt = c(R)Y. (A.6)
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Os autovalores c(ﬁ) dos operadores de translacao estao relacionados, devido a equacao

A5

T T = o(R)Tgtp = c(R)e(R ), (A7)

assim, temos

T\R’/fﬁ = AFHEW =R+ R, (A.8)

segue que os autovalores deve satisfazer

(R + R') = ¢(R)c(R)). (A.9)

Agora, sejam a; com i = 1,2, 3, os trés vetores primitivos da rede de Bravais. Podemos
escrever ¢(d@;) como

c(a;) = 2%, (A.10)

escolhendo convenientemente x;. Segue das aplicagoes sucessivas de , que se R for
um vetor geral da rede R = nqa; + nods + n3ds temos

c(R) = c(ar)™ + c(da)™ + c(ds)™, (A.11)
observe que é equivalente a escrever

I

¢(R) = e* (A.12)

onde

E = !15151 + ZEQI;Q + ZL‘353 (A]_?))

e os b; sao os vetores primitivos da rede reciproca, satisfazendo a; = 27d; ;. Em resumo,

mostramos que podemos escolher os auto-estados v de H tal que, para qualquer vetor ﬁ,
temos

R

Ta = 0(F+ R) = c(Ryy = eF (7). (A.14)

Esta equacao é o teorema de Bloch na forma [2.5]
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Apendice B

Demostracao do Intervalo de Energia
do Modelo de Bloch

Partindo da equacao de Schrodinger, calcularemos o intervalo de energia permitido
do elétron,

H[p(7, 1o)) = E[Y(T 1)), (B.1)

onde ty ¢ fixo, dessa forma podemos decompor a func¢ao de onda [¢)(7, %)) como uma
combinagao linear dos orbitais atomicos |n) usando a representagdo de Wannier:

[(7,t0)) =Y dln). (B.2)
assim, torna-se
HY duln) = E) _ ¢uln). (B.3)

A hamiltoniana do que usaremos foi apresentado na equacgao [2.10, Substituindo
em [B.3] obtemos

ey n)(nl =Y (In)(n+ 1+ |n)(n = 1)| > dwln) = E Y duln).
> [ebwln)(nln’) = J(duwn)(n + 1n') + dun)(n — 1)) = E Y duln').

n,n’

da condigao de ortogonalidade do conjunto {|n)}, (n|n) = &,,, e aplicando (|, entao
teremos

/

Z [5¢n’|n>5n,n’ - J(¢n’|n>5n+1,n’ + ¢n’|n>6n—1,n/)] = EZ ¢Z’¢n’|n/>'

n,n

23
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DE BLOCH 54

D b (n'n) = Jdr ($nsr (0 |0) + Gur (0 |0))] = E Y Gy’ |n)

n,n’

eY Ohbn—J Y Gn(bni1 +0u1) = ED_ Gron

€¢n - J(¢n+1 + ¢n—1) - E¢n (B4)

Sabendo que podemos podemos escrever as funcoes de Bloch como um serie de Fourier,
j& que sao periddicas na rede reciproca, iremos expressar as amplitudes como ¢,, = ¢oe’*"%,
onde @ é o vetor unitario da rede,

E¢O€iEnE _ g%eiﬁnd _ J%(eiﬁ(nﬂ)a + (boeil_c'(nfl)[i)?
E(ﬁoeignd — 5¢0€ilgﬂd . J(ﬁoeiﬁnd’(eiﬁd + efil;‘d)’
E = ¢ — 2Jcos(ka). (B.5)
Com isso, podemos ver que as energias permitidas estao dentro do intervalo € — 2J <

E < e+2J, dessa forma podemos ver que a banda de energia é deslocado por € e a largura
de energia depende de 4.J.
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Apéndice C

Demonstracao do Intervalo de
Energia do Modelo de Hubbard

Partindo da relagao de recorréncia encontrada resolvendo a equagao de Shrodinger
independe do tempo, equagao [3.4] dada por

Edntny = (26 + Udptng)Pntnt + J(O@mt1ytnl + Otn—1)tnl + Pt (nt1)) + Ont(n—1)y)- (C.1)

Considerando a seguinte transformada de coordenadas, relacionada com o centro de
massa

Guty = €FTT(ny — ), (C.2)

substituindo essa equagao em [C.I] temos

Eeik(nﬁr?@)&()0<nT . ”i) — J[ez’k(n¢+1+n¢)a¢<nT +1— ni) + eik(nTflJrni)a()O(nT I ”i)
+ e’ik(Tlxr‘f’TLJ'%*1)(314()0(7,7/T _ nJ, + 1) _'_ eik(nTﬁ’nifl)a(p(nT _ n\L _ 1)]
+ (2e + U(Sm,m)eik("”"l)“cp(nT —ny), (C.3)

Eeik(nT—i-ni)agO(nT _ nJ,) _ Jeik(nT—Fni)a[eika(p(nT +1— ni) + e_ikagp(nT 1 ni)
+e*p(ny —ny +1) + e Mp(ng —ny — 1)]
+ (26 + Ubpy )% (g — ), (C.4)

com isso

Ep(ny —ny) = J[e™ (g +1—ny) + e ™o(ng — 1 —ny)
+ e (g —ny + 1) + e (g —ny — 1)
+ (2 + Ubppny Jp(ny — my), (C.5)
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sendo ¥ = ny — n; a distancia entre os elétrons temos,

Ep(F) = J[(e* + e * o7 + 1) + (e* + e %) p(7 — 1) 4 (26 + Udrg)p(7),
= Je*r 4 e Y (o(F+ 1) + o(F — 1)) + (26 + Uppny ) (7),
= 2Jcos(ka)(o(7+ 1) + o(7 — 1)) + (22 + Udyo) (7). (C.6)

Na auséncia de interacao, U = 0, temos ¢ = €%, dessa forma obtemos o intervalo de
energia refentes a banda de estados nao ligados,

Eeizra _ 2J008(ka)(6iz(r+1)a + eiz(r—l)a) + QEGiZTa,
_ 2JCOS(ka)eizra(eiza + e—iza) + 2862’z7‘a7
E = 2Jcos(ka)cos(za) + 2¢. (C.7)

de tal forma que a energia esta dentro do intervalo 2¢ —4J < E < 2¢ 4+ 4J. De modo
analogo ao caso das energia de bloch, temos que a bande de estados ligados é deslocada
em 2¢ pela energia de acoplamento do elétrons ao o ion e sua largura é determinada pelo
termo de hopping, 8J, que é duas vez o valor obtido para apenas um elétron, com isso
temos a soma da contribuicao dos hopping dos dois elétrons.

Agora, para obtemos o intervalo de energia para a banda de estados ligados, voltaremos
a equagao [C.6], e faremos 7 = 0,

Ep(r) = 2Jcos(ka)(p(r+ 1) + (" = 1)) 4 (26 + Udzo) (1),
= 2Jcos(ka)(¢(1) + ¢(—1)) + (2e + Udr0)¥(0),
= 4Jcos(ka)p(1) + (2¢ + U)p(0) (C.8)

onde estamos assumindo que a fungdo de onda é simétrica, isto é, (7)) = @(—7),
considerando, também que p(7+ 1) = A\p(7), logo

Ep(0) = 4Jcos(ka)\p(0) + (26 + U)p(0),
E—2e-U
= A= 4Jcos(ka) (©9)

Fazendo agora para ¥ = 1, temos

Eo(r) = 2Jcos(ka)(p(7"+ 1) + (7 — 1)) + (26 + Udg) (1),
Ep(1) = 2Jcos(ka)(¢(2) + ¢(0)) + (26 + Udro)p(1),
EXp(0) = 2Jcos(ka)(A*¢(0) + ¢(0)) + 2eA¢p(0)
EXp(0) = 2Jcos(ka)(A* + 1) + 2e),
EX = 2Jcos(ka)(A\* + 1) + 2e), (C.10)
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substituindo entdo o valor de A, equacao [E.2] obtemos

E? — 2¢E — EU = 8.J%c0s*(ka) [EQ*Z’fgi;’%ff*U 2+ 1] +2eE — 4% —2:U  (C.11)

isolando os termo com FE na express¢ao acima obtemos,

E? — 4eE — 16J%cos*(ka) — U? + 4> = 0 (C.12)

resolvendo esse equacao do sendo grau obtemos os seguintes valore de energia,

E = 2e £+ /U2 + 16J2cos2(ka) (C.13)

onde o + tem que ser igual a de U. Assim, temos que as energia dos estados ligados
esta dentro de 2¢ + U < E < 2z + v/U? 4+ 16J2, no qual a energia de ligacao do elétron
ao ion ¢ desloca o banda de energia e sua largura é dada pelo termo de hopping.
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Apendice D

Demonstracao da Relacao de

Recorréncia do Hamiltoniano
Hubbard Estendido

Considerando a hamiltoniano com o termo de interagao entre primeiro vizinhos, mos-
trado na equagao dado por

N N N
B ) WRE) 3) LNNTIRTANFAEE:S 3} ) L
n=1 s n=1 s

n=1 s

N
V Z Z[CILTCMCIHHNCWHN + CLTCNTCIn—luc(n—l)i]' (D.1)
n=1 s

Aplicando a funcao de onda eletronica |¢) na representacao de Wannier (eq3.2)) na ha-
miltoniana, uma vez que estamos considerando os elétrons som spins oposto e distinguiveis
espacialmente. De forma analoga, feito no caso do modelo de Hubbard, entao

Hyly) = 2e Z ¢nT,n¢’nT;n‘L>,

ne,ny
Holth) = J > e, [|(n+ Dgyny) + (0= D, my) + g, (04 1)) + |ng, (n = 1),)],
TLT,TL‘L
Halt)) = > fnym, Ubnpn, It m),
ny,ny

agora para o quarto termo da hamiltoniana termos,

N
H4|w> =V Z[CLTCHTCJ(T,,Z_’_DTC(TL-}-I)T + CLTC”TCJ(rn—l)TC(”_l)THw> (D2)

n=1
=V Z Pryin, Z[CLTCTLTCIn+1)TC(n+1)T + CLTC”TCIn—I)TC(n_I)T]|nT’ ny) (D.3)

ny,ny n
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HAMILTONIANO HUBBARD ESTENDIDO 59
H4’¢> =V Z anpm, [(snm(”-&-l)iln% (n + 1)¢> + §”T7(”—1)L|nT7 (n - 1)¢>]‘ (D4)
ny,ng

Assim, a hamiltoniana total é

H|¢> - Z ¢n1,n¢[(2€ + U5n¢,'”¢)|nT7 ni)

+J([(n+ ), ng) + [(n = D, ny) + [ng, (n 4 1)) + ng, (n = 1))
+ V(0ns ety [y (0 + 1)) + Onp n-1y, 01, (R = 1) )], (D.5)

calculando o valor esperado obtemos,

(| H|p) = Z Z Pririn, Py nT,n¢|[(2€+U5nTm)|n¢,n¢>

ey, Tun n
+ J([(n+ D, ny) +[(n = D), ny) + g, (0 + 1)) + g, (0 — 1))
+ V(5n¢,(n+1)¢|nT7 (n + 1)¢> + 5nm(n—1)¢|nT’ (TZ - 1)¢>)””T7 n¢>v

—Zgbnﬂu ¢(n+1)Tn¢+¢n lTni_’_gbnT n+1¢+¢nTn 1) )]
ny,ny

+ [26 -+ U5nT,nJ, + V((snTV(n_A,_l)\L + 5nT7(n—1)¢)]¢nT,n¢]- (D.G)

D& equagao de Shrodinger independente do tempo, podemos calcular (Y|H|y) =
(Y|E|1), entao escrevendo na representagao de Wannier

(Y|Elg) = E Z Y it Dy, (i, g, 1)

’I’LT ny

= E Z gbn%,nigb?’h,ni

nqy,ny

temos assim,

E Z ¢ZT’H¢¢”T7"IL - Z ¢”T n¢ ¢(n+1)1- ny + ¢n I)T ny +¢”T n+1 +¢n¢ (n 1 )

ny,ny ne,ny

+ (26 + Udppny + V0t (n+1)0 + Ot (n-1)1)]Pns iy » (D.7)
o que nos da a seguinte relagao de recorréncia,

¢(n—1 )1omy + ¢nT, n+1), + (b”T’("_l)l)' (DS)

Fazendo (y|ih|¢) = (¢|H|[¢), obtemos a relagao de recorréncia para o caso dinamico,

L d
zhaqsnml = (2e + Udnyn, +V(0ny,(nr1), + 0np (n=1),))Pnp o, (£)
+ J(¢(n+1)T,n¢ (t) + ¢(”_1)Ta”¢ (t> + qbnT,(n—I—l)i (t) + ¢”Tv(”_1)¢ (t))7 (D9)
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Apeéendice E

Demonstracao do Intervalo de

Energia do Modelo de Hubbard
Estendido

No apendice D] chegamos em uma relagao de recorréncia para o modelo de Hubbard
estendido em uma rede cristalina, dada por

Egb"w% = (2 + U5"¢7"¢+V(5nw(n+1)¢ + 5n¢:(n*1)¢))¢"mm + J(¢(n+1)mn¢+
¢(7L71)T,n¢ _I_ ¢nT,(n+l)¢ + ¢TLT,(TL71)J/)‘ (El)
Assim, de maneira andloga feira no apéndice [C| usaremos a transformada de coorde-

nadas do centro de massa, dada por

kE(nt+n)a

¢nT,n¢ = ei ()0(774 - ni)7 (E2)

entao ao substituirmos a em temos

EeMmtnip(ng —ny) = JleMHH gy 41 —ny) 4 O (0 — 1 — )
+ eik("T‘L"l“)“cp(nT —n +1)+ eik("”"ﬁl)“go(m —ny —1)]
+ (26 4+ Uy e mtmdag(n, —p)) (E.3)
+ V(0ns (nr1), + 5nT,(n—1)¢)€ik(nT+n¢)a90(”T —ny), (E4)

Eeik(nT—i—nUaSO(nT . ni) _ Jeilc(nT—l—ni)a[eikagp(nT +1-— 7%) + G_ilmgﬁ(TM 11— n\u
+e*p(ng —ny + 1) + e p(ng —ny — 1)
+ (26 + Ubny g + V(Ony (ns1), + One n-1),)) €M% (ny — ),

(E.5)
com isso
Ep(ny —ny) = Je™p(ng + 1 —ny) + e ™ p(ng — 1 —ny)
+ ey —ny +1) + e (g —ny —1)]
+ (28 + Udntny + V(0np (nr1), + Onp (o1, ))p(ng — 1), (E.6)
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sendo ¥ = ny — n; a distancia entre os elétrons temos,

Ep(7) = J[(e™ + e * ) o(7 + 1) + (e + e *)p(7 — 1) + (22 + Udso + V(671 + 07-1)) (),
= Je* 4 7R (o(F 4 1) 4+ (F — 1)) + (26 + Ubrg + V(5z1 + 67-1))o(7),
= 2Jcos(ka)(o(T+ 1) + o — 1)) + (2 + Udro + V(671 + 07 1)) (7). (E.7)

Na auséncia de interacao local e nao-local, U = V = 0, temos ¢ = ¢**"  dessa forma
obtemos o intervalo de energia refentes a banda de estados nao ligados,

Eeizra _ 2J008(ka)(eiz(r+1)a + 6iz(r—1)a) + 2861’2?(17
_ QJCOS(k,a)eizra(eiza + e—iza) + 2662'27"(17
E = 2Jcos(ka)cos(za) + 2¢. (E.8)

de tal forma que a energia esta dentro do intervalo 2¢ —4J < E < 2e+4.J, exatamente
como obtemos no apéndice [C|

Agora, para obtemos o intervalo de energia para a banda de estados ligados, voltaremos
a equacao [E.7, e faremos 7 = 0,

Eo(7) = 2Jcos(ka)(p(F+ 1) + (7 — 1)) + (2 + Udro + V(071 + 07 —1)(7),
= 2Jcos(ka)(p(1) + o(—=1)) + (26 + Udrp + V(671 + 67 —-1)¢(0),
= 4Jcos(ka)p(1) + (2¢ + U)p(0) (E.9)

—

onde estamos assumindo que a funcdo de onda é simétrica, isto é, (7) = @(—7),
considerando, também que p(7+ 1) = A\p(7), logo

Ep(0) = 4Jcos(ka) p(0) + (2 + U)p(0),
E—-2e-U

N (TR (E.10)

Exatamente como mostrado no apéndice [C] uma vez que em 7 = 0 ndo temos contribui¢ao
da interagao entre primeiros vizinhos.

Fazendo agora para ¥ = 1, temos

Eo(r) =2Jcos(ka)(p(rF+ 1) + (" — 1)) + (26 + UdroV (071 + 07.—1))p(7),
B(1) = 2Jcos(ka)(0(2) + 9(0)) + (22 + Ubso + +V (351 + 67 _1)0(1),
EXp(0) = 2Jcos(ka)(A¢(0) + ©(0)) + (22 + V) Ap(0)
EXp(0) = 2Jcos(ka)(\* + 1) + (26 + V),
EX = 2Jcos(ka)(A\* + 1) + (22 + V), (E.11)

substituindo entdo o valor de A, equagao [E.I0] obtemos

E*~2eF—EU = 8.J%cos? (ka) | Z=280 U B? 11| 190 PV B—4e® 22U ~26V —VU
(B.12)
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fazendo algumas manipulacoes algebricas para isolar F na expressao acima obtemos,

E?* —22e + V)E — U? +4£* + 2V (2e + U) — 16.J%cos*(ka) = 0, (E.13)

resolvendo esse equacao do sendo grau obtemos os seguintes valore de energia,

E =24V 4/ (U~-V)2+16J2c0s%(ka) (E.14)

onde o 4+ tem que ser igual a de U, entao, considerando U > 0, temos que as energia
dos estados ligados esta dentro de 2e + U < E < 2 4V + \/(U — V)24 16J2%, no qual
a energia de ligacao do elétron ao fon ¢ desloca o banda de energia e sua largura é dada
pelo termo de hopping.

J& para descobrirmos a intervalo de energia referente aos estados ligado associados a
interagao nao-local. Consideraremos a paridade impar da func¢ao de onda, isto é, p(—7) =
—(7), usaremos também ¢(7+ 1) = A\p(7). Assim, para 7" =1,

Eo(r) = 2Jcos(ka)[p(F+ 1) + o7 — 1)] + [2e + Udro + V(071 + 07 —1)]
= 2Jcos(ka) \p(1) + (2 + V)p(1)
= 2JAcos(ka) +2c +V

E—-2e-V

= E.1
= 2Jcos(ka) (E-15)

Agora, para a equagao ¥ = 2, temos

P+ 1)+ @(F — 1) 4+ 26 + Udro + V(071 + 67-1)]0(F)

[p(3) + ()] + [26 + Udro + V(071 + d7-1)]0(2)

1) + ¢(1)] + 2eAp(1)

EX = 2Jcos(ka)(A\* + 1) + 2eA (E.16)

5

~
[N}
5

substituindo em e fazendo algumas manipulagoes, obtemos
E? —~EQ2e+V) = (E -2 —V)?+4J%c0s*(ka) + 2¢E — 4¢* — 2V, (E.17)
com isso conseguimos escrever E como,

4J%cos*(ka)

E=2+V
e+ VvV + v

(E.18)
Portanto, o intervalo de energia da banda de estados ligados referente a interacao nao-
local estd dentro do intervalo 26 +V < E < 2e +V + 4.J? /V. Vemos mais uma vez o
papel da € no deslocamento da banda e alargamento da banda associado a o termo de

hopping.
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Apeéendice F

Demonstracao da Relacao de
Recorréncia do Hamiltoniano
Hubbard com Campo Elétrico

Considerando a hamiltoniana com a presenca de um campo elétrico constante é dada
por

H = ZZ (e + eFany)ch C”S+JZZ Clnst1)s cns+cn 1, Cn.] +UZchscns

n=1 s n=1 s

Aplicando a fungao de onda eletronica |1) na representagao de Wannier (eq3.2)) na ha-
miltoniana, uma vez que estamos considerando os elétrons som spins oposto e distinguiveis
espacialmente. De forma analoga, feito no caso do modelo de Hubbard, entao

N N N
Hyp) = Z Z(e—l—eFans)chns w)—l—JZ Z[cznﬂ)scns—l—czml)scns] 1/1)—|—UZ H el cn )
n=1 s

n=1 s n=1 s

com isso, H,

N
Hily) = Z Z(g + eFGTLS)CLSCnsW>

n=1 s

[(8 + eFany)c] Cp Cny + (€4 eFam)cIucm] Z Grpmy Iy, 1),
ny,ny

I
= 1[M]=

Z Z Gy, [(€ + eFanT)chch + (e + eFani)cjucmHnT,ni),

n=1 TLTTLL

Z ¢nT n¢ 25 + GFCL(TLT + n¢>)|n T’ n J”>
nt,n

para Hy
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N
H2|77Z) ZZ n+1 Cns +C(n 1) Cns]|¢>

N
nT nd

IIMZ I

f f
Z P, m{ (nt1)y6ns &y, O] + [y, O, + CWthW]} I ton b,
1 ntnd

ntnl

por fim, para Hy

Hay) = UZH Cal9),s

n=1 s

- UZ ChCnnch Cny D Supsln 1 L),

ntnl
=U Z ¢nT nd Z CnTCn'rcnicnl,‘n Ta n ¢>
ntnd

=Y SurUbupniln 10 ).

ntnl
Dessa forma obtemos,

Hp) = Z Gt (26 + Ubpppny + eFa(ng +ny))nt,n )
nt,nl

+Jlln+ D) +ln=Dtnd)+nt(n+1) 1) +Int (n-1) )]

assim, o valor esperado, (|H |1}, serd

(Y|H ) = Z Z ¢nTn¢¢ nT,n¢|[(25+U(5nTni+6Fa(n¢+m))|nT,n¢)

+ J(|(n + 1)%%) +[(n = 1, ny) + Ing, (n+1)1) + [ng, (n = 1)1))]

tal que obtemos,

(W|H|Y) = Z ¢Z¢,n¢[(25 + Uénwu + eFa(ny + n¢>)¢nT,n¢ + J(¢(n+1)mn¢ + (b(n—l)mm

ny,ny

+ ¢TLT,(TL+1)J’ + ¢TLT,(’I’L71)J,)] (Fl)
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A partir da equacao de schrodinger independente do tempo, temos que o valor es-
peradg2.11] teremos que o valore esperado, (Y|H|¢) = (Y|E|Y), na representagao de
Wannier,

(V|Ely) = E Z Y it gy (g, 1)

TLT ny

- E Z ¢ ¢n¢,n¢

portanto, a relacao de recorréncia para a energia é

Edutny = (26 + Udpp ny + eFa(ng +ny))Pntny
+ J(@mi1ytnl T Pm-1)tal + Put i), + Putn-nyy).  (F.2)

De maneira analoga, a partir da equacao de Schrodinger dependente do temos, (¢|2h% |y =
(Y|H|v), obtemos a seguinte relagao de recorréncia,

Zh QSnT ny, (25 + U(;nT ny + eFa(nT + nJ,))ngnT 'fu( )
+ J(¢(n+1)T,n¢< ) + ¢(n—1)T,n¢( ) + ¢nT,(n+1)¢ (t) + ¢n¢,(n—1)¢ (t>) (FS)
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Apéndice G

Demonstracao da Relacao de
Recorréncia do Hamiltoniano
Hubbard Estendido com Campo
Elétrico

Considerando a hamiltoniano com o termo de interagao entre primeiro vizinhos, mos-
trado na equagao dado por

N N N
H= 3 St eFan)el o7 3 S e+ ey end + 0D Tl et

n=1 s n=1 s n=1 s
N
T T T T
4 Z Z[Cmcmc(n+1)¢c(n+l)¢ + CnTCnTC(n—l)J,C(n_l)J‘
n=1 s

(G.1)

Aplicando a fungao de onda eletronica |¢) na representagao de Wannier (eq3.2)) na ha-
miltoniana, uma vez que estamos considerando os elétrons som spins oposto e distinguiveis
espacialmente. De forma andloga, feito no caso do modelo de Hubbard, entao

Hy[) = dnen, (22 + eFa(ng +ny))ng, ny),

ng,Mmy

Holt)) = J Y Gnyn, [[(n+ Dpyng) + [(n = Vg, my) + Ing, (n+1),) + [ng, (n = 1)),

ny,ny

H3‘¢> - Z ¢”T7”LU6”T:"¢|nT7ni>v

ny,n

H4"¢> =V Z ¢n¢,n¢ {5n¢7(n+1)¢|nT7 (n + 1)¢> + 5nT7(n—1)¢|nT7 (n - 1)¢>]

ny,ny
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Assim, a hamiltoniana total é

H|y) = Z Grrn, [(26 + Udpy i, + eFa(ng +ny))|ng, ny)

+ J(I(n + g, ny) + [(n = gy ny) + Ing, (0 + 1)) + Ing, (0 — 1))
+ V(Ony (nr1), [, (04 1) 1) + Oy (nr), 21, (0 = 1) ))], (G.2)

calculando o valor esperado obtemos,

(W HY) =Y Z Onrn Or (s |2 + Ubny i, + eFalng +ny))|ng,ny)

ey, nin n
+ J([(n+ Dp,ny) +[(n = D, ny) + [0y, (0 + 1)) + g, (0 — 1))
+ V(0up (nr1), Ing, (0 + 1)) + Onp o), [0, (0 = 1)) [0, my),

=D Sren @1yt + Pyt + Pant)s + P n-1)y)]
ng,ny

+ 28 + Udppny + V(0nt,(nr1)y + Ont (n-1))) + eFa(ny +n))|dnr ). (G3)

D& equagao de Shrodinger independente do tempo, podemos calcular (Y|H|¢) =
(Y| E|1), entao escrevendo na representagao de Wannier

¢|E|¢ E Z Z ¢ ¢n¢ ny nTan\L‘nTani>

— E Z d)n%’niqbnmni

nT,n¢

temos assim,

E Z ¢ZT,H¢¢”T:”L - Z QZSHT ni ¢(n+1)¢ ny + (b (n—1)4,ny + ¢n¢ n+1), + ¢n¢ (n—1 i)

g,y N,y

-+ (28 + U(SnT,ni + V(5nT,(n+1)¢ -+ 5nT,(n—1)J,> + GFG(HT + m))](bn%ni,

o que nos da a seguinte relacao de recorréncia,

E¢n,n, = (26 + Ubny i, +V (0ny,(n41), T Oy (n-1),) + €Fa(ng + 1)) bnpn, + J(@r1)1n, +
Pn-1)ym, + Prp(nt1), + Py (1), )- (G~4)

Fazendo (¢|ih-L|¢) = (Y| H|¢)), obtemos a relagdo de recorréncia para o caso dinamico,

d
Zh%qb”%"i = (26 + U(S”Tvni + V((SnT’(nJrl)\L + 5"%(”*1)0 + eFa(n¢ + ”i))ﬁbmm (t)
+ J(Dtnt1)rm, (1) + Sn—1)y.n, (1) + Pny (na1), (1) + Oy, n-1), (1)), (G.5)
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