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RESUMO

No presente trabalho, fazemos um estudo dos funcionais lineares contínuos definidos nas funções

suaves de suporte compacto a valores complexos, conhecidos como distribuições. Estudamos os

aspectos elementares do espaço das distribuições e desenvolvemos a ferramentas necessárias

para o estudo de equações diferenciais parciais, como por exemplo transformada de Fourier em

um sentido distribucional. No final é apresentado um estudo de resolubilidade e regularidade de

algumas equações diferenciais parciais no ponto de vista distribucional.

Palavras-chave: EDP, Distribuições, Transformada de Fourier.



ABSTRACT

The aim of this work is to study continuous linear functionals defined in the space of compactly

supported smooth functions to complex values, called distributions. We studied the elementary

aspects of the space of distributions and present important tools for the study of partial differential

equations, such as the Fourier transform in a distributional sense. At the end, a study of solvability

and regularity of some partial differential equations in the distributional point of view is presented.

Keywords: PDE, DISTRIBUTION, FOURIER TRANSFORM.
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1 INTRODUÇÃO

Considere as equações

i)
∂ 2u

∂x∂y
= 0; ii)

∂ 2u
∂y∂x

= 0

Se quisermos encontrar funções u : R2 → R que satisfaçam as equações acima, então

o cálculo clássico pode não ser suficiente para alcançarmos todas as soluções possíveis. Com

efeito, a função u(x,y) = |x| satisfaz i), mas não satisfaz ii), pois
∂u
∂x

não está definida no eixo

Ox.

Para suprimir esta deficiência, podemos pensar em restringir o espaço de soluções àquelas

obtidas com as ferramentas de cursos regulares em cálculo diferencial e integral e que satisfazem

ambas as equações simultaneamente. Por outro lado, podemos seguir outro caminho que é obtido

ao introduzir novas ferramentas para o nosso estudo (a saber, uma generalização de derivação

e de funções deriváveis). O seguinte exemplo nos mostra que a segunda opção pode ser mais

adequada.

Dada uma função v ∈ L1(R) podemos definir

F [v](ξ ) =
∫
R

e−ixξ v(x)dx.

Além disso, mostramos que (veja a seção 4.1) que

F [v′](ξ ) = iξ F [v](ξ ).

Note que o lado direito sempre está bem definido (apenas com a hipótese de v ser

integrável) enquanto, no lado esquerdo, precisamos pedir mais hipóteses (mais precisamente,

pediremos que v ∈ S, conforme o Teorema 4.1.8). Deste modo, seria conveniente ter uma teoria

em que fosse possível "derivar"funções que não são deriváveis e preservar a identidade acima.

Um outro caminho que a ilustração acima nos indicaria é a criação de um conceito de

derivada "fraca" o qual existe e é útil em diversos casos. Todavia, há casos em que esse caminho

não é suficiente, como ilustraremos a seguir.

Podemos mostrar (veja [4]) que se u é solução de

∂ 2u
∂x2 − ∂ 2u

∂y2 = F (1.1)

então ∫ ∫
u
(

∂ 2φ

∂x2 − ∂ 2φ

∂y2

)
dxdy =

∫ ∫
Fφdxdy (1.2)
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para cada função φ que se anula no complementar de algum conjunto compacto e cujas derivadas

de ordem dois são contínuas. Reciprocamente, se u satisfaz (1.2) para cada φ , possuindo as

derivadas de ordem dois contínuas e possuindo a propriedade de se anular no complementar de

algum conjunto compacto, então u é solução de (1.1).

Deste modo, a solução da equação pode ser reinterpretada por: "testar se a equação acima

é satisfeita para cada φ ." A priori parece um caminho mais complicado, entretanto note que o

novo "conceito de solução"está bem definido mesmo quando a função u não é derivável. Em

outras palavas estamos estudando o operador linear

L(φ) =
∫ ∫

Fφdxdy.

Assim, surge uma pergunta natural: podemos definir uma "generalização"de derivada

para funcionais lineares U de modo que
∂ 2U
∂x2 − ∂ 2U

∂y2 = L? Caso conseguíssemos, poderíamos

chamar U de solução da equação. É importante destacar que nessa generalização consideraríamos

operadores mais gerais do que os operadores integrais (isto é, os operadores não precisam se

escrever da forma U(φ) =
∫ ∫

Gφdxdy, para alguma função G).

Tendo isto em mente, iniciaremos a construção das funções testes, as quais serão um

pouco diferentes daquelas usadas acima. Em seguida, apresentaremos os funcionais lineares

desejados para o estudo de nossas equações, os quais serão chamados de distribuições.

A seguir, uma apresentação rápida dos resultados estudados neste trabalho.

Na seção 2.1, estudamos o espaço das funções suaves e de suporte compacto definidas em

um conjunto aberto Ω ⊂ Rn (as quais são conhecidas por funções-teste e denotamos o conjunto

das funções-teste em Ω por C∞
c (Ω)) e vimos que C∞

c (Rn) não é vazio ao mostrar que a seguinte

função f : Rn → Rn definida por

f (x) =

e(|x|
2−1)−1

, quando |x| ≤ 1

0, quando |x|> 1.

é uma função-teste.

Veremos que o espaço das funções-teste é denso no espaço das funções integráveis e

também veremos a construção das chamadas funções de corte (também conhecidas como bump)

em um conjunto compacto.

No capítulo 3, definimos os funcionais lineares conhecidos como distribuições e o

conjunto das distribuições em um aberto Ω será denotado por D ′(Ω). Veremos que cada função

localmente integrável define uma distribuição e por esse motivo é comum considerar uma
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“inclusão” do espaço das funções localmente integráveis no espaço das distribuições. Além

disso, definimos a distribuição delta de Dirac (que possui diversas aplicações e que não pode ser

representada como uma função localmente integrável).

Destacamos que foram estabelecidas diversas operações para o espaço das distribuições.

As definições de soma de distribuições e da multiplicação de escalar por distribuição foram

definidas de modo usual, aproveitando a definição de tais operações no caso de transformações

lineares cujo contradomínio e o corpo do espaço vetorial do domínio são C. A estratégia para

definição das demais operações foi encontrar uma definição “equivalente” para elas no espaço

das funções localmente integráveis (ou em um espaço mais regular, se necessário) tal que a

definição “equivalente” possa ser estabelecida para distribuições. Usando essa estratégia nós

definimos multiplicação de uma função por uma distribuição, mudança de variável e derivada

parcial de distribuições (neste ponto gostaríamos de destacar que no caso em que a distribuição

é uma função localmente integrável é comum dizer que a derivada parcial da distribuição é a

derivada fraca da função).

Na seção 3.5, obtemos resultados interessantes ao estudar partições da unidade, os quais

nos permitiram definir o suporte de uma distribuição u ∈ D ′(Ω) como sendo a interseção de

todos os fechados de Ω fora dos quais u é nulo.

Na seção 3.6, caracterizamos a continuidade de funcionais em C∞
c (Ω). E vimos ainda

uma equivalência importante para a compacidade do suporte de uma distribuição.

Na seção 3.8, estudamos a convergência no espaço das distribuições. Estabelecemos uma

série de resultados, a saber: a coincidência da derivada de uma distribuição com o limite dos

quocientes de Newton da mesma; a continuidade da derivada de distribuições; a função delta de

Dirac como limite de uma sequência de distribuições; a inclusão L1
loc(Ω)⊂ D′(Ω); e que toda

distribuição é limite de uma sequência de distribuições com suporte compacto.

No capítulo 4, estudamos a transformada de Fourier (denotada por F [φ ] ou φ̂ ) nos espaços

de Schwartz (S). Ademais, definimos a convergência de uma sequência {φ j} j∈N contida em S.

Definimos uma distribuição temperada como um funcional linear e contínuo em S e

denotamos o espaço das distribuições temperadas por S′. Também definimos a transformada de

Fourier para u ∈ S′.

No capítulo 5, estudamos o exemplo de Chi Min-You que estabeleceu uma equação que

possui soluções que (dependendo do valor de n na equação 1.3) estabelece diversos exemplos de
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soluções de uma EDP que não são funções regulares, mas são distribuições.
Yn(u) = utt − t2uxx − (4n+1)ux = 0, (x, t) ∈ R2;

u(x,0) = µ(x);

ut(x,0) = 0.

(1.3)

Também estudamos o exemplo de Grushin-Garabedian que estabeleceu o seguinte ope-

rador: P =
1
2
(∂x + i∂y)+ i(x+ iy)∂z que não é localmente resolúvel. Provando que mesmo

escolhendo espaços muito regulares, podemos ter operadores que não possuem soluções tão

regulares quanto.
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2 PRÉ-REQUISITOS

Neste capítulo, faremos os principais pré-requisitos para a leitura deste trabalho.

2.1 Funções-teste

Definição 2.1.1. Seja Ω ⊂ Rn. Dada uma função f : Ω → C, dizemos que o suporte, S( f ), de f

é o fecho do conjunto fora do qual a função se anula, i.e.,

S( f ) = {x ∈ Ω ; f (x) ̸= 0}.

Definição 2.1.2. Seja Ω ⊂ Rn aberto. Definimos o conjunto das funções-teste em Ω por

C∞
c (Ω) = {φ ∈C∞(Ω;C) ; S(φ) é compacto}.

Logo mais, apresentaremos um exemplo (2.1.5) que mostra que o espaço C∞
c (Rn) não é

vazio. Para isso, vamos assumir os seguintes resultados.

Teorema 2.1.3. Seja I ⊂R um intervalo. Se f : I →Rn é diferenciável em toda parte de I, então,

para x,y ∈ I,

|| f (y)− f (x)|| ≤ s · |y− x|,

onde s = sup
0≤t≤1

{|| f ′
(
x+ t(y− x)

)
||}.

Corolário 2.1.4. Seja f : I → Rn contínua em I e diferenciável em I −F , onde F ⊂ I é fechado

e f (F) = {0}. Se x ∈ F e f ′(y)→ 0 quando y ∈ I −F e y → x, então f ′(x) existe e f ′(x) = 0.

Deste modo, podemos construir com detalhes o seguinte exemplo clássico de função-teste.

Exemplo 2.1.5. Seja f : R→ R definida por

f (x) =

 e−
1
x , x > 0

0, x ≤ 0

Da continuidade das funções exponencial e constante, concluímos que f é contínua em

R−{0}.

Ademais,

i) lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

0 = 0 = f (0);

ii) lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

e−
1
x = 0 = f (0).
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Portanto, lim
x→0

f (x) = f (0), ou seja, f é contínua em R.

Além disso, f ′(x) existe em x ̸= 0.

Para x = 0, temos

i) lim
x→0−

f ′(x) = lim
x→0−

0 = 0 = f (0);

ii) lim
x→0+

f ′(x) = lim
x→0+

e−
1
x

x2 = lim
t→∞

t2e−t = lim
t→∞

2
et = 0.

Na última igualdade, utilizamos a regra de L’Hôspital duas vezes.

Logo, pelo corolário 2.1.4, f ′(0) = 0.

Este resultado se aplica as n-ésimas derivadas de f (x), pois suas derivadas são somas de

produtos de funções racionais pela própria função f (x). Logo, f ∈C∞(Rn)

Agora defina φ : Rn → C por

φ(x) = f (1−|x|2) =

 exp[(|x|2 −1)−1] se |x|2 −1 < 0

0 se |x|2 −1 ≥ 0

i.e.,

φ(x) =

 exp[(|x|2 −1)−1] se |x|2 < 1

0 se |x|2 ≥ 1

Sendo assim, S(φ) ⊂ Rn é limitado, pois S(φ) ⊂ {x ∈ Rn ; |x| ≤ 1} e é fechado por

definição, consequentemente, S(φ) é compacto e φ ∈C∞
c (Rn).

Como φ é contínua, φ é integrável em conjuntos compactos e∫
Rn

φ =
∫

S(φ)
φ = k ∈ R.

Deste modo, considere φ0 =
φ

k
. Logo,

∫
φ0 =

1
k

∫
φ =

k
k
= 1.

Assim, não só existem funções-teste, como também existe função-teste, φ , com as

seguintes propriedades
∫

φdx = 1, 0 ≤ φ(x)≤ 1 e S(φ)⊂ {x ; |x| ≤ 1}.

A seguir, vamos definir uma importante classe de funções: as funções localmente integrá-

veis.

Definição 2.1.6. Sejam Ω ⊂ Rn aberto. Se f : Ω → R é Lebesgue-mensurável e, para todo

compacto K ⊂ Ω, ∫
K
| f |dx < ∞,

então dizemos que f é localmente integrável. Denotamos o espaço das funções localmente

integráveis em Ω por L1
loc(Ω).
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Observação 2.1.7. Estabeleceremos a seguinte notação que será utilizada daqui em diante:

• Se k ∈N, então dizemos que um multi-índice de ordem k é uma n-upla α = (α1,α2, ...,αn)

tal que αi ∈ N, ∀i ∈ {1,2, ...,n} e

|α| := α1 +α2 + ...+αn = k.

• Se |α|= k ≥ 1 e u ∈C∞(Ω), denotamos

∂
αu :=

∂ ku
∂ α1x1∂ α2x2...∂ αnxn

desde que a derivada mista exista;

• Por simplicidade, estabelecemos ∂
αu = u quando |α|= 0;

• α! = α1! ·α2 · · ·αn!;

• Se α,β ∈ Nn, então (
α

β

)
=

(
α1

β1

)(
α2

β2

)
· · ·

(
αn

βn

)
;

• xα = xα1
1 xα2

2 · · · xαn
n ;

• Por fim, reescreveremos os conhecidos conjuntos:

i) Ck(Ω) := {u : Ω → R ; Dαu existe e é contínua para todo α tal que |α| ≤ k};

ii) C∞(Ω) :=
⋂

k∈N−{0}
Ck(Ω).

O teorema a seguir mostra que sempre é possível aproximar funções em L1
loc por funções

regulares.

Teorema 2.1.8. Seja φ ∈ C∞
c (Rn) tal que

∫
φdx = 1, φ ≥ 0 e S(φ) ⊂ {x ∈ Rn ; |x| ≤ 1}. Se

f ∈ L1
loc(R

n) e, para cada ε > 0, definimos

fε(x) =
∫

f (x− εy)φ(y)dy = ε
−n

∫
f (y)φ

(x− y
ε

)
dy,

então

a) fε ∈C∞(Rn);

b) Se f (x) = 0 em quase todo ponto fora de um conjunto fechado A, então

S( fε)⊂ A+{x ∈ Rn ; |x| ≤ ε};

c) Se f é contínua e S( f ) é compacto, então fε → f uniformemente quando ε → 0.
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Prova: a) Sejam x,x′ ∈ Rn. Como φ possui suporte compacto,

S
(

φ

(x−·
ε

))
= x− εS

(
φ

(
·
))

e

S
(

φ

(x′−·
ε

))
= x′− εS

(
φ

(
·
))

,

existem r1,r2 > 0 (dependendo de ε) tais que S
(

φ

(x−·
ε

))
⊂ B(0,r1) e S

(
φ

(x′−·
ε

))
⊂

B(0,r2).

Defina r = max{r1,r2} e B = B(0,r). Deste modo, temos,

| fε(x)− fε(x′)| = ε
−n
∣∣∣∫

B
f (y)

[
φ

(x− y
ε

)
−φ

(x′− y
ε

)]
dy
∣∣∣

≤ ε
−n

∫
B

∣∣∣ f (y)
∣∣∣∣∣∣φ(x− y

ε

)
−φ

(x′− y
ε

)∣∣∣dy

≤ ε
−n sup

y

∣∣∣φ(x− y
ε

)
−φ

(x′− y
ε

)∣∣∣∫
B

∣∣∣ f (y)
∣∣∣dy

= Lsup
y

∣∣∣φ(x− y
ε

)
−φ

(x′− y
ε

)∣∣∣
≤ L

ε
sup

y

{
|x− x′| · sup

0≤t≤1

∣∣∣∣φ ′
(

t
(x− y

ε

)
+(1− t)

(x′− y
ε

))∣∣∣∣
}

≤ M|x− x′|,

em que L = ε
−n

∫
B
| f (y)|dy e M =

L
ε
∥φ

′∥L∞(Rn).

Portanto, fε é lipschitziana e, consequentemente, contínua.

Afirmação: ∂
α fε(x) = ε

−n−|α|
∫

f (y)∂ α
φ

(x− y
ε

)
dy.

Faremos a demonstração da afirmação por indução sobre |α|. Seja α = (α1, ...,αn). Para

|α|= 1, existe i ∈ {1, ...n} tal que

α j =

 0 se j ̸= i

1 se j = i

Neste caso, ∂
α fε(x) se reduz a uma derivada parcial.

Para qualquer elemento básico ei, temos

∂ fε

∂ei
(x) = lim

h→0

fε(x+hei)− fε(x)
h

= ε
−n lim

h→0

(1
h

∫
Sx∪Sx+hei

f (y)
[
φ

(x− y+hei

ε

)
−
(x− y

ε

)]
dy
)
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Seja ϕ : R→ R definida por ϕ(t) = φ

(x− y
ε

+ tei

)
.

Como φ ∈C∞
c (Rn), pelo teorema do valor médio, temos r ∈ [0,1] tal que,

φ

(x− y
ε

+
h
ε

ei

)
−φ

(x− y
ε

)
= ϕ

(h
ε

)
−ϕ(0)

=
h
ε

ϕ
′
(rh

ε

)
=

h
ε

∂φ

∂xi

(x− y+ rhei

ε

)
.

Desta forma,

∂ fε

∂ei
(x) = ε

−n lim
h→0

1
h

∫
Sx∪Sx+hei

f (y)
∂φ

∂xi

(x− y+hei

ε

)h
ε

dy

= ε
−n−1

∫
Sx

f (y)
∂φ

∂xi

(x− y
ε

)
dy.

Assim, podemos mostrar a continuidade de
∂ fε

∂ei
do mesmo modo que mostramos a

continuidade de fε . Agora, suponha que para todo multi-índice β tal que |β | = k temos a

continuidade de ∂
β f e que

∂
β fε(x) = ε

−n−|β |
∫

f (y)∂ β
φ

(x− y
ε

)
dy.

Sejam α = (α1, ...,αn) com |α| = k + 1 e j o primeiro índice tal que αi ̸= 0, tome

β = (β1, ...,βn) = α − e j. Assim,

∂
α fε(x) =

∂ |α| fε

∂xα1
1 · · · xαn

n
=

∂

∂x j
(∂ β fε)(x).

Pela hipótese de indução temos,

∂
α fε(x) =

∂

∂x j
(∂ β fε)(x) = lim

h→0

1
h

ε
−n−|β |

∫
f (y)

[
∂

β
φ

(x− y+he j

ε

)
−∂

β
φ

(x− y
ε

)]
.

Pelo teorema do valor médio, existe c ∈ (0,1) tal que

∂
α fε(x) = lim

h→0
ε
−n−|α|

∫
f (y)∂ α

φ

(x− y+ che j

ε

)
dy = ε

−n−|α|
∫

f (y)∂ α
φ

(x− y
ε

)
dy.

Assim como queríamos.
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b) Primeiro note que, como A é fechado e B[0,ε] é compacto temos que A+B[0,ε] é

fechado. Consequentemente Rn \ (A+B[0,ε]) é aberto. Deste modo, se x0 /∈ A+B[0,ε] então

existe r > 0 tal que

x /∈ A+B[0,ε], (2.1)

sempre que |x− x0| < r. Assim, dado x ∈ B(x0,r) temos que se |x− y| < ε então y /∈ A (pois,

caso contrário, teríamos x = y+ x− y ∈ A+B[0,ε] e por (2.1) isso não pode ocorrer). Isto é, se

x ∈ B(x0,r) e |x− y|< ε então y /∈ A.

Consequentemente, como S(φ)⊂ B[0,1] e f ≡ 0 em quase toda parte fora de A temos

que

fε(x) = ε
−n

∫
f (y)φ

(x− y
ε

)
dy = ε

−n
∫
|x−y|≤ε

f (y)φ
(x− y

ε

)
dy = 0,

quando |x− x0| < r. Em que na última igualdade foi usado que f ≡ 0 em quase toda parte

de B[x,ε] ⊂ Rn \A, quando |x− x0| < r. Concluindo que se x0 /∈ A+B[0,ε] então existe uma

vizinhança aberta de x0 em que fε se anula. Portanto, S( fε)⊂ A+B[0,ε].

c) Seja f contínua com suporte compacto.

Pelo que vimos em b), S( fε) é compacto, pois S( fε)⊂ S( f )+B[0,ε].

Do item a), concluímos que fε ∈C∞
c (Rn).

Além disso, como φ ≥ 0 e
∫

φ(y)dy = 1 temos,

| f (x)− fε(x)| =
∣∣∣∫ f (x)φ(y)dy−

∫
f (x− εy)φ(y)dy

∣∣∣
=
∣∣∣∫ (

f (x)− f (x− εy)
)

φ(y)dy
∣∣∣

≤ sup
y
{| f (x)− f (x− εy)|}

∫
φ(y)dy

= sup
y
{| f (x)− f (x− εy)|}

Como f é contínua e possui suporte compacto temos que f é uniformemente contínua.

Assim,

∀ε0 > 0, ∃δ > 0 tal que, |ε|< δ ⇒ | f (x)− f (x− εy)|< ε0, para cada x,y ∈ Rn.

Portanto, para cada ε0 > 0 existe δ > 0 tal que, se ε < δ então

| f (x)− fε(x)| ≤ sup
y
| f (x)− f (x− εy)|< ε0,
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para cada x ∈ Rn. Logo, fε → f uniformemente quando ε → 0. □

Corolário 2.1.9. Se f ∈ L1(Rn), ε > 0 e fε é definido como no teorema acima, então

∥ fε∥1 =
∫

| fε |dx ≤
∫

| f |dx = ∥ f∥1

e

∥ fε − f∥1 → 0 quando ε → 0.

Prova: Note que, pelo Teorema de Tonelli temos que,

|| fε ||1 =
∫ ∣∣∣∫ f (x− εy)φ(y)dy

∣∣∣dx

≤
∫ ∫ ∣∣∣ f (x− εy)φ(y)

∣∣∣dydx

=
∫ ∫ ∣∣∣ f (x− εy)φ(y)

∣∣∣dxdy.

Como φ ≥ 0,
∫

| f (x+ z)|dx = ∥ f∥1 (para cada z ∈ Rn) e
∫

φ(y)dy = 1 temos que

|| fε ||1 ≤
∫ ∫ ∣∣∣ f (x− εy)φ(y)

∣∣∣dxdy

=
∫

φ(y)
∫ ∣∣∣ f (x− εy)

∣∣∣dxdy

=
∫

φ(y)|| f ||1dy

= || f ||1
∫

φ(y)dy = || f ||1.

Ou seja,

|| fε ||1 ≤ || f ||1.

Além disso, dado δ > 0, o Teorema 2.1.8 garante que existe g contínua e com suporte

compacto tal que || f −g||1 < δ .

Então, pela desigualdade de Minkowski:

|| f − fε ||1 = || f −g+g−gε +gε − fε ||1 ≤ || f −g||1 + ||g−gε ||1 + ||gε − fε ||1.

Note que
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gε(x)− fε(x) = ε
−n

∫
g(y)φ

(x− y
ε

)
dy− ε

−n
∫

f (y)φ
(x− y

ε

)
dy

= ε
−n

∫
[g(y)− f (y)]φ

(x− y
ε

)
dy

= ε
−n

∫
(g− f )(y)φ

(x− y
ε

)
dy

= (g− f )ε(x).

Desta forma,

|| fε − f ||1 ≤ || f −g||1 + ||g−gε ||1 + ||(g− f )ε ||1
< || f −g||1 + ||g−gε ||1 + ||g− f ||1
= 2|| fε −g||1 + ||g−gε ||1.

Pelo item c) do Teorema 2.1.8, gε → g uniformemente quando ε → 0. Deste modo, para

ε suficientemente pequeno, ||g−gε ||1 < δ .

Portanto, dado ε0 > 0 qualquer, existem δ1 > 0 e δ2 > 0 tais que se ε ∈ (0,min{δ1,δ2}),

então || fε −g||1 <
ε0

3
e ||g−gε ||1 <

ε0

3
.

Sendo assim, se ε ∈ (0,min{δ1,δ2}), então

|| fε − f ||1 <
2ε0

3
+

ε0

3
= ε0.

□

O corolário 2.1.10 estabelece a existência das importantes funções bump (ou funções

corte).

Corolário 2.1.10. Seja K um subconjunto compacto de um aberto Ω ⊂ Rn. Então existe

ψ ∈C∞
c (Ω) tal que ψ ∈ [0,1] e ψ = 1 numa vizinhança de K.

Prova: Seja δ = d(K,Rn −Ω) = in f{||x− y|| ; x ∈ K,y /∈ Ω}.

Temos δ > 0. De fato, uma vez que K ⊂ Ω e Ω é aberto, para qualquer k ∈ K, existe

rk > 0 tal que B(k,rk)⊂ Ω. Deste modo, podemos construir uma cobertura aberta de K,

C =
{

B
(

k,
rk

2

)}
k∈K

.

Como K é compacto, C admite subcobertura finita, ou seja, existem k1,k2, ...,km ∈ K tais

que

K ⊂
m⋃

j=1

B
(

k j,
rk j

2

)
⊂

m⋃
j=1

B(k j,rk j)⊂ Ω.
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Defina

r = inf
{rk j

2
; j ∈ {1, ...,m}

}
> 0.

Dados y ∈ Rn −Ω e k ∈ K, existe j0 ∈ {1, ...,m} tal que k ∈ B
(

k j,
r j

2

)
. Por outro lado,

y /∈
m⋃

j=1

B(k j,rk j), assim

d(y,K)≥ d(y,k j)−d(k,k j)≥ rk j −
rk j

2
=

rk j

2
≥ r.

Pela definição de ínfimo, δ ≥ r > 0. Logo, δ > 0.

Tome ε e ε1 tais que 0 < ε < ε1 < ε + ε1 < δ .

Sejam K1 = K +B(0,ε1) e f = χK1 . Deste modo, S( f ) = K1.

Defina ψ = fε . Pelo Teorema 2.1.8

S(ψ)⊂ K1 +B(0,ε)⊂ K +B(0,ε + ε +1)⊂ K1 +B[0,ε + ε1]⊂ K +B[0,δ ]⊂ Ω.

A última continência decorre do fato de que se y ∈ K +B[0,δ ], então

d(y,Rn −Ω)> d(K,Rn)−δ = 0 ⇒ y /∈ Rn −Ω.

Portanto, S(ψ) é compacto e está contido em Ω.

Mais ainda, pelo Teorema 2.1.8, ψ = fε ∈C∞(Ω).

Deste modo, concluímos que ψ ∈C∞
c (Ω).

Seja A =
⋃

k∈K

B(k,ε1 − ε). A é aberto, K ⊂ A e se x ∈ K,

ψ(x) =
∫

f (x− εy)φ(y)dy

=
∫
|y|<1

f (x− εy)φ(y)dy
(

S(φ)⊂ B(0,1)
)

Existe k ∈ K tal que ||x− k||< ε1 − ε , ou seja, x− εy = k+ x− k− εy ∈ K1, pois

||x− k− εy|| ≤ ||x− k||+ ε||y||< ε1 − ε + ε = ε1.

Como f = χK1 ,

ψ(x) =
∫
|y|<1

f (x− εy)φ(y)dy

=
∫
|y|<1

φ(y)dy

=
∫

φ(y)dy
(

S(φ)⊂ B(0,1)
)

= 1

□
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Observação 2.1.11. O Teorema 2.1.8 nos mostra que, dada φ ∈ C∞
c (Ω), temos φε ∈ C∞

c (Ω),

para cada ε > 0. Isto é, a partir de uma função-teste somos capazes de obter uma infinidade de

funções-teste.

Um último requisito antes de definirmos distribuições é a noção de convergência em C∞
c

a qual será estabelecida pela seguinte definição.

Definição 2.1.12. Uma sequência (φ j) j∈N de funções-teste em Ω converge a zero em C∞
c (Ω)

quando

i) Existe um compacto K ⊂ Ω tal que S(φ j)⊂ K, ∀ j ∈ N;

ii) ∀m ∈N, as derivadas de ordem m das funções φ j convergem uniformemente a zero quando

j → ∞.

Definição 2.1.13. Dizemos que φ j → φ em C∞
c (Ω) quando φ j −φ → 0 em C∞

c (Ω).

Observação 2.1.14. É possível dotar C∞
c (Ω) com uma topologia de forma que a convergência

nesta topologia coincida com a dada pela definição acima (veja [14]). No entanto, esta topologia

não provém de uma métrica.

Suponha, por absurdo, que ρ é uma métrica tal que ρ(φ ,φn) → 0 se, e somente se,

φn −φ → 0 em C∞
c (Ω).

Seja {Kn}∞
n=1 uma sequência de compactos tal que ∪Kn = Ω.

Pelo Corolário 2.1.10, para cada n ∈ N existe φn ∈ C∞
c (Ω) tal que φn(x) = 1 em uma

vizinhança de Kn. Note que se {ε j}∞
j=1 é uma sequencia de números positivos que converge para

zero então, para cada n∈N fixo segue que ε jφn → 0, em C∞
c quando j →+∞. Consequentemente,

para cada n ∈ N existe jn tal que ρ(ε jnφn;0) <
1
n

. Deste modo, teríamos ε jnφn → 0 quando

n → +∞ (i.e., ε jnφn → 0 em C∞
c (Ω)). Mas isso é um absurdo pois Ω = ∪Kn ⊂ ∪S(φn) =

∪S(ε jnφn)⊂Ω, implicando ∪S(ε jnφn)=Ω (consequente não existe um compacto em Ω contendo

∪S(ε jnφn) e isso impossibilita que ε jnφn → 0 em C∞
c (Ω)).

Portanto, nossa suposição inicial é falsa e concluímos que a topologia não provém de

uma métrica.
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3 DISTRIBUIÇÕES

3.1 Distribuições

Definição 3.1.1. Seja Ω ⊂ Rn aberto. Uma distribuição em Ω é um funcional linear sequencial-

mente contínuo, u : C∞
c (Ω)→ C.

O espaço das distribuições em Ω é denotado por D ′(Ω).

Em outras palavras, uma função u : C∞
c (Ω)→ C é uma distribuição se dadas ψ1 e ψ2,

funções-teste em Ω, λ ∈ C e (φ j) j∈N uma sequência de funções-teste em Ω, tem-se

1. u(ψ1 +λψ2) = u(ψ1)+λu(ψ2) (linearidade);

2. Se φ j → 0 em C∞
c (Ω), então u(φ j)→ 0 = u(0) (continuidade).

Por vezes, é conveniente denotar ⟨u,φ⟩ em vez de u(φ).

Exemplo 3.1.2. Considere Ω ⊂ Rn aberto. Defina ⟨δ ,φ⟩= φ(0), φ ∈C∞
c (Ω).

Dadas ψ1, ψ2 ∈C∞
c (Ω) e λ ∈ C, temos

⟨δ ,ψ1 +λψ2⟩ = (ψ1 +λψ2)(0)

= ψ1(0)+λψ2(0)

= ⟨δ ,ψ1⟩+λ ⟨δ ,ψ2⟩

Além disso, se φ j → 0 em C∞
c (Ω), então φ j → 0 pontualmente. Em particular, φ j(0)→ 0,

ou seja, ⟨δ ,φ j⟩ → 0.

Portanto, δ é uma distribuição. Chamamos δ de distribuição delta de Dirac.

Exemplo 3.1.3. Definamos ⟨T,φ⟩=
∫

∞

−∞

|t|φ ′(t)dt, φ ∈ C∞
c (R).

Sejam ψ1,ψ2 ∈C∞
c (R) e λ ∈ C. Então,

⟨T,ψ1 +λψ2⟩ =
∫

∞

−∞

|t|[(ψ ′
1 +λψ

′
2)(t)]dt

=
∫

∞

−∞

|t|[ψ ′
1(t)+λψ

′
2(t)]dt

=
∫

∞

−∞

|t|ψ ′
1(t)+ |t|λψ

′
2(t)dt

=
∫

∞

−∞

|t|ψ ′
1(t)dt +λ

∫
∞

−∞

|t|ψ ′
2(t)dt

⟨T,ψ1⟩+λ ⟨T,ψ2⟩

Seja (φ j) j∈N uma sequência de funções-teste em R convergente a zero em C∞
c (R). Por

definição de convergência em C∞
c , existe um compacto K ⊂ R tal que S(φ j) ⊂ K, ∀ j ∈ N e

φ
′
j → 0 uniformemente quando j → ∞.
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Sendo assim,

lim
j→∞

⟨T,φ j⟩ = lim
j→∞

∫
K
|t|φ ′

j(t)dt

=
∫

K
|t| lim

j→∞
φ
′
j(t)dt

=
∫

∞

−∞

|t|0dt = 0.

Deste modo, concluímos que T é uma distribuição.

Exemplo 3.1.4. Seja f ∈ L1
loc(Ω), onde Ω ⊂ Rn é aberto.

Defina ⟨Tf ,φ⟩=
∫

f φdx, φ ∈C∞
c (Ω).

Mais uma vez, considere ψ1,ψ2 ∈C∞
c (R) e λ ∈ C. Assim,

⟨Tf ,ψ1 +λψ2⟩ =
∫

f · (ψ1 +λψ2)dx

=
∫

f ψ1dx+λ

∫
ψ2)dx

= ⟨Tf ,ψ1⟩+λ ⟨Tf ,ψ2⟩

Se φ j → 0 em C∞
c (Ω), então existe K ⊂ Ω compacto tal que S(φ j) ⊂ K, ∀ j ∈ N e,

sabendo que φ j → 0 uniformemente dado ε > 0, existe j0 ∈ N tal que j > j0 implica em

|φ j(x)−0|= |φ j(x)|< ε, para cada x ∈ Rn.

Assim, dado ε > 0, tome ε1 =
ε∫

K | f |dx+1
. Existe j1 ∈ N tal que j > j1 implica que

|φ j(x)|< ε1.

Daí, j > j1 implica em

|
∫

K
f φ jdx| ≤

∫
K
| f ||φ j|dx < ε1

∫
K
| f |dx < ε.

Portanto, ⟨Tf ,φ j⟩ → 0.

Logo, Tf é uma distribuição.

É interessante notar que se ⟨Tf ,φ⟩= ⟨Tg,φ⟩, para f ,g ∈ L1
loc(Ω) e para toda φ ∈ C∞

c (Ω),

então f = g q.t.p.

Com efeito, considere K ⊂ Ω compacto. Se h = f −g e α ∈C∞
c (Ω) é tal que α(x) = 1

em K, então αh ∈ L1
loc(R

n), estendendo por zero fora de Ω.

Considere

(αh)ε(x) = ε
−n

∫
(αh)(y)φ

(x− y
ε

)
dy = ⟨Tf ,β ⟩−⟨Tg,β ⟩= 0,

onde β (y) = ε
−n

φ

(x− y
ε

)
∈C∞

c (Ω).
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Portanto, quando ε → 0, pelo Corolário 1 do Teorema 2.1.8, αh= 0 q.t.p. e, em particular,

h(x) = 0 q.t.p. em K. Considerando uma sequência de compactos Kn tais que ∪Kn = Ω,

concluímos que f = g q.t.p.

Doravante, quando não houver confusão, denotaremos Tf = f . Deste modo, identificamos

L1
loc(Ω) como um subespaço de D ′(Ω).

Esta identificação nos permite interpretar muitos espaços de funções, como por exemplo

Lp(Ω) (para p ≥ 1), como subespaços de D ′(Ω).

Esse é um dos principais motivos para distribuições também serem conhecidas por

funções generalizadas.

Exemplo 3.1.5. Defina T (φ) =
∫

|φ ′(t)|dt, φ ∈C∞
c (R). Assim,

T (φ −2φ) = T (−φ) =
∫

|φ ′(t)|dt.

Por outro lado,

T (φ)+T (−2φ) =
∫

|φ ′(t)|dt +2
∫

|φ ′(t)|dt = 3
∫

|φ ′(t)|dt.

Portanto, em geral, T (φ)+T (−2φ) ̸= T (φ −2φ). Deste modo, T não é distribuição.

Exemplo 3.1.6. Seja µ uma medida definida na σ -álgebra dos subconjuntos borelianos do aberto

Ω ⊂ Rn e suponhamos que, para todo compacto K ⊂ Ω, µ(K)< ∞.

Defina ⟨µ,φ⟩=
∫

Ω

φdµ , φ ∈C∞
c (Ω).

Se ψ1,ψ2 ∈C∞
c (Ω) e λ ∈ C, então

⟨µ,ψ1 +λψ2⟩=
∫

Ω

ψ1 +λψ2dµ =
∫

Ω

ψ1dµ +λ

∫
Ω

ψ2dµ = ⟨µ,ψ1⟩+λ ⟨ψ2⟩.

E, se φ j → 0 em C∞
c (Ω), então existe um compacto K0 ⊂ Ω tal que

0 ≤ |⟨µ,φ j⟩|= |
∫

K0

φ jdµ| ≤
∫

K0

|φ j|dµ ≤
∫

K0

|supφ j(x)|dµ = |supφ j(x)|µ(K0)→ 0

⇒ ⟨µ,φ j⟩ → 0.

Logo, ⟨µ, ·⟩ é uma distribuição.

Em outras palavras, as distribuições são suficientemente gerais para incluir todas as

medidas localmente finitas.
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3.2 Operações com distribuições

As operações de adição entre distribuições e multiplicação de um escalar complexo por

uma distribuição são definidas como se segue.

Seja Ω ⊂ Rn aberto. Dadas u1,u2 ∈ D ′(Ω), φ ∈C∞
c (Ω) e λ ∈ C, definimos

1. ⟨u1 +u2,φ⟩= ⟨u1,φ⟩+ ⟨u2,φ⟩;

2. ⟨λu1,φ⟩= λ ⟨u1,φ⟩.

Para definir operações mais gerais, precisamos definir algumas ferramentas.

Definição 3.2.1. Dizemos que um operador linear T : C∞
c (Ω)→C∞

c (Ω) é contínuo em C∞
c (Ω)

se T φ j → 0 em C∞
c (Ω) sempre que φ j → 0 em C∞

c (Ω).

Definição 3.2.2. Sejam L e L′ operadores lineares contínuos de C∞
c (Ω) em C∞

c (Ω). Dizemos que

L é o transposto formal de L′, e vice versa, se∫
Ω

(Lφ)ψdx =
∫

Ω

φ(L′
ψ)dx, φ ,ψ ∈C∞

c (Ω). (3.1)

Uma vez que, para α ∈C∞
c (Ω) e para todo compacto K ⊂ Ω,∫

K
|φ(x)|dx =

∫
K∩S(φ)

|φ(x)|dx ≤ sup
x∈K∩S(φ)

|φ(x)| ·
∫

K∩S(φ)
dx < ∞.

temos C∞
c (Ω)⊂ L1

loc(Ω)⊂ D ′(Ω).

Deste modo, na definição 3.2.2, φ ,Lφ ,ψ,L′
ψ ∈ L1

loc(Ω). Assim, podemos interpretar a

equação 3.1 no sentido das distribuições da seguinte maneira

⟨Lφ ,ψ⟩= ⟨φ ,L′
ψ⟩.

Neste caso, é possível estender o operador L a um operador L̃ : D ′(Ω)→ D ′(Ω).

De fato, defina

⟨L̃u,ψ⟩= ⟨u,L′
ψ⟩, u ∈ D ′(Ω),ψ ∈C∞

c (Ω).

Sejam, u1,u2 ∈ D ′(Ω), λ ∈ C, ψ ∈C∞
c (Ω) e (ψ j) j∈N tal que ψ j → 0 em C∞

c (Ω). Temos

⟨L̃(u1 +λu2),ψ⟩ = ⟨u1 +λu2,L′
ψ⟩

= ⟨u1,L′
ψ⟩+λ ⟨u2,L′

ψ⟩

= ⟨L̃u1,ψ⟩+λ ⟨L̃u2,ψ⟩
Observe que L̃u é uma distribuição, pois se φ j é uma sequência de funções-teste que

converge a zero em C∞
c (Ω), então
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lim
j→∞

⟨L̃u,φ j⟩= lim
j→∞

⟨u,L′
φ j⟩

= ⟨u,L′( lim
j→∞

φ j)⟩

= ⟨u,0⟩= 0

Deste modo,
∫
(Lu)ψdx = ⟨L̃u,ψ⟩, isto é, L̃ ∈ L1

loc e Lφ = L̃φ , concluindo que L̃ é uma

extensão do operador L.

Frequentemente, a definição de operações com distribuições será feita via transposto

formal.

Exemplo 3.2.3. Produto por uma função C∞.

Seja f ∈C∞(Ω). Definimos L : C∞
c (Ω)→C∞

c (Ω) por (Lφ)(x) = f (x)φ(x).

O transposto formal de L é ele próprio.

Com efeito, dadas φ1,φ2 ∈C∞
c (Ω),

⟨Lφ1,φ2⟩ =
∫
(Lφ1)(x)φ2(x)dx

=
∫
[ f (x)φ1(x)]φ2(x)dx

=
∫

φ1(x)[ f (x)φ2(x)]dx

=
∫

φ1(x)(Lφ2)(x)dx

= ⟨φ1,Lφ2⟩.

Além disso, para λ ∈ C,

(L(φ1 +λφ2))(x) = f (x) · [φ1(x)+λφ2(x)]

= f (x)φ1(x)+λ f (x)φ2(x)

(Lφ1)(x)+λ (Lφ2)(x)

e, para (φ j) j tal que φ j → 0 em C∞
c (Ω), (Lφ j)(x) = f (x)φ j(x)→ 0 quando j → ∞.

Ainda mais, existe K ⊂ Ω compacto tal que S(φ j)⊂ K, ∀ j ∈N, ou seja, temos S( f ·φ j)⊂

S(φ j)⊂ K, ∀ j ∈ N.

Por último, ∂
α

φ j → 0 uniformemente quando j →∞. Logo, ∂
α( f φ j)→ 0 uniformemente

quando j → ∞, ∀α ∈ Nn, pois ∂
α( f )|K é limitada já que é contínua em um compacto.

Assim, a multiplicação por uma função C∞ fica definida por

⟨ f u,φ⟩= ⟨u, f φ⟩.
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Exemplo 3.2.4. Derivação.

Sejam (x1,x2, ...,xn) coordenadas cartesianas em Ω. Defina L =
∂

∂x j
.

L é linear, pois dadas f ,g ∈C∞
c (Ω) e λ ∈ C,

L( f +λg) =
∂

∂x j
( f +λg) =

∂

∂x j
f +λ

∂

∂x j
g = (L f )+λ (Lg).

Se φ j → 0 em C∞
c (Ω), então existe um compacto K ⊂ Ω tal que S(φ j)⊂ K, ∀ j ∈ N.

Como o complementar de S(φ j) é um aberto onde φ j ≡ 0, temos que Lφ j, neste aberto, é

nula. Deste modo, S(Lφ j)⊂ S(φ j), ∀ j ∈ N.

Seja α ∈ Nn. Uma vez que ∂
αLφk = ∂

α ∂φk

∂x j
= ∂

α+e jφk, temos ∂
α(Lφk)→ 0 uniforme-

mente em C∞
c (Ω) sempre que φk → 0 em C∞

c (Ω).

Portanto, L é um operador linear contínuo em C∞
c (Ω).

Agora, considere ψ,φ ∈C∞
c (Ω).

Pelo Teorema de Fubini e integração por partes,∫
Ω

∂φ

∂x j
(x)ψ(x)dx =

∫
· · ·

∫
∂φ

∂x j
(x)ψ(x)dx1dx2...dx j−1dx jdx j+1...dxn

=
∫

· · ·
∫

∂φ

∂x j
(x)ψ(x)dx jdx1dx2...dx j−1dx j+1...dxn

=
∫

· · ·
∫ [∫

∂Ω

φ(x)ψ(x)dx j −
∫

φ(x)
∂ψ

∂x j
(x)dx j

]
dx1...dx j−1dx j+1...dxn

=−
∫

· · ·
∫

φ(x)
∂ψ

∂x j
(x)dx jdx1dx2...dx j−1dx j+1...dxn

=−
∫

· · ·
∫

φ(x)
∂ψ

∂x j
(x)dx1dx2...dxn

=−
∫

Ω

φ(x)
∂ψ

∂x j
(x)dx.

Portanto, o transposto formal de L =
∂

∂x j
é L′ =− ∂

∂x j
e, dada u ∈ D ′(Ω), definimos

⟨ ∂

∂x j
u,φ⟩=−⟨u, ∂

∂x j
φ⟩.

Exemplo 3.2.5. Operadores diferenciais lineares.

Uma caso particular de operador diferencial linear é obtido como se segue.

Seja L = ∆ =
n

∑
k=1

∂ 2

∂x2
k

. Com duas aplicações de ⟨ ∂u
∂x j

,φ⟩=−⟨u, ∂φ

∂x j
⟩, temos

⟨∆u,φ⟩= ⟨u,∆φ⟩, u ∈ D ′(Ω),φ ∈C∞
c (Ω).

Mais geralmente, um operador diferencial linear com coeficientes constantes em C∞ é

uma combinação linear de derivações e multiplicações por funções C∞.

Logo, podemos aplicar os exemplos anteriores reiteradamente para determinar o trans-

posto formal de todo operador diferencial linear.
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Exemplo 3.2.6. Mudança de variáveis.

Seja T : Ω → Ω um difeomorfismo, i.e., uma bijeção de Ω sobre Ω tal que T e T−1 são

de classe C∞.

Defina LT φ = φ ◦T , φ ∈C∞
c (Ω). Para φ1,φ2 ∈C∞

c (Ω) e λ ∈ C, temos

LT (φ1 +λφ2) = (φ1 +λφ2)(T )

= φ1(T )+λφ2(T )

= LT (φ1)+λLT (φ2).

Note que S(φ ◦T ) = T−1(S(φ)
)
. De fato,

x /∈ S(φ ◦T ) ⇔ (φ ◦T )(x) = 0

⇔ φ(T )≡ 0 em uma vizinhança de x

⇔ T (x) /∈ S(φ)

⇔ x /∈ T−1(S(φ)
)
.

Como T−1 é contínua e S(φ) é compacto, temos S(φ ◦T ) compacto. Logo, LT ∈C∞
c (Ω).

Para encontrar L′
T , consideramos a integral a seguir e aplicamos o Teorema de mudança

de variáveis ∫
φ
(
T (y)

)
ψ(y)dy =

∫
φ(x)ψ

(
T−1(x)

)
|J(T−1(x))|dx.

Assim, somos impulsionado a definir L′
T ψ = |J(T−1(x))|(ψ ◦T−1).

Como a matriz jacobiana de Y−1 é não singular e seu determinante é nunca nulo,

|J(T−1(x))| resulta diferenciável.

Quando u ∈ D ′(Ω), definimos então

⟨u◦T,ψ⟩= ⟨u, |J(T−1(x))|(ψ ◦T−1)⟩.

Exemplo 3.2.7. Translação.

Seja a ∈ Rn. A função τa : Rn → Rn dada por τa(x) = x− a, define a translação de

φ ∈C∞
c (Ω) como a função φa(x) = φ ◦ τa(x) = φ(x−a).

Se u ∈ D ′(Rn), a translação de u se define como no exemplo anterior, i.e.,

⟨ua,φ⟩ := ⟨u◦ τa,φ⟩

= ⟨u, |J(τ−1(x))|(φ ◦ τ
−1)⟩

= ⟨u,φ ◦ τ
−1
a ⟩

= ⟨u,φ ◦ τ−a⟩.
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Assim, obtemos

⟨ua,φ⟩= ⟨u,φ(·−a)⟩.

Exemplo 3.2.8. Reflexão.

Seja Ω um aberto simétrico em relação à origem e consideremos α(x) = −x. Assim,

definimos a reflexão de φ por φ(x) = (φ ◦α)(x) = φ(−x).

Logo, dada u ∈ D ′(Ω), definimos sua reflexão por

⟨ǔ,φ⟩ := ⟨u◦α,φ⟩

= ⟨u, |J(α−1(x))|(φ ◦α
−1)⟩

= ⟨u,φ ◦α⟩

= ⟨u, φ̌⟩, ∀φ ∈C∞
c (Ω).

3.3 Derivadas distribucionais e derivadas clássicas

Já estabelecemos uma noção de derivação para uma distribuição u ∈ D ′(Ω) através da

equação 〈
∂u
∂x j

,φ
〉
=−

〈
u,

∂φ

∂x j

〉
, ∀φ ∈C∞

c (Ω).

É natural que surjam algumas perguntas. Uma delas é: "como se relacionam as derivadas

distribucionais com as derivadas no sentido clássico?"

A título motivacional, considere f (x) uma função real de variável real continuamente

diferenciável em R. Uma vez que
d f
dx

∈ L1
loc(R) temos que〈d f

dx
,φ

〉
=−

〈
f ,

dφ

dx

〉
=−

∫ a

−a

(
f

dφ

dx

)
dx

=−
(

f φ

∣∣∣a
−a

−
∫ a

−a

d f
dx

φdx
)

=
∫
R

d f
dx

φdx,

em que φ ∈C∞
c (R) e S(φ)⊂ [−a,a]. Sendo assim, a distribuição derivada da distribuição definida

por uma função continuamente diferenciável coincide com a distribuição definida pela função

derivada da função continuamente diferenciável. Deste modo, podemos interpretar a distribuição

derivada de uma distribuição como uma generalização da derivada de uma função. Por esse
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motivo é comum usar os termos derivada distribucional (ou derivada no sentido das distribuições)

para a distribuição derivada de uma distribuição e usar o termo derivada clássica para a função

derivada de uma função.

Agora, considere f ∈C1(R−{0}) tal que lim
x→0+

f (x) = f (0+), lim
x→0−

f (x) = f (0−) existem

e são finitos. Denote por { f ′} :=
d f
dx

definida para x0 ̸= 0 e suponha que { f ′} ∈ L1
loc(R). Para

calcular f ′, a derivada de f no sentido das distribuições, basta observar que se φ ∈C∞
c (R) (com

S(φ)⊂ [−N,N]), então

⟨ f ′,φ⟩ =−⟨ f ,φ ′⟩=−
∫ N

−N
f φ

′dx

=−
∫ 0

−N
f φ

′dx−
∫ N

0
f φ

′dx =− lim
ε→0−

∫
ε

−N
f φ

′dx− lim
ε→0+

∫ N

ε

f φ
′dx

= lim
ε→0−

∫ −N

ε

f φ
′dx− lim

ε→0+

∫ N

ε

f φ
′dx

= lim
ε→0−

[(
f φ

)∣∣−N
ε

−
∫ −N

ε

(
{ f ′}φ

)
dx
]
+ lim

ε→0+

[
−
(

f φ
)∣∣N

ε
+

∫ N

ε

(
{ f ′}φ

)
dx
]

= lim
ε→0−

[
f (−N)φ(−N)− f (ε)φ(ε)+

∫
ε

−N

(
{ f ′}φ

)
dx
]

+ lim
ε→0+

[
− f (N)φ(N)+ f (ε)φ(ε)

∫ N

ε

(
{ f ′}φ

)
dx
]

=− f (0−)φ(0)+
∫ 0

−N
({ f ′}φ)dx+ f (0+)φ(0)+

∫ N

0
({ f ′}φ)dx

=
[

f (0+)− f (0−)
]
φ(0)+

∫ N

−N
({ f ′}φ)dx.

Portanto, temos ⟨ f ′,φ⟩ = [ f (0+)− f (0−)]φ(0)+
∫
R
{ f ′}φdx. Em particular, podemos

considerar a famosa função de Heaviside

f (x) = H(x) =

 1 se x > 0

0 se x < 0.

Como H(0+) = lim
x→0+

H(x) = 1, H(0−) = lim
x→0−

H(x) = 0 e H ′(x) = 0 (quando x ̸= 0),

temos

⟨H ′,φ⟩= [H(0+)−H(0−)]φ(0)+
∫
R
{H ′}φdx = (1−0)φ(0)+

∫
R

0 ·φdx = φ(0),

para cada φ ∈C∞
c (R). deste modo podemos concluir que derivada distribucional da função de

Heaviside é a distribuição delta.

Voltando ao caso geral, podemos escrever { f ′} nas seguintes formas

f ′ = { f ′}+[ f (0+)− f (0−)]δ
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ou

⟨ f ′,φ⟩= ⟨{ f ′},φ⟩+[ f (0+)− f (0−)]⟨δ ,φ⟩.

Observação 3.3.1. Uma importante observação é que apesar de termos identificado o espaço das

funções localmente integráveis como subespaço do espaço das distribuições, existem funções

que não são localmente integráveis e podem ser interpretadas como distribuições. O exemplo a

seguir, ilustra este fato.

Exemplo 3.3.2. Seja f (x) =
1
x

. Uma vez que
∫

V

∣∣∣1
x

∣∣∣dx = ∞, para toda vizinhança, V , da origem,

temos f /∈ L1
loc(R). Por outro lado, dado x ̸= 0 temos que

d{log|x|}
dx

=
1
x

e g(x) = log|x| é

localmente integrável, pois∫ a

−a
|log|x||dx =−

∫ a

−a
log|x|dx =

[
x(log|x|−1)

] a
−a = 2a

para cada a > 0 (já que, lim
t→0

t(log|t|−1) = 0) e log|x| é contínua para x ̸= 0.

A seguir estudaremos a distribuição g′.

Se φ ∈C∞
c (R), com S(φ)⊂ [−N,N], então

⟨g′,φ⟩ =−⟨g,φ ′⟩=−
∫ N

−N
log|x|φ ′(x)dx

=− lim
ε→0+

[∫ −ε

−N
log|x|φ ′(x)dx+

∫ N

ε

log|x|φ ′(x)dx
]

=− lim
ε→0+

(
[φ(x) log |x|]−ε

−N −
∫ −ε

−N

φ(x)
x

dx+[φ(x) log |x|]N
ε
−

∫ N

ε

φ(x)
x

dx
)

= lim
ε→0+

{[
φ(−ε)−φ(ε)

]
log(ε)+

∫
|x|>ε

φ(x)
x

dx
}

Pela desigualdade do valor médio,

|φ(ε)−φ(−ε)| ≤ ∥φ
′∥∞|2ε|.

Assim, como lim
ε→0

ε log |ε|= 0 concluímos que

⟨g′,φ⟩=−⟨logx,φ ′⟩= lim
ε→0+

∫
|x|>ε

φ ′(x)
x

dx.

A distribuição definida acima é dita Valor Principal de
1
x

e se denota por V.P.
1
x

.

Exemplo 3.3.3. Já definimos anteriormente o produto de uma função f ∈ C∞(R) por uma

distribuição T através da igualdade ⟨ f T,φ⟩ = ⟨T, f φ⟩. Com isso em mente, se f ∈ C∞(R) e

φ ∈C∞
c (R), então

⟨ f δ ,φ⟩= ⟨δ , f φ⟩= f (0)δ (0) = f (0)⟨δ ,φ⟩,
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ou seja, f δ = f (0)δ e só o valor de f em x = 0 é relevante no produto f δ .

Analogamente,

⟨ f δ
′,φ⟩ = ⟨δ ′, f φ⟩

=−⟨δ , f ′φ + f φ
′⟩

=−
(
⟨δ , f ′φ⟩+ ⟨δ , f φ

′⟩
)

=−[ f ′(0)φ(0)+ f (0)φ ′(0)]

=−
(
⟨ f ′(0)δ ,φ⟩+ ⟨ f (0)δ ,φ ′⟩

)
= ⟨ f (0)δ ′,φ⟩−⟨ f ′(0)δ ,φ⟩.

Portanto,

f δ
′ = f (0)δ ′− f ′(0)δ .

Outro caso é x ·V.P.1
x

, pois

⟨x ·V.P.1
x
,φ⟩= ⟨V.P.1

x
,xφ⟩= lim

ε→0+

∫
|x|>ε

x · φ(x)
x

dx = lim
ε→0+

∫
|x|>ε

φ(x)dx = ⟨1,φ⟩.

∴ x ·V.P.1
x
= 1.

Observação 3.3.4. Sejam u ∈ D ′(Ω), f ∈C∞(Ω) e φ ∈C∞
c (Ω). Temos,〈

∂

∂x j
(u f ),φ

〉
=−

〈
u f ,

∂

∂x j
φ

〉
=−

〈
u, f

∂

∂x j
φ

〉
=−

〈
u,

∂ ( f φ)

∂x j
− ∂ f

∂x j
φ

〉
=−

〈
u,

∂ ( f φ)

∂x j

〉
+
〈

u,
∂ f
∂x j

φ

〉
=
〈

∂u
∂x j

, f φ

〉
+
〈

∂ f
∂x j

u,φ
〉
.

Portanto,
∂

∂x j
(u f ) =

∂u
∂x j

f + u
∂ f
∂x j

no sentido distribucional, i.e., a Regra de Leibniz

para a derivada do produto de duas funções é válida quando um dos fatores é uma distribuição.

Teorema 3.3.5. Se u e f são contínuas em Ω ⊂ Rn e
{

∂u
∂x j

}
= f (a derivada distribucional de u

coincide com a distribuição definida por f ), então u é diferenciável em relação a x j e
∂u
∂x j

= f

(no sentido clássico).
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Prova: Suponha inicialmente que K = S(u) é compacto. Então, escreva

∂

∂x j
uε(x) = ε

−n
∫

K
u(y)

∂

∂x j

[
φ

(x− y
ε

)]
dy

=−ε
−n

∫
K

u(y)
∂

∂y j

[
φ

(x− y
ε

)]
dy

= ε
−n
〈

∂

∂y j
u,φ

(x− y
ε

)〉
= ε

−n
∫

K

{
∂u
∂x j

}
φ

(x− y
ε

)
dy

= ε
−n

∫
K

f (y)φ
(x− y

ε

)
dy

= fε .

Decorre do Teorema 2.1.8 que uε → u e
∂uε

∂x j
→ f uniformemente quando ε → 0. Então

∂u
∂x j

= f no sentido usual.

No caso geral, seja x0 ∈ Ω. Considere uma função corte ψ ∈C∞
c (Ω) tal que ψ(x) = 1

numa vizinhança de x0. Deste modo, S(ψu)⊂ S(ψ) é compacto e{
∂

∂x j
(ψu)

}
=

∂ψ

∂x j
u+ψ

{
∂u
∂x j

}
=

∂ψ

∂x j
u+ψ f

é contínua por hipótese.

Assim, se g =
{

∂ψ

∂x j
u+ψ

∂u
∂x j

}
, então

∂

∂x j
(ψu)ε(x) = ε

−n
∫

K1

(ψu)
∂

∂x j

[
φ

(x− y
ε

)]
dy

=−ε
−n

∫
K1

(ψu)
∂

∂y j

[
φ

(x− y
ε

)]
dy

= ε
−n
〈

∂

∂y j
(ψu),φ

(x− y
ε

)〉
= ε

−n
∫

K2

{
∂ψ

∂y j
φ +ψ

∂φ

∂y j

}
φ

(x− y
ε

)
dy

= ε
−n

∫
K2

g(y)φ
(x− y

ε

)
dy

= gε .

Portanto, (ψu)ε →ψu e
∂

∂x j
(ψu)→ g uniformemente quando ε → 0. Então,

∂ (ψu)
∂x j

= g

no sentido clássico.

Na vizinhança onde ψ(x) = 1,
∂ (ψu)

∂x j
=
{

∂φ

∂x j
u+ψ

∂u
∂x j

}
se reduz a

∂u
∂x j

=
{

∂u
∂x j

}
= f .
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Como x0 foi tomado de forma arbitrária, provamos o que queríamos. □

No cálculo de variações é útil considerear uma função de três variáveis F(α,β ,γ) sufici-

entemente diferenciável e se procura minimizar a integral

I(u) =
∫ b

a
F(u(x),u′(x),x)dx

na classe das funções u(t) ∈C1([a,b]).

Se u é uma solução do problema e φ ∈C∞
c (a,b), então a função

g(t) = I(u+ tφ), t ∈ R

tem um mínimo em t = 0. Logo, g′(0) = 0.

Considerando F = F(ζ0,ζ ,x) e derivando sob o sinal de integração, obtemos

g′(0) =
∫ b

a

(
∂F
∂ζ0

φ +
∂F
∂ζ

φ
′
)

dx = 0, φ ∈C∞
c (a,b). (3.2)

As funções de x:
∂F
∂ζ0

(u(x),u′(x),x) e
∂F
∂ζ

(u(x),u′(x),x) são contínuas e a equação 3.2

significa que esta derivada também o é no sentido clássico.

Então a função minimal u(t), se existir, deve verificar a equação de Euler-Lagrange:

d
dx

(
∂F
∂ζ

(u,u′,x)
)
=

∂F
∂ζ0

(u,u′,x).

Este resultado foi obtido por Du Bois-Raymond no século passado.

3.4 Derivadas e Primitivas

Sabemos, pelo teorema fundamental do cálculo que, se f : R→ R é diferenciável em

(a,b) e f ′(x) = 0, para qualquer x ∈ (a,b), então f é constante em (a,b). No caso distribucional,

temos o resultado a seguir

Teorema 3.4.1. Se u ∈ D ′(a,b) e u′ = 0, então u é constante.

Com o objetivo de demonstrar o Teorema acima, demonstraremos o seguinte lema.

Lema: Uma função-teste, φ ∈C∞
c (a,b), é a derivada de outra função-teste, ψ ∈C∞

c (a,b)

se, e somente se,
∫
R

φ(x)dx = 0.

Prova do lema: Com efeito, se φ ≡ ψ
′ e S(ψ)⊂ [−N,N], então

0 = ψ(N)−ψ(−N) =
∫ N

−N
ψ

′(x)dx =
∫ N

−N
φ(x)dx.
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Por outro lado, se
∫

φ(x)dx = 0, então definindo ψ(x) =
∫ x

−∞

φ(t)dt, para x ∈ (a,b)

temos que ψ
′(x) = φ(x) para cada x ∈R. Consequentemente, ψ ∈C∞(R). Mais ainda, ψ(x) = 0,

quando x ∈ R\S(φ)⊂ (a,b). Concluindo que ψ ∈C∞
c (a,b).

Prova do teorema: Seja φ0 ∈C∞
c (a,b) tal que

∫
S(φ0)

φ0 = 1. Dada φ ∈C∞
c (a,b), escreve-

mos

φ(x) = φ(x)+
[(∫

R
φ(t)dt

)
φ0(x)−

(∫
R

φ(t)dt
)

φ0(x)
]

=
[
φ(x)−

(∫
R

φ(t)dt
)

φ0(x)
]
+
(∫

R
φ(t)dt

)
φ0(x)

= ψ
′(x)+

(∫
R

φ(t)dt
)

φ0(x),

onde ψ
′(x) = φ(x)−

(∫
R

φ(t)dt
)

φ0(x) (para alguma função teste ψ obtida pelo Lema acima).

Por hipótese,

⟨u,ψ ′⟩=−⟨u′,ψ⟩=−⟨0,ψ⟩= 0.

Portanto,

⟨u,φ⟩= ⟨u,ψ ′⟩+
〈

u,
(∫

R
φ(t)dt

)
φ0

〉
=

∫
R

φ(t)dt⟨u,φ0⟩= ⟨1,φ⟩ · ⟨u,φ0⟩.

Se c = ⟨u,φ0⟩, então ⟨u,φ⟩= c⟨1,φ⟩= ⟨c,φ⟩, ∀φ ∈C∞
c (a,b).

Logo, u = c = ⟨u,φ0⟩. Assim como queríamos. □

Corolário 3.4.2. Se u ∈ D ′(a,b) e u(k) = 0, então u é um polinômio de grau menor ou igual a

k−1.

Prova: Pelo Teorema 3.4.1 o resultado é válido para k = 1.

Suponha válido para k−1 ∈ N.

Se v = u(k−1) e v′ = 0, então pelo Teorema 3.4.1, existe uma constante c tal que v = c.

Daí, (
u− c

xk−1

(k−1)!

)(k−1)
= u(k−1)− c = v− c = 0.

Pela hipótese de indução,

u− c
xk−1

(k−1)!
=

k−2

∑
j=0

a jx j, a j ∈ R, ∀ j ∈ {1, ...,k−2}.

Portanto,

u =
k−1

∑
j=0

a jx j, ak−1 =
c

(k−1)!
.
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Corolário 3.4.3. Toda distribuição u ∈ D ′(a,b) tem uma primitiva.

Prova: Seja φ0 ∈C∞
c (a,b) tal que

∫
φ0 = 1. Escreva

F(φ)(x) =
∫ x

−∞

[
φ(t)−

(∫
φds

)
φ0(t)

]
dt, φ ∈C∞

c (a,b).

Como S(F(φ))⊂ S(φ)∪S(φ0), defina

⟨v,φ⟩=−⟨u,F(φ)⟩.

Sendo assim, 〈dv
dx

,φ
〉
=−

〈
v,

dφ

dx

〉
=
〈

u,F
(dφ

dx

)〉
= ⟨u,φ⟩.

Para α ∈ C e φ1,φ2 ∈C∞
c (a,b), temos

⟨v,αφ1 +φ2⟩=−
〈

u,
∫ x

−∞

[
(αφ1 +φ2)(t)−

(∫
R
(αφ1 +φ2)(s)ds

)
φ0(t)

]
dt
〉

=−
〈

u,
∫ x

−∞

[
(αφ1)(t)−

(∫
R
(αφ1)(s)ds

)
φ0(t)

]
dt +

∫ x

−∞

[
φ2(t)−

(∫
R

φ2(s)ds
)

φ0(t)
]
dt
〉

=−α

〈
u,
∫ x

−∞

[
φ1(t)−

(∫
R

φ1(s)ds
)

φ0(t)
]
dt
〉
−
〈

u,
∫ x

−∞

[
φ2(t)−

(∫
R

φ2(s)ds
)

φ0(t)
]
dt
〉

= α⟨v,φ1⟩+ ⟨v,φ2⟩.

E se (φn)n é uma sequência de funções-teste em C∞
c (a,b) convergindo a zero em C∞

c (a,b),

então

⟨v,φn⟩=−
〈

u,
∫ x

−∞

[
φn(t)−

(∫
R

φn(s)ds
)

φ0(t)
]
dt
〉

−→−
〈

u,
∫ x

−∞

[0− (0)φ0(t)]dt
〉
=−⟨u,0⟩= 0,

quando n → ∞.

Portanto, v ∈ D ′(a,b) e v′ = u. Ou seja, u possui primitiva. □

Consideremos uma função crescente α(x) num intervalo finito [a,b] e φ ∈C∞
c (a,b). Uma

vez que α é crescente e φ é continuamente diferenciável, podemos considerar a integral de

Stietjes e aplicar sua fórmula de integração por partes (para um leitor interessado, conferir [11]:∫ b

a
φdα = φ(b)α(b)−φ(a)α(a)−

∫ b

a
αdφ =−

∫ b

a
αdφ =−

∫ b

a
αφ

′dx.

A última igualdade é justificada pelo Teorema 6.17 de [11].
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Em notação de distribuições, temos

⟨α ′,φ⟩=−⟨α,φ ′⟩=
∫

φdα

que expressa o fato de que a derivada de uma função crescente é uma medida positiva.

Por outro lado, se u ∈ D ′(a,b) é tal que ⟨u′,φ⟩ ≥ 0, ∀φ ∈C∞
c (a,b), φ ≥ 0, o Teorema de

Riesz (veja [12]) afirma que existe uma medida µ , finita sobre compactos, tal que

⟨u′,φ⟩=
∫

φdµ, φ ∈C∞
c (a,b).

Esta integral coincide com a integral de Sieltjes gerada pela função monótona crescente

definida por:

α(x) =

 µ([x,c]) se x < c

µ([c,x]) se c ≤ x

com c ∈ (a,b), µ({c}) = 0.

Assim,

⟨u′,φ⟩=
∫

φdµ =
∫

φdα = ⟨α ′,φ⟩.

Portanto, (u−α)′ = 0 em D ′(a,b) ⇒ u−α = k ∈ C em D ′(a,b) ⇒ u = α + k em

D ′(a,b).

Sendo assim, provamos o

Teorema 3.4.4. Seja u ∈ D ′(a,b). Então, u′ ≥ 0 se, e somente se, u é uma função monótona

crescente. □

3.5 Partições da unidade

Definição 3.5.1. Seja Ω ⊂ Rn aberto. Uma sequência (φ j) j de funções-teste em Ω se diz uma

partição da unidade quando

1. Para todo ponto x ∈ Ω, existe uma vizinhança Vx de x tal que o conjunto

{ j ∈ N; Vx ∩S(φ j) ̸= /0}

é finito;

2.
∞

∑
j=1

φ j(x)≡ 1, ∀x ∈ Ω;

3. 0 ≤ φ j(x)≤ 1, ∀x ∈ Ω, ∀ j ∈ N.
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Note que, para x ∈ Ω fixo, se Vx é a vizinhança de x descrita pela definição 3.5.1 e y ∈Vx,

então a soma
∞

∑
j=1

φ j(y) tem um número finito e fixo de termos que só dependem de y. Ou seja,

localmente, a série é uma soma finita e, em particular, convergente. Deste modo, localmente, a

série pode ser diferenciada termo a termo.

Definição 3.5.2. Dada uma cobertura aberta V = (Vα)α∈A de Ω, dizemos que uma partição da

unidade (φ j) j está subordinada à cobertura V se, para todo α ∈ A, existe j ∈N tal que S(φ j)⊂V .

Teorema 3.5.3. Toda cobertura aberta V de um aberto Ω ⊂ Rn admite uma partição da unidade

subordinada a V .

A demonstração do Teorema 3.5.3 requer técnicas que fugiriam do nosso foco no presente

texto. Sugerimos a leitura da demonstração feita em [9].

Para nossos propósitos, será suficiente uma versão mais fraca do Teorema 3.5.3.

Teorema 3.5.4. Seja K ⊂ Rn compacto. Considere V1, ...,Vl abertos tais que K ⊂
l⋃

j=1

Vj. Então

existem funções φ j ∈C∞
c (Vj) tais que

1.
l

∑
j=1

φ j(x)≤ 1;

2.
l

∑
j=1

φ j(x) = 1 numa vizinhança de K;

3. 0 ≤ φ j(x)≤ 1, x ∈ Rn, j ∈ {1, ..., l}.

Prova: Para cada j ∈ {1, ..., l}, escolhemos K j ⊂Vj de forma que K ⊂
l⋃

j=1

K j.

Agora, considere funções ψ j ∈C∞
c (Vj) tais que 0 ≤ ψ j ≤ 1 e ψ j = 1 em uma vizinhança

de K j.

Defina φ1 = ψ1 e φk = ψk

k−1

∏
j=1

(1−ψ j), para k ∈ {2, ..., l}. Assim,

l

∑
j=1

φ j = ψ1 +ψ2(1−ψ1)+ · · ·+ψl

l−1

∏
j=1

(1−ψ j).

Ademais, se l = 1, então
l

∑
j=1

φ j = ψ1 = 1−1+ψ1 = 1− (1−ψ1).

Suponha que, para algum k ∈ {1, ..., l −1}, vale a igualdade

k

∑
j=1

φ j = 1−
k

∏
j=1

(1−ψ j).
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Para k+1, temos

k+1

∑
j=1

φ j = 1−
k

∏
j=1

(1−ψ j)+ψk+1

k

∏
j=1

(1−ψ j)

= 1− (1−ψk+1)
k

∏
j=1

(1−ψ j) = 1−
k+1

∏
j=1

(1−ψ j).

Portanto,
k

∑
j=1

φ j = 1−
k+1

∏
j=1

(1−ψ j).

Como ψ j = 1 numa vizinhança de K j e K ⊂
l⋃

j=1

K j, então
l

∑
j=1

φ j = 1 em uma vizinhança

de K.

Além disso, decorre de 0 ≤ ψ j ≤ 1, que 0 ≤ 1−ψ j ≤ 1, ∀ j ∈ {1, ..., l}. Logo,

0 ≤
l

∏
j=1

(1−ψ j)≤ 1

e, assim,

0 ≤
l

∑
j=1

φ j ≤ 1.

Ainda mais, φ1 = ψ1 e φ j = ψ j

l−1

∏
p=1

(1−ψp), ∀ j ∈ {2, ..., l}, garantem que

0 ≤ φ j(x)≤ 1, x ∈ Rn e j ∈ {1, ..., l}.

Isto conclui a demonstração do nosso teorema. □

Dizemos que duas funções contínuas f1 e f2 em Ω são iguais num ponto x ∈ Ω se

f1(x) = f2(x). Não temos esta noção de igualdade para distribuições, pois uma distribuição não

está definida em um ponto.

Entretanto, podemos dizer que

Definição 3.5.5. Duas distribuições u1,u2 ∈D ′(Ω) são iguais em um aberto U ⊂Ω se, e somente

se, ⟨u1,φ⟩= ⟨u2,φ⟩, para toda φ ∈C∞
c (U).

Teorema 3.5.6. Sejam u1,u2 ∈ D ′(Ω). Se todo ponto de Ω tem uma vizinhança onde u1 = u2,

então u1 = u2 em Ω.

Prova: Sejam φ ∈C∞
c (Ω), K = S(φ).Como K é compacto, existe uma cobertura finita

V1, ...,Vl de K formada por abertos de Ω nos quais u1 e u2 coincidem.
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Defina φ j ∈C∞
c (Vj) como no Teorema 3.5.4. Podemos escrever

φ(x) =
l

∑
j=1

[φ j(x)φ(x)]

para cada x ∈ Rn.

Deste modo,

⟨u1,φ⟩=
〈

u1,
l

∑
j=1

[φ j(x)φ(x)]
〉
=

l

∑
j=1

⟨u1,φ j(x)φ(x)⟩

=
l

∑
j=1

⟨u2,φ j(x)φ(x)⟩=
〈

u2,
l

∑
j=1

[φ j(x)φ(x)]
〉
= ⟨u2,φ⟩.

Pela arbitrariedade de φ ∈C∞
c (Ω), concluímos que u1 = u2 em Ω. □

3.6 Distribuições com suporte compacto

Definição 3.6.1. Se u ∈D ′(Ω), então definimos o suporte de u, S(u), como a interseção de todos

os fechados de Ω fora dos quais u é nula.

Observação 3.6.2. As definições de suporte de uma distribuição e de suporte de uma função

L1
loc coincidem.

De fato, dada u ∈ L1
loc(Ω), denotamos S1 = S(u) no sentido de funções e S2 = S(u) no

sentido de distribuições. Mais precisamente,

S1 = {x ∈ Ω ; u(x) = 0};

e

S2 =
⋂

λ∈Λ

Fλ ,

onde Λ é a coleção de conjuntos fechados fora dos quais u é igual à distribuição 0.

Para mostrar que S2 ⊂ S1, tome x /∈ S1. Então, existe uma vizinhança aberta, Vx de x

inteiramente contida em SC
1 consequentemente φ(y) = 0 para cada y ∈Vx.

Deste modo, para toda função-teste φ ∈C∞
c (Vx), temos

∫
Vx

u(x)φ(x)dx = 0.

Sendo assim, concluímos que ⟨u,φ⟩ = 0, ∀φ ∈ C∞
c (Vx), ou seja, Vx ⊂ Rn − S2 assim,

x /∈ S2. Portanto, S2 ⊂ S1.
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Por outro lado, S2 é fechado por definição. Seja x /∈ S2, existe Vx, vizinhança de x (pois

(S2)
C é aberto), tal que

Vx ⊂ (S2)
C =

( ⋂
λ∈Λ

Fλ

)C
=

⋃
λ∈Λ

FC
λ
. (3.3)

Logo, u é nula em Vx e, por (3.3), existe λ0 ∈ Λ tal que Fc
λ0

=Vx.

Ou seja, ∀φ ∈C∞
c
(
FC

λ0

)
, ∫

u(x)φ(x)dx = 0

e, consequentemente, u(x) = 0 q.t.p. em FC
λ0
.

A última afirmação é uma consequência do Teorema da Convergência Dominada (Teo-

rema 2.24 de [2]).

Uma vez que u é contínua, concluímos que u ≡ 0 em FC
λ0

e u(Vx) = {0}. Ou seja,

x /∈ S1(u). Isto é, S1 ⊂ S2.

Assim, provamos que S1 = S2.

Observação 3.6.3. Se F é um fechado relativo de Ω, então Ω−F é aberto. Ou seja, dizer que u

se anula em Ω−F é equivalente a dizer que as distribuições u e 0 coincidem em Ω−F . Como

consequência, a união de abertos onde u se anula é um aberto onde u se anula. Este aberto é,

precisamente, Ω−S(u).

Definição 3.6.4. Se u ∈ D ′(Ω), definimos o suporte singular de u, SS(u), como a interseção de

todos os fechados fora dos quais u é C∞.

Naturalmente, dizer que u é C∞ num aberto U significa dizer que existe uma função

f ∈C∞(U) tal que

⟨u,φ⟩=
∫

f φdx = ⟨ f ,φ⟩, ∀φ ∈C∞
c (U).

Definição 3.6.5. Denotamos por E ′(Ω), Ω ⊂Rn aberto, o subespaço de D ′(Ω) das distribuições

com suporte compacto.

O resultado a seguir mostra que podemos estender linearmente uma distribuição com

suporte compacto ao espaço das funções C∞.

Teorema 3.6.6. Seja u ∈ E ′(Ω). Existe um único funcional linear ũ : C∞(Ω)→ C tal que

1. ũ(φ) = u(φ), ∀φ ∈C∞
c (Ω);
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2. ũ(φ) = 0 se φ ∈C∞(Ω) e S(φ)∩S(u) = /0.

Prova: Seja u ∈ E ′(Ω). Defina ψ ∈C∞
c (Ω) tal que ψ = 1 numa vizinhança de S(u).

Se φ ∈ C∞(Ω), escreva φ = φψ +(1−ψ)φ e faça φ1 = φψ e φ2 = (1−ψ)φ , ou seja,

φ = φ1 +φ2, onde φ1 ∈C∞
c (Ω) e S(φ2)∩S(u) = /0, pois φ2 = 0 numa vizinhança de S(u).

Defina agora ũ(φ) = ⟨u,Φ1⟩, onde φ = Φ1 +Φ2 é uma decomposição de φ com Φ1 ∈

C∞
c (Ω) e S(Φ2)∩S(u) = /0.

Suponha que φ = Φ3 +Φ4 é uma outra decomposição de φ com Φ3 ∈C∞
c (Ω) e S(Φ4)∩

S(u) = /0, então Φ1+Φ2 =Φ3+Φ4, ou seja, Φ1−Φ3 =Φ4−Φ2 com S(Φ1−Φ3) = S(Φ4−Φ2)

e S(Φ4 −Φ2)∩S(u) = /0.

Como Φ1 −Φ3 está suportada num aberto onde u se anula, u(Φ1 −Φ3) = 0, ou seja,

⟨u,Φ1⟩= ⟨u,Φ3⟩, i.e., a definição de ũ não depende da decomposição que fazemos.

Portanto, ∀φ ∈C∞(Ω),

⟨u,φ⟩= ⟨u,φ1 +φ2⟩= ⟨u,φ1⟩+ ⟨u,φ2⟩= ⟨u,φ⟩= ũ(φ).

Além disso, se φ ∈C∞(Ω) e S(φ)∩S(u) = /0, então

⟨ũ,φ⟩= ⟨u,φ1⟩= ⟨u,ψφ⟩= 0.

Agora, suponha que existe outro funcional ũ0 tal que 1) e 2) valem para ũ0 em relação a

u ∈ E ′(Ω).

Então, ∀φ ∈C∞,

ũ(φ) = ũ(φ1 +φ2) = ⟨u,φ1⟩= ũ0(φ1 +φ2) = ũ0(φ).

Deste modo, ũ = ũ0 e a unicidade está provada. □

Uma pergunta natural que surge após este resultado é a seguinte: também podemos

estender uma distribuição ao espaço das funções C∞ de maneira a preservar a continuidade?

Veremos a resposta para esta pergunta no Teorema 3.6.12, mas antes precisamos estabelecer a

noção de convergência em C∞.

Definição 3.6.7. Uma sequência (φ j) j de funções C∞(Ω) converge a zero em C∞(Ω) se, para

todo compacto K e todo inteiro positivo m, as derivadas de ordem m das funções φ j convergem

uniformemente a zero em K quando j → ∞.
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Observação 3.6.8. Se uma sequência de funções-teste em Ω ⊂ Rn, (φ j) j, converge a zero em

C∞
c (Ω), então existe K0 ⊂ Ω compacto tal que S(φ j)⊂ K0, ∀ j ∈ N e, para todo inteiro positivo

m, as derivadas de ordem m das funções φ j convergem uniformemente a zero quando j → ∞.

Em particular, para qualquer K ⊂ Ω compacto, as derivadas de ordem m das funções-teste

φ j convergem uniformemente a zero em K, quando j → ∞.

Sendo assim, concluímos que se (φ j) j é uma sequência de funções-teste em Ω conver-

gente a zero em C∞
c (Ω), então (φ j) j converge a zero em C∞(Ω).

No entanto, se φ0 ∈ C∞
c (R), S(φ0) ⊂ [−1,1] e φ0(x) = 1 em

[
− 1

2
,
1
2
]
, então defina a

seguinte sequência de funções φn(x) = 2−n
φ0(n−1x).

Pela regra da cadeia, φ
′
n(x) = 2−nn−1

φ
′
0(n

−1x). Ao derivar φn k vezes, obtemos φ
(k)
n (x) =

2−nn−k
φ
(k)
0 (n−1x).

Desta forma,

|φ (k)
n |= 2−nn−k|φ (k)

0 (n−1x)|.

Uma vez que φ0 ∈C∞
c (R), vale que para todo k inteiro positivo, existe uma constante,

Ck ∈ R, tal que |φ (k)
0 (n−1x)| ≤Ck.

Deste modo, |φ (k)
n | ≤ 2−nn−kCk → 0 quando n → ∞.

Uma vez que a desigualdade acima vale para qualquer x ∈ R, a sua convergência é

uniforme em R e, em particular, em qualquer K ⊂ R compacto. Isto significa que a sequência

(φn)n converge a zero em C∞(R).

Entretanto, por hipótese, φ0(x) = 1 para x ∈
[
− 1

2
,
1
2

]
, ou seja, φ0(n−1x) = 1 se x ∈[

− n
2
,
n
2

]
.

Portanto, não pode haver um único compacto contendo todos os suportes S(φn), pois[
− n

2
,
n
2

]
⊂ S(φn).

Logo, (φn)n não converge a zero em C∞
c (R), apesar de convergir em C∞(R).

Apesar do nosso espaço não ser normado, vale a seguinte equivalência para um funcional

linear em C∞.

Teorema 3.6.9. Seja u um funcional linear em C∞(Ω). Então u é contínuo se, e somente se,

existem K ⊂ Ω compacto, c constante positiva e m inteiro positivo tais que

|⟨u,φ⟩| ≤ c ∑
|α|≤m

sup
K

|Dα
φ | (3.4)
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Prova: Suponha que a equação (3.4) é válida. Se φ j → 0 em C∞(Ω), então as derivadas

de ordem menor ou igual a m de φ j tendem a zero uniformemente em qualquer compacto. Em

particular, sup
K

|Dα
φ j| → 0, para cada α ∈ Nn, quando j → ∞.

Sendo assim, ⟨u,φ j⟩ → 0, pois |⟨u,φ j⟩| ≤ ∑
|α|≤m

sup
K

|Dα
φ j| e ∑

|α|≤m
sup

K
|Dα

φ j| converge a

zero.

Por outro lado, suponha que a equação (3.4) não é válida.

Considere

Kn =
{

x ; |x| ≤ n e d(x,ΩC)≥ 1
n

}
.

Desta forma, cada Kn é compacto e, além disso, para todo K ⊂ Ω compacto, existe

n0 ∈ N tal que K ⊂ Kn0 (veja a observação 3.6.10). Assim, se c = m = n ≥ n0 e K = Kn, existe

φn ∈C∞(Ω) tal que a equação (3.4) não é válida, i.e.,

rn := |⟨u,φn⟩> n ∑
|α|≤n

sup
Kn

|Dα
φn|> 0. (3.5)

Agora defina ψn =
φn

rn
. Dados K ⊂ Ω compacto, β multi-índice e n ∈ N com n > β e

K ⊂ Kn, vale

sup
K

|Dβ
ψn| ≤ ∑

|α|≤n
sup
Kn

|Dα
ψn|<

1
n
.

Entretanto,

|⟨u,ψn⟩|= |r−1
n ⟨u,φn⟩|= 1,

deste modo u não é contínua.

Portanto, se u é contínua, então a equação (3.4) é válida. □

Observação 3.6.10. Se Kn =
{

x ; |x| ≤ n e d(x,ΩC)≥ 1
n

}
, então Kn é compacto para todo n∈N,

pois Kn = B[0,n]∩Cn, onde Cn =
{

x ; d(x,ΩC)≥ 1
n

}
é um conjunto fechado por definição.

Deste modo, Kn é fechado por ser a interseção de fechados e é limitado, pois está contido

em B[0,n]. Logo, Kn é compacto.

Além disso, se K ⊂ Ω é compacto, então existe r > 0 tal que d(K,Ω)> r. Assim, existe

n1 ∈ N de forma que n−1
1 ≤ r, ou seja, se x ∈ K, então d(x,ΩC) > r ≥ 1

n1
. Ademais, pela

compacidade de K, existe n2 natural tal que K ⊂ B[0,n2].

Sendo assim, se n0 = max{n1,n2}, temos K ⊂ Kn0 .
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Também vale uma equivalência para os funcionais de C∞
c .

Teorema 3.6.11. Seja u um funcional linear em C∞
c (Ω). Então u é contínuo se, e somente se,

para cada compacto K ⊂ Ω, existem m inteiro positivo e c constante positiva tais que, para

φ ∈C∞
c (Ω) com S(φ)⊂ K,

|⟨u,φ⟩| ≤ c ∑
|α|≤m

sup |Dα
φ |. (3.6)

Prova: Suponha que a equação (3.6) é válida.

Tome φ j → 0 em C∞
c (Ω). Por definição, existe K ⊂ Ω compacto tal que ∀ j ∈ N, temos

S(φ j)⊂ K e, para todo multi-índice α , Dα
φ j → 0 uniformemente.

Por hipótese, existem constantes c ∈ R e m ∈ N tais que a equação (3.6) é válida, i.e.,

|⟨u,φ j⟩| ≤ c ∑
|α|≤m

sup |Dα
φ j|.

Sendo assim, uma vez que sup
x∈K

|Dα
φ j(x)| → 0, temos ⟨u,φ j⟩ → 0, quando j → ∞. Por-

tanto, u é contínuo.

Por outro lado, suponha que existe K ⊂ Ω compacto tal que ∀m ∈ N e c ∈ R constantes,

existe uma função-teste com suporte contido em K que não satisfaz a equação (3.6).

Em particular, para cada j ∈ N existe φ j ∈C∞
c (Ω) tal que S(φ j)⊂ K e

|⟨u,φ j⟩|> j ∑
|α|≤ j

sup
K

|Dα
φ j|. (3.7)

Seja r j := |⟨u,φ j⟩|. Daí, defina ψ j =
φ j

r j
. Dado um multi-índice β com |β |= m, temos

sup |Dβ
ψ j| ≤ ∑

|α|≤m
sup |Dα

ψ j| ≤
1
r j

∑
|α|≤ j

sup |Dα
φ j| ≤

1
r j

r j

j
=

1
m
.
1
j
,

para cada j ≥ m. Sendo assim, Dβ
ψ j → 0 uniformemente para cada β ∈ Nn e, uma vez que

S(φ j)⊂ K,∀ j ∈ N, concluímos que φ j → 0 em C∞
c (Ω). Entretanto,

|⟨u,ψ j⟩|=
∣∣∣ 1
rm

∣∣∣|⟨u,φ j⟩|= 1.

Logo, u não seria contínuo. □

Agora, estamos aptos a responder a pergunta feita após a demonstração do Teorema 3.6.6.

Teorema 3.6.12. Seja u ∈ D ′(Ω). Então, u ∈ E ′(Ω) se, e somente se, existe um funcional linear

contínuo v : C∞(Ω)→ C tal que v|C∞
c (Ω) = u.
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Prova: Suponha que u ∈ E ′(Ω). Podemos aplicar o Teorema 3.6.6 para estender u a

um funcional ũ ∈C∞(Ω) que satisfaz as propriedades do teorema linear ũ : C∞(Ω)→ C tal que

ũ|C∞
c (Ω) = u..

Seja ψ ∈C∞
c (Ω) tal que ψ vale 1 em uma vizinhança de S(u).

Desta forma, ũ(φ) = u(φψ), ∀φ ∈C∞
c (Ω). Ao aplicar o Teorema 3.6.11 ao funcional u

com K0 = S(φ), obtemos que, para certos c > 0, m inteiro positivo e φ ∈C∞
c (Ω) arbitrária:

|⟨ũ,φ⟩|= |⟨u,φ⟩|= |⟨u,φψ⟩| ≤ c ∑
|α|≤n

sup |Dα(ψφ)| ≤ c′ ∑
|α|≤m

sup
K0

|D′
φ |.

Decorre do Teorema 3.6.11 que ũ é contínuo em C∞(Ω), restando, somente, definir v = ũ.

Por outro lado, supondo que exista um funcional linear contínuo v : C∞(Ω)→ C tal que

v|C∞
c (Ω) = u, segue pelo Teorema 3.6.11, que existem c,m constantes e K compacto tais que

|⟨v,φ⟩| ≤ c ∑
|α|≤m

sup
K

|Dα
φ |, φ ∈C∞(Ω). (3.8)

Se φ ∈C∞
c (Ω) e S(φ)∩K = /0, então segue da desigualdade 3.8 que

|⟨u,φ⟩|= |⟨v,φ⟩| ≤ c ∑
|α|≤m

sup
K

|Dα
φ |= 0.

Portanto, S(u)⊂ K e u ∈ E ′(Ω). □

Observação 3.6.13. Seja Kn uma sequência de compactos definida por

Kn =
{

x ∈ Rn ; |x| ≤ n e d(x,ΩC)≥ 1
n

}
.

Se ψn ∈ C∞
c (Ω) vale 1 em uma vizinhança de Kn, então dada φ ∈ C∞(Ω), a sequência

φn = φψn ∈C∞
c (Ω) e φ −φn → 0 em C∞(Ω).

Ou seja, podemos nos aproximar de uma função em C∞(Ω) por uma sequência de

funções-teste em C∞
c (Ω). Isto resulta em dizer que C∞

c (Ω) é denso em C∞(Ω).

Uma vez que funcionais contínuos que coincidem em um conjunto denso são idênticos, o

funcional v do Teorema 3.6.12 que estende u ∈ E ′(Ω) é único.

Isto permite identificar E ′(Ω) com o espaço das funções lineares contínuas em C∞(Ω).

Exemplo 3.6.14. Se f ∈ L1
loc(Ω) e f (x) = 0 q.t.p. fora de um compacto K, então S( f )⊂ K e

f ∈ E ′(Ω).

Por outro lado, se S( f ) = K, então f é zero em Ω−K e decorre do exemplo 3.1.4 que

f = 0 q.t.p. em Ω−K.
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Exemplo 3.6.15. Seja K ⊂ R2 compacto. Se µ é uma medida de Borel localmente finita tal que

µ(E) = µ(E ∩K), para todo boreliano E, segue que S(µ)⊂ K.

Se dθ denota a medida de Lebesgue na circunferência unitária S1 = {(cosθ ,senθ) ; θ ∈

[0,2π]} e, para todo boreliano E ⊂R2, então definimos µ(E) =
∫

S1∩E
dθ , µ é uma medida finita

e S(u) = S1.

Se φ ∈C∞
c (R2), então ⟨µ,φ⟩=

∫ 2π

0
φ(cosθ ,senθ)dθ .

Exemplo 3.6.16. A distribuição δ (lembre-se queδ (φ) = φ(0), quando φ ∈C∞
c (Rn)) tem suporte

S(δ ) = {0}. Analogamente, qualquer combinação linear de derivadas de δ ,

u = ∑
|α|≤m

cαDα
δ

satisfaz S(u) = {0}.

Por outro lado, considere Bε = {x ∈ Rn ; |x| ≤ ε} e escolha φ ∈C∞
c (Rn) de forma que∫

φdx = 1, φ ≥ 0 e S(φ)⊂ {x ; |x| ≤ 1}.

Defina

fε = ε
−n

∫
B2ε

φ

(x− y
ε

)
dy.

Então, fε = 1 em Bε e S( fε)⊂ B3ε .

Se u ∈ D ′(Rn) e S(u) = {0}, então, para ψ ∈C∞
c (Rn),

⟨u,φ⟩= ⟨u, fεψ⟩, (3.9)

pois S(ψ(1− fε))∩{0}= /0.

Assim, podemos aplicar o Teorema 3.6.11 com K = B1. E tomando ε <
1
3

, para ε ∈(
0,

1
3

)
e φ ∈C∞

c , temos

|⟨u,φ⟩| ≤ c ∑
|α|≤m

sup |Dα( fεφ)|. (3.10)

Por outro lado, o desenvolvimento de Taylor de φ se escreve como

φ(x) = ∑
|α|≤m

Dαφ(0)
α!

xα +Rm+1(x) (3.11)

e a estimativa de Lagrange para o resto nos dá

|Dβ Rm+1(x)| ≤ M|x|m+1−|β |, |x|< 1, |β | ≤ m+1,



50

onde M é uma constante que depende de φ e de m, mas independe de x desde que |x|< 1.

Sendo assim, as equações 3.9 e 3.11 nos dizem que

⟨u,φ⟩= ∑
|α|≤m

[Dαφ(0)
α!

⟨u,xα⟩
]
+ ⟨u,Rm+1⟩= ⟨ ∑

|α|≤m
cαDα

δ ,φ⟩+ ⟨u,Rm+1⟩.

Uma vez que u ∈ E ′(Rn), ⟨u,xα⟩ está bem definido.

Ao aplicar a equação 3.10 com φ = Rm+1, temos

|⟨u,Rm+1⟩| ≤ k ∑
|α|≤m

sup |Dα( fεRm+1)|. (3.12)

A estimativa de Lagrange nos dá

sup
|x|≤3ε

|Dβ Rm+1(x)|= 0(εm+1−|β |), |β | ≤ m+1, ε → 0. (3.13)

No entanto, segue da definição de fε que

sup |Dα fε(x)|= 0(ε−|α|). (3.14)

Assim, ao aplicar a Regra de Leibniz ao membro direito da equação 3.12 e usando as

igualdades 3.13 e 3.14, obtemos que ⟨u,Rm+1⟩= 0ε . Visto que Rm+1 não depende de ε , temos

⟨u,φ⟩= ⟨ ∑
|α|≤m

cαDα
δ ,φ⟩.

Portanto, a recíproca da afirmação inicial é falsa.

3.7 Divisão de distribuições

Dadas u ∈ D ′(Ω) e f ∈C∞(Ω) o problema da divisão consiste em encontrar v ∈ D ′(Ω)

tal que f · v = u.

Se f ̸= 0, em todo ponto, então basta tomar v =
1
f

u. No entanto, mesmo que f se anule

em algum ponto, pode ser possível encontrar v.

Por exemplo, se u = 1 e f (x) = x, x ∈ R, então v0 =V.P.
1
x

é solução do problema. Mais

geralmente, v = v0 + cδ também é solução.

Se w satisfaz xw = 1, então xw = xv0 ⇒ x(w− v0) = 0.

Daí, w− v0 se anula para x ̸= 0 e S(w− v0) = {0}.

Segue do exemplo 3.6.16 que w− v0 é combinação linear de δ e suas derivadas. Deste

modo, a solução geral de xv = 1 é

v =V.P.
1
x
+

∞

∑
n=0

cnδ
(n).
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Considere o problema xv = u, u ∈ D ′(R).

Se α ∈C∞(R) e α(0) = 0, segue do teorema fundamental do cálculo que,

α(x) =
∫ x

0
α
′(t)dt = x

∫ 1

0
α
′(τx)dτ = xβα(x),

com βα(x) =
∫

α
′(τx)dτ. Note ainda que, βα ∈C∞(R). Fixe uma função γ ∈C∞

c (R), tal que

γ(0) = 1 e aplique o processo anterior a φ(x)−φ(0)γ(x) para obter

φ(x)−φ(0)γ(x) =
∫ x

0
[φ ′(t)−φ(0)γ ′(t)]dt

= x
∫ 1

0
[φ ′(xτ)−φ(0)γ ′(xτ)]dτ

= x[φ(x)−φ(0)−φ(0)γ(x)+φ(0)γ(0)]

= xφ(x)− xφ(0)γ(x)

Deste modo, φ(x) = φ(0)γ(x)+ xβ (x), com β (x) ∈C∞(R).

Assim,

⟨v,φ⟩= ⟨u,β ⟩=
〈

u,
φ −φ(0)γ

·

〉
, φ ∈C∞

c (R).

Desta forma, se f (x) ∈ C∞ tem um único zero em x = 0, então f (x) = xg(x) com

g ∈C∞(R) e a divisão por x se dá por divisões sucessivas por x e por g(x) ̸= 0.

A divisão por funções C∞ não analíticas é, em geral, impossível. Por exemplo, considere

a equação

exp(x−2)v = 1 (3.15)

Se houvesse solução, v0, para a equação 3.15 em D ′(R), então

|⟨v0,φ⟩| ≤ c
m

∑
α=0

sup |Dα
φ |, φ ∈C∞

c (R) , S(φ)⊂ [0,4].

Se φ0 ∈C∞
c (R) verifica φ0(x)≥ 0, S(φ0)⊂ [1.4] e φ0(x) ∈ [2,3], então φn(x) = φ0(nx) ∈

C∞
c , ∀n ∈ N e S(φn)⊂

[1
n
,
4
n

]
.

Ao aplicar o Teorema 3.6.11, temos

|⟨v,φn⟩| ≤ c
m

∑
α=0

sup |Dα
φn|, n ∈ N,

mas
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⟨v,φn⟩ = ⟨exp(−x−2),exp(x−2)φn⟩

=
∫

exp(x−2)φ0(nx)dx

≥
∫ 3

n

2
n

exp(x−2)dx

≥ n−1exp
(n2

9

)
.

Entretanto,

c
m

∑
α=0

sup
x
|Dα

φ0(nx)| ≤ c
m

∑
α=0

Cαnα , Cα ∈ R+.

Portanto, teríamos exp
(n2

9

)
≤ c

m

∑
α=0

Cαnα+1 que é falso quando consideramos o limite

em n. Ou seja, a equação 3.15 não tem solução em D ′(R).

3.8 Convergência em D ′(Ω)

Definição 3.8.1. Dizemos que uma sequência u j ∈ D ′(Ω), j ∈ {1,2, ...} converge a u ∈ D ′(Ω)

se ⟨u j,φ⟩ converge a ⟨u,φ⟩ para toda φ ∈C∞
c (Ω). Neste caso, escrevemos u j → u em D ′(Ω).

Exemplo 3.8.2. Seja u ∈ D ′(R). Para r ∈ R−{0}, considere a translação ur de u, i.e.,

⟨ur,φ⟩= ⟨u,φr⟩, φ ∈C∞
c (R) , φr(x) = φ(x+ r).

Agora podemos definir a sequência de coeficientes de Newton

vn =
u 1

n
−u
1
n

.

Se φ ∈C∞
c (R), então

⟨vn,φ⟩=
⟨u,φ 1

n
⟩−⟨u,φ⟩

1
n

=
〈

u,
φ 1

n
−φ

1
n

〉
.

Seja ψn =
φ 1

n
−φ

1
n

∈C∞
c (R). Então, ⟨vn,φ⟩= ⟨u,φn⟩.

Agora, para todo n ∈ N, temos

ψn(x) = 0 ⇔ (φ 1
n
−φ)(x) = 0 ⇔ φ 1

n
(x)−φ(x) = 0 ⇔ φ

(
x+

1
n

)
−φ(x) = 0.

Portanto, S(ψn)⊂ S(φ 1
n
)∩S(φ)⊂ K, para algum K compacto.

Além disso, (ψn +φ
′)(m) → 0, qualquer que seja m inteiro positivo.
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Com efeito,

lim
n→∞

(ψn +φ
′)(m)(x) =

(
lim
n→∞

ψ
(m)
n

)
(x)+

(
lim
n→∞

φ
(m+1)
n

)
(x)

= [−φ
(m+1)(x)+φ

(m+1)(x)] = 0.

Logo, ψ
′
n →−φ

′ em C∞
c (R).

E, por fim,

⟨vn,φ⟩ → ⟨u,−φ
′⟩=

〈
u,

φ 1
n
−φ

1
n

〉
= ⟨u′,φ⟩.

Exemplo 3.8.3. Seja (u j) j uma sequência de distribuições em um aberto Ω ⊂Rn. Se u j → u em

D ′(Ω), então

lim
j→∞

〈
∂u j

∂xi
,φ

〉
= lim

j→∞

〈
u j,−

∂φ

∂xi

〉
=
〈

u,−∂φ

∂xi

〉
=
〈

∂u
∂xi

,φ
〉
, φ ∈C∞

c (Ω).

Sendo assim, temos lim
j→∞

∂u j

∂xi
=

∂

∂xi
( lim

j→∞
u j).

Portanto, sempre é possível trocar a ordem das operações de derivação e limite numa

sequência de distribuições.

Exemplo 3.8.4. Seja φ ∈C∞
c (Rn), φ ≥ 0 e

∫
φdx = 1. Então pelo item c) do Teorema 2.1.8, φε

definida por φε(x) = φ

( x
ε

)
satisfaz,

⟨φε ,ψ⟩= ε
−n

∫
ψ(x)φ

( x
ε

)
→ ψ(0), quando ε → 0, ψ ∈C∞

c (Rn).

Deste modo, φε → δ em D ′(Rn).

Exemplo 3.8.5. Seja ( fn)n uma sequência de funções em L1
loc(Ω). Suponha que fn(x)→ f (x)

q.t.p. e que existe função positiva g ∈ L1
loc(Ω) tal que | fn(x)| ≤ g(x). Então, segue do Teorema

da Convergência Dominada que ⟨ fn,φ⟩ → ⟨ f ,φ⟩, para toda f ∈C∞
c (Ω), i.e., fn → f em D ′(Ω).

Em particular, muitas das convergências naturais dos espaços de funções implica a convergência

em D ′(Ω) através da inclusão L1
loc(Ω)⊂ D ′(Ω).

Exemplo 3.8.6. Sejam Ω ⊂ Rn aberto,

Kn =
{

x ∈ Ω ; |x| ≤ n, d(x,ΩC)≤ 1
n

}
e φn ∈C∞

c (Ω) uma sequência de funções-teste tais que φn(x) = 1 numa vizinhança de Kn.



54

Dada u ∈D ′(Ω), defina a sequência un = φnu de distribuições em Ω que possuem suporte

compacto. Para φ ∈C∞
c (Ω), temos

⟨un,φ⟩= ⟨φnu,φ⟩= ⟨u,φnφ⟩ → ⟨u,φ⟩

quando n → ∞.

Portanto, toda distribuição é limite de uma sequência de distribuições com suporte

compacto.
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4 TRANSFORMADA DE FOURIER

4.1 A transformada de Fourier em S

Definição 4.1.1. Se f ∈ L1(Rn), então a transformada de Fourier de f se define por

F [ f ](ξ ) = f̂ (ξ ) =
∫

e−ix·ξ f (x)dx, ξ ∈ Rn,

onde x ·ξ = ⟨x,ξ ⟩.

Observação 4.1.2. Por definição,

| f̂ (ξ )|=
∣∣∣∫ e−ixξ f (x)dx

∣∣∣≤ ∫
|e−ixξ f (x)|dx =

∫
|e−ixξ | · | f (x)|dx =

∫
| f (x)|dx = || f ||1.

Dado, ε > 0, existe uma constante M > 0 tal que∫
|x|>M

| f (x)|dx <
ε

4
,

pois || f ||1 < ∞.

Como a aplicação y 7→ eiy é contínua, existe δ1 > 0 tal que

|y|< δ1 ⇒ |eiy −1|< ε

2N
,

em que N > || f ||1.

Daí, se δ =
δ1

M
, então

|η |< δ ⇒ |xη |< δ1, ∀x ∈ B[0,M].

Portanto, |η |< δ ⇒,

| f̂ (ξ +η)− f̂ (ξ )| ≤
∫
Rn

| f (x)| · |e−i(ξ+η)x − e−iξ x|dx

=
∫
Rn

| f (x)||eiηx −1|dx

=
∫
|x|≤M

| f (x)||eiηx −1|dx+
∫
|x|>M

| f (x)||eiηx −1|dx

<
ε

2N

∫
|x|≤M

| f (x)|dx+
∫
|x|>M

| f (x)||eiηx −1|dx

≤ ε

2N

∫
|x|≤M

| f (x)|dx+2
∫
|x|>M

| f (x)|dx

<
ε

2N
|| f ||1 +

ε

2
<

ε

2
+

ε

2
= ε,

para cada ξ ∈ Rn. Logo, f̂ é uniformemente contínua.
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Já vimos que sempre é possível estender um operador contínuo definido em C∞
c que

possua transposto formal a D ′.

Porém, se φ ∈C∞
c (Rn), φ̂(ξ ) não possui suporte compacto a menos que φ ≡ 0.

Deste modo, definiremos um espaço que contenha C∞
c (Rn) e que seja invariante pela

transformação de Fourier para estender a transformada de Fourier, por dualidade, aos funcionais

desse espaço.

Definição 4.1.3. Denotamos por S(Rn) o subespaço de C∞(Rn) das funções φ tais que

sup
x
|xα

∂
β

φ |< ∞, α,β ∈ Nn.

Observação 4.1.4. As funções de S possuem decrescimento rápido. Mais precisamente, tanto as

funções de S, quanto suas derivadas, decrescem no infinito mais rápido que qualquer potência

negativa de |x|.

Observação 4.1.5. Vale a inclusão S ⊂ L1
loc. Com efeito, seja f ∈ S. Então

sup
x
|xα

∂
β f (x)|∞

⇒sup
x
|(1+ |x|)n

∂
γ f (x)|< ∞,

para algum n ≥ |γ| (veja [2]). Além disso,

|| f ||1 =
∫

| f (x)|dx =
∫
|x|≤1

| f (x)|dx+
∫

x>1
| f (x)|dx

≤ 2sup
x
| f (x)|+ sup

x
(|x|N | f (x)|)

∫
|x|>1

1
|x|N

dx

=C1 +C2,

para N suficientemente grande para que a segunda integral seja finita.

Definição 4.1.6. Dizemos que uma sequência φ j ∈ S, j ∈ N, converge para zero em S (φ j → 0

em S) se xα
∂

β
φ j(x)→ 0 uniformemente, para quaisquer multi-índices α,β .

Exemplo 4.1.7. Se φ ∈C∞
c (Rn), então denotando K = S(φ) temos

sup
x
|xα

∂
β

φ(x)|= sup
x∈K

|xα
∂

β
φ(x)|.

Como ∂
β

φ é contínua no compacto K, temos sup
x∈K

|xα
∂

β
φ(x)|< ∞.

Deste modo, segue que C∞
c (Rn)⊂ S(Rn).
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Além disso, se φn ∈C∞
c (Rn) e φn → 0 em C∞

c (Rn), então existe um compacto K0 ⊂ Rn

tal que ∪S(φ j) ⊂ K e consequentemente ∂
β

φn(x) → 0 uniformemente em K, para qualquer

multi-índice β . Sendo assim,

sup
x
|xα

∂
β

φ j(x)|= sup
x∈K0

|xα
∂

β
φ j(x)| → 0.

Concluindo que φn → 0 em S(Rn).

Por outro lado, f (x) = e−|x|2 é tal que ∂
α f (x) = Pα(x) f (x), onde Pα(x) é um polinômio

e lim
x→∞

Pα(x)e−|x|2 = 0. Desta forma, f ∈ S(Rn), mas f /∈C∞
c (Rn).

Ainda mais, se f ∈ S, então f ′ ∈ S.

Teorema 4.1.8. Se f ∈ S(R), então f ′ ∈ S(R) e

F [ f ′](ξ ) = iξ F [ f ](ξ ), ∀ξ ∈ R. (4.1)

Prova: O exemplo 4.1.7 estabeleceu que se f ∈ S(R), então f ′ ∈ S(R).

Por definição da transformada de Fourier, temos

F [ f ′](ξ ) =
∫

f ′(x)e−ixξ dx

=
[

f (x)e−ixξ

∣∣∣∞
−∞

− (−iξ )
∫

f (x)e−ixξ dx

= iξ F [ f ](ξ ).

Assim como queríamos. □

Teorema 4.1.9. A transformada de Fourier é um operador contínuo de S em S. Mais ainda, dado

φ ∈ S temos:

i)F [Dα
φ ](ξ ) = ξ

α
φ̂(ξ ); (4.2)

ii)F [·αφ(·)](ξ ) = (−1)|α|
∂

α
φ̂(ξ ). (4.3)

Prova: Vamos começar provando as equações 4.2 e 4.3.

i) Por definição,

F [Dα
φ ](ξ ) =

∫
e−iξ x 1

iα
∂ α

∂xα
[φ(x)]dx.

Se α = e j, então

F [Dα
φ ](ξ ) =

∫
e−iξ x 1

i
∂

∂x j
[φ(x)]dx.
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Uma vez que S ⊂ L1 (4.1.5), podemos aplicar o Teorema de Fubini,

F [Dα
φ ](ξ ) =

1
i

∫
Rn−1

e−iσ j

∫
R

e−iξ jx j
∂

∂x j
[φ(x)]dx jdx̃,

onde σ j = ∑
k ̸= j

xkξk e x̃ = (x1, ...,x j−1,x j+1, ...,xn).

Ao integrar
∫
R

e−iξ jx j
∂

∂x j
[φ(x)]dx j por partes, obtemos

F [Dα
φ ](ξ ) =

1
i

∫
Rn−1

e−ixσ j
[

lim
n→∞

(e−ix jξ j |n−n)+ iξ j

∫
R

e−ix jξ jφ(x)dx j

]
dx̃

= ξ j

∫
Rn−1

e−iσ j

∫
R

e−iξ jx jφ(x)dx jdx̃

= ξ j

∫
e−ixξ jφ(x)dx

= ξ jφ̂(ξ ).

Para α genérico, aplicamos o processo acima reiteradamente para obter

F [Dα
φ ](ξ ) = F [Dα1e1 · · ·Dαnenφ ](ξ ) = ξ

α1
1 · · ·ξ αn

n φ̂(ξ ) = ξ
α

φ̂(ξ ).

ii) Se α = e j, então

F [·e jφ(·)](ξ ) =
∫

e−ixξ x jφ(x)dx

=
∫ 1

(−i)
(−ix j)e−ixξ

φ(x)dx

=−1
i

∫
∂

∂ξ j
[e−ixξ ]φ(x)dx

=−1
i

∫
∂

∂ξ j
[e−ixξ

φ(x)]dx

=−1
i

∂

∂ξ j

[∫
e−ixξ

φ(x)dx
]

=
(
− 1

i

)2
De j φ̂(ξ ).

∴ F [·e jφ ](ξ ) = (−1)De j
[
φ̂
]
(ξ .)

Para α arbitrário, o processo acima pode ser aplicado reiteradamente para obter

F
[
·α φ(·)

]
(ξ ) = (−1)|α|Dα

φ̂(ξ ).
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• Por fim, suponha que (φ j) j é uma sequência de funções de S que converge a zero em S.

Note que

|ξ α
∂

β

ξ
φ̂ j(ξ )|= |ξ α F(·β φ j)(ξ )|= |F(∂ α{·β φ j})(ξ )|

≤
∫ ∣∣∣∂ α

x {xβ
φ j(x)}

∣∣∣dx

≤
∫ 1

(1+ |x|n+1)
(1+ |x|n+1)

∣∣∣∣∣ ∑
γ≤α

(
α

γ

)
Cγ xβ−γ

∂
α−γ

φ j(x)

∣∣∣∣∣dx

≤
∫ 1

(1+ |x|n+1)
(1+ |x|n+1) ∑

γ≤α

(
α

γ

)∣∣∣Cγ xβ−γ
∂

α−γ
φ j(x)

∣∣∣dx

∫ 1
(1+ |x|n+1)

(1+ |x|n+1)

∣∣∣∣∣ ∑
γ≤α

(
α

γ

)
Cγ xβ−γ

∂
α−γ

φ j(x)

∣∣∣∣∣dx

≤
∫ 1

(1+ |x|n+1)
dx sup

x∈Rn
(1+ |x|n+1) ∑

γ≤α

(
α

γ

)∣∣∣Cγ xβ−γ
∂

α−γ
φ j(x)

∣∣∣
≤C sup

x∈Rn
∑

|γ1+γ2|≤|α+β |+n+1

∣∣ xγ1∂
γ2φ j(x)

∣∣
≤C ∑

|γ1+γ2|≤|α+β |+n+1
sup
x∈Rn

∣∣ xγ1∂
γ2φ j(x)

∣∣→ 0

para certas constantes C,Cγ . Concluindo que φ̂ → 0 em S. □

Corolário (Lema de Riemann-Lebesgue): Se f ∈ S(Rn), então f̂ (ξ ) → 0 quando

|ξ | → ∞. □

Exemplo 4.1.10. Seja φ : R→ C definida por φ(x) = e−
x2
2 . Note que φ satisfaz a EDO linear

com P.V.I.  φ
′(x)+ xφ(x) = 0

φ(0) = 1

Já vimos que φ ∈ S, então ao aplicar a transformada de Fourier na EDO, obtemos (pelo

Teorema 4.1.9),

0 = iξ φ̂(ξ )− 1
i

dφ̂

dξ
(ξ ) = i

(dφ̂

dξ
+ξ φ̂(ξ )

)
,

ou seja, φ̂(ξ ) satisfaz a mesma equação que φ(x) e, pelo teorema existência e unicidade de

soluções para EDO’s,

φ̂(ξ ) = φ̂(0)φ̂(ξ ) =
∫

φ(x)dxφ̂(ξ ) =
√

2πe−
ξ 2
2 .

Lema 1. Se f ∈ S, então f̂ ∈ S.
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Prova: Seja f ∈ S. Para qualquer multi-índice β ,

f̂ β (ξ ) =
1

(2π)n

∫
(−ix)β e−iξ x f (x)dx = (−i)β F [xβ f ]. (4.4)

Ou seja, f̂ é de classe C∞.

Pelo Teorema 4.1.11 e pela equação (4.4)

ξ
α f̂ β (ξ ) = (−i)α+β (iξ )αF [xβ f ](ξ )

= (−i)α+β F
[
∂

α(xβ f )](ξ )

= ĝ(ξ ),

onde g = (−i)α+β
∂

α(xβ f ).

Como g ∈ S ⊂ L1, ĝ é limitada. Sendo assim, ξ
α f̂ (x) é limitada, isto prova que f̂ ∈ S. □

Teorema 4.1.11. A transformada de Fourier é continuamente inversível de S em S e

F−1[φ ](x) = φ̌(x) =
1

(2π)n

∫
eixξ

φ(ξ )dξ , φ ∈ S. (4.5)

Prova: Temos

f̂ (ξ ) =
1

(2π)n

∫
e−ixξ f (x)dx =

1
(2π)n

∫
f (x)eixξ dx = f̂ (−ξ ).

Ademais, se f ∈ S, então

f (x) =
1

(2π)n

∫
f̂ (ξ )dξ , ∀x ∈ Rn.

De fato, pelo que acabamos de ver, se ξ ,x ∈ Rn,

f̂ (ξ )eixξ = F [ f (·− x)](ξ ).

Como f−x = f (t − x) é somente uma translação de f (t), a função transladada ainda está

em S. Pelo exemplo 4.1.10,

f (x) = f (0− x) = f−x(0) =
1

(2π)n

∫
f̂−x(ξ )dξ =

1
(2π)n

∫
eixξ f̂ (ξ )dξ .

Portanto, a fórmula de inversão está demonstrada.

Seja φε(x) = φ1(εx), onde φ1(x) = e−
|x|2

2 .

Aplique a mudança de coordenadas x′ = εx na definição de φ̂ε após escrever a definição

de transformada de Fourier como produto de integrais unidimensionais para obter φ̂ε(ξ ) =

ε
−n

φ1

( x
ε

)
(2π)

n
2 .



61

Daí, ∫
φε(ξ )eixξ

ψ̂(ξ )dξ =
∫

φε(ξ )eixξ

∫
φ(y)e−iyξ dydξ

=
∫ ∫

φε(ξ )eixξ
φ(y)e−iyξ dξ dy

=
∫

ψ(y)φ̂ε(y− x)dy

=
∫

ψ(y+ x)φ̂ε(y)dy

= (2π)
n
2

∫
ψ(y+ x)e−n

φ1

( y
ε

)
dy

= (2π)
n
2

∫
ψ

(
x+

z
ε

)
φ1(z)dz.

Como φε(z)→ 1 e ψ
(
x+

z
ε

)
→ ψ(x) quando ε → ∞, temos∫

eixξ
ψ̂(ξ )dξ = ψ(x)(2π)

n
2

∫
φ1(z)dz = (2π)n

ψ(x).

□

Teorema 4.1.12. Se φ ,ψ ∈ S, então

1.
∫

φ̂ψdξ =
∫

φψ̂dx;

2.
∫

φψdx = (2π)−n
∫

φ̂ ψ̂dx;

3. F [φ ∗ψ] = φ̂ ∗ ψ̂;

4. F [φψ] = (2π)−n
φ̂ ∗ ψ̂ .

Prova:

1. Temos ∫
φ̂ψdξ =

∫ ∫
e−ixξ

φ(x)ψ(ξ )dxdξ

=
∫ ∫

φ(x)e−ixξ
ψ(ξ )dξ dx

=
∫

φ(x)ψ̂(x)dx.

2. Pelo Teorema 4.1.11, se φ̂ = β ,

F−1
β = (2π)−n

∫
eixξ

β (ξ )dξ

= (2π)−n
∫

e−ixξ
β (ξ )dξ

= (2π)−n
β̂ .

Ao fazer ψ = α , pelo item 1:∫
φψdx = (2π)−n

∫
β̂αdx = (2π)−n

∫
βα̂dx = (2π)−n

∫
φ̂ ψ̂dx.
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3. Neste caso

F [φ ∗ψ](ξ ) =
∫

e−ixξ

∫
φ(x− y)ψ(y)dydx

=
∫ ∫

e−xξ
φ(x− y)ψ(y)dydx

=
∫ ∫

e−xξ
φ(x− y)ψ(y)dxdy

=
∫

ψ(y)
∫

e−xξ
φ(x− y)dxdy

=
∫

ψ(y)
∫

e−(x+y)ξ
φ(x)dxdy

=
∫

ψ(y− x)
∫

e−(y−x)ξ
∫

e−xξ
φ(x)dxdy

= ψ̂ ∗ φ̂(ξ ).

4. Por definição,

F [φψ] =
∫

φ(x)ψ(x)e−ixξ dx

=
∫

φ(x)
[
(2π)−n

∫
ψ̂(ξ )eixξ dξ

]
e−ixξ ′

dx

= (2π)−n
∫

ψ̂(ξ )
∫

φ(x)e−ix(ξ−ξ ′)dxdξ

= (2π)−n
∫

ψ̂(ξ )ψ̂(ξ −ξ
′)dξ

= (2π)−n
φ̂ ∗ ψ̂.

□

4.2 A transformada de Fourier em S′

Definição 4.2.1. Um funcional linear e contínuo em S é dito uma distribuição temperada. O

espaço das distribuições temperadas se denota com S′.

Observação 4.2.2. Se u ∈ S′, então u
∣∣
C∞

c
é um funcional linear contínuo em C∞

c , i.e., a restrição

de uma distribuição temperada ao espaço das funções-teste é uma distribuição.

Como C∞
c (Rn) é denso em S(Rn), se α(x) ∈C∞

c (Rn) e é igual a 1 numa vizinhança da

origem, então para φ ∈ S,

φ(x)α
(x

n

)
→ φ(x)
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em S, pois ∀β ,γ ∈ Nn,

xβ Dγ

(
φ(x)α

(x
n

))
= xβ

(
Dγ

φ(x)α
(x

n

)
+

1
n

φ(x)Dγ
α

(x
n

))
que vai a zero uniformemente quando n → ∞.

Assim, S′ pode ser identificado como subespaço de D ′(Rn).

Deste modo, temos as seguintes inclusões: E ′ ⊂ S′ ⊂ D ′. A primeira delas será demons-

trada posteriormente usando o resultado abaixo.

Teorema 4.2.3. Seja u um funcional linear em S. As seguintes condições são equivalentes:

a) u é contínuo;

b) Existem inteiros M,m tais que

|⟨u,φ⟩| ≤ M ∑
|α|≤m

sup
x
|(1+ |x|2)mDα

φ(x)|. (4.6)

Prova: Suponha que a equação (4.6) é válida. Deste modo, se φ j → 0 em S, então

|p(x)Dα
φ j(x)| → 0 uniformemente, qualquer que seja o polinômio p ∈ C[x].

Em particular, |(1+ |x|2)mDα
φ j(x)| → 0 uniformemente, ou seja, |⟨u,φ j⟩| → 0.

Portanto, u é contínua em S.

Por outro lado, suponha que a equação (4.6) não é válida.

Seja (φ j) j uma sequência de funções de S tal que, para qualquer J ∈ N, ⟨u,φ j⟩= 1.

Como a equação 4.6 não é válida, existem m = M tais que

m ∑
|α|≤m

sup
x
|(1+ |x|2)mDα

φ(x)|< |⟨u,φ j⟩|= 1

⇒ ∑
|α|≤m

sup
x
|(1+ |x|2)mDα

φ(x)|< 1
m

→ 0.

Assim, teremos φ j → 0 em S, mas ⟨u,φ j⟩↛ 0.

Por contra positiva, se u é contínua, então a equação (4.6) é válida. □

Exemplo 4.2.4. Se u ∈ E ′(Rn), então

|⟨u,φ⟩| ≤ c ∑
|α|≤m

sup |Dα
φ |,

ou seja,

sup
x
|(1+ |x|2)β Dα

φ(x)|< ∞,

pois S(u) é compacto. Assim, u ∈ S′.
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Além disso, se f ∈ L1
loc e | f (x)| ≤ A(1+ |x|)β , quando |x| ≥C, com A,B,C constantes

fixas, então f ∈ S′. Quando f é dominada por A(1+ |x|)β , para |x| suficientemente grande,

dizemos que f cresce lentamente no infinito.

Porém, f (x) = excos(ex) não cresce lentamente no infinito, pois | f (2kπ)|= e2kπ , ∀k ∈N,

que cresce mais rápido que qualquer polinômio no infinito. Mas se φ ∈C∞
c (R), então

|⟨ f ,φ⟩|=
∣∣∣∫ excos(ex)φ(x)dx

∣∣∣
=
∣∣∣ lim

N→∞
(sen(ex)φ(x))

∣∣N
−N −

∫
sen(ex)φ ′(x)dx

∣∣∣
=
∣∣∣∫ sen(ex)φ ′(x)dx

∣∣∣
≤

∫
|sen(ex)φ ′(x)|dx

≤
∫

|φ ′(x)|dx = ||φ ′||1.

Logo, φn → 0 em S implica que ⟨ f ,φn⟩ → 0, ou seja, f ∈ S′.

Definição 4.2.5. Se u ∈ S′, a transformada de Fourier de u, û, é definida por

⟨û,φ⟩= ⟨u, φ̂⟩, φ ∈ S.

Exemplo 4.2.6. Se u = δ , então

⟨δ̂ ,φ⟩= ⟨δ , φ̂⟩= φ̂(0) =
∫

φ(x)dx = ⟨1,φ⟩,

ou seja, δ̂ = 1.

Teorema 4.2.7. São válidas as seguintes afirmações:

i) Se f ∈ L1(Rn), então a transformada de Fourier de f , como uma distribuição temperada,

coincide com a transformada de Fourier clássica de f ;

ii) Se f ∈ L2(Rn), então f̂ ∈ L2(Rn) e || f ||22 = (2π)−n|| f̂ ||22;

iii) Se f ∈ E ′(Rn), então f̂ ∈C∞ e f̂ (ξ ) = ⟨ux,e−ixξ ⟩;

iv) Se u ∈ S, então F [Dαu] = ξ
α û, F [·αu] = (−1)|α|Dα û e ̂̂u = (2π)nǔ.

Prova:

i) Se ψ ∈ S, temos

⟨ f̂ ,ψ⟩= ⟨ f , ψ̂⟩=
∫

f ψ̂dx =
∫

f ψ̂dx.

Se f ∈ L1(Rn) e ψ j ∈ S, ψ j → f em L1,∫
f̂ φdx = lim

j→∞

∫
ψ̂ jφdx = lim

j→∞

∫
ψ jφ̂dx =

∫
f φ̂ , φ ∈ S.
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Concluindo que a definição de transformada de Fourier no sentido clássico e no sentido de

distribuição coincidem.

ii) Seja ψ j ∈ S, ψ j → f em L2. Pelo que vimos no Teorema 4.1.11 e no item i) deste teorema,

||ψ̂ j − ψ̂k||22 = (2π)n||ψ j −ψk||22.

Portanto, (ψ̂ j) é de Cauchy em L2(Rn) com ψ̂ j → g ∈ L2(Rn).

Assim,

⟨ f̂ ,φ⟩= ⟨ f , φ̂⟩= lim
j→∞

⟨ψ j, φ̂⟩ lim
j→∞

⟨ψ̂ j,φ⟩= ⟨g,φ⟩.

Isto prova que f̂ = g ∈ L2.

Além disso,

|| f̂ ||22 = lim
j→∞

||ψ̂ j||22 = (2π)n lim
j→∞

||ψ j||22 = (2π)n|| f ||22.

iii) Sejam φ ,φε ∈C∞
c (Rn) tais que 0 ≤ φ ,

∫
φdx = 1 e φε(x) = ε

−n
φ

( x
ε

)
. Defina uε = u∗φε .

Como u ∈ E ′(Rn), uε → u em E ′(Rn) e, em particular, uε → u em S′.

Daí, û = lim
n→0

û 1
n
, û 1

n
e, pelo item i),

ûε(ξ ) = ⟨u∗φ 1
n
,e−ixξ ⟩= ⟨u, φ̌ 1

n
∗ e−ixξ ⟩= φ̂(

ξ

n
)⟨u,e−ixξ ⟩.

Como φ̂

(
ξ

n

)
→ 1 em C∞(Rn) quando n → ∞, temos û(ξ )→ ⟨u,e−ixξ ⟩ em C∞(Rn). Em

particular, û 1
n
→ ⟨u,e−ixξ ⟩ em S′. Pela unicidade do limite, temos o nosso resultado.

iv) F [Dαu] = ξ
α û e F [·αu] = (−1)|α|Dα û são consequências do Teorema 4.1.9.

Já ̂̂u = (2π)nǔ é consequência do Teorema 4.1.11. □

Exemplo 4.2.8. Quando u /∈ L1 e queremos calcular û, tentamos aproximar u por funções uε ∈ L1

cujas transformadas são conhecidas.

Se uε(x) = H(x)e−εx, então uε ∈ L1 e uε(x)→ H(x) em S′ quando ε → 0.

Por outro lado,

ûε(ξ ) =
∫
R

H(x)e−εxe−iξ xdx

=
∫

∞

0
e−(ε+iξ )xdx.

Sejam gε(ξ ) =
1
π

ε

ε2 +ξ 2 . Temos
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lim
ε→0

∫
R

g 1
n
(ξ )dξ =

1
π

lim
ε→0

∫
R

ε

ε2 +ξ 2 dξ

=
1
π

lim
ε→0

1
ε

∫
R

1

1+
(

ξ

ε

)2 dξ

=
1
π

lim
ε→0

1
ε
· ε · tg−1

( y
ε

)∣∣∣∞
−∞

=
1
π

lim
ε→0

π = 1.

Ademais,
∫
|x|>a

gε(ξ )dξ → 0, para todo a > 0. Daí,

ε

ε2 +ξ 2 → πδ .

Porém,

ξ

ε2 +ξ 2 →V.P.
1
ξ
.

Assim,

Ĥ(ξ ) = πδ (ξ )− iV.P.
1
ξ
.

Usando o fato que F̂−1[u] = F−1[û], obtemos

F̂−1[H] = πδ + iV.P.
1
·
⇒ 1̂ = F [H +F−1[Ĥ]] = 2πδ

que coincide com o resultado δ̂ = 1 e com a fórmula de inversão.

De maneira análoga, se sn = H(x)−H(−x), então

ŝn(ξ ) =−2iV.P.
1
ξ
⇒ F [V.P.

1
·
](ξ ) =−iπ(H − Ȟ) =−iπsn(ξ ).

Exemplo 4.2.9. Às vezes, é possível aplicar as fórmulas do Teorema 4.2.7 para obter uma

transformada de integração difícil.

Por exemplo, Se f (x) = ln|x|, f ∈ L1
loc(R), então f cresce lentamente no infinito, pois

ln|x| ≤ 1+ |x|, ∀x ∈ R. Deste modo, f ∈ S′.

Como f ′(x) = V.P.
1
x

, temos F [ f ′](ξ ) = ξ f̂ (ξ ) → −iπsn(ξ ) = ξ f̂ (ξ ). Daí, temos

iξ f̂ (ξ ) = πsn(ξ ).

Portanto, podemos calcular f̂ como solução de um problema de divisão, conforme visto

na seção 3.7, onde vimos que se v0 é solução de uv = w, então v0 = cδ também é solução.
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Seja a > 0, como a integral é linear, para φ ∈C∞
c (R), podemos definir a seguinte distri-

buição:

⟨ha,φ⟩=−
∫
|ξ |<a

π[φ(ξ )−φ(0)]
|ξ |

dξ −
∫
|ξ |≥a

πφ(ξ )

|ξ |
dξ , φ ∈C∞

c (R)

a qual satisfaz ξ ha(ξ ) =−πsn(ξ ).

Se a,b > 0, então

⟨ha −hb,φ⟩=−
∫
|ξ |<a

π[φ(ξ )−δ (φ)]

|ξ |
dξ −

∫
|ξ |>a

πφ(ξ )

|ξ |
dξ

+
∫
|ξ |<b

π[φ(ξ )−δ (φ)]

|ξ |
dξ −

∫
|ξ |>b

πφ(ξ )

|ξ |
dξ

(suponha a < b) =
∫ −a

−b

π[φ(ξ )−δ (φ)]

|ξ |
dξ +

∫ b

a

π[φ(ξ )−δ (φ)]

|ξ |
dξ −

∫ b

a

πφ(ξ )

|ξ |
dξ

=
∫ −a

−b

π[φ(ξ )−δ (φ)]

|ξ |
dξ −

∫ b

a

πδ (φ)

|ξ |
dξ

Para a,b suficientemente grandes

⟨ha −hb,φ⟩=−πδ (φ)
[∫ −a

−b

1
|ξ |

dξ +
∫ b

a

1
|ξ |

dξ

]
= πδ (φ)(ln|b|− ln|a|+ ln|b|− ln|a|)

= 2πδ (φ)ln
(a

b

)
.

Portanto, ha é solução do problema de divisão e f̂ (ξ ) = ha(ξ ), para a > 0.

O valor de a é determinado pela equação

⟨ln|x|, φ̂⟩= ⟨ha,φ⟩,

φ ∈ S e tomando φ = e−
x2
2 cuja transformada é conhecida.
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5 A TEORIA DE DISTRIBUIÇÕES APLICADA NO ESTUDO DE EDP’S

5.1 O exemplo de Chi Min-You

Considere a equação

Yn(u) = utt − t2uxx − (4n+1)ux = 0 (5.1)

(x, t) ∈ R2, n ∈ N com condições iniciais

u(x,0) = µ(x) ut(x,0) = 0. (5.2)

Defina os seguintes operadores

X+ = ∂t + t∂x (5.3)

X− = ∂t − t∂x. (5.4)

Temos 
X+X− = ∂

2
t − t2

∂
2
x −∂x

X−X+ = ∂
2
t − t2

∂
2
x +∂x[

X−,X+
]

= X−X+−X+X− = 2∂x.

Se n = 0,

Y0(u) = utt − t2uxx −ux = X+X−(u).

A menos das condições iniciais, toda solução de X−(u) = 0 também é solução de

Y0(u) = 0.

Considere a mudança de variáveis s = x+
1
2

t2, t ′ = t que leva X− em
∂

∂ t ′
e as soluções

de
∂u
∂ t ′

= 0 são as distribuições que só dependem de s.

Portanto, dada µ diferenciável, u(x, t) = µ

(
x+

1
2

t2
)

satisfaz Y0u = 0 e u(x,0) = µ(x),

ut(x,0) =
[
tµ ′

(
x+

1
2

t2
)]∣∣∣

t=0
= 0.

Logo, encontramos uma solução de u tão regular quanto µ .

Agora seja v ∈ S(R). Considere o seguinte problema
Y0(u) = 0

u(x,0) = 0

ut(x,0) = v(x).
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Suponha que a solução u é temperada em x.

Assim, ao tomar a transformada de Fourier na variável x, o problema se torna
ũtt + t2

ξ
2ũ− iξ ũ = 0

ũ(ξ ,0) = 0

ũt(ξ ,0) = ṽ(ξ )

que é um problema de EDO em t.

Uma solução desta EDO é e−iξ t2
2 que é, precisamente, a transformada de Fourier de

µ

(
x+

t2

2

)
, em relação a x, quando µ(x) = s.

Podemos obter outra solução, linearmente independente da primeira, pelo método da

variação dos parâmetros. Se ũ(ξ , t) = e−iξ t2
2 ṽ(ξ , t), então

ṽtt +2iξ tṽt = 0

⇒ ṽ(ξ , t) = v̂(ξ )
∫ t

0
e−iξ s2

ds

∴ ũ(ξ , t) = v̂(ξ )
∫ t

0
eiξ ( t2

2 −s2)ds

⇒ u(x, t) =
1

2π

∫
eixξ

∫ t

0
v̂(ξ )eiξ ( t2

2 −s2)dsdξ

=
∫ t

0

1
2π

∫
v̂(ξ )eiξ (x+ t2

2 −s2)dξ ds

=
∫ t

0
v
(

x+
t2

2
− s2

)
ds.

Pelo princípio da superposição:

u(x, t) = µ

(
x+

t2

2

)
+

∫ t

0
v
(

x+
t2

2
− s2

)
ds.

Neste ponto, não precisamos mais supor que v seja temperada.

Um resultado mais geral pode ser obtido.

Teorema 5.1.1. Seja µ(x) uma função contínua. A distribuição

u(x, t) =
n

∑
k=0

√
πt2k

k!(n− k)!Γ
(

k+ 1
2

) ·
∂ kµ

(
x+ t2

2

)
∂xk

é solução do problema
Yn(u) = utt − t2uxx − (4n+1)ux = 0, (x, t) ∈ R2,n ∈ N

u(x,0) = µ(x)

ut(x,0) = 0
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Observe que u perde regularidade conforme n cresce.

Por exemplo, se µ(x) = |x| e n = 0, então u é contínua. Se n = 1, então u será L1
loc, se

n = 2, então u é uma medida concentrada na parábola x+
t2

2
= 0 e se n = 3, u será a derivada de

uma medida.

Esse exemplo é importante, pois ilustra diversos casos em que a solução da EDP não será

uma função regular, mas será uma distribuição.

5.2 O exemplo de Grushin-Garabedian

Definição 5.2.1. Dizemos que o operador diferencial

P(x,∂x) = ∑
|α|≤m

aα(x)Dα
x

com coeficientes em C∞(Ω) é localmente resolúvel em Ω se todo ponto x∈Ω tem uma vizinhança

aberta, Vx, tal que, para toda f ∈C∞
c (Vx) existe u f ∈ D ′(Vx) tal que Pu f = f .

Em 1957, Hans Lewy demonstrou (veja [8]) que mesmo no caso em que f é muito

regular, se tomarmos

P =
1
2
(∂x + i∂y)+ i(x+ iy)∂z,

então não encontraremos soluções locais para a equação Pu f = f , isto é, P é um operador em

R3 que não é localmente resolúvel.

O exemplo de Grushin-Garabedian trata-se do operador

P = ∂x + ix∂y.

Considere uma sequência, {D j}∞
j=1, de discos fechados e disjuntos, contidos no semi-

plano x > 0 do plano xy, com centros em (xn,0) e com xn → 0.

Teorema 5.2.2. Seja f ∈C∞
c (Rn) uma função par na coordenada x e cujo suporte está contido

em algum Dk, k ∈ N, x > 0 e tal que∫ ∫
Dk

f dxdy ̸= 0, ∀n ∈ N.

Se P é o operador de Grushin-Garabedian, então não existe solução continuamente diferenciável

de

Pu = (∂x + ix∂y)u = f (5.5)
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Prova: Suponha que w satisfaz a equação 5.5 em alguma vizinhança V da origem. Não

perdemos generalidade, pois fora da origem a demonstração é a mesma, a menos de translações.

Escreva w = u+ v, onde u e v são as partes par e ímpar, em relação a x, de w, respectiva-

mente.

Logo, a parte par da equação satisfaz

∂xu+ ix∂yu = f .

Daí, ux + iuy = f é válida quando x ≥ 0 e u(0,y) = 0, pois S( f )⊂ Dk, x > 0.

Para x > 0, escreva s =
x2

2
e y = y. Assim, ∂s =

1
x

∂x e

ux + iuy = f (x,y)⇒ ∂su+ i∂yu =
1√
2s

f (
√

2s,y), s > 0.

Portanto, fora dos discos D j, u satisfaz
1
2
(us + iuy) = 0 e, desta forma, é uma função

holomorfa da variável s+ iy.

Uma vez que xn → 0, o complementar de
⋃
j∈N

D j e u é contínua em s ≥ 0 e se anula em

s = 0.

Pelo princípio de identidade das funções analíticas, u ≡ 0 fora de
⋃
j∈N

D j. Em particular,

u se anula em ∂D j, j ∈ N.

Pelo Teorema de Green,∫ ∫
Dk

f dxdy =
∫ ∫

Dk

ux + iuydxdy

=
∫

∂Dk

udy− ixudx = 0.

O que contraria a hipótese de integral não nula de f .

Sendo assim, a equação não possui solução local. □

5.3 Regularidade das soluções

Definição 5.3.1. Um operador diferencial P(x,∂ ) = ∑
|α|≤m

aα(x)∂ α definido em Ω ⊂ Rn se diz

elíptico no ponto x0 ∈ Ω se

Pm(x0,ξ ) = ∑
|α|=m

aα(x0)ξ
α ̸= 0, ∀ξ ∈ Rn −{0}. (5.6)

Se P(x,∂ ) é elíptico em todos os pontos de u, dizemos que P(x,∂ ) é elíptico em Ω.
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Exemplo 5.3.2. O laplaciano ∆ = ∂
2
x +∂

2
y é elíptico. Com efeito, temos

∆m(ξ ) = ξ
2 +ξ

2 ̸= 0.

A regularidade das soluções fracas para o laplaciano foi provada originalmente por Weyl

(veja [15]). Uma extensão do lema de Weyl afirma que se P(x,∂ ) é elíptico em Ω, então

SS(u) = SS(P(x,∂ )u), ∀u ∈ D ′(Ω).

Ou seja, se P(x,∂ )u = f , então u é C∞ nos pontos em que f é C∞.

Os operadores diferenciais que satisfazem esta propriedade são chamados hipoelípticos.

Definição 5.3.3. Um operador P(x,∂ ) definido em Ω ⊂ Rn é dito hipoelíptico se

SS(Pu) = SS(u), ∀u ∈ D ′(Ω).

Observação 5.3.4. Se u ∈C∞(Ω), então P(u) ∈C∞(Ω), pois P é um operador diferencial. Ou

seja, SS(Pu) ⊂ SS(u) para qualquer operador diferencial P. Sendo assim, a inclusão na qual

estaremos interessados é a inclusão SS(u)⊂ SS(Pu) ou, em outras palavras, se P(u) ∈C∞(Ω),

então u ∈C∞(Ω).

Exemplo 5.3.5. O operador
d
dx

é hipoelíptico em R.

De fato, sejam f ∈C∞(a,b) e u ∈D ′(a,b) tal que u′ = f . Se g(x) =
∫ x

c
f (t)dt, a < c < b,

então (u−g)′ = 0 e, consequentemente, o Teorema 3.4.1 nos diz que u = g+ k, k constante, e

u ∈C∞(a,b).

Já o operador z
d
dx

não é hipoelíptico em R, pois u(x) = H(x) não pertence a C∞(R), mas

x
d
dx

H(x) = xδ ≡ 0.

Exemplo 5.3.6. O operador das ondas

P =
∂ 2

∂ t2 −
m

∑
j=1

(
∂

∂x j

)2

não é hipoelíptico, pois se u(x, t) = f (x+ t) com f ∈C2, então

Pu =
∂ 2

∂ t2 u−
m

∑
j=1

(
∂

∂x j

)2
u = 0,

mas se f (x) = |x|3, então f /∈C∞ e, desta forma, u /∈C∞.
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Exemplo 5.3.7. O operador de Grushin-Garabedian, P = ∂x + ix∂y, não é hipoelíptico. Seja Fy a

transformada de Fourier em relação a y. Defina u = F−1
y v, onde v(x,η) = H(−η)ex2 η

2 .

Então Pu = 0 e SS(u) = {(0,0)}, pois ex2 η

2 ≤ 1 quando η ≤ 0 e H(−η) = 0 e se η > 0,

obtemos (
∂

∂x
+ ix

∂

∂y

)
u = F−1

y (vx − xηv) = F−1
y (0) = 0.

Quando x ̸= 0, v(x,η) decresce rapidamente em η . Assim, u ∈C∞(C({0}×R)).

Quando x = 0, v(0,η) = H(−η) e F−1
y (v(0,x)) =

δ (x)
2

− i
2π

V.P.
1
x

.

Ou seja, u não é C∞ em nenhuma vizinhança da origem.
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