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RESUMO

No presente trabalho, fazemos um estudo dos funcionais lineares continuos definidos nas fungdes
suaves de suporte compacto a valores complexos, conhecidos como distribui¢des. Estudamos os
aspectos elementares do espaco das distribui¢des e desenvolvemos a ferramentas necessarias
para o estudo de equacdes diferenciais parciais, como por exemplo transformada de Fourier em
um sentido distribucional. No final € apresentado um estudo de resolubilidade e regularidade de
algumas equacdes diferenciais parciais no ponto de vista distribucional.

Palavras-chave: EDP, Distribuicdes, Transformada de Fourier.



ABSTRACT

The aim of this work is to study continuous linear functionals defined in the space of compactly
supported smooth functions to complex values, called distributions. We studied the elementary
aspects of the space of distributions and present important tools for the study of partial differential
equations, such as the Fourier transform in a distributional sense. At the end, a study of solvability
and regularity of some partial differential equations in the distributional point of view is presented.

Keywords: PDE, DISTRIBUTION, FOURIER TRANSFORM.
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1 INTRODUCAO

Considere as equacoes

. 0%u o 0%u
l)m == O, ll)m =0

Se quisermos encontrar funcdes u : R?> > R que satisfacam as equagdes acima, entao
o cdlculo cléssico pode nao ser suficiente para alcancarmos todas as solucdes possiveis. Com
efeito, a funcdo u(x,y) = |x| satisfaz i), mas ndo satisfaz ii), pois % ndo estd definida no eixo
Ox.

Para suprimir esta deficiéncia, podemos pensar em restringir o espaco de solugdes aquelas
obtidas com as ferramentas de cursos regulares em cdlculo diferencial e integral e que satisfazem
ambas as equagdes simultaneamente. Por outro lado, podemos seguir outro caminho que € obtido
ao introduzir novas ferramentas para o nosso estudo (a saber, uma generalizacdo de derivacao
e de fungdes derivaveis). O seguinte exemplo nos mostra que a segunda op¢ao pode ser mais

adequada.

Dada uma funcio v € L' (R) podemos definir

FI(E) = /R ey (x)dx

Além disso, mostramos que (veja a se¢do 4.1) que

FIV|(§) =iSF[v)().

Note que o lado direito sempre estd bem definido (apenas com a hipotese de v ser
integravel) enquanto, no lado esquerdo, precisamos pedir mais hipdteses (mais precisamente,
pediremos que v € S, conforme o Teorema 4.1.8). Deste modo, seria conveniente ter uma teoria
em que fosse possivel "derivar"fun¢des que ndo sdo derivaveis e preservar a identidade acima.

Um outro caminho que a ilustragdo acima nos indicaria € a criagdo de um conceito de
derivada "fraca" o qual existe e € util em diversos casos. Todavia, hd casos em que esse caminho
ndo € suficiente, como ilustraremos a seguir.

Podemos mostrar (veja [4]) que se u € solucao de

0’u  d%u B
oxr 9y

//u@if gzq’)d dy = //F(])dxdy (1.2)

(1.1)

entao
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para cada fun¢do ¢ que se anula no complementar de algum conjunto compacto e cujas derivadas
de ordem dois sdo continuas. Reciprocamente, se u satisfaz (1.2) para cada ¢, possuindo as
derivadas de ordem dois continuas e possuindo a propriedade de se anular no complementar de
algum conjunto compacto, entdo u € solucdo de (1.1).

Deste modo, a solu¢@o da equacdo pode ser reinterpretada por: "testar se a equagdo acima
¢ satisfeita para cada ¢." A priori parece um caminho mais complicado, entretanto note que o
novo "conceito de solu¢do"estd bem definido mesmo quando a fun¢do u nao € derivdavel. Em

outras palavas estamos estudando o operador linear

L(¢) ://F(dedy.

Assim, surge uma pergunta natural: podemos definir uma "generaliza¢do"de derivada
o U J°U
para funcionais lineares U de modo que 52 8_yz = L? Caso conseguissemos, poderiamos
chamar U de solugio da equagio. E importante destacar que nessa generaliza¢io considerarfamos
operadores mais gerais do que os operadores integrais (isto €, os operadores nao precisam se
escrever da forma U (¢) = / / Godxdy, para alguma fungio G).

Tendo isto em mente, iniciaremos a construcdo das fungdes testes, as quais serdo um
pouco diferentes daquelas usadas acima. Em seguida, apresentaremos os funcionais lineares
desejados para o estudo de nossas equagdes, os quais serdo chamados de distribuigdes.

A seguir, uma apresentacdo rapida dos resultados estudados neste trabalho.

Na secdo 2.1, estudamos o espaco das funcdes suaves e de suporte compacto definidas em
um conjunto aberto Q C R" (as quais sio conhecidas por fungdes-teste e denotamos o conjunto

das funcdes-teste em Q por C.°(2)) e vimos que C; (R") ndo € vazio ao mostrar que a seguinte

fungdo f : R" — R" definida por

e(‘x‘z_l)il, quando |x| < 1
0, quando |x| > 1.

¢ uma fungdo-teste.

Veremos que o espago das fungdes-teste € denso no espaco das fungdes integraveis e
também veremos a constru¢do das chamadas funcdes de corte (também conhecidas como bump)
em um conjunto compacto.

No capitulo 3, definimos os funcionais lineares conhecidos como distribuicdes € o
conjunto das distribui¢des em um aberto Q serd denotado por 2’(Q). Veremos que cada fungdo

localmente integravel define uma distribui¢do e por esse motivo € comum considerar uma
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“inclusdao” do espago das funcdes localmente integraveis no espago das distribuicdes. Além
disso, definimos a distribuicao delta de Dirac (que possui diversas aplica¢des e que nao pode ser
representada como uma fun¢do localmente integravel).

Destacamos que foram estabelecidas diversas operagdes para o espago das distribuicdes.
As defini¢des de soma de distribui¢des e da multiplicacdo de escalar por distribuicdo foram
definidas de modo usual, aproveitando a defini¢do de tais operagdes no caso de transformacoes
lineares cujo contradominio e o corpo do espago vetorial do dominio sdo C. A estratégia para
definicdo das demais operagdes foi encontrar uma definicdo “equivalente” para elas no espago
das fun¢des localmente integraveis (ou em um espago mais regular, se necessario) tal que a
defini¢do “equivalente” possa ser estabelecida para distribui¢cdes. Usando essa estratégia nos
definimos multiplicacao de uma func@o por uma distribui¢do, mudanca de varidvel e derivada
parcial de distribui¢des (neste ponto gostariamos de destacar que no caso em que a distribui¢do
¢ uma func¢do localmente integravel € comum dizer que a derivada parcial da distribuigdo € a
derivada fraca da funcdo).

Na se¢do 3.5, obtemos resultados interessantes ao estudar particdes da unidade, os quais
nos permitiram definir o suporte de uma distribuicdo u € 2'() como sendo a intersegio de
todos os fechados de € fora dos quais u € nulo.

Na secdo 3.6, caracterizamos a continuidade de funcionais em C. (). E vimos ainda
uma equivaléncia importante para a compacidade do suporte de uma distribuicao.

Na secdo 3.8, estudamos a convergéncia no espago das distribuicdes. Estabelecemos uma
série de resultados, a saber: a coincidéncia da derivada de uma distribuicdo com o limite dos
quocientes de Newton da mesma; a continuidade da derivada de distribuicdes; a funcdo delta de
Dirac como limite de uma sequéncia de distribui¢des; a inclusio L}OC(Q) C D'(Q); e que toda
distribui¢do € limite de uma sequéncia de distribuicdes com suporte compacto.

No capitulo 4, estudamos a transformada de Fourier (denotada por F[¢] ou a ) NOS espagos
de Schwartz (S). Ademais, definimos a convergéncia de uma sequéncia {¢;} jen contida em S.

Definimos uma distribui¢do temperada como um funcional linear e continuo em S e
denotamos o espaco das distribui¢des temperadas por S’. Também definimos a transformada de
Fourier parau € §'.

No capitulo 5, estudamos o exemplo de Chi Min-You que estabeleceu uma equacao que

possui solucdes que (dependendo do valor de n na equagdo 1.3) estabelece diversos exemplos de
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solucdes de uma EDP que ndo sdo funcdes regulares, mas sdo distribuicoes.

;

Yo(u) =ty — uee — (4n+ D, =0, (x,1) € R%;

u(x,0) = u(x); (1.3)

u(x,0) = 0.

\
Também estudamos o exemplo de Grushin-Garabedian que estabeleceu o seguinte ope-

1
rador: P = E(ax +idy) +i(x + iy)d; que ndo é localmente resolivel. Provando que mesmo
escolhendo espagos muito regulares, podemos ter operadores que ndo possuem solucdes tao

regulares quanto.
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2 PRE-REQUISITOS

Neste capitulo, faremos os principais pré-requisitos para a leitura deste trabalho.

2.1 Funcoes-teste

Definicao 2.1.1. Seja Q C R". Dada uma fungéo f : Q — C, dizemos que o suporte, S(f), de f

€ o fecho do conjunto fora do qual a funcdo se anula, i.e.,

S(f)={xeQ; f(x) #0}.
Definicao 2.1.2. Seja Q C R” aberto. Definimos o conjunto das fun¢des-teste em Q por
CI(Q)={9 €C7(Q;C); S(¢) é compacto}.

Logo mais, apresentaremos um exemplo (2.1.5) que mostra que o espago C;. (R") nédo é

vazio. Para isso, vamos assumir os seguintes resultados.

Teorema 2.1.3. Seja I C R um intervalo. Se f : I — R”" ¢ diferencidvel em toda parte de I, entdo,

parax,y €1,
)= f)] <s-[y—x],

onde s = sup {Hf'(x—i—t(y—x))H}.

0<t<1
Corolario 2.1.4. Seja f : I — R" continua em [ e diferencidvel em I — F, onde F C I é fechado

e f(F)={0}.Sexe Fe f'(y) > 0quandoy €I —F ey — x, entdo f'(x) existe e f'(x) = 0.
Deste modo, podemos construir com detalhes o seguinte exemplo cldssico de fungdo-teste.

Exemplo 2.1.5. Seja f : R — R definida por

1
e v, x>0
0, x<0

flx) =

Da continuidade das fun¢des exponencial e constante, concluimos que f € continua em
R —{0}.
Ademais,

) lim f(x) = lim 0=0= f(0);

x—0~
i) lim f(x)= lim e % =0 = £(0)
x—0t x—07t )
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Portanto, lirr(l) f(x) = f(0), ou seja, f € continua em R.
X—>

Além disso, f'(x) existe em x # 0.

Para x = 0, temos

D lim f(x) = lim 0=0= f (0);

D lig, 700 = lig, Sy = fimse = Jim 5 =o.
Na ultima igualdade, utilizamos a regra de L"Hospital duas vezes.
Logo, pelo coroldrio 2.1.4, f’(O) =0.
Este resultado se aplica as n-ésimas derivadas de f(x), pois suas derivadas sdo somas de
produtos de fungdes racionais pela prépria fungio f(x). Logo, f € C*(R")

Agora defina ¢ : R" — C por

exp[(x> =171 sex?—1<0

0(x) = £(1— ) = 2
0 se |x[©—1>0

1.e.,

expl([x=1)7"] se x> <1
o(x) = 2
0 se |x|“ >1
Sendo assim, S(¢) C R" é limitado, pois S(¢) C {x € R"; |x| < 1} e é fechado por

defini¢do, consequentemente, S(¢) é compacto e ¢ € C.°(R").

Como ¢ é continua, ¢ € integravel em conjuntos compactos e

/Rn¢>:/s(¢)¢:keR.

. 1 k
Deste modo, considere ¢y = % Logo, /(Po = %/(p == 1.
Assim, ndo sé existem fungdes-teste, como também existe funcdo-teste, ¢, com as

seguintes propriedades /(])dx =1,0<¢9(x)<1leS(¢)C{x;

x| <1},

A seguir, vamos definir uma importante classe de fungdes: as fungdes localmente integra-

veis.

Definicdo 2.1.6. Sejam Q C R”" aberto. Se f: Q — R é Lebesgue-mensuravel e, para todo

compacto K C Q,
[ 1fdx <o
K

entdo dizemos que f € localmente integravel. Denotamos o espaco das fungdes localmente

integraveis em Q por L,.(Q).
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Observacao 2.1.7. Estabeleceremos a seguinte nota¢io que serd utilizada daqui em diante:
* Se k € N, entdo dizemos que um multi-indice de ordem k é uma n-upla & = (a1, @, ..., 0,)

tal que o; € N, Vi€ {1,2,....,n} e

la| ==+ +...+ 0y =k.

Se |a| =k>1euc C”(Q), denotamos

Py o*u
u.=
8“1x180‘2x2...8“nxn

desde que a derivada mista exista;

Por simplicidade, estabelecemos d*u = u quando |a| = 0;

(6)= () ()~ (3)

Por fim, reescreveremos os conhecidos conjuntos:

al=oa!-0p---o!;

Se a, B € N, entdo

ap o
° xa:xllxz ...xg”;

i) CK(Q):={u:Q— R ; D% existe e é continua para todo « tal que |ot| < k};

i) C°(Q):= () CHQ).
keN—{0}

. . . . - 1 -
O teorema a seguir mostra que sempre ¢ possivel aproximar fungdes em L;,,. por fun¢des

regulares.

Teorema 2.1.8. Seja ¢ € C=(R") tal que /¢)dx —1,0>0eS(0)C{xeR"; x| <1}. Se

feLl (R" e, para cada & > 0, definimos

fe0) = [ fle—enotiay=e [ 1o (*F)a

entao
a) fe € C7(R");

b) Se f(x) =0 em quase todo ponto fora de um conjunto fechado A, entdo
S(fe) CA+{xeR"; |x| <e};

¢) Se f é continua e S(f) é compacto, entdo fz — f uniformemente quando € — 0.
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Prova: a) Sejam x,x’ € R”. Como ¢ possui suporte compacto,

s(0(75)) =e—es(o())

/

existem ry,r, > 0 (dependendo de €) tais que S((]) (x_; )) C B(0,r1) e S((Z) (x 8_ )) C
B(0,rp).

Defina r = max{ry,r} e B = B(0,r). Deste modo, temos,

e @) =] [rm[o(52) ~o(*2) o

<o [lofle(F) o (e
Se‘”sgp’¢<x_y>—¢<X/_y>‘/3‘f(y)‘dy

&

uwlo(3) o (77)

/() ra-a ()}

< M

L /
< —sup{ [x—x'|- sup
€y 0<t<1

<Mlx—X|,

n L
emque L =¢ /Blf(y)ldyeM= gH(P'I!Lw(R")-

Portanto, f¢ € lipschitziana e, consequentemente, continua.

Afirmacio: 9% f, (x) = "¢ /f(y)&“q) (?)dy.
Faremos a demonstragio da afirmag@o por indugdo sobre |a|. Seja a = (a, ..., 0y, ). Para

lo| =1, existe i € {1,...n} tal que

0 sej#i

1 sej=i

Otj:

Neste caso, 0% f¢(x) se reduz a uma derivada parcial.
Para qualquer elemento bdsico e¢;, temos

dfe o felx+he) — fe(x)
8€i(X) _flllir(l) h

—e i (5 L, SO () - (F)])
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SQa¢:R—+Rxwmﬁ¢qmr¢U):¢(£%z+4q)

Como ¢ € CZ(R"), pelo teorema do valor médio, temos r € [0, 1] tal que,

o(E o) -o(2) —o() 00

£
_h ,rh
=)
h8¢<x y+rhe,>
€ dx; €
Desta forma,
dfe a1 d0 /x—y—+he\h
5@ =elme [ I0g ()
_ do /x—y
o n—1
N f( )(9xl( € >dy.

Assim, podemos mostrar a continuidade de £ do mesmo modo que mostramos a

de;

continuidade de fe. Agora, suponha que para todo multi-indice f tal que |B| = k temos a

continuidade de 9P f e que

O felx) =P [ 11l g (*Y)ay

Sejam o = (a,...,,) com || = k+ 1 e j o primeiro indice tal que ¢; # 0, tome
B= (Bly---,ﬁn) = —e;. Assim,
IOCIf8 0
- (dB ,
@ = 5 @)W

al . . (Xn
ox| X

0% fe(x) =

Pela hipétese de inducdo temos,

3afe(x)=aixj(8ﬁfg)()—h_r>nh8” B [ ri[oPo (A2 Rer) —ape (22)].

Pelo teorema do valor médio, existe ¢ € (0, 1) tal que

9 o) = time 1% [ 7()a%0 (2T gy el [ 33009 (*2 )ay

Assim como queriamos.



19

b) Primeiro note que, como A é fechado e B[0, €| é compacto temos que A + B[0, €] é
fechado. Consequentemente R" \ (A + B[0, €]) é aberto. Deste modo, se xo ¢ A + B0, €] entdo

existe r > 0 tal que

x ¢ A+B[0,€], 2.1)

sempre que |x — xp| < r. Assim, dado x € B(xp,r) temos que se |x —y| < € entdo y ¢ A (pois,
caso contrdrio, terfamos x = y+x —y € A+ B[0, €| e por (2.1) isso ndo pode ocorrer). Isto é, se
x € B(xg,r) e [x—y| < € entdo y ¢ A.

Consequentemente, como S(¢) C B[0, 1] e f =0 em quase toda parte fora de A temos

que

e =€ [ 0o (g )av=e [ rme(* T )av=0,

quando |x —xp| < r. Em que na dltima igualdade foi usado que f = 0 em quase toda parte
de B[x,e] C R"\ A, quando |x —xg| < r. Concluindo que se xo ¢ A + B|0, €] entdo existe uma
vizinhanga aberta de xp em que f¢ se anula. Portanto, S(f¢) C A+ B[0, €].

¢) Seja f continua com suporte compacto.

Pelo que vimos em b), S(f¢) é compacto, pois S(fe) C S(f) + B[O, €].

Do item a), concluimos que f¢ € C (R").

Além disso, como ¢ >0e /¢(y)dy = 1 temos,

10 =fe)| = | [ 1000)dy= [ fx=eno()ay]
=] [ (1o =rte—en)ota]
< sup{lf()~ =} [ 00)ay
= sup{1/() ~ flx— e}

Como f € continua e possui suporte compacto temos que f € uniformemente continua.

Assim,
Vep > 0,36 > 0tal que, [€] <0 = |f(x) — f(x—¢€y)| < &, para cada x,y € R".

Portanto, para cada & > 0 existe 0 > 0 tal que, se € < 0 entdo

\ﬂﬂ—ﬁ@HS%Mﬂ@—f@—wﬂ<%,
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para cada x € R". Logo, f¢ — f uniformemente quando € — 0. 0

Corolario 2.1.9. Se f € L! (R™), € > 0 e f¢ é definido como no teorema acima, entdo

el = [ Vfelax < [ 171ax =111

| fe — fIl1 — 0 quando € — 0.

Prova: Note que, pelo Teorema de Tonelli temos que,

felli = [ [ re—exorar|dx
S//’f(x—eyw(y)‘dydx
= [ [] = eno)asay

Como ¢ >0, /\f(x—f—z)\dx: Ilf]l1 (para cadaz € R") e /¢(y)dy = 1 temos que

el < [ [ |rte—eno)|asdy
= [60) [ | en)|dxay
= [o0lfhay
= I1flls [ )y =1l

Ou seja,

I fellr < I f1]1-

Além disso, dado 6 > 0, o Teorema 2.1.8 garante que existe g continua e com suporte
compacto tal que ||/ —g||1 < 6.

Entao, pela desigualdade de Minkowski:

||f_f£||1 = ||f_g+g_gs+gs_f£||l < ||f_g||1+||g_gs||l+||g£_f8||l-

Note que
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gel) = folr) =& [2)o(“ ) av—e [ 1o (“ 2 )ay
e [1e) - 10 () ay
—e [e=P0o () ay

=(g—fe(x).

Desta forma,

fe—flli <IIf—glli+1lg—gelli +1[(g = felli
<|If—glh+lg—gelli +1lg— flh
=2|fe—glli +1g—gelli-

Pelo item c¢) do Teorema 2.1.8, g¢ — g uniformemente quando € — 0. Deste modo, para
€ suficientemente pequeno, ||g — ge||1 < 6.

Portanto, dado & > 0 qualquer, existem §; > 0 e &, > 0 tais que se € € (0,min{8;,0}),
entdo ||fe — gl|1 < ? ellg—gelll < .

3
Sendo assim, se € € (0,min{d;,5,}), entdo

2€
[ fe — fllh <3 T3 =&

O
O corolério 2.1.10 estabelece a existéncia das importantes fungdes bump (ou fungdes

corte).

Corolario 2.1.10. Seja K um subconjunto compacto de um aberto Q C R". Entdo existe

v eCr(Q) tal que y € [0,1] e y = 1 numa vizinhanga de K.

Prova: Seja 6 =d(K,R"—Q) =inf{||x—y|| ;x € K,y & Q}.
Temos & > 0. De fato, uma vez que K C Q e Q € aberto, para qualquer k € K, existe

ri > 0 tal que B(k,r;) C Q. Deste modo, podemos construir uma cobertura aberta de K,

o= (o)

Como K é compacto, ¥ admite subcobertura finita, ou seja, existem ky,k, ..., k, € K tais

que

m
KCUB(J, L) € UBlksng)
j=1

j=1
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Defina
[Tk
rsz{;’ J € {1,...,m}} > 0.

Dadosy € R"— Qe k € K, existe jy € {1,...,m} tal que k € B(kj, r2—1> Por outro lado,

m
yé U B(kj,ry;), assim
j=1

k. rk.
d(y,K) 2 d(y.k)) = d(k,kj) = iy ==L = 2L =

Pela defini¢do de infimo, 8 > r > 0. Logo, § > 0.
Tome ee g taisque 0 < €< g <e+¢€ <0.

Sejam K} = K+ B(0,€;) e f = xk,. Deste modo, S(f) = K.
Defina y = f¢. Pelo Teorema 2.1.8

S(y) CK,+B(0,e) CK+B(0,e+€e+1)CK;+B[0,e+¢] C K+B|0,8] C Q.
A tltima continéncia decorre do fato de que se y € K + B[0, 6], entdo
dy,R"—Q)>d(K,R") =6 =0=y¢R"—-Q.

Portanto, S(y) é compacto e estd contido em Q.
Mais ainda, pelo Teorema 2.1.8, y = f; € C*(Q).
Deste modo, concluimos que y € C; (Q).

Seja A = U B(k,e; —€). Aé aberto, K CAesex €K,
kek

V) = [ = en)g(s)dy
= ], = enetay (5(9) c BO.1))
Existe k € K tal que ||x — k|| < & — €, ou seja, x — &, = k+x—k — &, € Ky, pois
x—k—gll <[x—K]|+elyll <&e1 —e+e=e&.

Como f = xk,,

= o (v)dy
<1

— [o0ay () BO.D)
=1
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Observacao 2.1.11. O Teorema 2.1.8 nos mostra que, dada ¢ € C;°(Q2), temos ¢ € C. (Q),
para cada € > 0. Isto €, a partir de uma fungdo-teste somos capazes de obter uma infinidade de

fungdes-teste.

Um ultimo requisito antes de definirmos distribui¢des é a nog@o de convergéncia em C;’

a qual serd estabelecida pela seguinte definicdo.

Definiciio 2.1.12. Uma sequéncia (¢;) jen de fungdes-teste em Q converge a zero em C; (L)
quando

i) Existe um compacto K C Q tal que S(¢;) C K, Vj € N;

ii) Vm € N, as derivadas de ordem m das fung¢bes ¢; convergem uniformemente a zero quando

Jj —> oo,
Definicdo 2.1.13. Dizemos que ¢; — ¢ em C; () quando ¢p; — ¢ — 0 em C(Q).

Observacio 2.1.14. E possivel dotar C () com uma topologia de forma que a convergéncia
nesta topologia coincida com a dada pela defini¢cdo acima (veja [14]). No entanto, esta topologia
ndo provém de uma métrica.

Suponha, por absurdo, que p é uma métrica tal que p(¢,¢,) — O se, e somente se,
on—¢ —0em C°(Q).

Seja {K,},._, uma sequéncia de compactos tal que UK,, = Q.

Pelo Corolario 2.1.10, para cada n € N existe ¢, € C (Q) tal que ¢,(x) = 1 em uma
vizinhanga de K,,. Note que se {& j};"zl € uma sequencia de nimeros positivos que converge para
zero entdo, para cada n € N fixo segue que £;¢, — 0, em C;” quando j — +oco. Consequentemente,
para cada n € N existe j, tal que p(g;,¢,;0) < % Deste modo, teriamos €;,¢, — 0 quando
n— 4o (ie., €,¢, = 0 em C;()). Mas isso é um absurdo pois Q = UK,, C US(¢,) =
US(€j,¢,) C Q, implicando US(€;, ) = Q (consequente ndo existe um compacto em £ contendo
US(€j,¢,) e isso impossibilita que €;, ¢, — 0 em C (2)).

Portanto, nossa suposic¢ao inicial € falsa e concluimos que a topologia nao provém de

uma métrica.
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3 DISTRIBUICOES
3.1 Distribuicoes

Definicao 3.1.1. Seja Q C R" aberto. Uma distribui¢do em Q é um funcional linear sequencial-
mente continuo, u : C; (Q) — C.

O espago das distribui¢des em Q é denotado por Z'(Q).

Em outras palavras, uma fungo u : C;°(Q) — C é uma distribuic@o se dadas y; e vy,
fungdes-teste em Q, A € C e (¢;) jey uma sequéncia de fungdes-teste em Q, tem-se
L. u(y1+Ays) =u(y;) + Au(y,) (linearidade);
2. Se ¢; = 0em C;’ (), entdo u(¢;) — 0 = u(0) (continuidade).

Por vezes, é conveniente denotar (u, ¢) em vez de u(¢).

Exemplo 3.1.2. Considere Q C R" aberto. Defina (6,¢) = ¢(0), ¢ € C'(Q).
Dadas yi, y» € CZ°(Q) e A € C, temos

(0, y1+Ay2) = (y1+Ayr)(0)
= y1(0) + 1y (0)
=(8,y1) +A(8,y)

Além disso, se ¢; — 0 em C; (L), entdo ¢; — 0 pontualmente. Em particular, ¢;(0) — 0,
ou seja, (8,¢;) — 0.

Portanto, 6 € uma distribui¢ao. Chamamos 6 de distribuicdo delta de Dirac.

Exemplo 3.1.3. Definamos (7', ¢) :/ lt|¢’()dt, ¢ € CZ(R).
Sejam y1,y, € CI'(R) e A € C. Entio,

Toyi+aye) = [ v +2y3) o)
= [ vt o)+ 2o
— [ 1O+ a0
= [ iviodr+2 [ rlvar
(T, y1) +A(T, yn)

Seja (¢;) jeny uma sequéncia de fungdes-teste em R convergente a zero em C; (R). Por
defini¢do de convergéncia em C;°, existe um compacto K C R tal que S(¢;) C K, Vje Ne

(p]’- — 0 uniformemente quando j — oo.
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Sendo assim,

lim (7.9,) = lim | |rlg}(r)ar

e

:/K|tylim ¢’(t)dt

jos
- / £|0dt = 0.

Deste modo, concluimos que 7 é uma distribuicao.

Exemplo 3.1.4. Seja f € L},.(Q), onde Q C R" é aberto.
Defina (Ty,¢) = /fq)dx, o €C(Q).

Mais uma vez, considere Y1, y» € Co'(R) e A € C. Assim,

(Tr,y1+Ay,) Z/f'(llflJr?LIVz)dx
:/flVldx+7L/l//2)dx
:<Tf7W1>+A'<Tf7W2>

Se ¢; — 0 em C;'(Q), entdo existe K C & compacto tal que S(¢;) C K, Vj € Nee,
sabendo que ¢; — O uniformemente dado € > 0, existe jo € N tal que j > jo implica em
|9;(x) — 0] = |¢;(x)| < €, para cada x € R".

Assim, dado € > 0, tome € =

|9;(x)] < e

Dai, j > j; implica em

€
W. Existe j; € N tal que j > j; implica que
K

|/Kf¢jdx|S/K|f||¢j|dx<81/K|f|dx<8.

Portanto, (T7,¢;) — 0.

Logo, Ty € uma distribuicdo.

E interessante notar que se (T, @) = (T,, @), para f,g € L},.(Q) e para toda ¢ € CZ(Q),
entdo f =g q.t.p.

Com efeito, considere K C Q compacto. Se h=f—ge a € C. (Q) é tal que ax(x) =1
em K, entio ah € L}, (R"), estendendo por zero fora de Q.

Considere
(@he(r) =& [(@n) ()0 (2 ) dy = (T7.B) ~ (T, B) =0,

onde B(y) = £ "¢ (’%) e Co(Q).
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Portanto, quando € — 0, pelo Corolédrio 1 do Teorema 2.1.8, «h =0 g.t.p. e, em particular,
h(x) =0 g.t.p. em K. Considerando uma sequéncia de compactos K, tais que UK, = Q,
concluimos que f = g q.t.p.

Doravante, quando ndo houver confusao, denotaremos 7Ty = f. Deste modo, identificamos
L}, .(Q) como um subespago de 2'(Q).

Esta identificag@o nos permite interpretar muitos espagos de fungdes, como por exemplo
LP(Q) (para p > 1), como subespagos de Z'(Q).

Esse ¢ um dos principais motivos para distribui¢des também serem conhecidas por

funcdes generalizadas.

Exemplo 3.1.5. Defina 7(¢) = / 10'(1)|dt, ¢ € C(R). Assim,

7(0-26) = T(~9) = [ 16'()la.
Por outro lado,
7(0)+T(-29) = [16/O)lde-+2 [10'(0)lar =3 [ 16'(0)a.
Portanto, em geral, T(¢) 4+ T (—2¢) # T (¢ — 2¢). Deste modo, T ndo ¢ distribuicdo.

Exemplo 3.1.6. Seja u uma medida definida na o-4lgebra dos subconjuntos borelianos do aberto

Q C R" e suponhamos que, para todo compacto K C Q, t(K) < eo.

Defina (i, ¢) = /Q¢du, ¢ € C(Q).
Se w1,y € C2(Q) e A € C, entdo

(W, v1+Ayn) :/Qt/f1+/’ttlfzdu =/ledu+/’t/gwdu = (W, v1) +A{y2).
E, se ¢; — 0 em C; (L), entdo existe um compacto Ko C Q tal que
0= (.0l =1 [ gyl < [ 16jldu < [ lsupg;(x)lan = lsupo () 1(Ko) 0
Ky Ky Ky
= (1, 9;) — 0.
Logo, (1,-) é uma distribuicao.

Em outras palavras, as distribui¢des sdo suficientemente gerais para incluir todas as

medidas localmente finitas.
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3.2 Operacoes com distribuicoes

As operagdes de adi¢ao entre distribui¢des e multiplicacdo de um escalar complexo por
uma distribui¢io sdo definidas como se segue.
Seja Q C R" aberto. Dadas uy,us € 2'(Q), ¢ € C*(Q) e A € C, definimos
L (uy+uz, @) = (u1,9) + (u2, 0):
2. (Aur,¢) = A(ur, ).

Para definir operacOes mais gerais, precisamos definir algumas ferramentas.

Defini¢io 3.2.1. Dizemos que um operador linear 7 : C; (Q) — C.° () é continuo em C; (Q)

se T¢; — 0 em C(Q) sempre que ¢; — 0 em C; ().

Defini¢io 3.2.2. Sejam L e L' operadores lineares continuos de C°(Q) em C°(Q). Dizemos que

L é o transposto formal de L', e vice versa, se

[ woywar= [ otyiax, o.yecs(@). G.1)
Q Q

Uma vez que, para o € C;. () e para todo compacto K C Q,

[loax= [ jo@ldr< sup oW [ dv<on
K KNS(¢9)

xeKNS(¢) KNS(9)

temos C*(Q) C L}, .(Q) C 2'(Q).
Deste modo, na defini¢io 3.2.2, ¢,L¢, w, L'y € L}OC(Q). Assim, podemos interpretar a

equacao 3.1 no sentido das distribui¢des da seguinte maneira

(Lo, ) =(¢,L'y).

Neste caso, é possivel estender o operador L a um operador L : 2'(Q) — 2'(Q).

De fato, defina
(Lu,y) = (u,L'y), uecZ'(Q),yeC(Q).

Sejam, uj,up € 7'(Q), A € C, y € C°(Q) e (y;) jen tal que y; — 0 em C7°(Q). Temos
(L(ur +Auz), ) = (ui +Aup, L'y)
= <M1»L/‘V> +)L<u27L/II/>

= <Z’u17 lll> + l<l~‘u27 W>
Observe que Lu é uma distribui¢io, pois se ¢ ; € uma sequéncia de fungOes-teste que

converge a zero em C,. (), entdo
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lim (Lu, ¢;) = hrn n (u, L'¢))

Jj—oo
= (u.L'(lim 9,)

= (u,0) =0

Deste modo, / (Lu)ydx = (Lu,y), isto é, L € L} e Ly = L¢, concluindo que L é uma
extensdo do operador L.
Frequentemente, a definicdo de operacdes com distribui¢cdes serd feita via transposto

formal.

Exemplo 3.2.3. Produto por uma func¢io C™.
Seja f € C*(Q). Definimos L : C; (Q) — C°(Q) por (L) (x) = f(x)9(x).
O transposto formal de L € ele proprio.

Com efeito, dadas ¢y, ¢, € C; (Q),

Lo1.62) = [(Lon)(a()d
— [110ar ()00

= / 01 ()L (0)02(x))dx

Além disso, para A € C,

(L(91+22))(x) = f(x)-[91(x) + A2 (x)]
= f(x)91(x) + A f(x)¢2(x)
(L1)(x) + A (L) (x)

e, para (¢;); tal que ¢; — 0 em C7(Q), (L¢;)(x) = f(x)¢;(x) — 0 quando j — oo.

Ainda mais, existe K C © compacto tal que S(¢;) C K, Vj € N, ou seja, temos S(f - ¢;) C
S(¢;) CK,VjeN.

Por dltimo, d%*¢; — 0 uniformemente quando j — . Logo, d%(f¢;) — 0 uniformemente
quando j — oo, Va € N", pois d%(f) | € limitada ja que é continua em um compacto.

Assim, a multiplicag@o por uma funcgio C™ fica definida por

(fu,9) = (u, /).
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Exemplo 3.2.4. Derivacao.
Sejam (x1,x2,...,x,) coordenadas cartesianas em Q. Defina L = It
Xj
L é linear, pois dadas f,g € C°(Q) e L € C,

d Jd d
L(f+Ag)= a—xj(f+/lg) = a—xjf+7ta—xj = (Lf)+A(Lg)-

Se ¢; — 0 em C7°(Q), entdo existe um compacto K C Q tal que S(¢;) C K, Vj € N.
Como o complementar de S(¢;) ¢ um aberto onde ¢; = 0, temos que L¢;, neste aberto, é
nula. Deste modo, S(L¢§;) C S(¢;), Vj € N.

)
Seja oo € N”. Uma vez que 0*L¢y, = (90‘& = 9% ¢ ¢, temos 0*(L¢y) — 0 uniforme-

dx j

mente em C;. (Q) sempre que ¢ — 0 em C;. (Q).
Portanto, L é um operador linear continuo em C; (Q).
Agora, considere y, ¢ € C. (Q).

Pelo Teorema de Fubini e integragao por partes,

/3_¢x X = / /8 xX)dxidxs...dxj1dxjdxjs...dx,
/ / ax; (¥)dxjdxidxs...dxj1dxji...dx,
/ / / (x)dx;— /¢ 31//( x)dx;|dxy...dx;_1dxjiy...dx,
Xj
/ /¢ (x)dx;dxidxy...dx;_1dxjq1...dx,

/ / 0 () 2 (1) dxyds...dx,
-/ ¢<x>—

Portanto, o transposto formal de L = — ¢€ I!=—— e dadaue @'(Q), definimos

ox; ox;

0 d
<a_xjuv¢> - —<I/t, 8_x]¢>

Exemplo 3.2.5. Operadores diferenciais lineares.
Uma caso particular de operador diferencial linear € obtido como se segue.
02 du a¢
SejaL=A= ——. Com duas aplicacoes de ,0) = —(u,—), temos
j kZ 2 plicag (5 o, 9)=—( axj>

(Au,¢) = (u,A9), uecP'(Q),¢cCr(Q).

Mais geralmente, um operador diferencial linear com coeficientes constantes em C™ é
uma combinacéo linear de deriva¢des e multiplicagdes por fungdes C™.
Logo, podemos aplicar os exemplos anteriores reiteradamente para determinar o trans-

posto formal de todo operador diferencial linear.
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Exemplo 3.2.6. Mudanca de varidveis.
Seja T : Q@ — Q um difeomorfismo, i.e., uma bijecdo de Q sobre Q tal que T e T~ ! sdo
de classe C*.

Defina Ly =¢@oT, ¢ € C°(Q). Para ¢1,¢, € C.(Q) e A € C, temos

Lr(g1+A¢2) = (1 +A¢)(T)
=01(T)+A2(T)
= Lr(¢1) +AL1(¢2).

Note que S(¢poT) =T ! (S(¢)). De fato,

x¢S(@oT) < (¢oT)(x)=0
< ¢(T) =0 em uma vizinhanga de x
& T(x) ¢£5(9)
ex¢ T (S(9)).

Como 7! é continua e S(¢) é compacto, temos S(¢ o T') compacto. Logo, Ly € C(Q).
Para encontrar L., consideramos a integral a seguir e aplicamos o Teorema de mudanga

de variaveis

Jorm) vty = [o@w (T () /(T (@)ax.

Assim, somos impulsionado a definir Ly y = [J(T ™! (x))|(woT71).
Como a matriz jacobiana de Y~! é ndo singular e seu determinante é nunca nulo,
IJ(T~!(x))| resulta diferencidvel.

Quando u € 2'(Q), definimos entdo

(wo T, ) = (u,]J(T~'(x)|(woT™H)).

Exemplo 3.2.7. Translacao.
Seja a € R". A fung¢io 7, : R" — R" dada por 7,(x) = x — a, define a translagdo de
¢ € C7(Q) como a fungdo @,(x) = ¢ o 7,(x) = §(x—a).

Se u € Z'(R"), a translacgdo de u se define como no exemplo anterior, i.e.,

(Ua, ) = (U074 ¢)
= (u,|J(t77 (x))| (90T h))
= (u,¢po1, ")

= (u,¢07T_q).
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Assim, obtemos

(Ua; 9) = (u, (- —a)).

Exemplo 3.2.8. Reflexao.
Seja Q um aberto simétrico em relag@o a origem e consideremos o (x) = —x. Assim,
definimos a reflexdo de ¢ por ¢(x) = (¢ o @)(x) = ¢(—x).

Logo, dada u € 9’(52), definimos sua reflexao por

(#,9) = (uoa,¢)
= (u,|J (o™ (x))|(poa™))
= (u,9oa)
=(u,¢), Vo eC(Q).

3.3 Derivadas distribucionais e derivadas classicas

J4 estabelecemos uma nogio de derivagio para uma distribuicio u € 2’ (Q) através da

J

equacao

E natural que surjam algumas perguntas. Uma delas €: "como se relacionam as derivadas
distribucionais com as derivadas no sentido cldssico?"
A titulo motivacional, considere f(x) uma fung@o real de varidvel real continuamente

d
diferencidvel em R. Uma vez que d_f € L},.(R) temos que
x

(G0) ==(r %)
—/ <d—¢’

_ f
R dx

emque ¢ € C2°(R) e S(¢) C [—a,a]. Sendo assim, a distribui¢éo derivada da distribui¢éo definida

Jar
L)

—¢dx,

por uma fung¢ado continuamente diferencidvel coincide com a distribuicdo definida pela fungdo
derivada da fun¢ao continuamente diferencidvel. Deste modo, podemos interpretar a distribui¢ao

derivada de uma distribuicdo como uma generalizacao da derivada de uma fungdo. Por esse
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motivo é comum usar os termos derivada distribucional (ou derivada no sentido das distribui¢des)

para a distribui¢cao derivada de uma distribui¢ao e usar o termo derivada cldssica para a fungao

derivada de uma funcao.

Agora, considere f € C' (R—{0}) tal que lir(r)l+ flx)=£(01), lil(l)l f(x)=f(07) existem
X— x—0~

d
e sdo finitos. Denote por {f'} := d_f definida para xy # 0 e suponha que {f'} € L}OC(R). Para
x
calcular f’, a derivada de f no sentido das distribui¢des, basta observar que se ¢ € C2°(R) (com

S(¢) C [-N,N)), entdo
N
(9) =—(r9) == [ foldx
—/_(jvf(p/dx—/oNf(])'dx—— lim / fo'dx— hm / fo'dx

—-N N
— lim [ f¢/dx— lim / £0'dx
€ =01 Je

e—0"
= i [0 [ o im [~ o) [ (1100
= Jim [f(-Mo(-0) = s(e)o(e)+ [ ((r10)ax]
+glg(r)1+[—f( o+ s@s(e) [ (110)a

— (0" +/ ({f'19)dx+ F(0T)$ +/ ({/"y9)dx
— [f(o+)— f<o—) ¢(0) + / N<{f’}¢)dx

Portanto, temos (f',¢) = [f(07) — £(07)]¢(0) —i—/R{f’}q’)dx. Em particular, podemos

considerar a famosa fun¢ao de Heaviside

1 sex>0

0 sex<O.

Como H(0") = lim H(x) =1, H(0") = lim H(x) =0 e H'(x) = 0 (quando x # 0),

x—0t x—0—

temos
(H',9) = [H(0") = HO)0(0)+ [ {H'}odx = (1-0)9(0)+ [ 0-dx=9(0).

para cada ¢ € C;’(R). deste modo podemos concluir que derivada distribucional da fungdo de

Heaviside € a distribuicao delta.

Voltando ao caso geral, podemos escrever { '} nas seguintes formas

f={f+1f07)—1(07)]8
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ou

(f',0) = {f'},0) +[F(07) = £(07)](5,9).

Observacao 3.3.1. Uma importante observacdo é que apesar de termos identificado o espago das
fun¢des localmente integraveis como subespaco do espaco das distribui¢des, existem fungdes
que nao sdo localmente integraveis e podem ser interpretadas como distribui¢des. O exemplo a

seguir, ilustra este fato.

1 1
Exemplo 3.3.2. Seja f(x) = —. Uma vez que / ‘— ‘dx = oo, para toda vizinhanca, V, da origem,
x vix

d{loglx[} 1

temos f ¢ L} _(R). Por outro lado, dado x # 0 temos que ¥ = — e g(x) =log|x| é
x

localmente integravel, pois

a a
/ |log|x||dx = —/ log|x|dx = [x(log]x] — 1)] _Z =2a
—a 4

para cada a > 0 (ja que, lin(1)t(log|t| —1) =0) e log|x| é continua para x # 0.
r—
A seguir estudaremos a distribuiciio g’.

Se ¢ € CZ’(R), com S(¢) C [-N,N], entdo

(§.0) = (5.0 = [ toghig'()a
- —&‘1_15(1)1+ [/ log\x\gb'(x)dx—k/ log]x]q)/(x)dx}
:_8128 <[ )log|x|]~& / “ox dx—l— (x)log\x\]lgv—/:v@dx)

= lim {[¢(—s)—¢(8)}log(8)+ wdx}

£—07T |x|>e X

Pela desigualdade do valor médio,

0() — o(—¢)] < [|9[|--|2¢].

Assim, como lirr(l) elog|e| = 0 concluimos que
E—

(¢,0) = —(logx, ¢y — Tim [ gy

e—0"t ‘x‘>g X
1 1
A distribui¢do definida acima € dita Valor Principal de — e se denota por V.P.—.

X X
Exemplo 3.3.3. J4 definimos anteriormente o produto de uma fung¢do f € C*(R) por uma
distribui¢ao T através da igualdade (fT,¢) = (T, f¢). Com isso em mente, se f € C*(R) e
¢ € CZ(R), entdo

(f6,9) =(5,f¢) = f(0)5(0) = f(0)(6,9),
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ou seja, f6 = f(0)0 e s6 o valor de f em x = 0 é relevante no produto f9J.

Analogamente,

(f8',9) =(&'.f9)
—(8,f'9+19")
—((8.1'0)+(8.9"))
—[f(0)¢(0)+£(0)9'(0)]
=—((f'(0)8.¢)+(f(0)8,¢))
= (£(0)8",¢) — (£'(0)8,9).
Portanto,

f8' = f(0)8" - f(0)3.
. .
Outro caso € x-V.P.—, pois
X

(x-V.P.— ,¢> <VP— x¢) = lim x-@dx: lim o (x)dx=(1,9).

e—=01 Jix|>¢ X e—=0" Jix|>¢

1
S.x-V.P-=1.
X

Observagio 3.3.4. Sejamu € 2'(Q), f € C*(Q) e ¢ € C7(Q). Temos,

<(9%(uf),¢>> ——<uf,a%¢>
=—<u,faixj¢>
:_<u (f¢) Idf
:_< (f9)

" dx; _(9_x1>

’aaxj> < 8f¢>
0
:<3_:j’f¢>+<8_£-u’¢>'

d
Portanto, (u f) = 8 f +u 8f no sentido distribucional, i.e., a Regra de Leibniz
X

para a derivada do produto de duas fungdes € vilida quando um dos fatores € uma distribuicao.

du
8x,~

coincide com a distribui¢do definida por f), entdo u € diferencidvel em relagio a x; e F f
M
J

Teorema 3.3.5. Se u e f sdo continuas em Q C R" e { } = f (a derivada distribucional de u

(no sentido classico).
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Prova: Suponha inicialmente que K = S(u) é compacto. Entdo, escreva
g = [u0)2[o(* )]y
. ()]
o(%))
jo(
oo

(g0
/5—)
= 0)

= fe-

Decorre do Teorema 2.1.8 que ug — u ¢ —— — f uniformemente quando € — 0. Entdo

ax]
du

F f no sentido usual.
Xj
No caso geral, seja xg € Q. Considere uma fung¢@o corte y € C. (Q) tal que y(x) =

numa vizinhanga de xy. Deste modo, S(yu) C S(y) é compacto e

2 2 duy 9
G} =grurv{a =g et w

€ continua por hipoétese.

Assim, se g = {gwu—l— l//aa } entao

Sl =& [ w3 [o () oy
:‘8_”/ <"’”>aiyj[¢()?ﬂdy
= (5. (* y)>
/ ay, W?)dy
= [ ab) dy

= 8e-

J 9
Portanto, (Yu)e — Yue I (wu) — g uniformemente quando € — 0. Entdo, ((;W) =g
Xj Xj

no sentido classico.

N _ . Oyw) (99 du du _[ouy _
Na vizinhan¢a onde y/(x) =1, 8x]~ { 8x] U+ y—-—— ax] } sereduz a 8x, { 3)6]'} =f.
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Como x foi tomado de forma arbitraria, provamos o que queriamos. 0
No célculo de variagdes € 1til considerear uma funcéo de trés varidveis F (o, 3,7) sufici-

entemente diferencidvel e se procura minimizar a integral

I(u) = /abF(u(x),u/(x),x)dx

na classe das fungdes u(r) € C'([a,b]).

Se u é uma soluc@o do problema e ¢ € C.°(a,b), entdo a fungio
g(t)=Iu+t9), teR

tem um minimo em ¢ = 0. Logo, g'(0) = 0.

Considerando F = F({p, ,x) e derivando sob o sinal de integragdo, obtemos

b/ oF oF
g0)= [ (55,0+ 5¢9)dx=0. 0 €CTlab) (3.2)
_ oF , JoF , . . ~
As fungdes de x: f(u(x),u (x),x) e ﬁ(u(x), u'(x),x) sdo continuas e a equagio 3.2
0

significa que esta derivada também o € no sentido classico.

Entéo a fungdo minimal u(t), se existir, deve verificar a equac@o de Euler-Lagrange:

% (8—F(u,u',x)) = a—ﬁ;(u,u',x).

aC FYe

Este resultado foi obtido por Du Bois-Raymond no século passado.

3.4 Derivadas e Primitivas

Sabemos, pelo teorema fundamental do célculo que, se f : R — R € diferencidvel em
(a,b) e f'(x) =0, para qualquer x € (a,b), entdo f é constante em (a,b). No caso distribucional,

temos o resultado a seguir
Teorema 3.4.1. Se u € Z'(a,b) e ¥’ = 0, entdo u é constante.

Com o objetivo de demonstrar o Teorema acima, demonstraremos o seguinte lema.

Lema: Uma func@o-teste, ¢ € C; (a,b), é a derivada de outra fungio-teste, y € C;. (a,b)
se, e somente se, /R ¢(x)dx=0.

Prova do lema: Com efeito, se ¢ = y' e S(y) C [-N,N], entdo

0=w)—y(-N) = [ W= [ ot
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X
Por outro lado, se / ¢ (x)dx = 0, entdo definindo y(x) = / ¢ (t)dt, para x € (a,b)
temos que Y’ (x) = ¢(x) para cada x € R. Consequentemente, ¥ € C*(RR). Mais ainda, y(x) =
quando x € R\ S(¢) C (a,b). Concluindo que y € C; (a,b).

Prova do teorema: Seja ¢ € C; (a,b) tal que / ¢o = 1. Dada ¢ € C_’(a,b), escreve-
S5(9o)

000 =000+ [( [ owar)ono—( [ owar)antx)
0= ([ owadr)gnx)] +( [ owar)ont)
X+ ( / 0(1)dr) ol
onde v/ (x / o (1) x) (para alguma fungdo teste Y obtida pelo Lema acima).

Por hlpotese,

<M?V/> = —<M/allf> = _<07 W> =

Portanto,
(0.0) = () + (u ([ 6)dr)go) = [ (1)t g0) = (1,6} ().

Se ¢ = (i, o). entao (u,9) = c(1,9) = (¢, §), ¥ € C(a,b).

Logo, u = ¢ = (u, ). Assim como queriamos. O

Corolario 3.4.2. Seu € 7'(a,b) e u®) =0, entdo u é um polindmio de grau menor ou igual a

k—1.

Prova: Pelo Teorema 3.4.1 o resultado € vélido para k = 1.

Suponha valido para k — 1 € N.

Sev=ukDey = 0, entdo pelo Teorema 3.4.1, existe uma constante c tal que v = c.
Dai,

k—1

X (k=1)
_ _ =
(u C(k—l)!> =u c=v—c=0.

Pela hipétese de inducio,

s k=2
. ]:0

Portanto,
k—1 c

U= a-xj, a1 = . O
J;) / (k—1)!
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Corolario 3.4.3. Toda distribuicdo u € Z’(a,b) tem uma primitiva.

Prova: Seja ¢y € C. (a,b) tal que /(po = 1. Escreva

FO)0 = [_[o0)~ ([ ods)ontn)]ar. ¢ ecriap)
Como S(F(9)) C S(¢)US(dy), defina
(1:0) = ~(0F (9)).
Sendo assim,

(820)=~(022) = r(4)) = e

Para ¢ € Ce ¢, ¢, € C; (a,b), temos

g+ 62) = (i [ [(@or-+02)0) = [ (@gr+02)(5)ds)n(0)] )

—o0

— ([ [(@on® - ( [ (@on)w)as)wio)]ar+ [ [gate)~ ([ ar(s)ds)au0)]ar)

——a(u [ [ort)~ ([ ors)as)on(o)]a) = (u. [ [o26)~ ( [ on5)as) o(e)] )

= (X<V7¢1> + <V,(P2>.

E se (), é uma sequéncia de fungdes-teste em C;”(a, b) convergindo a zero em C; (a,b),

0:00) = (. [ 01~ ([ 0n(s)ds) dolo)]ar)

— —<u,/x [0— (0)¢O(l)]df> = —(u,0) =0,

— 00

entao

quando n — oo,
Portanto, v € 9'(a,b) e v/ = u. Ou seja, u possui primitiva. O
Consideremos uma fungdo crescente ¢¢(x) num intervalo finito [a,b] e ¢ € C. (a,b). Uma
vez que o € crescente e ¢ é continuamente diferencidvel, podemos considerar a integral de

Stietjes e aplicar sua férmula de integracdo por partes (para um leitor interessado, conferir [11]:

/ab¢d0€ =¢(b)a(b) — ¢(a)a(a) —/ab adp = —/ab odg = —/ab ¢/ dx.

A tltima igualdade € justificada pelo Teorema 6.17 de [11].
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Em notagdo de distribui¢des, temos

(@.0) = ~(e.¢') = [ ¢da

que expressa o fato de que a derivada de uma funcdo crescente ¢ uma medida positiva.
Por outro lado, se u € %' (a,b) é tal que (u',9) > 0,V¢ € C(a,b), ¢ > 0, o Teorema de

Riesz (veja [12]) afirma que existe uma medida u, finita sobre compactos, tal que

W)= [odu, ¢ €Clab).

Esta integral coincide com a integral de Sieltjes gerada pela fungao mondétona crescente

definida por:

com ¢ € (a,b), u({c}) =0.

Assim,

W) = [odu= [ gda=(a.9).

Portanto, (u— &) =0em 2’ (a,b) > u—a=keCem 9'(a,b) = u=a+kem
P (a,b).

Sendo assim, provamos o

Teorema 3.4.4. Sejau € 9’(61, b). Entao, u' > 0 se, e somente se, u é uma fun¢io monétona

crescente. O

3.5 Particoes da unidade

Definicao 3.5.1. Seja Q C R" aberto. Uma sequéncia (¢;); de fungdes-teste em Q se diz uma
particdo da unidade quando

1. Para todo ponto x € Q, existe uma vizinhanca V, de x tal que o conjunto

{j eN; VinS(¢9;) # 0}
¢ finito;
2. Z oi(x)=1,Vxe
j=1
3.0<¢;(x) <1, VxeQ,VjeN.
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Note que, para x € Q fixo, se V € a vizinhanca de x descrita pela definicdo 3.5.1 ey € V,,

entdo a soma Z ¢;(y) tem um niimero finito e fixo de termos que s6 dependem de y. Ou seja,
j=1
localmente, a série € uma soma finita e, em particular, convergente. Deste modo, localmente, a

série pode ser diferenciada termo a termo.

Definicdo 3.5.2. Dada uma cobertura aberta V = (V) gea de Q, dizemos que uma particdo da

unidade (¢;); estd subordinada a cobertura V se, para todo & € A, existe j € N tal que S(¢;) C V.

Teorema 3.5.3. Toda cobertura aberta ¥ de um aberto Q C R" admite uma particdo da unidade

subordinada a ¥'.

A demonstracdo do Teorema 3.5.3 requer técnicas que fugiriam do nosso foco no presente
texto. Sugerimos a leitura da demonstracio feita em [9].

Para nossos propdsitos, serd suficiente uma versao mais fraca do Teorema 3.5.3.

l
Teorema 3.5.4. Seja K C R" compacto. Considere Vi, ...,V abertos tais que K C U V;. Entao
j=1
existem fungdes ¢; € C; (V) tais que

l
LY ¢j(x) <
=

l
2. Z ¢;(x) = 1 numa vizinhanga de K;

J:
3.0<¢;(x) <L, xeR", je{l,.. 1}

!
Prova: Para cada j € {1,...,/}, escolhemos K; C V; de forma que K C U K;.
j=1
Agora, considere fungdes y; € C;. (V;) tais que 0 < y; < 1 e y; = 1 em uma vizinhanga

de Kj.

Defina ¢; = vy e ¢ = l//kH —y;), parak € {2,...,1}. Assim,

[ [—1
Z =yi+vw(l—y)+ - +y (1 - ).

J=1

Ademais, se [ = 1, entdo quj yi=1-1+y;=1—(1—yy).
j=1
Suponha que, para algum k € {1,...,/ — 1}, vale a igualdade

k

k
2,14’1' Hl—‘lfj
=

j=1
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Para k+ 1, temos

k+1 k k
Y 0 =1-TT0=v)+ v [T0-w))
j=1 =1 =1
k k+1
—(I—w) [TO=—y) =1-TT(1—w)).
j=1 j=1
k k+1
Portanto, Z pj=1- H(l — V).
j=1 =1

l
Como y; = 1 numa vizinhanga de K; e K C U K, entdo Z ¢; = 1 em uma vizinhanga

j=l1 J=1
de K.
Além disso, decorre de 0 < y; < 1,que 0 <1 —wy; <1,Vje {l,...,[}. Logo,
!
0< H(l_%)
j=1
e, assim,
!
0< Z ¢; <1.
j=1

-1

Ainda mais, ¢; =y e ¢; = y; H (1—wy,),Vje{2,...,1}, garantem que
p=

0<¢;(x) <1, xeR"eje{l,.. I}

Isto conclui a demonstra¢do do nosso teorema. 0

Dizemos que duas fungdes continuas fi e f> em £ sdo iguais num ponto x € Q se
f1(x) = f2(x). Nao temos esta nogao de igualdade para distribui¢des, pois uma distribui¢do ndo
estd definida em um ponto.

Entretanto, podemos dizer que

Defini¢do 3.5.5. Duas distribui¢des u,uy € 2’ () sdo iguais em um aberto U C  se, e somente

8¢, <M1,¢> = <u27¢>’ para toda ¢ € CZO(U)

Teorema 3.5.6. Sejam u;,ur € 7' (Q). Se todo ponto de Q tem uma vizinhanga onde u; = uy,

entdo u; = up em Q.

Prova: Sejam ¢ € C°(Q), K = S(¢).Como K é compacto, existe uma cobertura finita

Vi,...,V; de K formada por abertos de € nos quais u| e u coincidem.
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Defina ¢; € C;°(V;) como no Teorema 3.5.4. Podemos escrever

para cada x € R".

Deste modo,

Pela arbitrariedade de ¢ € C7°(Q), concluimos que u; = up em Q. O

3.6 Distribuicoes com suporte compacto

Defini¢io 3.6.1. Se u € 2'(Q), entdo definimos o suporte de u, S(u), como a intersegdo de todos

os fechados de Q fora dos quais u € nula.

Observacao 3.6.2. As definicdes de suporte de uma distribuicdo e de suporte de uma fungao
Llloc coincidem.
De fato, dada u € L},.(Q), denotamos S = S(u) no sentido de fungdes e S» = S(u) no

sentido de distribui¢cdes. Mais precisamente,

S1={x€Q;u(x)=0};

S2= ) Fa
AeA
onde A é a colecao de conjuntos fechados fora dos quais u € igual a distribui¢do 0.
Para mostrar que Sy C S, tome x ¢ S;. Ento, existe uma vizinhanga aberta, V, de x
inteiramente contida em Slc consequentemente ¢ (y) = 0 para cada y € V.
Deste modo, para toda fungdo-teste ¢ € C; (Vy), temos / u(x)¢(x)dx =0.

Sendo assim, concluimos que (u,9) =0, V¢ € C; (Vy), ou seja, Vy C R" — S, assim,

x ¢ S,. Portanto, S, C Sj.
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Por outro lado, S; é fechado por defini¢do. Seja x ¢ S, existe Vy, vizinhanga de x (pois
(S5)€ é aberto), tal que
Ve ()= (N F,1>C — |JFE. (3.3)
AeA AEA
Logo, u é nula em V, e, por (3.3), existe Ay € A tal que Ffo =V,
Ou seja, V¢ € C7(Ff. ).
/u(x)d)(x)dx =0

e, consequentemente, u(x) =0 g.t.p. em FACO.

A ultima afirmac¢do € uma consequéncia do Teorema da Convergéncia Dominada (Teo-
rema 2.24 de [2]).

Uma vez que u € continua, concluimos que u = 0 em F;ﬁ) e u(Vy) = {0}. Ou seja,
x ¢ Si(u). Isto é, S C S».

Assim, provamos que S| = S».

Observacao 3.6.3. Se F' ¢ um fechado relativo de €, entdo Q — F € aberto. Ou seja, dizer que u
se anula em Q — F € equivalente a dizer que as distribui¢des u e 0 coincidem em Q — F. Como
consequéncia, a unido de abertos onde u se anula é um aberto onde u se anula. Este aberto é,

precisamente, Q — S(u).

Defini¢fio 3.6.4. Se u € Z'(Q), definimos o suporte singular de u, SS(u), como a interse¢io de

todos os fechados fora dos quais u é C™.

Naturalmente, dizer que u € C* num aberto U significa dizer que existe uma fungao
feC*(U)tal que
0.9) = [ fodx=(£.9), V¢ €CTV).

Defini¢io 3.6.5. Denotamos por &” (), Q C R” aberto, o subespaco de 2’ (Q) das distribui¢des
com suporte compacto.

O resultado a seguir mostra que podemos estender linearmente uma distribui¢cdo com

suporte compacto ao espago das fungdes C™.

Teorema 3.6.6. Seja u € &' (Q). Existe um tnico funcional linear i : C*(Q) — C tal que

L. @(9) = u(9), Vo € CZ(Q);
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2. @(9) =0se d € C(Q) e S(9)NS(u) = 0.

Prova: Sejau € &'(Q). Defina y € C°(Q) tal que ¥ = 1 numa vizinhanga de S(u).

Se ¢ € C*(Q), escreva ¢ = ¢y + (1 —y)¢ e faca ¢y = py e ¢ = (1 — )9, ou seja,
¢ = @1+ ¢, onde ¢ € C2(Q) e S(¢2) NS(u) = 0, pois ¢, = 0 numa vizinhanga de S(u).

Defina agora ii(¢) = (u,®;), onde ¢ = ®| + P, é uma decomposi¢io de ¢ com P €
Co(Q) e S(Dy)NS(u) =0.

Suponha que ¢ = P3 + P4 € uma outra decomposicdo de ¢ com P3 € C°(Q) e S(P4) N
S(u) =0, entdo P + D = D3+ Py, ou seja, | —P3 = Py — P, com S(P; — D3) = S(DPy —P»)
e S(Py — D2) NS(u) = 0.

Como & — 5 esta suportada num aberto onde u se anula, u(®P; — P3) = 0, ou seja,
(u, ®1) = (u,P3), i.e., a defini¢do de i ndo depende da decomposicio que fazemos.

Portanto, V¢ € C”(Q),

<u7¢> = <u7¢1 +¢2> = <u>¢l> + <u7¢2> = <u7¢> = ﬁ(d’)

Além disso, se ¢ € C*(Q) e S(¢)NS(u) = 0, entdo

<I/~t7¢> = <u7¢1> = <M7W¢> =0.

Agora, suponha que existe outro funcional i tal que 1) e 2) valem para iy em relagdo a
ue&'(Q).
Entao, V¢ € C*,

w(Q) = (g1 + ¢2) = (u, ¢1) = iig(¢1 + ¢2) = iio(9).

Deste modo, i = iiy e a unicidade esta provada. O
Uma pergunta natural que surge apds este resultado € a seguinte: também podemos
estender uma distribuicdo ao espaco das funcoes C™ de maneira a preservar a continuidade?
Veremos a resposta para esta pergunta no Teorema 3.6.12, mas antes precisamos estabelecer a

~ A . 100
nog¢ao de convergencia em c.

Definicdo 3.6.7. Uma sequéncia (¢;); de fungdes C™(£2) converge a zero em C~(Q) se, para
todo compacto K e todo inteiro positivo m, as derivadas de ordem m das fung¢des ¢; convergem

uniformemente a zero em K quando j — oo.
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Observacio 3.6.8. Se uma sequéncia de fungdes-teste em Q C R”, (¢;) ;, converge a zero em
C(Q), entdo existe Ky C Q compacto tal que S(¢;) C Ko, Vj € N e, para todo inteiro positivo
m, as derivadas de ordem m das fung¢des ¢; convergem uniformemente a zero quando j — oo.

Em particular, para qualquer K C € compacto, as derivadas de ordem m das fungdes-teste
¢; convergem uniformemente a zero em K, quando j — oo.

Sendo assim, concluimos que se (¢;); ¢ uma sequéncia de fungdes-teste em  conver-
gente a zero em C;, (), entdo (¢;); converge a zero em C™(Q).

No entanto, se ¢ € C;’(R), S(¢o) C [~1,1] e ¢o(x) =1 em | — %,%}, entdio defina a
seguinte sequéncia de fungdes ¢, (x) = 2" do(n" ' x).

Pela regra da cadeia, ¢/ (x) = 2"n"' ¢{(n"'x). Ao derivar ¢, k vezes, obtemos ¢,§k) (x) =
2_”n_k¢ék) (n~'x).

Desta forma,

10 =27 K0P ().

Uma vez que ¢ € C.°(R), vale que para todo k inteiro positivo, existe uma constante,
C € R, tal que |9 (n~'x) < .

¢’£k)‘ <27"n~*C;, — 0 quando n — oo.

Deste modo,
Uma vez que a desigualdade acima vale para qualquer x € R, a sua convergéncia é
uniforme em R e, em particular, em qualquer K C R compacto. Isto significa que a sequéncia
(¢n)n converge a zero em C(R).
11
Entretanto, por hipdtese, @p(x) = 1 para x € [— X 5] , ou seja, do(n 'x) =1sexe
33
2721
Portanto, ndo pode haver um dnico compacto contendo todos os suportes S(¢,), pois
nn
—=,=| CS(¢).
2.2 st

Logo, (¢,), ndo converge a zero em C; (R), apesar de convergir em C(R).

Apesar do nosso espaco ndo ser normado, vale a seguinte equivaléncia para um funcional

linear em C™.

Teorema 3.6.9. Seja u um funcional linear em C”(Q). Entdo u é continuo se, e somente se,

existem K C Q compacto, ¢ constante positiva e m inteiro positivo tais que

[(u,0)| <c Y sup|D*¢| (3.4)

laj<m K
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Prova: Suponha que a equagdo (3.4) é vilida. Se ¢; — 0 em C*(Q), entdo as derivadas
de ordem menor ou igual a m de ¢; tendem a zero uniformemente em qualquer compacto. Em
particular, sup|D%@;| — 0, para cada ot € N", quando j — oo.

Sendlf) assim, (u,¢;) — 0, pois [(u,9;)| < Y sup|D%@;|e Y sup|D¥@;| converge a

la|<m K loe|<m

Z€10.

Por outro lado, suponha que a equacao (3.4) ndo € vélida.

3

Desta forma, cada K, é compacto e, além disso, para todo K C € compacto, existe

Considere

K, = {x; x| <ned(x,QF) >

S| =

ny € N tal que K C K, (veja a observacdo 3.6.10). Assim, se c =m =n > ng e K = K,,, existe

0, € C7(Q) tal que a equagdo (3.4) ndo € vilida, i.e.,

rni=|(u,9n) >n Y sup|D*¢,| > 0. (3.5)
|a|<n Kn
Agora defina y,, = % Dados K C Q compacto, f multi-indiceen € Ncomn > fB e
I'n
K C K, vale
1
sup Dy < Y sup|D%yy | <
K o <n Kn "
Entretanto,

(ot w) | = [y e, )| = 1,

deste modo u# nao é continua.

Portanto, se u € continua, entdo a equacgdo (3.4) é valida. 0

Observacio 3.6.10. Se K, = {x ;x| <ned(x, QC) > %}, entdo K, é compacto paratodon € N,
pois K, = B[0,n] N C,, onde C, = {x 2 d(x, Q) > %} ¢ um conjunto fechado por defini¢do.
Deste modo, K, é fechado por ser a intersec@o de fechados e € limitado, pois esta contido
em B0, n]. Logo, K, é compacto.
Além disso, se K C Q é compacto, entdo existe r > 0 tal que d(K,Q) > r. Assim, existe
n; € N de forma que nfl <r, ou seja, se x € K, entdo d(x, QC) >r > nil Ademais, pela
compacidade de K, existe np natural tal que K C B[0,n2].

Sendo assim, se ng = max{ny,n,}, temos K C K.
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Também vale uma equivaléncia para os funcionais de C;".

Teorema 3.6.11. Seja u um funcional linear em C, (Q). Entdo u € continuo se, e somente se,
para cada compacto K C Q, existem m inteiro positivo e ¢ constante positiva tais que, para
o €CZ(Q) comS(¢) CK,
[(u,9)] <c ) sup|D%¢|. (3.6)
o] <m

Prova: Suponha que a equagao (3.6) é valida.

Tome ¢; — 0 em C; (). Por defini¢do, existe K C Q compacto tal que Vj € N, temos
S(¢;) C K e, para todo multi-indice o, D*§; — 0 uniformemente.

Por hipétese, existem constantes ¢ € R e m € N tais que a equacdo (3.6) € valida, i.e.,

[(u.0,)| <c ) sup|D%¢yl.

|a|<m

Sendo assim, uma vez que sup [D%¢;(x)| — 0, temos (u, ;) — 0, quando j — eo. Por-
tanto, u € continuo. v
Por outro lado, suponha que existe K C € compacto tal que Vm € N e ¢ € R constantes,
existe uma fungdo-teste com suporte contido em K que ndo satisfaz a equagio (3.6).
Em particular, para cada j € N existe ¢; € C;°(Q) tal que S(¢;) CK e
[, 9)1 > Y. sup|D%g;|. (3.7)

laf<j K

Sejar;:=|(u,¢;)|. Dai, defina y; = & Dado um multi-indice  com |B| = m, temos
-
j

1 1r, 11
sup[DPyj| < Y sup D%y < — Y sup| DY < —L =~ -
ja|<m T lal<j igom

para cada j > m. Sendo assim, DP v; — 0 uniformemente para cada 8 € N" e, uma vez que

S(¢;) C K,Vj €N, concluimos que ¢; — 0 em C;°(Q). Entretanto,

vl =| lwop = 1.

Logo, u ndo seria continuo. 0

Agora, estamos aptos a responder a pergunta feita apds a demonstracdo do Teorema 3.6.6.

Teorema 3.6.12. Sejau € 2'(Q). Entdo, u € &'(Q) se, e somente se, existe um funcional linear

continuo v : C*(Q) — C tal que v|c=(q) = u.
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Prova: Suponha que u € &' (Q). Podemos aplicar o Teorema 3.6.6 para estender u a
um funcional i € C7(Q) que satisfaz as propriedades do teorema linear ii : C”(Q) — C tal que
i|ce(q) = U.-

Seja y € C°(Q) tal que y vale 1 em uma vizinhanga de S(u).

Desta forma, ii(¢) = u(¢y), V¢ € C.'(Q). Ao aplicar o Teorema 3.6.11 ao funcional u
com Ky = S(¢), obtemos que, para certos ¢ > 0, m inteiro positivo e ¢ € C; (Q) arbitraria:

(@, 9)] = [{u,0)| = [, 9w)| < c ) sup|D*(yg)| <" ) sup|D'¢].
|af<n || <m Ko

Decorre do Teorema 3.6.11 que i é continuo em C”(Q), restando, somente, definir v = i.

Por outro lado, supondo que exista um funcional linear continuo v : C*(Q) — C tal que
V| c=(Q) = U, segue pelo Teorema 3.6.11, que existem ¢, m constantes e K compacto tais que

[(v,0)| <c Y sup|D%@|, ¢ cC”(Q). (3.8)

|a|<m K

Se ¢ € CZ(Q) e S(¢p)NK = 0, entdo segue da desigualdade 3.8 que

(.0 = [(40)| ¢ T sup[D0] =0,

o] <m

Portanto, S(u) C K e u € &'(Q). O

Observacao 3.6.13. Seja K, uma sequéncia de compactos definida por

1
K, = {xG]R” x| <ned(x, Q) > —}.
n

Se v, € C7°(Q) vale 1 em uma vizinhanga de K,, entdo dada ¢ € C*(), a sequéncia
0n = OV € CT(Q) € § — ¢, — 0 em C(Q).

Ou seja, podemos nos aproximar de uma fungdo em C”(Q) por uma sequéncia de
fungdes-teste em C;°(Q). Isto resulta em dizer que C;°(Q) é denso em C*(Q).

Uma vez que funcionais continuos que coincidem em um conjunto denso sdo idénticos, o
funcional v do Teorema 3.6.12 que estende u € &' () é tinico.

Isto permite identificar &’ (Q) com o espago das fungdes lineares continuas em C* ().

Exemplo 3.6.14. Se f € L}, .(Q) e f(x) = 0 g.t.p. fora de um compacto K, entdo S(f) C K e
feé&(Q).

Por outro lado, se S(f) = K, entdo f é zero em Q — K e decorre do exemplo 3.1.4 que

f=0gqgt.p.emQ—K.
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Exemplo 3.6.15. Seja K C R? compacto. Se ¢ € uma medida de Borel localmente finita tal que
U(E) = u(ENK), para todo boreliano E, segue que S(u) C K.

Se d6 denota a medida de Lebesgue na circunferéncia unitéria §' = {(cos6,senB) ; 6 €
[0,27]} e, para todo boreliano E C R, entdo definimos U(E) = /S . dO, u é uma medida finita
eS(u)=S"

2n
Se ¢ € C7(R?), entdo (u,¢) = / ¢ (cosB,senb)do.
0

Exemplo 3.6.16. A distribui¢do 8 (lembre-se qued(¢) = ¢(0), quando ¢ € C.°(R")) tem suporte

S(8) = {0}. Analogamente, qualquer combinagao linear de derivadas de 0,
u= Z cqD*8
\05 \Sm
satisfaz S(u) = {0}.
Por outro lado, considere Be = {x € R" ; |x| < €} e escolha ¢ € C;’(R") de forma que

/¢dx: 1,0 >0eS(9)C [x: x| <1}
Defina
fime [ o7 )ar

Entdo, fe = 1 em B € S(f¢) C Bae.
Seu€ 2'(R") e S(u) = {0}, entdo, para y € C2°(R"),

(u, @) = (u, fey), (3.9)

pois S(y(1 - f2)) N {0} = 0.

1
Assim, podemos aplicar o Teorema 3.6.11 com K = B;. E tomando € < 3’ para € €

1
<0, §> e ¢ € C., temos

[(u,9)| <c ), sup|D¥(fed)l- (3.10)

o[ <m

Por outro lado, o desenvolvimento de Taylor de ¢ se escreve como

o(x)=Y, ’%!(O)xauemmx) (3.11)

|af<m

e a estimativa de Lagrange para o resto nos da

IDPRy1 ()] < M P | < 1, 1B < m+ 1,
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onde M é uma constante que depende de ¢ e de m, mas independe de x desde que |x| < 1.
Sendo assim, as equagdes 3.9 e 3.11 nos dizem que

(,9)= Y [Da£!<0)<u,xa>]+<u,Rm+1>=< Y caD%8,9)+ (i, Rus1)-

o <m |af<m

Uma vez que u € &' (R"), (u,x*) estd bem definido.
Ao aplicar a equagdo 3.10 com ¢ = R,,, 11, temos
[(u,Rns1)| <k Y. sup|D*(feRmi1)l. (3.12)
o] <m

A estimativa de Lagrange nos da

sup |DP Ry 1 (x)| = 0(e™ Py, Bl <m+1, £ 0. (3.13)

|x|<3e

No entanto, segue da definicdo de f; que
sup [D% fe (x)| = 0(e 1), (3.14)

Assim, ao aplicar a Regra de Leibniz ao membro direito da equacdo 3.12 e usando as
igualdades 3.13 e 3.14, obtemos que (u,R,,+1) = O€. Visto que R+ ndo depende de €, temos
<u7¢> = < Z CaDa67¢>‘

|a|<m

Portanto, a reciproca da afirmacdo inicial € falsa.

3.7 Divisao de distribuicoes

Dadas u € 2'(Q) e f € C*(Q) o problema da divisio consiste em encontrar v € 2’ (Q)
talque f-v=u.

Se f # 0, em todo ponto, entdo basta tomar v = lu. No entanto, mesmo que f se anule
em algum ponto, pode ser possivel encontrar v.

Por exemplo, se u =1 e f(x) =x, x € R, entdo vy = V.Pé € solucdo do problema. Mais
geralmente, v = vy + ¢6 também € solugdo.

Se w satisfaz xw = 1, entdo xw = xvg = x(w —vg) = 0.

Dai, w — vy se anula para x # 0 e S(w —vp) = {0}.

Segue do exemplo 3.6.16 que w — vy é combinagio linear de § e suas derivadas. Deste

modo, a solugdo geralde xv =1 ¢

1 (oo}
v=V.P—+ Z c, 6
X n=0
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Considere o problema xv = u, u € Z'(R).

Se o € C*(R) e a(0) = 0, segue do teorema fundamental do célculo que,
X 1
a(x) = / o (1)dt = x / o (7x)dT = xBa(x),
0 0

com By (x) = /a'(rx)dr. Note ainda que, By € C”(R). Fixe uma fungio y € C; (R), tal que
7(0) = 1 e aplique o processo anterior a ¢ (x) — ¢ (0)y(x) para obter

000~ 9(070) = [10() = 6(0)Y (1)
=« [0/ - 0(0)7 G)ax

= x[9(x) — ¢(0) — ¢(0)y(x) + ¢(0)7(0)]
= x¢(x) —x¢(0)y(x)

Deste modo, ¢ (x) = ¢(0)y(x) +xB(x), com B(x) € C*(R).

Assim,

0.0)= wp) = (w22 g e com)

Desta forma, se f(x) € C” tem um tnico zero em x = 0, entdo f(x) = xg(x) com
g € C”(R) e a divisdo por x se dé por divisdes sucessivas por x e por g(x) # 0.

A divisdo por fungdes C* ndo analiticas €, em geral, impossivel. Por exemplo, considere
a equagdo

exp(x v =1 (3.15)

Se houvesse solugdo, vy, para a equagio 3.15 em Z'(R), entdo

[(vo,@)] <c Y sup[D%@|, ¢ €CT(R),S(¢)C [0,4].
a=0

Se ¢p € C°(R) verifica ¢o(x) > 0, S(¢) C [1.4] e ¢o(x) € [2,3], entdo @, (x) = ¢o(nx) €
C=,¥neNe S(g) E %]

Ao aplicar o Teorema 3.6.11, temos

m
[(v.9)| < ¢ ) sup|Du], neEN,

a=0

mas
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(v, 0n) <€xp(—x 2) exp(x?)én)
/ 2) o (nx)dx

> exp(xfz)dx

:H\)\

2

>n_lex (n_)
= 14 9 )

m m
¢ Y sup|D%p(nx)| <c ) Can®, CqeRT.

a=0 ¥ a=0

Entretanto,

2
Portanto, teriamos exp <—9 ) <c E COmO‘+1 que ¢ falso quando consideramos o limite

em n. Ou seja, a equacdo 3.15 ndo tem solugio em Z'(R).

3.8 Convergéncia em 2'(Q)

Defini¢éo 3.8.1. Dizemos que uma sequéncia uj € 2'(Q), j € {1,2,...} converge au € 7'(Q)

se (uj,9) converge a (u, ¢) para toda ¢ € C2°(Q). Neste caso, escrevemos u; — u em 2'(Q).

Exemplo 3.8.2. Sejau € 2'(R). Para r € R — {0}, considere a translagio u, de u, i.c.,

(ur, @) = (0, ¢r), ¢ €CO(R), ¢(x) = 9 (x+r).

Agora podemos definir a sequéncia de coeficientes de Newton

uir —u

Se ¢ € C7°(R), entdo

Seja Y, = 1 € CZ(R). Ento, (v, 0) = (1, §s).

Agora, para todo n € N, temos

V) =0 (61— 0)(1) =0 91.(1) = 0(x) =0 ¢ (x4 ) = 0(x) =0,

Portanto, S(y;,) C S(¢1)NS(¢) C K, para algum K compacto.

Além disso, (v, + (])’)(’") — 0, qualquer que seja m inteiro positivo.
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Com efeito,

tim (y, +9) () = (‘tim yi") () + ( Tim 6" ()

n—yoo

Exemplo 3.8.3. Seja (u;); uma sequéncia de distribuigdes em um aberto Q C R". Se u; — u em

2'(Q), entdo
(3030~ 0 30) (30}, o

duj 0
Sendo assim, temos lim —~ = — (lim u i)
j—reo OX; (9x, e

Portanto, sempre € possivel trocar a ordem das operagdes de derivacdo e limite numa

sequéncia de distribuicoes.
Exemplo 3.8.4. Seja¢p € C7(R"), 9 >0e /¢dx = 1. Entdo pelo item c) do Teorema 2.1.8, ¢,
definida por ¢¢(x) = ¢ (;—C) satisfaz,
(P, W) =€~ /l,u —>1;/( ), quando € — 0, y € Cr(R").
Deste modo, ¢ — & em 2'(R").

Exemplo 3.8.5. Seja (f,), uma sequéncia de funcdes em L}, .(Q). Suponha que f;,(x) — f(x)
g.t.p. e que existe funcio positiva g € L}, .(Q) tal que |f,(x)| < g(x). Entdo, segue do Teorema
da Convergéncia Dominada que (f,,,¢) — (f,¢), para toda f € C(Q), i.e., f, — fem Z2'(Q).
Em particular, muitas das convergéncias naturais dos espagos de fungdes implica a convergéncia

em 2'(Q) através da inclusio L], .(Q) C 2'(Q).
Exemplo 3.8.6. Sejam Q C R" aberto,
c 1
Kn:{xEQ;|x| <n, d(x,Q )g-}
n

e ¢, € C () uma sequéncia de fungdes-teste tais que ¢,(x) = 1 numa vizinhanca de K.



54

Dada u € 2'(Q), defina a sequéncia u,, = ¢,u de distribui¢des em £ que possuem suporte

compacto. Para ¢ € C°(Q), temos

(Un; @) = (nit, @) = (u, 9a0) — (u,9)

quando n — oo.
Portanto, toda distribuicdo é limite de uma sequéncia de distribuicdes com suporte

compacto.



4 TRANSFORMADA DE FOURIER
4.1 A transformada de Fourier em S

Definiciio 4.1.1. Se f € L' (R"), entdio a transformada de Fourier de f se define por

~

FIAE) = F(6) = [ #Sptdr, Eerr,
onde x- & = (x,§).

Observacao 4.1.2. Por definicdo,

7O =| [ e rmax| < [l rwlax= [le ) fldx= [ 1feldx= 7]

Dado, € > 0, existe uma constante M > 0 tal que

pois [[ f][1 < ee.

Como a aplicacdo y — ¢” é continua, existe 8; > 0 tal que

&

<§ = eV -1 < ——

em que N > || f]]1.

Dai, se 0 = —l, entdao
M
In| <6 =|xn| <, VxeBl0,M].

Portanto, | < é =,

~

FE+m = FEI< [ 170 fe EH* - e
= [ @l = 1]dx

= ()€ — 1]dx+ |F()]e™ — 1]dx
|x|<M |x|>M
E .
< — d / mx_1\d
7 g FEON [ Ol
€
< — x)|dx+2 x)|dx
< oy P2 [ 1)

< flh+s<Z4f=e
NIy =575 =%

para cada § € R". Logo, fé uniformemente continua.
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Ja vimos que sempre é possivel estender um operador continuo definido em C;” que
possua transposto formal a &’

Porém, se ¢ € C(R"), ¢(&) ndo possui suporte compacto a menos que ¢ = 0.

Deste modo, definiremos um espaco que contenha C; (R") e que seja invariante pela
transformagdo de Fourier para estender a transformada de Fourier, por dualidade, aos funcionais

desse espaco.

Definicao 4.1.3. Denotamos por S(R") o subespago de C”(R") das fungdes ¢ tais que
sup [x¥0P 9| < oo, o, f € N".
X

Observacao 4.1.4. As funcdes de S possuem decrescimento rapido. Mais precisamente, tanto as
fungdes de S, quanto suas derivadas, decrescem no infinito mais rdpido que qualquer poténcia

negativa de |x|.
Observacio 4.1.5. Vale a inclusio S C L},.. Com efeito, seja f € S. Entdo
sup [x*9P f (x)[eo
x
= sup|(1+[x])"97f (x)] <o,

para algum n > |y| (veja [2]). Além disso,

Uil = [17ldx= [ 1feldes [ |fwlax
lx|<1 x>1
1
< 2sup| () |+ sup(* F()) [
X X w|>1 [x]
- Cl + CZa
para N suficientemente grande para que a segunda integral seja finita.

Definic¢do 4.1.6. Dizemos que uma sequéncia ¢; € S, j € N, converge para zero em S (¢; — 0

em S) se x%9P ¢ i(x) — 0 uniformemente, para quaisquer multi-indices «, 3.

Exemplo 4.1.7. Se ¢ € C;’(R"), entdo denotando K = S(¢) temos

sup [x*9P ¢ (x)| = sup[x* 9P ¢ (x)|.

xekK

Como 9P ¢ é continua no compacto K, temos sup [x*9P ¢ (x)| < co.

xek
Deste modo, segue que C;°(R") C S(R").
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Além disso, se ¢, € C’ (R") e ¢, — 0 em C. (R"), entdo existe um compacto Ky C R"
tal que US(¢;) C K e consequentemente 8B¢n(x) — 0 uniformemente em K, para qualquer
multi-indice 3. Sendo assim,

sup [x*9P ¢;(x)| = sup [x*9P ¢;(x)| — 0.
x x€Ky

Concluindo que ¢, — 0 em S(R").

Por outro lado, f(x) = e ¢ tal que 0% f(x) = Py (x) f(x), onde Py(x) é um polindmio
e )}i_r)r;Pa (x)e"x'2 = 0. Desta forma, f € S(R"), mas f ¢ CZ(R").

Ainda mais, se f € S, entdo f' € S.
Teorema 4.1.8. Se f € S(R), entdo ' € S(R) e
FIf1(8) =iEF[f(5), VEER. (4.1)

Prova: O exemplo 4.1.7 estabeleceu que se f € S(R), entdo f’ € S(R).

Por defini¢do da transformada de Fourier, temos
/ f(x *’xédx
= [1e "~ (=i8) [ fx)e4an
=igF [f](§)~

Assim como queriamos. O

Teorema 4.1.9. A transformada de Fourier € um operador continuo de S em S. Mais ainda, dado

¢ € S temos:

)F[D¥$](E) = EXP(E); (4.2)
i F[29()](E) = (—1)“9%9(&). (4.3)

Prova: Vamos comecar provando as equagdes 4.2 e 4.3.

i) Por definicdo,

FID%9)(&) = [e 5 O Llp(olax

Se o = e}, entdo
—léxl J
i 8x]

FID*9)(8) = [ e
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Uma vez que S C L! (4.1.5), podemos aplicar o Teorema de Fubini,

1 ; £y O
o _ —io; —i&x; Y e
FID0I() = [ e [ 5 lotolaxas
onde Oj= Zxk?jk exX= (xl,...,xj,l,xjﬂ,...,xn).
k#j 5
Ao integrar / eI [ (x)]dx ; por partes, obtemos
R 8xj

FID“0)(E) =< [ e o[ fim (e o, + i [ g(dn]as
_¢, /R s /R ¢85 ¢ (x)dx jd %
=& [ e 59w
—55(8).

Para o genérico, aplicamos o processo acima reiteradamente para obter

F[D¥9](§) = F[DU1---D*"9](§) = & - &7 (§) = £% ().

ii) Se a = e;, entdo

Para o arbitrario, o processo acima pode ser aplicado reiteradamente para obter

F[-9()](§) = (-1)I*D*(§).
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* Por fim, suponha que (¢;); ¢ uma sequéncia de fungdes de S que converge a zero em S.

Note que

1£%0L6;(8) = 16 F (o)) (&) = [F(9%{-P9; 1) (&)
< [ |02 9y}

1
< |

+ Y (O‘)cyxﬁya“wj(x) dx

y<a

1 o
< f - n+1 B—vyo—y
_/(1+1x!"“)(1+|| M(y ‘Cx % Vg, (x ’dx

[+ | g (F)ers o oo e

1 . o e
§/de sup(l—l—\x\ +1) Z (’}/) ‘nyﬁ ')/8 y(])](X)‘

xeRn r<o
<C sup ) | x110%¢;(x)|
XER" |y +p|<|ot+B|+n+1
<C Y sup | x"19%¢;(x)| — 0

M +1p|<|a+B|+n+1YER

para certas constantes C,Cy. Concluindo que 6 —Oem S. 0
Corolirio (Lema de Riemann-Lebesgue): Se f € S(R"), entdo f(£) — 0 quando
|E| — oo. O

2
Exemplo 4.1.10. Seja ¢ : R — C definida por ¢(x) = e~ 2. Note que ¢ satisfaz a EDO linear
com PV.I.

9'(x) +x¢(x) =0
¢(0) =1
Ja vimos que ¢ € S, entdo ao aplicar a transformada de Fourier na EDO, obtemos (pelo

Teorema 4.1.9),

1do do

0=i4(8) ;4 () =iz +£0(8)).

ou seja, ¢ (&) satisfaz a mesma equagdo que ¢ (x) e, pelo teorema existéncia e unicidade de

solucdes para EDO’s,

Lema 1. Se f € S, entdo fe S.
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Prova: Seja f € S. Para qualquer multi-indice f3,

1

PE)= G

/ (—ix)Pe i f(x)dx = (—i)PF B f]. (4.4)

Ou seja, fAé de classe C™.

Pelo Teorema 4.1.11 e pela equacio (4.4)
E4fP (&) = (=) P &) FIP £1(E)
= (=)*“PF 9% 1)](€)
(&),

I
o9)

onde g = (—i)*TPa% (P ).

Como g € S C L', g é limitada. Sendo assim, éo‘f(x) é limitada, isto prova que f € S. [J

Teorema 4.1.11. A transformada de Fourier € continuamente inversivel de Sem S e

1
(27)"

F0I0 =600 = o5 [ 96(6)aE, oes. 4.5)

Prova: Temos

[ rwentax=F=8)

78) = s [ € *EFwdx =

1
(27)" (27)"

Ademais, se f € §, entao

1 7 n
1) = gy [ F@E, e R

De fato, pelo que acabamos de ver, se &,x € R”,

F(&)e™ = FIf(-—x)](§).

Como f_, = f(t —x) é somente uma translagio de f(¢), a fun¢do transladada ainda esta

em S. Pelo exemplo 4.1.10,

g | @ = o [ ae

Portanto, a formula de inversdo esta demonstrada.
_kP

Seja ¢ (x) = ¢1(€x), onde ¢y (x) =€ 2.

Aplique a mudanca de coordenadas x’ = £x na defini¢io de ¢ apds escrever a defini¢do

) =f(0=x) = fx(0) =

de transformada de Fourier como produto de integrais unidimensionais para obter (]38(6) =

£, (g) (27)5.



Dai,

= em)t [ylr+a)e o (2)dy

= em? [y(x+5) 0

Como ¢e(z) — 1 e y(x+ g) — Y(x) quando € — oo, temos

[ w&aE =ymen? [o@dz= 2x)"w).

Teorema 4.1.12. Se ¢,y € S, entdo
1. [ §was = [ gy
2. / oWdx = (21) " / S Tdx:
3. Flp+y] =0

o~
~

4. Floy]=(2m) "¢+ y.

Prova:

1. Temos

[owaz = [ [ o0p(E)axa

— [ [owe ’X5W(€>d§dx

2. Pelo Teorema 4.1.11, se ¢ E
FrIB=(m) [ ep(E)at
—(2m) " [ e MB(E)de

= (21)"B.

Ao fazer y = «, pelo item 1:

/de:(zn)"/ﬁ qdx = (271) /ﬁaa’x_ (1) /de

61



62

3. Neste caso

Fl¢ * y] / ’xé/q)x y)y(y)dydx

= / / e 9 (x— y)w(y)dydx
z//e"% x—y)y(y)dxdy

= [w) [ 50— y)axdy
— /1// y /e_ S ¢ (x)dxdy

= /W(y—x)/e_(y_x)é/e_xéq)(x)dxdy

4. Por definic¢ao,

F[(pw:/q)x Y (x)e Edx

e
[ /¢ =8 dxag
/ S
= Qn) "G

4.2 A transformada de Fourier em S’

Definicao 4.2.1. Um funcional linear e continuo em § ¢ dito uma distribui¢do temperada. O

espaco das distribuicdes temperadas se denota com S’

- ¢ um funcional linear continuo em C;, i.e., a restri¢do
de uma distribui¢do temperada ao espaco das fungdes-teste € uma distribui¢ao.

Como C°(R") é denso em S(R"), se ct(x) € C;°(R") e é igual a 1 numa vizinhanga da
origem, entdo para ¢ € S,

e () = o)

n
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em S, pois V3,7 € N",

o7 (9wa(%)) = (070wa(2) + Lopra(t))

que vai a zero uniformemente quando n — oo.
Assim, S’ pode ser identificado como subespago de Z'(R").
Deste modo, temos as seguintes inclusdes: &’ C ' C Z'. A primeira delas serd demons-

trada posteriormente usando o resultado abaixo.

Teorema 4.2.3. Seja u um funcional linear em S. As seguintes condi¢des sdo equivalentes:
a) u é continuo;
b) Existem inteiros M, m tais que
[(.9)| <M Y, sup|(1+[x*)"D%(x). (4.6)
loe|<m ¥
Prova: Suponha que a equagdo (4.6) € vilida. Deste modo, se ¢; — 0 em S, entdo
|p(x)D%@;(x)| — 0 uniformemente, qualquer que seja o polindémio p € C[x].
Em particular, |(1+ [x|*)"D%¢;(x)| — 0 uniformemente, ou seja, |(u, §;)| — 0.
Portanto, u é continua em S.
Por outro lado, suponha que a equacdo (4.6) ndo € valida.
Seja (¢;); uma sequéncia de fungdes de S tal que, para qualquer J € N, (u, ¢;) = 1.
Como a equagdo 4.6 ndo € valida, existem m = M tais que
m Y sup|(1+x[*)"D (x)| < |{u, ;)| = 1
la|<m *

2\mpa 1
= Z sup |(1+ |x|7)"D ¢(x)|<n—1—>0.

jof<m
Assim, teremos ¢; — 0 em S, mas (u, ¢;) - O.

Por contra positiva, se u € continua, entdo a equacao (4.6) é vélida. 0

Exemplo 4.2.4. Se u € &' (R"), entdo

[(u,0)] <c ) sup|D¥¢],
|a|<m

ou seja,

sup| (1 + |x*)P D¢ (x)| < oo,

pois S(u) é compacto. Assim, u € §'.
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Além disso, se f € L}Oc elf(x) <A1+ ]x])ﬁ, quando |x| > C, com A, B,C constantes
fixas, entdo f € §'. Quando f é dominada por A(1 + |x|)P, para |x| suficientemente grande,
dizemos que f cresce lentamente no infinito.

Porém, f(x) = e*cos(e*) ndo cresce lentamente no infinito, pois | f(2k7)| = ¢**”, Vk € N,

que cresce mais rapido que qualquer polindmio no infinito. Mas se ¢ € C. (R), entdo

(£.6)| = | [ cos(e)ox)as]
=| lim (se”(ex)(b(x))‘NN—/SEn(ex)q)’(x)dx

N—oo
= /sen(ex)q)'(x)dx‘
§/|sen (x)|dx
< [10')lax =19l

Logo, ¢, — 0 em S implica que (f,¢,) — 0, ou seja, f € §'.
Definicao 4.2.5. Se u € S, a transformada de Fourier de u, i, é definida por

(@) = (u,0), ¢€s.
Exemplo 4.2.6. Se u = 9, entdo
(8.9) = (6,0) = 6(0) = [ 0(x)dx = (1.9),
ou seja, 5A =1.
Teorema 4.2.7. Sao vilidas as seguintes afirmacoes:

1) Se f € L! (R™), entdo a transformada de Fourier de f, como uma distribui¢do temperada,

coincide com a transformada de Fourier cldssica de f;
ii) Se f € L*(R"), entdo f € L*(R") e ||£]]3 = (27) "||f] 13
iii) Se f € &' (R"), entdo f € C” e f(E) = (ur, e ™);
iv) Seu € S, entdo F[D%] = E%, F[-%u] = (1) D% e it = (27)"si
Prova:
1) Se y € S, temos
(Fov) = (1. 0) = [ fax= [ i

SefELl(R”)el//jES, l//j—>femL1,

[ Foax=tim [odx—tim [wiodx— [ 19, oes.
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Concluindo que a defini¢cdo de transformada de Fourier no sentido cléssico e no sentido de
distribui¢do coincidem.

Sejay; €8, y;— fem L2, Pelo que vimos no Teorema 4.1.11 e no item i) deste teorema,

19— Will2 = (27)" || w; — il 3.

Portanto, (%) é de Cauchy em L*(R") com §; — g € L*(R").
Assim,

(7.6) = (f,0) = lim (y;,9) lim (¥},9) = (3.0).

Isto prova que f: gec L2
Além disso,

1£113 = lim [|y7]13 = (27)" lim [[y;|[3 = (27)"[| f]]3.
Jj—reo Jj—reo

Sejam ¢, ¢ € C(R") tais que 0 < ¢, /(;)dx: lege(x)=€"¢ <£> Defina ug = u* ¢s.
Como u € &' (R"), ug — uem &' (R") e, em particular, ug — u em §'.

Dai, u = hmul,ul e, pelo item i),
n—0 n

S |uw

e(§) = (uxg1,e"C) = (u, 61 % ™"%) = 9(2)(u,e ).

Como ¢ <%> — 1 em C*(R") quando n — oo, temos i(£) — (u,e™¢) em C*(R"). Em
particular, A% — (u,e"™%) em §'. Pela unicidade do limite, temos o nosso resultado.
F[D%) = E%T e F[-%u) = (—1)1% D% so consequéncias do Teorema 4.1.9.

Jau= (2m)" 1 é consequéncia do Teorema 4.1.11. O

Exemplo 4.2.8. Quando u ¢ L' e queremos calcular 7, tentamos aproximar u por funcdes ue € L

cujas transformadas sdao conhecidas.

Se ue(x) = H(x)e &, entdo ue € L' e ue(x) — H(x) em S’ quando &€ — 0.

/ H(x —ex,—ibx gy

/ (8+1§)xdx
0
1 £

Sejam g¢(&) = e e Temos

Por outro lado,
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1 £
i dé = —1i —d
tim [ &, (&)ag = Jtim [ *ag

1 1 1
=—1im—/ —2d§
Te—>0E Rl—l—(%)

1 1 o
=—1im—-8-tg_1(z>‘
Te—=0E E/ |—oo

1
=—lmm=1.
T e—0

Ademais, / ge(&)dE — 0, para todo a > 0. Dai,

|x|>a

—— — 76.
Porém,
g 1
—— > V.P—
€2 +¢? §
Assim,
N 1

Usando o fato que F~![u] = F~![a], obtemos
— 1 N =N
F-[H =n8+iV.P—=1=F|H+F '[H]=2n6
que coincide com o resultado 8 = 1 e com a férmula de inversio.
De maneira andloga, se sn = H(x) — H(—x), entdo

(&) = —2V.Pr = FIV.PA](E) = —im(H — H) = —imsn(&).

§

Exemplo 4.2.9. As vezes, é possivel aplicar as férmulas do Teorema 4.2.7 para obter uma
transformada de integracao dificil.

Por exemplo, Se f(x) = In|x|, f € L},.(R), entdo f cresce lentamente no infinito, pois
In|x| <1+ |x|, ¥x € R. Deste modo, f € .

Como f'(x) = V.P.)—lc, temos F[f')(&) = Ef(E) — —insn(E) = EF(E). Dai, temos
iEf(§) = msn(&).

Portanto, podemos calcular fcomo solu¢do de um problema de divisdo, conforme visto

na se¢o 3.7, onde vimos que se v é solu¢ao de uv = w, entdo vy = cd também é solugao.
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Seja a > 0, como a integral ¢ linear, para ¢ € C. (R), podemos definir a seguinte distri-

buigao:
B GEOR 70(E)
o)== [ FEEETa = [ Ferds eec®

a qual satisfaz Eh,(§) = —msn(&).

Se a,b > 0, entdo

N GE 70(8)
e T Ry M

M9(E)-30) [ )
+/|¢<b % o T

d&

Iél \é|>b Iél
_[Tam[¢ 7rq)
(suponhaa<b)—/_b |€| d§ / |€| dﬁ /
ra[0) (o
- ra§| Plae - [/ 15\

Para a, b suficientemente grandes

Y
<ha—hb,¢>=—n6¢/ |§|d€+/ e

= 1o (9)(In|b| — In|a| + In|b| — In|al)
:27r5(¢)ln<;—)l>.

Portanto, A, é solu¢io do problema de divisdo e f(&) = h,(E), para a > 0.

O valor de a é determinado pela equagao

(Inlx], §) = (ha, 9),

2
¢ € Setomando ¢ = e~ 2 cuja transformada € conhecida.
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5 A TEORIA DE DISTRIBUICOES APLICADA NO ESTUDO DE EDP’S
5.1 O exemplo de Chi Min-You
Considere a equagdo
Y (1) =ty — 2ty — (4n+ i, =0 (5.1)
(x,7) € R%, n € N com condi¢des iniciais
u(x,0) = p(x) wu(x,0)=0. (5.2)

Defina os seguintes operadores

Xt =0, +10, (5.3)
X~ =0, —10,. (5.4)
Temos
XtX™ =9*—1*d* -0,
XXt =9*—r*d*+0,
[X7.XT] =X"X"T-XTX" =20,
Sen=0,

Yo(u) = uy — P —uy =XTX " (u).

A menos das condigdes iniciais, toda solugdo de X (u) = 0 também é solugdo de

Yo(u) =0.

1,

. o d
Considere a mudanga de varidveis s = x + Et ,t' =t queleva X~ em — e as solugdes

ot’

u . . C o~ 2
de - = 0sdo as distribui¢des que s6 dependem de s.

ot
1
Portanto, dada u diferenciével, u(x,7) = u <x—|— §t2> satisfaz You = 0 e u(x,0) = pu(x),
=0.

s = (e 2],

Logo, encontramos uma solu¢do de u tao regular quanto U.

Agora seja v € S(R). Considere o seguinte problema

Yo(u) =0
u(x,0) =0
u(x,0) =v(x).
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Suponha que a solucao u é temperada em x.

Assim, ao tomar a transformada de Fourier na varidvel x, o problema se torna

que € um problema de EDO em ¢.

Uma solugdo desta EDO € e‘ié% que €, precisamente, a transformada de Fourier de
u <x + ;), em relagdo a x, quando u(x) =s.

Podemos obter outra solugdo, linearmente independente da primeira, pelo método da

. 12
variacdo dos parAmetros. Se #(&,1) = ¢ > 27 $(& 1), entdo
\7[[ +215t\7t = 0
o,
= 7(&0) =) [ ¢ s
0

g =) [ 57 g

ix& zf —s?
= u(x,1) 271_/ / 5 Vdsdé&

Pelo principio da superposi¢do:
12 t 12
2
u(x,t) = u<x+ —) +/ v<x+ == )ds.
2 0 2
Neste ponto, ndo precisamos mais supor que v seja temperada.

Um resultado mais geral pode ser obtido.

Teorema 5.1.1. Seja p(x) uma fungdo continua. A distribuicdo

n Sk oFu <x+ %)

u(x,t) = .
= k!(n—k)!F(k+%> dxk

€ solugdo do problema

Yo(u) =uy — e — (4n+ Du, =0, (x,1) eR*neN
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Observe que u perde regularidade conforme n cresce.
Por exemplo, se pi(x) = |x| e n = 0, entdo u é continua. Se n = 1, entdo u serd L], se
2
n =2, entdo u ¢ uma medida concentrada na pardbola x + % =0esen =3, useraaderivada de
uma medida.

Esse exemplo é importante, pois ilustra diversos casos em que a solucdo da EDP ndo sera

uma func¢do regular, mas serd uma distribuigdo.

5.2 O exemplo de Grushin-Garabedian

Definicao 5.2.1. Dizemos que o operador diferencial
P(x,0y) = Z ag(x)DY
|| <m
com coeficientes em C™(Q) é localmente resolivel em Q se todo ponto x € Q tem uma vizinhanga

aberta, Vi, tal que, para toda f € C°(Vy) existe uy € 2'(Vy) tal que Pus = f.

Em 1957, Hans Lewy demonstrou (veja [8]) que mesmo no caso em que f € muito
regular, se tomarmos

1
P= 5(8)6 +idy) +i(x+iy)d,,

entdo ndo encontraremos solugdes locais para a equagdo Puy = f, isto €, P € um operador em
R3 que ndo € localmente resoltvel.

O exemplo de Grushin-Garabedian trata-se do operador
P = 0, +ixd,.

Considere uma sequéncia, {D j};":] , de discos fechados e disjuntos, contidos no semi-

plano x > 0 do plano xy, com centros em (x,,0) e com x, — 0.

Teorema 5.2.2. Seja f € C.°(R") uma fung@o par na coordenada x e cujo suporte esta contido

em algum Dy, k € N, x > 0 e tal que

/ Fdxdy £0, VneN.
Dy

Se P é o operador de Grushin-Garabedian, entdo ndo existe solu¢do continuamente diferencidvel
de
Pu = (ox+ixdy)u=f (5.5)
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Prova: Suponha que w satisfaz a equagdo 5.5 em alguma vizinhanga V da origem. Nao
perdemos generalidade, pois fora da origem a demonstra¢do € a mesma, a menos de translagdes.

Escreva w = u+v, onde u e v sdo as partes par e impar, em relacio a x, de w, respectiva-
mente.

Logo, a parte par da equacao satisfaz
Oxu+ ixdyu = f.

Daf, u, + iuy = f é vélida quando x > 0 e u(0,y) = 0, pois S(f) C Dy, x > 0.
2

X 1
Para x > 0, escreva s = 5 ey=y. Assim, d; = —d, e
X

f(V2s,y), s>0

1
uy +iuy = f(x,y) = du+idyu = ——
x y=f(xy) s y V2s
. . 1 . . ~
Portanto, fora dos discos D, u satisfaz E(us + zuy) = 0 e, desta forma, é uma fungao
holomorfa da varidvel s + iy.
Uma vez que x,, — 0, o complementar de U Dj e u € continua em s > 0 e se anula em
jEN
s =0.
Pelo principio de identidade das funcdes analiticas, u = 0 fora de U D;. Em particular,
jEN
u se anulaem dD;, j € N.

Pelo Teorema de Green,

/ Fdxdy = / / -+ ittydxdy
Dy, Dy,

= udy — ixudx = 0.
oD,

O que contraria a hipétese de integral nao nula de f.

Sendo assim, a equagdo ndo possui solucdo local. U

5.3 Regularidade das solucoes

Definicdo 5.3.1. Um operador diferencial P(x,d) = Z ag(x)d% definido em Q C R” se diz
lo|<m
eliptico no ponto xp € Q se

Pu(x0,&) =Y, aa(x0)&*#0, V& eR"—{0}. (5.6)

|ox[=m

Se P(x,d) é eliptico em todos os pontos de u, dizemos que P(x,d) é eliptico em Q.
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Exemplo 5.3.2. O laplaciano A = 92 + 8y2 é eliptico. Com efeito, temos

An(8) = E+E2 0.

A regularidade das solugdes fracas para o laplaciano foi provada originalmente por Weyl

(veja [15]). Uma extensdo do lema de Weyl afirma que se P(x,d) é eliptico em Q, entdo
SS(u) = SS(P(x,0)u), Yue 2'(Q).

Ou seja, se P(x,d)u = f, entdo u é C” nos pontos em que f é C™.

Os operadores diferenciais que satisfazem esta propriedade sao chamados hipoelipticos.

Defini¢io 5.3.3. Um operador P(x,d) definido em Q C R" é dito hipoeliptico se
SS(Pu) = SS(u), VYue 7'(Q).

Observacio 5.3.4. Se u € C*(Q), entdo P(u) € C*(Q), pois P é um operador diferencial. Ou
seja, SS(Pu) C SS(u) para qualquer operador diferencial P. Sendo assim, a inclusdo na qual
estaremos interessados € a inclusio SS(u) C SS(Pu) ou, em outras palavras, se P(u) € C7(Q),

entdo u € C7(Q).

Exemplo 5.3.5. O operador % € hipoeliptico em R.

De fato, sejam f € C*(a,b) eu € Z'(a,b) tal que u’ = f. Se g(x) = /xf(t)dt, a<c<b,
entdo (u— g)’ = 0 e, consequentemente, o Teorema 3.4.1 nos diz que u = gc + k, k constante, e
ueC(a,b).

d
Ja o operador S ndo € hipoeliptico em R, pois u(x) = H(x) nao pertence a C™(R), mas
x
d

xaH(x) =x0=0.

Exemplo 5.3.6. O operador das ondas
82 m J \2
)
ot Z ox j

=1

ndo é hipoeliptico, pois se u(x,t) = f(x-+t) com f € C?, entdo

Pu= 5—;u i <8ixj)2u:0,

J=1

mas se f(x) = |x|°, entdo f ¢ C* e, desta forma, u ¢ C*.
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Exemplo 5.3.7. O operador de Grushin-Garabedian, P = d, + ixd,, ndo ¢é hipoeliptico. Seja F a

transformada de Fourier em relagdo a y. Defina u = Fyflv, onde v(x,n) =H (—n)e"zg.

Entdo Pu=0e SS(«) = {(0,0)}, pois <1 quandon <0eH(—n)=0esen >0,
obtemos

(24 ix 2 Y= £y o) = 1 (0) =0,

Quando x # 0, v(x,n) decresce rapidamente em 1. Assim, u € C*(C({0} x R)).

Quando.x =0, v(0,17) = H(—n) e £, (v(0.0)) = 2~ Ty pl,

2 2 X
Ou seja, u ndo é C* em nenhuma vizinhanga da origem.
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