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Resumo

O trabalho visa obter a concepcao do conjunto de Cantor ternério e suas propriedades,
de forma que vem a apresentar conceitos de analise real, como também a construcao
desse conjunto e a investigacao de suas propriedades. O trabalho foi realizado através de
leitura de contetudo, resolucao de exercicios e seminarios. Assim, tem-se como resultados a
apresentacao do conjunto de Cantor ternario como um conjunto contido no intervalo [0,1]
da reta, obtido através de um processo interativo, como a omissao de intervalos abertos
contidos nesse intervalo. Desta forma, vé-se as propriedades deste conjunto, dentre elas,
ser compacto, ter interior vazio, ser nao-enumeravel e todos os seus pontos serem pontos
de acumulagao deste conjunto. Além disto, estuda-se a representagao numérica dos pontos
deste conjunto na base 3, como sendo aqueles que s6 contém os algarismos 0 e 2 nesta
representacao. Por fim, a funcao ternaria de Cantor como sendo mondtona, crescente e
continua.

Palavras-chave: Analise Real. Topologia. Conjunto de Cantor.
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Abstract

The work aims to obtain the conception of the set of ternary Cantor and its properties,
in a way that comes to present the concepts of real analysis, as well as the construction
of this set and the investigation of its properties. The work was carried out through
content reading, solving exercises and seminars. Thus, the results are the presentation of
the ternary Cantor set as a set contained in the interval [0,1] of the resumption, through
an interactive process, such as the omission of open intervals contained in that interval.
In this way, it is seen as properties of this set, they being compact, having an empty
interior, being unnumerable and all its points being points of accumulation of this set.
In addition, the numerical representation of the points of this set in base 3 is studied,
as those that only determine the digits 0 and 2 in this representation. Finally, Cantor’s
ternary function as being monotonous, growing and continuous.

Keywords: Real Analysis. Topology. Cantor Set.
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Introducao

Um conjunto de Cantor é definido como um subconjunto totalmente desconexo e
perfeito de R, isto €, respectivamente, um conjunto sem intervalos e um conjunto tal que
todos os seus pontos sao pontos de acumulacao deste conjunto, definicao que veremos no
capitulo 1. Neste trabalho, veremos em especifico o conjunto de Cantor ternéario. Assim,
para alcancarmos a concepc¢ao deste conjunto, que chamaremos apenas de conjunto de
Cantor, e suas propriedades, apresentaremos, a principio, conceitos da anélise real, e
seguindo, veremos que o conjunto de Cantor é obtido através de um processo construtivo.
Ap0s este processo, tem-se um conjunto com propriedades singulares. Além disto, teremos
também a funcao de Cantor. Esta nos trara também uma peculiaridade quanto a sua
imagem e consequentemente ao seu grafico.

Podemos trazer a importancia dos conjuntos de Cantor pelas suas aplicagoes em di-
versas areas da matematica, como em espagos métricos, onde o conjunto de Cantor é dado
como um conjunto magro na reta, em teoria dos niimeros, topologia geral e em sistemas
dinamicos. Neste tiltimo podemos citar que as propriedades geométricas deste conjunto re-
lacionadas com as dimensoes fractais, sao aplicadas no estudo de bifurcacoes homoclinicas,
e no estudo das aproximacgoes de nimeros reais por nimeros racionais, particularmente
no estudo das propriedades geométricas dos espectros de Markov e Lagrange.

Este trabalho tem como objetivo geral obter a concep¢ao do conjunto de Cantor e
suas propriedades, e tem como objetivos especificos estudar os conceitos de anélise real,
conhecer a construcao do conjunto de Cantor e investigar as propriedades deste conjunto.
O estudo foi feito através da trajetoria da autora em projeto de iniciacao cientifica, de
forma que foram realizados leitura de contetido, resolucao de exercicios, seminarios, além
de cursos em formato de iniciacao cientifica.
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Definicoes e Exemplos

1.1 Conjuntos Finitos, Infinitos, Enumeraveis e Nao-
Enumeraveis

Nesta se¢ao, traremos um estudo sobre conjuntos finitos e infinitos, enumeraveis e
nao enumeraveis, isto é, veremos adiante o que significa, matematicamente, um conjunto
finito, nao sendo pela linguagem coloquial de talvez afirmar que um conjunto finito é um
conjunto que teria um fim, ou que um conjunto é enumeravel quando posso enumera-lo.
Neste ultimo ponto, definiremos entao o que significa em linguagem matematica enumerar
um conjunto, no caso contrario, como seria um conjunto, tal que nao consigo enumerar
seus elementos.

Vejamos entao a definicao matematica de conjunto finito: um conjunto X se diz finito
quando ¢é vazio ou entao existem n € N e uma bije¢ao f : I, — X. Pondo z; = f(1),
zo = f(2),..., zn, = f(n), temos entdo X = {x1,29,...,2,}. A bijecdo f significa uma
contagem dos elementos de X, ou seja, para todo elemento em X, associa-se a um tinico
numero em I,,. O nimero n chama-se o nidmero de elementos, ou nimero cardinal do
conjunto finito X, ou seja, temos que um conjunto ¢ finito quando é possivel afirmar
quantos elementos aquele conjunto contém.

Exemplo 1.1. Seja X o conjunto dos ntimeros naturais pares menores que 10. Podemos
escrever como x; = 2, xo = 4, x3 = 6, x4 = 8, ou seja, X = {2,4,6,8}. Assim, este
conjunto tem 4 elementos, ou cardinalidade 4.

Exemplo 1.2. O conjunto das cores primarias. Podemos escrever entao z; = azul,
xo = vermelho, 3 = amarelo, isto é, X = {azul,vermelho,amarelo}. Tal conjunto tem
3 elementos, ou cardinalidade 3.

Quando um conjunto nao é finito, dizemos que ele é um conjunto infinito. Portanto,
nao é possivel dizermos quantos elementos estao contidos naquele conjunto. Podemos
citar como exemplo o conjunto dos ntmeros reais maiores que 0 e menores que 1, ou
mesmo o conjunto dos niimeros naturais, ou ainda, o conjunto das poténcias de 10.

Sendo um conjunto finito uma bijecao com I,,, estenderemos agora para o que seria
uma bijecao com todo o conjunto dos naturais: Um conjunto X diz-se enumerdvel quando
é finito ou quando existe uma bijecao f : N — X. Quando isto acontece, dizemos que f é
uma enumera¢ao dos elementos de X. Coloquemos x1 = f(1), zo = f(2), ... , z, = f(n),

, dai X = {x1,29,...,2,,...}. Sendo f uma enumeragdo dos elementos de X, isto
nos diz que para todo elemento em X, temos um tnico niimero natural correspondente
a0 mesmo.
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Exemplo 1.3. O conjunto dos multiplos de 7. Podemos escrever x1 = 7, x5 = 14, x3 = 21,
e s T = T.n, ... . Trata-se entao da bijegao f : N — X, donde X = {7.n;n € N}, sendo
f(n)="7mn.

Escreveremos também sobre a existéncia de conjuntos nao-enumeraveis. Assim, de-
finiremos um conjunto nao-enumeravel como um conjunto infinito, cuja cardinalidade é
maior do que N, embora nao vamos definir o que seja a cardinalidade de um conjunto
infinito. Entretanto, diremos que dois conjuntos infinitos X,Y tém a mesma cardinali-
dade quando existir uma bijecao f : X — Y. Isto é, um conjunto infinito enumeravel
tem a mesma cardinalidade de N. Logo, um conjunto é nao-enumeréavel quando existir
uma funcao f : N — X tal que é injetiva, porém nao é sobrejetiva. Vejamos o seguinte
teoremas

Teorema 1.1. Seja F(X;Y) o conjunto das fungoes f : X — Y, sendo X um conjunto
arbitrario e Y um conjunto contendo pelo menos dois elementos. Nenhuma funcao g :
X — F(X;Y) € sobrejetiva.

Demonstra¢ao. Dada g : X — F(X;Y), indicaremos como g, o valor de g no ponto
r € X. Assim, g, é uma funcdo de X — Y. Traremos uma funcdo f € F(X;Y), tal
que f # g, para todo x € X. A fungdo f ¢ definida sendo f(x1) # g, (z1), desta forma,
f # gu,, como também, f(z3) # gu,(72), 0 que significa que f # gu,, 1,20 € X. E
confortavel fazermos isto, porque Y tem dois ou mais elementos. Portanto, f # g,, para
todo x € X. Logo, temos uma funcao f € F(X;Y), tal que f & g(X). Consequentemente,
g nao é sobrejetiva. O

Corolario 1.1. Sejam X, Xs, ..., X, ... conjunto infinitos enumerdveis. O produto car-
testano [[,_; X, ndo é enumerdvel.

Demonstra¢ao. Como cada X, é infinito enumeravel, podemos por X,, = N. Dai, [[ X, =
F(N;N). Temos entao que g : N — F(N;N) ndo é sobrejetiva, logo, F(N;N) nao é
enumeravel. O

Tal argumento usado nas demonstragoes anteriores chama-se "método da diagonal de
Cantor". Sendo que neste caso particular, tem-se X = N. Os elementos de F(N;Y") sdo
entao sequéncias de elementos de Y. Para provar que nenhuma fun¢ao g : N — F(N;Y) é
sobrejetiva, escrevemos g(1) = s1,9(2) = Sa, ... onde sy, s9, ... s30 sequéncias de elementos
de Y, isto é, s, € F(N;Y'). Vamos entdo escrever:

S1 = (yn;ylz;yw; )
So = (y21,y22,923, )
§3 = (y3l,y32,y33, )

()

Construiremos entdo uma sequéncia s € F(N;Y), isto é, s = (y1,¥2,9s3,-..), de tal
forma que, para cada n € N, y, # Y,n, ou seja, o n-ésimo termo de s é diferente do n-
ésimo termo de qualquer s,. Assim, s # s,, para todo n € N. Portanto, sempre teremos
alguma fungao em F'(N;Y') que nao serd correspondida por qualquer que seja n € N.
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1.2 O conjunto R dos Nuimeros Reais

1.2.1 R é um corpo

Um corpo é um conjunto C' munido de duas operacoes, sendo elas, adigao e multipli-
cagao, que satisfazem a algumas propriedades, cujas, sao chamadas de axziomas de corpo.
Na adicao, faz-se corresponder a cada par de elementos x,y € C sua soma z +y € C.
Enquanto a multiplicagao corresponde a esses elementos seu produto z.y € C. Vejamos
entao:

Aziomas da adicao

1 Associatividade: dados z,y,z € C, temos (x +y) + 2z =z + (y + 2).
2 Comutatividade: sejam x,y € C, temos z+y =y +x

3 Elemento neutro: existe 0 € C, tal que 40 = z, para todo x € C. O elemento neutro
0 chama-se zero.

4 Simétrico: para todo x € C, existe —x € C, chamado o simétrico de z, tal que
z+ (—z) = 0.

Axiomas da multiplicacao

5 Associatividade: dados z,y, z € C, tem-se (2.y).z = z.(y.2).
6 Comutatividade: sejam x,y € C, temos que x.y = y.T.

7 Elemento neutro: existe 1 € C', tal que 1 # 0 e x.1 = z, para todo x € C. O elemento
neutro 1 chama-se um.

8 Inverso multiplicativo: todo x # 0 € C possui um inverso multiplicativo x~1, tal que
r.x~1=1.

Axioma da distributividade

9 Dados z,y,z € C, tem-se x.(y + z) = z.y + z.z. Por comutatividade, também temos
(r+y)z=x2+y.2.

Assim, R é um corpo.

1.2.2 R é um corpo ordenado

Um corpo ordenado é um corpo C, que contém um subconjunto P C C', chamado o
conjunto dos elementos positivos de C, que satisfaz as seguintes condigoes:

1) A soma e o produto de elementos positivos sdo positivos. Isto é, se z,y € P, entao
r+yePexyeP.

2) Seja z € C, entao somente uma das trés alternativas seguintes acontece: ou x = 0,
our € Pou—x¢€P.

Assim, quando z € P, escreveremos como —P o conjunto dos elementos —z. Desta
forma, temos que C' = P U (—P) U {0}, sendo os conjuntos P, —P e {0} dois a dois
disjuntos. Chamaremos os elementos de —P de negativos.
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Num corpo ordenado C, z < y indica que x é menor do que y, e significa que y—x € P,
isto é, y = x + z, onde z € P. Na mesma situagao, y > z, indica que y é mator do que x.
Indicar que x > 0 significa que = € P, ou seja, x é positivo, e, indicar que x < 0 significa
que, x é negativo, ou seja, —x € P. Sex € Pey € —P, entao = > y.

No estudo sobre um corpo ordenado C', é fundamental o conceito de intervalo. Assim,
sendo a,b € C, com a < b, vejamos as notagoes:

[a,b] = {z € C;a <z < b}: intervalo fechado, com extremos a e b.
[a,b) = {x € C;a < x < b}: fechado a esquerda, com extremos a e b.
a,b] = {z € C;a < x < b}: fechado a direita, com extremos a e b.
a,b) ={z € C;a < x < b}: intervalo aberto, com extremos a e b.

(
(
(—o0,b] = {z € C;x < b}: semirreta esquerda fechada, com origem em b.
(—o0,b) = {z € C;x < b}: semirreta esquerda aberta com origem em b.
[a,00) = {z € C;a < x}: semirreta direita fechada com origem em a.
(a,00) ={x € C;a < z}: semirreta direita aberta com origem em a.

(—00,00) = C: que ¢ o intervalo total, que pode ser dito aberto ou fechado.

Em um corpo ordenado, temos também o wvalor absoluto de um elemento z, cuja
denotacao é |z|, e definiremos como:

|z| = x, se x>0
2l = 0] =0
|z| = —z, sex <0

Assim, num corpo ordenado C', ou x e —x sao ambos = 0, ou um é positivo e o outro
negativo. O que for positivo dentre e —z sera chamado |z|. Logo, o maior ¢ |z|, entdo
podemos escrever || = max{x, —z}.

1.2.3 R é um corpo ordenado completo

Um conjunto X num corpo ordenado C' diz-se limitado superiormente quando existe
algum b € C tal que x < b para todo x € X. Quando isto acontece, dizemos que
X C (—o00,b], e, cada b € C' com esta propriedade chama-se cota superior de X.

Seja X um subconjunto de um corpo ordenado C. Digamos que X ¢ limitado superi-
ormente. Um elemento b € C' chama-se supremo de X, se b é a menor das cotas superiores
de X em C'. Desta forma, para que b seja supremo de X € C', é necessario de suficiente
que sejam satisfeitas as duas condig¢oes seguintes:

1 Para todo x € X, temos que x < b;
2 Sece(Cex<c para todo z € X, entao b < c.

Exemplo 1.4. Seja o conjunto dos ntmeros reais menores que 10, isto é, o intervalo
infinito (—o00,10). Temos entdo que é um conjunto limitado superiormente e 10 é o
supremo deste conjunto.
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Exemplo 1.5. O conjunto dos ntimeros reais negativos ¢ um conjunto limitado superior-
mente e 0 é o supremo deste conjunto.

Analogamente, dizemos que o conjunto X num corpo ordenado C' é limitado inferior-
mente quando existe a € C' tal que z > a para todo z € X. Quando isto ocorre, dizemos
que X C [a,0), e, cada a € C' com esta propriedade chama-se cota inferior de X.

Seja X um subconjunto de um corpo ordenado C', limitado inferiormente. Um ele-
mento a € C' é dito infimo de X, se a é a maior das cotas inferiores de X € C. Assim,
para que a seja infimo do conjunto X em C, é necessario e suficiente que sejam satisfeitas
as duas seguintes condigoes:

1 Para todo x € X, temos que a < x;

2 Sece Cec<ux paratodo z € X, entao ¢ < a.

Exemplo 1.6. Seja o conjunto dos nimeros reais maiores que 100, isto é, o intervalo
infinito (100, +00). O conjunto ¢ limitado inferiormente e 100 ¢ o infimo deste conjunto.

Exemplo 1.7. O conjunto dos nimeros naturais é limitado inferiormente, pois, para todo
n €N, 1<n,eléoinfimo deste conjunto.

Quando um subconjunto X de um corpo ordenado C' é limitado superior e inferior-
mente, dizemos que X é um conjunto limitado, ou seja, existe a,b € C, tal que X C [a, b].
Um conjunto é ilimitado quando nao é limitado.

Exemplo 1.8. Seja o conjunto das fragoes X = {n/m; m,n € Nen < m}. Este conjunto
¢ limitado. Pois, para todo n/m € X, n/m € [0, 1].

Um corpo ordenado C' é completo quando todo subconjunto X € C nao-vazio, limitado
superiormente, possui supremo em C. Da mesma forma, se um subconjunto X em C,
nao-vazio, é limitado inferiormente, possui infimo em C.

Teorema 1.2 (Intervalos encaixados). Dada uma sequéncia decrescente Iy O Iy D I3 D
.. D I, D ... de intervalos limitados e fechados I,, = [a,b], existe pelo menos um nimero
real ¢ tal que ¢ € I,, para todo n € N.

Demonstra¢ao. Temos que I, D I,,11, o que nos diz que

algagééanggbnggbggbl

O conjunto A = {ay,as, ..., a,,...} éentdo limitado superiormente. Ponhamos ¢ = supA.
Dai, a,, < ¢, para todon € N. Mas, temos que qualquer b,, é cota superior de A. Portanto,
¢ <b,, para todo n € N. Assim, ¢ € I,,, para todo n € N. O

1.3 Sequéncias de Ntuimeros Reais

Uma sequéncia de nimeros reats ¢ uma funcao  : N — R, definida do conjunto dos nu-
meros naturais para valores no conjunto dos nimeros reais. O valor z(n), para todon € N,
sera escrito como x,,, e denominado como termo de ordem n ou n-ésimo termo da sequén-
cia. Assim, para nos referirmos a sequéncia x, usaremos a notagao (zy,za,...,ZTn,...),
ou (Z,)nen, ou de maneira mais simples (x,). O conjunto dos termos da sequéncia sera
escrito como z(N) = {xy,z9, ..., 2p, ...}
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Exemplo 1.9. Seja a sequéncia z,, = 1/n, isto é, 1 = 1,29 = 1/2,...,2, = 1/n,....
Assim, z(N) ={1,1/2,1/3,...,1/n,...}.

Exemplo 1.10. Seja z,, = a”, a € R. Desta forma, z(N) = {a,a?,da®,...,a",...}.

O conjunto x(N) = {zy,x9,...,Z,,...} pode ser finito. Por exemplo: sendo a sequén-
cia x, = 0, para n par, e x,, = 1 para n impar, temos entao xz(N) = {0, 1}. Podemos ter
também z(N) com um tnico elemento, que é o caso da sequéncia constante z, = a € R,
para todo n € N.

Dizemos que a sequéncia (x,,) é limitada superiormente quando existe b € R, tal que
z, < b, para todo n € N. Da mesma forma, uma sequéncia (z,) é limitada inferiormente
quando existe a € R, tal que a < x,, para todo n € N. Portanto, a sequéncia (z,) ¢
limitada quando existe a,b € R, tais que a < z,, < b, para todo n € N.

Uma sequéncia (x,) é crescente quando x; < x3 < x3 < ... < x, < ..., OU seja,
Tp < Tpi1, para todo n € N. Quando z, < x,.1, dizemos que a sequéncia xz, é nao-
decrescente. De maneira anéloga, (z,,) é decrescente quando x; > xo > 13 > ... > T, > ...,
ou seja, T, > Tni1, para todo n € N. Quando z, > x,.1, dizemos que a sequéncia x,, é
nao-crescente. Uma sequéncia x,, ¢ mondtona quando ou é crescente, ou nao-decrescente,
ou decrescente, ou nao-crescente.

Exemplo 1.11. Seja a sequéncia (z,,) = 1/n. Temos entdao z(N) = {1,1/2,1/3,...,1/n,...

o que nos diz que a sequéncia ¢ limitada, afinal 0 < 1/n < 1, e mono6tona decrescente.

Exemplo 1.12. Seja a sequéncia (x,) = 8n. Dai, x(N) = {8,16,24,...,8n,...}, o que
nos diz que a sequéncia ¢ ilimitada e mono6tona crescente.

Dada uma sequéncia & = (2, )nen, uma subsequéncia de = é a restrigao da fungao z a
um subconjunto infinito N’ = {ny,ng,...,n;, ...} C N. Nos referiremos a uma subsequén-
: !/ !/ = ! __
cia 2’ = z|N' com a notagdo =’ = (x,)nen, OU (Tn1, Tn2s - -« Ty - - -), OU (Tpi)ien-

Exemplo 1.13. Dada a sequéncia do exemplo 1.9. Uma subsequéncia poderia ser a res-
tricdo aos numeros pares, isto é, N' = {2,4,6,...,2n, ...}. Dai, 2’ = (x9, 24, x¢, ..., Ton, -..).
Entao teremos ' = (1/2,1/4,1/6,...,1/2n,...).

Dizer que a € o limite de uma sequéncia significa dizer que para n € N suficientemente
grande, ou seja, quanto mais n cresce, os valores dos termos x,, se tornam mais proximos
de a. Formalmente, diremos que para todo € > 0 dado arbitrariamente, existird um
no € N, tal que para todo n > ng, tem-se |z, — a| < ¢, isto &, =, € (a —e,a + ¢). Desta
forma, escreveremos que lim z,, = a e que x,, converge para a. Assim, quando a sequéncia
possui limite, dizemos que ela é convergente.

Teorema 1.3. O limite de uma sequéncia € unico. Isto €, se limx, = a e limx, = b,
entao a = b.

Demonstra¢ao. Supondo limz, = a. Para a # b, vamos mostrar que nao se pode ter
limz,, = b. Tomemos ¢ = |a —b|/2. Assim, (a —e,a+¢) e (b—¢,b+¢) sdo disjuntos, isto
é, (a—e,a+e)N(b—e,b+¢) = 0. Mas dissemos que lim z,, = a, entao para e = |a —b|/2,
existe ng € N, tal que para todo n > ng, x, € (a — ¢, a + ¢€), portanto, para todo n > ny,
z, & (b—¢e,b+¢). Logo, b nao ¢ o limx,. O

Teorema 1.4. Se limx,, = a, entdo toda subsequéncia de x,, converge para a.
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Demonstra¢ao. Como limz, = a, temos que para todo ¢ > 0, existe ng € N, tal que
n > ng = |la —x,| < e. Seja a subsequéncia de x,, restrita a um subconjunto N’ C N,

(Tn1,Tpo, - Tni, - - .). Como os indices da subsequéncia formam um subconjunto infinito,
existe algum n;o € N tal que n;g > ng. Dai, para todo n; > n;y, temos n; > ng, o que
implica que |z,; — a| < e. Portanto, lim z,,; = a. O

Teorema 1.5. Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstracao. Seja a = limz, . O que nos diz que para todo ¢ > 0, existe nyg € N, tal
que se n > ng, entdo r, € (a—¢e,a+¢). O conjunto dos termos de x,,, para n > ny, isto &,
X = {zn, Tpi1, ...}, € limitado, pois os elementos deste conjunto pertencem ao intervalo
(a — e,a+ ¢). Tomemos o conjunto Y = {xy,z9,...,2,0}. Y & finito, logo, limitado. O
conjunto dos termos da sequéncia é a uniao X UY. Seja b o infimo e ¢ o supremo de
X UY. Assim, os termos x,, da sequéncia sao tais que b < z,, < ¢. Portanto, a sequéncia
é limitada. O

Teorema 1.6. Toda sequéncia mondtona limitada € convergente.

Demonstra¢ao. Tomemos uma sequéncia monoétona que seja nao-decrescente. Vamos su-
por que seja limitada. Seja a = sup{x,;n € N}. Mostraremos que a = limx,. Dado
e > 0, temos que a — € < a, entao existe x,9 € {1, Ta,...,Ty,...} tal que a — & < xy0.
Como a sequéncia é nao-decrescente, para todo n > ng, r,0 < x,, 0 que implica que
a — ¢ < x,. Temos ainda que z, < a, logo, a — ¢ < x,, < a + €. Portanto, limzx, = a
Sendo a sequéncia nao-crescente, terfamos inf{z,;n € N} = limx,, e a demonstragao
seria analoga. O]

1.4 Concepcoes Topologicas de R

Adentraremos agora na topologia dos ntimeros reais para entendermos algumas pro-
priedades do conjunto de Cantor. Traremos as definicoes de ponto interior, ponto de
aderéncia, ponto de acumulagao, bem como alguns conjuntos que contém estes pontos.

Seja X C R, um ponto x € X é um ponto interior de X se existe um intervalo (a, b)
tal que x € (a,b) C X. Formalmente, para que x seja um ponto interior do conjunto X
¢ necessario e suficiente que exista ¢ > 0 tal que (z —e,2 +¢) C X. Dado X C R, o
conjunto dos pontos x € X que sdo pontos interiores de X sera representado por int(X)
e chamado o interior do conjunto X. Tem-se int(X) C X e, portanto, se X C Y, entdo
int(X) C int(Y). Dai, um subconjunto X C R define-se como conjunto aberto quando
todos os seus pontos sao interiores, ou seja, quando int(X) = X.

Exemplo 1.14. Seja o intervalo X = (a,b), ou X = (a,c0), ou (—o0,b). Qualquer ponto
de X é ponto interior de X, isto ¢, int(X) = X. Pois, no primeiro caso, para todo
r € X,z € (a,b) C X, no segundo caso, temos que, dado x € X, traremos a < x, dai
z € (a,b) C X, e o terceiro caso é anélogo.

Desta forma, se um conjunto X possui algum ponto interior, ele deve conter pelo menos
um intervalo aberto, logo, ¢ infinito e ndo-enumeravel. Portanto, se X = {z1,z9,...,2,},
ou seja, se X é finito, nenhum de seus pontos é ponto de interior, isto é, int(X) = 0.
Temos ainda que, como todo intervalo aberto é nao-enumeravel, se int(X) # (), entao X
é nao-enumeravel.
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Teorema 1.7. a) Se Ay, A, ..., A, C R sao conjuntos abertos, entio Ay N AyN...NA, é
aberto.

b) Seja (Ax)rer uma familia arbitrdria de conjuntos abertos, com Ay C R. A reunido
A = UyerAx € um conjunto aberto.

Demonstracao. a) Dado qualquer z € AjNAyN...NA,, entdox € A;,; 1 =1,2,...,n. Assim,
existem intervalos tais que = € (ay1,b1) C Ay, © € (az,be) C Ay, ... , & € (an,by) C A,.
Sejam a = max{ay,as,...,a,} ¢ b = min{by,bs,....,b,}. Entao z € (a,b) C (a1,b) N
(ag,by) M ...N (an,b,) C A1 N AN ...N A,. Portanto, todo ponto z € A;NAyN...NA,é
interior, entao A; N Ay N ... N A, é aberto.

b) Dado qualquer z € A = UA,. Entao existe A € L tal que z € A,. Sendo A, aberto,
podemos entao obter um intervalo (a,b) tal que = € (a,b) C Ay. Como A, C A, tem-se
x € (a,b) C A. Portanto, todo ponto z € A é interior, logo A é aberto. ]

Diz-se que um ponto a € R é aderente a um conjunto X C R quando a for limite de
uma sequéncia de pontos x,, € X. Desta forma, todo ponto a € X ¢é aderente a X. Ora,
tomemos a sequéncia constante x,, = a. Mas a pode ser aderente a X sem que a pertenga
a X. Por exemplo, seja o conjunto X = (0,00), entdo 0 ¢ X, mas 0 é aderente a X,
porque 0 = lim %, onde % € X para todon € N.

Teorema 1.8. Um ponto a € R € aderente a um conjunto X C R se, e somente se, para
todo e > 0 tem-se X N(a —e,a+¢) # 0.

Demonstracao. Se a é aderente a X, entao a = limx, com x,, € X para todo n. Dado
arbitrariamente € > 0, temos z,, € (a — ¢,a + ¢) para todo n > ngy. Logo, (a —€,a +
£) N X # (). De maneira reciproca, para todo ¢ > 0, podemos encontrar ng € N, tal que
e > 1/n, para todo n > ng, isto é, para todo € > 0, temos ny € N, tal que para todo
n > ng, T, € (a—1/n,a+1/n), com x, € X. Isto define uma sequéncia de pontos x,, € X
tais que |z, —a| < 1/n. Logo, lim z,, = a, entdo a é aderente a X. O

Corolario 1.2. Sejam os conjuntos X,Y C R, com X limitado inferiormente e Y limi-
tado superiormente. Entao a = infX € aderente a X e b= supY € aderente a 'Y .

Demonstracao. Para todo € > 0, existem x € X ey € YV taisquea <z < a-+cee
b—e<az<b Oqueresultaem (a —c,a+e)NX #De(b—e,b+e)NY #0. O

Chamamos de fecho do conjunto X ao conjunto X formado pelos pontos de aderéncia

de X. Assim, no caso de ser X = X, diremos que o conjunto X é fechado.

Teorema 1.9. Um conjunto F' C R € fechado se, e somente se, seu complementar R — F
€ aberto.

Demonstra¢ao. Observemos que as seguintes informagoes sdo equivalentes: 1) F é fe-
chado; 2) todo ponto aderente a F' pertence a F’; 3) se a € R — F entdo a nao ¢ aderente
a F; 4) se a € R — F entao existe um intervalo aberto I tal quea € T e INF = (); 5)
se a € R — F| entdo existe um intervalo aberto I tal que a € I C R — F'; 6) todo ponto
a € R—F éinterior a R — F; 7) R - F ¢é aberto. O

Corolario 1.3. a) R e o conjunto vazio sao fechados.

b) Se Fi, Fy, ..., F,, sao fechados entdo Fy U Fy U ... U F, € fechado.

c) Se (F\)aer € uma familia qualquer de conjuntos fechados entao a intersecio F =
Mxer,F\ € um conjunto fechado.
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Demonstragao. a) Sendo R aberto, seu complementar () é fechado. Sendo () aberto, seu
complementar R é fechado.

b) Tomemos Fi, Fy, ..., F,, fechados. Assim, seus respectivos complementares R —
Fi,R — F,,...,R — F, sao abertos, logo, as intersegdes (R — F}) N (R —F)N...N (R —
F,) =R—(FyUF,U...UF,) é um conjunto aberto, portanto, F; U FyU...UF,, é fechado.

c¢) Se cada F), é fechado, entao cada R — F) é aberto, o que implica que Uy(R — F) =
R — (N\F)) é aberto, portanto NF) é fechado. O

Sejam XY C R, com X C Y. Dizemos que X é denso em Y quando todo ponto de Y
for aderente a X. As afirmagdes s@o equivalentes a dizer que X é denso em Y: (Supondo
que X CY)

a) Todo ponto de Y ¢ limite de uma sequéncia de pontos de X.
b) Y C X.
c) Para todoy € Y e todo e >0 tem-se (y — e,y +¢)NX # (.

d) Todo intervalo aberto que contenha um ponto de Y deve conter também algum ponto
de X.

Seja X C R. Um nimero a € R diz-se ponto de acumulacdo do conjunto X quando
todo intervalo aberto (a — e,a + €), de centro a, contém algum ponto = € X diferente de
a. Formalmente, dizer que a é ponto de acumulacao de X, significa que

Ve>0,dze X;0<|z—al<e.

O conjunto dos pontos de acumulacao de X seré denotado por X', ou o derivado de X.
Dizer que a € X' é equivalente a dizer que a = limzx,, onde x, é uma sequéncia de
elementos de X, dois a dois distintos.

Dizemos que a ¢ ponto de acumulacao a direita do conjunto X se todo intervalo
[a,a+¢€), com e > 0, contém algum ponto de X diferente de a. Uma afirmagao equivalente
é dizer que a é limite de uma sequéncia decrescente de pontos de X. Analogamente,
dizemos que a é ponto de acumulagao & esquerda do conjunto X se todo intervalo (a—e, al,
com € > 0, contém pontos de X diferente de a. Uma equivaléncia é afirmarmos que a é
limite de uma sequéncia crescente de pontos de X.

Um ponto a que nao é ponto de acumulacao de X é chamado de ponto isolado de X.
Quando todos os pontos de X sao pontos isolados, X chama-se conjunto discreto.

Teorema 1.10. Dados X C R e a € R, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
1) a € X', ou seja, a € ponto de acumulagio de X ;
2) a = limx,, onde (x,) € uma sequéncia de elementos de X, dois a dois distintos;
3) todo intervalo aberto contendo a possui uma infinidade de elementos X .

Demonstragao. Provaremos inicialmente a implica¢do 1) = 2): Tomemos um z; € X, tal
que 0 < |z —a] < 1. Depois z2 € X tal que 0 < |z2 — a| < 1/2, e assim repetidamente.
Dai teremos entdao uma sequéncia de pontos z,, € X, onde |z, — a| < 1/n, sendo dois a
dois distintos, com lim z,, = a. As implicagoes 2) = 3) ¢ 3) = 1) sao evidentes. O

Teorema 1.11. Para todo X CR, X = X U X',

Demonstragdo. Ora, X C X e X' C X, assim, X UX’ C X. A reciproca: se a € X, todo
intervalo aberto contendo a contém algum ponto x € X. Dali, se x # a, ou seja, se a € X
entdo a é ponto de acumulacao de X, isto é, a € X’. Portanto, se a € X, entdo ou a € X

oua € X', ouseja, X C XUX". O
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1.5 Funcoes Continuas

Para entendermos o conceito de fungoes continuas, primeiramente trataremos da de-
finicao precisa de limite de funcoes. Seja a funcao f: X — R e a € X'. Vejamos: Um
namero L é o limite de f(x) quando x tende para a, e escrevemos

lim f(z) = L,
T—a
para ser equivalente a: para cada namero real € > 0, dado arbitrariamente, podemos
encontrar § > 0 de modo que se tenha | f(z) — L| < ¢, sempre que z € X e 0 < |z —a| < .
Grosso modo, isto significa que os valores de f(x) tendem a L quando x tende a a.
Mais explicitamente, os valores de f(z) tendem a ficar cada vem mais proximos do nimero
L quando x tende ao ntumero a (por qualquer lado de a), mas x # a. Vejamos os exemplos:

Exemplo 1.15. Seja a funcao f : R — R definida por f(z) = 2*> — 2 + 2. O limite de
f(z) quando z tende a 2 é 4, isto ¢, se tomarmos x cada vez mais proximos de 2, iremos
ter f(x) proximos de 4. Vejamos a seguinte tabela com valores de f(z), para x proximo
de 2 pela direita e pela esquerda:

X f(x) X f(x)

1 2 3 8
1,5 2,75 2,5 5,75
1,8 3,44 2,2 4,64
1,9 3,71 2,1 4,31

1,95 3,8525 2,05 4,1525
1,99 3,9701 2,01 4,0301

1,995 3,985025 2,005 4,015025
1,999 3,997001 2,001 4,003001

Pelos valores mostrados na tabela, podemos tornar os valores de f(x) tdo proximos
de 4 quanto quisermos, ao tornar x suficientemente proximos de 2. Portanto, temos que
o limite de f(x) quando x tende a 2 é igual a 4 e escrevemos

lima? — 2 +2=4.
r—2

Exemplo 1.16. Na funcio f(z) = 4=, temos que f(1) ndo existe, mas o limite de f(z)
quando x tende a 1 esta definido, pois segundo a defini¢cao de limite dada, precisamos de
valores de x que estao préximos de a, mas nao sao iguais a a. A tabela seguinte mostra

valores de f(x), para z proximos de 1 com precisao de 6 casas decimais:

‘ X f(x) X f(x)
05 0,666667 1,5 0,4
09  0,526316 1,1 0,47619
0,99 0,502513 1,01  0,497512

0,999  0,50025 1,001  0,49975
0,9999 0,500025  1,0001 0,499975
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Podemos perceber que os valores de f(x), para z suficientemente proximos a 1, tendem
a 0,5. Assim, podemos tornar valores para f(z) tao proximos de 0,5 quanto quisermos,
ao tornar x suficientemente proximos a 1. Portanto, dizemos que

Dizemos que uma fungao f : X — R é continua no ponto a € X quando, lim,_,, f(x) =
f(a), isto é, para todo ¢ > 0 dado arbitrariamente, podemos ter um § > 0, tal que
|z — a| < 0 implica |f(z) — f(a)| < €. Simbolicamente,

Ve>0,30 >0;|z —a| <d=|f(x)— fla)| <e.

Se tratando de intervalos, podemos dizer que dado qualquer intervalo aberto J contendo
f(a), existe um intervalo aberto I, contendo a, tal que f(I N X) C J. Ou seja, dado
J = (f(a) —¢, f(a) +¢€), com € > 0, podemos encontrar I = (a — d,a + J), com ¢ > 0.
Definimos também que f : X — R é continua quando f é continua em todos os pontos
de X.

Desta forma, no Exemplo 1.15, dizemos que a funcao f(z) = z?—x+2 é continua em 2,
porque f(2) =4 = lim,_,» f(z). Diferentemente, no Exemplo 1.16, a funcdo f(z) = 5=
nao é continua em 1.

Vejamos os seguintes teoremas que nos trazem algumas propriedades que nos serao
Uteis:

Teorema 1.12. Se f,g: X — R sdo continuas no ponto a € X, entio f+g e f — g sao
continuas nesse mesmo ponto.

Demonstragio. Dado € > 0, existem 01,02 > 0, tais que |z —a| < 6, = |f(x) — f(a)] < §
el|r—al <d = |g(x) —g(a)] < 5. Seja 6 = min{d1,ds}. Logo, |z — a| < ¢ implica

|(f () + () = (f(a) + g(a))| = [(f(2) = f(a)) + (9(z) = g(a))]

<|f(z) = f(a)| + |g(z) — g(a)| < g+§

Isto prova que f + g é continua. Para o caso da diferenca, a demonstragao é analoga. [

=£&.

Vejamos o seguinte teorema que nos traz uma propriedade relacionada ao limite de
uma funcgao continua f : X — R e uma sequéncia de pontos de X.

Teorema 1.13. Sejam f : X — Rea € X'. A fim de que seja lim,_,, f(x) = L é
necessdrio e suficiente que, para toda sequéncia de pontos x,, € X — {a} com limz, = a,
tenha-se lim f(x,) = L.

Demonstra¢ao. Vamos supor, primeiramente, que lim, ,, f(z) = L e que se tem uma
sequéncia de pontos z,, € X — {a} com limz, = a. Dado arbitrariamente ¢ > 0, existe
d>0talquexr € X,0 < |[x—a|] <0 = |f(x)— L|] < e Existe também ny € N
tal que n > ng = 0 < |z, —a|l < ¢ (pois =, # a, para todo n). Por conseguinte,
n > ng = |f(x,) — L| < e, portanto, lim f(z,) = L. Reciprocamente, suponhamos que
z, € X —{a} e limz, = a impliquem lim f(z,) = L, entdo provemos que se tem

lim f(x) = L.

r—ra
Negando esta igualdade, terfamos um € > 0 tal que: dado qualquer n € N, podemos achar
z, € X talque 0 < |z,—a| < 1/nmas |f(z,)—L| > . Assim, terfamos z, € X —{a}, mas
nao teriamos lim f(x,) = L. Com esta contradi¢do, completamos a demonstracao. O
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Agora vamos provar o seguinte resultado, que nos traz uma relacao interessante, que
usaremos mais tarde, de uma funcao continua com a sua inversa, quando restrita a um
conjunto compacto.

Teorema 1.14. Se X C R € compacto, entao toda bijecao continua f: X —Y CR tem
mversa g @ Y — X continua.

Demonstragao. Seja b = f(a) um ponto arbitrario em Y. Assim, iremos mostrar que
g é continua no ponto b. Supondo que nao seja. Dai, existiriam um numero ¢ > 0 e
uma sequéncia de pontos y, = f(z,) € Y com limy, = b e |g(y,) — g(b)| > ¢, isto &,
|z, —a| > € para todo n € N. Passando a uma subsequéncia, se necessério, podemos supor
que limz, = a’ € X, pois X é compacto. Tem-se |’ — a| > . Em particular, o’ # a.
Mas, como f é continua, limy, = lim f(z,) = f(a’). Como ja temos limy, = b = f(a),
isto implicaria f(a) = f(a’), contradizendo o fato de f ser injetiva. O
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Conjunto de Cantor

2.1 Construcao e Propriedades do conjunto de Cantor

O conjunto de Cantor K é um subconjunto fechado do intervalo [0, 1], obtido como
complementar de uma reuniao de intervalos abertos, do seguinte modo: retira-se do in-
tervalo [0, 1] seu ter¢co médio aberto (%, %) Dai temos, na primeira etapa da construcao
do conjunto de Cantor, os intervalos fechados

[0,1/3] U [2/3,1]
Depois retira-se o ter¢co médio aberto de cada um destes intervalos. Sobra entao

1 2 1 27 8
0,-|U|=,=|U|=,=|U|=, 1]
Em seguida, retira-se o terco médio aberto de cada um desses quatro intervalos. Repete-
se o processo indefinidamente. O conjunto K dos pontos nao retirados é o conjunto de
Cantor. Seja a ilustracao da construgao do conjunto de Cantor:

Figura 2.1: Construg¢ao do Conjunto de Cantor
I

0 1

Fonte: O Conjunto de Cantor: Caracterizacao via Base Terndria. WHOBEL e ALVES, 2018.

Se indicarmos com I, Iy, ..., I,, ... os intervalos abertos omitidos, temos K = [0, 1] —
Uy I, isto ¢, K = [0,1) N (R — UI,). Logo, K é um conjunto fechado, interse¢ao dos
fechados [0, 1] e (R — UI,).

Proposicao 2.1. O conjunto de Cantor K tem interior vazio.
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Demonstracao. Na n-ésima etapa da construgao de K, teremos intervalos de comprimento
3%. Desta forma, dado qualquer intervalo J C [0, 1], de comprimento ¢ > 0, tomemos n
tal que 3% < ¢. Assim, o intervalo J C [0, 1] ndo restara incolume. O que nos diz que K

nao contém intervalos. O

Proposigao 2.2. O conjunto de Cantor terndrio K é o conjunto dos x € [0,1] tais que
sua expansao infinita na base 3 tem somente os algarismos 0 e 2.

Antes de mostrarmos a prova dessa proposi¢ao, comentaremos sobre a representagao
dos nimeros reais na base 3. Representar x € [0,1] na base 3 significa escrever =
0, x1x97324... de modo que z, s6 pode ser 0,1 ou 2, de forma que

P T T T T Ty
3 32 33 3 3n
Assim como, na base 10, quando temos r = 37, p < 10", o ntimero de casas decimais ¢
finito, na base 3, se tivermos x = £, m < 3" teremos um nimero finito de casas decimais.
Exemplo: 17/27 = 0,122, na base 3. Da mesma forma, na base 10, quando o denominador
da fragao irredutivel p/q nao é uma poténcia de 10, temos uma representacao periddica,
na base 3, se nao tivermos uma poténcia de 3 no denominador da fragao irredutivel,
teremos uma representagao periodica. Exemplo: 1/4 = 0,020202..., na base 3. Os niimeros
irracionais tém representacao nao-peridédica. Vamos a demonstracao:

Demonstracao. Na primeira etapa da construgao do conjunto de Cantor, ao omitirmos
o intervalo aberto (1/3,2/3), sdo excluidos os nimeros x € (0,1) cuja representagao na
base 3 tem x; = 1, com excegao de 1/3 = 0,1, que permanece. Na segunda etapa, sao
omitidos os intervalos (1/9,2/9) e (7/9,8/9), isto é, aqueles cuja representa¢do na base
3tém zo = 1, com x; = 0 ou x; = 2, ou seja, da forma 0,01z3xy,... ou 0,21x3x4..., com
excegao de 1/9=0,01 e 7/9=0,21, que permanecem. De forma geral, podemos afirmar que
os elementos do conjunto de Cantor sao os niimeros do intervalo [0, 1] cuja representagao
xr =0, 212923...7,..., na base 3, s6 contém os algarismos 0 e 2, com excecao daqueles que
contém um tnico algarismo 1, como algarismo final, como por exemplo x = 0,0221. Mas
podemos substituir o algarismo final 1 pela sequéncia 0222.... Por exemplo, 0,0221 =

0,0220222.... Deste modo, afirmamos, sem exce¢ao, que os elementos do conjunto de
Cantor, s@o os x € [0, 1] cuja representacao decimal na base 3, s6 contém os algarismos 0
e 2. O

Desta forma, definimos o conjunto ternario de Cantor K como

K={o="0+ 35+ + 504w € {0,2),Vi > 1.

Quanto aos pontos que sao extremos dos intervalos omitidos, podemos dizer que
sao aqueles cuja expansao infinita na base 3 é da forma z = 0, z125...2,222..., ou = =
0, 2125...2£000..., onde x; € {0,2}, i =1, ..., k. Vejamos: na primeira etapa da construgao
do conjunto de Cantor, temos como extremos os pontos 1/3 = 0,1 = 0,0222... ¢ 2/3 = 0,2
= 0,2000.... Na segunda etapa, temos 1/9 = 0,01 = 0,00222..., 2/9 = 0,02 = 0,02000...,
7/9 = 0,21 = 0,20222..., 8/9 = 0,22 = 0,22000.... Na terceira etapa, temos 1/27 = 0,001
= 0,000222..., 2/27 = 0,002 = 0,002000..., 7/27 = 0,021 = 0,020222..., 8/27 = 0,022 =
0,022000..., 19/27 = 0,201 = 0,200222..., 20/27 = 0,202 = 0,202000..., 25/27 = 0,221 =
0,220222..., 26/27 = 0,222 = 0,222000..., e assim por diante. Chamaremos o conjunto
desses pontos de F.
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Seja o conjunto {0,2}N = {(z1, 29, ..., 7, ...);2; € {0,2},Vi > 1}. Assim, o conjunto
ternario de Cantor K e {0, 2}N s&0 equivalentes Basta definirmos uma bijecao f: K —
{0,2}. Vejamos: sendo & = & + 8 + . 4+ 4+ | f(x) = (21,22,..., Tp,...). Como
dissemos que os pontos do ConJunto E Sa0 escrltos como x = 0,7129...703222..., ou T =
0, z125...2000..., temos que todos os pontos do conjunto de Cantor tem uma representacao
tnica na base 3. Assim, podemos escrever qualquer ponto x do conjunto de Cantor da
forma © = (z1, 9, ..., Ty, ...)3, donde x; = {0,2}, i > 1. Em especifico, os pontos de FE
escreveremos como x = (T, Ty, ..., Tp,2)3 OU & = (T, Ty, ..., Tp, 0)3.

Proposicao 2.3. K ¢ nao-enumerdvel.

Demonstrag¢do. Mostramos anteriormente uma bijecao f : K — {0,2}N. Pelo corolario
1.1, podemos afirmar que o conjunto {0,2}" é nao-enumerével. Portanto, o conjunto de
Cantor é nao-enumeravel. O]

Vejamos mais propriedades do conjunto de Cantor.

Proposicao 2.4. Sejam x,y € K, com © = (T1,T9, ..., Tn,--.)3 € Y = (Y1, Y25 s Yn, ---)3,
tais que, T4 = Y1, To = Y2, -, Tno1 = Yn—1, Tn 7 Yn. Entdo |z —y| > 1/3™.

Demonstragao. Seja:

T — yz T; — yz xz yz 2
|x—y|—|2 |>|Z 1Y |_3—n— 3
i=n-+1 i=n-+1
Mas
Z B 1+1+1+ )= 2 3_ 1
3n+1 3 32 gn+1"9 - 3n’
zn+1
Logo,

lr —y| >2/3"—1/3" =1/3".
0

Proposigao 2.5. Sex = (21, To, ., Ty o )3 €Y = (T1, T2, ooy Tp, 2)3 0uY = (T, T2, oy T, 0)3
€ K, isto ¢, y € E, entio |x —y| < 1/3".

Demonstracao. Faremos a demonstracao de maneira construtiva:

Na primeira etapa da construcao do conjunto de Cantor, temos que os pontos r =
(1,22, ..., Tp, ...)3 do intervalo [0, 1/3) tém x; = 0, e estdo a uma distancia < 1/3 do ponto
1/3, que tem representacio (0,2)s. Da mesma forma, os pontos x = (21, %, ..., Tp, ...)3
do intervalo (2/3,1] tém z; = 2, e estdo a uma distancia < 1/3 do ponto 2/3 que tem
representacao (2,0)s.

Na segunda etapa da construgao do conjunto de Cantor, os pontos x = (x1, T2, ..., Tp, ...)3
do intervalo [0,1/9) tém z; = 0,25 = 0, e estdao a uma distancia < 1/3% do ponto 1/9
que tem representacio (0,0,2)s. Da mesma forma, os pontos do intervalo (2/9,1,3), tém
r; = 0, 15 = 2 e estdo a uma distancia < 1/3? do ponto 2/9 que tem representacao
(0,2,0)3, ou do ponto 1/3 cuja representagao é (0,2)3; os pontos do intervalo (2/3,7/9),
tém z; = 2, x5 = 0 e estdao a uma distancia < 1/3% do ponto 7/9 que tem representacio
(2,0,2)3 e do ponto 2/3 cuja representagao ¢ (2,0)3; os pontos do intervalo (8/9,1] tém
T1 = 2, 7o = 2 e estao a uma distancia < 1/3? do ponto 8/9 que tem representagio
(2,2,0);.
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Na terceira etapa da construcao do conjunto de Cantor, os pontos do intervalo [0, 1/27)
tém z; = 0, o = 0, x3 = 0 e estao a uma distancia < 1/3% do ponto 1/27 cuja represen-
tacdo ¢ (0,0,0,2)s; os pontos de (2/27,1/9) tém z; = 0, 7, = 0, 13 = 2 e estdo a uma
distancia < 1/3% do ponto 2/27 que tem representagao (0,0,2,0)3, ou do ponto 1/9 cuja
representacao ¢ (0,0,2)3; os pontos de (2/9,7/27) tém z; = 0, x5 = 2, 3 = 0 e estdo a
uma distancia < 1/3% do ponto 2/9 cuja representacio é (0,2,0)3 ou do ponto 7/27 cuja
representacao é (0,2,0,2)s; os pontos de (8/27,1/3) tém xy = 0, 29 = 2, 13 = 2 e estdo a
uma distancia < 1/3% do ponto 8/27 que tem representacio (0,2,2,0)3 ou do ponto 1/3
que tem representacao (0,2)s; os pontos de (2/3,19/27) tém x; = 2, 29 = 0, 23 = 0 e
estdao a uma distancia < 1/3% do ponto 2/3 que tem representagio (2,0); ou do ponto
19/27 que tem representacio (2,0,0,2)s; os pontos de (20/27,7/9) tém x; = 2, x5 = 0,
r3 = 2 e estdo a uma distancia < 1/3% do ponto 20/27 cuja representacao é (2,0,2,0)3 ou
do ponto 7/9 cuja representacao ¢ (2,0,2)s; em (8/9,25/27) os pontos tém z; = 2, 19 = 2,
x3 = 0 e estdo a uma distancia < 1/3% do ponto 8/9 que tem representacao (2,2,0)s ou
do ponto 25/27 que tem representagao (2,2,0,2)3; em (26/27,1] os pontos tém z; = 2,
Ty = 2, x3 = 2 e estao a uma distancia < 1/3% do ponto 26/27 que tem representacao
(2,2,2,0)s.

Assim por diante. n

Teorema 2.1. O conjunto E dos extremos dos intervalos omitidos nas etapas da cons-
trugao de K, formam um conjunto denso em K.

Demonstragao. Sejam e > 0 e x = (21, %2, ..., Ty, ...)3 € K. Sejan € N tal que 1/3" < e e
y = (1, %9, ..., T, 2). Pela proposicao 2.5, |v —y| < 1/3" < e. O

Vejamos outra propriedade do conjunto de Cantor:
Corolario 2.1. Todo ponto x do conjunto de Cantor é um ponto de acumulagao de K.

Demonstragao. Sejam ¢ > 0 e x = (1,9, ..., Tp, Tnt1, Tnio,---)3 € K, que nao seja ex-
tremo de intervalo omitido. Sejan € Ntalque 1/3" < cey = (x1,%2, .., Tn, Yni1, Yni2---)3 €
K, com Y11 # Tpits Ynio 7 Tpio,.... Assim, |x —y| < 1/3" < . Agora, sejam ¢ > 0 e
r = (T1,%9, ..., Tp,2)3 € E (ou x = (1,79, ..., Ty, 0)3). Tomemos n € N tal que 1/3" < ¢
ey = (T1,T2 ooy Tpy Ynt1, Ynto---)3 € K, com Yp 11 # Tpit, Yni2 # Tnto,.... Desta forma,
|z —y| <1/3" <e. O

Se a € K ¢é extremidade superior de algum dos intervalos abertos omitidos nas etapas
de construcao de K, entao a é apenas pontos de acumulacao de & esquerda de K. Se
a € K é extremidade inferior de algum dos intervalos abertos omitidos nas etapas de
construcao de K, entdao a é apenas pontos de acumulacao a direita de K. Os demais
pontos de K sao pontos de acumulagao em ambos os lados. Vejamos outra propriedade
do conjunto de Cantor na seguinte proposigao.

Seja X um conjunto em R. Dizemos que X tem contetiido nulo, e escrevemos c¢(X) = 0,
quando para todo ¢ > 0, temos uma colegao finita de intervalos abertos Iy, Is, ..., I,,, tal
que X C Ii,1,...,1, e a soma dos comprimentos dos intervalos I; sao < €. Sendo o
comprimento de um intervalo I dado por |I| = b — a, onde b e a sao os extremos de I.

Dizemos que X € R tem medida nula, e damos a notagdo m(X) = 0, se para todo
e > 0, for possivel termos uma colecao enumerével de intervalos abertos Iy, Is, ..., I, ...,
tal que X C Iy, 1o, ..., I, ... ¢ .7 |I;| < e. Dai, obtemos que se um conjunto X tem
contetido nulo, entao X tem medida nula.
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Desta forma, conjunto de Cantor tem contetido nulo, logo, medida nula. Vejamos:
Apoés a n-ésima etapa da construgao do conjunto de Cantor, temos intervalos cuja soma
tem comprimento (2)” Portanto, para todo € > 0 suficientemente pequeno, podemos ter
n suficientemente grande tal que (2)" < e. Assim, m(K) = 0.

2.2 A Funcao Ternaria de Cantor

Definimos a Fun¢ao Terndria de Cantor da seguinte maneira:

f:00,1] — [0,1]

M|Q§

N
xr = ($1,l'2, vy Ty 7))3 — f(x) = (yl>y27 s Yny - Z

Vejamos: a fungao ternaria de Cantor é definida transformando o ntimero z € K da
expansao ternaria para a expansao binaria, e os pontos em K¢ = [0, 1]— K numa constante.
Esta transformacao ¢é feita da seguinte maneira:

Seja x = (1, %9, ..., Tn,,,,)s € [0,1]. Dai:

1 N =o0,se x; # 1, para todo i € N;
2 N =min{i € N;z; = 1}, se x; = 1, para algum i € N.

Ainda temos que para z;, tal que j # N, z; = y; = %] ery = 1. Assim, Zz L5

independe da expansao ternéria de z (no caso dos pontos com mais de uma representagao,
como 1/3 = (1,0)5 = (0,2)3).
Vejamos os seguintes exemplos:

Exemplo 2.1. f(0) = 0. Pela defini¢do anterior, temos que: 0 = (0)3. Dai, N = oo, pois

x; = 0, para todo ¢ € N. Assim, xl—0—>yz—0/2 0. Logo, f(0) =>4 =0+ 5+
..+2n+... 0.

Exemplo 2.2. f(1) = 1. Pela defini¢do anterior, temos que: 1 = (2)3. Dai, N = oo, pois
xz = 2 para todo i€ N. Assim, 2, =2 — y; = 5 =2/2 = 1. Logo, f(1) => 7, 4 =
Ll i+ =1

Exemplo 2.3. f](1/32/3)(z) = 1/2. Percebemos que todos os pontos deste intervalo tem

r1 = 1 na expansao ternaria, entdo N = 1. Logo, para todo = € (1/3,2/3), f(z) =
1 P

Y% =3

Exemplo 2.4. f|q/92/9)(x) = 1/4 ¢ f|x/9.8/9)(x) = 3/4. Temos que, todos os pontos

nestes intervalos tem x5 = 1. Sendo que no intervalo (1/9,2/9), z; =0, e em (7/9,8/9),

ry = 2. Com isto, N = 2 para ambos. Assim, para os pontos em (1/9,2/9), temos
ry =0— 1y =0/2=0. Dai, para x € (1/9,2/9),

2 y 1
2232_:_ 57

Para x € (7/9,8/9), temos x1 = 2 — y; = 2/2 = 1. Assim, para x € (7/9,8/9),

2 " 3
22—“ 5=



2.2. A Funcgao Ternéria de Cantor 30

Exemplo 2.5. f|q/27,2/27)(x) = 1/8; flez/27.8/27)(x) = 3/8; flaosaz,2072m(x) = 5/8; fl(25/27,26/27) (x) =
7/8. Sabemos que para todos os pontos nestes intervalos, z3 = 1. Sendo que,

Em (1/27,2/27), 2, = 0 = y; = 0/2 = 0, 29 = 0 — yo = 0/2 = 0. Dai, para
v e (1/27,2/27),

No intervalo (7/27,8/27), 21 =0 = y; =0/2 =0, 9 = 2 — y = 2/2 = 1. Entao, para
x e (7/27,8/27),

Em (19/27,20/27), 21 =2 — yy = 2/2 =1, 29 = 0 — y» = 0/2 = 0. Entdo, para
z € (19/27,20/27),

3
f(x)227=—+—+—=§.

No intervalo (25/27,26/27), v1 =2 — y; =2/2 =1, 29 = 2 — yo = 2/2 = 1. Entao,
para x = (25/27,26/27),

Exemplo 2.6. Sabemos que 1/4 € K, afinal 1/4 = (0,2,0,2,0,2,0,2,...)3. Desta forma,
N = oo, afinal z; # 1, para todo i € N. Dai, temos xg, = 2 — yg, = 2/2 =
Ton—1 =0 —= y2,—1 = 0/2 = 0. Portanto,

“y 0 1 0 1 0 1
ﬂU®:§:5=§+Q,+§+5;+ gt

=1
f1/4) = 22———+—+ g

_ /4

1-1/4

1

=3

Exemplo 2.7. Vejamos o que acontece para algum x € E: Tomemos 1/9. Ora, 1/9 =
(0,0,2)3. Como z; # 1, para todo i € N, N = co. Temos também que z; = 0 — y; =
0/2=0exy=0— 1y, =0/2=0, e ainda, parai > 2, v; =2 — y; = 2/2 = 1. Dai,

= 1 1
F(1/9) = 2:5:—+—+§+?{%

1 11 1
= (lt g+ +o+-)

93Ty
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Com estes dois tltimos exemplos, podemos dizer também que, se a € K, entao f(a) =
lim, . f|ke(z). Podemos aplicar limite de f quando z tende a a, com a € K, porque
todo ponto de K é ponto de acumulacao de K.

Vejamos o grafico da funcao:

Figura 2.2: Grafico da Funcao de Cantor

v B
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Fonte: O Conjunto de Cantor. ALVES, 2008.

Vejamos o seguinte teorema, que traz um resultado interessante sobre a fun¢ao ternaria
de Cantor:

Teorema 2.2. A funcao terndria de Cantor é mondtona crescente.

Demonstra¢ao. Mostraremos que se a,b € [0,1] e a < b, entao f(a) < f(b). Consideremos
os casos diferentes:

Caso 1 Quando a,b € K¢ e a < b. Assim, temos:
fla) = flxe(a) < flxe(b) = f(b),

por construcao.
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Caso 2 Seja a € K,b € K¢ Vamos supor a < b. Dai,
f(a) = lim f(z),z € K¢
r—ra

= Z‘nfz>af Kc(z)
ke(x)}, conclui-se que f(a) < f|ke(b) = f(b). No caso em que

Como f|x(b) € {f

b < a, temos

f(a) = lim f|ge(z)

= infas<af Kc(x)
> flre(b)
= f(b).

Portanto, f(b) < f(a).

Caso 3 Sejam a,b € K, e a < b. Temos que K¢ é denso em [0,1], dai coloquemos = € K¢,
tal que a < x < b. Pelo caso 2, temos que f(a) < f(x) < f(b).

Isto prova que f é mono6tona crescente. ]
Vejamos outra propriedade da funcao ternaria de Cantor, com o seguinte teorema:
Teorema 2.3. A fungao terndria de Cantor é continua em I = [0, 1].

Demonstracdo. E imediato pela forma como f foi construida, isto é, f em K¢ é constante,
e em K, temos o processo de limites. Portanto, f é continua em [0,1]. O

Para o teorema que segue, traremos a definicao de homeomorfismo: uma funcao f :
X — Y é um homeomorfismo entre X e Y se for uma bijecao continua e sua inversa
f~1:Y — X também for continua.

Teorema 2.4. A fung¢io F(x) = f(x) + z, sendo f a fungao terndria de Cantor, é um
homeomorfismo de [0,1] em [0,2].

Demonstracao. Demonstraremos que F' é continua e F'~! também é continua. Vejamos:

Afirmagao 1 F' é continua: Como F' é a soma de duas fungoes continuas, F' é continua.

Afirmagao 2 F é injetiva: Sejam z,y € [0, 1], com = # y. Sem perda de generalidade,
vamos supor x < y. Segue-se do teorema 2.1 que

Fz) = flx) +x < fly) + 2 < fly) +y = F(y).
Assim, F'(z) # F(y). Portanto, F' é injetiva.
Afirmagao 3 F é sobrejetiva: Temos que f : [0,1] — R é sobrejetiva em [0,1], pois

f(0) =0, f(1) =1 e f & monotona crescente e continua. Por conseguinte, para todo
y € [0, 1], existe z € [0, 1], tal que f(x) =y. Desta forma,

Im(F) = {F(z);x €[0,1]}
= {f(x) +z;2 € [0,1]}
={y+a;z,y€0,1]}

—[0,2].

Portanto, Im(F') = [0, 2], o que nos faz concluir que F' é sobrejetiva. Como provamos
que F' ¢é bijetiva, garantimos a existéncia de F~1.
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Afirmagao 4 F~! ¢ continua em [0,2]: Pelas afirmagoes anteriores, F' ¢ uma bijecio
continua. Como [0,1] ¢ um conjunto compacto, temos, pelo teorema 1.14, que F'~!
¢ uma funcao continua.

Pelas afirmagoes 1, 2, 3 e 4, provamos que F' é um homeomorfismo de [0,1] em [0,2]. O

A funcao ternaria de Cantor traz uma peculiaridade especial por ter o gréafico tal que
leva a funcao a ser conhecida como "a escada do diabo", por ser parecido com uma escada,
mesmo assim a fungao ser continua. Outra curiosidade que ela traz é fazer uma relagao
entre as expansoes ternaria e binaria dos pontos em [0,1], como vimos acima.



Conclusao

No estudo aqui apresentado, foram vistos conceitos de analise real para a concepgao
do conjunto de Cantor, dentre tantos, vimos definigdes como conjunto finito, conjunto
enumeravel e conjunto limitado. Especificamente na topologia da reta, vimos defini¢oes
como conjunto fechado, conjunto aberto, ponto interior, ponto de aderéncia, ponto de
acumulacao, interior de um conjunto e fecho de um conjunto, dentre outros. Além disto,
foi afirmado o conjunto dos ntmeros reais como um corpo ordenado completo, sendo
apresentados também sequéncias de niimeros reais, limite de fungoes e fungoes continuas.

Seguindo, tem-se a construcao do conjunto de Cantor, sendo este um conjunto contido
no intervalo fechado da reta [0,1], e tal construcao feita através da omissao de intervalos
abertos, sendo estes os tercos médios abertos deste intervalo. Assim, aplicando os conte-
dos estudados, conclui-se que o conjunto K é um conjunto compacto, isto é, limitado e
fechado, e possui outras propriedades como ter interior vazio, todos os seus pontos serem
pontos de acumulagao e ser nao-enumeravel. O conjunto de Cantor também contém um
subconjunto F, enumeravel, cujo, sao os pontos das extremidades dos intervalos omitidos,
e ainda, este é denso em K. Além disto, tivemos também que K tem contetdo nulo, logo,
medida nula.

Apresentamos também o conjunto de Cantor como K = {v = & + 3 + ... + &2 +
.z, € {0,2},Vi > 1}, isto é, o conjunto contido em [0, 1] tal que, na sua expansao
infinita na base 3, s6 contém os digitos 0 e 2. Por fim, tivemos a fun¢ao ternaria de
Cantor f : [0,1] — [0,1], e provou-se que ela é monotona, crescente e continua, além de
fazer uma relagdo com as expansoes ternaria e binaria dos pontos em [0,1].
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