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"Uma mente necessita de livros da mesma forma
que uma espada necessita de uma pedra de amo-
lar se quisermos que se mantenha afiada."
Tyrion Lannister (As cronicas de Gelo e Fogo)



RESUMO

Estudamos o resultado da interferéncia pela superposi¢do de redes dpticas, que sdo campos nao
difratantes propagando no espago livre mostramos o efeito Talbot. Estas redes sdo formadas pela
transformada de Fourier de um estado "quase"momento angular orbital (MAO). Observamos
tedrica e experimentalmente que, embora as imagens de Talbot mudem, o comprimento de Talbot
€ insensivel a carga topoldgica do estado quase-MAOQO. Nossas descobertas podem ser tteis para

redes fotOnicas de gravacdo a laser.

Palavras-chave: Efeito Talbot. Redes Opticas. Difracdo.



ABSTRACT

We studied the interference resulting from the superposition of optical lattices, which are non-
diffracting fields propagating in free space, and showed a Talbot self-imaging effect. These
lattices are formed by spatially Fourier transforming a “quasi’-orbital angular momentum
(OAM) state. We observed theoretically and experimentally that although the Talbot images
change, the Talbot length is insensitive to the topological charge of the “quasi”-OAM state. Our
findings can be useful for laser-written photonic lattices.

Keywords: Talbot Effect. Optical Lattice. Diffraction.
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1 INTRODUCAO

A luz vem sendo objeto de estudo de cientistas e filésofos desde muito tempo atrds. A
primeira observacao sobre a luz foi feita por Lucrécio, no século I a.C. Ele escreveu que a luz
solar e o seu calor eram compostos de pequenas particulas. A luz s6 se tornou um objeto de
estudo mais frequente a partir da unificacio do eletromagnetismo com a Optica, no ano de 1845
por Michael Faraday(GOODMAN, 2005). Entretanto, o relacionamento completo entre a dptica
e o eletromagnetismo foi estabelecido por James Clerk Maxwell. Desta época em diante surgiram
varios estudos e a descoberta de diversos fendmenos fisicos, um deles foi o efeito Talbot ou
também conhecido como efeito da auto imagem. Este fendmeno é caracterizado pela repeticao
periddica de uma distribuicdo de campos planares em certos tipos de campos ondulatérios.
Estes campos podem ser acusticos (SAIGA; ICHIOKA, 1985) (LIU et al., 2012), de elétrons
(MCMORRAN; CRONIN, 2009), de plasmons (ZHANG et al., 2009), raio x (CLOETENS et al.,
1997) (YAROSHENKO et al., 2014), de fétons (VIDAL et al., 2008) (SONG et al., 2011) (CHEN
et al., 2014), atdmicos (CHAPMAN et al., 1995) e etc. Foi-se encontrado diversas aplicagcdes
interessantes do efeito Talbot em diferentes dreas, um bom resumo foi publicado em (WEN et al.,
2013). Na optica, provou-se que o efeito Talbot € consequéncia natural da difragdo da luz apos
atravessar um objeto unidimensional com estrutura periédica com um comprimento de Talbot
expresso por zp = %, onde d e A sdo o periodo da estrutura e o comprimento de onda da luz
incidente, respectivamente.

Recentemente, o efeito Talbot foi teoricamente explorado usando momento angular
orbital (MAO) do emaranhamento de dois fétons, mostrando que o comprimento de Talbot
nao varia com a carga topoldgica (CT) (SUN; ZHANG, 2016), entretanto, este efeito nao foi
explorado experimentalmente.

Este dissertacao foi dividido em quatro capitulos. O primeiro € a introdu¢do, o proximo
¢ sobre o efeito Talbot da forma mais simples possivel, o terceiro sobre redes Opticas € nossos
resultados tedricos e experimentais e o dltimo uma conclusao geral deste trabalho.

O capitulo 1, este capitulo, tem o intuito de dar breves nogdes do que serd abordado
durante todo o trabalho, de forma que facilite a compreensao e fique mais organizado os contetidos
necessdrios para entender o efeito Talbot.

O capitulo 2 € o que trata do efeito da auto-imagem, inicialmente apenas usando ondas
planas, como foi estudado por Rayleigh. Em seguida, estudamos sobre feixes Bessel e como

fazer uso da interferéncia da sua Transformada de Fourier para criar o efeito de auto-imagem.
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Este € um capitulo que serve como base para compreender o ponto central desta dissertacio, que
€ o capitulo 3 e seus resultados.

No capitulo 3 € exibido uma breve explicac@o sobre o que sdo redes Opticas € como sao
formadas, além de suas transformadas de Fourier. Depois disso exibimos nossos resultados, tanto
tedrico quanto experimentais do efeito Talbot usando redes Opticas.

O capitulo 4 temos as conclusdes do trabalho, fazendo um breve apanhado do que foi
estudado e os resultados obtidos, bem como futuros trabalhos que podem ser realizados a partir
deste.

Esta divisao foi feita para facilitar a compreensao dos assuntos abordados no trabalho
e também para uma melhor organizacao do mesmo. Todos os capitulos aqui tem fundamental

importancia na compreensao desta dissertacao.
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2 Efeito Talbot

2.1 INTRODUCAO

Quando uma luz atravessa uma estrutura periddica difratante, ocorre a interferéncia
de varias ondas e, consequentemente, surge um padrao de difracdo. Ao observar os raios que
emergem da estrutura, vé-se que, ao longo da propagacdo, o padrao de difracao criado pela
interferéncia destes raios se repetem periodicamente em distancias iguais. Este fendmeno é
conhecido como efeito Talbot ou auto-imagem. Henry Fox Talbot foi o primeiro a observar que
a onda resultante se propaga de tal maneira que ela assume um padrdo onde sua intensidade se
repete em intervalos periddicos ao longo da propagacdo. A distancia em que ocorre a repeticao
€ conhecida como comprimento de Talbot, z7, e é dada por: 2z = % Onde a € o periodo da
estrutura e A o comprimento de onda.

Em 1880, Lord Rayleigh mostrou que o efeito Talbot é uma consequéncia natural da
difracdo de Fresnel, ou seja, ao medir a intensidade do padrao de difracdo para o campo préximo
apos atravessar uma estrutura periddica, esta intensidade se repetird periodicamente.

Em distancias fracionais do comprimento de Talbot também temos uma imagem da
grade se repetindo periodicamente deslocadas em relagcdo a da grade original. O conjunto destas

imagens ficou conhecida como carpete de Talbot e € exibida na fig. (1).

Figura 1 — Carpete de Talbot

I

Fonte: J. Wen, Y. Zhang, and M. Xiao, 2013

Na préxima secao iremos estudar o efeito Talbot da forma mostrada por Lord Rayleigh.
Este capitulo serve como referéncia para entender a forma mais bésica deste fendmeno abordado

neste trabalho.



17

2.2 TEORIA

Considere um conjunto de fendas paralelas unidimensional - o problema também pode ser
resolvido bidimensionalmente, entretanto, por simplicidade optamos pelo caso unidimensional -,

este conjunto pode ser representado por (WEN et al., 2013)

[e.9]

Ax) = Z Che (1)

n=—oo

onde ¢, é a amplitude do enésimo harmonico e d o periodo espacial do objeto. Caso ¢, na eq.(1)
nao seja definido pode-se dizer que esta expressdo € vdlida para qualquer objeto periddico.
De acordo com a teoria de difracao de Fresnel (SALEH et al., 1991), ao iluminar uma

abertura periédica com uma onda plana, o campo F(z) para uma distincia z é proporcional a:

o0 . (z—a' 2
E(r) « / dm’A(x’)e_”( ol (2)
Entdo, resolvendo a integral, temos:
- itn?X\z  2imna
E(z) nzz_oo CreTp ( 7 + ¥ ) , 3)
onde o comprimento de Talbot é dado por:
2md?
=220 @)

m € um positivo inteiro que estd relacionado com o numero da auto-imagem.
Além de usar uma onda plana, também € possivel repetir a conta usando uma onda

gaussiana, o comprimento de Talbot entdo serd dado por(PATORSKI, 1989)

2 2
Zr = de— (ﬁ) , )

A Wo

Az
w2

2
7r0>'

Encontra-se estudos para diversos tipos de aberturas e feixes na literatura, na préxima

onde wy € a cintura inicial do feixe e w, = wg4/1 + (

secdo serd apresentado o efeito Talbot a partir da interferéncia de feixes Bessel.

2.3 EFEITO TALBOT A PARTIR DA INTERFERENCIA DE FEIXES BESSEL
2.3.1 Introdugdo

Esta secdo € dedicada a estudar dois trabalhos especificos, o primeiro € o caso do efeito

Talbot usando a interferéncia de dois feixes Bessel do ponto de vista tedrico e o outro caso do
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ponto de vista experimental. Nesta sec@o serd entdao explicado o que é um feixe Bessel, como
encontrar sua equacdo e de que forma ocorre o efeito Talbot a partir da interferéncia de dois

feixes Bessel.

2.3.2 Feixe Bessel

2.3.2.1 Introdugado

Vamos estudar agora sobre uma familia de feixes que tem sua distribui¢do de intensidade
constante ao longo da propagacdo, conhecidos como feixes nao difratante e que sao solugdes
da equacao de Helmholtz em coordenadas cilindricas. Esta familia de feixes € conhecida como
feixes Bessel (DURNIN, 1987)(DURNIN et al., 1987). Vamos deduzir a expressao do feixe
Bessel de duas formas, inicialmente a partir da equacao de Helmholtz em coordenadas cilindricas
e em seguida usando a teoria da difracdao e mostrando que podemos chegar na expressao de feixe
Bessel pode ser obtido de duas formas diferentes. Em seguida serd analisado a propriedade no

difrativa do feixe Bessel, estudando os resultados obtidos por Durnin em seu trabalho.

2.3.2.2 Equacao de Helmholtz e sua solu¢cdo em coordenadas cilindricas

Para encontrar a solu¢do da equacdo de Helmholtz em coordenadas cilindricas devemos
lembrar que uma onda € descrita por uma funcao escalar, conhecida como funcio de onda(SALEH
et al., 1991). Esta funcdo de onda € descrita matematicamente por uma fungdo real da posi¢ao
7 = (x,y,2) e do tempo ¢, aqui denotada por u(7,t). Esta funcdo obedece uma equagio

diferencial de segunda ordem conhecida como equagao de onda:

1 0%u

Vu— —— =0, 6

c Ot? ©)
onde V? = aa—jg + 88—;2 + g—; € o operador Laplaciano em coordenadas cartesianas(WEBER;
ARFKEN, 2003). Vale ressaltar que, qualquer fung@o que satisfaca a eq. (6) representa uma onda
Optica.

Uma vez que a equagdo de onda € linear, € possivel aplicar o principio da superposicao:

se u1 (7, t) e uy(r, t) representam possiveis ondas Opticas, entdo u(r,t) = uy (7, t) + ug(7r,t)
também representara.

O campo escalar de uma onda monocromadtica € representada por uma func¢ao de onda

com dependéncia temporal harmdnica (SALEH et al., 1991)(GOODMAN, 2005), dada por:

u(7, t) = a(F)cos 2mvt + ()], (7)
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onde a(r) é a amplitude da onda, ¢ a fase e v a frequéncia. E conveniente escrever a eq.(7) em

termos da fun¢do complexa:
U(r,t) = a(Fexp(iv)exp(i2mvt), (8)
sendo u(7,t) = Re [U(7,t)], dada por (RUDIN, 2006)

Re [U(71)] = 5 [U(F.1) + U*(7,1)]. ©)

cujo simbolo * representa o complexo conjugado. A fungdo U(7,t), conhecida como fungdo de
onda complexa, descreve a onda completamente. A fungdo de onda u(7,t) é simplesmente a

parte real. Tanto a funcdo de onda quanto a fun¢ao de onda complexa devem satisfazer a equacao

da onda:
1 0*°U
2 _— ——— =
VU 2902 0. (10)
Reescrevendo a eq.(8) da forma:
U(r,t) = U(r)exp(i2mvt), (11)

onde o fator independente do tempo estd em U(7) = a(7)exp [ip(F)] e é conhecido como a

amplitude complexa da onda. Substituindo eq.(11) em eq.(9):

u(r,t) = Re [U(rexp(i2nvt)] = = [U(F)exp(i2nvt) + U*(7)exp(—i2nvt)) . (12)

DO | —

Substituindo eq.(11) na eq.(10):
(V*+ k%) U =0, (13)

|4

onde k € o nimero de onda, dado por k = 2%

Helmholtz(GOODMAN, 2005).

= 2. A eq.(13) € conhecida como equagdo de

Substituindo a eq.(7) na eq.(9), ficaremos com:
W(7,t) = 2a%(F)cos? 2nvt + (7)) = |U(F)|* {1 + cos [2(2mvt + o(7)]}. (14)

Fazendo a média na eq.(14) em um tempo muito maior que o periodo 6ptico, %, o segundo termo
desparece, logo:

I(7) = U, (15)

que € conhecida como a intensidade Optica de uma onda monocromatica(SALEH et al., 1991) e

¢ dada pelo quadrado da norma de sua amplitude complexa e também € invariante no tempo.
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Agora escrevemos a eq.(13) em coordenadas cilindricast WEBER; ARFKEN, 2003)

10 (oU\ 102U 0U
1o (v, 1ov, Y —0. 1
pap(pap)+p28¢2+822+sz 0 (16)

Usando separacdo de varidveis, ficamos com:

Ulp, ¢, 2) = R(p)®(¢)Z(2). (17)

Substituindo a eq.(17) na eq.(16) e dividindo por R(p)®(¢)Z(z):

1 0 OR n 182<I>+k2__182Z (18)
pR Op p op P>P 0¢?  Z 0%
Igualamos a uma contante, temos entao:
0?Z
— = —B%*Z, (19)
z
logo:
Z(z) = exp(ifz). (20)
Multiplicando o lado esquerdo da eq.(18) por p? e igualando a uma contante 32, teremos:
p 0 ( OR 10°® 5 o\ 9
—— | p=— —— + (k° — = 0. 21
(15 ) + 55 + (=) a1
Escrevendo o = p? — 3%
p 0 ([ OR 5 o 10%®
22 ,== S 22
Rap<”ap)+“ 3 09° (22

Como o lado esquerdo da eq.(22) depende de R e o lado direito depende apenas de ¢ € facil

perceber que para a igualdade ser vélida € necessario que os dois lados sejam constantes, ou seja:

0?P 9
— = —m“P. 2
356 m (23)
A solucdo da eq.(23) € dada por:
() = eap(img). (24)

Mas, sabendo que a fungdo U(p, ¢, z) , por continuidade, deve estar sempre definida para ¢ = 0
e ¢ = 2m,logo, U(p,0,2) = U(p, 2w, z) para qualquer p e z. Entdo, ao impor a condigio de que
®(0) = ®(27), implica dizer que m deve ser inteiro ou igual a zero, ou seja, m = 0, +1, £2 - - -.
Vamos encontrar agora a parte radial da equacdo diferencial, para isso, o lado direito da eq.(22)
deve ser igual a m?. Multiplicando toda a equagdo por R(p), ficamos com:

pa% (pg—f) + (a®p* —m*) R =0. (25)
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Calculando a derivada na primeira parte da eq.(25) e dividindo tudo por p?, teremos:

O?’R  10R ,  m?
inidnhe - =0. 2
8,02+p8p+(a pQ)R 0 (26)

A eq.(26) é conhecida como equacdo diferencial de Bessel de ordem m. Suas solucdes sdo
funcdes de bessel de ordem m(WEBER; ARFKEN, 2003), J,,(ap). Finalmente, a amplitude
complexa da onda, eq(17), é escrita em termos da eq.(20), eq.(24) e eq.(26):

U(p, ¢, z) = UpJdm(ap)exp(ime)exp(ifz), (27)

onde U,, € uma constante, J,,, é a funcdo de Bessel de primeiro tipo e ordem m, o e 3 sdo as
componentes transversal e longitudinal do vetor de onda, onde k = \/m . p,® € z sdo as
componentes radial, azimutal e longitudinal da onda, respectivamente. E importante observar
que as solugdes com p = 0 ndo sdo admitidas.

Para m = 0 podemos escrever a amplitude complexa como:
Ulp, ¢, z) = UpJo(ap)exp(ifiz), (28)
e sua distribui¢do de intensidade € dada por:
L(p, ¢, 2) = Vol J5 (ap), (29)

onde a eq.(29) possui simetria circular variando com p e invariante em 2, como mostra a fig.(2)

Figura 2 — Distribuigdo de intensidade do feixe Bessel no plano transverso é independente de z

P

Fonte: Saleh, 2007, p. 99

Uma outra forma de obter o mesmo resultado € fazendo uso da transformada de Fourier

em coordenadas cilindricas(GOODMAN, 2005). Mostra-se que a difracdo por uma abertura
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circular tem como resultado um feixe Bessel. Para isso, faz-se uso da solucdo exata da eq.(13)

em coordenadas cilindricas (GOODMAN, 2005)

Ulp, 6, 2) / / W)expliapeos(v — 6)] exp(iBz)adady. (30)

O termo A(a, 1)), da eq.(30) € interpretado para o nosso caso como a abertura por onde a luz
passard e ocorrerd a difracio, neste caso, uma abertura circular. Para a existéncia do feixe Bessel
por uma distancia muito maior, a largura da abertura circular deve ser o mais fino possivel,

teoricamente consideramos uma delta de Dirac. A expressao € dada por:

Ala,¥) = Aoexp(ime)d(a — ap). (€29)

substituindo a eq.(31) na eq.(30), temos:

2 (e}
Up,¢,z) = /0 /0 Apexp(im)o(a — ag)exp [iapcos(p — ¢)] exp(ifz)adady.  (32)

Sabendo que(WEBER; ARFKEN, 2003):

fla) = / d(z — a)dx. (33)
0
Entdo, fazendo uso da eq.(33), a eq.(32) fica:

2
Up.002) = [ Aucaplime)eapliopeos(s — o)) eop(ifz)aadv. (34
0
Esta integral em 1) é dada por (WEBER; ARFKEN, 2003):

—m 2
I () = 2—/ exp(imb)exp [izcos(0)] db, (35)
2m Jo
substituindo:
2
U(p. 6.2) = - Avato o (aop)eap(imo)eap(if), (36)
escrevendo Uy = 22.—?140040:
Ulp, ¢, 2) = UpJm(ap)exp(ime)exp(ifz). (37)

A eq.(37) é exatamente a mesma que a eq.(27), comprovando assim que o feixe Bessel pode ser
obtido usando a teoria de Fresnel ou resolvendo a equacdo de Helmholtz. A fig.(3) representa a

abertura da eq.(31).
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Figura 3 — Abertura circular. Sua transformada de Fourier é um feixe Bessel. A regido em vermelho é onde passa
luz, quanto menor esta abertura, maior a distdncia de propagacao do feixe Bessel.

Fonte: Autor.

2.3.2.3 Propriedade ndo difrativa do feixe Bessel

Uma caracteristica bastante interessante da eq(27) € que, ao longo da propagacao, a

distribuicdo de intensidade do feixe Bessel € constante, ou seja:

I(p,¢72>0>:](,0,¢,,2:0), (38)

justificando assim o adjetivo de ndo difratante.

Em seu trabalho, Durnin(DURNIN, 1987) compara distancias de propagacao entre o
feixe da eq(27) e um do tipo Gaussiano, exibido na fig(4). Esta figura nos mostra a intensidade do
ponto central de um feixe Bessel comparado com o de um feixe Gaussiano. E possivel observar
que, apesar de ocorrer oscilacdes - causadas pela extensdo finita da janela computacional-, a
intensidade no centro do feixe € mantido diferente de zero por uma distancia muito maior que a

do feixe Gaussiano com a mesma distribuicao de largura espacial.
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Figura 4 — Distribuigdo de intensidade do feixe Bessel no plano transverso é independente de z
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Fonte: Durnin(DURNIN, 1987), 1987

Entretanto, na teoria, considera-se que um feixe Bessel perfeito é aquele que possui
energia infinita e capaz de estende por todo plano transverso. Como € impossivel realizar o
feixe Bessel experimentalmente, € feito uma aproximagao, os chamados feixes Bessel truncados,
gerados a partir de aberturas circulares de larguras finitas. Experimentalmente, os feixes Bessel
ficam dependendo de um z,,,,, onde este € o limite de propagacdo sem "desaparecer”. Este feixe
¢ gerado iluminando uma fenda circular de didmetro d, colocada no plano focal de uma lente de

raio R e comprimento focal f e é dada pela expressao:

2R
mar — — 7 - 3
z y (39)

Os feixes Bessel t€ém uma caracteristica especifica, seus anéis concéntricos. Os feixes
cuja carga topoldgica vale zero, possui intensidade maxima em seu centro, como pode ser visto
na fig.(5). No caso de uma carga topoldgica maior que zero, o centro tem uma intensidade nula,

mostrado na fig.(6).
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Figura S — Intensidade do Feixe Bessel para m = 0.

®

Fonte: Autor

Figura 6 — Perfil de intensidade para o feixe Bessel com m = 3.

40.25

Fonte: Autor

2.3.2.4 Geracao de feixes Bessel

Existem algumas formas de gerar o feixe Bessel, s@o elas: Iluminando uma abertura
circular colocada no plano focal de uma lente(DURNIN et al., 1987), utilizando um é&xicon, que

¢ uma lente com superficie conica (ARLT; DHOLAKIA, 2000) ou fazendo uso de um holograma
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gerado por computador (CHATTRAPIBAN et al., 2003), método este que iremos explorar nesta

dissertacdo.

Um holograma ¢ a gravacao do padrao de interferéncia entre o feixe de interesse com um
feixe de referéncia, geralmente uma onda plana(HECKENBERG et al., 1992). A fig(7) mostra
0 processo para geracdo do feixe de interesse. Ao iluminarmos o holograma com o feixe de

referéncia, a partir da difracdo da luz, reconstruimos o feixe de interesse.

Figura 7 — (a) Gravagio do holograma a partir de uma onda de referéncia (b) reconstrugdo do feixe de interesse

Objeto
\T Li
Referéncia |, Referéncia
v V)
Holograma ‘Holograma

(b)

Fonte: Saleh(SALEH et al., 1991), 2007, p. 139

Antigamente os hologramas eram feitos a partir de transparéncias, o padrdo de interferén-
cia sendo gravado nelas, processo complexo e muito demorado. Atualmente um método muito
mais simples € fazendo uso de um modulador espacial de luz(MEL). Fazendo uso de um MEL
de fase, € possivel projetarmos hologramas de fase a partir de técnicas de holografia (KIRK;
JONES, 1971)(ARRIZON et al., 2007). Os hologramas gerados por essas técnicas sio imagens
digitais, preto e branco, com 256 tons de cinza, cada tom corresponde a uma fase diferente,
variando de 0 a 27.

Um MEL é composto por uma camada de substrato de vidro, apds o vidro ela contém
eletrodos transparentes, seguido de uma camada de cristais liquidos e em uma fina camada
constituida de pixels eletrodos, por fim, um circuito C-MOS. A fig(8) mostra de forma mais clara

como um MEL ¢é composto.
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Figura 8 — Esquema de um modulador espacial de luz

Camada de cristal liquido

Circuito C-MOS A,
Eletrodos k_ i
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eletrodo transparente

substrato de vidro

Luz incidente

Luz modulada

Fonte: Hamamatsu. Light Phase Control. disponivel em:
https://www.hamamatsu.com/eu/en/technology/innovation/lcos-slm/index.html

Os pixels de cristal liquido pode ser controlada eletronicamente, sendo assim possivel
desenhar hologramas que codificam a amplitude e a fase de campos complexos. Aqui usamos
como exemplo a geracao do feixe Bessel, entretanto, esta técnica de holografia pode ser utilizado
para gerar vdrios outros tipos de feixes ou aberturas, inclusive as redes Opticas utilizadas neste

trabalho.

2.3.3 Efeito Talbot a partir da interferéncia de feixes Bessel - Tedrico

No trabalho tedrico da referéncia (CHAVEZ-CERDA et al., 1998), os autores fizeram
uso da superposicao de dois feixes Bessel propagando no espago livre. O artigo todo foi feito
numericamente e mostrou que existe efeito Talbot a partir da interferéncia dos feixes durante a
propagacao.

Uma forma prética de se obter uma superposicao de feixes Bessel € usar duas aberturas
circulares de raios k,( e k,1, seguidas por uma lente colocada a uma distincia igual ao compri-
mento focal f. Sabe-se, pela optica de Fourier, que a luz sofre uma transformada de Fourier
ao passar por uma lente (SALEH et al., 1991), ou seja, neste processo utilizado no trabalho
eles colocaram a lente para realizar a transformada de Fourier das duas aberturas circulares.

Matematicamente, isto € 0 mesmo que:

ho(ky) = exp(i®o)d(k, — kvo) + acxp(i®y)d(k, — k1), (40)

onde ®; = ik,;z + ¢;5) = 0,1k, = (kg + k;) a € um fator de amplitude. Este é o

caso ideal para a geracao de um feixe Bessel, entretanto, sabe-se que nao é possivel realizar
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isto experimentalmente. Usar as deltas de Dirac indica que a abertura é a mais fina possivel,
experimentalmente, se a abertura circular for muito fina, ndo haverd passagem de luz suficiente.
No caso tedrico o feixe Bessel ao longo de toda propagacdo, entretanto, experimentalmente é
feito a aproximacao para o feixe Bessel truncado, que s6 existe em uma regido finita. Apesar do
trabalho ser tedrico, foi utilizado aberturas anelares com tamanho finito, simulando o resultado
que seria obtido em um laboratério. O campo descrito pela luz produzida pelas estruturas

circulares, emergindo das lentes, é dado por:

H{(r, z) = [Jo(kyjr) — iNo(kyjr)] exp(ikz 2 + igy); 41)

I{jj‘”ora(r7 Z) — [Jo(krjr) — iNO(kro)] €$p(ikzj2 + i¢j>7 (42)

onde j = 0 e j = 1 se refere a luz passando através dos anéis 0 e 1, respectivamente. Dentro
e Fora significa o anel menor ou maior, sendo definido pelo raio £,; de cada anel. Para fazer a
superposicdo dos feixes Bessel € necessario que seja feito a soma das eq.(41) e eq.(42), de forma

que o termo N seja cancelado. A intensidade da superposicao desses campos é dada por:

I(r,2) = J3(kyor) + J3(kpr) + 2J3 (k1) cos [kao — kaaz + 6], (43)

onde = ¢y + ¢ er = (22 + yQ)%. O ultimo termo da eq.(43) é referente ao termo de
interferéncia.

Os autores também calcularam numericamente a evolugdo da intensidade apds passar
pela lente, isto € importante pois, como foi dito, o feixe Bessel existe em apenas uma regidao

finita, assim podemos ver a regido de existéncia do mesmo. A fig.(9) mostra a propagacdo da

ksl em fase,

superposicdo dos feixes Bessel, os parametros utilizados foram: k,; = 4 e k.o = L

ou seja f = 0 e fora de fase § = 7. Como € possivel ver, existe um comportamento oscilatério
de aproximadamente z, ~ 7 e que a posi¢do dos mdximos e minimos variam dependendo da
fase inicial entre os feixes. Apds isto, foi feito o plot de dois feixes Bessel fora de fase e com a
mesma amplitude e depois usado a superposicdo dos dois feixes Bessel. A intensidade do feixe
comeca a diminuir, como pode ser visto na fig.(10). A oscilacdo tem relagdo com o quao fino
os anéis sdo, de forma que, ap6s um periodo, ele realmente tende a perder este comportamento
oscilatorio. Na fig.(10A), mostra os detalhes da evolucao inicial dos feixes, ja na fig.(10B) é
exibido o caso para uma distancia de propagacdo muito maior, mostrando a perda da oscilacao

para uma distancia maior.
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Figura 9 — Intensidade de dois feixes Bessel interferindo com a mesma amplitude e frequéncia espacial k,; = 4

e ko= kf versus distancia de propagacao normalizada pelo comprimento de Rayleigh.
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Fonte: S.Chavez-Cerda, M.A. Meneses-Nava e J. Miguel Hickmann(CHAVEZ—CERDA et al., 1998).

Figura 10 — (a) Detalhes da propagaco inicial dos feixes. (b)Intensidade de dois feixes Bessel interferindo(curva
s6lida) com a mesma amplitude e frequéncia espacial k,.; = 4(curva pontilhada) e k.o = %(curva
tracejada) versus distincia de propragacdo normalizada.
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Fonte: S.Chavez-Cerda, M.A. Meneses-Nava e J. Miguel Hickmann(CHAVEZ—CERDA etal., 1998).

Agora, na fig.(11A) foi feito o plot da superposicao dos feixes Bessel na propagagdo ao
longo de quatro repeti¢des. Nesta simulaco, foi usada uma fase # entre os anéis que é igual a ™
e a razdo entre as amplitudes dos feixes € igual a 1. Na fig.(11B), foi exibido o mapa de contorno

do perfil transverso, mostrando o efeito Talbot ao longo da propagacao.
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Figura 11 — Evolugio da superposigio de feixes Bessel: (a) Plot em 3D. (b)Contorno do perfil transverso,
mostrando o Talbot ao longo da propagacao.
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Fonte: S.Chévez-Cerda, M.A. Meneses-Nava e J. Miguel Hickmann(CHAVEZ—CERDA et al., 1998).

1]

A fig.(11)) fecha o artigo comprovando o efeito Talbot usando uma superposicio de feixe
Bessel € possivel teoricamente, dando assim uma confirmag¢do que nosso trabalho também ¢é

possivel de ser realizado com sucesso. Veremos agora o trabalho experimental.

2.3.4 Efeito Talbot a partir da interferéncia de feixes Bessel - Experimental

Neste experimento, foi usado um laser He-Ne de 10mWV, a luz emitida deste laser foi
entdo filtrada espacialmente, focalizando-a com uma objetiva 40z com um filtro espacial de
dpum. Para colimar a luz resultante, usou-se uma segunda lente exatamente na posicao do filtro
espacial. A luz obtida incide em uma tela com duas aberturas anelares, ambas com 0, 1mm de
espessura € 1,63mm e 2, 11mm de raios do anel interno e o externo, respectivamente. Apos
a tela, colocou-se uma outra lente de comprimento focal f = 750mm. A fig.(12) mostra o
aparato experimental simplificado usado para obter a superposi¢do de feixes Bessel. Usando
este aparato foi obtido uma transmissdo de luz através das aberturas circulares melhor que 15%.
Uma sequéncia de fotografia foi tirada ao longo da propagacao. Usou-se uma camera sem ne-
nhuma objetiva, com uma exposicdo direta a luz. Na fig.(13(a-g)), foi tirado fotos nas distancias
0,6.8,13.6,20.4,27.2,34.0 e 40.8 cm, respectivamente. Estas distincias cobrem um periodo de
repeti¢do do Talbot, € visivel que a ultima fotografia tem o mesmo padrao de intensidade da
figura inicial. A fig.(13d) corresponde a meio Talbot e mostra uma situagcdo onde € produzido

um minimo no centro do feixe.
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Figura 12 — Aparato experimental simplificado.

EXPERIMENTAL SETUP

Screen Annular

Vi
Fonte: S.Chavez-Cerda, M.A. Meneses-Nava e J. Miguel Hickmann(CHAVEZ-CERDA et al., 1998).



Figura 13 — Sequéncia de fotografias mostrando a evolugdo dos feixes Bessel na primeira repeti¢io.

32

Fonte: S.Chavez-Cerda, M.A. Meneses-Nava e J. Miguel Hickmann(CHAVEZ-CERDA et al., 1998).
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A fig.(14(a-e)) mostra a propagacdo correspondente as distancias 61.2, 83.2,102.0, 122.4
e 142.8cm, respectivamente. Estas figuras sdo apenas de meio e inteiro periodo de repeti¢cao do
efeito Talbot. E observado, novamente, o padrio transverso produzido ao longo da propagagio.
Apds uma distancia z,,,, do anel, a superposi¢ao dos feixes Bessel comeca a desaparecer, assim,

nao ocorrendo mais a repeti¢ao.

Figura 14 — Sequéncia de fotos mostrando os maximos e minimos ao longo da propagagcio.

Fonte: S.Chavez-Cerda, M.A. Meneses-Nava e J. Miguel Hickmann(CHAVEZ-CERDA et al., 1998).

A partir da teoria, sabe-se que a frequéncia de repeti¢do € de 40, 8cm, no experimento
chegou-se a um valor quase perfeito, 39, 7Tcm. Considerando os erros intrinsecos nas medidas,
pode-se considerar como o resultado sendo correto.

A partir disto, € possivel ver que existe efeito Talbot também no experimento usando
uma superposicao de feixes Bessel. Este trabalho, como j4 dito anteriormente, € um caso limite
do nosso, sendo assim, usamos estes dois € mais um terceiro que serd explicado posteriormente

como base para realizar esta dissertacao.
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2.4 CONCLUSAO

Neste capitulo inicialmente foi mostrado o efeito de auto imagem usando aberturas
periddicas e ondas planas, depois mostramos de forma resumida alguns trabalhos que mostraram
o mesmo efeito, agora usando aberturas circulares concéntricas e de raios diferentes. Estes

estudos realizados aqui serviram como ponto de partida para a obtencao dos nossos resultados.
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3 Efeito Talbot em uma rede 6ptica com carga topologica

3.1 INTRODUCAO

Até aqui mostramos alguns casos do efeito Talbot e citamos varios outros ja abordados
na literatura. Nesta dissertagdo, propomos um estudo, tedrico e experimental, sobre uma nova
forma de observar o efeito da auto-imagem, usando redes dpticas como aberturas.

Uma rede Optica € formada pela interferéncia de multiplas ondas de um laser, com
vetores de onda transversais de mesmo moédulo, mas simetricamente orientados em torno da
origem, produzindo assim um padrdo de onda estaciondria. Dentro desse padrdo, como os feixes
interagem uns com os outros, existem regides com maior € menor intensidade de luz.

As redes Opticas sao de grande importancia na drea da Mecanica Quantica e aplicagdes,
como a tecnologia de informacao quantica (BLOCH, 2005),(JAKSCH, 2004),(MONROE, 2002).
A interacio de 4tomos bosOnicos em redes Opticas também foi estudado (LEWENSTEIN et al.,
2007). Nossa proposta € usar redes Opticas para observar a formacao do efeito Talbot ao longo
da propagacao.

As multiplas ondas necessdrias para formar uma rede 6ptica pode ser obtida fazendo uso
de divisores de feixes e espelhos (MAO et al., 2005), entretanto, a implementacao deste método
pode ser bastante complicada, por isso, usamos uma técnica de holografia para gerar as redes

opticas.

3.2 MODELO TEORICO
3.2.1 Redes Opticas

Feixes nao difratantes ou um nimero finito de ondas planas t€m induzido uma grande
variedade de redes Opticas bi e tri dimensionais em meios lineares(ARRIZ()N et al., 2007)(AR-
RIZON et al., 2011)(BECKER et al., 2011)(BOGUSLAWSKI et al., 2011)(FERNANDEZ-
VAZQUEZ; MENDEZ, 2013)(GAO et al., 2017)(XAVIER et al., 2012b)(XAVIER et al., 2012a)
ndo lineares(ZHANG et al., 2014). Portanto, no contexto de campos opticos nao difratantes,
uma rede Optica pode ser expressa pela superposicao de Q ondas planas de igual amplitude,
cujo vetor de propagacdo tem uma proje¢do comum k, em repeito ao eixo z. O médulo da
componente transversa do vetor de propagacao k; é também uma constante dada pela identidade,
k% = k* — k2, onde k = 27” ¢ o numero de onda. A projecdo do vetor de propagacao das ondas

interferindo no plano zy forma um angulo, no eixo x, que € multiplo de %’r A transformada
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especial inversa de Fourier é considerado uma superposi¢cdo de feixes gaussianos igualmente
deslocados do centro com um certo angulo azimutal e uma constante de fase proporcional a este

angulo. Uma rede 6ptica formada por () ondas planas pode ser escrita como:

~1

f(r,0) = C’QZ {exp(ib1,)exp [i2mpircos(0 — nAb)] + exp(ibay,)exp [i2mpircos(0 — nAb)|}
i (44)
onde r e ¢ sdo o raio e o angulo em coordenadas cilindricas do sistema, respectivamente. p; € po
sdo as frequéncias espaciais, 0,; = p;(nAf),onde i = 1,2 e A = %T p é um nimero inteiro e
representa a carga topoldgica do sistema, neste caso sao utilizadas duas redes Opticas, uma com

uma carga topoldgica p; e outra com p,.
A fig.(15) apresenta trés redes Opticas cujo os parametros iguais sdo: p; = 1 e py = 2,
p1 = 1lmm™!, Q = 3. Nafig.(15)a usamos uma frequéncia espacial p, = 1, 5mm !, na fig.(16)b
p2 = 2mm = e nafig.(17¢ p, = 2, 5mm . Estas figuras nos mostra que conseguimos controlar

o padrao das redes Opticas a partir da mudanca na frequéncia espacial.

Figura 15 — Redes 6pticas cujo os pardmetros utilizados foram: Q = 3, p; = Imm ™1, p; = le ps = 2 (a)
p2 =1,5mm=1. (b) pa = 2mm L. (c) po = 2,5mm !

Fonte: Autor

E interessante mostrar o efeito da carga topolégica na rede Gptica. A fig.(16) exibe
novamente um conjunto de trés redes dpticas, com os mesmos parametros da figura anterior,
entretanto, agora utilizamos p; = 2 e p, = 6. Pode-se observar a alteracdo da carga topoldgica
influencia na mudanca da amplitude, isto se da devido ao fato de estarmos tratando do padrao
de intensidade das figuras, calculando o médulo ao quadrado da eq.44) € possivel observar que
alterar a carga topoldgica influencia, uma vez que a intensidade depende da diferenca entre
as cargas, quanto maior for a diferenca, maior serd a intensidade. A barra de cores ao lado de
cada imagem indica a intensidade de cada ponto. Comparando a fig(15) com a fig.(16), vé-se

claramente que o padrdo ndo € alterado, entretanto, ele fica mais intenso em determinados pontos.
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Isso se da por causa da diferenca entre as cargas topoldgicas.

Figura 16 — Redes 6pticas cujo os parametros utilizados foram: Q = 3, p; = lmm =1, p; = 2e py = 5 (a)
p2 = 1,5mm=L. (b) po = 2mm~1. (c) p2 = 2, 5mm !

L J
.. -
-
N |
2
»
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-
-

Fonte: Autor

Vamos agora observar o que ocorre ao aumentar o nimero de ondas gaussianas. A
fig.(17) nos mostra as redes épticas usando um nimero ) maior que os anteriores. E possivel
observarmos que as figuras tendem a virar a interferéncia de dois feixes Bessel(DURNIN, 1987).
Os parametros aqui usados sdo os mesmos da fig.(15), alternando apenas o valor de () para

@ = 30,50 e 70.

Figura 17 — Redes 6pticas alterando a quantidade de ondas planas. Pardmetros: p; = p = 1,01 = Ilmm™1,ps =

1,5mm=L. (@) Q =30 (b) Q =50 (c) Q = 70

(b)

Fonte: Autor

Outra analise que fizemos € de mostrar que, quanto maior a frequéncia espacial, maior o
nimero de ondas gaussianas para a rede se transformar em um feixe Bessel. Na fig.(18 refizemos
0 mesmo processo da fig.(17, agora fixando p; = 2, 5mm ! e aumentando a quantidade de ondas
planas para Q = 70, 90 e 110. E mais claro ver o motivo da necessidade de aumentar o niimero
de ondas observando a fig.(21, observando a frequéncia espacial das figuras, podemos ver que,

aumentando a frequéncia espacial, as ondas gaussianas tendem a ficar mais espacadas umas das
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outras, de forma que seja necessario um maior nimero de ondas para formar uma estrutura anelar.

Figura 18 — Redes 6pticas alterando a quantidade de ondas planas. Pardmetros: p; = p2 = 1,01 = lmm™1,pp =
2, 5mm=". () Q = 70 (b) Q = 90 (c) Q = 120

Fonte: Autor

Ao fazermos a transformada inversa de Fourier das redes dpticas nés encontramos o
conjunto de ondas, como mostrada na fig.(19). Numericamente realizamos a transformada inversa
de Fourier da eq.(44 e usamos como parametros () = 3,4 e 5 e como parametros fixos nas trés
figuras: p1 = 1,ps = 2,01 = lmm ™", po = 2,5mm". E possivel observar que sdo formadas
estruturas geométricas que variam com o nimero de ondas planas inseridas.

Figura 19 — Transformada da Fourier das redes épticas. Pardmetros: p; = 1,po = 2,01 = Ilmm~t,py =

2,5mm~ L (a)Q =30)Q =4()Q =5

(b)

Fonte: Autor

E possivel observar que existem dois objetos de mesma geometria para cada imagem da
fig.(19), isto se da devido a soma das duas redes Opticas da eq.(44). O que diferencia uma rede
da outra € apenas a carga topoldgica e a frequéncia espacial. A carga topoldgica ndo influencia
no padrio de intensidade, mas exibe diferenca na fase das ondas. A fig.(19) € mostrada no plano
xy, por isso ndo € possivel observar uma mudanca nele ao alterar a carga topoldgica, entretanto,
h4 uma mudanca no eixo z. Temos que cada ponto se encontra em uma fase e que, ao completar

um circulo, volta a 2pr. A fase é constante se for uma rede dptica cuja carga topoldgica for igual
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a zero. A fig.(20) ilustra a influéncia da carga topoldgica nas ondas planas. Cada um tem sua
fase mas existe um atraso de uma em relagd@o a outra no plano z. Com isso, ao alterar a carga
topoldgica também altera a fase das ondas planas bem como o atraso de uma onda em relagdo a

outra para o caso de trés ondas planas.

Figura 20 — Relagio da fase das ondas planas com suas cargas topoldgicas.

Fonte: Autor

Aumentando a quantidade de ondas, a estrutura tende a se tornar circular. O que € de se
esperar, uma vez que qualquer geometria, tendendo o nimero de pontas para infinito, tende a
virar um circulo, logo, extrapolando a quantidade de ondas para infinito, teremos uma estrutura

anelar, como exibido na fig.(21).



Figura 21 — Transformada da Fourier das redes épticas. Pardmetros: p; = 1,ps = 2,01 = lmm™1,py =
2. 5mm=L. (1)Q = 10 (0)Q = 20 (¢)Q = 30

Fonte: Autor

Na sec¢do anterior calculamos que a transformada de Fourier de uma abertura circular
tem como resultado o feixe Bessel, assim, podemos concluir que no caso de ondas tendendo ao
infinito, teremos como resultado da transformada de Fourier uma superposi¢ao de dois feixes
Bessel, como mostrado na fig.(17 e também na referéncia (ARRIZON et al., 2011). No trabalho
(ARRIZON et al., 2011) os autores estudaram a transformada de Fourier destes conjunto de
ondas planas, no nosso caso estamos interessados em obter a interferéncia de duas redes Opticas
para observar o efeito da auto-imagem, entretanto, ndo vamos realizar o estudo para uma grande
quantidade de ondas planas, uma vez que este resultado ja foi divulgado na literatura (VIDAL et
al., 2008). Focamos nossos estudos para compreender o mesmo fendmeno s6 que agora em um
regime de poucas quantidades de ondas.

Vamos agora calcular o comprimento de Talbot para o caso das redes Opticas, para isso,
vamos escrever a eq.(44) em coordenadas cartesianas, devemos lembrar que a regra dos cossenos

¢ dada por:

rcos(0 — nAf) = r[cos(0)cos(nAb) + sen(0)sen(Af)] = xcos(nAf) + ysen(nAf). (45)

Reescrevendo a eq.(44) usando a eq.(45) podemos entdo utilizar a teoria da difracao
de Fresnel para resolver o problema. Também € possivel resolver o problema em coordenadas
cilindricas entretanto, acarretaria em uma conta um pouco mais trabalhosa, por isso, optamos

por resolve-la em coordenadas cartesianas. Reescrevendo a eq.(44), temos:

Q-1
flz,y)=C Z {exp(ib1,)exp [12mp1 (zcos(nA) + ysen(nAb))] +

n=0

(46)
+exp(ifay, )exp [127p1 (xcos(nAB) + ysen(nAb))]}.
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Usando a teoria da difracio de Fresnel, mostrada na eq.(2), agora em duas dimensdes e adaptando

para o nosso problema:

Q-1 .
C o < i ,
E(x,y,z):WZ/ dxl/ dyeﬁp{—g [(x—l’/)QﬂL(y—y)Z”
n=0” -0 J-oo

{exp(ibr,)exp [i2mp1 (2 cos(nA) + y' sen(nAb))] + exp(ifa,)exp [i27pa(a’cos(nAO) + y'sen(nA0))]} .

(47)
Separando a eq.(47) em duas, teremos:
E(z,y,z) = ¢ Qg_:l/oodx’/ood ‘ex _im [(m—x')Q—l—( — ’)2] *
Y, w2 ) M yerpy =1 y—y
exp(iby,)exp [127p1 (2 cos(nAG) + y' sen(nAd))] + 48)

_|_

Q-1 L0 00 .
)\26;2 nz; /_OO dz’ /_Oo dy'exp {—;—z [(:v — ) 4+ (y - y’)2] } *
exp(ibay, )exp [127pe (2 cos(nAG) + y'sen(nAf))] .
E possivel ver claramente que a eq.(48) é dividida em duas integrais quase idénticas, mudando
apenas a frequéncia espacial, que é uma constante. Logo, resolveremos a primeira parcela,

denominada aqui por F; e analogamente vamos obter o resultado da segunda F,. Expandindo o

termo quadratico:

Q-1 o] 0 .
)\202 E exp(ibyn) / d:c’/ dy'exp {—;—W(:cz + 2" — 2x2’) + (127 p12’ cos(nA))
z z
n=0 o0 >

E1:

—%(y2 + o+ 2yy') + (i27rp1y’sen(nA9))] ,
(49)
agrupando os termos com z’ e y/:
c X > o i 21T
E — . / / _ 12 / 2 A -
1= ;exp(zﬁln) /_OO dx /_Oo dy exp{ )\ZiL’ +x ( impicos(nAf) + - x)

s

o; .
_AzyIQ +y (Qiﬁplsen(nAH) + ﬂy) T («® + yQ)] .

Az Az
(50

Fazendo uso de uma tabela de integrais (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1964), sabemos que:

a

o 2 T b2
/ e tbrt+ec _ Zesate (51)
—00
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Logo, resolvendo a integral da 50 em 2’

E, = ¢ Qz:lex (10 )/Ood’ &ea: 20T cos(nA9)+2i7m 2£
DR I P Ne | dmi

; (52)
s 2im i
2 9 A el I
v Y2+ { imprsen(nAf) + - y] e (* +y )}
Analogamente resolvemos para y/':
Q-1 12
C , Az Az 4 2irx | Az
E, = VI z; exp(i61,,)1/ 7\/ 5 exp { |:227Tp1008(nA9) + P } =
" (53)

, 21y >Nz im
+ {QZﬁplsen(nAQ) + - } s (*+y )}

Expandindo os quadrados na eq.(52):

Q-1
C Xz Az ) 4r2x? 8w piwcos(nAb)
E, = S 2 Oezvp(zﬁln)exp{llm { 4% p2cos® (nAG) — e " +
Az 9 9 o dry?  8miprysen(nA0)  dim o, 5,
+R [ A< pisen(nAfd) — oz P -, (®+y%) | ¢-

(54)

Usando a propriedade de multiplica¢do de distribui¢do e usando a relagdo que cos®(x) +

sen*(z) = 1, temos:

Q-1
A \zmpd 22 Af
B - C Az Z exp(ith)exp | — ey T Wplxc?s(n )
A222 g i Az i
=0 ) (55)
_myt 2mpiysen(nAf) im0,
A1 ? Az (" +y)
Fazendo as simplificacdes possiveis:
C Q
E, = e Z wp(ibhy,)exp [imAzp] + 2impizcos(nAb) + 2imprysen(nAb)] ; (56)
n=0
Analogamente:
C Q
E, = o Z wp(ib,)exp [imAzp; + 2impaxcos(nAb) + 2impaysen(nAb)] . (57)
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Onde, relembrando, F(z,y, z) = E; + Es. E possivel entdo calcular a intensidade. Para isso,

deve-se recordar que:

I(z,y,2) = |E(x,y,2)|* = |Ey + Ey|* = |EL|* + | Eo|* 4 2cos(E; Ey). (58)

Por simplicidade, resolvemos separadamente, temos entao:

2 Q-1 Q-1

B\ = L\(;‘Q Z Z exp (i 6y — by,)] exp {Qiﬁplx [cos(nA@) — cos(n”AQ)} +
n=0 n//:

° : (59)
+2impry [sen(nA@) — sen(n AG)} }
2 Q-1 Q-
Ey? = i (0o, — 0, )] exp§ 2impox |cos(nAD) — cos n" A | +
2n

o (60)
+2impay [sen(nAH) — Sen(nmAQ)} }

e o termo de interferéncia é dado por:

P& :
% Z Z exp i (Oon — 6,,/)] exp {iﬂ)\z (p3 — pi) + 2ima [pgcos(nAG) — picos(n AG)]

n=0 /=0

ETEQ ==

+2imy [pgsen(nAQ) - plsen(n/AG)] } :
(61)
Vamos inicialmente focar nossa aten¢ao para a eq.(61). Da mesma forma feita anterior-
mente, sabemos que o efeito Talbot € descrito pela fase do termo de referéncia. Pela férmula de
Euler, ao somar 27 a uma exponencial imagindria, ela voltara a ter o mesmo valor. Somando 27

na exponencial da eq.(61), teremos:

’

(0on — 01,y) + 721 (05 — p7) + 272 -pZCos(nAH) — prcos(n A@)_ +

21y [pgsen(nAé’) — p1sen(n AQ)} = )

(0on — 01,7) +TA22 (05 — p7) + 27 _pgcos(nAH) — picos(n AQ)— +

(
27y [pgsen(nAH) — plsen(n'AG)} + 2m.

Resolvendo, ficamos com:

Az (p5 — p}) = TAz(p5 — pi) + 2mm, (63)
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definindo que 2z = 21 — 2, e isolando, temos que:

2m
= —5—>5<.
A(p3 = p)
Onde m € um nimero inteiro. A partir da eq.(64) vemos que o efeito Talbot € proporcional ao

(64)

inverso do quadrado das diferencas da frequéncia espaciais, entretanto, devemos apontar que na
eq.(64) a carga topoldgica e o nimero de ondas () ndo influenciam no comprimento de Talbot.o
fato da carga topoldgica ndo afetar zr j4 havia sido explorado anteriormente (SUN; ZHANG,

2016) e para o nosso trabalho ndo foi diferente.

3.2.2 Resultados Tedricos

A partir das equacdes obtidas nesta secao podemos encontrar alguns resultados bastante
interessantes. Para isso, foi usado o software matLAB para fazer o plot da eq.(58). No intuito de
termos uma comparagao mais precisa, usamos 0os mesmos parametros utilizados nas medigdes
experimentais. Definimos que o comprimento de onda é de A = 514.10 mm e comegamos a
calcular com z = 65mm até z = 465mm, com passos de 2 em 2 milimetros. O resultado é um
total de 200 imagens, das quais apenas as principais foram mostradas aqui para a comparacao
com os resultados experimentais. Os parametros que sdo variados serdo exibidos a cada conjunto
de imagem, vamos fazer a andlise para diferentes frequéncias espaciais, cargas topoldgicas e
quantidade de ondas.

A partir da eq.(64) e utilizando os parAmetros p; = 5mm™'; ps = 7, 5mm~! além dos
parametros fixos definidos anteriormente, € facil verificar que o comprimento de Talbot € dado
por:

zr = 124, 51mm (65)

A fig.(22 exibe o efeito Talbot usando os mesmos parametros para encontrar a eq.(65),
caso ocorra a repeticdo do padrao de intensidade nas distancias obtidas pela equagdo acima,
podemos entdo confirmar que nossa equacao para o comprimento de Talbot esta correta. Entre-
tanto, a eq.(65) contém o resultado decimal e nds calculamos para cada 2 milimetros, logo, ndo

podemos obter o mesmo resultado, sendo necessdrio uma aproximacao.
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Figura 22 — Padrdo de difracio por duas redes 6pticas ao longo do eixo de propagagdo. Parametros: Q = 3;p; =
L;pe = 2;p1 = 5mm ™Y po = 7,5mm ™!

Fonte: Autor

E possivel observar que houve uma repeticio do padrio exibido no ponto z = 65mm
em z = 189mm e z = 309mm. Entdo, a distancia entre a primeira repeticdo e a segunda é
de 124mm. A diferenca entre a segunda e a terceira € de 120mm. Os valores que faltam para
ser igual ao resultado obtido com a eq.(64) se dd, primeiramente pelo que foi dito anterior, o
comprimento de Talbot nao € um valor inteiro. Além disto € visto que a diferencga € bastante
pequena, apenas de 2 passos, logo, é possivel dizer sim que o resultado obtido é correto, apesar
de ser uma aproximagao.

Deve ter atencdo para o padrao de difracdo em 2z = 149mm, pode-se interpreta-lo
erroneamente como uma repeti¢do do padrdao z = 65mm, mas, se for observado com cuidado,
vé-se que ele € apenas semelhante. Ele tem um deslocamento em relagdo ao resultado correto.
Isto sera observado em diversos outros resultados aqui obtidos, tanto tedrico quanto experimental.

Mantendo a carga topoldgica fixa e alterando uma das frequéncia espacial espera-se que
o comprimento de Talbot diminua. Fazendo uso novamente da eq.(64), agora utilizando como

1

pardmetro p; = 5mm™'; po = 10mm™!, o resultado é exibido na fig.(22). O comprimento de

Talbot ¢ vale:

zp = 51,88mm (66)
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Logo, o comprimento de Talbot diminuiu ao aumentar a diferenca a diferenca entre
as frequéncias espaciais. Pela 16gica, veremos uma maior quantidade de repeti¢cdes do padrao

fazendo a propagacdo ao longo da mesma distancia anterior.

Figura 23 — Padrdo de difracio por duas redes 6pticas ao longo do eixo de propagagdo. Parametros: Q = 3;p; =
1

Lips = 2;p1 = 5mm ™t po = 10mm ™
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Fonte: Autor

Como era esperado, o padrdo agora é diferente do obtido da fig.(22). Neste caso, as
repeticdes ocorreram em z = 117mm, z = 169mm, z = 221mm, z = 273mm, z = 325mm.
A diferenca entre a primeira reincidéncia do padrio e a segunda € de 52mm, da segunda para
terceira também de 52mm, igualmente para a terceira e quarta e da quarta pra quinta. Isto mostra
que o resultado aqui obtido estd de acordo com o esperado pela eq.(66).

Ap0s isto, comprovamos que 0 MAO da rede ndo tem influéncia no comprimento de
Talbot, para observar isto, mudamos a carga topolédgica das redes, ficando agora p; = py, = 1,0

comprimento de de Talbot também ¢é dado pela eq.(65)
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Figura 24 — Padrdo de difracio por duas redes 6pticas ao longo do eixo de propagagdo. Parametros: Q = 3;p; =
p2 = Lip1 =5mm ™t py = 7,5mm ™!
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Como se vé, o comprimento de Talbot € 0 mesmo que para o caso de das cargas topologi-
cas p; = 1;p, = 2 havendo apenas uma mudanca no padrdo de interferéncia.

Agora utilizamos quatro ondas planas em vez de trés. Neste caso, o resultado deve
continuar sendo o mesmo. Fizemos novamente a comparacgao alterando as frequéncias espaciais
e as cargas topoldgicas. O comprimento de Talbot ndo € alterado ao mudar a quantidade de ondas

planas, como pode ser visto na fig.(25).
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Figura 25 — Padrdo de difracio por duas redes 6pticas ao longo do eixo de propagagdo. Parametros: Q = 4;p; =
p2 = Lip1 =5mm ™t py = 7,5mm ™!
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Fonte: Autor

Apesar da pequena diferenca em relag@o ao resultado para () = 3, o resultado € bem
aproximado do correto. A diferenca entre as duas primeiras repeticoes € de 124mm, da segunda
pra terceira 128mm, da terceira pra quarta 128. A diferenga é um pouco maior mas ainda assim é

possivel aceitar como correta, gira em torno de 4mm.

Mantemos quatro ondas planas e alteramos a frequéncia espacial para comprovar que o

comprimento de Talbot € o mesmo, independente da quantidade de ondas planas.
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Figura 26 — Padrdo de difracio por duas redes 6pticas ao longo do eixo de propagagdo. Parametros: Q = 4;p; =
p2 = Lip1 = 5mm~ Y py = 12, 5mm ™!
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E possivel ver, novamente, que o resultado estd préximo do valor correto, com pequenas
diferencas, na casa dos milimetros. A diferenca entre a primeira repeticdo e a segunda é de
28mm, da segunda para terceira de 26mm, da terceira pra quarta também 26mm e da quarta pra
quinta de 30mm. Os resultados giram em torno apenas de 4mm pra mais ou pra menos, logo,

pode-se considerar como correto.

Mantemos a frequéncia espacial fixa em p; = 5mm ™~ e p, = 7,5mm ™! e alteramos a
carga topoldgica para conseguir observar que, tanto para () = 3 ou () = 4, o comprimento de

Talbot nao ¢ alterado, como visto na fig.(27).
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4;p1 =

Figura 27 — Padrio de difracio por duas redes dpticas ao longo do eixo de propagagdo. Parimetros:

7, 5mm ™1
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Fonte: Autor

Mais uma vez confirmamos que a carga topolégica nao influencia no comprimento de

foi provado diversas vezes aqui, o resultado tedrico parece consistente, uma

Talbot, apenas em seu padrao.
Como ja

testes para diversas cargas topoldgicas, mostrando que o resultado era

vez que foi feito varios

Apesar de algumas pequenas diferencas em relagao

Iculos.

a

sempre o esperado, baseado nos ¢

0Ximo passo

z

to de considerar errado. O pr

houve nenhuma discrepancia a pon

, Nao

aos valores

de acordo com o

a

€ comparar os resultados tedricos com 0s experimentais € mostrar que est

esperado.

3.3 EXPERIMENTO

A seguir

orio.

z

Para comprovar o resultado tedrico foi feito o experimento no laborat

o usado para realizar o

onde terd o aparat

2

dividimos esta secao em Metodologia e Procedimentos

experimento e a explicacdo de cada elemento 6ptico usado. Depois uma se¢ao reservada para os

resultados obtidos, discussdes e comparacao com os resultados tedricos.
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3.3.1 Metodologia e Procedimentos

Figura 28 — Aparato experimental. E: Espelho, L1: Lente 1, DF: Divisor de Feixe, Lo: Lente 2, MEL: Modulador
espacial da luz, FE = Filtro Espacial, L3: Lente 3, CCD: Camera.

Y

(/

f

ser
514 nm

Fonte: Autor

A primeira lente L, de distancia focal f; = 30mm tem a funcdo de expandir o feixe. A
segunda, Lo, cuja distancia focal é de fo = 500mm tem a funcdo de colimar o feixe, ou seja,

os vetores de onda se encontram paralelos um ao outro, fazendo com que o feixe ndo expanda
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mais. Ela se encontra a 53cm da primeira lente. O feixe deve expandir o suficiente para iluminar
o MEL (Modulador Espacial da Luz) de forma uniforme. No display do MEL ¢€ inserido um
holograma de fase que terd a funcao de formar as duas redes Opticas, utilizando a eq.(44). Para
isso fizemos uso do método do Arrizén (ARRIZON et al., 2007). ApSs passar novamente pela
lente de Lo, ocorre uma transformada de Fourier e entdo colocamos um filtro espacial, apds
50cm da lente L5, usado para selecionar o campo desejado, que é espalhado na primeira ordem
de difrag¢@o no plano de Fourier. Uma terceira lente L3 de comprimento focal f3 = 100mm &
usada, confocal a lente de Lo, para formar a imagem em uma camera CCD que € montada em
cima de um transladador. Uma imagem do campo no MEL € formada no ponto onde fica a
CCD, nés iremos mover o transladador de 2 em 2 milimetros, como fizemos usando o matLAB.

Comecamos a ver a imagem em 65mm e indo de 2 em 2 milimetros, paramos em 265mm.

Devido ao uso das lentes de Ly e L3, acontece uma ampliacdo do objeto, isto se da
por causa do teorema do deslocamento. Sabe-se que a ampliacdo de um objeto apds incidir
em duas lentes é dada por é—; No nosso caso, o resultado é % Logo, as frequéncias espaci-
ais usadas no holograma sio cinco vezes menores que as da teoria, ou seja, p; = lmm ™! e

p2 =1,5;2:2, 5mm~1L.

3.3.2 Resultados Experimentais

Antes de seguir com os resultados, € interessante mostrar o resultado da Transformada de
Fourier e mostrar que ela estd de acordo com a fig.(21). Para capturar no experimento foi feito
a imagem do plano de Fourier, usando duas lentes confocais e de comprimentos focais iguais,
de modo que ndo ocorra uma ampliacdo ou reducdo do tamanho da imagem. Usando a cAmera
CCD foi possivel obter o resultado da fig.(29), que estd de acordo com o resultado ja obtido

anteriormente pela teoria.
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Figura 29 — p; = 1,p; = 2,01 = Ilmm 1,02 = 2,5mm =1 (a)Q = 3 (b)Q = 4

Fonte: Autor

Para obter o resultado da fig.(29) € necessario fazer uso do MEL, no seu display € possivel
colocar hologramas de fase, no nosso caso, duas redes Opticas.

De posse do modelo tedrico e dos hologramas para os diversos parametros alterados,
obtivemos diferentes padrdes de difracdo ao longo da propagacdo. Assim, apresentaremos agora
os resultados experimentais obtidos e faremos uma comparagdo com os resultados tedricos ja exi-
bidos anteriormente. Novamente, fizemos o experimento alterando a frequéncia espacial, a carga
topoldgica e a quantidade de ondas planas. Como na teoria considera-se que a energia € infinita
e as aberturas de tamanhos infinitamente pequenos, como feito pras aberturas circulares na se¢do
anterior, € possivel fazer uma propagacao até distancias infinitas. Entretanto, assim como para
a geracao de feixes Bessel, ndo € possivel repetir o mesmo procedimento experimentalmente.
Devido a isso, a propaga¢ao no experimento foi 200mm a menos que o da teoria, mas nao afe-

tou o resultado de forma alguma, uma vez que as repeticdes ocorriam sempre a menos de 200mm.

Como mostrado na teoria, o comprimento de Talbot para estas frequéncias espaciais é

dada pela eq.(65). A fig.(30) representa o padrao de difragcdo ao longo do eixo de propagacao.
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Figura 30 — Padrdo de difragdo por duas redes 6pticas ao longo do eixo de propagagdo(experimento). Parimetros:
Q=3ip1 =1lip> = 2;p1 = lmm™ 5 p2 = 1,5mm ™"

Fonte: Autor

Devido ao problema ja dito anteriormente sobre o fato que na teoria a luz que passa
pelas fendas terem energia infinitas, neste caso o padrdo tende a desaparecer pouco depois
de ser feita a propagac¢do. Entretanto, € possivel observar que houve uma repeti¢dao do padrao
em z = 205mm, ou seja, 124mm apds a primeira imagem, confirmando assim, que a eq.(65)
estava correta, assim como a teoria. Novamente, deve-se tomar cuidado com o padrdo em
z = 6bmm e z = 109mm. Assim como na teoria, neste caso as imagens sdo apenas semelhantes,
causando assim uma falsa impressao de que houve uma repeti¢do neste ponto. A imagem esta
deslocada em relacao ao padrao de Talbot.

Infelizmente, para todos os casos usando a frequéncia espacial p, = 1, 5bmm, teremos
apenas uma auto imagem, para 0s outros casos continuaremos tendo vdrias repeticoes.

Mudou-se entdo a frequéncia espacial, de forma que fosse possivel observar a alteracao
do comprimento de Talbot.

A partir da eq.(66), € possivel ver que o comprimento de Talbot ird diminuir em relacio
ao caso anterior. Sabendo disso, a fig.(31) deve nos mostrar um efeito de auto imagem com uma

repeti¢do em uma distancia muito menor. Usando agora p, = 2mm.
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Figura 31 — Padrdo de difragdo por duas redes 6pticas ao longo do eixo de propagagdo(experimento). Parimetros:
Q =3;p1 =1;p2 = 2;p1 = Ilmm ™5 pp = 2mm ™!

Fonte: Autor

Como esperado, o comprimento de Talbot diminuiu, tornando assim compativel com
os resultados teéricos. E possivel observar que a diferenca entre as repeticdes sdo de 52mm,
proximo dos 51, 88 mm mostrado na teoria. Apesar da pequena diferenca, o resultado esta de
acordo com o esperado pela eq.(66).

E possivel se observar que o padrio vai desaparecendo em z = 221mm, por isso néo foi

possivel fazer a propagacdo até a mesma distancia feita na teoria.

Agora, mudamos a carga topolégica e comparamos com o caso de p; = 2mm ™! e com

cargas p; = 1; po, o resultado pode ser conferido na fig.(32).
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Figura 32 — Padrdo de difragdo por duas redes 6pticas ao longo do eixo de propagagdo(experimento). Parimetros:
Q=3pi=p2=2p1 =1lmm ' p=1,5mm™*

Fonte: Autor

O resultado se encontra de acordo com a teoria € com as contas, o comprimento de Talbot
ndo € alterado mudando a carga topoldgica.

Mudamos agora a quantidade de ondas planas, usaremos agora quatro ondas planas, de
forma que confirme nossa teoria que mostra que a quantidade de ondas planas nao influencia no

comprimento de Talbot.
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Figura 33 — Padrdo de difragdo por duas redes 6pticas ao longo do eixo de propagagdo(experimento). Parimetros:
Q=4p=pr=1p1 =1lmm ' p=1,5mm™*

Fonte: Autor

E visto agora que a quantidade de ondas planas também ndo influenciam no comprimento
de Talbot. A repeti¢do ocorre em 124mm, como era de se esperar.
Mais um vez alteramos a frequéncia espacial para comprovar que os resultados anteriores

sao corretos.
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Figura 34 — Padrdo de difracio por duas redes épticas ao longo do eixo de propagagdo. Parametros: Q = 4;p; =
p2 = Lip1 = Imm~ Y py = 2,5mm ™!

Fonte: Autor

Novamente, o experimento condiz com o resultado obtido na teoria. O comprimento de
Talbot no experimento € de 30mm, pouco a mais do que obtido pela equagao.
Alteramos outra vez a carga topoldgica e mantivemos a frequéncia espacial fixa para

obter os resultados ja encontrados para o comprimento de Talbot.
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Figura 35 — Padrdo de difragdo por duas redes 6pticas ao longo do eixo de propagagdo(experimento). Parimetros:
Q=4p=p2=2p1 =1lmm Y p=1,5mm™*

Fonte: Autor

Mais uma vez confirmamos que a carga topolégica nao influencia no comprimento de
Talbot, mostrando assim que a teoria se encontra correta.

Os resultados encontrados s@o os ja esperados. Com isso, conseguimos comprovar satis-
fatoriamente que nosso experimento, amparado por uma teoria fortemente sélida, estd correto.
O comprimento de Talbot nao € influenciado pela carga topoldgica ou pelo tipo da rede Optica,
independente de quantas ondas planas forem usadas. Além dos resultados aqui exibidos, foram
feitos também para cargas topologicas iguais p; = ps = 3,4,5 e também cargas diferentes
p1 = 1,po = 3;p1 = 2,p, = 3 e também para cinco ondas planas, () = 5. Entretanto, tais

resultados mostraram-se iguais, logo, seria apenas repeti¢ao dos resultados acima.

3.4 CONCLUSAO

Nesta secao faremos uma breve explicagcdo dos resultados obtidos e sobre o que foi feito
neste capitulo.

Inicialmente exibimos uma introdugao sobre o que sdo redes Opticas e como funcionam.
Mostrou-se entdo que a transformada de Fourier de redes Opticas € representadas por objetos

de vérias formas geométricas, dependendo apenas da quantidade de ondas planas usadas. Além
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disso, foi visto que, se aumentarmos a quantidade de ondas planas a transformada de Fourier
das redes Opticas tendem a virar aberturas circulares, logo, as redes Opticas para uma grande
quantidade de ondas planas tende a virar um feixe Bessel.

Baseado na teoria das redes Opticas, foi feito um estudo tedrico e chegamos a um
comprimento de Talbot que depende das diferencas do inverso do quadrado das frequéncias
espaciais e que nao € influenciada pela carga topoldgica, entretanto, devido a uma diferenca de
fase criada pelo MAO das redes, acaba que o padrao de Talbot € alterado, mesmo o comprimento
de Talbot sendo mantido o mesmo.

Amparado pelos resultados tedricos, montamos um aparato experimental e a partir dai
comecamos a medir os padrdes alterando exaustivamente os parametros e confirmando entao
que sim, o comprimento de Talbot depende do inverso do quadrado das frequéncias espaciais e
nao da carga topoldgica. O resultado é o mesmo, independente da quantidade de ondas planas,

mudando apenas o padrio de difracdo obtido ao longo da propagacao.
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4 Conclusao Geral e Perspectivas Futuras

Nesta dissertacdo de mestrado procuramos dar uma contribuicdo no estudo do efeito
Talbot. Neste sentido, investigamos o efeito da auto imagem utilizando redes Opticas com cargas
topoldgicas.

No capitulo 2 fizemos um estudo do efeito Talbot de uma forma geral, abordando da
forma como foi criado por Henry Fox Talbot e explicada por Lord Rayleigh. Mostramos que
se tivermos um objeto periddico e usarmos a teoria de difra¢do de Fresnel, chegamos ao valor
do comprimento de Talbot. Apds isso, mostramos algumas aplicacdes do efeito Talbot, tanto
em meios lineares quanto em nao lineares. Para varios tipos de feixes e no regime coerente,
parcialmente coerente e incoerente.

No capitulo 3 iniciamos fazendo uma breve introdugdo sobre redes Opticas e sua trans-
formada de Fourier. Repetimos a conta do capitulo 2, usando agora redes Opticas com cargas
topoldgicas, chegando entdo para um comprimento de Talbot que depende da diferenca do
quadrado das frequéncias espaciais. Apos o estudo tedrico foi confirmado os resultados no
laboratdrio, observando que a carga topoldgica ndo tem altera o comprimento de Talbot.

Com esta visdo geral da dissertagdo apresentada, podemos ver que os resultados contri-
buem para um melhor entendimento do efeito Talbot e abrindo horizontes para ser usado em
aplicagdes futuras, mostrando que nao precisa-se de tantas ondas planas para obter o efeito de
auto imagem, uma vez que a quantidade de ondas ndo altera o comprimento de Talbot.

Entre as diversas perspectivas, pretendemos conseguir tornar o comprimento de Talbot
depente da carga topoldgica. Um norte possivel € fazer uso do trabalho publicado recentemente
que controla a carga topoldgica ao longo da propagacdo (DORRAH et al., 2016). Baseado neste
artigo talvez seja possivel fazer uso do mesmo para o efeito Talbot e assim a carga topologica
mudar ao longo do eixo de propagac¢do, consequentemente mudando o comprimento de Talbot.

Tal estudo merece uma maior atencdo no futuro.
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