' UaUaPaPaeaPaPaPaPa®Pa®a¥Wq

A
v
A
v
A
v
A
v
A
v
A
i
v
A
v
A
v
A
v
A
v
A
v
A
v
A
v
A
v
A
v
A
v
A
i
v
A
v
A
v
A
v

UNIVERSIDADE FEDERAL DE ALAGOAS

Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
PROFMAT

DISSERTACAO DE MESTRADO

Ensaios Fractais a Luz do Ensino Médio

Genilton José Cavalcante de Oliveira

- AAA
d A A
’ AAAA
Instituto de Matematica Maceié, Ab I‘il de 2016 P R O l: M AT



!

UNIVERSIDADE FEDERAL DE ALAGOAS
INSTITUTO DE MATEMATICA
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE
NACIONAL - PROFMAT

GENILTON JOSE CAVALCANTE DE OLIVEIRA

Ensaios Fractais a Luz do Ensino Médio

Maceid
2016



GENILTON JOSE CAVALCANTE DE OLIVEIRA

Ensaios Fractais a Luz do Ensino Médio

Dissertacio de Mestrado apresentada ao MES-
TRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA
EM REDE NACIONAL - PROFMAT do Insti-
tuto de Matemadtica da Universidade Federal de
Alagoas como requisito parcial para obtengio do
gran de Mestre em Matemadtica.

Orientador:  Gregdrio Manoel da Silva Neto

Maceid
2016



Catalogacé&o na fonte
Universidade Federal de Alagoas
Biblioteca Central

Divisdo de Tratamento Técnico
Bibliotecaria Responsavel: Helena Cristina Pimentel do Vale

048e Oliveira, Genilton José Cavalcante de.
Ensaios fractalszdo ensino médio / Genilton José Cavalcant®ldeira.
— 2016.
145 1. il.

Orientador: GragdManoel da Silva Neto

Dissertagdo (medsd em Ensino de Ciéncias e Matematica) — Univadsid
Federal de Alagoas. Programa de Pos-Gradwgdensino de Ciéncias e
Matemética. Maceid, 2016.

Inclui bibliodia e apéndices.

1. Geometria — Ensino auxiliado por coragot. 2. Logo (Linguagem de
programacéao de computador). 3. Fractaisituld.

CDW4 371.315




Folha de Aprovacéao

GENILTON JOSE CAVALCANTE DE OLIVEIRA

ENSAIOS FRACTAIS A LUZ DO ENSINO MEDIO

Dissertagdo submetida ao corpo docente
do Programa de Mestrado Profissional em
Matematica em  Rede  Nacional
(PROFMAT) do Instituto de Matemaética
da Universidade Federal de Alagoas e
aprovada em 02 de abril de 2016.

Banca Examinadora:

QAMM\(\/\M,VQ o Sho NN

{
Prof. l})r. gregério Manoel da Silva Neto - UFAL (Presidente)

Wi b e, i)

Profa. Dra. Viviane de Oliveira Santos — UFAL

ui
Profa. Dra. Ménica de ’ss%Siqueira Martins — UFTM




A minba esposa Lidiana, e aos meus filhos Gabrielle e Asafe.



A GRADECIMENTOS

A Deus, pela sustentagdo diaria e por me ajudar a superar todas as tribulagdes.

A Coordenagio de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES), pelo aporte
financeiro no decorrer do curso de Mestrado.

Aos meus colegas da turma do PROFMAT, pelo convivio e pelos diversos momentos de
descontragio.

Ao professor Gregorio, pela orientagio, paciéncia e acolhimento do tema.

A minha esposa Lidiana, pelo constante afeto e incentivo neste curso.

Ao meu casal de filhos Gabrielle e Asafe pelo amor incondicional.

A minha mie Maria de Fitima, por alicercar os meus primeiros passos.

Ao professor Dayveson Noberto, pelos ajustes ortograficos do texto.

Ao professor Francisco Djnnathan, pelas sugestdes pedagogicas nas se¢Oes do trabalho.

Aos colendos amigos e amigas da SEFAZ-AL, TRT-AL, Detran-AL e da Escola Estadual
Moreira e Silva, pelo convivio, conselhos e diversos momentos alegres.

A todos da SBM, que contribuiram para que 0 PROFMAT tomasse corpo e trouxesse
beneficios para a educago brasileira.



A simplicidade é o #ltimo gran da sofisticagdo.
—LEONARDO DA VINCI



REsumMoO

A presente dissertagdo apresenta nog¢des basicas da geometria fractal, que, com sua beleza
estética, foi usada como um recurso didatico para introduzir e facilitar a aprendizagem de
conteudos de matematica elementar tais como: progressio geométrica, fungdes exponenci-
ais, logaritmos e fundamentos de geometria plana. Para isso, descrevemos o histérico, as
aplicagdes dos fractais em outras ciéncias e oportunidades de abordagem desse tema em con-
textos de sala de aula (com o registro dos resultados), incluindo atividades com construgio de
fractais no computador. Dentre as atividades desenvolvidas e propostas, algumas envolvem
um grande numero de alunos e outras fazem uso do ambiente FMSLogo; um software livre
que interpreta a linguagem de programagio LOGO a qual utilizamos para construir fractais
e figuras planas. No capitulo anterior as consideragdes finais, ha uma breve descri¢io de qua-
tro programas com duas finalidades: dois deles executam comandos da linguagem LOGO e
os demais permitem a visualiza¢do do conjunto de Mandelbrot, além disso, nesse mesmo rol
de programas, dois funcionam em celulares android. Ao final, temos dois apéndices sobre
LOGO/FMSLogo e as conclusdes finais sobre as experiéncias realizadas onde destacamos o
interesse dos alunos em aprender geometria com o FMSlogo. Executamos as atividades deste
trabalho nas dependéncias do Instituto Federal de Educagio, Ciéncia e Tecnologia do Rio
Grande do Norte - IFRN - Campus Macau.

Palavras-chave:  Fractais, Conjunto de Mandelbrot, Ensino Médio, linguagem LOGO,
FMSLogo.



ABSTRACT

This thesis is designed to present how some basic notions of fractal geometry which, through
its aesthetical beauty, was used as a didactic resource to introduce and facilitate the learning of
topics in Mathematics, like geometrical progression, exponential functions, and logarithm.
For doing so, I discuss the history and the application of fractals in other sciences, as well
as suggestions to approaching this theme in lessons (with register of results), including the
construction of fractals in the computer. Among the devised and assigned activities, some
were developed by a great number of students and some were developed through FMSLogo
environment, a free software that interprets LOGO programming language which was used
to make fractals and plane figures. In the chapter before the final considerations, there is
a brief description of four programs with two purposes: two of them execute LOGO lan-
guage commands and the others allow the visualization of Mandelbrot set. Besides that,
two of these programs run in Android mobile phones. In the end, we have two appendixes
on LOGO/FMSLogo and the final conclusions about the experiences where I highlighted
sudents’ interest in learning geometry with FMSLogo. This research was conducted in the
premise of the Federal Institute of Education, Science and Technology of Rio Grande do
Norte - IFRN - Campus Macau.

Keywords: Fractals, Mandelbrot set, Secondary Education, LOGO language, FMSLogo.
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INTRODUCAO

Orientado pela dificuldade de aprendizado dos meus alunos e pela minha propria curiosi-
dade sobre o tema, tometi a iniciativa de adaptar minhas aulas de modo a buscar a atengio das
turmas pelo atraente aspecto estético das imagens fractais. A geometria fractal, além de seu
design, possui uma estreita relagio com a natureza, com as artes e diversas competéncias ma-
tematicas do ensino médio. Neste trabalho, a geometria fractal foi explorada em contextos
de sala de aula, de forma paralela aos contetidos de sequéncias, fun¢des exponenciais, areas,
perimetros e volumes, como uma forma de diversificar a abordagem desses assuntos. Além
disso, as atividades em grupo e aquelas realizadas no computador contribuiram para mani-
festar a curiosidade e estimular a participagdo dos alunos no estudo de temas relacionados.
As imagens utilizadas no trabalho, em sua maioria, foram de autoria propria, construidas
através dos softwares CorelDraw, Microsoft Paint e FMSLogo.

A abordagem da geometria fractal, de forma concomitante com os assuntos do nivel
médio, pode ampliar a percepgio geométrica do aluno, levando-o a uma reflexio/investigagio
sobre o que esta “por tras” da estética visual das imagens fractais. Neste sentido, a Secretaria
de Estado da Educagio do Parana teve a feliz iniciativa de incluir expressamente a geometria
fractal nas suas Diretrizes Curriculares da Educagio Basica - DCE, o referido documento
preceitua o seguinte:

Na geometria dos fractais, pode-se explorar: o floco de neve e a curva de Koch; tri-
angulo e tapete de Sierpinski, conduzindo o aluno a refletir e observar o senso es-
tético presente nessas entidades geométricas,estendendo para as suas propriedades...
As abordagens das Geometrias: fractal, hiperbdlica e eliptica ndo se encerram, uni-
camente, nos contetudos aqui elencados. Desde que explore conceitos basicos, o pro-
fessor tem a liberdade de investigar e realizar outras abordagens. Os conceitos destes
contetidos sio fundamentais para que o aluno do Ensino Médio amplie seu conheci-

mento e pensamento geométrico. [PAROS]

No que esta relacionado ao uso de recursos tecnologicos na educago, os quais utilizamos
para construir algumas figuras fractais, o computador torna-se um grande aliado para o ensino
da matematica. Os PCNs fazem mengio ao estimulo do pensamento, a autonomia e a uma
nova relagdo professor-aluno:

As experiéncias escolares com o computador também tém mostrado que seu uso efe-
tivo pode levar ao estabelecimento de uma nova relagio professor-aluno, marcada por
uma maior proximidade, interagdo e colaboragio. ... como meio para desenvolver au-

tonomia pelo uso do software que possibilite pensar, refletir e criar solugdes; [Nac99]

A organizagdo deste trabalho/pesquisa esta estruturada em 6 capitulos e 2 apéndices. O
capitulo 1 contém conceitos gerais que serdo utilizados no decorrer dos capitulos. Salienta-
mos que, no corpo de todos os capitulos, expressdes como forma fractal, objeto fractal, pa-
drio fractal, designam objetos com as caracteristicas fractais: a presenga de autossemelhanga,
dimensio nio-inteira e grande complexidade.
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No capitulo 2, temos um breve histérico dos fractais, apresentando seus conceitos, ca-
racteristicas e enfatizando a presenca dessas formas na natureza e em outras areas do co-
nhecimento. Ainda no capitulo, existe uma breve fundamentagio de duas expressdes que
permitem calcular a dimensdo fractal.

No capitulo 3, temos um estudo mais detalhado dos fractais considerados como pio-
neiros: O Conjunto de Cantor, as Curvas de Koch, o Fractal de Durer, a Curva de Peano, o
Tridngulo e o Tapete de Sierpinski, a Esponja de Menger e o Conjunto de Mandelbrot. Nesse
capitulo também foram abordados dois fractais criados apds os anos 90: o Fractal Pinwheel
e o Diagrama de Fatores.

No capitulo 4, estdo descritos os roteiros de atividades, desenvolvidas e propostas, dire-
tamente vinculadas aos fractais. Entre as atividades realizadas, algumas reuniram mais de
uma turma, e dessa forma estabeleceu-se uma divertida interagio com um grande namero de
alunos. Ainda neste capitulo, temos algumas considerag3es sobre as tarefas implementadas e
uma amostra do registro fotografico dos trabalhos concluidos pelos alunos.

No capitulo 5, resumimos as funcionalidades de quatro softwares e sio descritas ativi-
dades voltadas a construgdo de figuras planas e fractais no computador. Os dois primeiros
programas, permitem a construgdo de fractais usando a Linguagem de programagio LOGO,
e os demais permitem a visualizagio do conjunto de Mandelbrot. Destaco que os softwares
Turtle Draw e Fractint funcionam em dispositivos moveis.

No capitulo 6, temos as conclusdes do trabalho, descrevendo alguns resultados quanto
a participagdo dos alunos e os desdobramentos das atividades constantes nos capitulos 4 e
5. Este capitulo também inclui sugestdes para trabalhos futuros a respeito de outros fractais
que ndo foram explorados nesta dissertagdo. Finalizamos o trabalho com dois apéndices:
um tutorial da Linguagem LOGO e do software FMSLogo, e uma listagem dos comandos
LOGO que produzem as imagens fractais que ilustram o trabalho.
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1. COMECANDO COM GENERALIDADES

“Nao lhes explico tudo, para néo privd-los do prazer de aprenderem sozinhos.”

René Descartes.

Este capitulo apresenta alguns conceitos preliminares que sio necessarios a compreensio
do tema deste trabalho incluindo assuntos relacionados a area de informatica.

1.1. Sequéncias de nimeros reais

Defini¢do 1.1.1. Uma sequéncia, ou sucessio, é uma lista ordenada de nsimeros reais. Os ele-
mentos da sequéncia sio indexados por niimeros naturais. Mais precisamente, uma sequéncia de
nitmeros reais é uma fungio a : N — R que associa cada nitmero natural n a wum nimero real a(n).
O walor a(n), para todo n € N, é representado por an, ou seja, o n-ésimo termo da sequéncia. Es-
creveremos (ay,az,ds...,an, ...), ou simplesmente (ay), para designar uma sequéncia a qualquer.

Defini¢do 1.1.2. Uma sequéncia (ay) é dita sequéncia recorrente (ou simplesmente recorréncia) se
cada termo ay, seguinte é determinado em funcio de termos anteriores. Dado um inteiro positivo
k, uma sequéncia recorrente de ordem k é tal que:

Anik = f@nik—1,8n1k-25 - any1,an),Yk,n € N.

Exemplos de recorréncia:

a) (x,) = (1,1,2,3,5,8,13,21,...), (Sequéncia de Fibonacci')
onde, x; =x3 =1 € X412 = Xp41 + Xy, paran > 0.

b) (ya) =(1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,12,16,21,28...), (Sequéncia de Padovam?)
onde, y1 =y2 =y3 = 1€ Y443 = Ynt1+Yn, paran > 0.

o) (z2) =(1,1,2,3,5,11,26,...)
onde, 21 =22 = 1 € 2443 = Zu* Zn+1 +Znt2, paran > 0.

1.1.1. O limite de uma sequéncia

: A 111 1 )
Consideremos a sequéncia (a,) = >y ) Representando seus 4 pri-
meiros termos (em preto) na reta real (fig. 1.1), temos:

'Leonardo Fibonacci (1170-1250), também conhecido como Leonardo de Pisa, foi um matematico italiano
autor da sequéncia bastante conhecida que leva seu nome.

ZRichard Padovan nasceu em 1935, ¢ arquiteto e estudou na Architectural Association, Londres (1952-57).
E autor do livro - “Proportion: Science, Philosophy, Architecture”

18
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. N
Figura 1.1 Sequéncia on Dareta real

+ o
>~
:
-+ .pl_n
+ nl-
-

Fonte: [IDD01], (adaptado)

Notemos que os termos da sequéncia se aproximam de zero, isto ¢, quando n ¢é bastante
“grande” o n-ésimo termo da sequéncia (a,) estara tdo proximo de zero quanto desejarmos.

Assim, se quisermos que a distancia entre (a,) e zero seja menor que 1000’ deveremos ter:
1 0 1
an 1000
entdo:
1

1
ﬁ<mi2n>1000$n>9

Isto significa que, a partir do 102 termo, os demais termos da sequéncia estario proximos

de 0, com aproximagio menor que

1000

Em geral, dada uma aproximagio € > 0, ¢ possivel encontrar um ntimero ng tal que

1
Vn > ng, teremos i O‘ < E.

Nessas condi¢des, dizemos que o limite de 7> quando 7 tende a infinito € zero, ou

converge para zero. Esse limite ¢ representado por:

Definigdo 1.1.3. Uma sequéncia (a,) = (a1, az,as, ...,an, ...) tem limite L, se dado € > 0 é pos-
sivel obter wm nsimero natural ny tal que V'n > ng teremos |a, — L| < €. Neste caso, indica-se
lima, =L

n—soo

Também dizemos que, se a sequéncia (a,) tem limite L, entdo (a,) € limitada, ou converge
para L. Se a sequéncia ndo tem limite, dizemos que ela ¢é ilimitada ou diverge.

Lema 1.1.1. Se —1 < g < 1, entdo toda sequéncia (a,) = (1,q4,¢%,¢>,....q4", ...) converge para
zero guando n tende ao infinito, isto é, se |q| < 1,

limq" =0

n—yoo
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As sequéncias abaixo tem limite igual a zero:

248 2\"
L@ = (1252 (%) ...
(an) ( 3927 (3) )

2. (by) = (1,0.5,0.25,0.125, ..., (0.5)", ...)

11 1 1\"
3. (Cn): 1,—575,—ﬁ,..., —g g nae

1.1.2. Progressio Geométrica

Definigdo 1.1.4. Dados a,q € R, chama-se Progressio Geométrica (P.G.) a recorréncia (ay,) dada

por:

ay=da
ap=au—1.q,Yyn e N,n>2

Em outras palavras, a P.G. é uma sequéncia cujo proximo termo ¢é igual ao produto do
termo anterior com uma constante real ¢ chamada razio da P.G.

Exemplos:

(bp) = (3,6,12,24,48,...)  q=2.

11 1
) =(93,1,-,~,... =_.
(cn) < 39 ) q=3

(dy) = (2,2V3,6,6V3,...)  ¢=+3.

Termo Geral da P.G

Usando a definigdo 1.1.4, vamos deduzir uma expressdo que nos permite determinar qual-
quer termo da,, de uma P.G, a partir do termo a; e da razdo gq. Considerando a; e ¢ nio nulos,
temos que:

a = air-q
az = az-q
as = az-g
ap—-1 = ap-2-4
ap = dap-1-4

Multiplicando-se membro a membro todas as n — 1 equagdes, obtemos:
070504 o pT Ay = Q1 GF G5 Gy GG

n—1
a, = da1-q

A expressio a, = aj -q"~ ' é conhecida como a formula do termo geral da P.G.
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Exemplos

1. Determinar o 11° termo da sequéncia (b,) = (3, 3v/2,6,6V2, >
Solugio:

. 3v2
Conforme a defini¢io 1.1.4,ay = ay-q = q = @2 _ T\/_ =2
ai

Entdo, usando a férmula do termo geral, obtemos:

a1 =a;-q'"0=3-(v/2)1°=3./1024 = 96 n

. 1 1
2. A sequéncia (c,) = (—4,2,—1,—5,...,—53) tem 13 termos. Obtenha o valor do

termo central.
Solugio:

Segue-se da defini¢do 1.1.4 que:

a) 2 1
q=—

= = —_—=
o 1T 4772

O termo central é exatamente a7, logo,

6
1
a7:a1-q6:>a7:—4-(—5) = a7=——"=—= u

3. Prove que, se (ay,az,a3,...) é uma P.G, entio (a?,a3,aZ,...) também é.
q 192,43

Demonstragio:

Seja ap = a1 -q" " e by = ay, logo by = (a1 -¢" ') = aj - (¢*)"" .

Tomando a% =c1 e ¢> =, teremos b, = c1 - "~ que é o termo geral de uma P.G de
razdo r e primeiro termo igual a ¢;. n

A Soma dos n primeiros termos de uma P.G

Considere a P.G (a,) = (a1, az, ...,an—1,an,...). Queremos obter uma expressdo que de-
termine o valor da soma S, dos n primeiros termos de (ay,).
Seja,
S, =a1+ar+...+a,_1+ay, (1.1)

Multiplicando (1.1) por ¢, obtemos

qg-Sp=ar-qgtay-q+..+a,_1-q+a,-q
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usando a defini¢io 1.1.4 em cada termo, obtemos:

q-Sp=ay+az+...+ap,+a,-q (1.2)

Tomando a diferenca (1.2) — (1.1), obtemos:

q-Sp—Sy = (a7+a5+ ...+ ap=r+aqi+a,-q)—(a1+a5+ ...+ ap=1+0s)
=S,(g—1) = ay-g—ay, masa,=a;-q"""
=S.(g—1) = a-¢" ' g—ar=a1-¢"—a,
=Sulg—1) = ai(¢"—1)

Portanto, supondo g # 1, temos:
n

q' —1
g—1

Para g = 1 temos que a, = a; -q"_l =a,=a;- 1" '=a;,Vn>0. Logo,

Sp=ai+ar+-+ay=aj+a+--+a; =n-a

Soma dos termos de uma P.G infinita

: A 11 1 ..
Seja a sequéncia (an):(2,1,5,1,---).Temosquea1:2eq:§,logo, 0S primeiros
termos de (a,) sdo:
al = 2
' 2
— 2~ — :—:1
e o= 2(y)
1\? 2
as (2) 4 5
1\? 2
= 2.(z) =2=025
s () =5-°
N 2
- 2.(z) =Z=0,125
“ <2) 6
9
aio (2) 512 0,00390625

Percebemos que, quando n aumenta, o valor de a, diminui e se aproxima cada vez mais

de zero, isto é, lim a, = 0.
n—oo
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Vamos determinar a soma S dos termos de uma P.G infinita, de razio ¢, onde |g| < 1. Em

outras palavras, queremos saber o valor de S, quando n tende ao infinito.
De fato,

n
—1
S=limS, = lima; L.
n—soo n—e — g—1
Pelo lema 1.1.1, lim ¢" = 0, logo:
n—soo
0
—1 —daq o ai

S:l. = =
ngl;loalq—l g—1 1—¢q

Portanto, para todo ¢ € R, tal que |¢| < 1,

ap
S= .
l1—g¢
Exemplo 1.1.1. Determine o valor da soma 1+ —+ —+ 4 L
m —
xemplo etermine o valor da soma 76" 700+ Tooo T To000
. . 1
Solugdo: Trata-se da soma infinita dos termos de uma P.G, tal que a; = le g = 0 < 1, logo,
1 1
" 1—g l—i 9 9
10 10

1.2. Logaritmos
Definicio 1.2.1. Sejam a,b € R’ , com 0 < a # 1. O expoente x, tal que a* = b, é chamado de
logaritmo de b na base a, o qual denotamos por log, b = x, de modo que:
log,b=x<4a*=b.
Exemplos:
a) log,8 =3 <23 =3§;
b) log, 527 = 6 /3" =27;

1 _3
c) log% 125=-3& (5) = 125.

Definigdo 1.2.2. O logaritmo decimal de b € R, é aquele cuja base é 10, isto ¢, log b, o qual
indicamos simplesmente por logb.
Exemplos:

a) 10g0,001 =log1073 = 105 =103 = x = —3;
2
b) log /100 = 10* = /100 = 10* = 105 = x = 3
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Propriedades operatorias dos Logaritmos

Sejam a,b,c € R tais que, 0 < a # 1,b > 0 e ¢ > 0, os logaritmos possuem as seguintes
propriedades:

a) log, (b-c) =log,b+log,c;

b
b) loga (;) = loga b— loga (&

c) log,b" =n-log,b;

d) dl°g? = p;
log.b

e) log,b=—“, com 0 < ¢ # 1 (mudanga de base).
log.a

Usaremos estas propriedades na solugio de algumas atividades propostas no capitulo 4.

1.3. Iteragles

O processo de iteragio de uma fungdo f, ou fungdes iteradas, consiste em aplicar f
nela mesma k vezes (k composi¢des), com k € N. Para simplificar a notago, faremos:

fl) = fx)
Ax) = ff)
£ = fiUrrE))

@) = fUC )

~
k vezes

Em particular, definimos f°(x) = x. As fungdes iteradas, sdo utilizadas largamente como
uma forma de construgio computacional de fractais.

Definigdo 1.3.1. Seja f : A — B e x € A. A sequéncia de iteradas f°(x), f'(x), f>(x), f3(x),--- é
chamada drbita de x.

Exemplo 1.3.1. Sega f : C — C, definida por f(x) = x*. A rbita de x =2 por f é:
f0(2)7f1(2)7f2(2)7f3(2)7 e

2 =2

12 2°=4

£22) = f(f(2)=4=16
£2) = Ff(f(2)) = 16> =256
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Faremos uso de fungdes iteradas, no conjunto dos nimeros complexos, na defini¢do do
conjunto de Mandelbrot, capitulo 3.

1.4. Algoritmos

Definigdo 1.4.1. Um algoritmo pode ser definido como uma sequéncia logica e finita de passos
(instrugies) usada para resolver um determinado problema ou executar uma tarefa.

Segundo [FCO8], ao estabelecer um algoritmo, estamos determinando um padrio de
comportamento que devera ser seguido (uma norma de execugio de agBes) para alcangar
o resultado de um problema. Ainda de acordo com [FCO08], para o desenvolvimento de um
algoritmo eficiente, é necessario obedecermos algumas premissas basicas no momento de sua
elaboragio:

® Definir a¢Ses simples e sem ambiguidade;
¢ Organizar as a¢des de forma ordenada;

® Estabelecer as a¢des dentro de uma sequéncia finita de passos.
Dentre as inimeras agOes que os algoritmos sdo capazes de realizar, podemos destacar:

Ler e escrever dados;
Avaliar expressdes algébricas, relacionais e logicas;
Tomar decisdes com base nos resultados das expressdes avaliadas;

Repetir um conjunto de a¢des de acordo com uma condigio;

A

Construir objetos geométricos.

Na sequéncia abaixo, ha um exemplo simples de um algoritmo para a troca de um pneu.
Assim, percebemos que a utilidade dos algoritmos é bem abrangente e independe da area de
conhecimento ou do dominio de aplicagio.

Algoritmo: Trocar pneu do carro

1. Desligar o carro;
. Abrir o porta-mals e pegar as ferramentas (chave e macaco);

. Pegar o estepe;

. Remover os 4 parafusos do pneu furado;

2
3
4. Suspender o carro com o macaco;
5
6. Colocar o estepe;

7

. Colocar os 4 parafusos;
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8. Baixar o carro com o macaco;

9. Guardar as ferramentas no porta-malas.

Em particular, um programa de computador é¢ um conjunto de algoritmos que descrevem
uma tarefa a ser executada computacionalmente. Quanto mais complexo o programa, maior
sera a quantidade e a complexidade de seus algoritmos. Os algoritmos computacionais sio
escritos através de uma linguagem de programacio e, nesse aspecto, o contetido dos algorit-
mos sdo chamados de cddigo fonte do programa. No capitulo 5, iremos conhecer a linguagem
de programagio LOGO. Ela ¢ bastante intuitiva e pode ser facilmente utilizada por criangas
e adolescentes para a construgdo de figuras planas e/ou fractais.



2. CONCEITOS E HISTORICO DOS FRACTAIS

A Geometria Fractal mudard profundamente a sua forma de ver as coisas. Conti-
nuar lendo pode ser perigoso. Existe o risco de perda definitiva da visdo inofensiva
que tens das nuvens, flovestas, galdxias, folhas, penas, pedras, montanhas, tapecaria e
muitas outras coisas. Nunca mais ird recuperar as suas interpretacdes de todos esses

objetos que até agora eram familiares.
Michael Fielding Barnsley [Bar14]

No presente capitulo, temos uma breve introdugio dos fractais geométricos. Veremos,
suas caracteristicas e conceitos a fim de trazer uma compreensio minima desse tema para
aplica-lo paralelamente aos contetidos do ensino nivel médio.

Em linhas gerais, adotaremos o conceito de que os fractais sdo objetos geométricos frag-
mentados, com grande riqueza de detalhes, cujas partes, independente do tamanho, contém
copias similares do objeto inteiro. Comegaremos com um pouco da pré-historia, a relacio
com a natureza e a ideia de dimensdo fractal. Em virtude da estreita relagdo da geometria
fractal com os diversos ramos da ciéncia, ela ganhou um lugar de destaque na matematica,
especialmente, na Teoria do Caos'.

2.1. Pre-historia dos Fractais

Provavelmente, considerando a época em que viveu Apol6nio?, as formas mais antigas,
com caracteristicas autossimilares, sio os fractais de Apolénio cuja origem depreende-se do
problema dos circulos de Apolonio. Um caso particular desses fractais, inicia em um processo
que envolve trés circulos congruentes e tangentes entre si. No primeiro passo, constroi-se um
circulo tangente menor, no espago vazio entre os 3 circulos iniciais. O fractal de Apolonio
¢ produzido através da construgdo sucessiva de novos circulos tangentes, nos espagos vazios
entre os circulos criados nos passos anteriores. Veja isto nas figs. 2.1 e 2.2.

Passados mais de 16 séculos, Albrecht Diirer (1471-1528) produziu uma figura com pa-
drdes fractais baseada em um pentagono regular, o pentdgono de Diirer, fig. 2.3. Um fractal
hexagonal com estas caracteristicas sera estudado no capitulo 3.

Apesar da existéncia milenar de algumas formas com padrdes fractais, a idéia que temos
hoje, passou por um longo periodo de amadurecimento através dos estudos de alguns mate-
maticos do século XIX e XX. Eles estavam trabalhando em curvas e superficies com caracte-
risticas diferentes daquelas da Geometria Euclidiana, ou seja, formas que no se encaixavam
em retas e planos, cones e esperas, cujas curvas e superficies eram sempre “lisas” e regulares.

Segundo Stewart [LG10], as formas Euclidianas nio apresentam nenhuma estrutura de-
talhada em menor escala, superficies sio sempre superficies e curvas continuam sendo curvas

A teoria do Caos ocupa-se no estudo de fenémenos que sio altamente sensiveis a pequenas mudangas em
suas condi¢des iniciais, e por esta instabilidade, alteragdes minimas podem produzir grandes efeitos futuros,
com pouquissima previsibilidade.

2Apolénio de Perga (262 a.C. - 190 a.C.) era um matematico e astrénomo grego da escola alexandrina,
chamado de “o Grande Geometra”, viveu em Alexandria, Efeso e Perga.

8
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Figura 2.1 Construgdo do Fractal de Apoldnio

Nohel

Fonte: Autoria prépria (usando o software Corel Draw)

Figura 2.2 Niveis do fractal de Apolonio

o s 8

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

Nivel 4

Fonte: http://mathworld.wolfram.com/images/gifs/apollgas.gif, 2016

Figura 2.3 Niveis do fractal pentagonal de Durer

@ vrieds

Fonte: Autoria propria (utilizando o software Corel Draw)

por mais que sejam ampliadas; essa era a caracteristica fundamental para que as técnicas secu-
lares da analise e do calculo funcionassem. As técnicas consistem em aproximar curvas com
retas tangentes e superficies usando planos tangentes, porém, esses principios simplesmente
nio funcionam em superficies/curvas muito irregulares.

Os matematicos da época, com seus perfis investigativos e “cagadores de contra-exemplos”,
imaginaram curvas altamente irregulares que, no inicio, eram vistas como parte de uma ga-
leria de “monstros matematicos”. O objetivo, conforme [LG10], era mostrar as limitagdes
da anilise classica, pois, durante os séculos XVII e XIX, acreditava-se que qualquer curva
continua, exceto aquelas que tinham dobras e interrupgdes, possuia retas tangentes (deriva-
das) em quase todos os seus pontos. Entretanto, em uma palestra na academia de Berlim,
em 18 de julho de 1872, para a surpresa dos matematicos presentes, Karl Theodor Wilhelm
Weierstrass, provou que esta afirmagio era falsa apresentando um exemplo de curva, que era
continua, porém, n3o diferenciavel. Veja diversas outras curvas desta natureza em [ThiO3].

Em 1890, Giuseppe Peano construiu uma curva que se desdobrava continuamente até
cobrir todos os pontos da superficie de um quadrado unitario. Esse fato trouxe questiona-
mentos quanto a ideia classica de dimensio, pois a curva unidimensional de Peano era capaz
de preencher completamente uma superficie plana. O estudo pioneiro de Peano deu origem a


http://mathworld.wolfram.com/images/gifs/apollgas.gif
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uma nova categoria de curvas, as chamadas: curvas que preenchem o plano (space filling curves).

No final do século XIX, conforme [CE]J12], matematicos estavam estabelecendo as bases
para a moderna teoria dos conjuntos e nessa época surgiram conjuntos com propriedades
“estranhas”. Em 1883, Georg Cantor idealizou o mais simples destes: o conjunto de Cantor.
O conjunto inicia a partir do intervalo Ky = [0,1]. Em um primeiro estagio, remove-se o
terco médio aberto central (1,%) de Ko, gerando o conjunto K, composto por dois segmen-
tos disjuntos. Essa regra é aplicada continuamente a cada segmento que permanece e assim

obtemos o conjunto de Cantor (fig. 2.4).

Figura 2.4 Conjunto de Cantor
Ko

K1

KZ_ — — —
K — — - - - - - -

Kg == == =-= == =-= == =-= ==

Fonte: Autoria propria

Em 1904, Helge von Koch introduziu a sua Curva de Koch (fig. 2.10), um objeto criado a
partir de um segmento de reta, que em um primeiro passo, tem seu ter¢o médio substituido
por um triangulo equilatero sem base. Aplicando essa regra infinitas vezes em cada segmento
restante, obtemos a Curva de Koch. Mais tarde, em 1906, Koch apresentou outra curva
analoga que recebeu o nome de Floco de Neve de Koch (ou ilha de Koch), fig. 2.5. Essa curva
equivale a trés Curvas de Koch construidas ao longo dos lados de um tridngulo equilatero.
No capitulo 3, veremos que a Ilha de Koch é um “monstro matematico” cuja area finita é
delimitada por uma fronteira infinita.

Figura 2.5 Ilha de Koch

ATIEIERES

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4

Fonte: Autoria prépria (usando o FMSLogo)

A descoberta desses “monstros” dividiu o pensamento matematico da época. Para alguns,
esses objetos eram apenas “extravagantes” e meramente artificiais, jamais seriam aplicaveis ao
estudo de fendmenos naturais; para outros, como David Hilbert?, tais descobertas eram “pa-
raisos”, uma nova viso para os limites do calculo e da analise, uma fonte de inspiragio para
o estudo de novas classes de curvas. Anos mais tarde, Mandelbrot, com sua visio sistema-
tica, enxergou justamente o contrario, para ele, a geometria dos fractais era capaz de incluir
montanhas e nuvens:

3David Hilbert (Konigsberg, 23/01/1862 - Gottingen, 14/02/1943) matematico alemio autor de uma lista
com 23 problemas apresentada em 1900 no Congresso Internacional de Matematicos em Paris. Hilbert contri-
buiu significativamente no estudo das curvas que preenchem o plano
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...muitas formas da natureza - por exemplo, as formas das montanhas, nuvens, pedras
trincadas e arvores - sdo demasiadamente complicadas para a Geometria Euclidiana.
Montanhas nio sdo cones. Nuvens nfo sio esferas. Zonas costeiras de uma ilha
nio sfo circulos. Os rios nio fluem em linha reta. Portanto, temos de ir além de

Euclides se queremos estender a ciéncia relativa aos aspectos de natureza. [LG10]

2.2. Os conceitos sobre fractais

Minha vida parecia ser uma série de eventos e acidentes.
No entanto, quando en olho para tris, vejo um padrio.

(Benoit B. Mandelbrot)

O conceito preciso de fractal ¢ uma questdo que ainda permanece em aberto, nio ha
uma defini¢do pronta e largamente aceita pela comunidade cientifica. A idéia de fractal que
conhecemos hoje, possui pouco mais de 40 anos e comegou a ser delineada por Mandelbrot
em meados de 1975 na primeira edi¢io de [Man91].

Uma das inspiragdes de Mandelbrot para estabelecer as bases da geometria fractal, foi a
natureza; ele buscava uma forma mais precisa para descrever o esteredtipo irregular e aspero
dos elementos naturais. A partir dai, Mandelbrot utilizou o termo Fractal, oriundo da pa-
lavra em latim fractus, do verbo frangere, que significa quebrar, criar fragmentos irregulares,
ou seja, a palavra era perfeita para designar o padrdo das formas “irregulares” e aleatérias
presentes no meio natural, as quais ndo cabiam na Geometria Euclidiana. Por conseguinte,
Mandelbrot [Man91] apresentou a seguinte defini¢do para fractal: “Um fractal é, por defi-
ni¢do, um conjunto para o qual a dimensio Hausdorfl-Besicovith excede estritamente a sua
dimensdo topoldgica”. Ocorre que essa defini¢do, bastante técnica e restritiva, mostrou-se
muito limitada e desconsiderava algumas formas* que tinham propriedades geométricas nati-
vas dos fractais.

Conforme [Fed13], apos alguns anos, Mandelbrot [Man86] especifica uma definigdo mais
flexivel para fractal: “Um fractal é uma forma composta de partes que, de algum modo, sio
semelhantes ao todo”. Em especial, os conceitos e fundamenta¢des de Mandelbrot [Man83],
atrairam vertiginosamente a aten¢do da comunidade cientifica. Nessa publica¢io, havia uma
variada descri¢io de fendmenos e simulagdes computacionais de outras areas que se encaixa-
vam perfeitamente nos conceitos da geometria fractal. Dessa forma, os fractais se posiciona-
ram na vanguarda das pesquisas cientificas do século XX e XXI, conquistando espago desde
as artes a economia, da biologia a computagio.

Um outro conceito de fractal bastante aceito, dado por Falconer [Fal04], retine algumas
propriedades baseadas nas caracteristicas geométricas dos fractais, isto é, essas figuras ou ob-
jetos, referem-se a um grupo de elementos os quais tém algumas das seguintes propriedades:

a) os elementos apresentam formas regulares ou irregulares e detalhadamente finas para
diferentes escalas de observagdo arbitrariamente definidas;

*O tetraedro de Sierpinski, que nio foi abordado neste trabalho, é um exemplo de fractal que no se enqua-
dra nesta definigio, veja https://www.youtube.com/watch?v=VO6IK00v6IY.


https://www.youtube.com/watch?v=VO6lK00v6IY
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b) essas formas apresentam autossemelhangas exatas ou aproximadas, eventualmente esta-
tisticas;

c) essas formas nio podem ser descritas com uma linguagem geométrica tradicional, tanto
local como globalmente; assim sendo define-se um parametro caracteristico denomi-
nado dimensio fractal que pode ndo ser um niimero inteiro;

d) essas formas podem ser definidas, em alguns casos, matematicamente de modo recur-
S1vo.

Com foco em todos estes principios apresentados, podemos concluir que os objetos das
figs. 2.6(a) e 2.6(b) ndo constituem formas fractais, suas sucessivas amplia¢des nfo contém

por¢des autossemelhantes. Veremos mais detalhes sobre autossemelhanga na se¢do seguinte.

Figura 2.6 Objetos nio-fractais
} l\r\“‘\a

i 200m2

(a) Uma pessoa (b) Um circulo
Fonte: (a) [Add97]; (b) Autoria propria

2.3. As caracteristicas dos fractais

Os fractais, independente de onde sdo encontrados ou da sua regra de construgio,
possuem caracteristicas marcantes que os diferenciam dos demais objetos geométricos da
Geometria de Euclides. A autossemelhanga, a infinidade de detalhes e a dimensdo nio-inteira
sdo inerentes a todos os fractais. A autossemelhanga diz respeito ao grau de similaridade
que as partes dos fractais apresentam a medida em que sdo ampliadas, ou seja, o quanto
sdo parecidas as partes ao todo, por menores que sejam. Conforme [Jan08], os tipos de
autossemelhanga sio:

a) Autossemelhanca exata ou estrita: E o tipo mais restrito de similaridade, quaisquer
partes do fractal contém copias reduzidas do todo. Em outras palavras, o fractal com
este tipo de similaridade ¢ composto por miniaturas perfeitas de si mesmo. Apenas
os fractais estabelecidos por bases matematicas sio estritamente autossemelhantes, eles
também sdo conhecidos como fractais puros.
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b) Autossemelhanga aproximada ou estatistica: ¢ o caso menos evidente de autosseme-
lhanca, exige-se que o fractal tenha medidas numéricas ou estatisticas que se preservem
com a mudanca de escala. Boa parte das formas naturais obedecem a autossemelhanga
estatistica, nelas, suas partes nio sdo idénticas ao todo, porém sio parecidas. Janos
[Jan08] diz que:

O que existe nas figuras da natureza é uma autossemelhanga aproximada em di-
ferentes escalas. Essa autossemelhanga aproximada é chamada de autossemelhanca
estatistica, porque, em diferentes escalas, essa autossemelhanga existe em média. Nos
fractais matematicos, as partes sdo cOpias exatas do todo, mas nos fractais naturais

as partes sio apenas reminiscéncias do todo. [Jan08]

A fig. 2.7 ilustra a autossemelhanga exata de uma arvore artificial, criada por meio de um
software’, e a autossemelhanca aproximada de uma arvore real.

Figura 2.7 Tipos de autossemelhanga

ARVORE ARTIFICIAL ARVORE REAL
Autossemelhanca exata Autossemelhanca estatistica

Fonte: [Tay02](adaptado)

Alguns dos fractais dotados de autossemelhanga exata sio: a Curva de Koch, o triangulo
de Sierpinski, o Conjunto de Cantor, a Esponja de Menger e outros fractais que veremos
em detalhes no capitulo 3. As Arvores, o couves-flor, bronquios e bronquiolos, conchas,
nuvens e rios sdo exemplos de fractais com autossemelhanga estatistica; estes contém partes
que, mesmo sem ser idénticas, mantém a estrutura do todo. por exemplo: uma muda ou
um galho de arvore, tem o aspecto de uma pequena arvore; um pedago de brécolis, tem um
“tronco” verde-claro e suas extremidades sio verde-escuro, ou seja, € um brocolis pequeno
que continua mantendo o aspecto do todo (fig. 2.8(g)). Na fig. 2.8, temos uma amostra dos
inimeros formatos fractais que podemos encontrar na natureza.

>0 software FMSLogo, o qual veremos no capitulo 5, permite a criagio dessa imagem de forma simples.
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Figura 2.8 Fractais na natureza

(d) Babosa
v "‘?, "

(e) Arvore San-  (f) Couve-flor romanesco (g) Brécolis
gue do Dragio

g

Fonte: (a)...(f) http://www.mdig.com.br/index.php?itemid =30380; (g) Autoria propria

2.4. Dimensio Fractal

“Nao hd ramo da Matemadtica, por mais abstrato que seja, que
ndo possa um dia vir a ser aplicado aos fendmenos do mundo real.”

(Nicolay Lobachevsky)

No ensino basico, temos o primeiro contato com as formas mais simples da Geometria
Euclidiana: ponto, segmentos de reta, poligonos, circulos, paralelepipedos, cones, piramides,
esferas. Nesse periodo, somos ensinados a calcular medidas de comprimentos, perimetros,
areas e volumes e nesse aprendizado, adquirimos uma nogio intuitiva de dimensio. Segundo
[LG10], o conceito de dimensio, nos moldes da Geometria Euclidiana, nos diz que:

1. Um segmento de reta tem dimensdo 1, pois entende-se que qualquer ponto A do seg-
mento pode ser especificado usando apenas uma coordenada, isto €, um ponto A, esta
a uma distancia de x unidades de uma extremidade do segmento.

2. Um quadrado tem dimensdo 2, isto é, qualquer ponto A do quadrado pode ser deter-
minado usando apenas duas coordenadas (x,y), de sorte que x ¢ a distancia de A até o
lado esquerdo e y é a distancia de A até o lado inferior do quadrado.

3. Um cubo tem dimensio 3, pois entende-se que qualquer ponto A do cubo pode ser
especificado usando apenas trés coordenadas (x,y,z). Onde x, y e z representam, res-
pectivamente, as distancias de A até a face esquerda, a face inferior e a face traseira.

Nesse sentido, um ponto, isoladamente, ndo tem dire¢des, portanto tem dimensdo zero.
Uma linha tem um tnico sentido de dire¢do, no quadrado encontram-se em duas dire¢des,


http://www.mdig.com.br/index.php?itemid=30380
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e no cubo temos trés. Principios semelhantes se aplicam a superficies e linhas curvas. Uma
linha curva tem dimensio 1, a superficie de um objeto liso, como uma esfera ou um toro,
possui dimensio 2. Um objeto s6lido, como uma esfera ou um toro solidos, tem dimensio 3.

Neste aspecto, a dimens3o de um objeto é a quantidade de coordenadas necessarias para
representar, de forma unica, um ponto do objeto, portanto, a dimensio é um niimero in-
teiro. Um ponto, uma reta, uma superficie e um solido possuem dimensdes 0, 1, 2 e 3,
respectivamente (Veja fig. 2.9). Matematicamente falando, ha lugar para outras dimensdes.
Por exemplo, no espago de Einstein, o espago-tempo, além das 3 coordenadas espaciais, existe
a coordenada tempo, o que torna este espago quadrimensional.

Figura 2.9 Dimensdes na Geometria Euclidiana.

A e

X X X

Fonte: [LG10]

zZ.

Para estabelecer alguns principios da dimensdo fractal, vamos tomar como referéncia duas
curvas: a Curva de Koch (K}), cujo processo de construgio foi descrito brevemente na se¢do
2.1, e uma variagdo dela, onde a regra de formagio consiste na substituigdo do ter¢o central
dos segmentos por quadrados sem base, a Curva de Koch Quadrica (K,). Tomemos ambas as
curvas inciadas por um segmento de tamanho 1.

Sejam Py e P| os perimetros, no nivel k, de K; e Kj, respectivamente. Conforme a tabela

. . k k
da fig. 2.10, 3 medida que os niveis avangam, temos que P = (3)" ¢ P{ = (3)". Em ambas as
curvas, o perimetro ¢ infinito, pois:

4 k 5 k
Iim{=] =lim| =] =oco.
k—yo0 \ 3 k—e \ 3

Figura 2.10 Evolugio da Curva de Koch e a da Curva de Koch Quédrica.

Nivel Curva de Koch Py Curva de Koch Quadrica Py

0 1 1
4A;4 5
. 3 3
PO 5
9 9

mﬁ:m . =
27 27

Fonte: Autoria propria, usando o FMSLogo
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A respeito da complexidade destas curvas, [dAMdBM08] menciona o seguinte:

Uma curva deste tipo, devido a sua complexidade infinita, contém um ntimero de
infinitas “dobras” que, se ampliadas, continuam aparecendo indefinidamente. De-
vido a este infinito detalhamento, esta curva “ocupa” mais “espago” que uma linha
convencional, possuindo assim uma dimensdo fractal maior que 1.0, sem chegar,
no entanto, a ocupar o espago de uma faixa que a contém (dimensio 2.0). Desta
maneira, conceito de dimensio fractal, D, esta intimamente relacionado com a es-

trutura de ocupagio do espago da figura.

Em outras palavras, é impossivel construir uma curva suave C, de dimensio 1, tal que,
C D K; ouC D Kj, no entanto, K| e K ndo tomam propor¢des de objetos bidimensionais. Por
outro lado, sejam Dj e D; as dimensdes de K| e K. Notamos que, K, possui mais dobras que
K, e assim, preenche um pouco mais de "espago"”, logo: D| < D,. Portanto, considerando a
dimensio Euclidiana, podemos constatar que 1 < D; < Dy <2 = Dy,D; ¢ Z.

Intuitivamente, as dimensdes dos objetos da geometria euclidiana com suas construgdes
baseadas substancialmente em ponto, reta, plano e espago sdo mais simples de assimilar. En-
tretanto, no caso da geometria dos fractais, nio temos uma percep¢io dimensional tdo imedi-
ata, pois os fractais ndo seguem a uma forma tnica de construgio elementar, cada um possui
a sua regra individual de formagio.

O matemético Felix Hausdorff® estabeleceu uma medida, bastante complexa e abrangente
(mais tarde aperfeigoada por Besicovitch”), que permite o calculo da dimensio de diversos
conjuntos, sejam eles fractais, ou nio. Posteriormente, Mandelbrot utilizou os estudos de
Hausdorff-Besingovich para medir e comparar os fractais, isto é, esse trabalho serviu de base
para determinar o quanto um objeto fractal é mais “rugoso” ou mais “espagoso” que outro.

A partir dos conceitos elementares da propria Geometria Euclidiana, veremos duas for-
mas para o calculo da dimens3o fractal: a dimens3o por autossimilaridade e a dimensio por
contagem de caixas.

2.4.1. Dimensio por Autossimilaridade

Esta dimensio ¢ adequada apenas para os fractais que apresentam autossimilaridade exata.
Utilizando elementos Geometria Euclidiana, vamos obter uma férmula que expressa a di-
mensdo fractal de um objeto, a qual resulta fundamentalmente em valores ndo-inteiros. To-
memos inicialmente um segmento de reta, um quadrado e um cubo. Iremos dividir os lados
de cada um desses objetos em r partes iguais e depois verificar a relagio entre r, a quantidade
n de partes e a sua dimensio D.

®Felix Hausdorff (Breslavia, 8 de novembro de 1868 - Bonn, 26 de janeiro de 1942), matematico alem3o,
considerado um dos fundadores da topologia.

7 Abram Samoilovitch Besicovitch (Berdyansk, 23 de janeiro de 1891 - Cambridge, 2 de novembro de 1970),
matematico russo, naturalizado britanico. Trabalhou principalmente em fun¢des de uma variavel real, fungdes
analiticas e fun¢des quase periddicas.
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Segmento de reta

Vamos dividir um segmento de reta em r = 4 partes congruentes:

Figura 2.11 Segmento de reta dividido em 4 partes

Fonte: Autor

. 1
Desta feita, obtemos n = 4! segmentos congruentes de tamanho 1

Quadrado

Analogamente, dividindo o lado de um quadrado em r = 4 partes iguais, obtemos
n = 42 quadrados congruentes (fig. 2.12(a)).

Cubo

No caso de um cubo, ao dividirmos sua aresta igualmente em r = 4 partes, obtemos
n =43 cubos congruentes (fig. 2.12(b)).

Figura 2.12 Divisdes do quadrado e do cubo

|
|

(a) Quadrado (b) Cubo

Fonte: Autoria propria

Se os lados de cada miniatura dos objetos fossem ampliados por um fator de aumento
r > 1, elas se tornariam congruentes ao objeto original. Seja D a dimensio de cada um desses
objetos, diante do exposto, podemos relacionar os valores de r, n e D da seguinte forma:

n=rP (2.1)
tomando o logaritmo decimal de ambos os membros de 2.1, obtemos:

logn = logr? = logn = Dlogr.

portanto:
_logn

D (2.2)

~ logr’

Para exemplificar o calculo da dimensdo por autossimilaridade, tomemos a Curva de Koch
Quadrica (2.10). Por construgio, seus segmentos sio divididos em r = 3 partes, onde cada
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uma gera n = 5 novos segmentos, logo, pela equagdo 2.2, sua dimensio fractal vale:

logn  log5

D= 8" _ 982~y 4649

logr log3

No préximo capitulo, iremos determinar a dimensdo por autossimilaridade de alguns
fractais. Em sua maioria, a dimens3o fractal desses objetos é um niimero nio-inteiro.

2.4.2. Dimensio por contagem de caixas (box-counting)

Existem intimeras férmulas que sdo utilizadas para determinar a dimensdo fractal de
um objeto. O calculo da dimensio por contagem de caixas (box-counting) é um dos mais
utilizados por sua simplicidade de implementagdo computacional. O algoritmo para o cal-
culo, considera uma figura qualquer coberta por um conjunto de retangulos. Inicialmente,
desenhamos um tnico retdngulo de forma a conter uma figura plana F. Em seguida, divide-se
cada lado do retingulo em k partes iguais, obtendo assim k? retangulos semelhantes.

Definicio 2.4.1. Seja ny. o niimero de retangulos que interceptam pelo menos um ponto de uma
figura F contida em uma malba retangular constituida por k* retingulos. A dimensio fractal D

de F é dada por:
logny

D=1l
k1_r>130 logk

Vamos acompanhar uma aplicagdo desse método na fig. 2.13. Os quadrados pintados sdo
aqueles que contém algum ponto da imagem. Por simplicidade, dividimos o retangulo em
quantidades crescentes de poténcias de 2.

Figura 2.13 Metodo de contagem de caixas

k=32 n=308

Fonte: Autoria propria.
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log ny,
logk

A tabela 2.4.2 contém um resumo da evolugio ny e da razio a medida que kK aumenta:

Tabela 2.1 Resumo do comportamento de ny e %

Tog ny,
logk

2 | 4 |0,30103 | 0,60206 | 2,00000
4 | 12 | 0,60206 | 1,07918 | 1,79248
8 | 36 |0,90309 | 1,55630 | 1,72331
16 | 102 | 1,20412 | 2,00860 | 1,66811
32| 308 | 1,50515 | 2,48855 | 1,65336
64 | 760 | 1,80618 | 2,88081 | 1,59498

Fonte: Autoria prépria.

k | ng logk logny

Quanto maior o niimero de caixas, melhor sera a precisio da dimensio fractal do objeto.
Alguns softwares, fazem a varredura de uma imagem e informam a quantidade de retangulos
que interceptam algum ponto de uma figura, permitindo assim, a analise da dimensio de
objetos mais complexos. Pela defini¢io do método box counting, notamos que ele pode ser
usado para uma grande variedade de figuras, sejam elas fractais ou nio-fractais.

2.5. A presenca dos fractais em outras areas

Nesta se¢do, iremos descrever uma amostra das inimeras aplicagdes cientificas dos
fractais. As variadas publica¢des de Mandelbrot, ajudaram a aumentar o campo de atuagdo
dos fractais possibilitando pesquisas paralelas em fenomenos economicos e até medicinais.
Diversos trabalhos estdo sendo publicados de forma multidisciplinar com a geometria fractal.

2.5.1. Fractais na medicina

Na area médica, uma das utilidades da dimensio fractal no estudo do cancer, é carac-
terizagio do estagio em que se encontra os tumores malignos. Imagens adquiridas através de
ressonancia magnética foram comparadas a imagens de cistos (tumores benignos), imagens
de gliomas (tumores malignos) e imagens de lesSes massivas. Concluiu-se que, com a téc-
nica da dimensio fractal, é possivel obter uma melhor distingdo entre os tumores benignos
dos malignos pelo fato destes tltimos serem mais invasivos e, consequentemente, terem uma
maior irregularidade em seu contorno. Assim, extraindo-se a dimensio fractal desses contor-
nos, pode-se distinguir os tumores e, posteriormente, analisar o estagio em que se encontram.
Entre os trabalhos que utilizam a técnica da dimensio fractal na medicina, podemos destacar:

® Analise fractal do contorno dsseo e o contorno dental através de imagens radiograficas;

® Calculo da dimensio fractal de células para identificar o risco de cancer de mama;

® Qutras investigacdes com fractais através de imagens oriundas de ressonancia magné-
tica, doppler, ultrasom e tomografia computadorizada.
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A seguir temos gravuras microscopicas de células epiteliais, de modo que as figs. 2.14(c)
e 2.14(f), representam células cancerigenas pois elas contém uma maior rugosidade/aspereza
em sua superficie. A dimensdo fractal, nesses casos, sera substancialmente maior que a mesma
dimensio calculada em células normais, figs. 2.14(a) e 2.14(d).

Figura 2.14 Fotos microscopicas de células epteliais
pré-maligna ] cancerigena

2.5.2. Fractais na informatica

A industria cinematografica, os algoritmos de compressdo de imagens/videos e a simu-
lagio de paisagens, utilizam técnicas baseadas nos padrdes da geometria fractal.

Compressdo e ampliagio de imagens/videos

Muitas pessoas desconhecem o padrio de imagem Fractal Image File - FIF. Esta tecno-
logia foi descontinuada ha algum tempo, todavia, sua metodologia de compressdo e descom-
pressdo esta em constante desenvolvimento. Os arquivos FIF, apesar da sua Otima taxa de
compressio, perderam espago para os arquivos JPEG?, pois apesar dos arquivos FIF ocupa-
rem menos espago em memoria, os JPEG possuem um algoritmo de compressio mais agil.

Na época das imagens FIF, o matemitico Michael Barnsley’ e sua equipe registraram
varias patentes relacionadas a modelos matematicos e computacionais para o tratamento de
imagens, visando minimizar o consumo de memoria e a sua velocidade de compressio e des-
compressdo. Algumas dessas patentes, foram voltadas para a compactagio fractal; em linhas
gerais, um dos métodos consiste em particionar uma imagem em quadros e identificar quais
deles sdo semelhantes. Com isso, as partes similares da imagem sio reutilizadas e armazena-
das uma tUnica vez, otimizando o consumo de memoria. Na fig. 2.15, ha um exemplo de
imagem com quadros semelhantes destacados.

A técnica baseada em fractais, também ¢ utilizada para otimizar a transmissdo e a am-

$Joint Photographic Experts Group JPEG. Grupo de trabalho especializado em padrdes de codificagio de
imagens. Mais detalhes em https://jpeg.org/about.html

9Michael Fielding Barnsley, nasceu em 1946, Matematico Britinico além de pesquisador é empresario com
trabalhos voltados para a compressdo fractal. Ele detém diversas patentes nessa tecnologia.


https://jpeg.org/about.html
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Figura 2.15 Imagem com quadros semelhantes

(a) Imagem original (b) Partes semelhantes

Fonte: http://www.rasip.fer.hr/research/compress/algorithms/adv/fraccomp/index.html, 2015

pliagio de imagens/videos no padrio 4K, cuja resolugio (quantidade de pixels'®) é 4 vezes
maior que o formato fullHD, os quais demandam um grande consumo de memoria para se-
rem armazenados e reproduzidos. A tecnologia TRUDEF!!, utiliza algoritmos fractais para
redimensionar imagens em uma resolucio 4 vezes maior que o arquivo original. O método
consiste em dobrar as dimensdes das imagens/videos de forma a quadruplicar sua quantidade
de pixels; por exemplo, um video fullHD, com 1920 x 1080 = 2073600 pixels, passa a ter
uma resolugdo de 3840 x 2160 = 8294400 (padrio 4K) pixels sem comprometer a qualidade
da imagem. A fig. 2.16 apresenta um caso real da aplicagdo dessa técnica.

Fonte: http://www.tmmi.us/trudef-fractal-scaling, 2016

Geragio de superficies montanhosas

Com o vertiginoso avango da computagdo grafica, € pouco provavel que a paisagem
montanhosa que apreciamos em um filme seja 100% real. Adiante, iremos ilustrar um algo-
ritmo simples que permite, através de um software ou de forma manual, a criagio de uma

ixel é o menor item visual de uma imagem digital. O menor ponto exibido na tela de um dispositivo.
O p gem dig p p
HTecnologia desenvolvida pela empresa americana TMMI, http://www.tmmi.us/technology, baseia-se em
g p p , Dtp gy
algoritmos matematicos de zoom fractal.


http://www.rasip.fer.hr/research/compress/algorithms/adv/fraccomp/index.html
http://www.tmmi.us/trudef-fractal-scaling
http://www.tmmi.us/technology
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superficie montanhosa utilizando subdivisdes randomicas em um tridangulo qualquer. A su-
perficie final gerada, tem um aspecto fractal.

O algoritmo comega a partir de um tridngulo no espago (ou no plano), e a superficie,
semelhante a de uma montanha, ¢ produzida pelo seguinte processo:

1. Determinar os pontos médios dos lados do triangulo;
2. Unir esses pontos com segmentos de reta, gerando assim, quatro novos triangulos;

3. Deslocar, aleatoriamente, os pontos médios para cima ou para baixo dentro de uma
variagio de altura ou profundidade;

4. Repetir recursivamente, nos triangulos obtidos, os passos anteriores k vezes conside-
rando que, a cada novo passo, a variagio de altura/profundidade devera ser igual a
metade da varia¢do anterior.

Figura 2.17 Geragio da superficie montanhosa

AN

(a) Triangulo inicial (b) Montanha nivel 1 (c) Montanha nivel 2

(d) Montanha nivel 3 (e) Montanha nivel 4
Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Fractal, 2015 (adaptado)

Vale destacar que alguns softwares controlam o nivel de aspereza de montanhas e relevos
através da dimensdo fractal, uma maior dimensio gera mais aspereza na superficie. Quando
a dimensdo se aproxima de dois, a superficie fica cada vez mais "lisa".

2.5.3. Fractais nas Artes

“Apesar de nio possuir qualquer conhecimento ou treino nas
ciéncias exatas, sinto muitas vezes que tenho mais em comum
com os matemdticos do que com os meus colegas artistas.”

(Maurits Cornelius Escher)

O atraente visual dos fractais trouxe mais énfase ao casamento das artes com a matema-
tica. As férmulas matematicas e as iteragdes, produzem através de softwares fractais, bonitas
imagens com diferentes estilos (3D, coloridas, em tons de cinza). Muito tempo antes, alguns
artistas ja produziam suas obras utilizando formas autossimilares.

O modelo da geometria fractal se encaixa perfeitamente na intuigdo artistica dos pintores;
Maurits Cornelius Escher e Salvador Dali sio dois desses artistas cujos quadros eram reche-
ados de imagens que diminuiam de tamanho, recursivamente, até o limite da menor gravura


https://pt.wikipedia.org/wiki/Fractal
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que as suas mios pudessem desenhar. Em especial, Escher demonstra um gosto especial pelas
estruturas autossemelhantes. Até aqueles que nio apreciam a matematica, percebem com faci-
lidade a constante miniaturizagdo das imagens em seus quadros famosos. Escher é quase uma
unanimidade nas citagdes contidas nas literaturas alusivas a matematica com a arte; seu estilo
¢ bastante apreciado tanto pela beleza quanto pelo capricho caracteristico de seus quadros
que sempre apelam para a intui¢io de infinito.

Figura 2.18 Exemplos de quadros semelhantes na imagem
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(a) Limite circular I, 1958 (b) Limite Quadrado, 1964  (¢) Divisao do plano
VI, 1957
Fonte: http://www.bb.com.br/docs/pub/inst/img/EscherCatalogo.pdf, 2015

A regra de formagio da obra limite do quadrado (fig. 2.18(b)), que pode ser acompanhada
na fig. 2.19, consiste no seguinte:

1. Pegue uma folha na forma de um quadrado de lado ¢p;

2. Identifique o centro da folha e desenhe um quadrado central de lado ¢; = %0 (quadrado
de 1? geragdo);

3. Em seguida, ao redor do quadrado de 1 geragio, desenhe quadrados de lado £, = & =

%0, ou seja, os quadrados de 2? geragio;

4. Desenhe, até preencher a folha de papel, os quadrados ao redor daqueles da geragio
anterior. Por fim, divida estes quadrados em triangulos retangulos (veja a fig. 2.19).

2.5.4. Fractais na arquitetura

Obras arquitetdnicas atuais e de longas datas foram construidas utilizando detalhes
autosemelhantes. Veremos algumas imagens de construg¢des seculares, cuja composi¢do exibe
o apelo aos padrdes fractais. Os detalhes autossimilares enalteciam essas construgdes.

A Catedral de S. Maria, Anagni-Italia e a Basilica de San Lorenzo, Roma, construidas
nos séc. XII e XIII, contém mosaicos em pedra, cuja disposi¢io dos ladrilhos sio analogas
ao triangulo de Sierpinski (fig. 2.20(c)). Na fig. 2.20(a) temos a estrutura fractal do templo
hindu Vishnu, composto por picos similares cujas etapas de construgio estdo na fig. 2.20(b).

O complexo de edificios da Federation Square, inalgurado em outubro de 2002, em Mel-
bourne, Australia, contém fachadas compostas por pegas triangulares (fig. 2.21) organizadas
como o fractal Pinwheel (fig. 3.35), o qual sera visto no capitulo 3.


http://www.bb.com.br/docs/pub/inst/img/EscherCatalogo.pdf

43

Figura 2.19 Regra de construgio - limite do quadrado

Fonte: http://amadora.cienciaviva.pt.../Escher PAV.pdf, 2015 (adaptado)

Figura 2.20 Formas autossimilares em construges
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(a) Templo Vishnu (b) Estrutura autossimilar do templo (c) Mosaicos da Catedral de Anagni

Fonte: (a),(b) http://fractalenlightenment.com/...the-fractal-structure-of-hindu-temples
(¢) [TLL11]

Figura 2.21 Imagens da Square Federation

R

(a) Square Federation (b) Detalhe da fachada
Fonte: http://www.kynetonbushresort.com.au/...smallvisionsofvictoria923267-302.jpg, 2016


http://amadora.cienciaviva.pt/projectos/pencil/pt/materiais_produzidos/pdf_antonio_vieira/Escher_PAV.pdf
http://fractalenlightenment.com/pt/14556/fractals/the-fractal-structure-of-hindu-temples
http://www.kynetonbushresort.com.au/files/imglib/img01/fed_square_smallvisionsofvictoria923267-302.jpg

3. EsTUDO DE ALGUNS FRACTAIS

Neste capitulo, veremos os aspectos estruturais de alguns objetos fractais pioneiros; que
foram idealizados nos tltimos 150 anos. Essas figuras representam os primordios da geome-
tria fractal e para cada uma delas iremos conhecer suas caracteristicas e fazer uma conexio
com os contetdos relacionados do nivel médio. Os fundamentos que iremos estudar, serdo
importantes para o desenvolvimento das atividades do capitulo seguinte. Na primeira parte
do capitulo, dos fractais pioneiros, veremos o Conjunto de Cantor, as curvas de Koch, o
fractal hexagonal de Diirer, a curva de Peano, o triangulo e o tabele de Sierpinski, a esponja
de Menger e o conjunto de Mandelbrot. Na outra se¢io, temos dois fractais mais recentes: o
fractal Pinwhell e o diagrama de fatores.

3.1. Fractais pioneiros

Considerando a base histdrica e conforme ja comentamos no capitulo anterior, os
primeiros objetos com caracteristicas fractais oriundos do calculo diferencial foram criados
por Karl Weierstrass, George Cantor, Von Koch, Giuseppe Peano, David Hilbert, Waclaw
Sierpinski e outros matematicos. Em virtude do formato irregular e pelas propriedades in-
comuns, esses objetos foram intitulados como “monstros matematicos”. Para cada um dos
fractais que vamos estudar, mostraremos seu processo de construgio, o calculo de sua dimen-
sdo fractal e algumas medidas relevantes como perimetro, area e/ou volume utilizando os
assuntos de matematica presentes no curriculo do ensino médio. Alguns resultados, serio
comprovados através do conceito de limites.

3.1.1. O Conjunto de Cantor

»

“Ninguém poderd nos expulsar do Paraiso que Cantor criou para nds.
(David Hilbert)

O conjunto K de Cantor!, ou Poeira de Cantor, apresentado pela primeira vez em 1883, é
um subconjunto do intervalo [0, 1] definido recursivamente. O algoritmo de construgio de
K tera um apelo geométrico, no entanto, ele pode ser descrito algebricamente.

Construgio do conjunto de Cantor
Denotemos por O, e ¢, a quantidade e o tamanho dos segmentos no nivel n do Con-

junto de Cantor. Partindo do intervalo Ky = [0, 1], obteremos K através dos seguintes passos:

e A . ) ) g 2 )
1. Dividir Ky em trés partes iguais e retirar o seu terco médio aberto 3073 )> € assim,

!Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (Sio Petersburgo, 03/03/1845 - Halle, 06/01/1918) foi um mate-
matico russo. Cantor é conhecido por ter contribuido significativamente para teoria dos conjuntos e utilizou
de forma pioneira o simbolo R para designar o conjunto dos nimeros reais.
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Figura 3.1 Georg Cantor - 1867.

Fonte: https://GeorgCantor1845-1918Berlin1867-2, 2015

oo

. . .. 1
que possui Q) = 2 intervalos disjuntos de tamanho ¢} = 3 Nesse momento, K; é o

obtemos o conjunto

nivel 1 do conjunto K.

. Dividir os dois segmentos de K| em trés partes iguais e analogamente remove-se 0s
tercos médios de cada segmento. Assim, obtém-se o conjunto

o-lo U202 T018
2719 193] " [379] " |9’
0 1

que contém Q, = 22 intervalos disjuntos de tamanho £, = 3=5 K> é onivel 2de K

. Repetir esse processo, indefinidamente, gerando o conjunto K, através da remogio dos
P P 8 ) ¢
— ’ .
Q.1 = 2" ! tercos médios abertos dos segmentos de K, 1.

A cada passo, o niimero de segmentos dobra enquanto a medida de cada um fica § menor,

isto €, K3 tera o dobro de segmentos de K, pois cada segmento de K, é gera outros dois, logo
Q3 = 2-N, = 2°. Analogamente, cada segmento de K3 mede um terco dos segmentos de K>,

entdo, /3 =

1 . , ) 1
?2 =37 Em geral, o conjunto K, tera 0, = 2" intervalos de tamanho ¢, = e

Veja os valores de O, e ¢, na tabela 3.1.

Tabela 3.1 Quantitativos do conjunto K,

| Nivel [0[1]2][3 [ 4] |n]
O, (1|24 8 |16 ---|2"
AREEEIIE AT AEE!

Fonte: Autoria propria.

Fazendo n crescer infinitamente, obteremos o Conjunto de Cantor. A fig. 3.2 ilustra

geometricamente as primeiras 5 etapas de K.


https://GeorgCantor1845-1918Berlin1867-2
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Figura 3.2 Primeiros 5 niveis do Conjunto de Cantor (K).

1 2 1 2 7 2
’ 3 3 3 3 3 5 !
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| — | — | — | —

Fonte: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Conjunto_de Cantor.png, 2015 (adaptado)
O Conjunto K ¢ a intersecg¢io infinita de todos os K;,i € N, tal que:
K=KoNKiNKyN..K,N...= [ K;
i=1

Uma forma de construir o Conjunto de Cantor através de um processo recursivo de
substitui¢io é:

a) Objeto inicial (Nivel 0): um segmento de reta ;

b) Nivel 1: Substitua o segmento por ;

¢) Substitua, infinitamente, todos os segmentos por , no de-
vido tamanho, e siga para o proximo nivel.

Vejamos algumas caracteristicas paradoxais a respeito de K.

Proposicio 3.1.1. O comprimento C de K é nulo.

1

Demonstrag¢io: No nivel n, cada K, possui 2" intervalos de tamanho <> entdo o compri-

mento C, de K, é dado por C, = Oy, - £, (nimero de segmentos vezes o tamanho de cada um),
logo:

Fazendo n ir para ao infinito, temos que:
2 n
C=1limC, = lim (—) =0
n—soo n—oo \ 3

Em particular, apesar do seu comprimento nulo, o conjunto K contém infinitos ele-
mentos. Note que os extremos de cada intervalo nunca sio removidos, ou seja, o conjunto

12127 /1\" /2\"
I—{O,1,§,§7§,§,§,(§) ,(5) ,}CK,I’ZEN

Proposicio 3.1.2. A soma Sg dos comprimentos de todos segmentos removidos de K vale 1.


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Conjunto_de_Cantor.png
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Demonstragio:

1 1 1 1
1242 44— 48— .. 3.1
Sk 3t gth gt (3.1)

g 2
Multiplicando o segundo membro de (3.1) por > obtemos:

Sp— 2 Lo by Lyg Uy VYog =L (2,4, 8,16,
k=3 3 9 27 81 ' R=2"\3"9 2781 "

. o~
-~

S

O valor de S, entre parénteses, corresponde a soma dos termos de uma P.G infinita onde

alzq:§<1,logo:

N | =
—_
| |wono
SN S
N | =

t
|
S
I
—_

| =

Sk =

Observe que o comprimento do conjunto de Cantor, poderia ser calculado tomando a
diferenca entre a medida de Ky e o total de segmentos removidos, entdo, C = Ky — Sg =
1 —1=0. Notamos que qualquer parte Conjunto de Cantor contém uma réplica menor de
todo o conjunto, isto caracteriza a autossemelhanga exata de K.

A Dimensio de K

Visto que, em cada nivel, dividimos os segmentos do fractal de Cantor em r = 3 partes,
que dio origem a n = 2 partes menores, segue-se dai que sua dimensio fractal vale:

_logn log2 _, 0,30102
~ logr log3  0,47712

=0,63092

Concluimos que K ocupa mais “espago” que um ponto, no entanto, nio ¢ um objeto
unidimensional pois 0 < D < 1.

3.1.2. As Curvas Koch

Nesta se¢io, mostraremos mais informagdes sobre as curvas de Koch? além daquelas
contidas no item 2.1. Nossa analise sera feita sob um ponto de vista matematico que esta
relacionado com a estrutura destes fractais. Primeiramente, veremos a Curva de Koch e em
seguida o Floco de neve de Koch (ou ilba de Koch).

2Niels Fabian Helge von Koch (Estocolmo, 25/01/1870 - Estocolmo, 11/03/1924), matematico sueco que
deu nome aos famosos fractais conhecidos como Curva e Floco de Neve de Koch. Koch obteve seu doutorado
em Matematica pela Universidade de Estocolmo, em 26 de Maio de 1892.
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Figura 3.3 Helge von Koch.

Fonte: http://www.datuopinion.com/helge-von-koch, 2015

Construgio da Curva de Kock

O processo de construcio da Curva de Koch ¢ o seguinte:

1. Comegamos com um segmento de reta AD de comprimento £y. Nesse instante, temos
o nivel zero da curva.

Figura 3.4 Segmento inicial AD
A B

Fonte: Autoria prépria.

14

.. . . 0
2. Agora divida AD em trés partes iguais de comprimento 3

Figura 3.5 Divisio do segmento AD
A B C D

Fonte: Autoria propria.

: n y l
3. Substitua o segmento central BC por um triangulo equilatero de lado ?0 sem a base.
Figura 3.6 Nivel 1 da Curva de Koch

A B

Fonte: Autoria prépria.

4. Repita, continuamente, os passos 2 e 3 para todos os segmentos restantes do passo
anterior e va para o proximo nivel da curva.

A Curva de Koch é um fractal com autossemelhanga exata que resulta da repeti¢io infinita
deste algoritmo.


http://www.datuopinion.com/helge-von-koch
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Figura 3.7 Niveis da curva de Koch.

AN RN

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2

S S

Nivel 3 Nivel 4

Fonte: Autoria propria. (Usando o software FMSLogo e o Microsoft Paint)

Analise da Curva de Kock

Em nosso estudo da Curva de Koch, vamos considerar os seguintes elementos:

a) Ny - o nimero de segmentos da curva no k-ésimo nivel;

b) ¢; - comprimento de cada segmentos do k-ésimo nivel;

c) P - perimetro da curva no nivel k;

d) T} - quantidade de novos triangulos que sio construidos no nivel ;

e) Ay - area de todos os novos triangulos equilateros de lado ¢ gerados no nivel k.
to
ﬁ-

Demonstragio: A partir do nivel O, temos Ny = 1 segmento de tamanho ¢y. Pela regra de
construgdo da curva, temos que:

Proposigio 3.1.3. No k-ésimo nivel da curva, temos Ny = 4* segmentos de tamanho £, =

, o 14
® No nivel 1: dividimos ¢y em N; = 4 segmentos de tamanho ¢} = ?O;
4 ’ E] go
¢ No nivel 2: cada segmento do nivel 1, gera outros 4 de tamanho ¢, = 3= logo
Ny =4-N; =43
, , b b
® No nivel 3: os segmentos do nivel 2, produzem 4 segmentos de tamanho ¢3 = 3 =3
logo N3 =4-N, = 43,
. .. ’ k EO
Seguindo esse raciocinio, concluimos que Ny =4 e ¢ = Y n

Proposigio 3.1.4. No nivel k, sdo construidos Ty = 4~ novos tridngulos sem base (N).

Demonstragio: Observe que:
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® No nivel 1, o segmento inicial da origem a 1 tridngulo, logo T = I;
* No nivel 2, cada um dos 4 segmentos do nivel 1, gera um novo tridngulo, logo 7> = 4!;

* No nivel 3, os 16 segmentos do nivel 2 ddo origem a 16 tridngulos, entio T3 = 42.

Seguindo essa sequéncia (fig. 3.8), no nivel k, teremos: T = 4! S

Figura 3.8 Tridngulos criados a cada nivel da curva de Koch

VANERDS A SN 1k

Fonte: Autoria propria. (Usando o software Corel Draw)

: , y . , 3(4)
Proposic¢do 3.1.5. A drea Ay dos novos triangulos criados no nivel k vale Ay = (60)2\1/—6_ (5) .

Demonstragio:

’ ‘A 17 3 ;. \
A 4rea A de um tridngulo equildtero de lado £ vale A = £2-=. Nesse caso, Ay ser igual a

quantidade 7} de tridngulos vezes a area de cada triangulo de lado ¢, logo,

Ak =Ti: (&)2? =4t (g—o)zﬁ = (£0)*- 4k.471 /3

3 ) 4 3% 4
Portanto,
4k 1 /3 V3 4k V3 (4K
2-—.—- 2 — —_— 2_ —
A= (fo) 30k 4 4 (fo)" 75 or = ()" 75 (9) .

Proposicio 3.1.6. O perimetro P da curva de Koch é infinito.

Demonstragio: Temos que P, = N - {; € o perimetro da curva no nivel k. O valor de P é
dado por:

A A\*
P=1limP, = limN, ¢, = lim 4%- =2 — ¢, - 1i ) =
Pl et v T 0k1_r>£10(3) .

Proposicio 3.1.7. A drea At compreendida entre a Curva de Koch e o segmento inicial é finita.

Demonstragio: A area total Ay € igual 2 soma das areas de todos os tridangulos gerados em
cada nivel, entio

Ar=A1+Ar+ ... +A +...
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A expressio entre colchetes € a soma S dos termos de uma P.G. infinita cujo primeiro

termo a; e a razdo ¢ sdo tais que @] = g = 9 < 1, assim:

Segue-se dai que:

Ar= (P Y22 (23

O calculo da area A7 e do perimetro da Curva de Koch motivam o uso dos conceitos
de progressdo geométrica para demonstrar as caracteristicas paradoxais da Curva de Koch.
Vejamos um resumo do estudo da curva de Koch na tabela 3.2:

Tabela 3.2 Resumo do estudo da curva de Koch

’ Etapa ‘ Ny ‘ ly ‘ P, ‘ T; ‘ Ag ‘

to 4 ,V3

1 4 3 505 1 (4o) ?
lo 16 V3
lo 64 ,4\/3
t 4\F V3 [4\F

k | 4| 2 4| = 41 () == =
3k 0(3) ()76 (9)

Fonte: Autoria propria.

A Dimensio da curva de Koch

Pela regra de formagdo da curva de Koch, ao dividirmos os segmentos em r = 3 partes,
obtemos n = 4 segmentos novos, entio

log4 _ 0,6025

~log3  0,4771

~ 1,26185...

Portanto, 1 < D < 2; comprovando que uma simples curva de dimensio 1 nio pode
conter completamente a curva de Koch. Todavia, ela ndo preenche uma superficie plana.
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O Floco de Neve de Koch

O nome deste fractal deve-se a sua semelhanca com o formato estrutural de um floco
de neve, e por esta razdo foi batizado como Floco de Neve de Koch (ou ilha de Koch). A figura
matriz do Floco de neve de Koch é um triangulo equilatero. Seu processo de formagio
produz uma curva de Koch em cada um dos trés lados do triangulo.

Construgio do Floco de Neve de Koch

O Floco de neve de Koch surge a partir de um triangulo equilatero de forma que, em cada
lado (fig. 3.9), constrdi-se uma curva de Koch, isto é:

1. Comegamos com um triangulo equilatero de lado £p;

2. Dividimos cada um dos seus lados em trés segmentos congruentes;

bo
Py

3. Substitua cada segmento central por um triangulo equilatero de lado 3

4. Remova a base dos triangulos construidos no passo 2;

5. Repita os passos 2, 3 e 4 para cada segmento restante e siga para o proximo nivel

Na fig. 3.9, os triangulos de lado %" e %0 emergem de um lados do triangulo inicial.

Figura 3.9 Curva de Koch no lado tridngulo

Fonte: Autoria propria.

Apds infinitas repeti¢des desse procedimento, teremos a Ilha de Koch. A figura 3.10

ilustra os seus cinco primeiros estagios.
Figura 3.10 Niveis do Floco de Neve de Koch

ALIESEIE

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4

Fonte: Autoria prépria. (Usando o software FMSLogo)
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Estudo do Floco de Neve de Koch

Analogamente ao estudo da curva de Koch, iremos determinar o numero de segmen-
tos, a medida dos segmentos, o perimetro e a area total do Floco de Neve de Koch no seu
k-ésimo nivel, os quais serdo designados por N, ¢}, P e A, respectivamente. Considerando
que a Ilha de Koch é composta por trés curvas de Koch, concluimos que a medida dos seg-
mentos coincidem, enquanto que o niimero de segmentos e o perimetro valem o triplo dos
valores correspondentes da curva de Koch. Portanto, com base na tabela 3.2, segue-se que:

® N, = 3N, =345

o
L4 €;€=€k:§;
o P =3P =co,

Proposicio 3.1.8. A drea Al delimitada pelo floco de neve de Koch, é finita.

Demonstragio:

A superficie da ilha de Koch corresponde a trés vezes a area da curva de Koch (A7) mais

’ 3 ‘A
aarea Ag = (&))27 do triangulo central, portanto:

2\2/_(? + (fo)zé = 2—“0)2\/3 =

Al =3A Apg=3-
T=3Ar+A)=3-(ly) 2 5

A Dimensio do Floco de Neve de Koch

Analogamente a curva de Koch, cada segmento do floco de neve ¢é dividido em r =3
partes, que, por sua vez, ddo origem a n = 4 novos segmentos, portanto:

log4  0,6025

~log3  0,4771

~ 1,26185...

Da mesma forma, o Floco de Neve ocupa mais “espago” que uma reta e ndo chega a ser
um objeto geométrico bidimensional, pois 1 < D < 2.

3.1.3. O Fractal de Diirer

Na se¢do 2.1, falamos brevemente do fractal pentagonal de Diirer (fig. 2.3). A seguir,
veremos as caracteristicas do fractal hexagonal de Diirer® e calcularemos seu perimetro e
sua area ao longo dos niveis de iteragdo. O nome do fractal, deve-se ao estilo que Diirer
construia poligonos congruentes ao longo dos vértices de um poligono inicial, de forma que,
poligonos vizinhos, tinham um vértice comum. As figuras poligonais construidas nesta regra
sdo conhecidas como fractais do tipo Diirer.

3 Albrecht Diirer (Nuremberg, 21 de maio de 1471 - Nuremberg, 6 de abril de 1528) pintor, ilustrador,

matematico e tedrico de arte alemio. Historicamente, atribui-se a Diirer a autoria do algoritmo para desenhar
um pentagono regular utilizando apenas régua e compasso.
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Figura 3.11 Auto retrato de Diirer - 1500

Fonte: http://www.judithdobrzynski.com/3013/staring-durer-in-the-face

O processo de construgio

Vejamos os passos para construgio do fractal de Diirer, os quais podem ser acompa-
nhados na figura 3.12.

Objeto inicial: Uma superficie hexagonal regular ABCDEF de lado ¢y (nivel zero).

1) Nos vértices A, B, C, D, E e F, construa um hexdgono semelhante de lado go;

2) Remova os 6 triangulos equilateros localizados entre os hexagonos construidos;

3) Remova a regido poligonal (floco de neve de Koch) da parte central do hexagono. Ao
final deste passo, temos nivel 1 do fractal de Diirer;

4) Repita, infinitamente, os passos 1, 2 e 3 em cada hexagono restante e va para o proximo
nivel do fractal.

Figura 3.12 Fractal hexagonal de Diirer

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

Fonte: Autoria propria. (Utilizando o software CorelDraw)

Estudo do fractal Hexagonal de Diirer

Neste estudo, iremos analisar a quantidade de hexagonos, a medida do lado, o perime-
tro e a area do Fractal Hexagonal de Diirer ao longo do nivel k, os quais designaremos por
N, L, P € Ay, respectivamente. No estagio zero, iniciamos com N, £o, Py € Ao.


http://www.judithdobrzynski.com/3013/staring-durer-in-the-face
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Inicialmente, temos uma superficie hexagonal preenchida. Por construgio, no nivel 1,
. 0 .
existem 6 hexagonos regulares de lado ¢; = —. Seguindo o processo, cada hexagono do
3
Y , b by o
primeiro nivel gera outros 6 hexagonos menores de lado ¢/, = — = —. Mais geralmente, a

3 3%
evolugdo de Ny, 4y, P; e Ay ocorre conforme a tabela 3.3:

Tabela 3.3 Resumo do comportamento do Fractal Hexagonal de Diirer

Nivel | Ny | 4 I Ay

0 1| 4y | 6-60 6(60)273
( ‘ 0\ V3

1 |6 ?o 6-6§0 6-6 go) 2\/7_

2 |6 % 62.6% 62-6<%) ?

3 |68 ﬁ—g 63-6% 63-6<§—0)2\/T§

k|6 % 6k 6% 6k-6<§—0>2?

Fonte: Autoria propria.

Para preencher a coluna Ay, usamos o fato de que um hexagono regular de lado ¢ é cons-
tituido por 6 triangulos equilateros de mesmo lado, entdo, sua area A vale:

A:6-£2£
4

Proposicio 3.1.9. A drea do fractal hexagonal de Diiver é nula enquanto o seu perimetro é
infinito.

Demonstragio: Sejam S e P as medidas da area e do perimetro procurados, para k suficien-
temente grande, temos que:

S = limAk P = lim P,

k—>o0 k—>o0
logo,

2 k
S = lim 6*-6 (?) V3 _ 6(€o)2£ lim 2 = 6(¢o)*

koo k) 4 4 koo 32
P :1im6k~6£—0:6€ lim =
L el 3k 0
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Dimensao do fractal de Diirer

Pela regra de construg¢do do fractal, o lado do hexagono é particionado em r = 3 seg-
mentos, produzindo n = 6 novos hexagonos. Segue-se dai que a dimensio D deste objeto
vale

_logn  log6 _, 0,77815
~ logr log3  0,47712

=1,63092

Propriedades do fractal de Diirer

Um olhar mais minucioso no fractal de Diirer nos revela a presenga de 7 fractais em
sua estrutura. S3o exatamente 6 curvas de Koch, construidas ao longo dos lados do hexagono
inicial, e uma Ilha de Koch na parte central. Vale destaca,r que este fractal foi apresentado
antes do nascimento do proprio Koch. Veja fig. 3.13.

Figura 3.13 a) Ilha de Koch (centro), b) Curvas de Koch (lados)

Fonte: Autoria propria. (Figura construida no CorelDraw)

3.1.4. A Curva de Peano

As Curvas de Peano®, batizadas assim pelo estudo pioneiro do matematico Giuseppe
Peano, sdo curvas continuas® que tém a caracteristica peculiar de preencher superficies planas
completamente. Esse tipo de curva ¢ obtida por uma sucessio de outras menores, que se
replicam sucessivamente em outras escalas.

Construgio da Curva de Peano

Peano foi autor de diversas curvas®, mostraremos o processo recursivo de construgio

de uma delas a partir de um segmento de reta com tamanho ¢y. Veja fig. 3.15.

*Giuseppe Peano (27 de agosto de 1858 - 20 de abril de 1932), matematico italiano autor de mais de 200 livros
e artigos. A axiomatizagio padrio dos niimeros naturais ¢ chamada de axiomas de Peano, em sua homenagem.

>Intuitivamente, uma curva continua é uma linha suave, sem “quebras” ou interrupg&es.

®Segundo o site: http://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/PeanoComplete.shtml existem ao
todo, 272 curvas de Peano.


http://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/PeanoComplete.shtml
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Figura 3.14 Giuseppe Peano

Fonte: https://andreamacco.files.wordpress.com/2015/09/peano-math.jpg, 2016

Objeto inicial (Nivel 0): Um segmento de reta com comprimento .
1) Dividir o segmento em 3 partes congruentes;
. by . : .
2) Construir um quadrado de lado ?0 acima e abaixo do ter¢o médio;

" : b
Nesse passo, sdo obtidos 9 segmentos de tamanho 3

3) Repetir, indefinidamente, os passo 1 e 2 para todos os novos segmentos e va para o
proximo nivel. A reunifo infinita de todos esses segmentos constitui a Curva de Peano.

Figura 3.15 Niveis da curva de peano

it

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4 Nivel 8

Fonte: Autoria propria. (Utilizando o software FMSLogo)

Figura 3.16 Monumento em Cuneo-Itdlia com uma curva de Peano-Hilbert na pedra

Fonte: http://www.wandern-piemonte.it/images/monumento_curva_peano.jpg, 2015


https://andreamacco.files.wordpress.com/2015/09/peano-math.jpg
http://www.wandern-piemonte.it/images/monumento_curva_peano.jpg
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Estudo da Curva de Peano

Vamos denotar por Ny e Cy a quantidade e o tamanho de cada segmento no nivel k da
curva. Para conhecer o comportamento da curva, vejamos na tabela 3.1.4 a evolugdo de Ny e
C, a medida que k aumenta:

Tabela 3.4 Evolucio de ¢ e Ng na Curva de Peano

’Nivel\fk ‘Nk ‘
0 |4 1
1 [6="0 9
2 [6b=3=3][9N=9
3 [ 6=5=819N=9
7
k £k=3—2 ok

No nivel 1, temos 9 segmentos de tamanho ¢, = %0. No segundo nivel, cada um dos

N1 =9 segmentos, gera mais 9 partes de tamanho um ter¢o menor, entfo ¢, = %‘ = ﬁ—g e

Ny =9-N; = 92. Em geral, temos ¢} = g—‘,ﬂ e N; = 9k,
Proposicio 3.1.10. O comprimento C da Curva de Peano é infinito.

Demonstragio: O comprimento da curva, em um dado nivel &, ¢ exatamente o produto da
quantidade de segmentos pela medida de cada um, logo, fazendo & ir ao o infinito, temos:

k

Eokg?dk £0k1_r>1°103 .

b _

C = lim Ny - = lim 9%
N T

k—yoo

Anos mais tarde, matematicos como David Hilbert, Waclaw Sierpinski e Eliakim Moore
publicaram trabalhos com foco nas curvas de Peano. Dentre estes, Hilbert foi quem mais po-
pularizou esses modelos de curvas. Em virtude dos resultados obtidos por Hilbert, algumas
literaturas denominam esses objetos como curvas de Peano-Hilbert.

Dimensio da Curva de Peano

Ao longo dos niveis deste fractal, cada segmento ¢ dividido em r = 3 partes produzindo
outros n = 9 segmentos. Logo,

D— logn _log9 log3? 2-log3
~ logr log3  log3  log3

=2

Isso nos leva a concluir que a Curva de Peano cobre uma superficie plana. Para ¢y = 1,
esse fractal preenche um quadrado de diagonal d = 1.
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3.1.5. O Triangulo de Sierpinski

Nesta segio, iremos apresentar dois processos de formagio do tridngulo de Sierpinski’,
um dos fractais mais conhecidos e abordados nas literaturas relacionadas.

Figura 3.17 Waclaw Sierpinski

Fonte: http://www.madrimasd.org/blogs/matematicas/page/3, (2016)

Construgio do Triangulo de Sierpinski

Este primeiro processo consiste na remogio de tridngulos a partir de um triangulo
qualquer, mas, por simplicidade, tomemos um triangulo equilatero de lado 4.

Objeto inicial: Um triangulo equilatero ABC preenchido de lado ¢y (nivel zero).

1) Marcar e unir os pontos médios M, N e P dos lados AB, BC e AC, respectivamente;

A . ¢ ; x
2) Remover o triangulo central MNP, cujo lado mede 50. Apos esta remogido, temos o
nivel 1, do triangulo de Sierpinski;

3) Repitir, continuamente, os passos 1 e 2 para todos os triangulos restantes.

Figura 3.18 Primeiros niveis do tridngulo de Sierpinski

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 A Nivel 4 AA‘AA
A A
AAAA‘A AAA

N A‘ AAAA&
A t A A £ 4
ALA tAAA‘
A AA
z A ALAAL AL S

Fonte: Autoria propria. (Imagem criada no CorelDraw)

O triangulo de Sierpinski é o resultado deste processo apds infinitas repeti¢bes. Em
particular, o segundo nivel deste fractal representa a imagem utilizada na logomarca do curso
de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT (fig. 3.19).

"Waclaw Sierpinski (Varsévia, 14 de margo de 1882 - Varsévia, 21 de outubro de 1969) matematico polonés.
Sierpinski publicou diversos trabalhos a respeito das curvas que preenchem o plano.


http://www.madrimasd.org/blogs/matematicas/page/3
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Figura 3.19 Logomarca do PROFMAT

'\
A‘A
AAAA

PROFMAT

Fonte: www.profmat-sbm.org.br, 2015

Usando um procedimento de substitui¢do recursiva, também podemos construir o Tri-
angulo de Sierpinski do seguinte modo:

1. Objeto inicial: Uma superficie triangular A

2. Substitua, continuamente, cada triangulo A por A no respectivo tamanho e avance
para o proximo nivel.

Estudo do triangulo de Sierpinski
Para cada estagio da geragdo do tridngulo de Sierpinski, iremos determinar:

a) A medida do lado e a quantidade de novos triangulos no nivel &;

b) O perimetro e area total do tridngulo de Sierpinski.

Medida do lado e quantidade de tridngulos

Sejam ¢ e N; a medida do lado e a quantidade de triangulos no nivel k, respectiva-
mente. Observando a fig. 3.18, ao passo que os niveis avangam, temos que:

f() 61 g() 52 g() 60
1 5 2 ) 92’ 3 2 73’ )y Ck ok
Com relagdo a quantidade de triangulos, comegamos em Ny = 1. Em seguida
Ny =3Ny=3, N,=3N;=3% N3=3N,=3>, --- N,=3"

Podemos resumir os valores de ¢ e Ny na tabela 3.5:

Perimetro e area:

Conhecidos os valores de Ny e ¢, sejam Ay e Py a area e o perimetro de cada pequeno
triangulo no nivel k. Em um tridngulo equilatero de lado ¢, sabemos que sua area A e peri-
metro P valem:

A:ez?, P=3(


www.profmat-sbm.org.br
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Tabela 3.5 Quantidade de tridngulos e medida do lado - nivel k

[ Nivel [O ] 1 [ 23] 4[] k]
, ; Eo 60 60 60 60
RN S AT R
Ne |1 ]3]9]27]81]-]3F

fonte: Autoria propria

portanto,
V3 Yo 23 (50)2 V3
A= ()= (2) X2 V2
= (60" (2k> 4 kg
3/
Pk:3£k:2—k0

Proposigio 3.1.11. A drea do triangulo de Sierpinski é nula enguanto o seu perimetro é infinito.
Demonstragdo: Sejam A7 e Pr a area e o perimetro procurados respectivamente, o valor de

Ay é igual ao produto do nimero de triangulos (V) pela area de cada um. O perimetro Pr é
obtido através de todos os perimetros P, logo:

Ar = lim Nk -Ak, Pr= lim Nk -Pk
k—boo k—roo

segue-se dai que:

2 \/§
Ar= i 3k._( 0) YD
= 4k 4
3¢ 3k
T k 0_ . . . .
Pr=lim 3% =% = lim 3t~ 5 = 3fo- lim =

Dimensio do tridngulo de Sierpinski

O triangulo de Sierpinski ¢ um fractal com autossemelhanga exata. Ao dividir cada
um de seus lados por r = 2, obtemos n = 3 novos triangulos. Calculando a sua dimensio
fractal por autossimilaridade, obtemos:

I log3
p= 28" _ 087 4 58496...
logr log?2

Esse niimero nos diz que o triangulo de Sierpinski nio cabe em uma reta e nio chega a
ser um objeto geométrico com duas dimensdes.
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Outros processos de construgio

Sierpinski foi um dos estudiosos que trabalhou em diversas curvas analogas aquelas
criadas por Peano. O tridngulo de Sierpinski surgiu originalmente como uma curva continua
contida em um triangulo equilatero.

Um outro processo de construgio® comega a partir de um objeto tomado como gerador
da curva. Nosso gerador sera semelhante a um trapézio isosceles ABCD sem a base maior
AD (de medida 2¢) de tal modo que a base menor e os lados nio paralelos sejam tais que
AB=BC=CD =/.

Figura 3.20 Objeto gerador da Curva de Sierpinski
B € ¢

A

Fonte: Autoria propria.

Tomando por referencial o gerador na posi¢do da figura 3.20, o processo de geragio con-
siste nos seguintes passos:

1. Substitua cada lado do gerador por uma cépia semelhante do proprio gerador na ra-
zio r = 3. A cdpia dos lados nio-paralelos, AB e CD, deve ser voltada para “baixo”,
enquanto que a réplica do lado BC é voltada para cima, fig. 3.21 (nivel 1);

2. Repita o passo anterior, indefinidamente, para cada novo segmento gerado e siga para
o proximo nivel;

Figura 3.21 Criagdo do tridngulo de Sierpinski com o objeto gerador

Substituigdo pelo gerador semelhante Resultado S

Nivel 1 i o Nivel 2

Nivel 3 Nivel 4 Nivel 10

Fonte: Autoria propria. (Usando o FMSLogo e o Microsoft Paint)

Repetindo essas regras infinitas vezes, chegaremos ao triangulo de Sierpinski. Por outro
lado, notamos que este processo gera uma curva com infinitas dobras que ndo se interceptam.

$No site http://www.oftenpaper.net/sierpinski.htm, hi uma grande variedade de construgées do tridngulo
de Sierpinski com diversas cores e efeitos tridimensionais.


http://www.oftenpaper.net/sierpinski.htm
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O Tapete de Sierpinski
O tapete de Sierpinski é concebido a partir de um quadrado. Tomemos um quadrado

de lado ¢ e analogamente ao triangulo de Sierpinski, iremos determinar sua area e nimero
de quadrados no k-ésimo nivel.

Construgio do tapete de Sierpinski
O tapete de Sierpinski T € um fractal construido através de um processo recursivo de
remogio. Iremos usar a notagio Ty, para indicar o k-ésimo nivel do tapete de Sierpinski. Esse

objeto ¢é resultado de infinitas execu¢des do algoritmo abaixo (veja fig. 3.22).

Objeto inicial: Um quadrado de lado ¢y (Tp)

1. Divida o lado de Ty em 3 partes iguais de forma a obter 9 quadrados congruentes;

2. Remova o quadrado central. Neste instante temos o tapete de nivel 1, isto &, Tj;

3. Repita, infinitamente, os passos 1 e 2 para todos os quadrados restantes e siga para o
nivel seguinte.

Figura 3.22 Etapas do tapete de Sierpinski

Nivel 0 Nivel 1
Fonte: Autoria prépria. (Utilizando o CorelDraw)

Estudo do Tapete de Sierpinski

Analogamente aos estudos realizados nas se¢Oes anteriores, iremos analisar matemati-
camente o comportamento do tapete de Sierpinski. Inicialmente, vamos determinar a medida
do lado, o numero de quadrados, o perimetro e a area dos quadrados restantes do 7, os quais
serdo denotados por ¢k, Ni, Py e Ay, respectivamente.

No comego, Ny = 1,Py = 4(y e Ag = (fp)>. Conforme a regra de formagio do tapete, a
cada passo, os lados do quadrado sio divididos por 3 e remove-se o quadrado central, logo,
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no nivel 1, teremos:

‘
gl == ?07
N, = 8
40y 8

P, = N;-40,=8-—-2=2p

1 | 1 3 30

o\ 8 8

Al = Ni-(0)2=8-[2) =2()%=-A

L= = (F) = Ger =5

l
No nivel 2, cada quadrado do nivel 1 gera 8 quadrados de lado ?1, entdo concluimos que:

IS )
v, = 4+ =29
2 3 32
N, = N;-8=82
4¢ 8\ 2
P = N2-4£2:82-3—2°:(§) Py

2 2 EQ 2 82 2 8 2

No geral, em cada etapa k, o tapete de Sierpinski segue conforme a tabela 3.6:

Tabela 3.6 Lado e quantidade de tridngulos do nivel k

[Nivel JO] 1 | 2 | 3 [-] &k |
7 7 7 7

b )3 | 3 FE I I

Ne | 1] 8 82 8> gk

18 (8 2P 8 3P 8 kp

k 3 0 3 0 3 0 3 0
8\ 8\° 8\’

A 1] 3 ) A 2) Al - (2) A

Fazendo k ir ao infinito, encontramos o perimetro total Pr e a area total A7 do tapete de
Sierpinski. De fato,
(o o]

8 k k
PT = lim Pk =lim (| = P() = P() - lim "= = o9,

0

8 k k
AT: limAk: lim | = A():A()- lim _{"—= =0
k—oo k—oo \ 9 k 9
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Seja d uma diagonal de Tp; uma propriedade do tapete de Sierpinski ¢ que TNd = K. Em
outras palavras, a intersec¢do do tapete com d resulta em um conjunto de Cantor que inicia
com um segmento de comprimento d = £pv/2 (Ko = [0,d]), veja fig. 3.23.

Figura 3.23 Conjunto de Cantor na diagonal do tapete de Sierpinski

/ ¥ CECEEY
I
/ { il
/ o !
/ / I'
/ .’
/ / .
/ .’

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

Fonte: Autoria prépria. (Usando o CorelDraw)

3.1.6. A Esponja de Menger

A Esponja de Menger?, a qual denotaremos por E, é um objeto geométrico construido
através de um infinito processo recursivo em um cubo. Este fractal é considerando uma
versdo tridimensional do Conjunto de Cantor e do Tapete de Sierpinski.

Figura 3.24 Karl Menger - 1937

Fonte: http://science.nd.edu/about/history/, 2015

Construgdo da esponja Menger

Seja E; a Esponja Menger em seu nivel &, sua construgio assemelha-se ao processo de
remogio do tapete de Sierpinski e segue os seguintes passos (veja fig. 3.25):

9Karl Menger (Viena, 13/01/1902 - Highland Park, 05/10/1985) foi um matemético austrfaco. Contribuiu
com a teoria dos jogos trabalhando muitos anos no Instituto de Tecnologia de Illinois.


http://science.nd.edu/about/history/
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Objeto Inicial: Um cubo de aresta ag (nivel 0);

1. Divida as arestas do cubo inicial em trés partes iguais. Dessa forma, serdo criados 27
ao
cubos congruentes de aresta 3

2. Remova os cubos menores localizados no meio de cada face e remova o cubo central,
. ap .
deixando apenas os 20 cubos de aresta a; = 3 Nesse ponto, temos uma Esponja

Menger de Nivel 1 (E)) , veja fig. 3.25(b);

3. Repita, continuamente, os passos 1 e 2 para cada um dos pequenos cubos restantes e va
para o proximo nivel.

Observe que, em uma segunda repeticdo desses passos, cada um dos 20 cubos de aresra a;

: a; aop
da origem a outros 20 cubos de aresta a; = 3 =3 Ao final, E5 tera 20% cubos, 3.25(c). A
esponja de Menger ¢ o resultado de infinitas repeti¢des deste processo. Para acompanharmos

0 quantitativo e o tamanho da aresta dos cubos em E}, vejamos a tabela 3.7:

Tabela 3.7 Tamanho da aresta e nimero de cubos

| Nivel (o[t ] 2| 3 | 4 || k |
Arest ao ap ap ap ao
resta ap | — | = — — | ap = —
013 ] 32 33 34 kT 3k
Cubos restantes 1 | 20 | 400 8000 | 160000 | --- 20F
Cubos removidos | 0 | 7 | 7-20[7-20%2 | 7-20% | ... | 7-20F1

Fonte: Autoria propria

Figura 3.25 Niveis da Esponja de Menger

(a) Nivel 0 (b) Nivel 1 (c) Nivel 2 (d) Nivel 3
Fonte: http://il.wp.com/blog.../2012/02/Menger-stages-big.png, 2015 (adaptado)

Outra forma de construgio

A esponja de Menger também pode ser gerada a partir de um processo de reunifo de
cubos. Para ilustrar esse procedimento, veja a fig. 3.26. Comegando da esquerda para direita,
temos as esponjas de nivel 0, 1 e 2. O nivel zero tem apenas um cubo (6¢cm de aresta), o nivel
1 tem 20 cubos; o nivel 2 é fruto da unido de 20 esponjas de nivel 1, e assim sucessivamente.


http://i1.wp.com/blog.zacharyabel.com/wp-content/uploads/2012/02/Menger-stages-big.png
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Figura 3.26 Esponja de Menger criada por jungio de cubos

E

Fonte: Autoria propria.

Estudo da Esponja de Menger

Em nosso estudo, vamos calcular a quantidade de quadrados, area da superficie e o
volume da Esponja de Menger em cada nivel k, os quais denotaremos por Qx, Ay € Vi. Em
seguida, iremos determinar a area total A7 e o volume V7 da esponja de Menger. Nesse caso,
basta analisar Ay e V; quando k tende ao infinito.

Inicialmente, temos que Qp = 6. No nivel 1, apds as remogdes dos cubos menores, cada

a
face perde o quadrado central, restando 8 quadrados de lado a; = —. Com a remogio dos

cubos centrais, percebemos que cada face deixa uma “entrada”. As referidas entradas tem 4
quadrados de lado a;. Para uma melhor compreensio, veja as entradas do nivel 1, destacadas
em vermelho na fig. 3.27.

Figura 3.27 Esponja de Menger com “entradas”
entrada

Fonte: Autoria propria.

Fazendo uma analogia, podemos comparar cada entrada como um comodo que tem chio,
teto e duas paredes quadradas, isto é, 4 quadrados. Portanto, as seis entradas do nivel 1
adicionam 6 -4 = 24 quadrados de lado a; na superficie da esponja. Com efeito, a quantidade
de quadrados em E; vale

01 =Qp-8+24.

Na passagem para o nivel 2, cada um dos Q| quadrados de E; da origem a 8 novos qua-
drados de lado a;. Além disso, cada um dos 20 cubos tera 24 quadrados gerados pelas suas 6
pequenas “entradas”, logo, a quantidade Q, de quadrados sera:

0r=01-8+20-24 = (Q0‘8—|—24)~8+20~24:Q0~82—|—24-8—|—20-24.
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Seguindo este raciocinio, ao chegar no nivel 3, cada um dos Q, quadrados de E; deu
origem a 8 novos quadrados de lado a3, e cada um dos 20? cubos tem 24 quadrados de
entradas, portanto

03 =0,-84+207-24=(Qy-8%+24-8+20-24)-8+20%-24 = 0 -8> +24-8%+20-24-8+20% - 24.
Generalizando estes resultados para o nivel k, teremos:

Or = Qr1-8+2081.24
= Qr = Qo-8+24.81420".24.85 24 420F2.24.8 420" . 24

A area Ay, € igual a quantidade de quadrados de lado g vezes a area de cada um, entdo:

A= Q- (ax)? = <§—2>2 Ok = (ao)z%

= A = (ao)? (Qo~8"+24-8"‘1+20‘ .24.8k;1+...+20k—2.24.8+20’<—1 .24)

= Ay = (ap)? (Qog-kgk . 24 .gik—l ., 20! ,2;_8k—2 . 20k_29;€24~8 X 20](_9;.24) .

= Ay = (ap)? (Qog-kSk . 24 ,;k—l ) 20! ,2;.8k—2 ++20k_29#) +(a0)2'20k_9#

0

Em particular, Ay > Q, e Ay = ICI;m Ay, logo, tomando o limite em cada membro, temos,

, 205.2071.24

24
fimae> fime = e 5 B () < e

Portanto, a area da Esponja de Menger ¢ infinita.

O célculo do volume V; de Ej fica imediato se observarmos a tabela 3.7. Basta multipli-
carmos a quantidade de cubos restantes no nivel k pelo volume de cada um, logo,

3 20k 20 20\ *
Vk 0 (ak) 0 3k ap (3k)3 ao 27k ap 27

Segue-se dai que:

. . (20\F
Vo= fim¥e=ao-fim () =0
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Propriedades da Esponja de Menger

Notamos que cada face de E; contém um tapete de sierpinski, além disso, existem
duas propriedades interessantes da esponja de Menger. Uma diz respeito a relagdo de suas
diagonais com o conjunto de Cantor e a outra refere-se a uma sec¢io transversal. Seja d uma
das diagonais de Ey, a intersecgdo d NE € um conjunto de Cantor cujo segmento inicial vale
Ko = [0,d], donde d = £y+/3.

Uma outra propriedade esta relacionada a sec¢do gerada por um plano o que contém os
pontos médios de dois pares arestas consecutivas, contidos em faces opostas da esponja (pon-
tos M,N,P e Q da fig. 3.28(a)). A intersec¢do aNE, gera um objeto (fig. 3.29) semelhante
ao fractal Hexagonal de Diirer, diferindo apenas pela presenga de triangulos equilateros (em
azul) entre os hexagonos. Veja as animagdes'® com detalhes desta secgio.

Figura 3.28 Sec¢des da Esponja de Menger

(a) Seccio (b) Seccdes de Ey, E) € Ep (c) Seccio de E4
Fonte: http://blog.zacharyabel.com/wp-content/uploads/2012/02/slice-Menger-levels.png, 2016

Figura 3.29 Niveis do fractal das sec¢des de E

L A¥L%

Fonte: http://blog.zacharyabel.com/wp-content/uploads/2012/02/, 2016

Dimensio da Esponja de Menger

Pelo processo de construgdo da Esponja de Menger, as suas arestas sdo divididas em r =3
partes e cada cubo gera n = 20 cubos menores. Logo, a dimenso de E vale:

_logn  log20 _, 1,30103
~logr log3 ~ 0,47712

=2,7268...

10
® https://www.youtube.com/watch?v={Wsmq9E4YCO

® https://www.simonsfoundation.org/multimedia/mathematical-...rprising-menger-sponge-slice


http://blog.zacharyabel.com/wp-content/uploads/2012/02/slice-Menger-levels.png
http://blog.zacharyabel.com/wp-content/uploads/2012/02/
https://www.youtube.com/watch?v=fWsmq9E4YC0
https://www.simonsfoundation.org/multimedia/mathematical-impressions-the-surprising-menger-sponge-slice
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Portanto, constatamos que esta forma fractal é mais “espagosa” que um plano, porém,
ndo chega a ser um objeto tridimensional.

3.1.7. O Conjunto de Mandelbrot

Nuwvens ndo sdao egfems, montanhas ndo sio cones, continentes nio sio
circulos, 0 som do latido ndo é continuo e nem o raio viaja em linha reta.
(Benoit Mandelbrot)

O conjunto M de Mandelbrot!'! produz o mais famoso dos fractais. Alguns matema-
ticos o consideram como um dos objetos mais complexos da matematica. Apesar da sua
colenda complexidade e beleza, o conjunto M resulta de um processo de construgio simples,
utilizando iteradas de fun¢des complexas.

Figura 3.30 Benoit Mandelbrot

Fonte: https://commons.wikimedia.org/... Mandelbrot_mg 1785.jpg, 2016

Segundo [Man10], a génese do conjunto M, veio ap6s a segunda guerra mundial, quando
o seu tio Szolem Mandelbrot, professor de Matematica do “College de France”, disse-lhe o
seguinte: “Olhe, ha um problema que eu nio podia resolver ha 25 anos atras, e que ninguém
podia resolver. Esta ¢ uma construgio de Gaston Julia!? e Pierre Fatou. Se puder encontrar
algo novo, qualquer coisa, vocé tem sua carreira feita.”

Inicialmente Mandelbrot nfo viu nada de novo, entio ele resolveu utilizar um compu-
tador e uma impressora nesse problema relativamente antigo. Primeiramente, fez sua inves-
tigagio no conjunto dos numeros reais, depois partiu para os nimeros complexos e eis que
surge uma forma intrigante e complexa na impressdo: era o conjunto de Mandelbrot. Iremos
falar desse conjunto para a classe de fungdes complexas f(z) = z> + ¢, com ¢ € C constante.

Definigdo 3.1.1. Seja a funcio complexa f : C — C, definida por f(z) = 2> +c. O conjunto M,
para f, é constituido por todas as constantes ¢ complexas, cuja orbita de zero é limitada.

"Benoit B. Mandelbrot (Varsévia, 20/11/1924 - Cambridge, 14/10/2010) foi um matematico francés de
origem judaico-polonesa. E conhecido principalmente por suas contribui¢des no campo da geometria fractal.
Ele mostrou a correlagio desta geometria com a natureza e diversos ramos da ciéncia.

12Gaston Maurice Julia (1893-1978) e Pierre Joseph Louis Fatou (1878-1929) foram matematicos franceses
que fizeram pesquisas no campo da dindmica analitica complexa.


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Benoit_Mandelbrot_mg_1785.jpg
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Definigdo 3.1.2. O mddulo de um niimero complexo z = a+ bi, é dado por |z| = vV a* + b2, com
a,beR.

Em outras palavras se ¢ € M, entdo a sequéncia c, (0), £2(0), f(0),---, f(0),---, é li-
mitada para todo n € N. Em termos praticos, para determinar se f"(0) cresce infinitamente,
basta checar se existe um inteiro n tal que |f"(0)| > 2, ou seja, se | f"(0)| < 2 entdo c € M. A
fig. 3.31 mostra uma das primeiras reprodug¢des graficas do conjunto de Mandelbrot. Nessa
época, anos 70, os computadores nio tinham o poder de processamento equivalente as ma-
quinas dos anos 80. Na imagem, notamos que a representacio faz uma aproximagio grafica
do conjunto de Mandelbrot usando apenas asteriscos (*) como pontos do plano complexo.

Figura 3.31 Conjunto de Mandelbrot (Representagdo com asteriscos)

Aok k
AR KK
RAAK
HRRRIRHA KK
HRE R ASARK K
HREHAKRHAAAEAKRAIRAK K
HRAKKEAAEKEAREKRRKE AR AL
AR F R A KK AFAAKHAKAK A

K RRAAK

*k

*k

X RRAEK

AR F KA AFAAKHAKAK KA
HARK A AR FAAAAFARA K
FRBAAK K AAAK AR AR A
HRHE AR ASAKA AR
K RRRRKAA KK
HRALK
RAK KK
Hokkk
*

Fonte: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/d/d7/Mandel.png, 2015

3.1.7.1. O conjunto M em cores

Em geral, o conjunto de Mandelbrot costuma ser apresentado em diversas cores, o que
enaltece seu aspecto visual. Os softwares especializados em fractais (veja pag. 113) utilizam
diferentes algoritmos de coloragio. A maioria deles, representa graficamente os elementos do
conjunto M em preto. Entretanto, o capricho das imagens vem das demais cores associadas
aos numeros complexos que estio fora de M. O algoritmo mais comum, relaciona uma cor
€] aum ponto y cuja primeira iterada escapa do circulo de raio 2. Se a segunda iterada de y
escapa do circulo, o ponto é associado a uma cor ¢p. De forma geral, seja f,(z) = 2+, se
|/¥(0)| > 2 para algum k natural, entio y é plotado no plano com uma cor ¢;. Na fig. 3.32(a)
e no site!’, temos duas possiveis representagdes coloridas do conjunto de Mandelbrot.

Este fractal de Mandelbrot, possui infinitas copias com autossemelhanga aproximada.
Acompanhe, na fig. 3.32, as sucessivas ampliagdes (Zoom’s) do conjunto M (Até 250 mi-
lh&es de vezes maior!):

Bhttp://www.prof-edigleyalexandre.com/2011/11/criando-wallpapers-fractal-hd-em-linux.html


https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/d/d7/Mandel.png
http://www.prof-edigleyalexandre.com/2011/11/criando-wallpapers-fractal-hd-em-linux.html
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Figura 3.32 Amplia¢Ses do conjunto de Mandelbrot

(d) Zoom de 500x

(h) Zoom de 500000x

(g) Zoom de 100000x

() Zoom de 50000000x (k) Zoom de 250000000x
Fonte: http://www.pbs.org/wgbh/nova/physics/fractal-detail.html, 2016

O video'* exibe ampliagdes do conjunto de Mandelbrot com diversos niveis de cores e
detalhes. Também no site!®, ha animagio interativa das ampliagdes da fig. 3.32. No capitulo
5, temos uma breve descri¢do do programa UltraFractal, nele o usuario pode ampliar e redu-
zir livremente qualquer parte do Conjunto de Mandelbrot, bem como configurar o nimero

de iteragOes, modificar as cores e salvar as imagens.

“Veja A Journey in The Mandelbrot set, um video baseado em uma exposigio chamada sedugio, disponivel em
https://www.youtube.com/watch?v=]Gxbhdr3w2I. Nas imagens, o autor, professor Pavel Boytchev, combina

partes do conjunto de Mandelbrot com a natureza e fotos digitais.
Bhttp://www.pbs.org/wgbh/nova/physics/fractal-detail.html


http://www.pbs.org/wgbh/nova/physics/fractal-detail.html
https://www.youtube.com/watch?v=JGxbhdr3w2I
http://www.pbs.org/wgbh/nova/physics/fractal-detail.html
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3.1.7.2. Estudo de algumas constantes ¢

Nesta se¢do, veremos o comportamento das iteradas de alguns valores de ¢ (exemplos de
[LG10]), pela fungio f(z) = z> + c. Também iremos verificar a 6rbita dos pontos ¢; = ¢ — ¢
e cp = ¢+ € e constatar, por observagdo, que ¢ € M e ¢ ¢ M, para € € R, suficientemente
pequeno. Vamos acompanhar a sequéncia de iteradas para:

a)c=—2:
P0)==2, flo)=(-2?*-2=2, fA0)=2*-2=2, .. ,ff0)=2,..
b) ¢; = —2—-0,00001 = —2,00001; vejamos as iteradas numa tabela:

Tabela 3.8 ¢; = —2,00001 (sequéncia da esquerda para a direita)

2,00003 2,00011 2,00043 2,00171  2,00683
202737 2,11023 245306 4,01748 14,14011
197,942 39,1792 15E+9 24E+18 5,5E+36
3,1E+73

Fonte: [LG10](adaptado)

¢) ca = —2+0.00001 = —1,99999 acompanhe as iteradas na tabela:

Tabela 3.9 ¢, = —1,99999 (sequéncia da esquerda para a direita)

1,999970  1,999890  1,999570  1,998290  1,993174
1,972752  1,891762  1,578773  0,492534 —1,757400
1,088466 —0,815231 —1,335388 —0,216729 —1,953019
1,814292  1,291665 —0,331592 —1,890037  1,572248
0,471975 —1,777230  1,158556 —0,657737 —1,567371
0.456663 —1.791449  1.209298 —0.537588 —1.710989
0.927494 —1.139744 —0.700973 —1.508626  0.275963

Fonte: [LG10](adaptado)

Conforme a sequéncia na tabela 3.8, vemos que ¢, escapa do conjunto de Mandelbrot. Por
observagdo, a orbita de ¢; (tabela 3.9) fica oscilando continuamente, mesmo em sequéncias
mais longas, nesse caso, ¢; € M. Em ¢ = —2, as iteradas estacionam em 2, logo ¢ € M.

Esse fato curioso também ocorre em ¢ = 0,25, ¢; = 0,25 —0,00001 = 0,24999 e ¢, =
0,25+ 0,00001 = 0,25001, isto &, apesar da proximidade de ¢ e ¢z, temos que ¢,c; € M e
¢ ¢ M. Usando uma planilha, é relativamente facil gerar sequéncias mais longas e constatar
os mesmos comportamentos das orbitas de ¢y, ¢2 para qualquer € real, tal que || < 0,00001.
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3.2. Outros Fractais

Para finalizar o estudo da nossa amostra de fractais, iremos abordar, nesta se¢io, as
propriedades de dois fractais que foram concebidos recentemente.

3.2.1. O Fractal Pinwheel

O Fractal Pinwheel, o qual chamaremos de P, é uma forma geométrica construida a par-
tir de um processo analogo aquele que produz o triangulo de Sierpinski. Conforme [FW11],
este objeto foi criado por Charles Radin!® inspirado no Ladrilhamento Pinwheel definido por
John Conway!”. Este fractal, criado nos anos 90, origina-se a partir de um tridngulo Ty de
lados 1, 2 e /5. Em particular, Ty é retidngulo, pois (v/5)? = 12 +22. Salientamos que um
triangulo semelhante a Ty também pode representar o objeto inicial do fractal P.

Figura 3.33 Triangulo gerador do Fractal Pinwheel
V5
' h
2

Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/File:Pinwheel 1.svg (adaptado), 2015

Construgio do Fractal Pinwheel

O algoritmo de construgio de P consiste na remogio de triangulos do interior de Tp.
Este é um exemplo de fractal cujo fator de aumento r é irracional.

Objeto inicial: Um triangulo Ty com a superficie preenchida (Nivel 0);

. . . . V5
1. divida Ty em cinco triangulos retangulos congruentes, na razio = fig 3.34;

2. em seguida, remova o triangulo central, cujo cateto maior é paralelo a hipotenusa de
To. Nesse momento temos o nivel 1 de P;

. - " L V5
Figura 3.34 divisio do tridngulo na razio =

Fonte: Autoria prépria.

16Charles Lewis Radin - Matematico americano, conhecido pelos seus trabalhos em ladrilhamentos nio pe-
riédicos. Veja mais em http://www.wikiwand.com/en/Charles Radin

”Matematico inglés com trabalhos em teoria de grupos finitos, teoria dos ntimeros, teoria dos jogos combi-
natorios e teoria do codigo. (http://www.wikiwand.com/en/John Horton Conway)


https://en.wikipedia.org/wiki/File:Pinwheel_1.svg
http://www.wikiwand.com/en/Charles_Radin
http://www.wikiwand.com/en/John_Horton_Conway
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3. repita os passos 1 e 2, infinitamente, nos triangulos restantes, e va para o nivel seguinte.

O Fractal Pinwheel resulta da execucio infinita desses passos. (fig. 3.35)

Figura 3.35 Niveis do Fractal Pinwheel

I Nivel 0 ' Nivel 1
- g
k' i\ / ‘\ﬁ
QA W)
/,QA \ Pl A
y Nivel 2 - Nivel 3
S
E‘A‘i‘:" Eé‘)b& #\ }\
NEVYAYS AN
NS IR LA N
( N
Y e R Ny
e\ A A= TS Y TR
== AV S A Sy
AR AT YA & ERT
gj;‘l““‘:; G\l (i) e, N AT,
WA g BDGNGT G PR O PR BN
U= M =l NSV = gﬁ“m PO E%L\.{é%};\é&}i{\? 1)&‘$)lx€§5‘)_\<g}\;L\

Nivel 4 Nivel 5

Fonte: Autoria propria. (Usando o software CorelDraw)

Estudo do Fractal Pinwheel

Faremos um estudo da quantidade de triangulos, da area e do perimetro dos triangulos
do Fractal Pinwheel. Considere como Ny, P e Ay a quantidade, o perimetro e a area de cada
pequeno triangulo da k-ésima etapa de P.

C . -1 .
No 1nicio, temos que No = 1, Ag = - = lePy=1+2++/5=3++/5. Por construgio,

no nivel 1, o tridngulo inicial da lugar a Ny = 4 triangulos congruentes e cada um deles é

« V5
semelhantes a Ty na razio r = =

Proposicdo 3.2.1. Sggam A| e A triangulos semelhantes na razio r, a razéo de semelhanga entre
as dreas e os perimetros de Ay e Ay valem respectivamente 1 e r.

Usando a proposigdo 3.2.1, podemos afirmar que:

2
5 1
Al = \/?_ ‘Ag = §A0 Pr=—PF

ol

Seguindo para o nivel 2, cada tridngulo do nivel 1 gera 4 triangulos, portanto, no nivel 2
teremos Ny = 4- N1 = 42 tridngulos. Segue-se também que:
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2
V5 11 1
Ay = [ X2 A=2. 2 A40=—A
2 (5 175757707 5570

Seguindo para o terceiro nivel, cada um dos N, = 42 tridngulos gera 4 quadrados menores,
logo N3 = 4- N, = 43. Concluimos entio que:

2
V5 11 1

P = —.p=

Generalizando, os valores de Ny, Ay e P, evoluem conforme a tabela abaixo:

Tabela 3.10 Valores de N, Ay e P; ao longo dos niveis do Fractal de Pinwheel

‘NiVCl‘Nk‘Ak ‘Pk ‘
0 |1 [Ag=1]|PR=3+V5
1
1 4 §A0 \/?gPo
1 1
2 16 | —A P,
1
3 64 EAO EPO
. . . : .
1 V5
k 4k 1 —A — | PR

Fonte: Autoria propria.

Diante do exposto, seja Ar e Pr a area e o perimetro total de P; tomando a quantidade de
triangulos do nivel k, concluimos que:
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Um outro processo que produz o Fractal Pinwheel consiste em manter Tj fixo e depois
uni-lo com quatro triangulos congruentes até formar um triangulo semelhante maior. Em
seguida, remove-se T e assim obtemos o triangulo 7} (nivel 1), que passa a ser o gerador do
proximo nivel. A partir dai, reunimos quatro copias de 7, removendo-o em seguida para
obter T; (nivel 2). Executando esse processo de reuniio, continuamente, obtemos o Fractal
Pinwheel por ampliagdo (veja fig. 3.36).

Figura 3.36 Fractal Pinwheel por ampliacio

\{1@ LS

X
L5

Nivel 0  Nivel 1 Nivel 2

Fonte: [FW11] (adaptado)

Curiosamente, ao construir este fractal por ampliagdo, demonstra-se que, a cada nivel, o
fractal pinwheel gira arctan § 2 26,565° em torno do vértice do angulo reto.

Dimensao do fractal

Por construgio, o fractal Pinwheel possui como fator de aumento r = v/5 e por sua vez,
sdo geradas n = 4 partes. Portanto, a dimensdo D deste fractal é:

log4 log4 _, 0,60205

logy/5  llogs  0,34948

>~ 1,7227

3.2.2. Diagrama de fatores

O objetivo desta segdo é apresentar uma das mais recentes formas fractais criadas no
século XXI. Os Diagramas de Fatores (uma possivel tradugdo para “Factorization Diagrams”)
consistem em uma representagdo geométrica de um nimero natural n por meio de uma
reunido de pontos, agrupados conforme os fatores primos de n. Esses diagramas foram ide-
alizados por Brent Yorgey'® em outubro de 2012. Na fig. 3.37 temos os diagramas dos 49
primeiros naturais nio-nulos.

Em geral, o diagrama nio apresenta uma estrutura fractal, porém quando n = a”, com

b € N e a primo, o diagrama de fatores torna-se autossemelhante. Veja fig. 3.42.

18Veja mais sobre os diagramas de fatores e Brent Yourgey em http://mathlesstraveled.com/about-me/


http://mathlesstraveled.com/about-me/
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Figura 3.37 Diagrama de fatores naturais de 1 a 49
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Fonte: http://members.peak.org/~jeremy/factordiagrams/resources/FactorizationDiagrams.png, 2015

Construgio do diagrama

Considere o numero natural n = py-ps-p3--- pr_1- px, onde cada p; é um fator primo
de n. Vamos admitir que os fatores estdo em ordem crescente.

Objeto inicial: Um ntimero n € N*;

1. Se p1 =2, coloque os pontos um acima do outro (ou lado a lado), caso contrario,
organize os p| pontos como se fossem vértices de um poligono regular de p; lados;

2. Organize cada grupo de p; pontos, do passo anterior, na posi¢do dos vértices de um
poligono regular de p; lados;

3. Organize o grupo de p; - pr pontos do item anterior ao longo dos vértices de um
poligono imaginario de p3 lados;

4. Repita k vezes este processo até arrumar os pl-ps---pi_1 pontos ao longo dos py
vértices de um poligono regular “imaginario” de py lados.

Exemplo 3.2.1. Construir o diagrama de fatores de n = 30.

Solugdo: temos que n =2-3-5, entdo:


http://members.peak.org/~jeremy/factordiagrams/resources/FactorizationDiagrams.png
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1. organize os p; = 2 pontos, um acima do outro: ®

2. organize cada grupo (dupla) de p; = 2 pontos ao longo de p, = 3 vértices de um
triangulo virtual:

Figura 3.38 Organizagio das trés duplas de pontos

e® %
(a) vértices (b) duplas
3. arrume os pj - p» = 6 pontos do item anterior em cada um dos p3 = 5 vértices de um
pentagono imaginario, e assim finalizamos o diagrama de fatores de n = 30.

Figura 3.39 Organizagio dos 5 grupos de 6 pontos

(a) vértices (b) 5 grupos

Os pontos do diagrama podem ser unidos com linhas finas ou mais largas, com origem
no centro dos poligonos virtuais e extremidade nos pontos, veja figs. 3.2.2 e 3.42.

Figura 3.40 Diagramas de n = 25 com pontos unidos pelas linhas

(a) linhas finas (b) linhas grossas

Fonte: Autoria propria. (usando o CorelDraw e o Microsoft Paint)

No exemplo 3.2.1, fizemos a construgio do diagrama de n = 30 com os fatores em ordem
crescente. No entanto, em virtude da comutatividade multiplicativa de N, a ordem dos
fatores pode gerar outros diagramas. Na fig 3.41, temos dois possiveis diagramas para n = 15,
isto €, um deles tem 3 grupos de 5 pontos enquanto o outro diagrama tem 5 grupos de 3
pontos pois 15=3-5=5-3.

Para determinar a quantidade de diagramas de um ntimero n, temos que fazer uso dos
conceitos de analise combinatoria e calcular o numero de permutagdes dos fatores de n.
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Figura 3.41 Diagrama de fatores do nimero 15

15 15

I x5 5x3
0.0
"
o * o
* * ocj o°
Fonte: https://disco.bu.edu/~tsl/The Beauty of Numbers.html, 2015

Figura 3.42 Diagramas de 81 (Tridngulo de Sierpinski), 125 (fractal de Diirer pentagonal) e 121

0g®

L]
(]
%
L L
o®e

Fonte: Autoria prépria. (Utilizando o Software CorelDraw)

Note que os diagramas de 81 e 125 sio analogos ao triangulo de Sierpinski e ao fractal
pentagonal de Diirer, respectivamente. Veja mais diagramas na animacgio criada por Todd S.
Lehman' (fig. 3.43). Também no site’®, desenvolvido por Stephen Von Worley, podemos
visualizar uma sequéncia de diagramas de fatores, a partir de 1, com a possibilidade de avangar,
pausar e acelerar a contagem dos niimeros.

Figura 3.43 Diagramas de fatores
THE BEAUTY OF NUMBERS

2 3 4 5 6 6 7 8 9 10 10 11 12
prime prime 2x2 prime 2x3 Ix2 prime 2x2x2 3x3 2x5 Hx2 prime 2x2x3
a e 20
b o - f e 3 oo -
N r A SN XSy F:
& ° o P C4A)
12 12 13 1 14 15 15 17 18 18 18 20 20
2xdx2 3x2x2 prime 2x7T Tx2 Ixid ax3 prime 2x3x3 3x2x3 Axdx2 2x2x5 2x5x2
8, 0% % o P a988e 8,
N BV I R B Nk N R R By
& N °oooo * 7 L 8‘@ a®
20 19 21 21 25 27 29 30 30 30 30 30 30
5x2x2 prime IxT Tx3 Bx5 2x 3 x5 3x2x5 Ix5x2 5x2%x3 5x3x2 2x5x3
o00g
@ O ¥ 23 #* %
0000000 i % ®
35 35 51 63 63 65 75
5xT Tx5 17x3

IxIxT IxTx3

%gaa

99 99

Ix3x11 Ix1lx3 Mx3x3

& & =

Fonte: https://disco.bu.edu/~tsl/The Beauty of Numbers.html, 2015
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Tx13

75 75

Gx3x5 5x5x3 5x 17

Bhttps://disco.bu.edu/~tsl/The Beauty of Numbers.html
Ohttp://www.datapointed.net/visualizations/math/factorization/animated-diagrams/
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4. FRACTAIS EM CONTEXTOS DE SALA DE AULA

Neste capitulo, iremos abordar atividades' que utilizam na integra os estudos dos fractais
geométricos vistos no capitulo 3. Essas atividades incluem a identificagio de padrdes, cal-
culo da dimensio, area, volume, perimetro e outras caracteristicas do fractal da tarefa. Vale
salientar que, cada atividade pode ser adaptada quanto a duragio e niimero de integrantes,
visto que existem tarefas envolvendo a constru¢do de grandes objetos e/ou a manipulagio de
materiais reciclaveis.

4.1. Atividades desenvolvidas

No decorrer desta se¢do, mostraremos trés atividades que devem ser desenvolvidas em
grupo, em decorréncia do volume de trabalho, pois alguns objetos tem dimensdes proximas
de 7 metros. A critério do professor, as atividades podem envolver mais de uma turma e
assim estimular a interagdo dos alunos. A Atividade 1, por exemplo, foi desenvolvida com a
participagdo de 3 turmas da 14 série.

4.1.1. Atividade 1 - Super Triangulo de Sierpinski

Esta atividade consiste na construgdo de um Super Triangulo de Sierpinski - STS (fig.
4.6), através da reunido de varios triangulos equilateros de 21cm de lado (tridngulos meno-
res). A tarefa foi aplicada em trés turmas da 1 série e parte do desafio era descobrir quantos
triangulos menores sdo necessarios para construir o STS. A atividade garantiu uma boa parti-
cipagdo dos alunos em virtude da curiosidade das turmas em ver a aparéncia final do trabalho.
A fig. 4.2 tem um esbogo da construgio gradativa do STS.

As caracteristicas do STS

O Super Triangulo de Sierpinski deve ter as seguintes caracteristicas:

1. Possuir aproximadamente 7m de lado;

2. Ser construido com triangulos menores conforme a fig 4.1. Cada triangulo deve ter
21cm de lado (largura de uma folha de papel A4);

3. Cada triangulo do item anterior deve ser um pequeno triangulo de Sierpinski de nivel
3, colorido e desenhado a mio;

4. O STS deve ser montado no periodo de uma hora/aula, em um local amplo;

5. Nio é permitido utilizar fotocopias (xerox) dos tridangulos menores;

'Realizamos as seguintes atividades: Super Tridngulos de Sierpinski (3 turmas envolvidas), Tridngulo de
Sierpinski Metalico (com 243 latinhas de refrigerante) e a Mega Esponja de Menger(usando 3200 cubos). Além
dessas, sugerimos que os docentes desenvolvam as atividades propostas.

81
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Figura 4.1 Desenhos de tridngulos na folha

21cm 21cm

21cm

(a) exemplo 1 (b) exemplo 2

Fonte: Autoria propria

Resumidamente, a atividade consiste em produzir varios triangulos, como na fig. 4.1, de
forma que, ao final, o lado do STS atinja o tamanho especificado. Na fig. 4.2, temos um
exemplo de construgdo passo a passo do STS. A ideia é aumentar o STS aos poucos, com os
triangulos pequenos, até que seja atingida a medida de 7m de lado.

Figura 4.2 Construgio gradual do STS

ot

A A A A A LA A

Fonte: Autoria propria.

&

Objetivo Geral

1. Estimular o trabalho em equipe para que sejam estabelecidas estratégias na resolugdo
do problema;

2. Permitir que os alunos comprovem a relagio que existe entre a atividade e os contetidos
estudados, além de estimular a constru¢io do conhecimento em interagdes coletivas.

Objetivos da atividade

1. Escrever as fungdes exponenciais f,g,h: N — R, tais que:

a) f expressa a quantidade total de tridngulos menores do STS em seu nivel k;
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Figura 4.3 Tridngulos da base mais claros

Fonte: Autoria propria

b) g expressa o nimero de triangulos da base do STS no k-ésimo nivel (fig. 4.3);

c) hexpressa a medida do lado do STS no k-ésimo nivel.

2. Descobrir a quantidade de triangulos necessaria para que o STS atinja os 7m de lado;

3. Determinar a medida da altura, a area e o perimetro total do STS.

Pré-requisitos da atividade

A atividade necessita que o aluno esteja familiarizado com os seguintes contetidos:

funcio/equagdo exponencial;

propriedades operatérias dos logaritmos;

area do triangulo equilatero;

regra de formagio do triangulo de Sierpinski.

Publico alvo

Em particular, a tarefa foi proposta para os alunos da primeira série do ensino mé-
dio para estimular o estudo dos conteudos de fung¢des/equagdes exponenciais e logaritmos.
No entanto, essa atividade pode ser adaptada em turmas da segunda série para abordar os
conteudos de progressio geométrica.

Tempo necessario

As turmas tinham um prazo de duas semanas para a produgio de todos os triangulos
menores (conforme fig. 4.1), e apds esse periodo, cada turma montou o seu Super Triangulo
de Sierpinski durante uma hora/aula (45min) no ginasio da escola.

Desenvolvimento da atividade

Inicialmente, deve-se apresentar a regra de formagio do triangulo de Sierpinski e, pos-
teriormente, propor a atividade apresentando claramente as suas caracteristicas e objetivos.
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Em seguida, define-se um prazo de uma ou duas semanas, para que todos os alunos desenhem
e descubram a quantidade de triangulos necessaria (veja solugdo na equagio 4.1). Antes do
dia da construgdo do STS, o professor precisa reservar com antecedéncia o horario e um lo-
cal amplo para que os alunos montem o STS. Ademais, o professor também pode levar uma
camera ou solicitar o auxilio de um técnico da escola para registrar o desenvolvimento da
atividade, resguardando-se com as devidas autorizagdes da escola e dos alunos quanto ao uso
das imagens.

Considerando que foram envolvidas trés turmas, A, B e C; a turma A finalizou o trabalho
primeiro, depois, durante o horario de aula das turmas B e C, os alunos fizeram a tarefa a
partir das extremidades do STS da turma A. No final, todos os trabalhos ficaram reunidos
em um STS ainda maior (fig. 4.6(c)).

Solugdo da atividade

Deve-se observar que, para realizar a atividade, é preciso descobrir, inicialmente, o
nivel necessario do STS para que ele atinja a medida exigida. Apds descobrir o devido nivel,
a turma sabera quantos triangulos menores devem ser confeccionados.

Vamos recorrer a tabela 3.5 da pagina 61 e aos logaritmos decimais, para descobrir o valor
do nivel k para que Iy = 21cm quando lp = 700cm (7m). Assim, ao determinarmos o valor
de k, a quantidade de tridngulos sera Ny, logo, tomando log2 = 0,30 e log3 = 0,47, temos:

lo 700

?:21:>7:21
¢ 100 X 100
= 2" = o1 = log2" =log 3
= klog2 =1og100—1log3
_ 1log100 —1log3
N log2
2-0,47 1,53

0,30 0,3
= k5,1 (4.1)

L = 2=

= k=

O nivel de um fractal ¢ um nimero inteiro, assim, tomamos k = 5. Segue-se que, para
cumprir a atividade, cada turma deveria confeccionar N5 = 3% = 243 tridngulos! Um valor
relativamente alto, porém, dividindo-se esta quantidade pelo nimero de alunos da turma
(média de 25 alunos), cada um ficou responsavel pela produgio de 243 /25 = 10 triangulos.

Material Usado

Nessa atividade, foram utilizados os seguintes materiais:

) . N o «A
e Lapis de cor, hidrocor ou giz cera para colorir os tridngulos.
Pelas caracteristicas do STS, os triangulos menores devem ser coloridos, entio cada
aluno ficou livre para definir a(s) cor(es) de sua preferéncia;
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* Folhas de papel A4

Sugerimos que fossem utilizadas folhas de papel A4 por dois motivos:

a) afolha tem exatamente 21cm de largura (lado dos triangulos menores), facilitando
o desenho;

b) as folhas armazenadas na grafica da escola poderiam ser reutilizadas.

¢ Tesoura e régua.
Para recortar e tragar o triangulo no papel A4.

Abaixo uma amostra dos 729 = 3° tridngulos confeccionados pelas 3 turmas. Muitos
triangulos ficaram com algumas imperfei¢des (triangulo verde a direita, fig. 4.4).

Figura 4.4 Tridngulos produzidos pelos alunos

(a) amostra 1 (b) amostra 2

Fonte: Autoria propria.

Consideragdes sobre a atividade

Com respeito aos desdobramentos da atividade, destacamos o seguinte:

1. Poucos alunos (no maximo 7), de todas as turmas, conseguiram solucionar a atividade
conforme a equagdo 4.1. Reservei parte de uma aula para mostrar a solugio.

2. Apos a divulgagio do prazo para a produgio dos triangulos menores, percebi que nada
havia sido feito nas aulas seguintes. Ocorreu uma dispersdo na turma e cada aluno ficou
aguardando a iniciativa de algum colega para comegar.

3. Conforme a solugio 4.1, cada sala ficou encarregada por construir 243 triangulos. Con-
siderando a observagio do item anterior, para dinamizar os trabalhos e evitar dispersio
dos alunos, optei por dividir cada sala em 3 grupos onde cada grupo ficou responsavel
pela produgio de 81 tridngulos®. Assim, cada grupo ficou mais engajado e estabeleceu-
se uma disputa saudavel para ver qual grupo terminaria a sua parte primeiro. Ao final,
os grupos de cada turma concluiram a sua missdo em tempo habil, e cada sala conseguiu
cumprir a tarefa de confeccionar os 81 - 3 = 243 triangulos necessarios ao STS.

2Qu seja, na turma A formaram-se 3 grupos; na turma B, formaram-se 3 grupos; Turma C, mais 3 grupos
formados. Cada grupo fez 81 tridngulos, completando os 243 por turma
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4. Optei por envolver trés turmas para ver um STS ainda maior. Cada turma fez um STS
de nivel 5 (3° = 243 tringulos). Juntando as trés salas, todos tiveram a oportunidade
de prestigiar um STS de nivel 6 com 3% = 729 tridngulos! A construgio coletiva final
produziu um Super Triangulo de Sierpinski com quase 14m de lado.

Resultados

A seguir, destacamos algumas imagens dos calculos efetuados pelos alunos (fig. 4.5),
bem como da atividade concluida, fig. 4.6.

Figura 4.5 Calculos dos exercicios da atividade 1
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Fonte: Autoria propria.
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Figura 4.6 Imagens das tarefas concluidas
L.

i e FEm m“

(c) Reunifo de todas as tarefas (3® = 729 tridngulos)

Fonte: Autoria propria.

4.1.2. Atividade 2 - Triangulo de Sierpinski Metalico

Esta atividade baseia-se na construgio de um Tridngulo de Sierpinski Metdlico - TSM,
até seu nivel 5, a partir de latinhas de refrigerante de 350ml. O nivel 1 usa 3 latas; o nivel 2
tem 3 grupos de latas do nivel 1 (3:3 =9), e o nivel 3 retine 3 grupos de latas de nivel 2, isto
¢, 3-3% =27 latinhas. Em geral, o nivel k do TSM usa 3 latas (veja fig. 4.7).

Figura 4.7 Niveis do tridngulo de Sierpinski com latas
1d { i o i “':.‘"
.
00

)
_g_?})é‘n

MNivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4
Fonte: http://1h3.ggpht.com/.../s400/P5070465.JPG, 2015 (adaptado)


http://lh3.ggpht.com/_yeF4w3vKAGk/S-RjsJCW2JI/AAAAAAAAAo4/tp2KYAAFvQs/s400/P5070465.JPG
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Objetivo geral
1. Estimular o trabalho em grupo para que, de forma conjunta, seja encontrada a solugdo
do problema;

2. Permitir que os alunos percebam a relagio entre a atividade e os contetdos estudados,
estimulando a interagdo em grupo.

Objetivos da atividade

a) Exercitar os conteudos de progressio geométrica (P.G), mais precisamente a féormula
do termo geral e a soma dos termos de uma P.G.

b) Utilizar a férmula do termo geral da P.G, para preencher as sequéncias do quadro
abaixo, onde Ny, By € Ly representam respectivamente o nimero de latas, a quantidade
de latas na base e a largura do TSM no nivel k em centimetros. O didametro da base de
uma unica latinha de 350ml, mede aproximadamente 6,6cm.

Tabela 4.1 Quadro com quantitativos do T.S.M

[Nivel | 1 [ 2 [3[4]5]---] k |
N 3 9
By 2 16 2k
Ly | 13,2]264 .. | 2k.6,6

Na sequéncia, destacamos os procedimentos para desenvolver a atividade, levando em
consideragdo a experiéncia ocorrida na escola.

Pré-requisitos da atividade

A atividade necessita que o aluno esteja familiarizado com os seguintes contetidos:
* Progressio geométrica;

® Regra de formagio do triangulo de Sierpinski.

Publico alvo

A atividade foi realizada em uma turma da segunda série do nivel médio como forma
de aplicar os contetidos de progressio geométrica. Entretanto, a Atividade 2 é analoga a Ati-
vidade 1, e pode ser adaptada para a primeira série e abordar funges/equagBes exponenciais.

Tempo necessario

Para execugdo dessa atividade, disponibilizamos um periodo de duas semanas, tendo
em vista a reunido dos materiais (latinhas) para a confec¢do do TSM. Salientamos que, antes
desse periodo, os alunos assistiram quatro horas/aula para o aprendizado das idéias de P.G.
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Material utilizado

* Latas de refrigerante de 350ml

O professor também pode utilizar latas de 250ml, 473ml ou garrafas pet;

¢ Fita adesiva

Utilizamos duas fitas adesivas de 5cm de largura para unir as latas. Pode-se usar cola de
silicone ou outro material para juntar as latas;

* Tinta para colorir as latas

Facultamos aos alunos o uso de tinta para pintar as latas.

Desenvolvimento da atividade

A atividade deve ser posta em pratica quando o professor perceber que os alunos ja

estdo seguros quanto aos conceitos relativos a formula do termo geral e soma dos termos
de uma P.G. Se necessario, para maior comodidade dos alunos, o laboratério de matematica
pode ser reservado para que as equipes montem e guardem as partes do triangulo gradativa-
mente. Recomenda-se que os alunos lavem e sequem as latas para eliminar alguma sujeira no
interior/exterior das latas. A critério do professor, as equipes podem concluir a construgio
do TSM em algum lugar de boa visibilidade na escola. O produto final do trabalho desperta
a curiosidade dos espectadores.

Em particular, ndo propus nenhuma estratégia de construgdo, apenas mostrei a figura 4.7
para que a turma visualizasse o formato do TSM. Entretanto, caso haja dificuldade, pode-se
adotar os seguintes passos:

e

Unir 3 latas, com fita adesiva ou cola, em uma superficie plana (nivel 1);
Unir 3 grupos de latas do nivel 1, obtendo assim, o nivel 2 do TSM;
Unir 3 grupos de latas do nivel 2, todas apoiadas em uma superficie plana. (nivel 3);

Continuar o processo, sempre reunindo os 3 grupos de latas, do nivel anterior até
chegar ao nivel desejado do TSM.

Consideragdes sobre a atividade

Sobre os desdobramentos dessa atividade, salientamos o seguinte:

. Por questdes analogas a Atividade 1, a turma foi dividida em 3 grupos, para dinamizar

a execugdo dos trabalhos. Cada grupo ficou responsavel por montar um TSM de nivel
4. Ao final os trés trabalhos, foram reunidos no TSM de nivel 5.

. Alguns alunos nfo fizeram a devida limpeza nas latas e acabaram sujando o local onde

o STM foi montado, usar latas limpas é fundamental.

. Latas enferrujadas comprometem o aspecto visual do TSM pois o fundo das latas é

voltado para frente; latas amassadas comprometem o equilibrio e a estrutura do TSM.

Ap6s a exposigdo do trabalho, sugeri que os alunos doassem as latas para alguma insti-
tuigdo ou pessoa que trabalha com reciclagem.
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Resultados

Vejamos as figs. 4.8 € 4.9, com uma amostra do que foi produzido pelos alunos:

Figura 4.8 Calculos dos exercicios da atividade 1
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(a) Calculos A

(b) Célculos B

Fonte: Autoria propria.

Figura 4.9 Niveis 4 e 5 do tridngulo de Sierpinski Metalico
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N

(b) Triidngulo no nivel 5

Fonte: Autoria prépria.

4.1.3. Atividade 3 - Mega Esponja de Menger

O intuito dessa atividade é a construgdo de uma Mega Esponja de Menger - MEM, de
nivel 3, através do processo de jungio, com cubos de 6cm de aresta (veja fig. 3.26). Ao final, a
medida da aresta da MEM deve ser superior a 1,5m. Os cubos de aresta 6cm, serdo chamados
de cubos geradores.
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Caracteristicas da Mega Esponja de Menger
A MEM deve ser construida com os seguintes requisitos:
1. Utilizar cubos geradores coloridos de aresta 6¢m, feitos com um material mais firme
que papel (papeldo, cartolina guache, etc);
2. Expor a MEM em um local de facil visualizagdo;

3. Garantir uniformidade no tamanho da aresta dos cubos geradores para evitar distor¢des
e imperfei¢des no trabalho final;

4. A aresta da MEM deve ter uma medida superior a 1,5m.

Objetivo geral

Explorar a capacidade de construgdo de objetos em trés dimensdes, de forma a estimular
o estudo coletivo dos conteudos de geometria espacial.

Objetivos da atividade

1. Determinar a quantidade de cubos da esponja do nivel 3;
2. Calcular a area da superficie e o volume da esponja de menger;
3. Determinar a medida da diagonal da MEM.

Publico alvo

Alunos da terceira série do ensino médio, durante as aulas de geometria espacial, abor-
dando os assuntos de volume e area total do paralelepipedo/cubo.

Tempo necessario

Considerando que o processo de construgio da MEM ¢ trabalhoso, recomenda-se estabe-
lecer um prazo minimo de 30 dias, ou mais, para o levantamento do material e a confec¢io
dos cubos. Este tempo pode ser minimizado conforme a participagio de mais turmas.

Material Usado

Como foi dito nas caracteristicas da MEM, a fim de garantir firmeza a esponja, € necessa-
rio utilizar materiais mais resistentes para garantir a sustentagio dos cubos a medida em que
eles sdo empilhados. Sendo assim, utilizamos:

1. Cartolina guache e papelio;
2. Lapis, caneta ou lapiseira para tragar os moldes dos cubos (fig. 4.10);
3. Régua e tesoura para medir e recortar os cubos semente;

4. Fita adesiva ou cola para unir os cubos.
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Na fig. 4.10, temos dois modelos planificados do cubo gerador para recorte, o primeiro
tem o tapete de Sierpinski em cada face. Vale ressaltar que o lado dos quadrados deve medir
6cm. Na fig. 4.11, temos cubos montados conforme o modelo 4.10(a).

Figura 4.10 Moldes do cubo gerador
r——
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(a) Moldelo 1 (b) Moldelo 2

Fonte: Autoria propria, 2015

Figura 4.11 Esponja de Menger - Nivel O e 1

(a) Cubo gerador (nivel 0) (b) Esponja de Menger (nivel 1)

Fonte: www.megamenger.com, 2015 (adaptado)

Desenvolvimento da Atividade

Como j4 foi dito anteriormente, a MEM tera 20 = 8000 cubos em seu nivel 3. Nesse
cenario especifico, foram envolvidas duas turmas de terceira série (30 alunos cada). A estra-
tégia adotada foi a seguinte:

® Dividir as turmas em grupos de 3 alunos e estabelecer um prazo de 30 dias para con-
clusio da atividade. Cada turma teve 10 equipes;

® Cada grupo (3 alunos) deve montar 20 esponjas de nivel 1, usando cubos geradores, e
formar uma Esponja de Menger de nivel 2 (fig. 4.12(b));


www.megamenger.com
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* Ao final, o professor ira reunir as 20 equipes (das duas turmas), em um local amplo, e
orienta-los na montagem das 20 esponjas do item anterior para formar a MEM;

e Solicitar a coordenagio de comunicagio da escola o registro do trabalho, com a devida
autorizagdo do uso da imagem dos envolvidos.

Solugio do problema

Os valores referentes a quantidade de cubos, a area da superficie e a0 volume da Mega
Esponja de Menger estdo descritos na segdo 3.1.6. A tabela 3.7, pag. 66, informa a quantidade
de cubos do nivel 3, isto ¢, 20° = 8000. A medida da diagonal d da MEM depende da medida

de sua aresta. Para determinar a aresta, os alunos precisaram notar que:
a) No nivel 1, a aresta a; da esponja mede o equivalente a 3 arestas do cubo gerador, logo,
a; =3-6=18cm (fig. 4.12(a));

b) No nivel 2, a medida aresta a; da esponja equivale a 3 arestas de nivel 1, portanto,
ar =3-a; =36 = 54cm (fig. 4.12(b));

¢) Finalmente, no nivel 3, a aresta a3, da MEM terd a3 = 3 -a> = 3% -6 = 162cm.

Figura 4.12 Esponjas de Menger - Niveis 1 e 2

(a) Nivel 1 (b) Nivel 2
Fonte: Autoria propria, 2015

Sabemos que a diagonal d de um cubo de aresta a vale d = a+/3, portanto, a diagonal da
MEM vale d = 162v/3cm ou d = 1,62v/3m.

Sejam Ag e Vj a area e volume iniciais da Esponja de Menger. Para calcular a area e
o volume da MEM, ou seja, A3 e V3, bastaria considerar Ag = 61,622 ¢ Vy = 1,62°. Em
seguida, conforme a segio 3.1.6, temos que A3 = Q3 - (a3)% e V3 = 20° - (a3)>.

Consideragdes sobre a atividade

Em virtude da quantidade de cubos e do pouco envolvimento da turma, encontramos
algumas dificuldades. Apds a exposi¢io do trabalho na escola, a MEM foi reutilizada em uma
peca teatral e temos as seguintes considerag3es:



94

. A ideia inicial, foi envolver duas turmas para minimizar o esfor¢o necessario a conclu-

sdo da atividade, a quantidade de cubos a serem produzidos era grande;

. Ao final, em virtude do pouco envolvimento de uma das turmas, nio foi possivel con-

feccionar todos os cubos necessarios, porém, a outra turma concluiu 10 esponjas de
nivel 2 e assim foi possivel montar a parte frontal da MEM conforme fig. 4.14.

. Uma das 10 esponjas criadas no item anterior, foi feita com cartolina comum, dessa

forma, ela ficou muito fragil e foi descartada pois ndo era firme o suficiente para sus-
tentar as demais.

. Apds uma semana de exposi¢do do trabalho, alunos da segunda série queriam reaprovei-

tar a MEM para compor o cenario de uma pega teatral da disciplina de artes cujo tema
era: musicas da infincia. As cores e o formato da esponja caracterizavam, segundo os
alunos, um ambiente infantil. Com isso, a MEM foi desmontada e as esponjas de nivel
1 e 2 foram usadas como aderego do palco e dos corredores do auditério (fig. 4.13).

. Visando minimizar o esfor¢o dos alunos e garantir a conclusio da atividade em uma

turma, recomendo que o trabalho seja voltado para a construgio de uma MEM de nivel
2, com cubos geradores de aresta 10cm. Nessa configuragdo, bastam 400 cubos.

Figura 4.13 Ornamentagio com as esponjas de menger de nivel 1

(e) Foto 5

Fonte: Autoria prépria
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Resultados

Algumas imagens com os resultados da atividade:

Figura 4.14 Parte frontal da MEM - 8 esponjas de nivel 2

o

Fonte: Autoria propria

4.2. Atividades propostas

4.2.1. Atividade 1 - Investigando fractais na natureza

Nesta atividade, o professor formara grupos de alunos cuja missio ¢ identificar e re-
gistrar com fotos, a presenga de autossimilaridades em formas da natureza como: arvores,
conchas, nuvens, pedras e outros elementos que serdo tema de debate em sala de aula.

Objetivos da atividade

a) Estimular a percep¢do geométrica da autossimilaridade em elementos na natureza;
b) Analisar as imagens capturadas identificando quais partes sdo mais semelhantes ao todo;

¢) Comprovar a presenga da geometria fractal em diversas formas naturais.

Roteiro da atividade

1. O professor propde aos alunos que formem grupos de 5 membros (ou outra quanti-
dade) de forma que cada um deve investigar e registrar padrdes fractais na natureza com
fotos, apontando as partes autossemelhantes;

2. Reservar notebook, datashow, adaptadores de tomada, extensdes e outros equipamen-
tos para o dia da apresentagdo dos alunos;

3. Determinar um prazo de 7 a 15 dias para registro das imagens;
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. Estabelecer um tempo entre 15 e 20min para cada apresentagio dos grupos;

. Para otimizar as apresentagdes, o professor podera receber os slides de cada equipe antes

do inicio das exposi¢des (um dia antes) e organizar em um notebook;

. A critério do professor, havera um sorteio para definir a ordem das apresentagdes;

. As apresentagdes, desde que divulgadas previamente, podem ser realizadas no auditéorio

da escola para serem prestigiadas por outras turmas e professores;

. As imagens colhidas pelos grupos podem ser impressas para exposi¢do na escola;

. Os alunos podem incluir, se possivel, as razdes de semelhanga entre as partes autossi-

milares das imagens.

Publico alvo

Essa atividade tem uma caracteristica de observago e investigagio, ela pode ser apli-

cada em todas as séries do ensino médio, inclusive no ensino fundamental.

Tempo necessario

Vide item 3 e 4 do roteiro da atividade.

Material utilizado

A atividade necessita apenas de:

® Datashow e Notebook/computador com software visualizador de slides/imagens;

* Smartphones, tablets ou cameras fotograficas para o registro das imagens.

Figura 4.15 Imagens naturais

(a) Padrdes semelhantes em arvores (b) Autossimilaridade nas Nuvens

Fonte: Autoria propria.
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4.2.2. Atividade 2 - Calculando a dimensio fractal

Nesta atividade, pretende-se estimular a capacidade dos alunos em identificar a estru-
tura e a regra de formagio de fractais propostos. A partir do padrio, o aluno ira calcular a
dimensio por autossimilaridade do respectivo fractal.

Objetivos

® Identificar do padrio e da regra de formagio do fractal;

® Permitir que os alunos apliquem os conhecimentos adquiridos nas aulas de logaritmos.

Pré-requisitos

Como pré-requisito, o aluno deve estar familiarizado com os contetidos de logaritmos.
Deve-se também dedicar uma ou duas horas/aula para apresentar os conceitos de fractais e a
férmula para o calculo da sua dimenso por autossimilaridade.

Publico alvo

Alunos da primeira série do ensino médio no decorrer das aulas de logaritmos.

Materiais

Lista de exercicios com fractais, lapis, caderno, borracha e calculadora.

Tempo necessario

A depender da quantidade de fractais a serem analisados, o tempo necessario para
resolver os exercicios n3o sera superior a uma hora/aula (45 min).

Roteiro da atividade

O professor aplica a seguinte lista de exercicios como uma tarefa de classe, ou para
casa. Pode-se resolver uma questio exemplo para orientar os alunos.

1) Analise a regra de formagio dos fractais abaixo. Em seguida, calcule a dimensao por
autossimilaridade para cada um deles.

1. Fractal 1 Figura 4.16 Fractal 1

..~

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

Fonte: Autoria propria. (Utilizando o CorelDraw)
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2. Fractal 2

Figura 4.17 Variagio da curva de Peano com tridngulos

b

Fonte: Autoria propria. (Utilizando o software FMSLogo)

3. Fractal 3

Figura 4.18 Curva de Koch quadrica

N

Fonte: Autoria propria. (Utilizando o FMSLogo)

4. Fractal 4

Figura 4.19 Variagio do Conjunto de Cantor

Fonte: Autoria propria. (Utilizando o FMSLogo)

4.2.3. Atividade 3 - Cartdes Fractais

O youtube contém diversos videos que mostram processos de criagdo de cartdes frac-
tais. Através de uma simples sequéncia de cortes/dobras, o aluno podera produzir um in-
teressante cartdo fractal. O video® apresenta um passo a passo para confecgio de dois tipos
deste cartdo. A atividade baseia-se na construgio de um desses cartes.

Objetivo

Exercitar o calculo do volume e/ou da area dos paralelepipedos do cartio fractal.

Publico alvo

Alunos da terceira série do ensino médio, durante as aulas de geometria espacial, abor-
dando os assuntos de volume e area total do paralelepipedo/cubo.

Roteiro da atividade

1. Entregue uma folha de papel A4 para cada aluno;

2. Fornega para os alunos os seguintes passos (fig. 4.20):

Shttps://www.youtube.com/watch?v =X VIXtsb2QA


https://www.youtube.com/watch?v=iXVlXtsb2QA
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(a) Dobre a folha ao meio;
(b) Faga dois cortes conforme a fig. 4.20(2) (metade das medidas da folha dobrada);
(c) As linhas tracejadas indicam dobras, faga uma dobra conforme fig. 4.20(4);

(d) Abraas dobras formando um paralelepipedo, em alto relevo, como na fig. 4.22(a).
Este é o primeiro nivel do cartdo fractal.

Figura 4.20 Passos do cartdo fractal - nivel 1

a
D)

=
(S
€

Fonte: Autor, 2015

3. Nos proximos niveis:

f) Deixe o papel dobrado como o passo 6 da fig. 4.21;

g) Faca dois novos cortes de comprimento igual a metade dos cortes anteriores,
como na fig. 4.21(7),;

h) Faga mais uma dobra na parte tracejada fig. 4.21 (8 € 9);
1) Deixe as dobras em alto relevo conforme a fig. 4.22(b);

Figura 4.21 Préximos passos
< 7 L @ Q -

Fonte: Autoria propria

4. Proponha a construgio do cartdo até o nivel 3 (ou 4), fig. 4.22(c), sempre com cortes
iguais a metade do comprimento de um corte precedentes.

Figura 4.22 Niveis 1, 2 e 3 do cartio fractal

. I

(a) Cartdo nivel 1 (b) Cartéo nivel 2 (c) Cartio nivel 3

Fonte: Autoria propria.

Concluido o cartdo fractal, vamos considerar os seguintes quantitativos:
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a) ay, - comprimento dos paralelepipedos gerados no nivel k;
b) by - altura dos paralelepipedos gerados no nivel &;

¢) Ny - quantidade de novos paralelepipedos do nivel &;

d) Nr - numero total de paralelepipedos;

e) Vi - volume dos paralelepipedos criados no nivel .

Sejam a e b (fig. 4.20) as dimensdes da folha A4 em centimetros, logo a = ap =20 e
. b
b=0by =15, e assim teremos a; = % =10cm, b| = 2 7,5cme V) =ay-b; -b; =562,5cm>.

Com base nisso, pega que os alunos completem a seguinte tabela:

Tabela 4.2 Informagdes sobre o cartio fractal

| Nivel [Ny [Nr | Vi |a|b

|

>~

1 1] 1]5625cm® |10 2
15
2| 3 58
417
8

N AN

Fonte: Autoria propria

4.2.4. Atividade 4 - Criando o proprio fractal

Sugerir aos alunos a criagio de um fractal bidimensional usando algum processo re-
cursivo de inclusdo/remogio em uma figura plana. Os estudantes irdo valer-se da propria
criatividade para produzir os seus fractais sendo permitida a variagio de cores a cada nivel da
figura. Paralelamente, pega que eles determinem a dimensio fractal e os valores da area e/ou
perimetro do fractal em seu nivel k. Veja exemplos na fig. 4.23.

Figura 4.23 Exemplos de fractais

(a) Com quadrados (b) Com circulos

Fonte: Autoria propria (Utilizando o CorelDraw).
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4.3. Lista de exercicios com fractais

Nesta se¢do, apresentamos uma lista de questdes, agrupadas por assunto, cuja resolugdo
necessita das nog¢des fractais vistas no capitulo 3. O aluno precisa estar familiarizado com as
caracteristicas do fractal associado a questio.

Progressdo geométrica
1. Considerando o processo de remogio, determine, a partir do nivel zero, a quantidade
de triangulos removidos no tridngulo de Sierpinski até o seu nivel 4.

2. O segmento inicial de uma curva de Koch mede uma unidade. Com base isso, calcule
o percentual de aumento do perimetro da curva ao passar do nivel 3 para o nivel 5.

3. Seja Ni a quantidade de quadrados do tapete de Sierpinski em seu nivel k, determine a
diferenca entre N e Ns.

4. Partindo de um circulo inscrito em um quadrado auxiliar de lado 2, seja Ny, Py, Ay, €
Ly, o nimero de circulos, o perimetro de cada circulo, a area de cada circulo e o lado
dos quadrados do nivel k no fractal da fig. 4.24. Analise a regra de formagdo deste
fractal e complete a tabela seguinte:

Figura 4.24 Fractal com circulos

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

Fonte: Autoria prépria. (Utilizando o CorelDraw)
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5. Analise os niveis do fractal F abaixo. Sabendo que F inicia num segmento de tamanho
1, calcule a dimensio e a expressio que representa o perimetro P, de F em seu nivel k.
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Figura 4.25 Fractal F

—— ] a0

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

Fonte: Autoria propria.

6. Abaixo temos o fractal conhecido como Ilha de Minkowski*. Ele equivale ao fractal da
questio anterior, aplicado aos quatro lados de um quadrado de lado £. Mostre que, em
qualquer nivel, a drea da ilha de Minkowsky é constante.

Figura 4.26 Ilha de Minkowski

e

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

Equagdes exponenciais
Nas questdes abaixo, o nivel zero dos fractais ¢ um triangulo equilatero de lado 1cm.

1. A partir de qual nivel, a 4rea do tridngulo de Sierpinski ser inferior a 0,001cm??
6561
p
g S
3. A partir de qual nivel o perimetro do floco de neve de Koch sera maior que a distancia
Macei6-Natal (aproximadamente 540km)?

2. Em qual nivel o perimetro do tridngulo de Sierpinski sera igual a

Analise combinatodria
1. Considere o nimero natural n =2-3-5-a, com fatores distintos e sendo ¢ um nimero
primo menor que 30. Quantos sio os diagramas de fatores do namero n?

2. Qual é 0 niimero n, multiplo de 18 com dois algarismos, que possui a maior quantidade
possivel de diagramas de fatores?.

3. Sejan €N, tal que n =2-a. Quantos sdo os possiveis diagramas de fatores de n com a
primo e menor que 10?

4. Quantos sdo os diagramas dos niimeros n divisiveis por 21, tal que 100 < n < 150?

5. Quantos diagramas de fatores tem o niimero 150?

*Hermann Minkowski(Kaunas, 22/06/1864 - Gottingen, 12/01/1909) - Fisico e matematico alemio. Criou
e desenvolveu a “geometria dos nlimeros”, Usou métodos geométricos para solucionar problemas complexos
de teoria dos nimeros, fisica e teoria da relatividade. Ele também é conhecido por formular a quarta dimensdo
(espago-tempo) usada por Einstein na teoria da relatividade.



5. ATIVIDADES COM FRACTAIS USANDO SOFTWARES

Neste capitulo iremos conhecer algumas atividades e ferramentas computacionais que ddo
capacidades ao aluno para a construgio de fractais e outras figuras planas. O processo de
geragdo manual de fractais pode demandar muito tempo e esforgo se usarmos apenas lapis,
régua e compasso. O uso de softwares educacionais, dinamiza a criagdo de objetos e permi-
tem que os estudantes tenham acesso a novas tecnologias de ensino/aprendizagem, isso pode
tornar as aulas mais atrativas e manifestar o interesse da turma. O computador pode propor-
cionar uma aprendizagem mais s6lida no momento em que abre oportunidades para que o
usuario faga, refaga, teste e simule a execugio das atividades, permitindo que o aprendizado
seja construido no ritmo do aluno através de seus erros, acertos e tentativas.

Mais adiante, iremos apresentar algumas propostas de atividades usando a linguagem de
programagio LOGO, cujos comandos serfo abordados sucintamente para permitir a cons-
trugdo de figuras. Além disso, as proximas se¢Ses trazem nogOes das ferramentas FMSLogo
e TurtleDraw!, que interpretam a linguagem LOGO. H4 também uma breve descrigio de
como manusear dois programas que visualizam o conjunto de Mandelbrot, para que o pro-
fessor ou aluno possam conhecer este fractal e explorar seus infinitos detalhes.

5.1. A Linguagem LOGO

A linguagem de programagio LOGO foi criada nos anos 60 por uma equipe do Mas-
sachussets Institute of Tecnologie - MIT. Entre os membros da equipe, destacamos Seymour
Papert, matematico e grande incentivador do uso desta linguagem para auxiliar o aprendi-
zado de programagio de computadores para jovens e criangas. Embora existam inimeros
ambientes que interpretem LOGO, iremos direcionar nosso foco na ferramenta FMSLogo
para o ensino de geometria.

Os ambientes que interpretam a linguagem LOGO

Para utilizar os comandos em portugués da linguagem LOGO no windows, sugeri-
mos a utilizagdo dos ambientes FMSLogo ou SuperLOGO. A versio 3 do SuperLOGO? foi
desenvolvida pela Universidade de Campinas - Unicamp e seu tltimo release foi disponibili-
zado no ano 2000, em consequéncia disso, o recurso da ajuda do programa nio é compativel
com as versOes mais recentes do windows. Por estas questdes de compatibilidade, adotamos
o FMSLogo, cuja Gltima atualizagdo foi feita em 02/01/2016. Um personagem que ficou bas-
tante associado a0 LOGO foi uma pequena tartaruga, no entanto, diferentemente das demais
ferramentas, o cursor do FMSLogo tem a forma de um pequeno triangulo isdsceles ao invés
da tartaruga.

Uhttps://play.google.com/store/apps/details?id = com.alimuzaffar.turtledraw
2Pode ser baixada em: http://www.nied.unicamp.br/?q=content/download-super-logo-3

103


https://play.google.com/store/apps/details?id=com.alimuzaffar.turtledraw
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Figura 5.1 Ambientes que interpretam a linguagem LOGO

=4 FMSLogo — ] 4 [ |

Arquive  Bitmap Configurar  Zoom  Ajuda Arquive Procedimento Modo de Execugdo Bitmap Formatar Zoom Ajuda

A

s 15

v < >
< > 5]
PareTudo Rastreie Fiestaurar janela grafica
Pause Estado Restaurar janela comandos
Siga Tat Tat | Estado
Fausa | Farar
|| Execute EdTudo Evaritar
(a) Tela inicial do FMSLogo (b) Tela inicial do Superlogo 3.0

Fonte: Autoria propria.

5.1.1. Um primeiro contato com o FMSLogo

Nesta segio, veremos superficialmente os comandos LOGO na ferramenta FMSLogo?
para a construgio de figuras planas. Esta abordagem minima sera suficiente para compreensio
da linguagem. Para saber mais sobre o FMSLogo, consulte o tutorial do Apéncide A.

Para um primeiro contato, abra o0 FMSLogo e digite na linha de comandos, ao lado do
botdo executar: PARADIREITA 45 PARAFRENTE 100, ou simplesmente, PD 45 PF 100
e tecle Enter. Assim, o cursor gira 45° no sentido horario (a direita) e traga um segmento
de reta de tamanho igual a 100 passos (pixels). Os comandos PD e PF sio abreviaturas de

PARADIREITA E PARAFRENTE, abreviaturas facilitam a escrita dos comandos.

Figura 5.2 Segmento de reta gerado por: PD 45 PF 100

%4 FMSLoge - [m] X
Arquive  Bitmap Configurar Zoom  Ajuda
Ll
W
< >
PD 45 PF 100 “ 1| PareTudo Rastreie
Pause Estado
v Siga Tat
Execute EdTudo

Fonte: Autoria propria.

O comando PD X faz o cursor girar X graus no sentido horario, enquanto PF X move
o cursor para desenhar um segmento de reta de tamanho X. Limpe a tela com o comando
TAT. Agora, escreva a seguinte sequéncia de comandos, da esquerda para direita:

PF 100 PD 90 PF 100 PD 90 PF 100 ©PD 90 PF 100 PD 90

3Disponivel em: http://fmslogo.sourceforge.net/


http://fmslogo.sourceforge.net/
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O FMSLogo desenhara um quadrado.

Figura 5.3 Quadrado desenhado com a sequéncia de comandos

4 FMSLoge — m| %
Arquive Bitmap Configurar Zoom Ajuda

AN
W
s >
PF 100 PD 90 - PareTudo Rastreie
PF 100 PD 90 Fause Estado
PF 100 PD 90 v Siga Tat

Execute EdTudo

Fonte: Autoria propria.

Note que o bloco, PF 100 PD 90, se repete 4 vezes, nessas condi¢des, podemos utilizar o
comando REPITA. O mesmo quadrado pode ser construido através dos comandos REPITA
4 [PF 100 PD 90], esta sequéncia significa: “repita 4 vezes os comandos parafrente 100 e
paradireita 90”. Uma pergunta: O FMSLogo traga apenas linhas retas? Nio! Partindo do
principio que uma circunferéncia tem 360°, podemos desenha-la fazendo 360 repeti¢des do
comando PF 1 PD 1 (mover 1 passo e girar 1 grau), logo, o REPITA 360 [PF 1 PD 1] farao
programa desenhar uma circunferéncia*. Podemos ainda agrupar diversos comandos REPITA.
Vejamos dois exemplos de agrupamentos do REPITA (fig. 5.4):

1. REPITA 10 [REPITA 360 [PF 1 PD 1] PD 36]
2. REPITA 6 [PD 60 REPITA 3 [REPITA 180 [PF 1.1 PD 1] PD 60]]

Figura 5.4 Resultados dos comandos com aninhamentos do REPITA

] FMSLege - m] x %4 FMSLogo - m} x

Arquive Bitmap  Configurar Zoom  Ajuda ) )
Arquive  Bitmap Configurar  Zoom  Ajuda

v

“ < >
< >

N REPITA 6 [PD 60 REPITA 3 PareTudo Rastreie
REPITA 10 [REPITA 360 [PF 1 PD 1] FareTudo [EShEE [REPITA 90 [PF 1.5 PD 2] PD 60]]
PD 36] Pause Estado Pause Estado
o Siga Tat Siga Tat
\ Execute EdTudo Execute EdTudo
(a) Resultado do comando 1 (b) Resultado do comando 2

Fonte: Autoria propria.

*Na verdade, este comando constréi um poligono regular de 360 lados. Porém, a figura obtida é visualmente
satisfatoria para uma circunferéncia.
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O comando APRENDA

Na linguagem LOGO podemos criar novos comandos e operagdes (rotinas ou procedi-
mentos) de uma forma bastante simples. O bloco de comandos necessarios para se construir
um quadrado poderia, por exemplo, ser encapsulado em um procedimento chamado QUA-
DRADO. Inicialmente, se o usuario digitar QUADRADO na linha de comandos, o FMS-
LOGO mostra a seguinte mensagem: “ndo sei como fazer QUADRADO?, isto significa que
este comando nfo foi definido. Para criar uma nova rotina clique no botéo EdTudo | ETuie |
(abreviatura de Edite Tudo). Na janela que aparece digite o comando da fig. 5.5.

Figura 5.5 Janela com a edigio do comando QUAD

4] Editor — m] Y %4 FMSLogo — =] W
Arquive  Editar Buscar Configurar  Testar Ajuda Arquivo Bitmap Configurer Zoom Ajuda
PPRENDA QUADRADO
REPITA 4 [PF 100 PD 90]
FIM
RN
w
< ¥
QUADRADO 100 ~1| PareTudo Rastreie
Pause Estado
© Siga Tat
< > “ Execute EdTudo
(a) Janela de edigio de comandos (b) Executando a rotina QUADRADO

Fonte: Autoria propria.

Ao final, va até o menu arquivo desta janela e clique em Guardar e Sair. Agora Digite
QUADRADO, na linha de comandos, e tecle enter para ver o resultado. Note que este co-
mando QUADRADO ¢é muito estatico. Ele n3o € capaz de desenhar quadrados de lado 50
ou 200, por exemplo. O comando QUADRADO seria mais ttil se ao digitarmos QUA-
DRADO X, o LOGO desenhasse um quadrado de lado X, assim como PD X gira o cursor
em X graus. Vamos melhorar o comando QUADRADO; clique no botdo EdTudo e redefina

a rotina da seguinte forma:

APRENDA QUADRADO :LADO
REPITA 4 [PF :LADO PD 90]
FIM

Agora, a rotina QUADRADO tem o parametro :LADO, isso permite que o usuario
digite QUADRADO e um valor para a medida do lado. Salve as altera¢gdes no menu arquivo
e clique em Guardar e Sair. Em seguida teste a rotina QUADRADO, digitando os comandos:

1. QuUAD 40 QUAD 80 QUAD 120.

2. REPITA 120 [QUAD CONTEVEZES PD 3]

No primeiro exemplo, 0 LOGO desenha trés quadrados de lado 40, 80 e 120. No segundo
comando, serio feitos 120 quadrados com giros sucessivos de 3 graus e lados crescentes. O
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palavra reservada CONTEVEZES indica a quantidade de execugbes do REPITA, isto é, na
primeira repeti¢io, CONTEVEZES = 1, na segunda CONTEVEZES = 2, e assim sucessi-
vamente. Veja os resultados dos comandos na fig. 5.6.

Figura 5.6 Resultados dos comandos

4] FMSLogo - O * % FMSLogo - O x

Arquive Bitmap Configurar Zoom  Ajuda Arquive  Bitmap Configurar  Zoem  Ajuda

yd
W W
< > < >
QUADRADO 40 QUADRADD 80 " PareTudo Rastreie REPITA 80 [QUADRADO ~ PareTudo Rastreie
QUADRADO 120 Pause Estado CONTEVEZES PD 5] Pause Estado
v Siga Tat v Siga Tat
Execute EdTudo || Execute EdTudo
(a) Primeiro resultado (b) Segundo resultado

Fonte: Autoria propria.

Alguns fractais feitos no LOGO

Uma rotina chama-se recursiva, quanto ela executa a si mesma. Vejamos a defini¢do de
uma rotina desse tipo para construir a curva de Koch, usando o comando APRENDA. No
estudo do capitulo 3, vimos que os processos de formagio dos fractais s3o recursivos, ou seja,
no nivel seguinte, sdo executados os mesmos passos do nivel anterior em partes menores.

Para facilitar o raciocinio da defini¢do dos comandos recursivos, seja KOCH :TAM :N,
a rotina que constroi uma curva de koch no nivel :N iniciando com um segmento de tama-
nho :TAM. A seguir, para cada nivel, vamos mostrar uma sequéncia de comandos da rotina
KOCH, que constroem a curva, a partir do nivel, partindo de um segmento de tamanho 306.

Figura 5.7 Estrutura da curva de Koch (nivel 1)

120°

ﬁeo"

60°

Fonte: Autoria propria. (Utilizando o CorelDraw e o Paint)

Vejamos, gradativamente, o algoritmo da rotina KOCH, em cada estagio, até a sua gene-
ralizagdo para qualquer nivel.
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1. Koch nivel 0: KOCH 306 0

. Koch nivel 1: KocH 102

Comandos da rotina KOCH para desenhar o nivel 0;

APRENDA KOCH :TAM :N
SE :N = 0 [PF :TAM]
FIM
Chamada da rotina: KOCH 306 0

&
&
2,
o

&)
S
$
<€
0 KOCH 102 0

Considerando a estrutura da curva no nivel 1 (fig. 5.7), os comandos recursivos ne-
cessarios a sua construgio seriam:

APRENDA KOCH :TAM :N
KOCH :TAM/3 0 PE 60 ;primeiro segmento, tamanho 306/3 = 102
KOCH :TAM/3 0 PD 120
KOCH :TAM/3 0 PE 60
KOCH :TAM/3 0
FIM
Chamada da rotina: KOCH 306 1

Note que, na chamada de KOCH 306 1, o parametro : TAM vale 306, porém, interna-
mente temos : TAM/ 3, logo, as chamadas internas fardo 4 execu¢des de KOCH 102 0.

&/ \&,
S 5
3 o
J\_Q v:)_/\_
. Koch nivel 2: kocH1021 KOCH 102 1

A curva de nivel 2 tem quatro mini-curvas de nivel 1, cada uma iniciando com um
segmento de tamanho 102. Para este nivel, os comandos internos seriam:

APRENDA KOCH :TAM :N
KOCH :TAM/3 1 PE 60
KOCH :TAM/3 1 PD 120
KOCH :TAM/3 1 PE 60
KOCH :TAM/3 1

FIM

Chamada da rotina: KOCH 306 2.



109

Observe que a execucio de KOCH 306 2 faz 4 chamadas de KOCH 102 1, e esta
tltima, executa 4 vezes o comando KOCH 34 0. Portanto, seguindo este raciocinio,
conclui-se que a execu¢do de KOCH :TAM :N, faz 4 execugBes de KOCH :TAM/3 :N-1.

4. Koch nivel k:

Diante do exposto, podemos generalizar a rotina KOCH da seguinte forma:

APRENDA KOCH :N :TAM
SE :N = 0 [PF :TAM PARE]

KOCH :N-1 :TAM/3 PE 60
KOCH :N-1 :TAM/3 PD 120
KOCH :N-1 :TAM/3 PE 60
KOCH :N-1 :TAM/3

FIM

Chamada da rotina: KOCH 350 4.

5.1.2.

Figura 5.8 Execugio: rotina KOCH (Nivel 4)

% FMSLogo

Arquive  Bitmap Cenfigurar  Zoom  Ajuda

- [m] ped

<

W
>

TAT PD 90 ROCH 350 4 -

w

PareTudo Rastreie
Pause Estado
Siga Tat

Execute EdTudo

O aplicativo Turtle Draw

Fonte: Autoria propria.

Considerando a presenga das tecnologias méveis em nossa vida
diaria, existe uma versio do LOGO para dispositivos android® cha-
mada Turtle Draw. O Unico ponto negativo (ou nio) é que esta
versdo trabalha no idioma inglés. Para utiliza-la, basta baixa-la na
Google Play Store®. O respectivo comando LOGO em portugués
tem seu equivalente em inglés, essa variagio de idioma pode servir
como motivagio para integragio da matematica com a disciplina
de lingua inglesa. Utilizar o LOGO no smartphone ou tablet pode
estimular o ensino/aprendizagem de geometria plana.

>Sistema operacional do Google para dispositivos méveis

®Loja on-line de aplicativos do google

Figura 5.9 App Fractoid

'Ep Turtle Draw

REPEAT 20 [ COLOR RED FORWARD 250 COLO >

o S 0§ N ¢
S 9300 Bl

Fonte: Autoria propria.
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Vejamos dois exemplos de comandos no Turtle Draw com os resultados na fig. 5.10:

1. REPEAT 8 [FORWARD 300 RIGHT 90 REPEAT 120 [FORWARD 1 LEFT 3] RIGHT 45]
2. RIGHT 18 REPEAT 5 [FORWARD 400 RIGHT 144]

Figura 5.10 Resultados dos comandos 1 e 2
EQ Turtle Draw 'EQ Turtle Draw

(%/O

H

REPEAT 8 [ FORWARD 300 RIGHT 90 REPEAT 1! > RIGHT 18 REPEAT 5[FORWARD 400 RIGHT 144 >
&, - o - N
o £ 8§ N ¢ i £ 8§ N

Fonte: Autoria propria

5.2. Atividades com a linguagem LOGO

Nesta se¢do, temos algumas atividades com LOGO para auxiliar o ensino/aprendizagem
de geometria plana com fractais. Em cada uma delas, proponha que os alunos escrevam os
comandos LOGO necessarios para desenhar as figuras da lista de exercicios a seguir. O tempo
estimado para cada atividade é de duas horas/aula (90min). Para realizar as atividades, pode
ser necessario reservar a sala de informatica, solicitando a instalagdo prévia do FMSLogo nos
computadores.

5.2.1. Atividade 1

Nesta atividade os alunos terdo seu primeiro contato com a linguagem LOGO. Esta
tarefa servira como uma preparagio para os exemplos mais complexos da Atividade 2. Deve-
se ficar atento e acompanhar o desempenho dos alunos para decidir quando avangar ou aplicar
mais questdes exemplo, até que os alunos estejam familiarizados com os comandos.

Pré-requisitos
Para esta atividade, dependendo do rendimento da turma, é necessario dedicar previa-

mente, pelo menos quatro horas/aula para cada um dos contetidos abaixo:

1. Fundamentos de geometria plana: angulos, ponto médio, poligonos regulares, angulo
interno e angulo externo de um poligono;

2. Comandos basicos da linguagem LOGO utilizando o ambiente FMSLogo;
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Objetivos

Auxiliar o aprendizado da linguagem LOGO e dos fundamentos de geometria plana
para que os alunos adquiram habilidades para construir fractais.

Publico alvo

Alunos de qualquer série do ensino médio desde que atendidos os pré-requisitos;

Tempo necessario

Para esta atividade sugerimos um tempo minimo de duas horas/aula (90min).

Roteiro da atividade
Proponha a resolugio individual ou em duplas da seguinte lista de exercicios.

Escreva os comandos LOGO para desenhar as figuras abaixo

1. Nivel simples

2V B AN G A gL OO0

2. Nivel intermediario

= v

5.2.2. Atividade 2

Nesta atividade o nivel das figuras é mais complexo e ja inclui formas fractais. Em
especial, para as figuras fractais, os alunos podem solucionar a questio de forma dinamica
(comando APRENDA recursivo) ou estatica (apenas com REPITA).

Pré-requisitos
1. Que os alunos tenham resolvido com sucesso a Atividade 1.

2. Dominio no manuseio de variaveis com LOGO. Se necessario, consulte o Tutorial
FMSLogo no Apéndice A.

3. Dominio no uso de procedimentos recursivos para as questdes de fractais;
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Objetivos

Permitir que os alunos construam fractais usando a linguagem LOGO.

Roteiro da atividade

Proponha a resolugio da seguinte lista de exercicios para os alunos de forma individual
ou em duplas. Para que os alunos tenham mais tempo para descobrir as solugdes, esta tarefa
pode ser resolvida em casa.

1) Escreva uma rotina para criar os fractais abaixo:

a) Curva de Koch nivel 2. b) Arvore ¢) Curva de "Koch Circular"

SNV WA

2) Utilize os comandos REPITA e/ou APRENDA para desenhar as figuras abaixo:

a) Escreva os comandos para b) Construa a espiral de Teodoro’até o
construir os quadrados abaixo: triangulo retangulo de hipotenusa v/17.

Fonte: Autoria propria Fonte: https://...ral_of Theodorus.svg.png, 2016

Consideragdes sobre as Atividades

Em sala de aula, utilizei integralmente a Atividade 1 (5.2.1), junto com mais exemplos,
como forma de fixar a aprendizagem dos contetidos de geometria plana. Através do manuseio
da linguagem LOGO o aluno passa a dar credibilidade a geometria e observa com os proprios
olhos, que os fundamentos matematicos transmitidos pelo professor, realmente fazem sen-
tido. Com respeito a atividade 2, informo que somente os alunos que possuem mais gosto

"Teodoro(465 aC.), fildsofo e matemético grego, natural de Cirene (hoje Shahhat, Libia). Foi aluno de
Protagoras e professor de Platdo, criou a famosa espiral que leva seu nome usando triangulos retangulos.


https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/9/9f/Spiral_of_Theodorus.svg/700px-Spiral_of_Theodorus.svg.png
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e afinidade com a matéria conseguiram resolver de forma dinamica, eram questdes desafio
valendo pontos extras.

Na pratica, seriam necessarias umas duas semanas (ou mais) para que os alunos aprendam
de forma satisfatéria e dominem os comandos APRENDA e a utilizagio de rotinas recursivas.
No entanto, para o aprendizado de geometria e fixagio dos principios da autossemelhanga
dos fractais, as solugdes estaticas com o comando REPITA sio suficientes. Havendo espago,
pode-se ensinar mais da parte de programagio do LOGO para os alunos interessados.

5.3. Softwares para visualizar o Conjunto de Mandelbrot

A seguir apresentamos dois softwares que permitem a visualizagio do Conjunto de
Mandelbrot: o Ultra Fractal e o Fractoid. Os programas possuem diversas configuragdes e
funcionalidades para visualizagdo do Conjunto em inumeras escalas. O Ultra Fractal funci-
ona no Windows e o Fractoid é compativel com o Android. Outros softwares que geram
fractais podem ser baixados nos sites®.

5.3.1. O software Ultra Fractal

O Ultra Fractal é um software de geragio de fractais com menus no idioma inglés.
A versio utilizada neste trabalho foi a 5.04 datada de agosto/2010. O programa permite a
personalizagdo de cores, tamanhos, formulas, resolu¢do da imagem, forma de preenchimento
e outras configuragdes. Pode-se ainda salvar o contetido do fractal ativo em um arquivo
externo. Em esséncia, o Ultra Fractal é um software comercial com recursos avangados de
animagio e renderizacio de imagens. A versio livre, é facil de utilizar e permite a visualizagio
do Conjunto de Mandelbrot com grande qualidade.

Instalagio

O site do Ultra Fractal é o www.ultrafractal.com. Nele podemos baixar outras versdes,
o manual do programa e consultar o férum de discussio. O instalador esta disponivel no
link?, a instalagdo é simples, basta executar o arquivo uf504.exe e clicar em Next ou Yes nas
telas seguintes. Ao final clique em Install e depois Finish. Finalmente, apds clicar em Finish,
aguarde alguns segundos e clique no botdo Evaluate, e na proxima tela clique em OK.

8

¢ http://fractalfoundation.org/resources/fractal-software/;
 https://www.dmoz.org/Science/Math/Chaos_and_Fractals/Software;
* https://en.wikipedia.org/wiki/Fractal-generating_software;

http://www.ultrafractal.com/download/uf504.exe


www.ultrafractal.com
http://fractalfoundation.org/resources/fractal-software/
https://www.dmoz.org/Science/Math/Chaos_and_Fractals/Software
https://en.wikipedia.org/wiki/Fractal-generating_software
http://www.ultrafractal.com/download/uf504.exe
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Figura 5.11 Tela inicial do Ultra Fractal

‘DE M| o
B Fractalt (E=8Eon 5

Fractal Properties - Fractall (3] ]

Width: 600

e e
Maintain aspect ratio

Resolution: 300 + [pixets/inch ~

Gamma: 25 -

Memory allocated: 1.89 MB

Fractal Mode - Fractall 53]

Zoom: Shift + Left-drag

o, | Pan Ctl+ Lefi-drag

“* | Rotate: Alt+ Left-drag

2R | Swetch: Shift - Cril + Left-drag
Skew:  Ctrl + Al + Left-drag

Render to Disk B0 l

Completed X:251  Y¥:205  Elapsed: 0:00:00.08 [ Fractall

Fonte: Autoria propria.

Aplicando Zoom

Para ampliar a imagem, selecione a regido desejada, formando um retangulo, clicando
e arrastando o ponteiro do mouse. Em seguida dé um duplo clique no interior do retangulo.

Figura 5.12 Aplicando zoom

B Fractt [E=e=n ] B Fractt [E=e=n ]

(a) Area de selecio (b) Ampliagio da selecio

Fonte: Autoria propria.

Algumas configuragdes do Ultra Fractal

No lado direito da tela, na aba Image (fig. 5.13(a)), podemos definir a largura e a
altura da imagem (width e Height), em centimetros(cm), polegadas (inch) ou pixels (pontos
de tela). As dimensdes padrio sdo 640 por 480 pixels. A op¢io maintain aspect ratio mantém
a proporgdo caso o usuario altere a largura/altura. A Aba History(fig. 5.13(b)) tem um
histérico dos tltimos zooms aplicados, o que permite retornar a uma ampliagio anterior.

Criando/selecionando um novo fractal

O Ultra Fractal permite que o usuario crie ou escolha um fractal definido por outras
fungdes. Tomemos o Conjunto de Mandelbrot, para a fun¢io f(z) = 2" +c. Siga até o



Figura 5.13 Abas da mini-janela Fractal Properties

Fractal Properties - Fractall

EO

| Layers |Image | Histary |Comment;|

E Image Size
I] Zoom In

Fractal Properties - Fractall

| Layers | Image | Historyl Comments|

-
. }
[¥] Maintain aspect ratic

(a) AbaImage (b) Aba History

Fonte: Autoria propria.

m
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menu File/New/Fractal (ig. 5.14). Na parte esquerda da tela que surge, abra a biblioteca
compatibility e escolha o item Fractint.ufm (fig. 5.15). Na parte direita, deslize a barra de

rolagem até Mandelbrot z"n(fig. 5.15(a)). Agora clique no botdo open.

Figura 5.14 Criando/Escolhendo um novo fractal

Edit Fractal Animation Options Purchase Window
N Duplicate Ctrl+D Gradient
[= Open... Ctrl+O

Fonte: Autoria propria.

Figura 5.15 Escolhendo um novo fractal e configuragdes

Eile

Edit Fractal Animation Options Purchase

ow Help HEE
Location: Documents\Ultra Fractal S\Formulas\Compatibili » (& | | . < . s — = 7y
R % D@l o «®6|([@0|[[E)% 3| B || Locton| Mepping] Formuia [inside [ 1|
Iy Library “ | Mandelbrot =Y
Compatibili
8 Compatibiity Drving Method ¢
L[ Fractint.ufm A
-7 Public Additional Precision: 0 - ?
%] Standard.ufm Marimu terations > -
E Mandelbrat fn(z) + 22 Mandelbrot Lambda Mandelbrot 24 Maximum Reration 3250 v
' [ Adjust Automatically
| | starting point Re): 0
_ 7| | starting point gm: 0
|E :
b Power (Im): 0 I
Mandelbrot 2%n Mandelbrot 2%z + 2" Manowar .
ailout value: 128
complex 71 = pisel B
complex oldz = 2
loop: i Fractal Properties - Fractall 3| |
F n ] Image |
£ | Completed %173 V:-163  Elapsed: 0:00:00.08 B ||

(a) Criando/Escolhendo um novo fractal

Fonte: Autoria propria.

(b) Formula: Power(Re) e Maximum Iterations

Apbs a escolha, aparentemente ndo ha mudangas, entretanto, na aba Formula, parte supe-
rior direita da tela, surge o item Power (Re) (fig. 5.15(b)) que é expoente n de f(z) =" +c.
O padrio é n =2, quando n ¢ alterado para 3, 4 e 5, eis os fractais que aparecem, fig. 5.16.

Um outro recurso ¢é a defini¢io do nimero de iteragdes. Na fig. 5.15(b), observe que o
numero maximo de iteragdes, Maximum Iterations, vale 250, isto €, a orbita dos pontos x € C



116

Figura 5.16 Conjunto de Mandelbrot para os expoentes 3, 4 ¢ 5

(a) Expoente 3 (b) Expoente 4 (c) Expoente 5

Fonte: Autoria propria.

sio calculadas até £2°°(x). Quanto mais iteragdes, mais detalhada serd a imagem. Na fig.
5.17, temos uma ampliagdo do conjunto de Mandelbrot com 250 e 1000 iteragdes.

Figura 5.17 Porgio com 250 e 1000 iteragdes

7

(a) 250 iteragdes (b) 1000 iteragdes

Fonte: Autoria propria.

5.3.2. O aplicativo Fractoid

Na linha dos dispositivos android, o app Fractoid,
com menus em inglés, possui bons recursos para visua-
lizagdo do conjunto de mandelbrot. O programa é leve
e facil de usar e iremos abordar rapidamente algumas de
suas funcionalidades. No Fractoit, para aplicar zoom,
basta fazer o movimento de abertura com dois dedos,
igual ao gesto de aumentar uma foto no celular. Nessa
simples ferramenta, o usuario podera conhecer a com-
plexidade e a beleza do conjunto de Mandelbrot.

Figura 5.18 Tela do app Fractoid

Fonte: Autoria propria.

Configuragdes

Para acessar as configuragdes do fractoid, pressione os 3 pontos H no canto superior
direito da tela. ApOs esta agdo, o aplicativo mostra as opgdes a seguir (fig. 5.19):
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Figura 5.19 Configs. do Fractoid

Change Colors

Change Equation Change Algorithm

Fonte: Autoria propria.

Opgio reset

Permite reiniciar o fractal para o seu tamanho original preservando as defini¢des de
cor e algoritmo ja escolhidas.

Op¢io Change Max Iterations

Define o limite de iteragdes processadas pelo Fractoid. Escolha o valor desejado de
iteragdes e pressione em OK. Analogamente ao Ultra Fractal, o Fractoid exibe mais detalhes
na imagem quando o maximo de iteragdes € reajustado. Na fig. 5.20 ha uma mesma parte
do conjunto de Mandelbrot com 40 e 1000 iteragdes. Salientamos que, um numero maior
iteragdes, demanda mais tempo de processamento.

Figura 5.20 Diferentes quantidades de iteragGes

Julia Set Mode

__pinch i " u

(a) 40 iteragdes (b) 1000 iteragbes

Fonte: Autoria propria.

Opcio Change Equation

Esta versdo do Fractoid disponibiliza uma listagem com fung¢des pré-definidas. Na
fig. 5.21, temos o conjunto de Mandelbrot para as fun¢des complexas f e g definidas por
flz)=2+cegz) =x5+c.

Opcio Change Colors

Nesta opgio o usuario escolhe um esquema de cores para o fractal ativo. O programa
disponibiliza uma boa variedade de estilos de cores. Nas telas da fig. 5.21, 0 esquema de cores
selecionado foi o Camp Fire.
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Figura 5.21 Conjunto de Mandelbrot com as fungdes f e g

Julia Set Mode : H Julia Set Mode

(a) Conjunto M para fungio f (b) Conjunto M para fungio g

Fonte: Autoria propria.

Opc¢io Change Algorithm

Ao mudar o algoritmo de cores, o programa altera a regra de coloragdo do fractal. As

colora¢des disponiveis apresentam um bom design estético, na (fig. 5.22) ha dois algoritmos
de cores.

Figura 5.22 Variagdes de algoritmo de cores

Julia Set Mode

Pinch to Zoom I

(b) Algoritmo Epsilon Cross...
Fonte: Autoria propria.

(a) Algoritmo Gaussian Integer

Opgao Mais

, . . . Figura 5.23 Itens da Opgio Mais
Se o wusuario desejar compartilhar, salvar ou —
tornar seu fractal como papel de parede do

smartphone/tablet, basta ir até a op¢io Mais e es-
colher uma das trés op¢des.

Share Fractal

Save Image

Set As Wallpaper

Fonte: Autoria propria.



6. CONSIDERACOES FINAIS

A presente dissertagdo prop0s a inclusdo da geometria fractal como forma de favorecer
o aprendizado dos conteudos de matematica da segunda fase do ensino basico. Para esta
inclusio, o trabalho apresenta conceitos, exemplos, atividades desenvolvidas e propostas,
descrevendo inclusive, tarefas que fazem uso de recursos computacionais.

A pratica pedagdgica desenvolvida consistiu numa abordagem prévia da geometria fractal,
durante a introdugio dos contetidos regulares, o professor mostra os conceitos dos fractais, e
em seguida, associa esse tema ao assunto estudado propondo a resolugio de atividades moti-
vadoras. Nesse contexto, as atividades desenvolvidas/propostas no trabalho sdo desafiantes e
assim observamos um maior envolvimento dos alunos, em comparagio com outras ativida-
des, sem o0 uso dos fractais, aplicadas em outros anos letivos.

Tomando como referéncia, a atividade do Super Triangulo de Sierpinski - STS, destaco
que houve uma disputa saudavel entre as turmas para ver quem montaria o STS primeiro e o
mais alinhado possivel, pois a medida que o STS cresce, ha uma tendéncia de desalinhamento
dos lados do triangulo. Um outro aspecto positivo € que todas as atividades executadas cha-
maram a atengdo de outras turmas, o que pode manifestar o interesse no estudo do assunto.

Ainda com respeito as atividades, usamos com sucesso a linguagem de programagio
LOGO para a construgio de fractais e figuras planas. Foi uma oportunidade impar, os alunos
nunca usaram o computador para a aprendizagem matematica e tornaram-se “engenheiros”
de suas proprias figuras. Nesse momento eles puderam ver com os préoprios olhos os concei-
tos estudados tomando forma, concluindo que a matematica descreve as formas geométricas
de forma muito precisa e que os assuntos nio sio caprichos matematicos criados apenas para
“complicar a vida dos alunos”. O trabalho também descreve os recursos de outros programas
que sio uteis para visualizar o Conjunto de Mandelbrot, permitindo diversas ampliagdes e
servindo como um atrativo visual para introduzir a nogio de infinito nos fractais.

Em particular, destaco a iniciativa de um aluno relativamente desatento, que ansiosa-
mente queria saber onde poderia baixar o FMSLogo para resolver os exercicios de casa. Con-
fesso que fiquei feliz com essa inciativa, pois a solugdo das questdes so é possivel se o aluno
estudar geometria, ou seja, antes de usar a ferramenta, o aluno precisa conhecer bem a estru-
tura geométrica das figuras para, posteriormente, escrever os comandos LOGO necessarios a
sua construgdo. No geral, ficou evidente a satisfagdo dos alunos a medida em que eles conse-
guiam construir as imagens das tarefas propostas, uma experiéncia proveitosa que serviu para
solidificar os conceitos geométricos.

Sugerimos, como tema de trabalhos futuros, a investigagio de outros fractais que nio
foram objeto de estudo deste trabalho como: a curva de Césaro, a curva do dragio, o fractal
tetra circulo, a arvore pitagorica, a Espiral de Harriss, as curvas de Gosper, a piramide de
Sierpinski e outras curvas de Peano-Hilbert, bem como as aplicagdes da linguagem LOGO
na sala de aula quanto ao ensino de geometria plana.

Concluimos que o trabalho trouxe beneficios; que houve uma pequena melhoria na
aprendizagem e no interesse dos alunos; que o trabalho pode acrescentar ao professor mais
uma forma de abordar os contetidos relacionados aos fractais e esperamos que este material
manifeste o desejo no estudo e na pesquisa da geometria dos fractais.
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TuroriaL FMSLocGo

A seguir, temos um tutorial do ambiente FMSLogo que, por sua vez, interpreta a lingua-
gem de programagio LOGO. Este documento contém os comandos minimos para serem
aplicados no ensino de programagio, geometria plana e construgio de fractais. O FMS-
Logo pode servir como um primeiro contato do aluno com as tecnologias que auxiliam o
ensino/aprendizagem de geometria plana.

Breve historico

A linguagem de programagio LOGO foi criada por Wallace Feurzeig, Daniel Bobrow
e Seymour Papert em meados dos anos 60 no Massachussets Institute of Tecnologie - MIT
com sede em Cambridge, Estados Unidos. Papert, um matematico que colaborara com Pi-
aget, tornou-se o principal motivador da utilizagdo do LOGO como forma de auxiliar a
aprendizagem de programagdo e geometria para criangas.

A tradugio da linguagem para o portugués foi realizada em 1982, pela Unicamp! (Uni-
versidade de Campinas), na ferramenta SuperLOGO, desde entio a linguagem ¢é utilizada
com sucesso no ensino de programagio e geometria, para criangas e adolescentes. A palavra
LOGO vem do grego que significa: pensamento, raciocinio, calculo, razio, linguagem.

A linguagem LOGO tem comandos bastante simples e a construgio de um objeto geo-
métrico, segue uma sequéncia de passos tal como a escrita de um algoritmo em lingua portu-
guesa. Afim de caracterizar a linguagem de uma forma ludica, a maioria dos ambientes que
interpretam a LOGO utilizam uma tartaruga como cursor. Algumas literaturas denominam
a geometria descrita pelo LOGO como sendo a geometria da tartaruga.

Instalagio do FMSLogo

O FMSLogo ¢ um software hospedado pelo SourceForge.net?, uma comunidade de
software livre que contribui para a divulgagdo de projetos com codigo em aberto. Conforme
mencionamos no inicio do capitulo, o FMSLogo é um interpretador da linguagem LOGO
e esta disponivel para download em seu site’. O instalador ¢ pequeno, tem apenas 7.3MB,
e pode ser instalado em diversos idiomas. A instalag¢do e utilizagdo do programa é simples;
basta conhecer algumas a¢des do sistema operacional Microsoft Windows como o uso de
menus, botdes, icones, atalhos, cliques, duplo clique no mouse, etc.

Instalando...

Apos baixar o FMSLogo, execute o instalador (wxfmslogo-6.35.0.exe) com dois cli-
ques. Na janela que aparece escolha o idioma portugués e clique em OK, fig. A.1(a). Na
proxima tela clique no botdo seguinte, e depois clique em instalar. Ao final, clique no botdo

'Mais precisamente, no Nicleo de Informatica aplicada a Educagdo - NIED.
2Veja mais sobre o SourceForge em: https://sourceforge.net/
3Pagina web do FMSLogo no sourceforge: http://fmslogo.sourceforge.net/
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fechar. Para executar o FMSLogo, dé um duplo clique no atalho correspondente na area de

trabalho, fig. A.1(b).

Figura A.1 Instalagio e atalho do FMSLogo

-
Installer Language - @

Flease select the language to install

[

FM SLogo

(2) Idioma na instalagdo do FMSLogo (b) atalho

O primeiro contato

A tela do FMSLogo é bem resumida, além do cursor, ela divide-se em (fig. A.2):

1. Barra de Menu: Contém os menus Arquivo, Bitmap, Configurar, Zoom e Ajuda;
2. Area de desenho (ou tela grafica): E a regifo onde o cursor faz os desenhos;

3. Lista de comandos: Mostra os Gltimos comandos digitados. Clicando em uma das
linhas, o FMSLogo preenche automaticamente o comando na linha de comandos;

4. Linha de comandos: Nessa linha digitamos os comandos para execugio:

5. Botdes de comandos: Contém alguns botdes que executam agdes:

® PareTudo: interrompe a execugdo de um procedimento (ou rotina).

® Ruastreie: Mostra a execugio, linha a linha, de uma rotina na lista de comandos;
® Pause: Faz uma pausa na execugdo de um procedimento;

® FEstado: mostra algumas informagdes sobre o cursor grafico.

® Siga: Mostra a execugdo de uma rotina, linha por linha em uma janela;

® Tat: Limpa a area de desenho.

e [Execute: Executa o(s) comando(s) escrito(s) na linha de comandos;

® EdTudo: Mostra a tela de edigdo com todos os procedimentos salvos;

Para comegar, digite PF 100 na linha de comandos, tecle Enter, e veja o resultado. Em
seguida limpe a tela clicando no botio Tat e escreva: PF 100 PD 90 PF 100 PD 135 PF
141. No comando PF 100 o FMSLogo desenha um segmento de reta de tamanho 100. No
comando seguinte, o cursor desenha um tridngulo retangulo isésceles, de sorte que PD 90 e
PD 135 fazem o cursor girar 90 e 135 graus no sentido horario. O LOGO nio faz distin¢io
quanto a escrita dos comandos em letras maitsculas, minusculas ou ambas as formas.
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Figura A.2 Partes da tela do FMSLogo

Area de desenho
/ cursor

Botdes de comando
lista de comandos
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|@——Linha de comandos

Fonte: Autoria propria.
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< > < >
PF 100 PareTudo Rastreie PF 100 PD 90 PF 100 PD *| pareTudo Rastreie
135 PF 141
Pause Estado Pause Estado
Siga Tat W Siga Tat
Execute EdTudo Execute EdTudo
(a) Resultado do Comando 1 (b) Resultado do Comando 2

Comandos basicos

O cursor grafico do FMSLogo é uma seta na forma de um triangulo retangulo isosceles
posicionado bem no centro da tela grafica. Em certos momentos, podemos fazer referéncia a
linguagem LOGO e ao FMSLogo de uma mesma forma, por exemplo: "cores no LOGO ou
cores no FMSLogo", diz respeito aos tratamento de cores. Para fazer desenhos, basta fazer
o cursor se movimentar na tela. Os comandos basicos, e mais usados, que movimentam o
cursor sao:

e PARAFRENTE X (PF X): Movimenta o cursor para frente deixando um segmento
de reta de tamanho X na tela;

e PARATRAS X (PT X): Movimenta o cursor para tras deixando um segmento de reta
de tamanho X na tela;

e PARADIREITA X (PD X): Faz o cursor girar X graus no sentido horario;
¢ PARAESQUERDA X (PE X): Gira o cursor em X graus no sentido antihorario;
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A maioria comandos LOGO possuem uma forma abreviada (Mneménico*) os quais fa-
cilitam a digitagdo. Os comandos PF, PT alteram a posi¢do do cursor e sio os mnemonicos
de PARAFRENTE E PARATRAS. Os comandos PD e PE mudam a dire¢io (angulo) do
cursor, sdo as abreviaturas de PARADIREITA e PARAESQUERDA.

Note que os comandos PF, PT, PD, PE precedem um nimero, tal nimero representa o
parametro do comando (exemplo: PF 100, PE 60). Existem comandos que nio necessitam
de parametros, o comando TARTARUGA (TAT) é um exemplo. Por outro lado, a LOGO
tem comandos que usam mais de um parametro. Os parametros em LOGO podem ser
letras, nimeros ou listas. As letras vem precedidas por aspas ("), e as listas s3o escritas entre
colchetes ([ ]). Os nimeros decimais utilizam ponto como separador decimal. Durante este
tutorial veremos como utilizar cada tipo de parametro.

Se um comando for executado com uma quantidade ou tipo de parametro diferente do
esperado, a LOGO mostra uma mensagem de erro. Vajamos outros comandos:

e USENADA (UN): Ao mover o cursor, ele ndo deixara rastros na tela.
e USEBORRACHA (UB): Faz o cursor apagar os tragos por onde passar.

e USELAPIS (UL): retorna o estado padrio do cursor, deixando tragos ao se mover.

¢ TAT: limpa a tela, posicionando o cursor no centro.

Vejamos uma lista simples de comandos que fazem o cursor se movimentar para desenhar
um quadrado. Digite, da esquerda para direita, a seguinte sequéncia na linha de comandos:

PF 80 PE 90 PF 80 PE 90
PF 80 PE 90 PF 80 PE 90

Ao final, clique no botio executar ou tecle enter. Pode-se digitar todos os comandos,
separados por espago, em uma unica linha.

Comentarios em LOGO

Algumas vezes precisamos incluir uma breve descri¢do das finalidades de um comando,
ou grupo de comandos. Para inserir um comentario em uma linha qualquer, basta colocar
um ponto e virgula antes do comentario. Linhas comentadas nio sio executadas. Exemplo:

PD 30 PF 150 PD 120 ;Comentadrio: comandos que desenham um tridngulo
PF 150 PD 120 PF 150

Os comandos ROTULE, ESCREVA e MOSTRE

Os comandos ROTULE e ESCREVA escrevem mensagens na tela, a diferencga entre
eles é o local da escrita. O ROTULE escreve na area de desenho e 0 ESCREVA na janela de

*Segundo a ajuda do FMSLogo, alguns mnemomicos sio originais do SuperLogo e podem nio funcionar
no FMSLogo. Um exemplo deles é o comando MOSTRE. No SuperLogo podemos digitar apenas MO, ja o
FMSLogo reconhece apenas MOSTRE.
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comandos do FMSLogo. Abaixo um exemplo de chamada de cada comando.

ROTULE [Exemplo com o rotule]
ESCREVA [Exemplo com O escreva]
ESC [Exemplo com o mnemdénico de escreva]

O comando MOSTRE? exibe o contetdo de parimetros internos do FMSLogo. O
resultado do MOSTRE ¢ apresentado na janela de comandos. Logo abaixo, temos exemplos

de chamadas do comando MOSTRE:

¢ MOSTRE CORDOFUNDO: mostra a cor do fundo da janela grafica;
e MOSTRE CORDOLAPIS: mostra a cor do lapis (cor do traco);

* MOSTRE POS: mostra a posi¢io da tartaruga;

¢ MOSTRE ESPL: mostra a espessura atual do trago;

Usando cores no FMSlogo

No LOGO Vocé pode alterar a cor do trago e do fundo, por exemplo. Nestes coman-
dos serd necessario um nimero (ou uma lista) passado como parametro representando a nova
cor. Abaixo, exemplos de utilizagio do comando:

1. MUDECF 5
2. MUDECF [125 0 255]

No exemplo 1, o parametro é um codigo que representa uma cor, nesse formato so
podemos informar 16 cores (veja fig. A.3). No segundo exemplo, pode-se definir inimeras
cores, pois cada valor entre os colchetes pode variar de 0 a 255. Esta defini¢do com trés
numeros é uma padronizagio de cores chamada RGB (Reg, Green, Blue), que consiste na
geragdo de cores a partir da combinagdo dos niveis de tonalidades de vermelho, verde e azul.
Vejamos alguns comandos para alteragdo de cores:

e MUDECEF: muda cor do fundo da area de desenho.
* MUDECL.: altera a cor do lapis (cor do trago).
* MUDECP: muda cor do preenchimento (preenchimento do comando PINTE).

® PINTE: preenche uma area fechada onde o cursor esta posicionado.

O Comando REPITA

O comando REPITA ¢é usado para fazer repeti¢cdes de um tnico, ou um grupo de
comandos. O repita necessita de dois parametros: o numero X de repeti¢des e o bloco de

>0 comando MOSTRE também exibe o resultado de outros comandos, veja exemplos em A
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Figura A.3 Tabela das 16 cores basicas do FMSLogo

Cédigo |Nome Codigo[RGB] Cor
0 Preto [000]
1 Azul [00255]
2 Verde [02550]
3 Ciano [0 255 255]
4 Vermelho [25500]
5 Magenta [255 0 255]
6 Amarelo [255 255 0]
7 Branco [255 255 255]
8 Marrom [155 96 59]
9 Marrom-claro [197 136 18]
10 |Verde-médio [100 162 64]
11 |Verde-azul [120 187 187]
12 |Salméo [255 149 119]
13 |Roxo [144 113 208]
14 Laranja [255 163 0]
15 Cinza [183 183 183]

Fonte: Autoria propria

comandos a ser repetido entre colchetes. A escrita do comando é a seguinte: REPITA X
[COMANDOS].

O bloco de comandos: PF 100 PD 120 PF 100 PD 120 PF 100 PD 120, pode ser
substituido por, REPITA 3 [PF 100 PD 120], ambos os comandos desenham um trian-
gulo equilatero de lado 100.

No interior do bloco de comandos do REPITA, podemos utilizar a palavra reservada
CONTEVEZES. Ela representa a quantidade atual de ciclos de execugio dos comandos, isto
¢, na primeira execugio do repita, CONTEVEZES = 1, na segunda execu¢gio CONTEVE-
ZES = 2, e assim sucessivamente. Vejamos o resultado do REPITA abaixo (fig. A.4):

REPITA 26 [PF CONTEVEZESx6 PD 120]

Figura A.4 REPITA com CONTEVEZES

%4 FMSLogo - O x
Arquive  Bitmap Configurar Zoom  Ajuda
A
v
< 3
REPITA 26 [PF CONTEVEZES*6 PD 120] PareTudo Rastreie
Pause Estado
Siga Tat
Execute EdTudo

Fonte: Autoria prépria.
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Valores aleatorios

Os comandos SORTEIE e ESCOLHA permitem que a linguagem LOGO gere nt-

meros aleatorios. Adiante veremos exemplos com a execugdo destes comandos.

e SORTEIE X: Retorna um niimero natural aleatério entre O (zero) e X-1.

e ESCOLHA: Retorna aleatoriamente um item de uma lista ou a letra de uma palavra.

Exemplos:
1. ESC SORTEIE 50 ;escreve um nUmero entre 0 e 49
2. REPITA 500 [PF 10 PD SORTEIE 360] ;o0 cursor move—-se aleatoriamente
3. MOSTRE ESCOLHA [2 5 7 9] ;escolhe um dos ntumeros 2, 5, 7 ou 9
4. MOSTRE ESCOLHA "MACEIO ;mostra uma das letras M, A, C, E, I ou O
5. REPITA 3 [ESC ESCOLHA [A B C D E]]

Figura A.5 Resultados dos exemplos 2 e 5

] FMSLogo — m| * 4 FMSLogo - O X
Arquivo  Bitmap  Configurar  Zoom  Ajuda Arquivo Bitmap Configurar Zoom Ajuda

= ~

v

A4
< > 73 )
REPITA 500 [ PF 10 PD | PareTudo Rastreie REPITA 3 [ESC ESCOLHA [A B C D El] * || pareTudo || Rastreie
SORTEIE 360] Pause Estado : Pause Estado
w Siga Tat D v Siga Tat
” Execute EdTudo | Execute EdTudo
. ;.

(a) Movimento ateatério do cursor (Ex. 2) (b) Escolha entre A, B, C, D e E (ex. 5)

Fonte: Autoria propria.

Criando novos comandos

Assim como outras linguagens de programagio, o LOGO permite que o usuario crie
procedimentos (rotinas) que encapsulam um grupo de comandos. A nova rotina, pode ser
considerada um novo comando que pode ser salvo em um arquivo. Se uma rotina apenas
executa agdes, ela ¢ chamada de procedimento. Quando uma rotina retorna um valor, ela se
chama fungio. As fungdes usam a palavra reservada DEVOLVA.

O comando APRENDA

A defini¢do de novos comandos/rotinas pode ser feita através do comando APRENDA.
Para exemplificar, o usuario pode encapsular o bloco de comandos necessarios para se cons-
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truir um quadrado em um procedimento chamado QUADRADO. Inicialmente, se o usua-

rio digitar QUADRADO na linha de comandos, o FMSLOGO mostra a seguinte mensagem:

“ndo sei como fazer QUADRADO?, isto significa que esta rotina ainda no foi definida.
Para criar uma novo procedimento, clique no botdo EdTudo | & | (abreviatura de

Edite Tudo). Na janela que surge, digite o comando da fig. A.6(a). Reiterando que os
comandos podem ser escritos em letras maitsculas, mintsculas ou ambas.

Figura A.6 Definindo e executando o comando QUADRADO

t}_ﬂ Editor — O Y %4 FMSLogo — [m] X

. . . . Arquive  Bitmap Configurar Zoom  Ajuda
Arquive Editar Buscar Configurar  Testar Ajuda =4 ===F =9 — 2

PPRENDA QUADERADO
REPITA 4 [PF 100 PD 90]
FIM
AN
L4 > Y
QUADRADC 100 " PareTudo Rastreie
Pause Estado
” Siga Tat
< » || Execute EdTudo
(a) Janela de edigdo de comandos (b) Executando a nova rotina QUAD

Fonte: Autoria prépria.

Ao final, va até o menu Arguivo desta janela, e clique em Guardar e Sair. Agora, na linha
de comandos, teste a rotina digitando QUADRADO, tecle enter e veja o resultado. Todavia,
vale destacar que este novo comando QUADRADO é muito estatico. Ele nio ¢é capaz de
desenhar quadrados de lado 50, 200, por exemplo. Esse comando seria mais util se, ao digitar
QUADRADO X, o LOGO desenhasse um quadrado de lado X passado como parametro,
do mesmo modo que PD X faz o cursor girar X graus. Para melhorar o comando QUA-
DRADO, de forma a torna-lo mais dinamico, clique no botdo EdTudo e redefina a rotina da
seguinte forma:

APRENDA QUADRADO :LADO
REPITA 4 [PF :LADO PD 90]
FIM

A rotina QUADRADO, agora tem um parametro chamado :LADO. Isso permite que o
usuario digite o comando QUADRADO junto com um valor, e este serd a medida do lado
do quadrado. Salve as altera¢des indo até menu arquivo e clique em Guardar e Sair. Em
seguida execute o comandol: QUADRADO 40 QUADRADO 80 QUADRADO 120, na
linha de comandos. Depois limpe a tela com TAT e veja o efeito do comando2: REPITA
80 [QUADRADO CONTEVEZES PD 5]. No primeiro exemplo, 0 LOGO desenha trés
quadrados de lados 40, 80 e 120. No segundo exemplo serio feitos 80 quadrados, de tamanhos
variados, com giros de 5 graus a cada ciclo do repita.
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Figura A.7 Janela com resultado dos comandos

4] FMSLogo - O e % FMSLogo - O *

Arquive Bitmap Configurar Zoom  Ajuda Arquive Bitmap Cenfigurar  Zoem  Ajuda

yd
v w

< > L4 >
QUADRADO 40 QUADRADO 80 " PareTudo Rastreie REPITA 80 [QUADRADO ~ PareTudo Rastreie
QUADRADO 120 Pause Estado CONTEVEZES PD 5] Pause Estado

v Siga Tat v Siga Tat

Execute EdTudo || Execute EdTudo

(a) Resultado do comando 1 (b) Resultado do comando 2
Fonte: Autoria prépria.
o7 .
Variaveis no LOGO

As variaveis, como o nome ja sugere, sio componentes de uma linguagem de progra-
magdo cujo valor pode ser alterado (variar) durante a execugdo de uma rotina ou programa.
Para definir uma variavel no logo basta incluir a palavra chave LOCAL e colocar uma as-
pas (”) antes do nome da variavel. Para atribuir um valor & uma variavel utilize o comando
ATRIBUA precedendo a variavel também com uma aspas e valor a ser atribuido em seguida.
Por exemplo, o comando ATRIBUA "X 10 atribui o valor 10 a variavel X. Abaixo temos a
rotina POLIGONO que define a variavel ANGULO e atribui-lhe um valor.

APRENDA POLIGONO :N ;:N - ntmero de lados
LOCAL "ANGULO
ATRIBUA "ANGULO 360/:N ;atribuindo o valor 360/:N na varidvel ANGULO
REPITA :N [PF 50 PD :ANGULO]

FIM

Figura A.8 Rotina POLIGONO desenhando um heptagono
%4 FM5Logo - O b4

Arquive Bitmap Configurar Zoom  Ajuda

v

< >
POLIGONO 7 “| PareTudo Rastreie
Pause Estado
o Siga Tat
|| Execute EdTudo

Fonte: Autoria prépria.
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Uma outra solugio para a rotina POLIGONO, com dois parametros, é a seguinte:

APRENDA POLIGONO :LADO :N ; :LADO — tamanho do lado, :N - numero de lados
REPITA :N [PF :LADO PD 360/:N]
FIM

Para utilizar o valor atual de uma variavel ou parametro, deve-se colocar dois pontos an-
tes. O comando abaixo desenha um retangulo cuja base mede o dobro da altura.

APRENDA RETANGULO :ALTURA
REPITA 2 [PF :ALTURA PD 90 PF 2x:ALTURA PD 90]
FIM

Comando SE

Em uma dada rotina, pode ser necessario que um bloco de comandos seja executado
somente se uma condi¢io for satisfeita. A estrutura condicional do LOGO ¢ feita através do
comando SE. A forma de escrita do comando é: SE <TESTE > [COMANDOS]. O bloco
de [COMANDOS] sera executado somente se < TESTE > for verdadeiro, caso contrario, o
LOGO executara os proximos comandos apos o SE. O procedimento abaixo testa se um ano
¢ bissexto.

APRENDA BISSEXTO :ANO
LOCAL "R
ATRIBUA "R RESTO :ANO 4 ;RESTO DA DIVISAO DE :ANO POR 4
SE :R = 0 [ESC [0 ANO E BISSEXTO] PARE]
ESC [0 ANO NAO E BISSEXTO]
FIM

A instrugio PARE interrompe a execu¢do do programa. Na rotina BISSEXTO, quando
a condigio for verdadeira ser4 escrita a mensagem “O ANO E BISSEXTO” e a rotina para.
Caso contrario sera escrito “O ANO NAO E BISSEXTO”. A seguir temos um exemplo de

uma fungio, isto é, uma rotina que retorna um valor.

APRENDA MAXIMO :A :B

DEVOLVA (SE :A > :B [:A][:B])
FIM
EXEMPLO: ESCREVA MAXIMO 10 20

Rotinas recursivas no LOGO

Os procedimentos recursivos sio aqueles que executam a si mesmos, dentro dos seus
comandos internos. Iremos ilustrar a recursividade no LOGO elaborando duas rotinas: uma
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que calcula o fatorial de um nimero n e outra que desenha um tridangulo com copias seme-
lhantes no seu centro.

APRENDA FATORIAL :N
SE :N = 0 [DEVOLVA 1 PARE]
DEVOLVA :N x FATORIAL :N - 1
FIM

Note que o procedimento fatorial chama a si mesmo na terceira linha de comandos,
tendo como condi¢do de parada o fatorial de zero. Digite os comandos desse procedimento
clicando no botio EdTudo, salve-o e depois execute-o digitando ESCREVA FATORIAL 6.
O FMSLogo mostrara o resultado 720, fig. A.9.

Figura A.9 Executando a rotina fatorial
%4 FMSLego - O X

Arquive Bitmap Configurar Zoom  Ajuda

N

W

< >
ESCREVA FATORIAL 6 FareTudo Rastreie
.@ Pause Estado

Siga Tat
|| Execute EdTudo

Fonte: Autoria propria.

Abaixo temos o procedimento recursivo TRI RECURSIVO, ele sera usado para dese-
nhar uma sequéncia de triangulos. Além da auto execugio, ele chama a rotina TRIAN-
GULO. Isto significa que, novos procedimentos podem executar outras rotinas pré-definidas.

APRENDA TRIANGULO :LADO
REPITA 3 [PF :LADO PE 120]
FIM
APRENDA TRI_RECURSIVO :LADO :NIVEL
TRIANGULO :LADO
PF :LADO/2 PE 60
SE :NIVEL > 1 [TRI_RECURSIVO :LADO/2 :NIVEL-1]
FIM
EXEMPLO: PD 90 TRI_RECURSIVO 180 4
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Figura A.10 Chamando a rotina TRI_ RECURSIVO

%4 FMSLogo - [} X

Arquive  Bitmap Configurar Zoom  Ajuda

< >

PD 90 TRI_RECURSIVO 180 4 (A PareTudo Rastreie
Pause Estado
v Siga Tat

Execute EdTudo

Fonte: Autoria propria.

Algumas consideragoes

A linguagem LOGO possui inumeros comandos, inclusive para o manuseio de arqui-
vos. Se necessario consulte o menu Ajuda do FMSLogo. Além do indice, ha uma ferramenta
de busca por nome ou parte do nome de um comando. Para cada comando existem exemplos
tlustrando as suas funcionalidades. Vale destacar que existem programas que interpretam a
linguagem LOGO em outros sistemas operacionais. A ferramenta KTurtle, funciona no Li-
nux. Consulte exemplos mais avangados em LOGO no site®.

®Workshop Logo: http://fmslogo.sourceforge.net/workshop/


http://fmslogo.sourceforge.net/workshop/

ComMmAaNDOS LOGO DAS IMAGENS E DAS ATIVIDADES

Esta se¢do contém os comandos-solugdes dos problemas propostos em LOGO bem como
o codigo fonte de algumas imagens fractais presentes neste trabalho. Abaixo de cada solugio,
e nas proprias figuras, hd um exemplo execu¢io do comando no FMSLogo.

Arvore (fig. 2.13)
APRENDA ARVORESIMPLES :TAM :NIVEL Figura B.1 Resultado ARVORESIMPLES
2 FMSLego - O X

SE :NIVEL = 0 [PF :TAM PT :TAM PARE] frquivo_Himap _ConfigurarZoom _Ajus
PF :TAM PE 30 :
ARVORESIMPLES :TAM/1.5 :NIVEL-1 PD 30
PD 30
ARVORESIMPLES :TAM/1.5 :NIVEL-1 PE 30
PT :TAM

FIM = z

arvoresimples B0 8 PareTudo Rastreie

v

Pause Estado
Siga Tat
Execute EdTudo

Exemplo: ARVORESIMPLES 80 8 |

Fonte: Autoria propria.

Conjunto de Cantor (fig. 3.23)

Figura B.2 Resultado CANTOR
APRENDA CANTOR :TAM :NIVEL

4 FMSLogo - m} X
SE :NIVEL = 0 [PF :tam PARE] UL Arquive Bitmap Configurar Zoom Ajuda
CANTOR :TAM/3 :NIVEL-1 UN
PF :TAM/3 UL -- -- -- -
CANTOR :TAM/3 :NIVEL-1 v
FIM ‘ ’
ED =0 ~ PareTudo Rastreie
CANTOR 300 3
Pause Estado
Exemplo: PD 90 CANTOR 300 3 v | sk Z
Execute EdTudo

Fonte: Autoria propria.

Variagio do Conjunto de Cantor (fig. 4.19)

Figura B.3 Rotina CANTOR2 (Nivel 2)
APRENDA CANTOR2 :TAM :NIVEL

%4 FMSLego — [} %
SE :NIVEL = 0 [PF :TAM PARE] Arquiva Bitmap Configurar Zoom Ajuda
REPITA 2 [UL CANTOR2 :TAM/5 :NIVEL-1 °
UN PF :TAM/5] - — = - - = 4>
UL CANTOR2 :TAM/5 :NIVEL-1
FIM c >
PD 90 CANTORZ 399 2 PareTudo Rastreie
Pause Estado
Exemplo: PD 90 CANTOR2 399 2 e Ta
Execute EdTudo

Fonte: Autoria propria.
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Curva de Peano (fig. 3.15)

APRENDA PEANO

SE :NIVEL = 0

PEANO
PEANO
PEANO
PEANO
PEANO
PEANO
PEANO
FIM
EXEMPLO:

Variagio da Curva de Peano (fig. 4.17)

:TAM/3 :NIVEL-1 PE 90
:TAM/3 :NIVEL-1 PD 90
:TAM/3 :NIVEL-1 PD 90
(2+x:TAM/3) :NIVEL-1 PD 90
:TAM/3 :NIVEL-1 PD 90
:TAM/3 :NIVEL-1 PD 90

(2% :TAM/3) :NIVEL-1

PD 90 PEANO 150 1 PEANO 150 3

APRENDA PEANO2
SE :NIVEL = 0

PEANO2
PEANO2
PEANO2
PEANO2
PEANO2
PEANO2
PEANO2
FIM

: TAM/ 3
: TAM/ 3
:TAM/3
:TAM/3
: TAM/ 3
:TAM/3
:TAM/3

:TAM :NIVEL

[PF :TAM PARE]

:TAM :NIVEL
PARE ]

[PF :TAM

:NIVEL-1
:NIVEL-1
:NIVEL-1
:NIVEL-1
:NIVEL-1
:NIVEL-1
:NIVEL-1

PE
PD
PD
PD
PD

60
120
60
120
120

Exemplo: PD 90 PEANO2 300 3

Curva de Koch (fig. 3.7)

KOCH :TAM :NIVEL

APRENDA
SE :NIVEL =
KOCH :TAM/3
KOCH :TAM/3
KOCH :TAM/3
KOCH :TAM/3

FIM

Exemplo: PD 90

0 [PF :TAM PARE]

:NIVEL-1 PE 60

:NIVEL-1 PD 120

:NIVEL-1 PE 60

:NIVEL-1

KOCH 400 3

Figura B.4 Rotina PEANO (Nivel 4)

4 FMSLogo - O X

Arquive Bitmap Configurar Zeom  Ajuda

< >

PD 90 PEARNO 150 1 PEANO 150 3 PareTudo Rastreie
Pause Estado
Siga Tat

I Execute EdTudo

Fonte: Autoria propria.

Figura B.5 Rotina PEANO2 (Nivel 3)

% FMSLogo - m] b4

Arquivo Bitmap Configurar Zoom  Ajuda

2iS
P

v
1€ >

PD 90 PERNOZ 300 3 PareTudo Rastreie
Pause Estado
Siga Tat

H Execute EdTudo

Fonte: Autoria propria.

Figura B.6 Rotina KOCH (Nivel 4)

%4 FMSLogo - [m] x

Arquive  Bitmap  Configurar  Zoom  Ajuda

-

v
< >

PD 90 KOCH 400 3 PareTudo Rastreie
Pause Estado
Siga Tat

” Execute EdTudo

Fonte: Autoria propria.
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Floco de neve de Koch
A rotina ILHAKOCH, usa a rotina KOCH para desenhar a Ilha de Koch (fig. 3.10).

Figura B.7 Execugio ILHAKOCH

%4 FMSLogo - m| X
Arquive  Bitmap Configurar  Zoom  Ajuda

APRENDA ILHAKOCH :TAM :NIVEL
REPITA 3 [KOCH :TAM :NIVEL PD 120]
FIM

Exemplo: ILHAKOCH 200 2 ILHAKOCH 200 3 . Slaliialial i

TAT ILHAKOCH 200 2 ILHAKOCH 200 3 ~ | PareTudo Rastreie
Pause Estado
v Siga Tat

I Execute EdTudo

Fonte: Autoria propria.

Curva de Koch Quadrica (fig. 4.18)

APRENDA KOCH2 :TAM :NIVEL Figura B.8 Rotina KOCH2 (Nivel 3)
SE :NIVEL = 0 [PF :TAM PARE] ] FMsloge - o x
KOCH2 :TAM/3 .NIVEL-1 PE 90 Arquivo  Bitmap Cenfigurar  Zoom Ajuda .

KOCH2 :TAM/3 :NIVEL-1 PD 90
KOCH2 :TAM/3 :NIVEL-1 PD 90
KOCH2 :TAM/3 :NIVEL-1 PE 90

KOCH2 :TAM/3 :NIVEL-1 . -
FIM PD 90 KOCHZ 300 3 PareTudo Rastreie
Pause Estado
Siga Tat
EXemplo: PD 90 KOCH2 300 3 H Execute EdTudo

Fonte: Autoria propria.

Triangulo de Sierpinski - Solugio 1

Figura B.9 Rotina TSIERPINSKI

=4 FMSLogo — m] X
APRENDA TSIERPINSKI :X Srawve e Confours Zeom Aivi
SE :X < 3 [PARE]
REPITA 3 [TSIERPINSKI :X/2 PF :X PD 120]

FIM

v

< >

Exemplo: PD 30 TSIERPINSKI 150 P0 30 TSrERPINSKI 150 e
Pause Estado
Siga Tat
Execute EdTudo

Fonte: Autoria propria.
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Triangulo de Sierpinski - Solucio 2 (fig. 3.21)

Abaixo os comandos LOGO para o triangulo de Sierpinski com a outra regra de for-
magio. A solugdo requer a definigdo das rotinas, SIERPINSKI1 e STERPINSKI2.

APRENDA STERPINSKI1 :LADO :NIVEL
SE :NIVEL = 0 [PF :LADO PARE]

Figura B.10 Rotinas SITERPINSKI
SIERPINSKI2 :LADO/2 :NIVEL - 1 PD 60

94 FMSLoge - b x
SIERPINSKI1 :LADO/2 :NIVEL - 1 PD 60 Arquivo  Bitmap Configurar  Zoom  Ajuda
SIERPINSKI2 :LADO/2 :NIVEL - 1 "
FIM

APRENDA SIERPINSKIZ2 :LADO :NIVEL
SE :NIVEL = 0 [PF :LADO PARE]

SIERPINSKI1 :LADO/2 :NIVEL - 1 PE 60 . .

SIERPINSKI2 :LADO/2 :NIVEL - 1 PE 60 PD 90 sierpinskil 150 4 PE PareTudo Rastreie

SIERPINSKI1 :LADO/2 :NIVEL - 1 %0 et 90 2 P:i“g";e Efaf°
FIM [ [ Eeate | EdTudo
Exemplo: PD 90 SIERPINSKI1 150 4 PE 60

Fonte: Autoria propria.
SIERPINSKI1 150 9

Ilha de Minkowski

A seguir uma solugdo LOGO para a ilha de Minkowski fig. 4.26. A rotina MINK ¢é a
solugdo referente a fig. 4.25. A rotina MINKOWSKY necessita da rotina MINK.

APRENDA MINK :TAM :NIVEL

SE :NIVEL = 0 [PF :TAM PARE] Figura B.11 Rotina MINKOWSKI
MINK :TAM/4 :NIVEL-1 PE 90 1 fh5Logo _ o x
REPITA 2 [MINK :TAM/4 :NIVEL-1 PD 90] Arquivo Gitmap _ConfiguarZoom Ajuds

MINK :TAM/4 :NIVEL-1

REPITA 2 [MINK :TAM/4 :NIVEL-1 PE 90]
MINK :TAM/4 :NIVEL-1 PD 90

MINK :TAM/4 :NIVEL-1

!

FIM
APRENDA MINKOWSKI :TAM :NIVEL < ’v
REPITA 4 [MINK :TAM :NIVEL PD 90] MINKOWSKL 120 2 P:M =
FIM Siga Tat
” Execute EdTudo
Exemplo: MINKOWSKI 120 2 Fonte: Autoria prépria.
Quadrado pintado

Abaixo, os comandos LOGO que constroem o quadrado pintado da figura 5.2.2. A
rotina QUAD desenha um quadrado de lado :LADO, a rotina PINTAR serve para pintar o
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interior de um quadrado, e a rotina QUADRADO3 desenha o quadrado pintado.

APRENDA PINTAR

PE 45 UN PT 2 PINTE PF 2 PD 45 UL
FIM
APRENDA QUAD :LADO
REPITA 4 [PF :LADO PE 90]
FIM
APRENDA QUADRADO3 :LADO :N
SE :N = 0 [PARE]
REPITA :N [REPITA 3 [QUAD :LADO PE 90]
PINTAR PF :LADO/2 PE 90
PF :LADO/2 ATRIBUA "LADO :LADO/2]
FIM

EXEMPLO: TAT QUADRADO3 60 8

Espiral de Teodoro (fig. 5.2.2)

APRENDA TEODORO :L :NIVEL

LOCAL "HIP

ATRIBUA "HIP :L

REPITA :NIVEL [PF :L

PE (180 - ARCTAN :HIP/:L)
PF RAIZQ :Lx:L + :HIPx:HIP
PE (180 - ARCTAN :L/:HIP)
PF :HIP PE 90 PF :L

PE (90 - ARCTAN :HIP/:L)

ATRIBUA "HIP RAIZQ
FIM

:L*x:L + :HIPx:HIP]

Exemplo: TEODORO 30 17

Curva de Koch Circular (fig. 5.2.2)

APRENDA KOCHCIRCULAR :TAM :NIVEL

SE :NIVEL = 0 [[PF :TAM/3 PE 90 REPITA 180
[PF (PIx:TAM/3)/360 PD 1] PE 90 PF :TAM/3
PARE] ]

KOCHCIRCULAR :TAM/3 :NIVEL-1 PE 90

REPITA 180 [PF (PI*:TAM/3)/360 PD 1] PE 90
PE 90

KOCHCIRCULAR :TAM/3 :NIVEL-1 PE 90
FIM

Exemplo: KOCHCIRCULAR 330 2

Figura B.12 Rotina QUADRADO3

] FMSLoge — O X
Arquive Bitmap Configurar Zoom Ajuda
S
v
< >
QUADRADO3 60 8 PareTudo Rastreie
Pause Estado
Siga Tat
Execute EdTudo

Fonte: Autoria prépria.

Figura B.13 Rotina TEODORO

%4 FMSLogo — ] b4
Arquivo  Bitmap Configurar  Zoom  Ajuda

v
< >

TEODORO 30 17 PareTudo Rastreie

Pause Estado
Siga Tat

EdTudo

H Execute

Fonte: Autoria prépria.

Figura B.14 Rotina KOCHCIRCULAR

4 FMSLoge - m} ps

Arquivo  Bitmap Configurar  Zeem  Ajuda

SR VNV

< >

PD 90 KOCHCIRCULAR 330 2 ” PareTudo Rastreie

Pause Estado

© Siga Tat

Execute EdTudo

Fonte: Autoria propria.
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Solugio das atividades propostas

Abaixo, a solugdo das atividades 1 e 2 (pags. 111 e 112), capitulo 5.

Atividade 1

a) REPITA 4 [REPITA 180 [PF 1 PD 1] PE 180];

b) PD 30 REPITA 4 [PF 100 PD 120 PF 100 pe 120];

C) REPITA 3 [PF 100 PD 120];

d) REPITA 4 [PD 90 PF 30 PE 90 PF 30 PD 90 PF 100];

e) PD 45 REPITA 2 [REPITA 3 [PF 100 PD 90 PF 100 PE 90] PD 180];
f) PD 18 REPITA 5 [PF 200 PD 144];

g) REPITA 30 [PF 5+CONTEVEZES PD 90];

h) REPITA 4 [REPITA 90 [PF 1 PD 1] PE 90 REPITA 180 [PF 1 PD 1]
REPITA 180 [PT 1 PE 1] PD 90];

Atividade 2

a) Vide Quadrado Pintado B.12;
b) Vide Espiral de Teodoro B.13;
¢) Vide Curva de Koch em B.6;
d) Vide Arvore em B.1;

e) Vide Cantor em B.14.
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