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Resumo

Utilizando teoria de transição de fase apresentaremos um critério para deter-
minação de interfaces mínimas. Para isso veremos como pré-requisito alguns resul-
tados de teoria geométrica da medida e ao final, provaremos o critério para interface
de perímetro mínimo conjecturado em GURTIN, E. e provado por MODICA, L.

Palavras Chave: Transição de Fase, Interface Mínima, Medida.



Abstract

Using phase transition theory we will present a criterium to determining
minimal interfaces. In order to do this, we will look at the results of geometric
measure theory as prerequisite and to conclude the work, we will present a beautiful
argument due to MODICA to prove a well known conjecture of GURTIN.

Keywords: Phase Transition, Minimum Interface, Measurement.



Lista de símbolos

Seja 𝑈 ⊆ R𝑛 um conjunto aberto.

𝐿𝑝(𝑈) {𝑓 : 𝑈 −→ R| (
∫︀

𝑈 𝑓
𝑝(𝑥)𝑑𝑥)

1
𝑝 < +∞, com 𝑓 mensurável a Lebesgue}

𝑉 ⊂⊂ 𝑈 𝑉 é pré-compacto, isto é, 𝑉 é compacto e 𝑉 ⊂ 𝑈.

𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(𝑈) {𝑓 : 𝑈 −→ R| 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑉 ) para todo 𝑉 ⊂⊂ 𝑈}

𝜒𝐸 Função característica do conjunto 𝐸.

𝑓 |𝐸 Função 𝑓 restrita ao conjunto 𝐸.

𝐷𝑓 Derivada da função 𝑓.

spt(𝑓) Suporte da função 𝑓 , isto é, spt(𝑓)={𝑥 ∈ 𝑈 : 𝑓(𝑥) ̸= 0}.

𝐶(𝑈) {𝑓 : 𝑈 −→ R𝑛| 𝑓 é contínua}

𝐶𝑐(𝑈) Conjunto das funções com suporte compacto em 𝑈.

𝐶𝑘(𝑈) {𝑓 : 𝑈 −→ R| 𝑓 é 𝑘 vezes derivável em 𝑈 e suas 𝑘 derivadas são contínuas.}

𝐶(𝑈,R𝑚) {𝑓 : 𝑈 −→ R𝑚| 𝑓 = (𝑓 1, . . . , 𝑓𝑚) com 𝑓 𝑖 ∈ 𝐶(𝑈)}
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Introdução

A teoria de transição de fase teve seu início quando em 1893 no trabalho intitu-
lado: The Thermodynamic Theory of Capillarity Under The Hypothesis Of A
Continuous Variation Of Density. O físico prêmio nobel neerlandês Johannes Di-
derik Van Der Waals (1837-1923), conseguiu explicar o comportamento de um fluido
mostrando que a energia livre do mesmo em um recipiente sob condições isotérmicas não
depende apenas da densidade do fluido mas também da densidade do gradiente.

Em 1957, John W. Carn e John E. Hilliard, a luz das teorias desenvolvidas
por Van der Waals pulicaram o artigo Free Energy of a Nonuniform System. I. In-
terfacial Free Energy, e nele conseguiram obter resultados importantes sobre a energia
da interface entre fases e campos senoidais. A relevância dos estudo de Canh-Hiliard
foi tamanha que hoje a teoria de transição de fase também pode ser dita teoria de Van
Der Waals-Cahn-Hilliard.

Para entender como funciona as ideias gerais da teoria de transição de fase utiliza-
das nesse trabalho considere um fluído em condições isotérmicas limitado a um recipiente
Ω ⊂ R𝑛, com energia livre de Gibbs, por unidade de volume, descrita por uma função
𝑊0(𝑦) e densidade de distribuição 𝑢(𝑥). Um problema clássico está em determinar as con-
dições de estabilidade do fluido, ou seja, minimizar a energia total do fluido que é dada
pelo funcional

𝐸(𝑢) =
∫︁

Ω
𝑊0(𝑢(𝑥))𝑑𝑥

entre todas as densidades de distribuição considere aquelas cuja massa total é 𝑚, ou seja∫︁
Ω
𝑢(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑚.

Vejamos a intuição geométrica da situação.

Suponha que 𝑊0 tem dois mínimos relativos como na figura abaixo

Observe que os valores de mínimo da função 𝑊0(𝑥) também minimizam a função
𝑊 (𝑢) = 𝑊0(𝑢)−(𝑎𝑢+𝑏) a não ser por uma constante. Se 𝛼 e 𝛽 são os mínimos absolutos
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de 𝑊 , temos que o problema admite soluções constantes por partes no intervalo [𝛼, 𝛽].
Além disso, para 𝛼|Ω| < 𝑚 < 𝛽|Ω|, existem infinitas soluções do problema sem nenhum
tipo de restrição da interface entre os conjuntos {𝑥 ∈ Ω| 𝑢(𝑥) = 𝛼} e {𝑥 ∈ Ω| 𝑢(𝑥) = 𝛽} .
Sendo assim, não há como determinar quando a interface terá área mínima. A ideia dada
pelos estudos de Van Der Waals-Cahn-Hilliard para contornar essa dificuldade é
minimizar o funcional

𝐸𝜖(𝑢) =
∫︁

Ω

[︁
𝜖|𝐷𝑢|2 +𝑊0(𝑢) − (𝑎𝑢+ 𝑏)

]︁
𝑑𝑥,

ou equivalente
ℰ𝜖(𝑢) =

∫︁
Ω

[︁
𝜖|𝐷𝑢|2 +𝑊 (𝑢)

]︁
𝑑𝑥

com isso, vemos de forma explícita que a energia da interface depende, de fato, da den-
sidade do gradiente para 𝜖 > 0 suficientemente pequeno. Neste trabalho, estudaremos o
funcional acima definido e como consequência da dependência da densidade do gradiente,
mostraremos que a interface entre os conjuntos {𝑥 ∈ Ω| 𝑢(𝑥) = 𝛼} e {𝑥 ∈ Ω| 𝑢(𝑥) = 𝛽}
dada pela minimização do funcional energia acima será de fato um conjunto de área mí-
nima, pois advém de um conjunto de perímetro mínimo no sentido de medida dado pelo

Teorema (Modica, L.) Fixe 𝑚 ∈ R tal que 𝛼|Ω| ≤ 𝑚 ≤ 𝛽|Ω|, e suponha que
para todo 𝜖 > 0 a sequência de funções (𝑢𝜖) seja solução do problema variacional

ℰ𝜖(𝑢𝜖) = min
{︂

ℰ𝜖(𝑢) : 𝑢 ∈ 𝐿1(Ω), 𝑢 ≥ 0,
∫︁

Ω
𝑢 𝑑𝑥 = 𝑚

}︂
.

Se (𝜖ℎ) é uma sequência de números positivos tal que 𝜖ℎ converge para zero e (𝑢𝜖ℎ
) para

uma função 𝑢0 em 𝐿1(Ω) quando ℎ → +∞, então
i. 𝑊 (𝑢0(𝑥)) = 0, isto é, 𝑢0(𝑥) = 𝛼 𝑜𝑢 𝑢0(𝑥) = 𝛽 q.t.p.
ii. O conjunto 𝐸 = {𝑥 ∈ Ω : 𝑢0(𝑥) = 𝛼} é solução do problema variacional, isto é,

𝑃Ω(𝐸) = min
{︃
𝑃Ω(𝐹 ) : 𝐹 ⊂ Ω 𝑚𝑒𝑛𝑠𝑢𝑟á𝑣𝑒𝑙 𝑒 |𝐹 | = 𝛽|Ω| −𝑚

𝛽 − 𝛼

}︃
;

iii. 2𝑐0𝑃Ω(𝐸) = lim
ℎ→∞

𝜖
− 1

2
ℎ ℰ𝜖ℎ

(𝑢𝜖ℎ).
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1 Resultados Preliminares

Neste capítulo veremos os principais resultados da teoria da medida, pois estes
serão base para o pleno entendimento dos capítulos seguintes. Para maiores a respeito dos
resultados expostos neste capítulo vide capítulo 1 da referência Evans-Gariepy.

1.1 Medida e Integração

1.1.1 Medida

Definição 1.1. Dado um conjunto X, dizemos que a função 𝜇 : 2𝑋 −→ [0,∞] é uma
medida em X quando:
i. 𝜇(∅) = 0;
ii. Dada uma sequência {𝐴𝑘}∞

𝑘=0 ∈ 2𝑋 tal que 𝐴 ⊆ ⋃︀∞
𝑘=0 𝐴𝑘 tem-se

𝜇(𝐴) ≤
∞∑︁

𝑘=0
𝜇(𝐴𝑘).

Definição 1.2. Um conjunto 𝐴 ⊆ 𝑋 é dito 𝜇-mensuarável se para cada 𝐵 ⊆ 𝑋 tem-se

𝜇(𝐵) = 𝜇(𝐵 ∩ 𝐴) + 𝜇(𝐵 − 𝐴).

Teorema 1.1 (Propriedades elementares da medida). Seja 𝜇 uma medida em 𝑋.
i. Se 𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝑋 então 𝜇(𝐴) ≤ 𝜇(𝐵).
ii. Um conjunto 𝐴 é 𝜇−mensurável se, e somente se 𝑋 − 𝐴 é 𝜇−mensurável.
iii. Os conjuntos ∅ e 𝑋. Mais geralmente, se 𝜇(𝐴) = 0 então 𝐴 é 𝜇−mensurável.
iv. Se 𝐶 é um subconjunto qualquer de 𝑋, então para cada subconjunto mensurável 𝜇|𝐶
também é mensurável.

Prova 1.1. Ver Evans-Gariepy �

Teorema 1.2 (Sequências de conjuntos mensuráveis). Seja {𝐴𝑘}∞
𝑘=1 uma sequência

de conjuntos 𝜇−mensuráveis.

i. Os conjuntos
∞⋃︁

𝑘=1
𝐴𝑘 e

∞⋂︁
𝑘=1

𝐴𝑘 são 𝜇−mensuráveis.

ii. Se os conjuntos {𝐴𝑘}∞
𝑘=1 são disjuntos, então

𝜇

(︃ ∞⋃︁
𝑘=1

𝐴𝑘

)︃
=

∞∑︁
𝑘=1

𝜇(𝐴𝑘).

iii. Se 𝐴1 ⊆ 𝐴2 ⊆ · · ·𝐴𝑘 ⊆ 𝐴𝑘+1 . . . , então

lim
𝑘→∞

𝜇(𝐴𝑘) = 𝜇

(︃ ∞⋃︁
𝑘=1

𝐴𝑘

)︃
.
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iv. 𝐴1 ⊃ . . . 𝐴𝑘 ⊃ . . . e 𝜇(𝐴1) < +∞, então

lim
𝑘→∞

𝜇(𝐴𝑘) = 𝜇

(︃ ∞⋂︁
𝑘=1

𝐴𝑘

)︃
.

Prova 1.2. Ver Evans-Gariepy pág. 3. �

Definição 1.3. Uma coleção 𝒜 ⊆ 2𝑋 é dita uma 𝜎−álgebra de X, quando:
i. ∅, 𝑋 ∈ 𝒜
ii. Se 𝐴 ∈ 𝒜, então 𝑋 − 𝐴 ∈ 𝒜;
iii. Se 𝐴𝑘 ∈ 𝒜(𝑘 = 1, . . .) então

∞⋂︁
𝑘=1

𝐴𝑘,
∞⋃︁

𝑘=1
𝐴𝑘 ∈ 𝒜.

Teorema 1.3 (Conjuntos mensuráveis e 𝜎−álgebra). Se 𝜇 é uma medida no conjunto
não vazio 𝑋, então a coleção de todos os subconjuntos mensurávéis de X, formam uma
𝜎−álgebra.

Prova 1.3. Aplicação direta do teorema anterior. �

Definição 1.4. Se 𝒞 ⊆ 2𝑋 é uma coleção não vazia de subconjuntos de X, a 𝜎−álgebra
gerada por 𝒞, denotada por

𝜎 (𝒞)

é a menor 𝜎−álgebra que contém 𝒞.

Definição 1.5.
i. A 𝜎−álgebra de Borel do R𝑛 é a 𝜎−álgebra que contém todos os abertos do R𝑛.

ii. Uma medida 𝜇 em R𝑛 é dita de Borel se todo conjunto de Borel, isto é, todo conjunto
da 𝜎−álgebra de Borel for 𝜇−mensurável.

Definição 1.6.
i. Uma medida 𝜇 em 𝑋 é dita regular se para cada conjunto 𝐴 ⊆ 𝑋 existe um conjunto
𝜇−mensurável 𝐵 tal que 𝐴 ⊆ 𝐵 e 𝜇(𝐴) = 𝜇(𝐵).
ii. Uma medida 𝜇 em R𝑛 é dita Borel regular se 𝜇 é Borel e para cada conjunto de Borel
𝐴 ⊆ R𝑛 existe um conjunto de Borel 𝐵 tal que 𝐴 ⊆ 𝐵 e 𝜇(𝐴) = 𝜇(𝐵).
iii. Uma medida 𝜇 em R𝑛 é dita de Radon se 𝜇 é Borel regular e para cada conjunto
compacto 𝐾 ⊂ R𝑛 ter-se 𝜇(𝐾) < +∞.

Teorema 1.4. Seja 𝜇 uma medida regular em X. Se 𝐴1 ⊆ . . . 𝐴𝑘 ⊆ 𝐴𝑘+1 . . . (não neces-
sariamente mensuráveis), então

lim
𝑘→+∞

𝜇(𝐴𝑘) = 𝜇

(︃ ∞⋃︁
𝑘=1

𝐴𝑘

)︃
.
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Prova 1.4. Ver Evans-Gariepy. �

Teorema 1.5 (Medidas de Radon e restrição). Seja 𝜇 uma medida de Borel regular
em R𝑛. Suponha que 𝐴 ⊆ R𝑛 é 𝜇−mensurável e 𝜇(𝐴) < +∞. Então

𝜇|𝐴

é uma medida de Radon.

Prova 1.5. Ver Evans-Gariepy pág. 10. �

1.1.2 Funções Mensuráveis

Sejam 𝑋 e 𝑌 espaços topológicos e 𝜇 uma medida em 𝑋.

Definição 1.7.
i. Uma função 𝑓 : 𝑋 −→ 𝑌 é dita 𝜇−mensurável se para cada aberto 𝑈 ⊆ 𝑌 , o conjunto

𝑓−1 (𝑈)

é 𝜇−mensurável.
ii. Uma função 𝑓 : 𝑋 −→ 𝑌 é dita Borel mensurável se para cada aberto 𝑈 ⊆ 𝑌 , o
conjunto

𝑓−1 (𝑈)

é Borel mensurável.

Teorema 1.6 (Imagem Inversa).
i. Se 𝑓 : 𝑋 −→ 𝑌 é 𝜇−mensurável, então 𝑓−1(𝐵) é 𝜇−mensurável para cada conjunto de
Borel 𝐵 ⊆ 𝑌.

ii. Uma função 𝑓 : 𝑋 −→ [−∞,∞] é 𝜇−mensurável se, e somente se 𝑓−1([−∞, 𝑎)) é
𝜇−mensurável para cada 𝑎 ∈ R.
iii. Se 𝑓 : 𝑋 −→ R𝑛 e 𝑔 : 𝑋 −→ R𝑚 são funções mensurávéis, então

(𝑓, 𝑔) : 𝑋 −→ R𝑛+𝑚

é 𝜇−mensurável.

Prova 1.6. Ver Evans-Gariepy pág. 16. �

Teorema 1.7 (Propriedades das funções mensuráveis).
i. Se 𝑓, 𝑔 : 𝑋 −→ [−∞,∞] são 𝜇−mensuráveis então

𝑓 + 𝑔, 𝑓𝑔, |𝑓 |, min(𝑓, 𝑔) 𝑒max(𝑓, 𝑔)
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o são 𝜇−mensuráveis. Além disso se 𝑔 ̸= 0, então 𝑓

𝑔
é 𝜇−mensurável.

ii. Se 𝑓𝑘 : 𝑋 −→ [−∞,∞] é 𝜇−mensurável (𝑘 = 1, . . . .), então

inf
𝑘≥1

𝑓𝑘, sup
𝑘≥1

𝑓𝑘, lim inf
𝑘→+∞

𝑓𝑘 𝑒 lim sup
𝑘→+∞

𝑓𝑘

são 𝜇−mensuráveis.

Prova 1.7. Ver Evans-Gariepy pág. 17. �

Teorema 1.8 (Decomposição de uma função mensurável não negativa). Suponha
que 𝑓 : 𝑋 −→ [0,∞] é 𝜇−mensurável. Então existem conjuntos 𝜇−mensuráveis {𝐴𝑘}∞

𝑘=1

de X tais que

𝑓 =
∞∑︁

𝑘=1

1
𝑘
𝜒𝐴𝑘

.

Prova 1.8. Ver Evans-Gariepy pág. 19 �

Teorema 1.9 (Aproximação por funções continuas). Seja 𝜇 Borel regular em R𝑛

e suponha que 𝑓 : R𝑛 −→ R𝑚 é 𝜇−mensurável. Suponha 𝐴 ⊂ R𝑛 𝜇−mensurável tal que
𝜇(𝐴) < +∞ e fixe 𝜖 > 0. Então existe uma função contínua 𝑓 : R𝑛 −→ R𝑚 tal que

𝜇
(︁{︁
𝑥 ∈ 𝐴|𝑓(𝑥) ̸= 𝑓(𝑥)

}︁)︁
< 𝜖

Prova 1.9. Ver Evans-Gariepy pág. 22 �

1.1.3 Integração

Definição 1.8. Uma função 𝑔 : 𝑋 −→ [−∞,∞] é chamada função simples se 𝑔(𝑋) for
enumerável.

Definição 1.9. Se 𝑔 é uma função não negativa, simples e 𝜇−mensurável, definimos a
integral de g com relação a 𝜇 por∫︁

𝑔𝑑𝜇 :=
∑︁

0≤𝑦≤∞
𝑦𝜇(𝑔−1{𝑦}).

Denotando por 𝑓+ = max{𝑓, 0} e 𝑓− = max{−𝑓, 0}, temos que 𝑓 = 𝑓+ −𝑓−. Dito
isto, temos a seguinte definição.

Definição 1.10.
i. Se g é uma função simples, 𝜇−mensurável e

∫︀
𝑔+𝑑𝜇 < ∞ ou

∫︀
𝑔+𝑑𝜇 < ∞, dizemos que

𝑔 é uma função 𝜇−integrável simples e definimos∫︁
𝑔𝑑𝜇 :=

∫︁
𝑔+𝑑𝜇+

∫︁
𝑔+𝑑𝜇
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Tal expressão pode ser igual a ±∞. Deste modo, tempos que se 𝑔 é 𝜇−integrável
simples, então ∫︁

𝑔𝑑𝜇 :=
∑︁

−∞≤𝑦≤∞
𝑦𝜇(𝑔−1{𝑦}).

Definição 1.11.
i. Seja 𝑓 : 𝑋 −→ [−∞,∞]. Definimos a integral superior e inferior de 𝑓 respectivamente
do seguinte modo

∫︁ *
𝑓𝑑𝜇 := inf

{︂∫︁
𝑔𝑑𝜇 |𝑔 é 𝜇− 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟á𝑣𝑒𝑙, 𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒𝑠, 𝑔 ≥ 𝑓 𝑞.𝑡.𝑝

}︂

∫︁
*
𝑓𝑑𝜇 := sup

{︂∫︁
𝑔𝑑𝜇 |𝑔 é 𝜇− 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟á𝑣𝑒𝑙, 𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒𝑠, 𝑔 ≤ 𝑓 𝑞.𝑡.𝑝

}︂
.

ii. Uma função 𝜇−mensurável 𝑓 : 𝑋 −→ [−∞,∞] é dita 𝜇−integrável quando∫︁ *
𝑓𝑑𝜇 =

∫︁
*
𝑓𝑑𝜇

nesse caso denotamos por ∫︁
𝑓𝑑𝜇 :=

∫︁ *
𝑓𝑑𝜇 =

∫︁
*
𝑓𝑑𝜇

Definição 1.12.
i. Uma função 𝑓 : 𝑋 −→ [−∞,∞] é dita 𝜇−somável se 𝑓 é 𝜇−integrável e∫︁

|𝑓 |𝑑𝜇 < +∞.

ii. Uma função 𝑓 : 𝑋 −→ [−∞,∞] é dita localmente 𝜇−somável se 𝑓 |𝐾 é 𝜇−somável
para todo conjunto compacto 𝐾 ⊆ R𝑛.

Definição 1.13. Dizemos que 𝜈 é uma medida com sinal em R𝑛 se existe uma medida
de Radon 𝜇 e uma função localmente 𝜇−somável 𝑓 : R𝑛 −→ R tal que

𝜈(𝐾) =
∫︁

𝐾
𝑓𝑑𝜇

para todo conjunto compacto 𝐾 ⊆ R𝑛.

Observação: A medida com sinal 𝜈 associada a medida de Radon 𝜇 e a função
𝜇−somável 𝑓 por

𝜈 = 𝜇⌊𝑓

Teorema 1.10 (Lema de Fatou). Seja 𝑓𝑘 : 𝑋 −→ [0,∞] uma sequência de funções
𝜇−mensuráveis (𝑘 = 1, . . .). Então∫︁

lim inf
𝑘→∞

𝑓𝑘𝑑𝜇 ≤ lim inf
𝑘→∞

∫︁
𝑓𝑘𝑑𝜇
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Prova 1.10. Ver Evans-Gariepy pág. 26. �

Teorema 1.11 (Convergência Monótona). Seja 𝑓𝑘 : 𝑋 −→ [0,∞] uma função
𝜇−mensurável (𝑘 = 1, . . .)., com

𝑓1 ≤ . . . ≤ 𝑓𝑘 ≤ 𝑓𝑘+1 ≤ . . . .

Então,
lim

𝑘→+∞

∫︁
𝑓𝑘𝑑𝜇 =

∫︁
lim

𝑘→+∞
𝑓𝑘𝑑𝜇.

Prova 1.11. Ver Evans-Gariepy pág. 27. �

Teorema 1.12 (Convergência Dominada). Sejam 𝑔, 𝑓 funções 𝜇−somáveis com 𝑔 ≥ 0
e {𝑓𝑘}∞

𝑘=1 uma sequência de funções mensuráveis tal que

𝑓𝑘 −→ 𝑓, 𝜇− 𝑞.𝑡.𝑝

e
|𝑓𝑘| ≤ 𝑔.

Então
lim

𝑘→+∞

∫︁
|𝑓𝑘 − 𝑓 |𝑑𝜇 = 0.

Prova 1.12. Ver Evans-Gariepy pág. 28. �

1.1.4 Medida produto, Teorena de Fubini e Medida de Lebesgue

Considerando 𝑋 e 𝑌 , conjuntos não vazios, veremos os resultados basilares para a
compreensão da fórmula da Coarea, teorema muito útil no desenvolvimento do capítulo
3 deste trabalho.

Definição 1.14 (Medida Produto). Sejam 𝜇 uma medida em 𝑋 e 𝜈 uma medida em
𝑌 . Definimos a medida produto 𝜇× 𝜈 : 2𝑋×𝑌 −→ [0,∞] como sendo

(𝜇× 𝜈) (𝑆) := inf
{︃ ∞∑︁

𝑖=1
𝜇(𝐴𝑖)𝜈(𝐵𝑖)

}︃

para cada 𝑆 ⊆ 𝑋×𝑌 , com o ínfimo sendo tomado sobre todas as coleções de subconjuntos
𝜇−mensuráveis 𝐴𝑖 ⊆ 𝑋 e 𝜈−mensuráveis 𝐵𝑖 ⊆ 𝑌 tais que

𝑆 ⊆
∞⋃︁

𝑖=1
(𝐴𝑖 ×𝐵𝑖).

Definição 1.15.
i. Um subconjunto 𝐴 ⊆ 𝑋 é 𝜎−finito com respeito a 𝜇 se podemos escrever

𝐴 =
∞⋃︁

𝑘=1
𝐵𝑘,



Capítulo 1. Resultados Preliminares 18

onde 𝐵𝑘 é 𝜇−mensurável e 𝜇(𝐵𝑘) < +∞ para 𝑘 = 1, 2, . . . .
ii. Uma função 𝑓 : 𝑋 −→ [−∞,∞] é dita 𝜎−finita com respeito a 𝜇 se f é 𝜇−mensurável
e {𝑥 | 𝑓(𝑥) ̸= 0} for 𝜎−finito com respeito a 𝜇.

Teorema 1.13 (Fubini). Seja 𝜇 uma medida em X e 𝜈 uma medida em 𝑌 .
i. Então 𝜇× 𝜈 é uma medida regular, mesmo que 𝜇 e 𝜈, não sejam.
ii. Se 𝐴 ⊆ 𝑋 é 𝜇−mensurável e 𝐵 ⊆ 𝑌 é 𝜈−mensurável, então o produto cartesiano
𝐴×𝐵 é (𝜇× 𝜈) −mensurável e

(𝜇× 𝜈) (𝐴×𝐵) = 𝜇(𝐴)𝜈(𝐵).

iii. Se 𝑆 ⊆ 𝑋 × 𝑌 é 𝜎−finito com respeito a 𝜇× 𝜈, então a secção transversal

𝑆𝑦 := {𝑥 | (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆}

é 𝜇−mensurável para 𝜈−q.t.p, e

𝑆𝑥 := {𝑦 | (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆}

é 𝜈−mensurável para 𝜇−q.t.p, 𝜇(𝑆𝑦) é 𝜈−integrável e 𝜈(𝑆𝑥) é 𝜇−integrável. Além disso,

(𝜇× 𝜈)(𝑆) =
∫︁

𝑌
𝜇(𝑆𝑥)𝑑𝜈(𝑦) =

∫︁
𝑋
𝜈(𝑆𝑦)𝑑𝜇(𝑥).

iv. Se f é (𝜇× 𝜈)−mensurável e f é 𝜎−finita com respeito a 𝜇× 𝜈(em particular, se 𝑓 é
(𝜇× 𝜈)− somável), então a aplicação

𝑦 ↦→
∫︁

𝑋
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝜇(𝑥)

é 𝜈−integrável, e a aplicação
𝑥 ↦→

∫︁
𝑌
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝜈(𝑦)

é 𝜇−integrável. Além disso∫︁
𝑋×𝑌

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝜇× 𝜈) =
∫︁

𝑌

[︂∫︁
𝑋
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝜇(𝑥)

]︂
𝑑𝜈(𝑦) =

∫︁
𝑋

[︂∫︁
𝑌
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝜈(𝑦)

]︂
𝑑𝜇(𝑥.)

Prova 1.13. Ver Evans-Gariepy pág. 31. �

Definição 1.16 (Medida de Lebesgue).
i. A Medida de Lebesgue unidimensional em R é definida do seguinte modo

ℒ1(𝐴) := inf
{︃ ∞∑︁

𝑖=1
𝑑𝑖𝑎𝑚 𝐶𝑖 | 𝐴 ⊆

∞⋃︁
𝑖=1

𝐶𝑖, 𝐶𝑖 ⊆ R
}︃
,

para todo 𝐴 ⊆ R.
ii. Indutivamente, definimos a Medida de Lebesgue 𝑛 -dimensional ℒ𝑛 em R𝑛 do
seguinte modo

ℒ𝑛 := ℒ𝑛−1 × ℒ1 = ℒ1 × . . .× ℒ1⏟  ⏞  
𝑛−𝑣𝑒𝑧𝑒𝑠
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Teorema 1.14 (Caracterização da Medida de Lebesgue).
Para todo 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛− 1} temos

ℒ𝑛 = ℒ𝑛−𝑘 × ℒ𝑘.

Prova 1.14. Ver Evans-Gariepy pág. 35. �

1.1.5 Derivadas, Integração de Derivadas, Decomposição de Lebesgue e Re-
presentação de Riez.

Sejam 𝜇 e 𝜈 medidas de Radon em R𝑛.

Definição 1.17. Para cada ponto 𝑥 ∈ R𝑛 defina

𝐷𝜇𝜈(𝑥) :=

⎧⎪⎨⎪⎩ lim sup
𝑟→0

𝜈(𝐵(𝑥, 𝑟))
𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟) , se 𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟)) > 0 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝑟 > 0

+∞, se 𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟)) = 0 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎𝑙𝑔𝑢𝑚 𝑟 > 0
e

𝐷𝜇𝜈(𝑥) :=

⎧⎪⎨⎪⎩ lim inf
𝑟→0

𝜈(𝐵(𝑥, 𝑟))
𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟) , se 𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟)) > 0 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝑟 > 0

+∞, se 𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟)) = 0 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎𝑙𝑔𝑢𝑚 𝑟 > 0

Definição 1.18 (Derivada da Medida). Se 𝐷𝜇𝜈(𝑥) = 𝐷𝜇𝜈(𝑥) < +∞, dizemos que 𝜈
é diferenciável com respeito a 𝜇 em x e escrevemos

𝐷𝜇𝜈(𝑥) := 𝐷𝜇𝜈(𝑥) = 𝐷𝜇𝜈(𝑥).

𝐷𝜇𝜈 significa a derivada da medida 𝜈 com respeito a medida 𝜇.

Teorema 1.15 (Derivada da Medida). Seja 𝜇 e 𝜈 medidas de Radon em R𝑛. Então
i. 𝐷𝜇𝜈 existe e é finita 𝜇− 𝑞.𝑡.𝑝;
ii. 𝐷𝜇𝜈 é 𝜇−mensurável.

Prova 1.15. Ver Evans-Gariepy pág. 48. �

Definição 1.19. Suponha 𝜇 e 𝜈 são medidas de Borel em R𝑛

i. A medida 𝜈 é dita absolutamente contínua com respeito a medda 𝜇 e escrevemos

𝜈 << 𝜇,

se 𝜇(𝐴) = 0 implicar que 𝜈(𝐴) = 0 para todo 𝐴 ⊆ R𝑛.
ii. A medida 𝜈 é dita mutualmente singular com respeito a 𝜇 e escrevemos

𝜈 ⊥ 𝜇,

se existe um conjunto de Borel 𝐵 ⊆ R𝑛 tal que

𝜇 (R𝑛 −𝐵) = 𝜈(𝐵) = 0.
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Teorema 1.16 (Radon-Nikodym). Sejam 𝜇 e 𝜈 medidas de Radon em R𝑛, com 𝜈 << 𝜇.

Então
𝜈(𝐴) =

∫︁
𝐴
𝐷𝜇𝜈 𝑑𝜇

para todo conjunto 𝜇−mensurável 𝐴 ⊆ R𝑛.

Prova 1.16. Ver Evans-Gariepy pág. 50. �

Teorema 1.17 (Decomposição de Lebesgue). Sejam 𝜇 e 𝜈 medidas de Radon em R𝑛.

i. Então,
𝜈 = 𝜈𝑎𝑐 + 𝜈𝑠

onde 𝜈𝑎𝑐 e 𝜈𝑠 são medidas de Radon em R𝑛 com

𝜈𝑎𝑐 << 𝜇, 𝜈𝑠 ⊥ 𝜇.

ii. Além disso,
𝐷𝜇𝜈 = 𝐷𝜇𝜈, 𝐷𝜇𝜈𝑠 = 0 𝜇− 𝑞.𝑡.𝑝

e consequentemente
𝜈(𝐴) =

∫︁
𝐴
𝐷𝜇𝜈 𝑑𝜇+ 𝜈𝑠(𝐴)

para cada conjunto de Borel 𝐴 ⊆ R𝑛.

Teorema 1.18 (Representação de Riez). Seja

𝐿 : 𝐶𝑐(R𝑛;R𝑚) −→ R

um funcional linear satisfazendo

sup {𝐿(𝑓) | 𝑓 ∈ 𝐶𝑐(R𝑛;R𝑚), |𝑓 | ≤ 1, 𝑠𝑝𝑡(𝑓) ⊆ 𝐾} < +∞

para todo conjunto compacto 𝐾 ⊂ R𝑛. Então existe uma medida de Radon 𝜇 e uma função
𝜇−mensurável 𝜎 : R𝑛 −→ R𝑚 tal que

|𝜎(𝑥)| = 1 𝜇− 𝑞.𝑡.𝑝

e
𝐿(𝑓) =

∫︁
R𝑛
< 𝑓, 𝜎 > 𝑑𝜇

para toda 𝑓 ∈ 𝐶𝑐(R𝑛;R𝑚).
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1.1.6 Medida de Hausdorff

Definida a medida de Lebesgue e algumas de suas propriedades, vejamos agora a
medida de Hausdorff, ou seja, uma medida um pouco mais geral que a medida de Lebesgue,
pois através dela, além de conseguirmos medir os conjuntos que já são mensuráveis à
Lebesgue, com ela é possível determinar a medida de outros conjuntos, que nesse sentido
são mais finos que os conjuntos mensuráveis à Lebesgue

Definição 1.20 ( Medida de Hausdorff).

i. Seja 𝐴 ⊆ R𝑛, 0 ≤ 𝑠 ≤ +∞, 0 < 𝛿 ≤ ∞. Escrevemos

ℋ𝑠
𝛿(𝐴) := inf

⎧⎨⎩
∞∑︁

𝑗=1
𝛼(𝑠)

(︃
𝑑𝑖𝑎𝑚 𝐶𝑗

2

)︃𝑠

| 𝐴 ⊂
∞⋃︁

𝑗=1
𝐶𝑗, 𝑑𝑖𝑎𝑚 𝐶𝑗 ≤ 𝛿

⎫⎬⎭ ,
onde

𝛼(𝑠) := 𝜋
𝑠
2

Γ
(︁

𝑠
2 + 1

)︁ .
e

Γ(𝑠) =
∫︁ ∞

0
𝑒−𝑥𝑥𝑠−1𝑑𝑥

ii. Para todo conjunto 𝐴 e cada número 𝑠 como acima defina

ℋ𝑠(𝐴) := lim
𝛿→0

ℋ𝑠
𝛿(𝐴) = sup

𝛿>0
ℋ𝑠

𝛿(𝐴).

ℋ𝑠(𝐴) é dita a medida de Hausdorff s-dimensional.

Teorema 1.19 (Regularidade de ℋ𝑠). Para todo 0 ≤ 𝑠 < +∞ ℋ𝑠 é Borel regular em
R𝑛.

Prova 1.17. Ver Evans-Gariepy pág. 82. �

Teorema 1.20 (Propriedades da Medida de Hausdorff).
i. ℋ0 é uma medida de contagem.
ii. ℋ1 = ℒ1.
iii. ℋ𝑠 = 0 em R𝑛 para 𝑠 > 𝑛.

iv. ℋ𝑠(𝜆𝐴) = 𝜆𝑠ℋ𝑠(𝐴)
v. ℋ𝑠(𝐿(𝐴)) = ℋ𝑠(𝐴) para toda isometria 𝐿 : R𝑛 −→ R𝑛 e 𝐴 ⊆ R𝑛.

Prova 1.18. Ver Evans-Gariepy pág. 84. �

Definição 1.21. A dimensão de Hausdorff de um conjunto 𝐴 ⊆ R𝑛 é definida do seguinte
modo:

𝐻𝑑𝑖𝑚(𝐴) := inf {0 ≤ 𝑠 < +∞ | ℋ𝑠(𝐴) = 0} .
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Teorema 1.21 (Medida Hausforff versus Medida de Lebesgue). Para todo 𝑛 ∈ N

ℋ𝑛 = ℒ𝑛 𝑒𝑚 R𝑛.

Definição 1.22 (Função Lipschitz).

i. Uma função 𝑓 : 𝐴 ⊂ R𝑛 −→ R𝑚 e dita Lipschitz se existe uma constante 𝐶 tal
que

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≤ 𝐶|𝑥− 𝑦|, 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴.

ii. A menor constante 𝐶 satisfazendo o item anterior é denominada a constante de Lips-
chitz da função f e denotada por

𝐿𝑖𝑝(𝑓) := sup
{︃

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)|
|𝑥− 𝑦|

| 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, 𝑥 ̸= 𝑦

}︃
.

iii. Uma função 𝑓 : 𝐴 ⊂ R𝑛 −→ R𝑚 é dita localmente Lipschitz se 𝑓 |𝐾 é Lipschitz
para todo compacto 𝐾 ⊆ 𝐴.

Teorema 1.22 (Extensão de uma Aplicação Lipschitz). Sejam 𝐴 ⊂ R𝑛 e 𝑓 : 𝐴 −→
R𝑚 Lipschitz. Então existe uma função 𝑓 : R𝑛 −→ R𝑛 tal que
i. 𝑓 = 𝑓 em 𝐴.

ii. 𝐿𝑖𝑝(𝑓) ≤
√
𝑚 𝐿𝑖𝑝(𝑓).

Teorema 1.23 (Teorema de Radamacher). Se 𝑓 : R𝑛 −→ R𝑚 é localmente Lipschitz,
então 𝑓 é diferenciável em ℒ𝑛−q.t.p.

Prova 1.19. Ver Evans-Gariepy pág. 103. �

Definição 1.23. Para 𝑓 : R𝑛 −→ R𝑚 e 𝐴 ⊆ R𝑛 escrevemos

𝐺𝑟𝑎𝑓(𝑓 ;𝐴) = {(𝑥, 𝑓(𝑥)) | 𝑥 ∈ 𝐴} ⊂ R𝑛 × R𝑚 = R𝑛+𝑚;

𝐺𝑟𝑎𝑓(𝑓 ;𝐴) é dito o gráfico de 𝑓 restrito a 𝐴.

Teorema 1.24 (Medidas de Hausdorff e Gráficos). Suponha que 𝑓 : R𝑛 −→ R𝑚 e
ℒ𝑛(𝐴) > 0.
i. Então 𝐻𝑑𝑖𝑚(𝐺𝑟𝑎𝑓(𝑓 ;𝐴)) ≥ 𝑛.

ii. Se 𝑓 é Lipschitz, 𝐻𝑑𝑖𝑚(𝐺𝑟𝑎𝑓(𝑓 ;𝐴)) = 𝑛.
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1.1.7 Fórmula da Coárea

Seja 𝑓 : R𝑛 −→ R𝑚, com (𝑛 ≥ 𝑚) e 𝑓 = (𝑓 1, . . . , 𝑓𝑚). Nós escrevemos a derivada
de 𝑓 como sendo

𝐷𝑓 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑓 1

𝑥1 . . . 𝑓 1
𝑥𝑛

... . . . ...
𝑓𝑚

𝑥1 . . . 𝑓𝑚
𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
sempre que 𝐷𝑓 existir. Além disso, denotamos o Jacobiano de 𝑓 do seguinte modo

𝐽𝑓 =
√︁

det(𝐷𝑓 𝑡 ∘𝐷𝑓)

onde 𝐷𝑓 𝑡 denota a transposta da matriz 𝐷𝑓.

Teorema 1.25 (Fórmula da Coárea). Seja 𝑓 : R𝑛 −→ R𝑚 Lipschitz 𝑛 ≥ 𝑚. Então
para cada conjunto ℒ𝑛−mensurável 𝐴 ⊆ R𝑛,∫︁

𝐴
𝐽𝑓𝑑𝑥 =

∫︁
R𝑛

ℋ𝑛−𝑚(𝐴 ∩ 𝑓−1(𝑦))𝑑𝑦.

Prova 1.20. Ver Evans-Gariepy pág. 134. �

Teorema 1.26 (Integração em conjuntos de nível). Seja 𝑓 : R𝑛 −→ R𝑚, com 𝑛 ≥ 𝑚.

Então para cada função ℒ𝑛-somável 𝑔 : R𝑛 −→ R,
i. 𝑔|𝑓−1{𝑦} é ℋ𝑛−𝑚-somável ℒ𝑛-q.t.p.
ii. ∫︁

𝐴
𝑔𝐽𝑓𝑑𝑥 =

∫︁
R𝑚

[︃∫︁
𝑓−1{𝑦}

𝑔𝑑ℋ𝑛−𝑚

]︃
𝑑𝑦.

Prova 1.21. Ver Evans-Gariepy pág. 139. �

Teorema 1.27 (Integração em conjuntos de nível para funções Lipschitz).
Seja 𝑓 : R𝑛 −→ R uma função Lipschitz.
i. Então, ∫︁

R𝑛
|𝐷𝑓 |𝑑𝑥 =

∫︁
R

ℋ𝑛−1({𝑓 = 𝑡})𝑑𝑡

ii. Se 𝑒𝑠𝑠𝑖𝑛𝑓 |𝐷𝑓 | > 0 e 𝑔 : R𝑛 −→ R é ℒ𝑛-somável então
∫︁

{𝑓>𝑡}
𝑔𝑑𝑥 =

∫︁ ∞

𝑡

(︃∫︁
𝑓=𝑠

𝑔

|𝐷𝑓 |

)︃
𝑑𝑠.

Prova 1.22. Ver Evans-Gariepy pág. 141. �
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2 Funções de Variação Limitada

Neste capítulo, trataremos da classe das funções de variação limitada, isto é, fun-
ções que tem a uma noção de derivada usando o conceito de medida de Radon para tal.
O fato dessas funções terem uma noção de derivada associada a uma medida de Radon,
nos dá uma direção na procura de conjuntos que sejam minimizantes num certo sentido,
como veremos no decorrer deste trabalho.

2.1 Definição e Teorema de Caracterização
Para todos os resultados deste capítulo consideraremos Ω ⊂ R𝑛 aberto e assumi-

remos que o leitor tem os conhecimentos elementares referentes aos espaços 𝐿𝑃 (Ω).

Definição 2.1. Seja 𝑓 ∈ 𝐿1(Ω).
i. Dizemos que f tem variação limitada em Ω quando

sup
{︂∫︁

Ω
𝑓𝑑𝑖𝑣 𝑔𝑑𝑥 : 𝑔 ∈ 𝐶1

𝑐 (Ω,R𝑛), |𝑔(𝑥)| ≤ 1
}︂
< +∞.

O conjunto das funções com variação limitada em Ω será denotado por 𝐵𝑉 (Ω).
ii. Dizemos que um conjunto ℒ𝑛-mensurável 𝐸 ⊂ R𝑛 tem perímetro finito em Ω se
𝜒𝐸 ∈ 𝐵𝑉 (Ω).

Conhecimentos básicos de análise funcional que pode ser encontrado em [9].

Definição 2.2. Seja 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(Ω).

i. Dizemos que f tem variação localmente limitada em Ω se para cada conjunto
aberto 𝑈 ⊂⊂ Ω

sup
{︂∫︁

Ω
𝑓𝑑𝑖𝑣 𝑔𝑑𝑥 : 𝑔 ∈ 𝐶1

𝑐 (𝑈,R𝑛), |𝑔(𝑥)| ≤ 1
}︂
< +∞.

O conjunto das funções com variação localmente limitada em Ω será denotado por 𝐵𝑉𝑙𝑜𝑐(Ω).
ii. Dizemos que um conjunto ℒ𝑛-mensurável 𝐸 ⊂ R𝑛 tem perímetro localmente finito
em Ω se 𝜒𝐸 ∈ 𝐵𝑉𝑙𝑜𝑐(Ω).

Definida a variação limitada de uma função, passemos agora a um teorema de
caracterização da funções de varição localmente limitada.

Teorema 2.1 (Caracterização Local). Suponha que 𝑓 ∈ 𝐵𝑉𝑙𝑜𝑐(Ω).
Então existe uma medida de Radon 𝜇 em Ω e uma função 𝜇-mensurável

𝜎 : Ω −→ R𝑛
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tal que
i. |𝜎(𝑥)| = 1 𝜇 q.t.p e
ii. Para toda 𝑔 ∈ 𝐶1

𝑐 (Ω,R𝑛) tem-se∫︁
Ω
𝑓𝑑𝑖𝑣𝑔𝑑𝑥 = −

∫︁
Ω
𝑔 · 𝜎𝑑𝜇.

Prova 2.1. Ver Evans-Gariepy pág. 195. �

NOTAÇÃO.

i. Dada uma função 𝑓 ∈ 𝐵𝑉𝑙𝑜𝑐(Ω) denotamos por ‖𝐷𝑓‖ a medida 𝜇 e definiremos

[𝐷𝑓 ] := ‖𝐷𝑓‖⌊𝜎

e assim na notação do Teorema 2.1.1∫︁
Ω
𝑓𝑑𝑖𝑣𝑔𝑑𝑥 = −

∫︁
Ω
𝑔 · 𝜎𝑑𝜇 = −

∫︁
Ω
𝑔 · 𝑑 [𝐷𝑓 ] .

ii. Em particular, se 𝑓 = 𝜒𝐸 e 𝐸 tem perímetro localmente finito, denotaremos por ‖𝜕𝐸‖
para a medida de Radon 𝜇 e definiremos

𝜈𝐸 := −𝜎

e assim na notação do Teorema 2.1.1∫︁
Ω
𝜒𝐸𝑑𝑖𝑣𝑔𝑑𝑥 =

∫︁
𝐸
𝑑𝑖𝑣𝑔𝑑𝑥 =

∫︁
𝐸
𝑑 · 𝜈𝐸𝑑‖𝜕𝐸‖.

iii. Se 𝑓 ∈ 𝐵𝑉𝑙𝑜𝑐(Ω), escrevemos

𝜇𝑖 = ‖𝐷𝑓‖⌊𝜎𝑖, (𝑖 = 1, . . . , 𝑛)

onde 𝜎 = (𝜎𝑖, · · · , 𝜎𝑛). Pelo Teorema de Decomposição de Lebesgue podemos escrever
cada medida 𝜇𝑖 do seguinte modo

𝜇𝑖 = 𝜇𝑖
𝑎𝑐 + 𝜇𝑖

𝑠

onde
𝜇𝑖

𝑎𝑐 << ℒ𝑛, 𝜇𝑖
𝑠 ⊥ ℒ𝑛.

Então
𝜇𝑖

𝑎𝑐 = ℒ𝑛⌊𝑓𝑖

para 𝑓𝑖 ∈ 𝐵𝑉𝑙𝑜𝑐(Ω)(𝑖 = 1, · · · , 𝑛).
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Dito isto, fica compreensível a seguinte notação:

𝑓𝑥𝑖
:= 𝑓𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 𝑛);

𝐷𝑓 := (𝑓𝑥1 , . . . , 𝑓𝑥𝑛);
[𝐷𝑓 ]𝑎𝑐 := (𝜇1

𝑎𝑐, . . . , 𝜇
1
𝑎𝑐) = ℒ𝑛⌊𝐷𝑓 ;

[𝐷𝑓 ]𝑠 := (𝜇1
𝑠, . . . , 𝜇

1
𝑠).

Portanto,
[𝐷𝑓 ] = [𝐷𝑓 ]𝑎𝑐 + [𝐷𝑓 ]𝑠 = ℒ𝑛⌊𝐷𝑓 + [𝐷𝑓 ]𝑠

de modo que 𝐷𝑓 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(Ω,R𝑛) é a densidade da parte absolutamente contínua de [𝐷𝑓 ].

Visto o que foi dito acima, podemos organizar tais fatos do seguinte modo:

i. ‖𝐷𝑓‖ é a medida de variação de 𝑓 , ‖𝜕𝐸‖ é a medida perímetro de 𝐸 e ‖𝜕𝐸‖(Ω)
é a medida do perímetro de 𝐸 em Ω

ii. No Teorema 2.1.1 a medida de Radon 𝜇 advém do Teorema da Representação
de Riez, e sendo assim, podemos escrever

‖𝐷𝑓‖(𝑉 ) = sup
{︂∫︁

Ω
𝑓𝑑𝑖𝑣 𝑔𝑑𝑥 : 𝑔 ∈ 𝐶1

𝑐 (𝑉,R𝑛), |𝑔(𝑥)| ≤ 1
}︂

‖𝜕𝐸‖(𝑉 ) = sup
{︂∫︁

𝐸
𝑑𝑖𝑣 𝑔𝑑𝑥 : 𝑔 ∈ 𝐶1

𝑐 (Ω,R𝑛), |𝑔(𝑥)| ≤ 1
}︂

para todo aberto 𝑉 ⊂⊂ Ω.
Utilizando de forma direta o teorema de caracterização, conseguimos um importante co-
rolário que diz respeito à convergência da seminorma ‖𝐷𝑓‖, como segue

Teorema 2.2 (Semicontinuidade Inferior). Suponha que {𝑓𝑘}∞
𝑘=1 ∈ 𝐵𝑉𝑙𝑜𝑐(Ω).

Se
𝑓𝑘 −→ 𝑓 𝑒𝑚 𝐿1

𝑙𝑜𝑐(Ω),

então
‖𝐷𝑓‖(Ω) ≤ lim inf

𝑘→∞
‖𝐷𝑓𝑘‖(Ω).

Prova 2.2. Ver Evans-Gariepy pág. 199. �

A seguir, utilizando a semicontinuidade inferior, vamos demostrar que 𝐵𝑉 (Ω) além
de possuir uma norma natural, dada por:

‖𝑓‖𝐵𝑉 (Ω) := ‖𝑓‖𝐿1(Ω) + ‖𝐷𝑓‖(Ω),

e munido com está norma, 𝐵𝑉 (Ω) é um espaço de Banach.
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Definição 2.3 (Função suavizante(Mollifers)). Uma função 𝜑 : R𝑛 −→ R é dita su-
avizante se

i. 𝜂(𝑥) ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛).

ii. 𝑠𝑝𝑡(𝜂) ⊆ 𝐵(0, 1).

iii.
∫︁
R𝑛
𝜂(𝑥)𝑑𝑥 = 1.

Adicionando as condições:
iv. 𝜂(𝑥) ≥ 0.
v. 𝜂(𝑥) = 𝜌(|𝑥|), para uma função 𝜌 : R+ → R, dizemos que 𝜂 é uma função suavizante
positiva.

Exemplo 2.1 (Exemplos Clássicos de funções suavizantes). i.(Função de Cauchy
infinitamente diferenciável.)

𝛾(𝑥) =

⎧⎨⎩ 0, |𝑥| ≥ 1
𝐶 exp

(︁
1

|𝑥|2−1

)︁
, |𝑥| < 1

ii.(Função Núcleo de Poisson.) Definida sobre o semi-plano positivo e muita usada na
teoria da equações diferencias parciais.

𝑃𝑦(𝑥) = 𝜋−1

𝑥2 + 𝑦2

iii.(Função Delta de Dirac)

𝛿(𝑥) =

⎧⎨⎩ +∞, 𝑥 = 0
0, 𝑥 ̸= 0

Para mais detalhes a repeito dos exemplos acima ver Stain-Skarmachi [3] pág. 104-108.

Dada uma função suavizante 𝜂(𝑥), observe que pelo teorema de mudança de va-
riável, a nova função

𝜂𝜖 := 1
𝜖𝑛
𝜂
(︂
𝑥

𝜖

)︂
também é uma função suavizante. Dito isto, vamos definir uma família de funções sua-
vizantes, via um tipo de convolução 𝜂𝜖 * 𝑓 de uma função suavizante 𝜂𝜖 com uma função
𝑓 ∈ 𝐿1

𝑙𝑜𝑐(Ω) do seguinte modo

𝑓𝜖 := 𝜂𝜖 * 𝑓 =
∫︁

Ω
𝜂𝜖(𝑥− 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦
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e assim, aplicando o teorema de mudança de variável duas vezes temos

𝑓𝜖(𝑥) = 𝜖−𝑛
∫︁
R𝑛
𝜂
(︂
𝑥− 𝑦

𝜖

)︂
𝑓(𝑥)𝑑𝑦 = (−1)𝑛𝜖−𝑛

∫︁
R𝑛
𝜂
(︂
𝑧

𝜖

)︂
𝑓(𝑥− 𝑧)𝑑𝑧 =

∫︁
R𝑛
𝜂(𝑤)𝑓(𝑥+ 𝜖𝑤)𝑑𝑤

para todo 𝑥 ∈ Ω𝜖 = {𝑥 ∈ Ω : 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥, 𝜕Ω) > 𝜖}

Teorema 2.3 (Propriedades das funções suavizantes(Mollifers)). i. 𝑓𝜖 ∈ 𝐶∞(R𝑛),
𝑓𝜖 −→ 𝑓 em 𝐿1

𝑙𝑜𝑐(R𝑛) e se 𝑓 ∈ 𝐿1(R𝑛), então 𝑓𝜖 −→ 𝑓 em 𝐿1(R𝑛);
ii. 𝐴 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝐵 para todo x, 𝐴 ≤ 𝑓𝜖(𝑥) ≤ 𝐵;

iii 𝑆𝑒 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿1(R𝑛) 𝑒𝑛𝑡ã𝑜
∫︁
R𝑛
𝑓𝜖𝑔𝑑𝑥 =

∫︁
R𝑛
𝑓𝑔𝜖𝑑𝑥; iv. 𝑆𝑒

f∈ 𝐶1(R𝑛), 𝑒𝑛𝑡ã𝑜 𝜕𝑓𝜖

𝜕𝑥𝑘

=
(︃
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑘

)︃
𝜖

;

v.𝑠𝑝𝑡 𝑓 ⊆ 𝑋 ⇒ 𝑠𝑝𝑡 𝑓𝜖 ⊆ 𝑋𝜖 = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥, 𝜕𝑋) > 𝜖}

Prova 2.3. Ver Evans-Gariepy pág. 146 ou Giust pág. 2

Teorema 2.4. Se 𝑓 ∈ 𝐵𝑉𝑙𝑜𝑐(Ω) ∩ Ł1(Ω) então 𝑓 ∈ 𝐵𝑉 (Ω) se, e somente se ‖𝐷𝑓‖(Ω) <
+∞.

Prova 2.4. Para mostrar que ‖𝑓‖𝐵𝑉 (Ω) é uma norma, não há dificuldades pois basta ar-
gumentarmos sobre as propriedades da norma ‖𝑓‖𝐿1(Ω) juntamente com as propriedades
da medida de variação de f. Passemos a completude de 𝐵𝑉 (Ω). Seja {𝑓𝑘}∞

𝑘=1 uma sequên-
cia de Cauchy em 𝐵𝑉 (Ω). Então pela definição de ‖𝑓‖𝐵𝑉 (Ω) temos que 𝑓𝑘 induz uma
sequência de Cauchy em 𝐿1(Ω). Pelo fato de 𝐿1(Ω) ser completo, existe 𝑓 ∈ 𝐿1(Ω) tal que
𝑓𝑘 −→ 𝑓 . Ora, {𝑓𝑘} é uma sequência de Cauchy em 𝐵𝑉 (Ω), consequentemente, ‖𝑓‖𝐵𝑉 (Ω)

é limitada e assim ‖𝐷𝑓𝑘‖ é limitada, logo pela semicontinuidade inferior 𝑓 ∈ 𝐵𝑉 (Ω).
Dito isso, falta mostrarmos apenas que 𝑓𝑘 −→ 𝑓 em 𝐵𝑉 (Ω), isto é

‖𝐷(𝑓𝑘 − 𝑓)‖(Ω) −→ 0.

Com efeito, dado 𝜖 > 0, pela definição de sequência de Cauchy, existe 𝑁0 tal que

𝑘, 𝑗 > 𝑁0 ⇒ ‖𝑓𝑘 − 𝑓𝑗‖𝐵𝑉 (Ω) < 𝜖 ⇒ ‖𝑓𝑘 − 𝑓𝑗‖𝐿1(Ω) < 𝜖 𝑒 ‖𝐷(𝑓𝑘 − 𝑓𝑗)‖ < 𝜖

Ora, 𝑓𝑘 −→ 𝑓 em 𝐿1(Ω) e assim (𝑓𝑘 − 𝑓𝑗) −→ (𝑓𝑘 − 𝑓) em 𝐿1(Ω), aplicando a semicon-
tinuidade inferior mais uma vez temos que

‖𝐷(𝑓𝑘 − 𝑓)‖ ≤ lim inf
𝑘→∞

‖𝐷(𝑓𝑘 − 𝑓𝑗)‖ ≤ 𝜖.

Logo, como 𝜖 é artibrário 𝑓𝑘 −→ 𝑓 em 𝐵𝑉 (Ω) e portando 𝐵𝑉 (Ω) é completo. �

Vejamos agora alguns exemplos sobre os fatos até aqui discutidos.
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Exemplo 2.2 (Variação de funções 𝑊 1,2(Ω)). Suponha que 𝑓 ∈ 𝑊 1,2(Ω). Então por
integração por partes ∫︁

Ω
𝑓𝑑𝑖𝑣𝑔𝑑𝑥 = −

∫︁
Ω
𝑔 · ∇𝑓𝑑𝑥 ≤

∫︁
Ω

|∇𝑓 |𝑑𝑥.

Agora vamos demonstrar a desigualdade contrária.

Para cada 𝜖 > 0 escolha 𝑔 como sendo (∇𝑓)𝜖

|∇𝑓 | , onde (∇𝑓)𝜖 = 𝜂𝜖 * ∇𝑓 , a convolução
com uma função suavizante. Então

‖𝐷𝑓‖(Ω) ≥
∫︁

Ω
𝑓𝑑𝑖𝑣𝑔𝑑𝑥 =

∫︁
Ω
𝑑𝑖𝑣

(︃
|(∇𝑓)𝜖|𝑓

|∇𝑓 |

)︃
𝑑𝑥+

∫︁
Ω

|(∇𝑓)𝜖|) · ∇𝑓
|∇𝑓 |

𝑑𝑥.

Fazendo 𝜖 −→ 0 obtemos
‖𝐷𝑓‖(Ω) ≥

∫︁
Ω

|∇𝑓 |𝑑𝑥

e portanto
‖𝐷𝑓‖(Ω) =

∫︁
Ω

|∇𝑓 |𝑑𝑥.

�

Note que, pelo exemplo anterior, a função 𝜎 dada pelo teorema de caracterização local é
exatamente

𝜎 = ∇𝑓
|∇𝑓 |

e a medida 𝜇 é precisamente a medida de Lebesgue, isto é, 𝜇 = ℒ𝑛.

Exemplo 2.3 (Perímetro de um conjunto com fronteira suave). Suponha que 𝐸
tenha fronteira 𝐶2. Então, pelo teorema da Divergência

∫︁
Ω
𝜒𝐸𝑑𝑖𝑣𝑔𝑑𝑥 =

∫︁
𝐸
𝑑𝑖𝑣𝑔𝑑𝑥 =

∫︁
𝜕𝐸∩Ω

𝑔 · 𝜈𝑑ℋ𝑛−1 ≤ |𝑔|ℋ𝑛−1(𝜕𝐸 ∩ Ω)

consequentemente, se |𝑔| ≤ 1

‖𝜕𝐸‖(Ω) ≤ ℋ𝑛−1(𝜕𝐸 ∩ Ω) < +∞.

Portanto, 𝜒𝐸 ∈ 𝐵𝑉 (Ω) e de fato

‖𝜕𝐸‖(Ω) = ℋ𝑛−1(𝜕𝐸 ∩ Ω).

Logo, para garantir tal afirmação, basta mostrarmos que

‖𝜕𝐸‖(Ω) ≥ ℋ𝑛−1(𝜕𝐸 ∩ Ω).

Com efeito, como 𝐸 tem fronteira 𝐶2, 𝜈(𝑥) será uma aplicação de classe 𝐶1 com |𝜈(𝑥)| =
1. Extendendo tal campo para todo o R𝑛, via Teorema (1.1.22), 𝑁 ∈ 𝐶1(R𝑛,R𝑛) e |𝑁 | ≤ 1
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para todo x. Agora tomando 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (Ω) com |𝜙| ≤ 1, fazendo 𝑔 = 𝑁𝜙, e aplicando o

teorema da Divergência temos∫︁
𝐸
𝑑𝑖𝑣𝑔𝑑𝑥 =

∫︁
𝜕𝐸
𝜙𝑁 ·𝑁𝑑ℋ𝑛−1 =

∫︁
𝜕𝐸
𝜙𝑑ℋ𝑛−1

e assim

‖𝜕𝐸‖(Ω) ≥ sup
{︂∫︁

𝜕𝐸
𝜙𝑑ℋ𝑛−1 : 𝜙 ∈ 𝐶1

𝑐 (Ω), |𝜙(𝑥)| ≤ 1
}︂

= ℋ𝑛−1(𝜕𝐸 ∩ Ω).

Portanto
‖𝜕𝐸‖(Ω) = ℋ𝑛−1(𝜕𝐸 ∩ Ω).

�

Exemplo 2.4 (Perímetro de um conjunto sem fronteira suave). Seja, {𝑥𝑘}∞
𝑘=1 a

sequência de todos os pontos do R𝑛 com coordenadas racionais e

𝐵𝑘 = 𝐵(𝑥𝑘, 2−𝑘) = {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥𝑘 − 𝑥| < 2−𝑘}.

Definindo 𝐸 =
∞⋃︁

𝑘=0
𝐵𝑘, tem- se

|𝐸| ≤
∞∑︁

𝑘=0
|𝐵𝑘| = 𝛼𝑛

∞∑︁
𝑘=0

2−𝑘𝑛 =
∞∑︁

𝑘=0

𝛼𝑛

1 − 2−𝑛
, 𝛼𝑛 =

Γ
(︂1

2

)︂
Γ
(︂
𝑛

2 + 1
)︂

onde Γ representa a função gama. Como Q𝑛 é denso em R𝑛, 𝐸 = R𝑛, |𝜕𝐸| = +∞ e
consequentemente ℋ𝑛−1(𝜕𝐸) = +∞. �

Vejamos agora um exemplo que nos mostra um caso onde a igualdade na semicon-
tinuidade inferior não é atingida.

Exemplo 2.5. Tome Ω = (0, 2𝜋) ⊂ R e 𝑓𝑘(𝑥) = 𝑠𝑒𝑛(𝑘𝑥)
𝑘

para todo 𝑥 ∈ R e 𝑘 ∈ N.
Assim ∫︁

Ω
|𝑓𝑘(𝑥)|𝑑𝑥 = 1

𝑘

∫︁ 2𝜋

0
|𝑠𝑒𝑛(𝑥𝑘)|𝑑𝑥 ≤ 2𝜋

𝑘
−→ 0

e logo 𝑓𝑘 −→ 0 em 𝐿1(Ω). Por outro lado, para todo 𝑘 a função 𝑓𝑘(𝑥) é suave, e conse-
quentemente

‖𝐷𝑓𝑘‖(Ω) =
∫︁ 2𝜋

0
| cos(𝑘𝑥)| = 4.

�

2.2 Aproximação e Compacidade
As funções de variação limitada admitem uma aproximação por funções de classe

𝐶∞(Ω), dada pelo seguinte resultado.
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Teorema 2.5 (Aproximação Local por funções suave). Suponha que 𝑓 ∈ 𝐵𝑉 (Ω).
Então existe uma sequência de funções {𝑓𝑘} ⊂ 𝐵𝑉 (Ω) ∩ 𝐶(Ω) tal que
i. 𝑓𝑘 −→ 𝑓 em 𝐿1(Ω).
ii. ‖𝐷𝑓𝑘‖(Ω) −→ ‖𝐷𝑓‖(Ω).

Prova 2.5. Ver Evans-Gariepy pág. 199. �

Vale salientar que a convergência das medidas em ii não garante a convergência em
𝐵𝑉 (Ω) da sequência 𝑓𝑘 para a função 𝑓 , isto é, ‖𝐷(𝑓𝑘 − 𝑓)‖(Ω) −→ 0.

Definição 2.4. Dizemos que um conjunto Ω ⊂ R𝑛 possui fonteira 𝜕Ω Lispchitz de classe
𝐶𝑘, ou simplesmente fronteira Lipschitz quando, para cada 𝑥0 ∈ 𝜕Ω existe 𝑟 > 0 e uma
aplicação Lipschitz 𝛾 : R𝑛−1 → R de classe 𝐶𝑘 tal que, aplicando rotação nos eixos
coordenados, quando necessário tal que

Ω ∩𝑄(𝑥0, 𝑟) = {𝑦 : 𝛾(𝑦1 . . . , 𝑦𝑛−1) < 𝑦𝑛} ∩𝑄(𝑥0, 𝑟)

onde 𝑄(𝑥0, 𝑟) = {𝑦 ∈ R𝑛 : |𝑦 − 𝑥| < 𝑟} .

Figura: Fronteira Lipschitz

Lembremos que pela fórmula da Coarea, o volume do gráfico da aplicação 𝛾 é dado por

ℋ𝑛−2(𝐺𝑟𝑎𝑓(𝛾)) =
∫︁

Ω

√︁
1 + |∇𝛾|2𝑑𝑥.

A seguir, temos um resultado topológico a respeito do espaço 𝐵𝑉 (Ω).

Teorema 2.6 (Compacidade em 𝐵𝑉 (Ω)). Seja Ω ⊂ R𝑛 um conjunto aberto limitado
com fronteira froteira Lipschitz. Suponha que {𝑓𝑘}∞

𝑘=1 seja uma sequência em 𝐵𝑉 (Ω)
satisfazendo

sup
𝑘

‖𝑓𝑘‖𝐵𝑉 (Ω) < +∞.

Então existe uma subsequência
{︁
𝑓𝑘𝑗

}︁∞

𝑗=1
e uma função 𝑓 ∈ 𝐵𝑉 (Ω) tal que

𝑓𝑘𝑗
−→ 𝑓 𝑒𝑚 𝐿1(Ω).



Capítulo 2. Funções de Variação Limitada 32

A fórmula da Coarea nos diz que se 𝑓 : R𝑛 −→ R𝑚 com 𝑛 ≥ 𝑚 é uma aplicação
Lipschitz e 𝐴 ⊂ R𝑛 é ℒ𝑛−mensurável, tem-se∫︁

𝐴
𝐽𝑓𝑑𝑥 =

∫︁
R𝑛

ℋ𝑛−𝑚(𝐴 ∩ 𝑓−1(𝑦))𝑑𝑦.

As funções de variação limitada tem um bom comportamento neste sentido, por
conta disso, é possível calcular a variação de uma função, via uma fórmula do tipo Coarea.
Vejamos a seguir.

Definição 2.5. Seja 𝑓 : Ω −→ R e 𝑡 ∈ R definimos 𝐸𝑡 = {𝑥 ∈ Ω : 𝑓(𝑥) > 𝑡.}

Pela definição da medida de variação de 𝑓 ∈ 𝐵𝑉 (Ω), a aplicação 𝑡 → ‖𝜕𝐸𝑡‖ é ℒ1

mensurável. Em consequência de tal fato tem-se

Teorema 2.7 (Fórmula da Coarea para funções BV). Se 𝑓 ∈ 𝐵𝑉 (Ω), então 𝐸𝑡 tem
perímetro finito para todo 𝑡 ∈ R ℒ1 q.t.p, e

‖𝐷𝑓‖(Ω) =
∫︁
R

‖𝜕𝐸𝑡‖(Ω)𝑑𝑡.

Note que se o lado esquerdo da igualdade for finito, pelo Teorema 2.1.3 𝑓 ∈ 𝐵𝑉 (Ω).

Prova 2.6. Ver Evans-Gariepy pág. 212. �

Vejamos agora um resultado que, assim como as propriedades das funções suavi-
zantes, nos dá uma ótima noção a respeito do comportamento dessas funções.

Teorema 2.8. Sejam 𝑓 ∈ (Ω) e 𝑈 ⊂⊂ Ω, com Ω aberto, satisfazendo

‖𝐷𝑓‖(𝜕𝑈) = 0.

Então, se 𝑓𝜖 é uma família de funções suavizantes(extendidas para 0 fora de Ω se neces-
sário) tem-se

‖𝐷𝑓‖(𝑈) = lim
𝜖→0

‖𝐷𝑓𝜖‖(𝑈).

Prova 2.7. Ver Giusti pág. 12.

Note que, pelo teorema acima, fazendo 𝑈 = R𝑛 temos

‖𝐷𝑓‖(R𝑛) = lim
𝜖→0

‖𝐷𝑓𝜖‖(R𝑛).

Em particular pondo 𝑓 = 𝜒𝐸, calculamos o perímetro de E do seguinte modo

‖𝜕𝐸‖(R𝑛) = lim
𝜖→0

‖𝜕𝜒𝜖𝐸
‖(R𝑛).
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Na literatura clássica das funções de variação limitada as medidas de variação de
uma função e a medida perímetro também são denotadas da seguinte forma

‖𝐷𝑓‖(Ω) =
∫︁

Ω
|𝐷𝑓 |

‖𝜕𝐸‖(Ω) = 𝑃Ω(𝐸)

Desse modo a medida 𝜇 de Radon, dada pelo teorema estrutural é denotada por

𝜇 = 𝐷𝑓

e assim,
‖𝐷𝑓‖(Ω) =

∫︁
Ω

|𝐷𝑓 | = −
∫︁

Ω
𝑔 · 𝜎𝑑(𝐷𝑓).

Definição 2.6 (Domínios de Extensão). Dizemos que um conjunto aberto Ω ⊂ R𝑛 é
um domínio de extensão se 𝜕Ω é limitada e para cada conjunto aberto 𝐴 ⊃ Ω existe um
aplicação 𝑇 : 𝐵𝑉 (Ω) −→ 𝐵𝑉 (R𝑛) linear e contínua satisfazendo:
i. 𝑇𝑢 = 0 em R𝑛 ∖ 𝐴 para todo 𝑢 ∈ 𝐵𝑉 (Ω)
ii. ||𝐷𝑇𝑢||(𝜕Ω) = 0 para todo 𝑢 ∈ 𝐵𝑉 (Ω)

Proposição 2.1. Seja Ω ⊂ R𝑛 um conjunto aberto com fronteira 𝜕Ω compacta e Lipschitz.
Então Ω é um domínio de extensão.

Prova 2.8. Ver Ambrosio-Fusco-Pallara pág. 131.
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3 Critério Para Interface de Perímetro Mí-
nimo

Neste capítulo provaremos nosso critério para classificar uma interface de perímetro
mínimo. Nosso resultado é geométrico, embora sua demonstração seja analítica. Portanto,
para tal feito, enunciaremos e provaremos dois lemas e suas consequências assim como
duas proposições, que ao usarmos de forma encaixada concluirão nosso resultado.

3.1 Lemas

Lema 3.1 (Modica, L.). Seja Ω um conjunto limitado e aberto no R𝑛 com fronteira
Lipschitz contínua e 𝐸 um subconjunto mensurável de Ω. Se 𝐸 e Ω ∖𝐸 contém uma bola
aberta não-vazia, então existe uma sequência {𝐸ℎ} de subconjuntos abertos e limitados
do R𝑛 com fronteira suave tais que:

i. lim
ℎ→∞

|(𝐸ℎ ∩ Ω) △ 𝐸)| = 0 e lim
ℎ→+∞

𝑃Ω (𝐸ℎ) = 𝑃Ω(𝐸).
ii.|𝐸ℎ ∩ Ω| = |𝐸|, para ℎ suficientemente grande.
iii.ℋ𝑛−1(𝜕𝐸ℎ ∩ 𝜕Ω) = 0, para ℎ suficientemente grande.

Prova 3.1. Seja 𝑢 = 𝜒𝐸, então pelo fato de Ω ser limitado 𝜕Ω é compacta. Logo, pela
proposição 2.2.1 temos que existe uma função �̃� ∈ 𝐵𝑉 (R𝑛) ∩ 𝐿∞(R𝑛) tal que:

�̃�|Ω = 𝑢 𝑒 ‖𝐷�̃�‖(𝜕Ω) = 0.

Seja (𝜑𝜖) um sistema usual de mollifiers, isto é, 𝜑𝜖 ∈ 𝐶∞
0 (R𝑛),

∫︀
R𝑛 𝜑𝜖𝑑𝑥 = 1, 𝑠𝑝𝑡 𝜑𝜖 ⊂

𝐵(0, 𝜖) e 0 ≤ 𝜑𝜖 ≤ 1. Então definindo a sequência 𝑢𝜖 = 𝜑𝜖 * 𝑢 verificamos o seguinte fato

lim
𝜖→0

∫︁
R𝑛

|𝑢𝜖 − �̃�|𝑑𝑥 = 0.

Com efeito, note que:∫︁
R𝑛

|𝑢𝜖 − �̃�|𝑑𝑥 =
∫︁

𝐸
|𝑢𝜖 − �̃�|𝑑𝑥+

∫︁
R𝑛∖𝐸

|𝑢𝜖 − �̃�|𝑑𝑥.

A primeira integral é identicamente nula por conta da definição de (𝜑𝜖); a segunda integral,
usamos que fora de 𝐸 a função 𝑢(𝑥) é identicamente nula(característica de 𝐸) e tal integral
fica dada por
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∫︁
(R𝑛∖𝐸)∩𝐵(0,𝜖)

|𝑢𝜖|𝑑𝑥 ≤ |(R𝑛 ∖ 𝐸) ∩𝐵(0, 𝜖)|

fazendo 𝜖 → 0+ concluímos o desejado.

Dito isto, temos que quando 𝜖 → 0+a sequência {𝑢𝜖}, converge q.t.p em 𝐿1(Ω)
para a função �̃�, deste modo o conjunto dos pontos em que elas diferem, tem medida nula,
ou seja,

lim
𝜖→0+

|{𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑢𝜖(𝑥) − 𝑢(𝑥)| ≥ 𝜂}| = 0 (3.1)

para todo 𝜂 > 0 e logo
lim

𝜖→0+

∫︁
R𝑛

|𝐷𝑢𝜖|𝑑𝑥 = ‖𝐷�̃�‖(R𝑛)

Desta última igualdade e do fato da integral
∫︀

𝜕Ω |𝐷�̃�| = 0 juntamente com a semiconti-
nuidade inferior aplicada aos conjuntos Ω e R𝑛 ∖ Ω̄, concluímos que

lim
𝜖→0+

∫︁
Ω

|𝐷𝑢𝜖|𝑑𝑥 = ‖𝐷�̃�‖(Ω) = ‖𝐷𝑢‖(Ω)| = 𝑃Ω(𝐸). (3.2)

Tais argumentos nos dão um direcionamento para prova do lema, isto é, primeiro aproxi-
maremos a função característica de 𝐸, por funções suaves e passaremos a uma sequência
{𝐸𝜖} que naturalmente vai aproximar o conjunto 𝐸, basta fazermos uma escolha adequada
das funções 𝑢𝜖.

Passemos então para a prova do lema.
Por hipótese temos que existe 𝑥1 ∈ 𝐸, 𝑥2 ∈ Ω ∖𝐸 e um 𝛿0 > 0 tal que as bolas 𝐵1(𝑥1, 𝛿0)
e 𝐵2(𝑥2, 𝛿0) satisfazem 𝐵1(𝑥1, 𝛿0) ⊂ 𝐸 𝑒 𝐵1(𝑥2, 𝛿0) ⊂ Ω ∖ 𝐸. Sendo assim, façamos

𝑢𝜖 = 𝑢 𝑒𝑚 𝐵1(𝑥1, 𝛿0) ∪𝐵2(𝑥2, 𝛿0), 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝜖 <
𝛿0

2 .

Agora para cada ℎ ∈ N, escolha o número positivo 𝜖ℎ < min
{︁

1
ℎ
, 𝛿0

2

}︁
satisfazendo

lim
𝜖→0+

⃒⃒⃒⃒{︂
𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑢𝜖(𝑥) − 𝑢(𝑥)| ≥ 1

ℎ

}︂⃒⃒⃒⃒
≤ 1
ℎ
,

e escrevendo 𝑣ℎ = 𝑒𝑠𝑠𝑖𝑛𝑓1≤𝑡≤ 1
ℎ

PΩ ({𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑢𝜖ℎ
(𝑥) > 𝑡)} escolhemos o número 𝑡ℎ tal que

𝑡ℎ ∈
(︂1
ℎ
, 1 − 1

ℎ

)︂
e

𝑃Ω ({𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑢𝜖ℎ
(𝑥) > 𝑡ℎ)} ≤ 𝑣ℎ + 1

ℎ
(3.3)

𝐷𝑢𝜖ℎ
(𝑥) ̸= 0 ∀ 𝑥 ∈ R𝑛 𝑐𝑜𝑚 𝑢𝜖ℎ

(𝑥) = 𝑡ℎ (3.4)

ℋ𝑛−1 ({𝑥 ∈ 𝜕Ω : 𝑢𝜖ℎ
(𝑥) = 𝑡ℎ}) = 0 (3.5)

Note que a primeira condição vale para conjuntos com medida positiva 𝑡ℎ e as outras
duas são exatamente as teses do teorema de Sard1, contanto que ℋ𝑛−1(𝜕Ω) < +∞ e além
1 Para mais detalhes ver referência [6]
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disso a terceira significa dizer que os conjuntos de nível intersectam 𝜕Ω transversalmente.
Escolhidos os números 𝜖ℎ e 𝑡ℎ estamos prontos para efetuar a construção da sequência
{𝐸ℎ}. Primeiro determine as sequências {̃︁𝐸ℎ} e {𝜆ℎ}, por ̃︀𝐸ℎ = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑢𝜖ℎ

(𝑥) > 𝑡ℎ} e
𝜆ℎ = |̃︁𝐸ℎ ∩ Ω| − |𝐸| depois defina os conjuntos 𝐸ℎ como segue

𝐸ℎ =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
̃︀𝐸ℎ ∖𝐵(𝑥1, 𝑟ℎ) , 𝑠𝑒 𝜆ℎ > 0,̃︀𝐸ℎ , 𝑠𝑒 𝜆ℎ = 0,̃︀𝐸ℎ ∪𝐵(𝑥2, 𝑟ℎ) , 𝑠𝑒 𝜆ℎ < 0.

onde o número 𝑟ℎ foi tomado de modo que |𝜆ℎ| = |𝐵(𝑥1, 𝑟ℎ)| = |𝐵(𝑥2, 𝑟ℎ)|. Finalizada
nossa construção, provemos nossas teses.
Verifiquemos a veracidade de ii, isto é, para h suficientemente grande |𝐸ℎ ∩ Ω| = |𝐸|.
Com efeito,

𝑆𝑒 𝑥 ∈
(︁̃︁𝐸ℎ ∩ Ω

)︁
∖ 𝐸 =⇒ 𝑢𝜖ℎ

> 𝑡ℎ >
1
ℎ
𝑒 𝑢(𝑥) = 0

enquanto que

𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 ∈ 𝐸 ∖
(︁̃︁𝐸ℎ ∩ Ω

)︁
=⇒ 𝑢𝜖ℎ

≤ 𝑡ℎ < 1 − 1
ℎ
𝑒 𝑢(𝑥) = 1.

Sendo assim, pelo fato

lim
𝜖→0+

⃒⃒⃒⃒{︂
𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑢𝜖(𝑥) − 𝑢(𝑥)| ≥ 1

ℎ

}︂⃒⃒⃒⃒
≤ 1
ℎ
,

obtemos

|𝜆ℎ| ≤ |(̃︁𝐸ℎ ∩ Ω) △ 𝐸| ≤ lim
𝜖→0+

⃒⃒⃒⃒{︂
𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑢𝜖(𝑥) − 𝑢(𝑥)| ≥ 1

ℎ

}︂⃒⃒⃒⃒
≤ 1
ℎ

(3.6)

pois pela nossa construção quando 𝜖 → 0+, ℎ → +∞ e consequentemente pela nossa
definição de 𝑟ℎ, lim

ℎ→+∞
𝑟ℎ = 0. Disso segue que para h suficientemente grande, 𝑟ℎ < 𝛿0, e

logo 𝐵1(𝑥1, 𝑟ℎ) ⊂ 𝐵1(𝑥1, 𝛿0) assim como 𝐵2(𝑥2, 𝑟ℎ) ⊂ 𝐵1(𝑥2, 𝛿0).
Por outro lado, como 𝜖ℎ <

𝛿0

2 , lembrando da nossa escolha inicial para a função 𝑢𝜖, a
saber:

𝑢𝜖 = 𝑢 𝑒𝑚 𝐵1(𝑥1, 𝛿0) ∪𝐵2(𝑥2, 𝛿0), 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝜖 <
𝛿0

2
garantimos

𝐵1(𝑥1, 𝛿0) ⊂ ̃︁𝐸ℎ ∩ Ω 𝑒 𝐵2(𝑥2, 𝛿0) ⊂ Ω ∖ ̃︁𝐸ℎ

e assim
|𝐸ℎ ∩ Ω| = |̃︁𝐸ℎ ∩ Ω| − |𝐵1(𝑥1, 𝑟ℎ)| = |𝐸|, 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝜆ℎ > 0

mesma forma

|𝐸ℎ ∩ Ω| = |̃︁𝐸ℎ ∩ Ω| + |𝐵1(𝑥1, 𝑟ℎ)| = |𝐸|, 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝜆ℎ < 0, (3.7)

essas duas últimas igualdades provam ii. Passemos agora ao item iii. Note que:

(𝜕𝐸ℎ ∩ 𝜕Ω) = (𝜕̃︁𝐸ℎ ∪ 𝜕𝐵1(𝑥𝑖, 𝑟ℎ)) ∩ 𝜕Ω), 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑖 = 1, 2,
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e como 𝐵(𝑥1, 𝑟ℎ) ⊂ (̃︁𝐸ℎ ∩ Ω), 𝐵2(𝑥2, 𝑟ℎ) ⊂ (Ω ∖ ̃︁𝐸ℎ tem-se (𝜕𝐵(𝑥𝑖, 𝑟ℎ) ∩ 𝜕Ω) = ∅ para 𝑖 =
1, 2, juntamente com ℋ𝑛−1 ({𝑥 ∈ 𝜕Ω : 𝑢𝜖ℎ

(𝑥) = 𝑡ℎ) = 0 mais a definição de ̃︁𝐸ℎ concluímos
que ℋ𝑛−1(𝜕𝐸ℎ ∩ 𝜕Ω) = ℋ𝑛−1(𝜕̃︁𝐸ℎ ∩ 𝜕Ω) = 0. Por construção, temos que o conjunto ̃︁𝐸ℎ

é aberto e limitado, consequentemente pela definição 𝐸ℎ é aberto e limitado. Com disso,
uma das condições impostas sobre 𝑡ℎ, mais precisamente a condição (3.4), vai nos dá que
𝐸ℎ tem fronteira suave e logo, iii está provado. Assim, nos resta provar i. Aplicando a
definição de diferença simétrica, juntamente com (3.7), tem-se

|(𝐸ℎ ∩ Ω) △ ( ̃︀𝐸ℎ ∩ Ω)| = |𝜆ℎ|

e como

|𝜆ℎ| ≤ |(̃︁𝐸ℎ ∩ Ω) △ 𝐸| ≤ lim
𝜖→0+

⃒⃒⃒⃒{︂
𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑢𝜖(𝑥) − 𝑢(𝑥)| ≥ 1

ℎ

}︂⃒⃒⃒⃒
≤ 1
ℎ

concluímos
lim

ℎ→∞
|(𝐸ℎ ∩ Ω) △ Ω)| = 0.

Para a segunda parte do item i, isto é, lim
ℎ→∞

𝑃Ω (𝐸ℎ) = 𝑃Ω(𝐸), comece observando que
pela definição da sequência {𝐸ℎ}, vale a seguinte igualdade

𝑃Ω(𝐸ℎ) = 𝑃Ω(̃︁𝐸ℎ) + ℋ𝑛−1 (𝜕𝐵(𝑥𝑖, 𝑟ℎ)) . (3.8)

Aplicando a semicontinuidade inferior

𝑃Ω(𝐸) ≤ lim inf
ℎ→+∞

𝑃Ω(̃︁𝐸ℎ). (3.9)

Para a desigualdade contrária, por (3.3) juntamente com a definição do número 𝑣ℎ temos
que

𝑃Ω( ̃︀𝐸ℎ) ≤ 𝑣ℎ + 1
ℎ

≤ 1
ℎ

+ 𝑃Ω ({𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑢𝜖ℎ
(𝑥) > 𝑡)}

para todo ℎ ∈ N e quase todo 𝑡 ∈
(︂1
ℎ
, 1 − 1

ℎ

)︂
. Integrando essa desigualdade com relação

a t e aplicando a fórmula da Coarea, nós obtemos(︂
1 − 2

ℎ

)︂
𝑃Ω( ̃︀𝐸ℎ) ≤ 1

ℎ

(︂
1 − 2

ℎ

)︂
+
∫︁

Ω
|𝐷𝑢𝜖ℎ

|𝑑𝑥, ∀ℎ ∈ N.

Usando que 𝜖ℎ <
1
ℎ

(3.2) tem-se

lim sup
ℎ→+∞

𝑃Ω(̃︁𝐸ℎ) ≤
∫︁

Ω
|𝐷𝑢|𝑑𝑥 = ‖𝐷̃︀𝑢‖(Ω) = ‖𝐷𝑢‖(Ω) = 𝑃Ω(𝐸) (3.10)

Por (3.9) e (3.10)

𝑃Ω(𝐸) ≤ lim inf
ℎ→+∞

𝑃Ω(̃︁𝐸ℎ) ≤ lim sup
ℎ→+∞

𝑃Ω(̃︁𝐸ℎ) ≤ 𝑃Ω(𝐸)

e portanto o lema 1 está provado. �
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Lema 3.2 (Modica, L.). Seja Ω um subconjunto aberto e limitado do R𝑛 com fronteira
Lipschitz contínua e seja 𝐸 um subconjunto mensurável de Ω tal que 0 < |𝐸| < |Ω|. Se
fixado um 𝜆 ≥ 0 tivermos que 𝜆 ≤ 𝑃Ω(𝐴), para cada aberto 𝐴 do R𝑛 que tem fronteira
suave satisfazendo ℋ𝑛−1(𝜕𝐴 ∩ 𝜕Ω) = 0 e |Ω ∩ 𝐴| = |𝐸|, então

𝜆 ≤ 𝑚𝑖𝑛 {𝑃Ω(𝐹 ) : 𝐹 𝑚𝑒𝑛𝑠𝑢𝑟á𝑣𝑒𝑙 𝑑𝑒 Ω 𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 |𝐹 | = |𝐸|} .

Se em particular 𝜆 = 𝑃Ω(𝐸), então a igualdade é satisfeita.

Prova 3.2. Seja 𝒜 = {𝐹 ⊂ Ω 𝑚𝑒𝑛𝑠𝑢𝑟á𝑣𝑒𝑙 : |𝐹 | = |𝐸|}. Defina sobre 𝒜 a função

𝑃Ω : 𝒜 −→ [0,+∞]
𝐹 ↦−→ 𝑃Ω(𝐹 )

denote 𝛼 = inf𝐹 𝑃Ω ≥ 0. Se 𝜆 é zero, não há o que fazer. Assuma que 𝜆 é diferente de
zero e tome uma sequência {𝐹𝑛} ∈ 𝒜 tal que 𝑃Ω(𝐹𝑛) → 𝛼, defina 𝒴 = {𝜒𝐹𝑛 : 𝑛 ∈ N} e
𝐸0 = inf 𝒜

Afirmação: Existe uma sequência {𝜒𝐹𝑛𝑗
} ∈ 𝒴 tal que 𝜒𝐹𝑛𝑗

→ 𝜒𝐸0.

Prova da afirmação: Note que:∫︁
Ω
𝜒𝐹𝑛𝑑𝑥 = |𝐹𝑛| = |𝐸| (3.11)

‖𝐷𝜒𝐹𝑛‖(Ω) = 𝑃Ω(𝐹𝑛) < +∞ (3.12)

(3.11) vem da definiçãode integral e (3.12) segue do fato 𝑃Ω(𝐹𝑛) ser convergente e con-
sequentemente limitada. Logo, pelo teorema de compacidade para funções BV existe uma
sequência 𝜒𝐹𝑛 tal que

𝜒𝐹𝑛𝑗

𝐿1(Ω)−→ 𝑤 ∈ 𝐵𝑉 (Ω).

Como a convergência em 𝐿1 implica em convergência pontual q.t.p temos que

𝜒𝐹𝑛𝑗
(𝑥) → 𝑤(𝑥)

e pelo fato de para todo 𝑛 ∈ N, 𝜒𝐹𝑛𝑗
(𝑥) ser uma função característica, 𝑤(𝑥) ∈ {0, 1}.

Definindo 𝐸0 = 𝑤−1(1), tem-se 𝜒𝐸0 = 𝑤(𝑥) e |𝐸0| = |𝐸| nossa afirmação está provada.
Pela nossa afirmação, nós temos que o conjunto 𝐸0 minimiza perímetro e seu volume é
constante em Ω. Sendo assim, aplicando o teorema 1 referência [5]2 temos que existem
duas bolas 𝐵1, 𝐵2 ⊂⊂ Ω e um 𝛿 > 0 tal que

min{𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐵1, 𝐸0), 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐵2,Ω ∖ 𝐸0)} ≥ 𝛿.

2 Se E minimiza perímetro com volume constante em Ω, e se |𝐸 ∩ Ω| > 0, |Ω ∩ 𝐸|, então existem duas
bolas 𝐵1, 𝐵2 ⊂⊂ Ω e 𝛿 > 0 tal que min{𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐵1, 𝐸), 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝐵2, Ω ∖ 𝐸)} ≥ 𝛿.(Para mais detalhes vide
referência [5])
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Isso significa que 𝐵1 ⊂ 𝐸0 e 𝐵2 ⊂ Ω ∖𝐸0, então aplicando o lema 1 temos que existe uma
sequência {𝐸ℎ} tal que

lim
ℎ→+∞

𝑃Ω (𝐸ℎ) = 𝑃Ω(𝐸0)

mas pela definição de 𝛼, juntamente com a semicontiuidade inferior

𝛼 ≤ 𝑃Ω(𝐸0) ≤ lim inf
ℎ→+∞

𝑃Ω(𝐹𝑛𝑗
) = 𝛼

e portanto 𝑃Ω(𝐸0) = 𝛼. Para a igualdade, basta lembrar que garantida a compacidade do
conjunto conjunto 𝒜 tem-se 𝛼 ∈ 𝒜 e consequentemente o lema 2 está provado. �

Definição 3.1. Dizemos que um conjunto 𝐴 do R𝑛 satisfaz a condição de interior esférico,
quando, para cada 𝑦0 ∈ 𝜕𝐴 existe uma bola 𝐵 dependendo de 𝑦0 tal que 𝐵 ∩ (R𝑛 − Ω) =
{𝑥0}.

Lema 3.3 (Gilbarg, D.). Sejam Ω um aberto limitado do R𝑛 tal que 𝜕Ω é localmente o
gráfico de uma função de classe 𝐶𝑘 com 𝑘 ≥ 2, 𝑑 : R𝑛 −→ R a função distância para a
fronteira de Ω, isto é, 𝑑(𝑥) = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥, 𝜕Ω) e Γ𝛼 =

{︁
𝑥 ∈ Ω| 𝑑(𝑥) < 𝛼

}︁
com 𝛼 > 0. Então

existe uma constante positiva 𝛽 dependendo de Ω tal que 𝑑 ∈ 𝐶𝑘(Γ𝛽).

Prova 3.3. Dado 𝑦0 ∈ 𝜕Ω, seja 𝑛(𝑦0) o vetor normal que aponta para dentro(vetor normal
interno) e 𝑇 (𝑦0) o hiperplano tangente a 𝜕Ω em 𝑦0. Sem perda de generalidade, aplicando
uma rotação de eixos, podemos assumir que a coordenada 𝑥𝑛 está na direção do vetor
𝑛(𝑦0) e pelo teorema da função implícita, obtemos uma vizinhança de 𝑦0, denotada por
𝑉 (𝑦0), tal que 𝑥𝑛 = 𝜑(𝑥′), onde 𝑥′ = (𝑥1, · · · , 𝑥𝑛−1) e 𝜑 ∈ 𝐶𝑛−1(𝑇 (𝑦0) ∩ 𝑉 (𝑦0)). Como
𝜕Ω é localmente o gráfico de de uma função Lipschitiziana de classe 𝐶𝑛−1 q.t.p, temos
que 𝜕Ω satisfaz a condição de interior esférico e assim existe uma bola 𝐵 de raio 𝛼 tal
que 𝐵 ∩ (R𝑛 − Ω) = {𝑦0}. Vamos mostrar que para cada 𝑦0 ∈ 𝜕Ω, o número 𝛽 = 𝛼−1

limita as curvaturas principais de 𝜕Ω em 𝑦0. Para cada ponto 𝑥0 ∈ {𝑥 ∈ Ω| 𝑑(𝑥) < 𝛼},
seja 𝑦0 = 𝑦(𝑥0) e escolha um sistema de coordenadas principais em 𝑦0. Agora defina a
aplicação 𝒢 : (𝑇 (𝑥0) ∩ 𝑉 (𝑦0)) × R −→ R𝑛 por

𝒢(𝑦, 𝑑(𝑥)) = 𝑦 + 𝑛(𝑦)𝑑(𝑥), 𝑜𝑛𝑑𝑒 𝑦 = (𝑦′, 𝜑(𝑦′)). (3.13)

Por definição temos que 𝒢 ∈ 𝐶𝑛−1((𝑇 (𝑥0) ∩ 𝑉 (𝑦0))) e a matriz Jacobiana de 𝒢 em
(𝑦′

0, 𝑑(𝑥0))
𝑑𝑖𝑎𝑔 [𝐽𝒢] = [1 − 𝑘1𝑑, · · · , 1 − 𝑘𝑛−1𝑑, 1]

pois num sitema de coordenadas principais temos que os 𝑘𝑖, 𝑖 = 1, · · · , 𝑛 − 1 são as
curvaturas principais de 𝜕Ω em 𝑦0, e o vetor normal interno 𝑛(𝑦) = (𝑛1(𝑦), · · · , 𝑛𝑛(𝑦)) é
dado por

𝑛𝑖 = − 𝐷𝑖𝜑(𝑦′)√︁
1 + |𝐷𝜑|2

, 𝑖 = 1 · · · , 𝑛−1, 𝑛𝑛 = 1√︁
1 + |𝐷𝜑|2

𝑒 𝐷𝑗𝑛𝑖(𝑦′
0) = 𝑘𝑖𝛿𝑖𝑗, 𝑗 = 1, · · · , 𝑛−1.
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Consequentemente, tem-se

𝑑𝑒𝑡[𝐽𝒢] = (1 − 𝑘1𝑑(𝑥0)) · · · (1 − 𝑘𝑛−1𝑑(𝑥0)) > 0 (3.14)

pois 𝑥0 ∈ Γ𝛼 =
{︁
𝑥 ∈ Ω| 𝑑(𝑥) < 𝛼

}︁
. Dito isto, pelo teorema da aplicação inversa, temos

que existe uma vizinhança 𝑉 ′(𝑥0) de (𝑦′
0, 𝑥0) tal que 𝑦′ ∈ 𝐶𝑘−1(𝑉 ′). Sendo assim de (3.13)

𝑥 = 𝑦 + 𝑛(𝑦)𝑑(𝑥)

e assim, denotando por 𝐷𝑑(𝑥), o gradiente da função distância, temos 𝐷𝑑(𝑥) = 𝑛(𝑦(𝑥)) =
𝑛(𝑦′(𝑥)) ∈ 𝐶𝑘−1(𝑉 ′(𝑥0)) para todo x em 𝑉 ′(𝑥0) ou seja 𝑑(𝑥) ∈ 𝐶𝑘(Γ𝛼). Por (3.14) fazendo
𝛽 = 𝛼−1 temos que 𝑘𝑖 < 𝛽, 𝑖 = 1, · · · , 𝑛− 1. �

Prova 3.4. Primeiro vejamos para Ω = R𝑛. Para 𝑡 > 0, seja 𝑉𝑡 = {𝑥 ∈ 𝐴 : 0 < 𝑔(𝑥) < 𝑡},
pelo lema 3.1.3, encontramos t suficientemente grande e um difeomorfismo 𝜑 sobre 𝑉𝑡 e
𝜕𝐴× (0, 𝑡) tal que:

det[𝐽𝜑(𝑥)] =
𝑛−1∏︁
𝑖=1

(1 − 𝑘𝑖(𝜑(𝑥))𝑔(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝑉𝑡

onde 𝑘1 · · · , 𝑘𝑛−1 representam as curvaturas principais de 𝜕𝐴 e 𝜑(𝑥) a componente de
𝜑(𝑥) em 𝜕𝐴 . Consequentemente, temos que 𝑔(𝑥) é suave em 𝑉𝑡 e

𝐷𝑔(𝑥) = −𝑛(𝜑(𝑥)) ∀𝑥 ∈ 𝑉𝑡 (3.15)

onde 𝑛(𝜑(𝑥)) denota o vetor normal externo em x de 𝜕𝐴. Dito isto, temos que se 𝑛𝑡(𝑥)
denota o vetor normal de 𝑆𝑡 externo com respeito à 𝑉𝑡, tem-se

𝑣𝑡(𝑥) = 𝐷𝑔(𝑥),∀ 𝑥 ∈ 𝑆𝑡 (3.16)

e logo, denotando por 𝑛′(𝑥) o vetor normal a 𝜕𝐴, observando que 𝜕𝑉𝑡 = 𝜕𝐴∪𝑆𝑡 e aplicando
o teorema da divergência∫︁

𝑉𝑡

div𝐷𝑔(𝑥)𝑑𝑥 =
∫︁

𝜕𝑉𝑡

𝐷𝑔(𝑥).𝑛′(𝑥)𝑑ℋ𝑛−1

=
∫︁

𝜕𝐴
𝐷𝑔(𝑥).𝑛(𝑥)𝑑ℋ𝑛−1 +

∫︁
𝑆𝑡

𝐷𝑔(𝑥).𝑛𝑡(𝑥), 𝑑ℋ𝑛−1.

De (3.15) e (3.16), obtemos que 𝐷𝑑(𝑥) = −𝑛(𝑥) em 𝜕𝐴 e 𝐷𝑑(𝑥) = 𝑛𝑡(𝑥) em 𝑆𝑡, assim∫︁
𝑉𝑡

div𝐷𝑔(𝑥)𝑑𝑥 =
∫︁

𝜕𝐴
−𝑛(𝑥).𝑛(𝑥)𝑑ℋ𝑛−1 +

∫︁
𝑆𝑡

𝑛(𝑥).𝑛𝑡(𝑥)𝑑ℋ𝑛−1 =
∫︁

𝜕𝐴
−𝑑ℋ𝑛−1 +

∫︁
𝑆𝑡

𝑑ℋ𝑛−1

= ℋ𝑛−1(𝑆𝑡) − ℋ𝑛−1(𝜕𝐴).

Isto é suficiente para verificar que |𝑉𝑡| tende para zero quando 𝑡 −→ 0, pois dessa última
igualdade temos que |𝑉𝑡| ≥ 0. Por outro lado, pela suavidade de det[𝐽𝜑(𝑥)] associada a
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compacidade de 𝜕𝐴 e o lema anterior, obtemos det[𝐽𝜑(𝑥)] ≥ 𝛼 para 𝑥 ∈ 𝑉𝑡 e 𝑡 suficien-
temente pequeno. Deste modo,

|𝑉𝑡| =
∫︁

𝜑−1∘𝜑(𝑉𝑡)
1𝑑𝑥 =

∫︁
𝜑(𝑉𝑡)

det[𝐽𝜑−1(𝑦, 𝑠)]𝑑(𝑦, 𝑠) =
∫︁

𝜕𝐴
𝑑ℋ𝑛−1(𝑦)

∫︁ 𝑡

0
det[𝐽𝜑−1(𝑦, 𝑠)]𝑑𝑠

lembrando que det[𝐽𝜑(𝑥)] > 𝛼 e passando o limite em (3.17), obtemos

lim
𝑡→0+

|𝑉𝑡| = lim
𝑡→0+

∫︁
𝜕𝐴
𝑑ℋ𝑛−1(𝑦)

∫︁ 𝑡

0
det[𝐽𝜑−1(𝑦, 𝑠)]𝑑𝑠 (3.17)

lim
𝑡→0+

|𝑉𝑡| ≤ lim
𝑡→0+

ℋ𝑛−1(𝜕𝐴)𝛽𝑡 = 0 (3.18)

logo para t suficientemente pequeno temos que |𝑉𝑡| = 0 e assim quando Ω = R𝑛 o resultado
é válido. Passemos agora ao caso Ω ⊂ R𝑛. Note que pelo fato de 𝑆𝑡 = 𝜕(𝐴 ∖ 𝑉𝑡), tem-
se ℋ𝑛−1(𝑆𝑡 ∩ 𝜕𝐴) = 𝑃Ω(𝐴 ∖ 𝑉𝑡). Com efeito, pela fato de 𝐴 ter fronteira compacta,
ℋ𝑛−1(𝜕𝐴 ∩𝐾) < ∞ para todo compacto 𝐾, e assim

𝑆𝑡 = 𝜕(𝐴 ∖ 𝑉𝑡) =⇒ ℋ𝑛−1(𝑆𝑡 ∩ Ω) = ℋ𝑛−1(𝜕(𝐴 ∖ 𝑉𝑡) ∩ Ω) = 𝑃Ω(𝐴 ∖ 𝑉𝑡) (3.19)

Além disso de (3.18)

lim
𝑡→0+

∫︁
R𝑛

|𝜒𝐴 − 𝜒𝐴∖𝑉𝑡 |𝑑𝑥 = lim
𝑡→0+

∫︁
R𝑛
𝜒𝑉𝑡𝑑𝑥 = 0

e pela semicontinuidade inferior

ℋ𝑛−1(𝜕𝐴 ∩ Ω) = 𝑃Ω(𝐴) ≤ lim inf
𝑡→0+

𝑃Ω(𝐴 ∖ 𝑉𝑡) = lim inf
𝑡→0+

ℋ𝑛−1(𝑆𝑡 ∩ Ω) (3.20)

Por outro lado, pelo fato de ℋ𝑛−1(𝑆𝑡 ∩ (R𝑛 ∖ Ω)) = ℋ𝑛−1(𝑆𝑡) − ℋ𝑛−1(𝑆𝑡 ∩ Ω) assim como
−ℋ𝑛−1(𝑆𝑡 ∩ Ω) ≥ −ℋ𝑛−1(𝑆𝑡 ∩ Ω), obtemos

ℋ𝑛−1(𝑆𝑡 ∩ Ω) ≤ ℋ𝑛−1(𝑆𝑡) − ℋ𝑛−1(𝑆𝑡 ∩ (R𝑛 ∖ Ω)) (3.21)

e logo pelo mesmo argumento de (3.20) tem-se

ℋ𝑛−1(𝜕𝐴 ∩ (R𝑛 ∖ Ω)) ≤ lim inf
𝑡→0+

ℋ𝑛−1(𝑆𝑡 ∩ (R𝑛 ∖ Ω))

mas ℋ𝑛−1(𝜕𝐴∩ (R𝑛 ∖ Ω)) = ℋ𝑛−1(𝜕𝐴) − ℋ𝑛−1(𝜕𝐴∩ Ω) − ℋ𝑛−1(𝜕𝐴∩ 𝜕Ω), e por hipótese
ℋ𝑛−1(𝜕𝐴 ∩ 𝜕Ω) = 0 e assim

ℋ𝑛−1(𝜕𝐴 ∩ (R𝑛 ∖ Ω)) = ℋ𝑛−1(𝜕𝐴) − ℋ𝑛−1(𝜕𝐴 ∩ Ω),

com isso, aplicando o lim sup em (3.21)

lim sup
𝑡→0+

ℋ𝑛−1(𝑆𝑡 ∩ Ω) ≤ lim sup
𝑡→0+

[ℋ𝑛−1(𝑆𝑡) − ℋ𝑛−1(𝑆𝑡 ∩ (R𝑛 ∖ Ω))]

≤ lim sup
𝑡→0+

ℋ𝑛−1(𝑆𝑡) − lim sup
𝑡→0+

ℋ𝑛−1(𝑆𝑡 ∩ (R𝑛 ∖ Ω)

≤ ℋ𝑛−1(𝜕𝐴) − lim inf
𝑡→0+

ℋ𝑛−1(𝑆𝑡 ∩ (R𝑛 ∖ Ω))

≤ ℋ𝑛−1(𝜕𝐴) − ℋ𝑛−1(𝜕𝐴 ∩ (R𝑛 ∖ Ω)) = ℋ𝑛−1(𝜕𝐴 ∩ Ω)

≤ ℋ𝑛−1(𝜕𝐴 ∩ Ω). (3.22)



Capítulo 3. Critério Para Interface de Perímetro Mínimo 42

portanto de (3.20) e (3.22), segue-se

lim
𝑡→0+

ℋ𝑛−1(𝑆𝑡 ∩ Ω) = ℋ𝑛−1(𝜕𝐴 ∩ Ω)

�

Corolário 3.2 (Modica, L.). Nas condições do corolário anterior, temos que a função
ℎ : R𝑛 −→ R defina por

ℎ(𝑥) =

⎧⎨⎩ −𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥, 𝜕𝐴), se 𝑥 ∈ 𝐴

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥, 𝜕𝐴), se 𝑥 ̸∈ 𝐴

h é Lipschitz e |𝐷ℎ(𝑥)| = 1 q.t.p ∈ R𝑛 e se, 𝑆𝑡 = {𝑥 ∈ R𝑛 : ℎ(𝑥) = 𝑡} vale também
que

lim
𝑡→0+

ℋ𝑛−1(𝑆𝑡 ∩ Ω) = ℋ𝑛−1(𝜕𝐴 ∩ Ω).

Prova 3.5. Dado ℎ(𝑥), é fato conhecido que |ℎ(𝑥)−ℎ(𝑦)| ≤ |𝑥−𝑦|(desigualdade triangular),
para cada 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛 , consequentemente ℎ(𝑥) é Lipschitz e |𝐷ℎ(𝑥)| ≤ 1 para quase todo
𝑥 ∈ R𝑛. Além disso, pela compacidade da 𝜕𝐴, temos que dado 𝑥 ∈ R𝑛 ∖𝜕𝐴, existe 𝑥0 ∈ 𝜕𝐴

tal que ℎ(𝑥) = ±|𝑥− 𝑥0| e o vetor (𝑥− 𝑥0) é ortogonal a 𝜕𝐴. Então para cada 𝑦 no seg-
mento [𝑥, 𝑥0] temos ℎ(𝑥) = ±|𝑦 − 𝑥0|, consequência direta disso |ℎ(𝑥) − ℎ(𝑦)| = |𝑥 − 𝑦|
para cada 𝑦 ∈ [𝑥, 𝑥0] e |𝐷ℎ(𝑥)| = 1 para quase todo 𝑥 ∈ R𝑛. Para mostrar que

lim
𝑡→0+

ℋ𝑛−1(𝑆𝑡 ∩ Ω) = ℋ𝑛−1(𝜕𝐴 ∩ Ω)

basta aplicar o corolário anterior duas vezes: primeiro como feito em sua demostração
para o conjunto Ω, e depois utilizando o mesmo argumento porém ao conjunto aberto
R𝑛 ∖ 𝐴. �

3.2 Proposições
Nos próximos resultados estaremos considerando o conjunto Ω ⊂ R𝑛 com fronteira

Lipschitz e 𝑊 : [0,∞] −→ [0,∞), uma função contínua, com somente dois zeros 𝛼, 𝛽
satisfazendo 0 < 𝛼 < 𝛽 e para cada 𝜖 > 0 e 𝑢 ∈ 𝐿1(Ω) ∩ 𝑊 1,2(Ω) definimos o funcional
energia como sendo

ℰ𝜖(𝑢) =
∫︁

Ω
[𝜖|𝐷𝑢(𝑥)|2 +𝑊 (𝑢(𝑥))]𝑑𝑥.

De outra forma, diremos que ℰ𝜖(𝑢) = +∞ e além disso vamos introduzir a constante 𝑐0

como sendo
𝑐0 =

∫︁ 𝛽

𝛼
𝑊

1
2 (𝑠)𝑑𝑠

Proposição 3.1 (Modica, L.). Seja (𝑣𝜖)𝜖>0 uma família de funções em 𝐿1(Ω) tal que
𝑣𝜖𝜖 converge para 𝑣0 em 𝐿1(Ω) quando 𝜖 −→ 0+.
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i. Se lim inf
𝜖→0+

𝜖− 1
2 ℰ𝜖(𝑣𝜖) < +∞, então 𝑊 (𝑣0(𝑥)) = 0 para quase todo 𝑥 ∈ Ω.

ii. Se 𝑊 (𝑣0(𝑥)) = 0, então 𝑃Ω(𝐸) ≤ 1
2𝑐0

lim inf
𝜖→0+

𝜖− 1
2 ℰ𝜖(𝑣𝜖), com 𝐸 = {𝑥 ∈ Ω : 𝑣0(𝑥) = 𝛼}.

Prova 3.6. Primeiro item. Como lim inf𝜖→0+ 𝜖− 1
2 ℰ(𝑣𝜖) < +∞ tome uma sequência de

números positivos (𝜖ℎ) convergindo para 0 quando ℎ −→ +∞, tal que (𝑣𝜖ℎ
) converge

pontualmente para 𝑣0 q.t.p em Ω e limℎ→+∞ ℰ𝜖ℎ
(𝑣𝜖ℎ

) = 0. Então pelo lema de Fatou,
juntamente coma definição do funcional energia tem-se:∫︁

Ω
𝑊 (𝑣0(𝑥))𝑑𝑥 ≤ lim inf

ℎ→+∞

∫︁
Ω
𝑊 (𝑣𝜖ℎ

(𝑥))(Ω) ≤ lim inf
ℎ→+∞

ℰ𝜖ℎ
(𝑣𝜖ℎ

) = lim
ℎ→+∞

ℰ𝜖ℎ
(𝑣𝜖ℎ

) = 0.

Ora 𝑊 (𝑥) é uma função contínua, não negativa, cuja integral é menor ou igual que zero,
isto implica 𝑊 (𝑣0(𝑥)) = 0. Logo o item i está provado.

Passemos ao item ii.

Vale observar que 𝑊 (𝑣0(𝑥)) = 0 não nos garante que ℰ(𝑣𝜖) < +∞ e nem que
𝑣𝜖 ∈ 𝑊 1,2(Ω) com 𝛼 ≤ 𝑣𝜖(𝑥) ≤ 𝛽 para cada 𝜖 > 0. De fato considerando as funções
truncadas

𝑣𝜖(𝑥) = max {𝛼,min{𝑣𝜖, 𝛽}}

sem muito esforço nós concluímos que quando 𝜖 −→ 0+, 𝑣𝜖 converge para 𝑣0 em 𝐿1(Ω).
Com efeito, pela definição de 𝑣𝜖(𝑥) temos que

∫︁
Ω

| ˜𝑣𝜖(𝑥) − 𝑣𝜖(𝑥)|𝑑𝑥 =
∫︁

{𝑥∈Ω:𝑣𝜖(𝑥)<𝛼}
|𝛼− 𝑣𝜖(𝑥)|𝑑𝑥+

∫︁
{𝑥∈Ω:𝑣𝜖(𝑥)>𝛽}

|𝛽 − 𝑣𝜖(𝑥)|𝑑𝑥

mas 𝑣𝜖 converge para 𝑣0 em 𝐿1(Ω) e como 𝑊 só tem tem dois zeros, temos que 𝑣0(𝑥) = 𝛼

ou 𝑣0(𝑥) = 𝛽 q.t.p, logo 𝑣𝜖(𝑥) converge para 𝑣𝜖(𝑥) e pela desigualdade triangular 𝑣𝜖(𝑥)
converge para 𝑣0(𝑥) e consequentemente ℰ𝜖(𝑣𝜖(𝑥)) ≤ ℰ𝜖(𝑣𝜖(𝑥)). Dito isto, defina as funções

𝜑(𝑡) =
∫︁ 𝑡

0
𝑊

1
2 (𝑠)𝑑𝑠, 𝑤𝜖(𝑥) = 𝜑(𝑣𝜖(𝑥))

Como a família de funções 𝑣𝜖 converge para 𝑣0 em 𝐿1(Ω), temos que 𝑣𝜖 é equilimitada e pelo
fato de 𝑊 (𝑥) ser contínua, 𝜑(𝑡) é de classe 𝐶1, consequência disso: quando 𝜖 −→ 0+, 𝑤𝜖

converge para uma função, digamos 𝑤0 em 𝐿1(Ω). Assim, pela semicontinuidade inferior

‖𝐷𝑤0‖(Ω) ≤ lim inf
𝜖→0+

‖𝐷𝑤𝜖‖(Ω). (3.23)

Pela fórmula da Coarea para funções BV tem-se∫︁
Ω

|𝐷𝑤0|𝑑𝑥 =
∫︁
R
𝑃Ω({𝑥 ∈ Ω : 𝜑(𝑣0(𝑥)) > 𝑡})𝑑𝑡. (3.24)
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Para facilitar a compreensão, defina os números 𝐴0, 𝐴1, 𝐴2 e 𝐴3 como sendo:

𝐴0 =
∫︁
R
𝑃Ω({𝑥 ∈ Ω : 𝜑(𝑣0(𝑥)) > 𝑡})𝑑𝑡

𝐴1 =
∫︁
R
𝑃Ω({𝑥 ∈ Ω : 𝜑(𝑣0(𝑥)) > 𝑡, 0 < 𝑣0(𝑥) < 𝛼})𝑑𝑡

𝐴2 =
∫︁
R
𝑃Ω({𝑥 ∈ Ω : 𝜑(𝑣0(𝑥)) > 𝑡, 𝑣0(𝑥) > 𝛽})𝑑𝑡

𝐴3 =
∫︁ 𝛽

𝛼
𝑃Ω({𝑥 ∈ Ω : 𝜑(𝑣0(𝑥)) = 𝛼}𝑑𝑡.

Ora,
𝐴0 = 𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3

e o fato de 𝑣0(𝑥) = 𝛼 ou 𝑣0(𝑥) = 𝛽 q.t.p em Ω, nos dá que os conjuntos {𝑥 ∈ Ω : 𝑣0(𝑥) <
𝛼} e {𝑥 ∈ Ω : 𝑣0(𝑥) > 𝛽} tem medida nula, consequentemente 𝐴1 = 𝐴2 = 0 e assim
𝐴0 = 𝐴3 ou seja∫︁

R
𝑃Ω({𝑥 ∈ Ω : 𝜑(𝑣0(𝑥)) > 𝑡})𝑑𝑡 =

∫︁ 𝛽

𝛼
𝑃Ω({𝑥 ∈ Ω : 𝜑(𝑣0(𝑥)) = 𝛼}𝑑𝑡

e consequentemente, (3.24) pode ser escrita como∫︁
Ω

|𝐷𝑤0|𝑑𝑥 =
∫︁
R
𝑃Ω({𝑥 ∈ Ω : 𝜑(𝑣0(𝑥)) > 𝑡})𝑑𝑡 =

∫︁ 𝛽

𝛼
𝑃Ω({𝑥 ∈ Ω : 𝜑(𝑣0(𝑥)) = 𝛼}𝑑𝑡

isto é, ∫︁
Ω

|𝐷𝑤0|𝑑𝑥 = (𝜑(𝛽) − 𝜑(𝛼))𝑃Ω(𝐸).

Daí

𝑃Ω(𝐸) = 1
𝑐0

∫︁
Ω

|𝐷𝑤0|𝑑𝑥 (3.25)

Por outro lado, se 𝑣𝜖 ∈ 𝑊 1,2(Ω), temos que 𝐷𝑤𝜖(𝑥) = 𝜑′(𝑣𝜖(𝑥))𝐷𝑣𝜖(𝑥), e pelo fato
de 𝜑′(𝑣𝜖(𝑥)) = 𝑊

1
2 (𝑣𝜖(𝑥)) ≥ 0 tem-se,

∫︁
Ω

|𝐷𝑤𝜖|𝑑𝑥 =
∫︁

Ω
|𝜑′(𝑣𝜖)||𝐷𝑣𝜖(𝑥)|𝑑𝑥∫︁

Ω
|𝐷𝑤𝜖|𝑑𝑥 =

∫︁
Ω
𝑊

1
2 (𝑣𝜖(𝑥))|𝐷𝑣𝜖(𝑥)|𝑑𝑥. (3.26)

E como 𝑊 (𝑥), |𝐷𝑣𝜖(𝑥)| ≥ 0, aplicando a desigualdade entre as médias aritmética e geo-
métrica obtemos

𝜖|𝐷𝑣𝜖(𝑥)|2 +𝑊 (𝑣𝜖(𝑥))
2 ≥

√︁
𝜖|𝐷𝑣𝜖(𝑥)|2𝑊 (𝑣𝜖(𝑥)) = 𝜖

1
2 |𝐷𝑣𝜖(𝑥)|𝑊 1

2 (𝑣𝜖(𝑥))

isto é

𝜖
1
2 |𝐷𝑣𝜖(𝑥)|2 + 𝜖− 1

2𝑊 (𝑣𝜖(𝑥))
2 ≥ |𝐷𝑣𝜖(𝑥)|𝑊 1

2 (𝑣𝜖(𝑥)). (3.27)
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Assim, integrando (3.27) e substituindo em (3.26)∫︁
Ω

|𝐷𝑤𝜖|𝑑𝑥 =
∫︁

Ω
𝑊

1
2 (𝑣𝜖(𝑥))|𝐷𝑣𝜖(𝑥)|𝑑𝑥 ≤ 1

2𝜖
− 1

2 ℰ𝜖(𝑣𝜖(𝑥)) (3.28)

Deste modo, substituindo (3.28) em (3.25) e usando a semicontiuidade inferior

𝑃Ω(𝐸) = 1
𝑐0

∫︁
Ω

|𝐷𝑤0|𝑑𝑥 ≤ 1
𝑐0

lim inf
𝜖→0+

∫︁
Ω

|𝐷𝑤𝜖|𝑑𝑥 ≤ lim inf
𝜖→0+

1
2𝑐0

𝜖− 1
2 ℰ𝜖(𝑣𝜖(𝑥))

portanto a proposição está provada.

Proposição 3.2 (Modica, L.). Seja A um subconjunto do R𝑛 com 𝜕𝐴 fronteira hiper-
superfície suave e compacta ℋ𝑛−1(𝜕𝐴 ∩ 𝜕Ω) = 0. Defina a função 𝑣0 : Ω −→ R

𝑣0(𝑥) =

⎧⎨⎩ 𝛼, se 𝑥 ∈ Ω ∩ 𝐴

𝛽, se 𝑥 ∈ (R𝑛 ∖ 𝐴) ∩ Ω.

Então existe uma família de funções Lipschitz (𝑣𝜖)𝜖>0 em Ω tal que 𝑣𝜖 converge para 𝑣0

em 𝐿1(Ω) quando 𝜖 −→ 0+, 𝛼 ≤ 𝑣𝜖 ≤ 𝛽 para todo 𝜖 > 0 e
i. ∫︁

Ω
𝑣𝜖(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
Ω
𝑣0(𝑥)𝑑𝑥 = 𝛼|𝐴 ∩ Ω| + 𝛽|Ω ∖ 𝐴|.

ii.
1

2𝑐0
lim sup

𝜖→0+
𝜖− 1

2 ℰ𝜖(𝑣𝜖) ≤ 𝑃Ω(𝐴).

Prova 3.7. Seja : Ω −→ R a função do corolário (3.1.2), ou seja,

ℎ(𝑥) =

⎧⎨⎩ −𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥, 𝜕𝐴), se 𝑥 ∈ 𝐴

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥, 𝜕𝐴), se 𝑥 ̸∈ 𝐴

e 𝜒0 : R −→ R como sendo

𝜒0(𝑥) =

⎧⎨⎩ 𝛼, se 𝑡 < 0
𝛽 se 𝑡 ≥ 0.

Deste modo temos que 𝑣0(𝑥) = 𝜒0(ℎ(𝑥)). A prova deste resultado é feita por construção
do seguinte modo: vamos construir a família 𝑣𝜖 usando uma sequência 𝜒𝜖 que aproxima
𝜒0, onde 𝜒𝜖 será obtida pela solução da equação diferencial

𝜖𝜒′
𝜖(𝑥) =

√
𝜖+𝑊 (𝜒𝜖(𝑥)).

A ideia de usar a equação vem do do seguinte fato: queremos aproximar as funções 𝜒0 por
funções Lipschitz que se aproximam de 𝛼 e 𝛽 e ao mesmo tempo minimizem o funcional
energia de uma variável ∫︁

R

[︁
𝜖𝜒′ 2

𝜖 +𝑊 (𝜒𝜖)
]︁
𝑑𝑡 (3.29)
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A equação de E.D.O de Euler-Lagrange correspondente a (3.29) é 2𝜖𝜒′′
𝜖 = 𝑊 (𝜒𝜖), multiplicando-

a por 𝜒′
𝜖, tem-se 2𝜖𝜒′′

𝜖𝜒
′
𝜖 = 𝑊 (𝜒𝜖)𝜒′

𝜖, e integrando com relação a t obtemos

𝜖𝜒′2
𝜖 = 𝑐𝜖 +𝑊 (𝜒𝜖).

Note que a constante 𝑐𝜖 não pode ser igual a zero, pois nesse caso, pelo teorema de existên-
cia e unicidade teríamos 𝜒′

𝜖(𝑡) = 0 e consequentemente 𝜒𝜖(𝑡) = 𝛼 ou 𝜒𝜖(𝑡) = 𝛽 ∀ 𝑡 ∈ R.
Por outro lado, precisamos que 𝑐𝜖 seja suficientemente maior que 𝜖, para que assim, 𝜒𝜖

possa preencher o espaço entre 𝛼 e 𝛽. Assim pelo fato de 𝜒′2
𝜖 ≥ 𝑐𝜖

𝜖
, uma possível escolha

para 𝑐𝜖 é 𝑐𝜖 =
√
𝜖.

Comecemos então a construção da sequência (𝜒𝜖)𝜖>0. Fixemos 𝜖 > 0 e para 𝛼 ≤
𝑡 ≤ 𝛽 defina a função 𝜓𝜖 : [𝛼, 𝛽] −→ [0, 𝜂𝜖] do seguinte modo

𝜓𝜖(𝑡) =
∫︁ 𝑡

𝛼

(︃
𝜖√

𝜖+𝑊 (𝑠)

)︃ 1
2

𝑑𝑠, 𝑜𝑛𝑑𝑒 𝜂𝜖 = 𝜓𝜖(𝛽).

Naturalmente temos que 𝜓𝜖 é de classe 𝐶1 pois 𝑊 é contínua e não negativa. Deste
modo, seja 𝜑𝜖 : [0, 𝜂𝜖] −→ [𝛼, 𝛽] a função inversa de 𝜓𝜖. A condição 𝑊 ≥ 0 nos dá

0 ≤ 𝜂𝜖 ≤ 𝜖
1
4 (𝛽 − 𝛼) (3.30)

e pelo fato de 𝜓𝜖 ser de classe 𝐶1 e inversível nos dá que

(𝜑𝜖 ∘ 𝜓𝜖)(𝑡) = 𝑡

⇒ 𝜑′
𝜖(𝑡) = 1

𝜓′
𝜖(𝑡)

= (
√
𝜖+𝑊 (𝑡))

1
2

𝜖
1
2

⇒ 𝜖
1
2𝜑′

𝜖(𝑡) =
(︁√

𝜖+𝑊 (𝑡)
)︁ 1

2 . (3.31)

Agora vamos estender a função 𝜑𝜖 para todo R de modo que 𝜑𝜖 seja Lipschitz, definindo-a
como segue

𝜑𝜖(𝑡) =

⎧⎨⎩ 𝛼, se 𝑡 < 0
𝛽, se 𝑡 > 𝜂𝜖

Note que pela nossa construção, para todo 𝑡 ∈ R, tem-se 𝜑𝜖(𝑡) ≤ 𝜒0(𝑡) e 𝜑𝜖(𝑡+𝜂𝜖) ≥ 𝜒0(𝑡).
Dito isto, perceba que se 𝐹 : [0, 𝜂𝜖] −→ R é tal que

𝐹 (𝑠) =
∫︁

Ω
𝜑𝜖(ℎ(𝑥) + 𝑠)𝑑𝑥

tem-se
𝐹 (0) =

∫︁
Ω
𝜑𝜖(ℎ(𝑥))𝑑𝑥 ≤

∫︁
Ω
𝜒0(ℎ(𝑥))𝑑𝑥

e além disso
𝐹 (𝜂𝜖) =

∫︁
Ω
𝜑𝜖(ℎ(𝑥) + 𝜂𝜖)𝑑𝑥 ≥

∫︁
Ω
𝜒0(ℎ(𝑥) + 𝜂𝜖)𝑑𝑥.
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Assim, pelo fato de 𝜑𝜖 ser de classe 𝐶1, 𝐹 também é, e portanto contínua. Logo pelo
teorema do valor intermediário existe 𝛿𝜖 ∈ (0, 𝜂𝜖) tal que

𝐹 (𝛿𝜖) =
∫︁

Ω
𝜑𝜖(ℎ(𝑥) + 𝛿𝜖) =

∫︁
Ω
𝜒0(ℎ(𝑥))𝑑𝑥 =

∫︁
Ω
𝑣0(𝑥)𝑑𝑥.

Para finalizar, defina as sequências (𝜒𝜖)𝜖>0 e (𝑣𝜖>0) como sendo

𝜒𝜖(𝑡) = 𝜑𝜖(𝑡+ 𝛿𝜖) ∀ 𝑡 ∈ R 𝑒 𝑣𝜖(𝑥) = 𝜒𝜖(ℎ(𝑥)) ∀ 𝑥 ∈ R𝑛. (3.32)

Note que pela nossa construção, segue direto que 𝑣𝜖(𝑥) é Lipschitz e 𝛼 ≤ 𝑣𝜖 ≤ 𝛽. Como
|𝐷ℎ(𝑥)| = 1, tem-se∫︁

Ω
|𝑣𝜖(𝑥) − 𝑣0(𝑥)|𝑑𝑥 =

∫︁
Ω

|𝜒𝜖(ℎ(𝑥)) − 𝜒0(ℎ(𝑥))|𝐷ℎ(𝑥)|𝑑𝑥

e pela fórmula da Coarea3

∫︁
Ω
𝑔(𝑓(𝑥))|𝐷(𝑓(𝑥))|𝑑𝑥 =

∫︁
R
𝑔(𝑡)ℋ𝑛−1({𝑥 ∈ Ω : 𝑓(𝑥) = 𝑡})𝑑𝑡

obtemos∫︁
Ω

|𝑣𝜖(𝑥) − 𝑣0(𝑥)|𝑑𝑥 =
∫︁
R

|𝜒𝜖(𝑡) − 𝜒0(𝑡)|ℋ𝑛−1({𝑥 ∈ Ω : ℎ(𝑥) = 𝑡})𝑑𝑡

=
∫︁ 𝜂𝜖−𝛿𝜖

−𝛿𝜖

|𝜒𝜖(𝑡) − 𝜒0(𝑡)|ℋ𝑛−1(𝑆𝑡 ∩ Ω)𝑑𝑡

≤ (𝛽 − 𝛼) sup
|𝑡|≤𝜂𝜖

ℋ𝑛−1(𝑆𝑡 ∩ Ω).

Sendo assim, pela limitação de 𝜂𝜖 juntamente com o corolário (3.1.2) concluímos∫︁
Ω

|𝑣𝜖(𝑥) − 𝑣0(𝑥)|𝑑𝑥 ≤ 𝜖
1
4 (𝛽 − 𝛼)2 sup

|𝑡|≤𝜂𝜖

ℋ𝑛−1(𝑆𝑡 ∩ Ω) −→ 0

e portanto 𝑣𝜖 converge para 𝑣0 em 𝐿1(Ω) e assim, i está provado.
Passemos a ii calculando

ℰ𝜖(𝑣𝜖) =
∫︁

Ω
𝜖𝑣′2

𝜖 (𝑥) +𝑊 (𝑣𝜖(𝑥))𝑑𝑥, 𝑣𝜖(𝑥) = 𝜒𝜖(ℎ(𝑥))

ℰ𝜖(𝑣𝜖) =
∫︁

Ω
𝜖𝜒′2

𝜖 (ℎ(𝑥)) +𝑊 (𝜒𝜖(ℎ(𝑥))𝑑𝑥

mais uma vez pela fórmula da Coarea

ℰ𝜖(𝑣𝜖) =
∫︁

Ω
𝜖𝜒′2

𝜖 (ℎ(𝑥)) +𝑊 (𝜒𝜖(ℎ(𝑥))𝑑𝑥 =
∫︁
R

[︁
𝜖𝜒′2

𝜖 (𝑡) +𝑊 (𝜒𝜖(𝑡)
]︁

ℋ𝑛−1(𝑆𝑡 ∩ Ω)𝑑𝑡

e daí

𝜖− 1
2 ℰ𝜖(𝑣𝜖) =

∫︁
R

[︁
𝜖

1
2𝜒′2

𝜖 (𝑡) + 𝜖− 1
2𝑊 (𝜒𝜖(𝑡)

]︁
ℋ𝑛−1(𝑆𝑡 ∩ Ω)𝑑𝑡

𝜖− 1
2 ℰ𝜖(𝑣𝜖) =

∫︁
R

[︁
𝜖

1
2𝜑′2

𝜖 (𝑡+ 𝛿𝜖) + 𝜖− 1
2𝑊 (𝜑𝜖(𝑡+ 𝛿𝜖))

]︁
ℋ𝑛−1(𝑆𝑡 ∩ Ω)𝑑𝑡 (3.33)

3 onde 𝑔(𝑥) é mensurável a Lebesgue e 𝑓(𝑥) é Lipschitz.
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com 𝜒𝜖(𝑡) = 𝜑𝜖(𝑡+ 𝛿𝜖) denotando por 𝛾𝜖 = sup|𝑡|≤𝜂𝜖
ℋ𝑛−1(𝑆𝑡 ∩ Ω), (3.41) nos dá

𝜖− 1
2 ℰ𝜖(𝑣𝜖) ≤ 𝛾𝜖

∫︁ 𝜂𝜖−𝛿𝜖

−𝛿𝜖

[︁
𝜖

1
2𝜑′2

𝜖 (𝑡+ 𝛿𝜖) + 𝜖− 1
2𝑊 (𝜑𝜖(𝑡+ 𝛿𝜖))

]︁
𝑑𝑡 (3.34)

e aplicando o teorema de mudança de variável

𝜖− 1
2 ℰ𝜖(𝑣𝜖) ≤ 𝛾𝜖

∫︁ 𝜂𝜖−𝛿𝜖

−𝛿𝜖

[︁
𝜖

1
2𝜑′2

𝜖 (𝑡+ 𝛿𝜖) + 𝜖− 1
2𝑊 (𝜑𝜖(𝑡+ 𝛿𝜖))

]︁
𝑑𝑡 = 𝛾𝜖

∫︁ 𝜂𝜖

0

[︁
𝜖

1
2𝜑′2

𝜖 (𝑡) + 𝜖− 1
2𝑊 (𝜑𝜖(𝑡)

]︁
𝑑𝑡

𝜖− 1
2 ℰ𝜖(𝑣𝜖) ≤ 𝛾𝜖

∫︁ 𝜂𝜖

0

[︁
𝜖

1
2𝜑′2

𝜖 (𝑡) + 𝜖− 1
2 (

√
𝜖+𝑊 (𝜑𝜖(𝑡))

]︁
𝑑𝑡.

De (3.39) temos as seguintes implicações

𝜖
1
2𝜑′

𝜖(𝑡) =
(︁√

𝜖+𝑊 (𝑡)
)︁ 1

2 ⇒ 𝜖𝜑′2
𝜖 (𝑡) =

(︁√
𝜖+𝑊 (𝑡)

)︁
⇒ 𝜖

1
2𝜑′2

𝜖 (𝑡) = 𝜖− 1
2
(︁√

𝜖+𝑊 (𝑡)
)︁

substituindo a última na integral anterior tem-se

𝜖− 1
2 ℰ𝜖(𝑣𝜖) ≤ 𝛾𝜖

∫︁ 𝜂𝜖

0

[︁
𝜖

1
2𝜑′2

𝜖 (𝑡) + 𝜖
1
2𝜑′2

𝜖 (𝑡)
]︁
𝑑𝑡 = 2𝛾𝜖

∫︁ 𝜂𝜖

0

[︁
𝜖

1
2𝜑′2

𝜖 (𝑡)
]︁
𝑑𝑡 = 2𝛾𝜖

∫︁ 𝜂𝜖

0

[︁
𝜑′

𝜖(𝑡)𝜖
1
2𝜑′

𝜖(𝑡)
]︁
𝑑𝑡

= 2𝛾𝜖

∫︁ 𝜂𝜖

0

[︁(︁√
𝜖+𝑊 (𝑡)

)︁
𝜖− 1

2 𝜖
1
2𝜑′

𝜖(𝑡)
]︁
𝑑𝑡

e daí

𝜖− 1
2 ℰ𝜖(𝑣𝜖) ≤ 2𝛾𝜖

∫︁ 𝜂𝜖

0

[︂(︁√
𝜖+𝑊 (𝑡)

)︁ 1
2 𝜑′

𝜖(𝑡)
]︂
𝑑𝑡

aplicando mais uma vez o teorema de mudança de variável nesta última integral obtemos

𝜖− 1
2 ℰ𝜖(𝑣𝜖) ≤ 2𝛾𝜖

∫︁ 𝛽

𝛼

(︁√
𝜖+𝑊 (𝑠)

)︁ 1
2 𝑑𝑠.

Aplicando o corolário (3.1.2) vale

lim
𝜖→0

𝛾𝜖 = lim
𝜖→0

sup
|𝑡|≤𝜂𝜖

ℋ𝑛−1(𝑆𝑡 ∩ Ω) = lim
𝜖→0

ℋ𝑛−1(𝑆𝑡 ∩ Ω) = ℋ𝑛−1(𝜕𝐴 ∩ Ω) = 𝑃Ω(𝐴)

consequentemente, passando o limite em (3.34)

lim sup
𝜖→0

𝜖− 1
2 ℰ𝜖(𝑣𝜖) ≤ 2𝑃Ω(𝐴)

∫︁ 𝛽

𝛼
𝑊 (𝑠)𝑑𝑠 = 2𝑃Ω(𝐴)𝑐0

portanto
1

2𝑐0
lim sup

𝜖→0
𝜖− 1

2 ℰ𝜖(𝑣𝜖) ≤ 𝑃Ω(𝐴)

e o item ii está provado. �
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3.3 O Critério

Teorema 3.1 (Modica, L.). Fixe 𝑚 ∈ R tal que 𝛼|Ω| ≤ 𝑚 ≤ 𝛽|Ω|, e suponha que para
todo 𝜖 > 0 a sequência de funções (𝑢𝜖) seja solução do problema variacional

ℰ𝜖(𝑢𝜖) = min
{︂

ℰ𝜖(𝑢) : 𝑢 ∈ 𝐿1(Ω), 𝑢 ≥ 0,
∫︁

Ω
𝑢 𝑑𝑥 = 𝑚

}︂
.

Se (𝜖ℎ) é uma sequência de números positivos tal que 𝜖ℎ converge para zero e (𝑢𝜖ℎ
) para

uma função 𝑢0 em 𝐿1(Ω) quando ℎ → +∞, então

i. 𝑊 (𝑢0(𝑥)) = 0, isto é, 𝑢0(𝑥) = 𝛼 𝑜𝑢 𝑢0(𝑥) = 𝛽 q.t.p.
ii. O conjunto 𝐸 = {𝑥 ∈ Ω : 𝑢0(𝑥) = 𝛼} é solução do problema variacional, isto é,

𝑃Ω(𝐸) = min
{︃
𝑃Ω(𝐹 ) : 𝐹 ⊂ Ω 𝑚𝑒𝑛𝑠𝑢𝑟á𝑣𝑒𝑙 𝑒 |𝐹 | = 𝛽|Ω| −𝑚

𝛽 − 𝛼

}︃
;

iii. 2𝑐0𝑃Ω(𝐸) = lim
ℎ→∞

𝜖
− 1

2
ℎ ℰ𝜖ℎ

(𝑢𝜖ℎ).

Prova 3.8. Seja (𝑣𝜖)𝜖>0 uma sequência de funções, dependendo apenas da variável 𝑥1,
com que podemos aproximar a função 𝑢𝜖 para cada 𝜖 > 0 definida do seguinte modo

𝑣𝜖(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝛼 se, 𝑥1 ≤ 𝑡0 −

√
𝜖,

𝛽 − 𝛼√
𝜖

(𝑥1 − 𝑡0) + 𝛽 − 𝛼

2 se, 𝑡0 −
√
𝜖 < 𝑥1 < 𝑡0 +

√
𝜖,

𝛽 se, 𝑥1 ≥ 𝑡0 +
√
𝜖.

onde 𝑡0 é escolhido de modo que ∫︁
Ω
𝑣𝜖(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑚.

Defina o conjunto 𝑇𝜖 = {𝑥 ∈ Ω : 𝑡0 −
√
𝜖 < |𝑥| < 𝑡0 +

√
𝜖}. Pelo fato de Ω ser limitado,

para cada 𝜖 > 0 podemos obter uma constante 𝐶 tal que |𝑇𝜖| ≤ 𝐶
√
𝜖. Por hipótese 𝑢𝜖

minimiza o funcional energia da seguinte forma

𝜖
− 1

2
ℎ ℰ𝜖(𝑢𝜖ℎ

) ≤ 𝜖
− 1

2
ℎ ℰ𝜖(𝑣𝜖ℎ

) =
∫︁

Ω
[𝜖

1
2
ℎ |𝐷𝑣𝜖ℎ

(𝑥)|2 + 𝜖− 1
2𝑊 (𝑣𝜖ℎ

(𝑥))]𝑑𝑥

=
∫︁

𝑇𝜖ℎ

√
𝜖ℎ

(︃
𝛽 − 𝛼

2√
𝜖ℎ

)︃2

+ 𝑊 (𝑣𝜖ℎ
(𝑥))

√
𝜖ℎ

𝑑𝑥

= 𝐶

⎡⎣(︃𝛽 − 𝛼

2

)︃2

+ max
𝛼≤𝑡≤𝛽

𝑊 (𝑡)
⎤⎦ .
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Pela continuidade de 𝑊 temos que

𝜖
− 1

2
ℎ ℰ𝜖(𝑢𝜖ℎ

) ≤ 𝜖
− 1

2
ℎ ℰ𝜖𝑣𝜖ℎ

) ≤ 𝐶

⎡⎣(︃𝛽 − 𝛼

2

)︃2

+ max
𝛼≤𝑡≤𝛽

𝐿

⎤⎦ < +∞

consequentemente,
lim inf
ℎ→+∞

𝜖
− 1

2
ℎ ℰ𝜖𝑣𝜖ℎ

< +∞.

Logo pela proposição (3.2.1) 𝑊 (𝑢0(𝑥)) = 0 e logo, 𝑢0(𝑥) = 𝛼 ou 𝑢0(𝑥) = 𝛽. Portanto i
está provado.

Passemos ao item ii. Suponha que 0 < |𝐸| < |Ω|. Deste modo, usando o item i e
supondo sem perda de generalidade que 𝑢0(𝑥) = 𝛼 tem-se

|𝐸| =
∫︁

Ω
𝜒𝐸𝑑𝑥 =

∫︁
Ω

𝛽 − 𝑢0(𝑥)
𝛽 − 𝛼

𝑑𝑥 = 𝛽|Ω| −𝑚

𝛽 − 𝛼

Vamos usar o lema(3.1) em parceria com as duas proposição outrora provadas, ou
seja, se mostrarmos que 𝑃Ω(𝐸) ≤ 𝑃Ω(𝐴) para todo conjunto aberto 𝐴 ⊂ R𝑛 limitado com
fronteira hipersuperficie suave e compacta tal que ℋ𝑛−1(𝜕𝐴 ∩ 𝜕Ω) = 0 e |𝐴 ∩ Ω| = |𝐸|
obtemos ii.. Com efeito, fixe um conjunto A com as hipóteses acima. Pela Proposição(3.2)
conseguimos construir uma família de funções (𝑣𝜖) em 𝑊 1,2(Ω) tal que

∫︁
Ω
𝑣𝜖(𝑥)𝑑𝑥 = 𝛼|𝐴 ∩ Ω| + 𝛽||Ω ∖ 𝐴| = 𝛼|𝐸| + 𝛽(|Ω| − |𝐸|) = 𝑚

e
1

2𝑐0
lim sup
ℎ→+∞

𝜖
− 1

2
ℎ ℰ𝜖(𝑣𝜖ℎ

) ≤ 𝑃Ω(𝐴). (3.35)

Pelo item anterior juntamente com a proposição 2 temos que

𝑃Ω(𝐸) ≤ 1
2𝑐0

lim inf
ℎ→+∞

𝜖
− 1

2
ℎ ℰ𝜖(𝑢𝜖ℎ

). (3.36)

A hipótese de 𝑢𝜖 minimizar o funcional energia nos garante que ℰ𝜖(𝑢𝜖ℎ
) ≤ ℰ𝜖(𝑣𝜖ℎ

),
e assim, por (3.35) e (3.36)

𝑃Ω(𝐸) ≤ 1
2𝑐0

lim inf
ℎ→+∞

𝜖
− 1

2
ℎ ℰ𝜖(𝑢𝜖ℎ

) ≤ 1
2𝑐0

lim sup
ℎ→+∞

𝜖
− 1

2
ℎ ℰ𝜖(𝑣𝜖ℎ

) ≤ 𝑃Ω(𝐴) (3.37)

portanto, pelo Lema(3.1.2)

𝑃Ω(𝐸) = min
{︃
𝑃Ω(𝐹 ) : 𝐹 ⊂ Ω 𝑚𝑒𝑛𝑠𝑢𝑟á𝑣𝑒𝑙 𝑒 |𝐹 | = 𝛽|Ω| −𝑚

𝛽 − 𝛼

}︃
. (3.38)

Os casos |𝐸| = |Ω| e |𝐸| = 0 são diretos. De fato, para o primeiro caso, faça 𝑚 = 𝛼|Ω| e
assim

0 ≤ min {𝑃Ω(𝐹 ) : 𝐹 ⊂ Ω 𝑚𝑒𝑛𝑠𝑢𝑟á𝑣𝑒𝑙 𝑒 |𝐹 | = 𝛼|Ω|} ≤ 𝑃Ω(Ω) = 0
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mas |𝐸| = |Ω| ⇒ |Ω ∖ 𝐸| = 0, e logo 𝑃Ω(𝐸) = 𝑃Ω(Ω) = 0. Logo o item ii está provado

Para finalizar, passemos ao item iii. Por (3.37) tem-se

2𝑐0𝑃Ω(𝐸) ≤ lim inf
ℎ→+∞

𝜖
− 1

2
ℎ ℰ𝜖(𝑢𝜖ℎ

) ≤ lim sup
ℎ→+∞

𝜖
− 1

2
ℎ ℰ𝜖(𝑣𝜖ℎ

) ≤ 2𝑐0𝑃Ω(𝐴). (3.39)

Fazendo 𝜆 = lim supℎ→+∞ 𝜖
− 1

2
ℎ ℰ𝜖(𝑢𝜖ℎ

) em conjunto com o item anterior conclui-se

lim sup
ℎ→+∞

𝜖
− 1

2
ℎ ℰ𝜖(𝑣𝜖ℎ

) = 𝜆 ≤ 2𝑐0𝑃Ω(𝐸) ≤ lim inf
ℎ→+∞

𝜖
− 1

2
ℎ ℰ𝜖(𝑢𝜖ℎ

)

e logo
2𝑐0𝑃Ω(𝐸) = lim

ℎ→+∞
𝜖

− 1
2

ℎ ℰ𝜖(𝑢𝜖ℎ
).

Os casos, |𝐸| = |Ω| e |𝐸| = 0 também são diretos pois, de forma análoga a discussão
anterior, no primeiro caso fazemos 𝑢𝜖 = 𝛼 e assim ℰ𝜖(𝑢𝜖ℎ

) = 0 para todo 𝜖 > 0, logo
𝑃Ω(𝐸) = 0

Portanto, nosso resultado principal está provado. �
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