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Resumo

Utilizando teoria de transi¢ao de fase apresentaremos um critério para deter-
minacao de interfaces minimas. Para isso veremos como pré-requisito alguns resul-
tados de teoria geométrica da medida e ao final, provaremos o critério para interface
de perimetro minimo conjecturado em GURTIN, E. e provado por MODICA, L.

Palavras Chave: Transicdo de Fase, Interface Minima, Medida.



Abstract

Using phase transition theory we will present a criterium to determining
minimal interfaces. In order to do this, we will look at the results of geometric
measure theory as prerequisite and to conclude the work, we will present a beautiful
argument due to MODICA to prove a well known conjecture of GURTIN.

Keywords: Phase Transition, Minimum Interface, Measurement.



Lista de simbolos

Seja U C R™ um conjunto aberto.
LP(U) {f:U—R| (Jy fp(ac)da:)% < +o00,com f mensuravel a Lebesgue}

VccU V ¢ pré-compacto, isto é, V é compacto e V C U.

Ly (U) {f:U—R| feLP(V) para todo V CC U}

XE Funcao caracteristica do conjunto F.

fle Funcao f restrita ao conjunto E.

Df Derivada da funcao f.

spt(f) Suporte da funcao f, isto é, spt(f)={x € U : f(x) # 0}.

c(U) {f:U — R"| f é continua}

C.(U) Conjunto das fun¢des com suporte compacto em U.

Ck(U) {f:U — R| f é k vezes derivavel em U e suas k derivadas sdo continuas.}

C(U,R™) {f:U—TR" f=(f'...,f™) com ffe C(U)}
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Introducao

A teoria de transicao de fase teve seu inicio quando em 1893 no trabalho intitu-
lado: The Thermodynamic Theory of Capillarity Under The Hypothesis Of A
Continuous Variation Of Density. O fisico prémio nobel neerlandés Johannes Di-
derik Van Der Waals (1837-1923), conseguiu explicar o comportamento de um fluido
mostrando que a energia livre do mesmo em um recipiente sob condigoes isotérmicas nao

depende apenas da densidade do fluido mas também da densidade do gradiente.

Em 1957, John W. Carn e John E. Hilliard, a luz das teorias desenvolvidas
por Van der Waals pulicaram o artigo Free Energy of a Nonuniform System. I. In-
terfacial Free Energy, e nele conseguiram obter resultados importantes sobre a energia
da interface entre fases e campos senoidais. A relevancia dos estudo de Canh-Hiliard

foi tamanha que hoje a teoria de transicao de fase também pode ser dita teoria de Van
Der Waals-Cahn-Hilliard.

Para entender como funciona as ideias gerais da teoria de transicao de fase utiliza-
das nesse trabalho considere um fluido em condigoes isotérmicas limitado a um recipiente
Q) C R", com energia livre de Gibbs, por unidade de volume, descrita por uma funcao
Wo(y) e densidade de distribui¢ao u(z). Um problema classico estd em determinar as con-
digoes de estabilidade do fluido, ou seja, minimizar a energia total do fluido que é dada
pelo funcional

E(u) = /Q Wo(u(x))dx

entre todas as densidades de distribui¢ao considere aquelas cuja massa total é m, ou seja
u(z)dr = m.
[ uta)

Vejamos a intuicao geométrica da situacao.

Suponha que Wy tem dois minimos relativos como na figura abaixo

Observe que os valores de minimo da fungdo Wy(x) também minimizam a fungao

W(u) = Wy(u)—(au+b) a nao ser por uma constante. Se a e § sdo os minimos absolutos
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de W, temos que o problema admite solugbes constantes por partes no intervalo [«, ).
Além disso, para a|Q] < m < B|Q], existem infinitas solug¢des do problema sem nenhum
tipo de restrigdo da interface entre os conjuntos {z € Q| u(z) = a} e {z € Q| u(zx) = B}.
Sendo assim, nao ha como determinar quando a interface tera area minima. A ideia dada
pelos estudos de Van Der Waals-Cahn-Hilliard para contornar essa dificuldade é

minimizar o funcional
E.(u) = /Q [e\DuP + Wo(u) — (au + b)] dr,

ou equivalente

E(u) = /Q [6|Du|2 + W(u)} dx

com isso, vemos de forma explicita que a energia da interface depende, de fato, da den-
sidade do gradiente para € > 0 suficientemente pequeno. Neste trabalho, estudaremos o
funcional acima definido e como consequéncia da dependéncia da densidade do gradiente,
mostraremos que a interface entre os conjuntos {z € Q| u(z) = a} e {z € Q| u(x) = g}
dada pela minimizacao do funcional energia acima sera de fato um conjunto de area mi-

nima, pois advém de um conjunto de perimetro minimo no sentido de medida dado pelo

Teorema (Modica, L.) Fixe m € R tal que || < m < S|Q], e suponha que

para todo € > 0 a sequéncia de fungoes (u.) seja solugao do problema variacional

E(ue) = min {Sg(u) cu € LYQ), u >0, /Qu dzx = m} .

Se (ep) ¢ uma sequéncia de nimeros positivos tal que ¢, converge para zero e (u,,) para
uma fungao ug em L'(Q) quando h — +oo, entdo

i. W(ug(z)) =0, isto é, ug(z) = a ou up(z) = 5 q.t.p.

ii. O conjunto F = {x € Q : ug(x) = a} é solu¢do do problema variacional, isto é,

Bl —m }
g —a

’

Po(F) = min {PQ(F) : F ' C Q mensuravel e |F|=

_1
iii. 2¢oPo(F) = hlim €p 2Ee, (Uen).

— 00
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1 Resultados Preliminares

Neste capitulo veremos os principais resultados da teoria da medida, pois estes
serao base para o pleno entendimento dos capitulos seguintes. Para maiores a respeito dos

resultados expostos neste capitulo vide capitulo 1 da referéncia Evans-Gariepy.

1.1 Medida e Integracao

1.1.1 Medida

Definigdo 1.1. Dado um conjunto X, dizemos que a fungio p : 2% — [0,00] é uma
medida em X quando:

i p(0) = 0;

ii. Dada uma sequéncia {Ax}o, € 2% tal que A C U2, Ay, tem-se

A) <Y p(Ap).
k=0
Definicao 1.2. Um conjunto A C X ¢é dito u-mensuardvel se para cada B C X tem-se
u(B) = p(BNA)+ pu(B—A).

Teorema 1.1 (Propriedades elementares da medida). Seja 1 uma medida em X.
i. Se AC B C X entio u(A) < u(B).

ii. Um conjunto A é u—mensurdvel se, e somente se X — A é u—mensurdvel.

iii. Os conjuntos ) e X. Mais geralmente, se u(A) =0 entdo A é p—mensurdvel.

iv. Se C' é um subconjunto qualquer de X, entdo para cada subconjunto mensurdvel u|c

também é mensurdvel.
Prova 1.1. Ver Fvans-Gariepy U

Teorema 1.2 (Sequéncias de conjuntos mensuraveis). Seja {A;}72, uma sequéncia

de conjuntos pu—mensurdveis.
o0 o

i. Os conjuntos U Ag e ﬂ Ay sdo p—mensurdveis.
k=1 k=1
ii. Se os conjuntos {Ag}32, sao disjuntos, entdo

H (U Ak) = ZM(Ak)-
k=1 k=1
iii. Se Ay C Ay C -+ A, C Agyq ..., entdo

i ju(4y) = (U Ak>
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w. Ay D .. A, D ... e u(Ar) < 400, entdo

lim p(Ay) = (m Ak>

k—o00
Prova 1.2. Ver Evans-Gariepy pdg. 3. O

Definicdo 1.3. Uma colegio A C 2% ¢ dita uma o—dlgebra de X, quando:
i.0, XeA

ii. Se A€ A, entio X — A€ A,

iii. Se A, € A(k=1,...) entdo

ﬂAk, UAkG.A

k=1 k=1

Teorema 1.3 (Conjuntos mensuréaveis e c—algebra). Se y1 é uma medida no conjunto
nao vazio X, entdo a colegio de todos os subconjuntos mensurdavéis de X, formam uma

o—algebra.
Prova 1.3. Aplicacio direta do teorema anterior. 0

Definicdo 1.4. Se C C 2% ¢ uma colecio ndo vazia de subconjuntos de X, a o—dlgebra

gerada por C, denotada por
o (C)

¢ a menor o—dlgebra que contém C.

Definicao 1.5.
i. A o—adlgebra de Borel do R"™ é a o—dlgebra que contém todos os abertos do R".
it. Uma medida n em R™ € dita de Borel se todo conjunto de Borel, isto €, todo conjunto

da o—adlgebra de Borel for p—mensurdvel.

Definicao 1.6.

i. Uma medida p em X € dita reqular se para cada conjunto A C X existe um conjunto
pu—mensurdvel B tal que A C B e u(A) = u(B).

it. Uma medida 1 em R™ é dita Borel regular se o é Borel e para cada conjunto de Borel
A CR"™ existe um conjunto de Borel B tal que A C B e u(A) = u(B).

1tt. Uma medida pn em R™ é dita de Radon se p é Borel reqular e para cada conjunto
compacto K C R™ ter-se pu(K) < +o0.

Teorema 1.4. Seja p uma medida regular em X. Se Ay C ... A C Agyq... (ndo neces-

sariamente mensurdveis), entao

lim p(Ay) = (U Ak>

k——+o00
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Prova 1.4. Ver Evans-Gariepy. OJ

Teorema 1.5 (Medidas de Radon e restrigao). Seja u uma medida de Borel reqular

em R™. Suponha que A CR™ é u—mensurdvel e pu(A) < +o0o. Entdo

fla
¢ uma medida de Radon.

Prova 1.5. Ver Fvans-Gariepy pdg. 10. U

1.1.2 Funcdes Mensuraveis

Sejam X e Y espacos topologicos e p uma medida em X.

Definicao 1.7.

i. Uma funcgao f: X — Y é dita p—mensurdvel se para cada aberto U CY, o conjunto

)

é p—mensurdvel.
it. Uma funcao f : X — Y € dita Borel mensurdvel se para cada aberto U C Y, o

conjunto
)

¢ Borel mensurdvel.

Teorema 1.6 (Imagem Inversa).

i. Se f: X — Y ¢é p—mensurdvel, entio f~'(B) é u—mensurdvel para cada conjunto de
Borel B CY.

ii. Uma fungio f : X — [—o00,00] é u—mensurdvel se, e somente se f~'([—o0,a)) é
p—mensuravel para cada a € R.

iit. Se f: X — R" e g: X — R™ sdo funcoes mensurdvéis, entdo
(f,g9): X — R™™

é u—mensuravel.
Prova 1.6. Ver FEvans-Gariepy pdg. 16. U

Teorema 1.7 (Propriedades das fun¢bes mensuraveis).

i. Se f,g: X — [—00,00] sao p—mensurdaveis entao

f+g, fg, |fl, min(f,g) emax(f,g)
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0 sao p—mensurdveis. Além disso se g # 0, entao = € p—mensurdvel.

ii. Se fr : X — [—00, 00| € u—mensurdvel (k=1,....), entdo

mf Ir Sup fk, hmlnf fir e limsup fp

k—+o0

S40 [t—mensurdvers.
Prova 1.7. Ver Evans-Gariepy pdg. 17. 0

Teorema 1.8 (Decomposi¢ao de uma fungiao mensuravel nao negativa). Suponha
que f: X — [0, 00| é p—mensurdvel. Entio existem conjuntos pi—mensurdveis { Ay},

de X tais que

21
f = Z %XAIC
k=1

Prova 1.8. Ver Evans-Gariepy pdg. 19 0

Teorema 1.9 (Aproximacgao por fungdes continuas). Seja p Borel reqular em R™
e suponha que f : R" — R™ é u—mensurdvel. Suponha A C R™ p—mensurdvel tal que
u(A) < 400 e firte € > 0. Entao eziste uma fungao continua f:R" — R™ tal que

n({z e Alf(@) # f2)}) < e

Prova 1.9. Ver Evans-Gariepy pdg. 22 U

1.1.3 Integracao

Defini¢ao 1.8. Uma fungio g : X — [—00,00] é chamada fung¢io simples se g(X) for
enumeravel.

Definicao 1.9. Se g é uma fungdo nao negativa, simples e u—mensurdvel, definimos a
integral de g com relacao a j por

/gdu: > yulg H{y}).

0<y<oo

Denotando por f* = max{f,0} e f~ = max{—f,0}, temos que f = f*— f~. Dito

isto, temos a seguinte definicao.

Definicao 1.10.
i. Se g é uma fungao simples, p—mensurdvel e [ gtdu < oo ou [ gTdu < oo, dizemos que

g € uma fungdo p—integrdavel simples e definimos

/gdu = /g+du+/g+du
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Tal expressio pode ser igual a £o0o. Deste modo, tempos que se g é p—integrdvel
simples, entdo

h/gdutzz > yulgHyl).

—00<y<oo

Definicao 1.11.
i. Seja f : X — [—00,00]. Definimos a integral superior e inferior de f respectivamente

do sequinte modo

/ fdu :=inf {/gd,u lg é p — integravel, simples, g > f q.t.p}

/fdu = sup {/gd,u lg é p — integravel, simples, g < f q.t.p}.

ii. Uma fungao p—mensurdvel f: X — [—00, 00| € dita p—integravel quando

[ rdu= [ g

[ raw= [ san= | rap
Definicao 1.12.

i. Uma fungdo f: X — [—00, 00| € dita u—somavel se f é p—integravel e

/|f|du < 400.

nesse caso denotamos por

ii. Uma fungio f : X — [—00,00] € dita localmente p—somdvel se f|x € p—somdvel

para todo conjunto compacto K C R"™.

Definicao 1.13. Dizemos que v é uma medida com sinal em R™ se existe uma medida

de Radon p e uma funcao localmente p—somavel f: R™ — R tal que

v(K) = [ fd

para todo conjunto compacto K C R"™.

Observagao: A medida com sinal v associada a medida de Radon u e a fungao

p—somavel f por

v=ulf

Teorema 1.10 (Lema de Fatou). Seja f : X — [0,00] uma sequéncia de fungoes

pu—mensurdveis (k= 1,...). Entao

/mmMﬁwgmmm/ﬁ@
k—o0 k—o0



Capitulo 1. Resultados Preliminares 17

Prova 1.10. Ver Evans-Gariepy pag. 26. 0

Teorema 1.11 (Convergéncia Mondtona). Seja fr : X — [0,00] uma fungdo

u—mensurdvel (k=1,...)., com

H< S i< fimn <.

Entao,
kkg—loo/fkdﬂ - /kEIPoofde’
Prova 1.11. Ver Evans-Gariepy pdg. 27. 0

Teorema 1.12 (Convergéncia Dominada). Sejam g, f fungoes u—somdveis com g > 0

o A . ~ , .
e {fi}rey uma sequéncia de fungoes mensurdveis tal que

fo — f, m—aqtp

e
|fil < g.
Entao
Jim [ i = fldp =0,
Prova 1.12. Ver Fvans-Gariepy pdg. 28. U

1.1.4 Medida produto, Teorena de Fubini e Medida de Lebesgue

Considerando X e Y, conjuntos nao vazios, veremos os resultados basilares para a
compreensao da férmula da Coarea, teorema muito util no desenvolvimento do capitulo
3 deste trabalho.

Definicao 1.14 (Medida Produto). Sejam p uma medida em X e v uma medida em

Y. Definimos a medida produto p x v : 2X*¥ — [0, 00] como sendo

(1 % 1) () = inf {iuwu(&)}

para cada S C X XY, com o infimo sendo tomado sobre todas as colegoes de subconjuntos

p—mensurdaveis A; C X e v—mensurdaveis B; CY tais que
[o.¢]
i=1

Definicao 1.15.

i. Um subconjunto A C X é o—finito com respeito a ju se podemos escrever

A= UBk7

k=1
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onde By é p—mensurdvel e u(By) < +oo para k =1,2,....
ii. Uma fungdo f: X — [—00,00] € dita o—finita com respeito a p se f é p—mensurdvel

e {x | f(z) # 0} for o—finito com respeito a fu.

Teorema 1.13 (Fubini). Seja u uma medida em X e v uma medida em Y .
i. Entao p x v € uma medida reqular, mesmo que e v, nao sejam.
ii. Se A C X € p—mensurdvel e B C'Y € v—mensurdvel, entdo o produto cartesiano

A X B € (u x v) —mensurdvel e

(1 % v) (A x B) = u(A)(B).

iit. Se S C X XY ¢é o—finito com respeito a pu X v, entao a sec¢ao transversal
Sy =A{z | (z,y) € S}
é p—mensurdvel para v—q.t.p, e

Sy ={y | (z,y) € S}

¢ v—mensurdvel para p—q.t.p, u(Sy,) € v—integrdvel e v(S,) € p—integrdvel. Além disso,

(nxv)(8) = [ w(S)dvly) = [ v(S,)du(x).

iv. Se f € (u X v)—mensurdvel e f é o—finita com respeito a u X v(em particular, se f é

(1 x v)— somdvel), entao a aplicagio

yH/Xf(x,y)dﬂ(w)
¢ v—integrdvel, e a aplicacao
v [ S ydny)

¢ p—integravel. Além disso

[ t@wdix ) = [ [ fegan@] ) = [ ] i) due)
Prova 1.13. Ver Evans-Gariepy pdg. 31. O

Definigao 1.16 (Medida de Lebesgue).
i. A Medida de Lebesgue unidimensional em R é definida do sequinte modo
LY(A) = inf {Z diam C; | AC |J G, C; C R} :
i=1 i=1
para todo A C R.
ii. Indutivamente, definimos a Medida de Lebesgue n -dimensional L em R" do

sequinte modo

Lr=rrtxot=rtx. . oxcl
— ———

n—vezes
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Teorema 1.14 (Caracterizagdo da Medida de Lebesgue).
Para todo k € {1,...,n— 1} temos

Lr= L% x ck

Prova 1.14. Ver Evans-Gariepy pdg. 35. O

1.1.5 Derivadas, Integracao de Derivadas, Decomposicao de Lebesgue e Re-

presentacao de Riez.
Sejam 1 e v medidas de Radon em R™.

Definicao 1.17. Para cada ponto x € R" defina

: v(B(z,r))
_ limsup —————,  se u(B(z,r)) > 0 para todo r > 0
D,v(x) = o w(B(z,r) uB(w,r)) P
+00, se u(B(x,r)) =0 para algum r >0
e
o v(B(x, 7))
Dv(e) = hf&l&lfm7 se u(B(x,r)) > 0 para todo r > 0
+o0, se u(B(x,r)) =0 para algum r >0

Definigdo 1.18 (Derivada da Medida). Se D,v(z) = D,v(x) < +00, dizemos que v

é diferenciavel com respeito a p em T e escrevemos

D,v(z) := Dyv(z) = D,v(x).

D,v significa a derivada da medida v com respeito a medida p.

Teorema 1.15 (Derivada da Medida). Seja i e v medidas de Radon em R™. Entdo
i. D,v existe e é finita p — q.t.p;

1. D,v é p—mensurdvel.
Prova 1.15. Ver Fvans-Gariepy pdg. 48. U

Definicao 1.19. Suponha i1 e v sao medidas de Borel em R"

i. A medida v é dita absolutamente continua com respeito a medda p e escrevemos
v <<,

se p(A) = 0 implicar que v(A) =0 para todo A C R".

ii. A medida v é dita mutualmente singular com respeito a p e escrevemos
vLp,
se existe um conjunto de Borel B C R"™ tal que

p(R"—B)=v(B)=0.



Capitulo 1. Resultados Preliminares 20

Teorema 1.16 (Radon-Nikodym). Sejam p e v medidas de Radon em R", comv << p.
Entao

v(A) = /AD“V du

para todo conjunto p—mensurdvel A C R™.
Prova 1.16. Ver Evans-Gariepy pag. 50. O

Teorema 1.17 (Decomposigao de Lebesgue). Sejam p e v medidas de Radon em R™.
t. Entao,

V = Ve + Vs

onde V4. € vy sao medidas de Radon em R™ com

Vae <<, Vs L .

it. Além disso,

D,yw=D,, Dws;=0pu—qtp

e consequentemente
V(A) = / Do dp + vy(A)
A

para cada conjunto de Borel A C R™.

Teorema 1.18 (Representagao de Riez). Seja
L:C.(R"R™) — R
um funcional linear satisfazendo
sup{L(f) | f € Co(R";R™), [f] <1, spt(f) € K} < 400

para todo conjunto compacto K C R". Entao existe uma medida de Radon p e uma fungao

p—mensuravel o : R" — R™ tal que

lo(x)] =1 p—qtp

L(f)= [ < foo>du
para toda f € C.(R";R™).
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1.1.6 Medida de Hausdorff

Definida a medida de Lebesgue e algumas de suas propriedades, vejamos agora a
medida de Hausdorff, ou seja, uma medida um pouco mais geral que a medida de Lebesgue,
pois através dela, além de conseguirmos medir os conjuntos que ja sao mensuraveis a
Lebesgue, com ela é possivel determinar a medida de outros conjuntos, que nesse sentido

sao mais finos que os conjuntos mensuraveis a Lebesgue

Definigao 1.20 ( Medida de Hausdorft).

i. Seja ACR" 0<s<+4o00, 0 <6< o0. Escrevemos

H5(A) := inf {Za(s) (W) | Ac |Gy, diam C; < 5} :
=1 j=1
onde .
T2
a(s) =
A Ay
e

it. Para todo conjunto A e cada nimero s como acima defina

H(A) = (lsi_r% H5(A) =sup Hj(A).

>0

H*(A) € dita a« medida de Hausdorff s-dimensional.

Teorema 1.19 (Regularidade de #?®). Para todo 0 < s < +oo H® é Borel regular em
R™.

Prova 1.17. Ver Evans-Gariepy pdg. 82. 0J

Teorema 1.20 (Propriedades da Medida de Hausdorff).

i. H° € uma medida de contagem.

ii. H' = L.

iit. H° =0 em R" para s > n.

tv. H*(ANA) = NH*(A)

v. H*(L(A)) = H*(A) para toda isometria L : R* — R™ ¢ A C R".

Prova 1.18. Ver Fvans-Gariepy pdg. 84. U

Definicao 1.21. A dimensao de Hausdorff de um conjunto A C R™ é definida do sequinte
modo:

Hgim(A) :==inf {0 < s < 400 | H*(A) =0}.
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Teorema 1.21 (Medida Hausforff versus Medida de Lebesgue). Para todo n € N
H" = L" em R".

Defini¢ao 1.22 (Fungao Lipschitz).

i. Uma funcdo f: A C R" — R™ e dita Lipschitz se existe uma constante C' tal
que
|f(x) = f(y)| < Clz —y|, para todo z,y € A.

ii. A menor constante C' satisfazendo o item anterior é denominada a constante de Lips-

chitz da funcao f e denotada por

[f(x) = f(y)

Lip(f) :zsup{ P— | |x,y€A,x7éy}.

iit. Uma fungio f : A C R" — R™ ¢ dita localmente Lipschitz se f|x é Lipschitz
para todo compacto K C A.

Teorema 1.22 (Extensdo de uma Aplicagdo Lipschitz). Sejam ACR" e f: A —
R™ Lipschitz. Entdao existe uma fungio f : R™ — R™ tal que

i. f=f em A.

ii. Lip(F) < v Lip(f).

Teorema 1.23 (Teorema de Radamacher). Se f : R" — R™ ¢ localmente Lipschitz,

entao f € diferenciavel em L"—q.t.p.
Prova 1.19. Ver Evans-Gariepy pdg. 103. 0

Definicao 1.23. Para f: R" — R™ ¢ A C R"™ escrevemos
Graf(f; A) ={(z, f(x)) | v € A} CR" x R™ = R"*";

Graf(f; A) € dito o grdfico de f restrito a A.

Teorema 1.24 (Medidas de Hausdorff e Gréficos). Suponha que f : R" — R™ e
L'(A) > 0.

i. Entao Hgm(Graf(f; A)) > n.

ii. Se f € Lipschitz, Hgin(Graf(f; A)) =n.
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1.1.7 Fbérmula da Coarea

Seja f:R® — R™, com (n >m) e f = (f', ..., f™). Nos escrevemos a derivada

de f como sendo
1 1

1 Tn
m m
1 Tn

sempre que D f existir. Além disso, denotamos o Jacobiano de f do seguinte modo

Jf = /det(Dfto D)
onde D f! denota a transposta da matriz D f.

Teorema 1.25 (Férmula da Coarea). Seja f : R" — R™ Lipschitz n > m. Entdo

para cada conjunto L"—mensurdvel A C R",

/ Jfdr = / W= (AN fN(y))dy.
A R™
Prova 1.20. Ver Evans-Gariepy pag. 134. 0

Teorema 1.26 (Integracdo em conjuntos de nivel). Seja f : R — R™, comn > m.
Entdo para cada fungio L™-somdvel g : R — R,
i glpgy € H'M-somdvel L™-q.t.p.

/AQdeSC = /Rm [/fl{y} gd’}{”m] dy.

Prova 1.21. Ver Fvans-Gariepy pdg. 1539. U

Teorema 1.27 (Integracdo em conjuntos de nivel para fungées Lipschitz).
Seja f : R" — R uma funcao Lipschitz.
i. Entao,

[ 1Dflde = [ 7 (= )t

ii. Se essinf|Df| >0 e g:R" — R é L"-somdvel entao

/{f>t}gda::/too (/f:su;ﬁ)ds.

Prova 1.22. Ver Evans-Gariepy pag. 141. 0
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2 Funcoes de Variacao Limitada

Neste capitulo, trataremos da classe das func¢oes de variacao limitada, isto é, fun-
¢oes que tem a uma nogao de derivada usando o conceito de medida de Radon para tal.
O fato dessas fungoes terem uma nocao de derivada associada a uma medida de Radon,
nos da uma dire¢do na procura de conjuntos que sejam minimizantes num certo sentido,

como veremos no decorrer deste trabalho.

2.1 Definicao e Teorema de Caracterizacao

Para todos os resultados deste capitulo consideraremos €2 C R™ aberto e assumi-

remos que o leitor tem os conhecimentos elementares referentes aos espagos LT (£2).

Definigao 2.1. Seja f € L'(Q).

i. Dizemos que f tem variagdao limitada em 2 quando
sup{/ fdiv gdz : g € CHQ,RY), |g(z)] < 1} < +00.
Q

O conjunto das fungoes com varia¢io limitada em Q serd denotado por BV ().
it. Dizemos que um conjunto L™-mensuravel E C R™ tem perimetro finito em €} se

XE € BV(Q).

Conhecimentos béasicos de andlise funcional que pode ser encontrado em [9)].

Definigao 2.2. Seja f € L},.(Q2).
i. Dizemos que f tem wariagao localmente limitada em () se para cada conjunto

aberto U CC ()

O conjunto das fungoes com variagao localmente limitada em ) serd denotado por BV,.(2).

ii. Dizemos que um conjunto L™-mensurdvel E C R™ tem perimetro localmente finito
em ) se xXg € BVj,e(Q).

Definida a variacao limitada de uma funcao, passemos agora a um teorema de

caracterizagao da funcoes de varicao localmente limitada.

Teorema 2.1 (Caracterizagao Local). Suponha que f € BV,.(2).

Entao existe uma medida de Radon o em €2 e uma funcao p-mensurdvel

c:Q —R"



Capitulo 2. Fungées de Varia¢io Limitada 25

tal que

i.lo(z)]=1puqtpe
ii. Para toda g € CH(Q2,R™) tem-se

/ fdivgdx = —/ g - od.

Q Q

Prova 2.1. Ver Evans-Gariepy pdg. 195. 0J
NOTACAO.

i. Dada uma funciao f € BV,.(2) denotamos por ||Df|| a medida p e definiremos

[Df] = Dflllo

e assim na notacao do Teorema 2.1.1

/Qfdivgdxz—/ﬂg-ad,u:—/ﬂg-d[Df}.

ii. Em particular, se f = xg e E tem perimetro localmente finito, denotaremos por ||[0F]|

para a medida de Radon p e definiremos

e assim na notacao do Teorema 2.1.1

/XEdivgdx:/ dz’vgdx:/ d-vgd||OE||.
Q E E

iii. Se f € BV},.(9), escrevemos

i = DS, i =1,....n)

onde ¢ = (¢*,--- ,0"). Pelo Teorema de Decomposi¢ao de Lebesgue podemos escrever

Y

cada medida p! do seguinte modo
= e+ 1
onde
pho<< L™ b L L™
Entao
/szc =L" Lfl
para f; € BV, (Q)(i=1,--- . n).
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Dito isto, fica compreensivel a seguinte notagao:

fa: = fi (=1,...,n);
Df = (for,- s fon);

[Dflae = (Haer- s Hae) = LMD
[Dfly = (pgs - 11g)-

Portanto,
[Df] = [Dfl,.+[Df],=L"Df +[Df],

de modo que Df € Lj,.(2,R") é a densidade da parte absolutamente continua de [D f].

Visto o que foi dito acima, podemos organizar tais fatos do seguinte modo:

i. ||[Df|| é a medida de variagao de f, ||0F|| é a medida perimetro de E e |[|0F||(2)

¢ a medida do perimetro de E em €2

ii. No Teorema 2.1.1 a medida de Radon g advém do Teorema da Representacao

de Riez, e sendo assim, podemos escrever

IDAIV) = sup{ [ fdiv gds s g € CHV.RY), Jg(2)| <1}
0BI|(V) =sup{ [ div gdo s g € CHORY), lg(a)] < 1

para todo aberto V' CC ).
Utilizando de forma direta o teorema de caracterizagdo, conseguimos um importante co-

rolario que diz respeito a convergéncia da seminorma || D f||, como segue

Teorema 2.2 (Semicontinuidade Inferior). Suponha que {fr},—, € BVi(2).

Se
fe — fem L,.(Q),
entao
IDSI(©) < limint D [(2).
Prova 2.2. Ver Evans-Gariepy pdg. 199. O

A seguir, utilizando a semicontinuidade inferior, vamos demostrar que BV ({2) além

de possuir uma norma natural, dada por:

IfllBvie) == I fllre) + IDFII),

e munido com estd norma, BV (€2) é um espago de Banach.
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Defini¢ao 2.3 (Funcao suavizante(Mollifers)). Uma func¢io ¢ : R" — R € dita su-

avizante se
i. n(x) € CF(R™).

ii. spt(n) C B(0,1).

zzz/ n(x)dx = 1.

Adicionando as condigoes:
iv. n(z) > 0.
v. n(z) = p(|z|), para uma fungdo p : RT™ — R, dizemos que 7 é uma fungio suavizante

positiva.

Exemplo 2.1 (Exemplos Classicos de fungoes suavizantes). i.(Fungio de Cauchy

infinitamente diferencidvel.)

(z) 0, |z| > 1
Yy(z) =
Cexp (Wzl 1) , lzl <1

ii.(Fungao Nicleo de Poisson.) Definida sobre o semi-plano positivo e muita usada na

teoria da equacoes diferencias parciais.

77
P —
y( ) Q?2 + yQ
ii3. (Fungdo Delta de Dirac)
=0
5(x) = +00,
0, x#0

Para mais detalhes a repeito dos exemplos acima ver Stain-Skarmachi [3] pag. 104-108.

Dada uma fungao suavizante n(x), observe que pelo teorema de mudanga de va-

1 x
o= ()
€ €

também é uma funcao suavizante. Dito isto, vamos definir uma familia de func¢oes sua-

riavel, a nova funcao

vizantes, via um tipo de convolugao 7. * f de uma fung¢ado suavizante 7. com uma funcao

f € L,.(Q) do seguinte modo

fe=nex f= /Qne(x —y)f(y)dy
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e assim, aplicando o teorema de mudanca de variavel duas vezes temos

rwy = [ () sy = (e [ n(2) sa - 2)de = [ nw) i+ ew)do

€ €

para todo x € Q. = {x € Q : dist(x,00) > €}

Teorema 2.3 (Propriedades das fungdes suavizantes(Mollifers)). . f. € C*(R"),
fe— f em L, .(R") e se f € L'(R"), entdo f. — f em L'(R");
ii. A < f(x) < B para todo x, A < f(z) < B;

iii Se f,g € L'(R™) entao / fegdx ——/ fgedz; iv. Se
Rn Rn
_ Of. of
1 n .
fe C'(R™), entao Doy (3%)6’

vspt f CX = spt fe C Xe={rv e X :dist(x,0X) > €}
Prova 2.3. Ver Evans-Gariepy pdg. 146 ou Giust pag. 2

Teorema 2.4. Se f € BVj,.(Q) NLY(Q) entao f € BV(Q) se, e somente se | Df]|(Q) <
—+00.

Prova 2.4. Para mostrar que || f|| v € uma norma, ndo hd dificuldades pois basta ar-
gumentarmos sobre as propriedades da norma || f||L1q) juntamente com as propriedades
da medida de variagio de f. Passemos a completude de BV (). Seja { fx}re, uma sequén-
cia de Cauchy em BV (). Entao pela definicio de | f|pv) temos que fi induz uma
sequéncia de Cauchy em L'(Q). Pelo fato de L'(Q) ser completo, existe f € L*(Q) tal que
fx — f. Ora, {fi} € uma sequéncia de Cauchy em BV (2), consequentemente, || f| pv ()
¢ limitada e assim ||Dfy|| € limitada, logo pela semicontinuidade inferior f € BV ().

Dito isso, falta mostrarmos apenas que fr — f em BV (Q)), isto é

ID(fx = D) — 0.

Com efeito, dado € > 0, pela definicio de sequéncia de Cauchy, existe Ny tal que
k,j> No= |fi = fillsviey <e=|fx = fillero) <ee ||D(fs = fi)ll <e

Ora, fr — [ em LY(Q) e assim (fr. — f;) — (fx — f) em LY(Q), aplicando a semicon-

tinuidade inferior mais uma vez temos que

ID(i = DIl < liminf [D(fi — f;)] < e

Logo, como € € artibrario fy — f em BV () e portando BV (§) é completo. O

Vejamos agora alguns exemplos sobre os fatos até aqui discutidos.
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Exemplo 2.2 (Variagido de fungdoes W12(Q)). Suponha que f € WH2(Q). Entdo por

mtegracao por partes

/ fdivgdr = —/ g-Vfdx < / |V fldz.
Q Q Q
Agora vamos demonstrar a desigualdade contrdria.

(V)e=n.*xVf, a convolugio

Para cada € > 0 escolha g como sendo IVfI ,

com uma fungdo suavizante. Entao

_ (V) f ((VA)e) -V f
| D f]](£2 >/fdwgd3: /dzv( N )d +/ |Vf| dx.

Fazendo ¢ — 0 obtemos

IDAIS) > [ 19 1lda
e portanto
IDAIS) = [ IV flda.
O
Note que, pelo exemplo anterior, a funcao ¢ dada pelo teorema de caracterizacao local é
exatamente
_ VI
IV

e a medida p é precisamente a medida de Lebesgue, isto é, y = L".

Exemplo 2.3 (Perimetro de um conjunto com fronteira suave). Suponha que E

tenha fronteira C?. Entdo, pelo teorema da Divergéncia

/ xedivgdr = / divgdxr = / g-vdH"t < |g/H" N (OE N Q)
Q E OENQ
consequentemente, se |g| <1
|0E|(2) < H" HOENQ) < +oo.

Portanto, xg € BV (Q) e de fato

|0E||(Q) = H" H(OE N Q).
Logo, para garantir tal afirmacao, basta mostrarmos que

10E||(Q) > H" H(OE N Q).

Com efeito, como E tem fronteira C?, v(x) serd uma aplicac¢ao de classe C* com |v(z)| =
1. Extendendo tal campo para todo o R™, via Teorema (1.1.22), N € CY(R",R") ¢ |[N| <1
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para todo x. Agora tomando ¢ € C(Q) com |p| < 1, fazendo g = N, e aplicando o

teorema da Divergéncia temos

/divgdx:/ ©N - NdH"! :/ odH"
E OF OE

e assim
0@ > sup{ [ ar: o€ CLO), lp(@)] < 1] = HOEN Q).
Portanto
|0E||(Q) = H" H(OE N Q).
O

Exemplo 2.4 (Perimetro de um conjunto sem fronteira suave). Seja, {r;}72, a

sequéncia de todos os pontos do R™ com coordenadas racionais e
By = B2, 27%) = {z € R": |z}, — x| < 27F}.

Definindo E = U By, tem- se
k=0

r(3)
Bl <Y Bl =a,y 2= - = — 2
k=0 k=0 1

y Op = —F—

im0l 27" r (” + 1)
onde T representa a fungio gama. Como Q" é denso em R, E = R", |0E| = +co e
consequentemente H" ' (OF) = +oo0. O

Vejamos agora um exemplo que nos mostra um caso onde a igualdade na semicon-

tinuidade inferior nao é atingida.

sen(kx)

Exemplo 2.5. Tome Q2 = (0,27) C R e fi(x) = L bara todo x € R ek € N.
Assim
[1f@lde = 7 [ jsentebldr < 27— 0
x)|de = — sen(zk)|dr < —
Q" k Jo ok

e logo fr. — 0 em L*(Q). Por outro lado, para todo k a fungio fiy(x) € suave, e conse-

quentemente

105l = [ eos(ha)] = 4.

2.2 Aproximacao e Compacidade

As funcgoes de variagao limitada admitem uma aproximacao por fungoes de classe

C*>(Q), dada pelo seguinte resultado.
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Teorema 2.5 (Aproximagao Local por fungées suave). Suponha que f € BV (Q).
Entao eziste uma sequéncia de fungoes {fi.} C BV (Q2) N C(Q) tal que

i. fx — f em LY(Q).

@. | Dfil () — [IDFII().

Prova 2.5. Ver Evans-Gariepy pdg. 199. O
Vale salientar que a convergéncia das medidas em ii nao garante a convergéncia em

BV (Q) da sequéncia fy para a fungao f, isto é, ||[D(frx — )|[() — 0

Definicao 2.4. Dizemos que um conjunto 2 C R™ possui fonteira OS2 Lispchitz de classe
C*, ou simplesmente fronteira Lipschitz quando, para cada xo € O existe r > 0 e uma
aplicacdo Lipschitz v : R" ' — R de classe C* tal que, aplicando rotacdo nos eizos

coordenados, quando necessario tal que

QN Q(zo,7) ={y YW1, Un-1) < Y} N Q(x0,7)

onde Q(zo,7) ={y e R": |y —z| <r}.

Figura: Fronteira Lipschitz

Lembremos que pela formula da Coarea, o volume do grafico da aplicagao vy é dado por

H(Graf(y / V14 | Vy2de.

A seguir, temos um resultado topoldgico a respeito do espago BV (€2).

Teorema 2.6 (Compacidade em BV (9)). Seja Q@ C R"™ um conjunto aberto limitado
com fronteira froteira Lipschitz. Suponha que {fi},o, seja uma sequéncia em BV ()

satisfazendo

Entdo existe uma subsequéncia {fkj}?ol e uma fungao f € BV (Q) tal que
‘]:

fr, — [ em LY(Q).
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A férmula da Coarea nos diz que se f : R" — R™ com n > m é uma aplicagao

Lipschitz e A C R™ é L™ —mensuravel, tem-se
[ fda= [ AN W)y,

As fungoes de variacao limitada tem um bom comportamento neste sentido, por
conta disso, é possivel calcular a variacdo de uma funcgao, via uma férmula do tipo Coarea.

Vejamos a seguir.

Definigao 2.5. Seja f: Q0 — R et € R definimos B, = {x € Q: f(z) > t.}

Pela definicio da medida de variagdo de f € BV (), a aplicagao t — ||0F|| é £

mensuravel. Em consequéncia de tal fato tem-se

Teorema 2.7 (Férmula da Coarea para fungdes BV). Se f € BV (Q), entao E; tem
perimetro finito para todot € R L' q.t.p, e

IDAI) = [ 10 (@t

Note que se o lado esquerdo da igualdade for finito, pelo Teorema 2.1.3 f € BV ().

Prova 2.6. Ver Evans-Gariepy pdg. 212. U

Vejamos agora um resultado que, assim como as propriedades das fungoes suavi-

zantes, nos da uma otima nocgao a respeito do comportamento dessas fungoes.

Teorema 2.8. Sejam f € () e U CC Q, com Q) aberto, satisfazendo
IDfI(0U) = 0.

Entao, se f. é uma familia de fungoes suavizantes(extendidas para 0 fora de S se neces-
sdrio) tem-se
IDI) = lim [ DL](D).

Prova 2.7. Ver Giusti pdg. 12.
Note que, pelo teorema acima, fazendo U = R" temos
IDFI(R?) = lim [ D f[| (R").
Em particular pondo f = g, calculamos o perimetro de E do seguinte modo

IOEN(R") = Tim [|9xc || (R™).
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Na literatura classica das func¢oes de variacao limitada as medidas de variagao de

uma func¢ao e a medida perimetro também sao denotadas da seguinte forma

IDFI® /IDf\
19E)1(2) = Pa(E)

Desse modo a medida i de Radon, dada pelo teorema estrutural é denotada por

p=Df

e assim,

ID£1(@) = [ 1Df = = [ g-odD).

Defini¢ao 2.6 (Dominios de Extensao). Dizemos que um conjunto aberto @ C R™ é
um dominio de extensdo se O) é limitada e para cada conjunto aberto A D Q) existe um
aplicagao T : BV (Q2) — BV (R™) linear e continua satisfazendo:

i. Tu=0 em R"\ A para todo u € BV (Q)

ii. ||DTul|(092) = 0 para todo u € BV (Q)

Proposigao 2.1. Seja Q2 C R™ um conjunto aberto com fronteira ) compacta e Lipschitz.

Entao Q0 é um dominio de extensao.

Prova 2.8. Ver Ambrosio-Fusco-Pallara pag. 131.
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3 Critério Para Interface de Perimetro Mi-

NniMo

Neste capitulo provaremos nosso critério para classificar uma interface de perimetro
minimo. Nosso resultado é geométrico, embora sua demonstracao seja analitica. Portanto,
para tal feito, enunciaremos e provaremos dois lemas e suas consequéncias assim como

duas proposigoes, que ao usarmos de forma encaixada concluirdao nosso resultado.

3.1 Lemas

Lema 3.1 (Modica, L.). Seja Q2 um conjunto limitado e aberto no R™ com fronteira
Lipschitz continua e E um subconjunto mensurdvel de Q2. Se E e Q\ E contém uma bola
aberta nao-vazia, entao existe uma sequéncia {Ey} de subconjuntos abertos e limitados

do R™ com fronteira suave tais que:

zhhm (ErNQ)AE)=0c¢ hhrf Po (ER) = Po(E).
—00 —400

ii.|Ey N Q| = |E|, para h suficientemente grande.

1. H"Y(OE, N ON) = 0, para h suficientemente grande.

Prova 3.1. Seja u = xg, entdao pelo fato de Q ser limitado 02 é compacta. Logo, pela

proposi¢io 2.2.1 temos que existe uma fun¢io u € BV (R™) N L>®°(R™) tal que:

dlo=u e |Da](9Q) = 0.

Seja (¢.) um sistema usual de mollifiers, isto €, ¢ € CF(R™), [gn dedx = 1, spt ¢ C

B(0,¢) e 0 < ¢ < 1. Entao definindo a sequéncia u. = ¢. * u verificamos o sequinte fato

lim [ |u.— a|dx = 0.
e—0 JRrn

Com efeito, note que:
/ |ue — t|dr = / |ue — U|dx +/ |ue — a|dz.
R7 E R\ E

A primeira integral é identicamente nula por conta da defini¢io de (¢.); a sequnda integral,
usamos que fora de E a fung¢io u(x) € identicamente nula(caracteristica de E ) e tal integral

fica dada por
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/ fuc|dz < | (R \ E) N B(0, )
(R™\ E)NB(0¢)

fazendo € — 0 concluimos o desejado.

Dito isto, temos que quando ¢ — 0% a sequéncia {u.}, converge q.t.p em L'()
para o fungdo w, deste modo o conjunto dos pontos em que elas diferem, tem medida nula,
ou seja,

lim {z € R": |u(x) —u(z)] >n} =0 (3.1)

e—0t
para todo n > 0 e logo
lim |Du.|dx = || Dal|(R™)
]Rn

e—0t

Desta iltima igualdade e do fato da integral [y |Du| = 0 juntamente com a semiconti-

nuidade inferior aplicada aos conjuntos 2 e R™\ Q, concluimos que
lim / | Duc|dz = || Dal|(€2) = [[Dul|(Q)] = Po(E). (3.2)
e—0t JQ

Tais argumentos nos dao um direcionamento para prova do lema, isto €, primeiro aproxi-
maremos a funcao caracteristica de E, por fungdes suaves e passaremos a uma Sequéncia
{E.} que naturalmente vai aproximar o conjunto E, basta fazermos uma escolha adequada

das fungoes u..

Passemos entao para a prova do lema.
Por hipdtese temos que existe x1 € E, x9 € Q\ E e um &y > 0 tal que as bolas By(z1,d)
e By(xa,00) satisfazem Bi(xq1,00) C E e By(xa,00) C Q\ E. Sendo assim, fagamos

)
ue = u em Bi(x1,00) U Ba(x2,00), para € < 50.

Agora para cada h € N, escolha o nimero positivo €, < min {%, %0} satisfazendo
tim (€ R fue) - (@) 2 3} < 5
im | x ue(x) —u(x)| > -] < -,
e—0t h h

e escrevendo vy, = essinfi<<1 Po ({x € R" : ug, (x) > t)} escolhemos o nimero ty, tal que

t 6(11 1)
h ha h €

Po({z € R" s u,, (2) > tn)} < v + ;L (3.3)
Du,, (x) #0Y z € R" com u,, (z) =t (3.4)
H ' {x €0 :u, () =t,}) =0 (3.5)

Note que a primeira condicao vale para conjuntos com medida positiva t, e as outras

duas sio exatamente as teses do teorema de Sard, contanto que H" 1 (9) < +oo e além

1 Para mais detalhes ver referéncia [6]
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disso a terceira significa dizer que os conjuntos de nivel intersectam 0S) transversalmente.
Escolhidos os nimeros €, ety estamos prontos para efetuar a construcao da sequéncia
{E,}. Primeiro determine as sequéncias {Ey} e {\n}, por By = {z € R" : u, (r) > t,} e
A = |E, N Q| — | E| depois defina os conjuntos Ej, como seque
Ep \ B(z1,m) ,se Ay >0,
Eh = Eh , Se )\h = O,
E, U B(xg, ) ,se A < 0.

onde o nimero 1y, foi tomado de modo que |\p| = |B(x1,rh)| = |B(x2,71)|. Finalizada
nossa construgdo, provemos nossas teses.

Verifiquemos a veracidade de i, isto é, para h suficientemente grande |E, N Q| = |E|.
Com efeito,

~ 1
Se:ce(EhﬂQ)\E:>u6h>th>ﬁeu(x):0

enquanto que

— 1
para xGE\(E;J‘lQ):uEhSth<1——eu(a:):1.

h
Sendo assim, pelo fato
tim [z € R fule) - (@) 2 3} < 5
6*13(%_ xr DU\ T u\r)| = h >~ h,
obtemos
— 1 1
Ml < (BaNQ) A E| < lim {x ER": [u(z) — ulz)] > H <= (36)
e—0t h h

pois pela mossa construgio quando ¢ — 0%, h — +o0o e consequentemente pela nossa

definicao de ry, hlir}rq rn, = 0. Disso seque que para h suficientemente grande, v, < dg, €
—+o00
logo Bi(x1,11) C Bi(x1,d0) assim como By(xa, 1) C By(x,0).

0 o .
Por outro lado, como €, < 5 lembrando da nossa escolha inicial para a fungdo ue, a

saber: 5
ue = u em Bi(x1,00) U Bo(x2,00), para € < 50
garantimos
Bl(xl,(;o) C E«b NQe BQ([EQ,(S()) cQ \ /E’\;l
e assim

|[E,NQ| = |Evhﬂ9| — |Bi(w1,7)| = |E|, para A\, >0

mesma forma
|E, N Q| = |E, N Q|+ |By(21,13)| = |E|, para My <0, (3.7)
essas duas ultimas igualdades provam ii. Passemos agora ao item iii. Note que:

(DE, N Q) = (OE, U 0By (x;,13,)) NN, para i=1,2,
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e como B(xy,rp) C (EL NQ), Ba(xg,rp) C (2 E), tem-se (0B(zi, ) NON) = 0 para i =
1,2, juntamente com H"* ({x € OQ : u,, (x) = t,) = 0 mais a definicio de Ej, concluimos
que H"H(OE, N ON) = H"1(OE, N Q) = 0. Por construgdo, temos que o conjunto Ej,
¢ aberto e limitado, consequentemente pela definicio E) ¢ aberto e limitado. Com disso,
uma das condigoes impostas sobre ty,, mais precisamente a condi¢io (3.4), vai nos dd que
Ey tem fronteira suave e logo, it estd provado. Assim, nos resta provar i. Aplicando a

definicao de diferenca simétrica, juntamente com (3.7), tem-se
(BN Q) A (BN Q)| = |
e como

Ml < (EnNQ) A E|< lim

1 1
e — > < —
=0t {x €R™: fucle) —ulw)] 2 h}‘ ~h

concluimos
lim [(E,NQ)AQ)| =0.
h—o0

Para a sequnda parte do item i, isto ¢, hlim Po (ER) = Po(E), comece observando que
— 00

pela defini¢ao da sequéncia {Ep}, vale a sequinte igualdade
Po(Ey) = Po(Ey) +H" (0B (x4,11)) - (3.8)
Aplicando a semicontinuidade inferior
Po(E) < liminf Po(Ey). (3.9)

Para a desigualdade contrdria, por (3.3) juntamente com a definicao do nimero vy, temos

que

~ 1
Pa(By) S v+ < -+ Palfa € R g () > 1)}

SRS

para todo h € N e quase todo t €

7N

-, 1- > Integrando essa desigualdade com relacao

h

a t e aplicando a formula da Coarea, nds obtemos

2 ~ 1 2
1=\ Py(B)<-(1-2 /Dg, .
( h) ol h)_h( h)+9\ U, |dr, Vh € N

1
Usando que €, < 7 (3.2) tem-se

lim sup Po(E)) < /Q |Duldz = [|Dul|(©2) = [| Dul[(2) = Po(E) (3.10)

h—+00

Por (3.9) e (3.10)

Po(E) < lim inf Po(Ey) < limsup Py(E)) < Po(E)
—400

h—+o00

e portanto o lema 1 estd provado. O
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Lema 3.2 (Modica, L.). Seja Q um subconjunto aberto e limitado do R™ com fronteira
Lipschitz continua e seja E um subconjunto mensurdvel de Q tal que 0 < |E| < |Q]. Se
fixrado um A > 0 tivermos que A < Pq(A), para cada aberto A do R™ que tem fronteira
suave satisfazendo H" 1 (AN ON) =0 e |2N A| = |E|, entio

A <min{Po(F) : F mensurdvel de ) tal que |F| = |FE|}.

Se em particular A = Po(FE), entdo a igualdade € satisfeita.

Prova 3.2. Seja A = {F C Q mensuravel : |F| = |E|}. Defina sobre A a fungao

Po: A —>[0,+00]
Fr— Py(F)

denote a = infp Py > 0. Se X\ € zero, nao ha o que fazer. Assuma que \ € diferente de
zero e tome uma sequéncia {F,} € A tal que Po(F,) — «, defina Y = {xg, : n € N} e
E() = lan

Afirmacao: Eziste uma sequéncia {XFnj} € Y tal que XF, = XEo-

Prova da afirmacdao: Note que:

| xp.dw = |F| = |E] (3.10)
I1DXF, [|(2) = Po(F,) < 400 (3.12)

(3.11) vem da defini¢iode integral e (3.12) seque do fato Po(F,) ser convergente e con-
sequentemente limitada. Logo, pelo teorema de compacidade para fungoes BV existe uma
sequéncia X, tal que
L'(Q)
XF,, — WE BV ().

Como a convergéncia em L' implica em convergéncia pontual q.t.p temos que
X, (1) = w(a)

e pelo fato de para todo n € N, X, () ser uma fungio caracteristica, w(x) € {0,1}.
Definindo Ey = w™'(1), tem-se x5, = w(z) e |Ey| = |E| nossa afirmagdo estd provada.
Pela nossa afirmacao, nos temos que o conjunto Ey minimiza perimetro e seu volume é
constante em €. Sendo assim, aplicando o teorema 1 referéncia [5P temos que existem

duas bolas By, By CC €2 e um § > 0 tal que

min{dist(Bl, E()), diSt(BQ, Q \ Eo)} Z 0.

2 Se E minimiza perfmetro com volume constante em 2, e se |[EN Q| > 0, |2 N E|, entdo existem duas

bolas By, By CC Qe § > 0 tal que min{dist(B1, E), dist(B2,Q\ E)} > d.(Para mais detalhes vide
referéncia [5])
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Isso significa que By C Ey e By C Q\ Ey, entdo aplicando o lema 1 temos que existe uma
sequéncia {Ey} tal que

h—+00
mas pela definicio de «, juntamente com a semicontiuidade inferior

a < Po(Ep) < l}iLm inf Po(Fy,) = a

—+00

e portanto Po(FEy) = «. Para a igualdade, basta lembrar que garantida a compacidade do

conjunto conjunto A tem-se o € A e consequentemente o lema 2 estd provado. 0

Definicao 3.1. Dizemos que um conjunto A do R™ satisfaz a condicao de interior esférico,

quando, para cada yy € OA existe uma bola B dependendo de yq tal que BN (R — Q) =

{0}

Lema 3.3 (Gilbarg, D.). Sejam Q um aberto limitado do R™ tal que O é localmente o
grifico de uma funcdio de classe C* com k > 2, d : R® — R a func¢do distancia para a
fronteira de , isto €, d(x) = dist(z,00) e 'y, = {x € Q| d(z) < a} com o > 0. Entao
existe uma constante positiva 3 dependendo de 2 tal que d € C*(Tp).

Prova 3.3. Dado yy € 092, sejan(yo) o vetor normal que aponta para dentro(vetor normal
interno) e T'(yo) o hiperplano tangente a 02 em yy. Sem perda de generalidade, aplicando
uma rotacao de eiros, podemos assumir que a coordenada x, estd na direcao do vetor
n(yo) e pelo teorema da fungdo implicita, obtemos uma vizinhanga de vy, denotada por
Vo), tal que z,, = ¢(x'), onde x' = (z1,-+ ,xn1) € ¢ € C" (T (yo) NV (yp)). Como
00 ¢ localmente o grifico de de uma funcdo Lipschitiziana de classe C™' q.t.p, temos
que 0X) satisfaz a condicdo de interior esférico e assim existe uma bola B de raio « tal
que BN (R" — Q) = {yo}. Vamos mostrar que para cada yo € 05, o mimero 3 = o™ !
limita as curvaturas principais de O em yo. Para cada ponto x € {x € Q| d(x) < a},
seja yo = y(xo) e escolha um sistema de coordenadas principais em yo. Agora defina a

aplicagao G : (T(x9) NV (yo)) Xx R — R™ por

G(y,d(x)) =y +n(y)d(z), onde y = (¥, 9(y)). (3.13)

Por defini¢io temos que G € C"'((T(z0) NV (y))) e a matriz Jacobiana de G em

(40, d(0))
diag[JG) = (1 — kd, -+ , 1 — ky_1d, 1]

pois num sitema de coordenadas principais temos que os k;,1 = 1,---,n — 1 sao as
curvaturas principais de OS2 em yo, e o vetor normal interno n(y) = (n1(y), -+ ,na(y)) é
dado por

D;o(y 1
n; = __ Do) i=1--,n=1, n,=————— e Din;(yy) = ki0sj, j=1,--+ ,n—1.

J1+ | Dol J1+ | Do|?
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Consequentemente, tem-se

pois g € Iy = {:L‘ € Q| d(x) < a}. Dito isto, pelo teorema da aplicacao inversa, temos

que existe uma vizinhanga V' (z0) de (yg, o) tal que y’ € C*=1(V'). Sendo assim de (3.15)

z =y +n(y)d(z)

e assim, denotando por Dd(x), o gradiente da fungao distancia, temos Dd(z) = n(y(z)) =
n(y'(z)) € C*2(V'(z0)) para todo x em V'(x0) ou seja d(x) € C*(T,). Por (3.14) fazendo
B=a"! temos quek; < B,i=1,---,n—1. O

Prova 3.4. Primeiro vejamos para 2 = R". Parat > 0, sejaV; ={x € A:0 < g(z) < t},
pelo lema 3.1.3, encontramos t suficientemente grande e um difeomorfismo ¢ sobre V; e

0A x (0,t) tal que:

n—1
det[Jo(z)] = [[ (1 - ki(é(2))g(x), Yz € V;
i=1
onde ki --- ,k,_1 representam as curvaturas principais de OA e gE(az) a componente de

#(x) em DA . Consequentemente, temos que g(x) é suave em V; e

Dg(z) = —n(d(z)) Vo € V] (3.15)

A

onde n(¢(z)) denota o vetor normal externo em x de OA. Dito isto, temos que se ni(x)

denota o vetor normal de S; externo com respeito a V., tem-se
v(x) = Dg(x),V x € S, (3.16)

e logo, denotando por n'(x) o vetor normal a A, observando que OV, = 0AUS, e aplicando
o teorema da divergéncia

ding(m)drﬁ:/ Dg(z).n/(x)dH™ !

Vi vy

=/, Dg(z).n(x)dH" ' + : Dg(x).ny(z), dH™ .

De (3.15) e (3.16), obtemos que Dd(z) = —n(z) em 0A e Dd(z) = ny(x) em Sy, assim

divDg(z)dz = /aA —n(z).n(z)dH" 1 + g n(z).ng(x)dH" ! = /8A —dH" '+ : dH"!

= H"Y(S,) — H L (DA).

Vi

Isto € suficiente para verificar que |V;| tende para zero quando t — 0, pois dessa iltima

igualdade temos que |Vi| > 0. Por outro lado, pela suavidade de det[J¢p(x)] associada a
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compacidade de DA e o lema anterior, obtemos det|Jo(x)] > « para x € V; et suficien-

temente pequeno. Deste modo,

_ _ —1 _ n—1 t —
Vi = [ e = [ detlo (sl ) = | a1 ) [ detl.T67 (g, 9)ds

lembrando que det[J¢(z)] > a e passando o limite em (3.17), obtemos

t
. T n—1 -1
Jim V| = lim [ dH" () /0 det[Jo~1(y, s)]ds (3.17)
. < . n—1 — )
Jim |Vi| < lim 77 (04)8 = 0 (3.18)

logo para t suficientemente pequeno temos que |Vi| = 0 e assim quando Q@ = R™ o resultado
é vdlido. Passemos agora ao caso Q0 C R"™. Note que pelo fato de S; = 0(A\ V), tem-
se H" 1Sy N OA) = Po(A\ V;). Com efeito, pela fato de A ter fronteira compacta,
H" 1 (OANK) < oo para todo compacto K, e assim

Sp=0(A\ V) = H" (SN Q) =H"H(O(A\ V) NQ) = Pa(A\ Vi) (3.19)
Além disso de (3.18)

lim XA — XAy |dz = tl_1>151+ /Rn xv,dxr =0

t—0t JRn

e pela semicontinuidade inferior

H N OANQ) = Po(A) < liminf Poy(A\ V) = lim inf H (S, N Q) (3.20)
_>

t—0t+

Por outro lado, pelo fato de H" (S, N (R™\ Q)) = H"1(S;) — H" 1S, N Q) assim como
—H" (S, NQ) > —H"(S,NQ), obtemos

H (S, NQ) <HHS) —H" (SN (R*\ Q) (3.21)
e logo pelo mesmo argumento de (3.20) tem-se

H U OAN R\ Q) < liminf H"'(S, N (R" \ 0))

t—0t

mas H" 1 (OAN (R"\ Q)) = H" 1(OA) — H" 1 (OANQ) — H" L (OANIN), e por hipdtese
HHOANOIN) =0 e assim

H'HOAN (R"\ Q) = H" 1 (0A) — H H(0ANQ),
com 1isso, aplicando o limsup em (3.21)

limsup H" (S, N Q) < limsup[H" 1 (S;) — H* (S, N (R™\ Q))]

t—0t t—0t
< limsup H" " (S;) — limsup H" (S, N (R™\ Q)
t—0t t—0t

< H'H(0A) ~ liminf H (S, N (R"\ Q)
< H'HOA) — H'HOAN (R\ Q) = H (94N Q)
<H" Y DANQ). (3.22)
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portanto de (3.20) e (3.22), seque-se

lim H" 1S, NQ) =H"(0ANQ)

t—0t

O

Corolario 3.2 (Modica, L.). Nas condigoes do coroldrio anterior, temos que a fung¢do
h:R"™ — R defina por

—dist(x,04), sexe€ A
hx) =
dist(x,0A), sex & A
h € Lipschitz e |Dh(z)| =1 q.t.p € R" e se, Sy = {x € R" : h(z) =t} vale também
que
lim H" (S, N Q) =H"H(0ANQ).

t—0+
Prova 3.5. Dado h(z), € fato conhecido que |h(x)—h(y)| < |x—y|(desigualdade triangular),
para cada x,y € R" | consequentemente h(x) é Lipschitz e |Dh(z)| < 1 para quase todo
x € R™. Além disso, pela compacidade da OA, temos que dado x € R™\0A, existe xy € 0A
tal que h(x) = £|x — zo| e 0 vetor (x — xg) € ortogonal a OA. Entao para cada y no seg-
mento [x,xzq| temos h(x) = £|y — x|, consequéncia direta disso |h(x) — h(y)| = |x — y|
para cada y € [x,x0] e |Dh(x)| =1 para quase todo x € R™. Para mostrar que

lim H" NS, N Q) =H"(0ANQ)

t—0t

basta aplicar o coroldrio anterior duas vezes: primeiro como feito em sua demostra¢ao

para o conjunto €1, e depois utilizando o mesmo argumento porém ao conjunto aberto
R"\ A. 0

3.2 Proposicoes

Nos proximos resultados estaremos considerando o conjunto €2 C R™ com fronteira
Lipschitz e W : [0,00] — [0,00), uma fungao continua, com somente dois zeros «,f3
satisfazendo 0 < a < 3 e para cada € > 0 e u € LY(Q) N W12(Q) definimos o funcional
energia como sendo

E.(u) = /Q le] Du()[2 + W (u(z))]da.

De outra forma, diremos que E.(u) = 400 e além disso vamos introduzir a constante ¢

B
COZ/W

Proposi¢ao 3.1 (Modica, L.). Seja (v.)eso uma familia de fungoes em L'(Q) tal que

como sendo

N

(s)ds

Vee converge para vo em LY(Q) quando e — 0.
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i. Se liminf 6_%86(1)6) < o0, entio W(vg(x)) =0 para quase todo x € S).

e—0t

1
ii. Se W(vo(z)) =0, entdo Po(FE) < z—liminf 6_%((:6(1}6), com E = {x € Q:vy(zr) = a}.

Co €—07t

Prova 3.6. Primeiro item. Como liminf, o+ (—:_%S(Ug) < 400 tome uma sequéncia de
nimeros positivos (e€,) convergindo para 0 quando h — +oo, tal que (v,,) converge
pontualmente para vy ¢.t.p em Q e limy, 4 &, (ve,) = 0. Entdo pelo lema de Fatou,
juntamente coma definicao do funcional energia tem-se:

/Q W (vo(z))dz < liminf [ W (v, (2))(Q) < liminf &, (v, ) =

lim
h—+o00 JO h—+o00 h—+o0

gﬁh (’Ufh) - O
Ora W (z) € uma fungio continua, ndo negativa, cuja integral é menor ou igual que zero,
isto implica W (vo(x)) = 0. Logo o item i estd provado.

Passemos ao item ii.

Vale observar que W (vo(x)) = 0 nao nos garante que E(v.) < 400 e nem que
ve € WH2(Q) com a < v.(x) < B para cada € > 0. De fato considerando as fungoes

truncadas

Uc(z) = max {a, min{v,, 8}}

sem muito esfor¢o nds concluimos que quando ¢ — 0%, 4. converge para vy em L'().

Com efeito, pela definicao de U.(x) temos que

vex~—vex dx:/ a — v (x)|dr + B —ve(x)|dx
/Q| ( ) ( >| {CCEQ:’Z}E(J?)<OL}| ( )| {xEQ:T)e(x)>B}| ( )’

mas v, converge para vy em L*(Q2) e como W sé tem tem dois zeros, temos que vo(z) = «
ou vo(x) = B q.t.p, logo U(x) converge para v.(x) e pela desigualdade triangular v.(x)

converge para vo(x) e consequentemente E.(U.(x)) < E(ve(x)). Dito isto, defina as fungoes

o0) = [ WHs)ds, (o) = o(u(w))

Como a familia de fungées v, converge para vy em L' (Q), temos que v, é equilimitada e pelo
fato de W (z) ser continua, ¢(t) é de classe C, consequéncia disso: quando ¢ — 0T, w,

converge para uma fungio, digamos wy em LY(Q). Assim, pela semicontinuidade inferior
|| Dwol[(2) < liminf || Dw,||(€2). (3.23)
e—0t
Pela formula da Coarea para fungoes BV tem-se

/Q | Duw|dz = /R Pol{z € Q: d(uy(2)) > t))dt. (3.24)
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Para facilitar a compreensdo, defina os niumeros Ag, Ay, Ay e Az como sendo:

Ay = /RPQ({:(: €0 puo(x)) > t))dt

Ay = /RPQ({x €0 bluo(z)) > 1,0 < volz) < ad)dt
Ay = /RPQ({:U € Q: pug(w)) > t,vo(x) > B})dt

Ay = /a " Pz € 9+ dlug(x)) = aldt.

Ora,
AO - Al + A2 —|— Ag

e o fato de vo(x) = av ou vo(x) = B q.t.p em €, nos dd que os conjuntos {x €  : vo(x) <
a} e{z € Q:wvy(x) > B} tem medida nula, consequentemente A1 = Ay = 0 e assim

Ag = A3 ou seja

[ Pali € 0 6(uolw) > 1))t = /j Po({z € 2 6(vo(x)) = aldt

e consequentemente, (3.24) pode ser escrita como

/Q|Dw0|dx - /RPQ({x €0 duo(x)) > t))dt = /j Po({z € Q: dvo(z)) = aldt
isto ¢,
[ 1Duwldz = (6(8) = ¢(c)) Pa(E).
Dai
Po(E) = 010/9|Dw0|d:c (3.25)

Por outro lado, se v, € WH(Q), temos que Dw.(x) = ¢'(v.(x))Dv(z), e pelo fato
de ¢/ (ve(x)) = W2 (ve(x)) > 0 tem-se,

/]Dwe|dx:/ 16/ (v)]| Dve () |dx
/]Dweldx—/ W (v (x))|Du. (z)|dz. (3.26)

E como W(x),|Dve(x)| > 0, aplicando a desigualdade entre as médias aritmética e geo-
métrica obtemos

€| Dv(x)|* + W (ve(z
2

) > Vel Du (@) 2W (v.(2)) = €2 Do (2)|W (v.(x))

isto é

€2| Dv (z)[? + e 2 W (ve(z))
2

> | Dv,(2)|W2 (v.()). (3.27)
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Assim, integrando (3.27) e substituindo em (3.26)
1 1
/|Dw€\dx—/ W (v (@) Duc(@)lde < Se 3 (ve(w)) (3.28)
Deste modo, substituindo (3.28) em (3.25) e usando a semicontiuidade inferior

1
Po(FE) = C()/Q|Dw0|da: < —hmmf/ | Dw|dz < lim inf —6 “3E,(ve(z))

e—07F e—=0t  ZCo

portanto a proposicao estd provada.

Proposicao 3.2 (Modica, L.). Seja A um subconjunto do R™ com 0A fronteira hiper-
superficie suave e compacta H* 1 (AN ON) = 0. Defina a fungio vy : @ — R

(2) a, ser€eNNA
vo(x) =
° B, sex e (R*"\A)NQ

Entao existe uma familia de fungées Lipschitz (ve)eso em Q tal que v, converge para vy
em LY () quando ¢ — 0%, a < v, < B para todo e >0 e
i.

/Qvg(x)dx = /Qvo(x)dx =alANQ|+ B0\ Al

1
— lim sup e_%é’e(ve) < Po(A).

Co  e—0t

Prova 3.7. Seja : Q@ — R a fungdao do coroldrio (3.1.2), ou seja,

—dist(x,0A), sex e A
he) =9
dist(z,0A), sex & A

e xXo : R — R como sendo

(2) a, set<0
€Tr) =
Xo b set>0.

Deste modo temos que vo(x) = xo(h(x)). A prova deste resultado é feita por construgio
do sequinte modo: vamos construir a familia v. usando uma sequéncia X. que aproxima

Xo, onde X, serd obtida pela solugdo da equagdo diferencial

ex.(z) = Ve + W(xe(x)).

A ideia de usar a equagdo vem do do sequinte fato: queremos aprorimar as fungoes xo por
funcoes Lipschitz que se aproximam de o e 5 e ao mesmo tempo minimizem o funcional

energia de uma variavel

/R [ex. 2+ W(xo)] dt (3.29)
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A equagdo de E.D.O de Euler-Lagrange correspondente a (3.29) € 2ex” = W (x.), multiplicando-

a por XL, tem-se 2ex”x. = W(xe)X., e integrando com relagio a t obtemos

ex? = co+ W (xo).

Note que a constante c. nao pode ser iqual a zero, pois nesse caso, pelo teorema de existén-
cia e unicidade teriamos x.(t) = 0 e consequentemente x.(t) = a ou x(t) =0 VteR.
Por outro lado, precisamos que c. seja suficientemente maior que €, para que assim, X.

possa preencher o espago entre v e 3. Assim pelo fato de x* > ., uma possivel escolha
para ¢, € c. = /€.
Comecemos entio a constru¢io da sequéncia (X¢)eso. Fizemos € > 0 e para a <
t < defina a fungio V. : [a, f] — [0, 7] do sequinte modo
1
(S| ds, onde . = v(8)
et:/i s, onde M. = W (5).
v = A\ Ve 7
Naturalmente temos que 1, € de classe C pois W é continua e nio negativa. Deste

modo, seja ¢, : [0,n.] — [, 5] a fungdo inversa de V.. A condi¢ao W > 0 nos da

N,

0<n <ei(f—a) (3.30)

e pelo fato de ). ser de classe C' e inversivel nos dd que

(Pc 0 he)(t) =1
1

= e2g(t) = (Ve+ W ()" (3.31)

[N

= N

Agora vamos estender a fungdo ¢. para todo R de modo que ¢, seja Lipschitz, definindo-a

como seque

a, set<0
¢6<t) -
B, set>mn.

Note que pela nossa construgao, para todot € R, tem-se ¢(t) < xo(t) e de(t+ne) > xo(t).
Dito isto, perceba que se F:[0,n] — R € tal que

F(s) = /Q bo(h(z) + 8)dz
tem-se
F(0) = | oh@))dz < [ xolh(w))da

e além disso

Fn) = [ oh(@) +n9d > [ xo(h(x) +n)de.



Capitulo 3. Critério Para Interface de Perimetro Minimo 47

Assim, pelo fato de ¢. ser de classe C', F' também ¢€, e portanto continua. Logo pelo

teorema do valor intermedidrio eziste 6. € (0,7,) tal que
- /Q¢€(h( / Xo(h(z))dx = / vo(z)dz.
Para finalizar, defina as sequéncias (Xe)eso € (Veso) como sendo
Xe(t) = 0c(t +0.) VEER e v(z) = xe(h(x)) V 2 € R"™. (3.32)

Note que pela nossa construgdio, seque direto que v.(z) é Lipschitz e a« < v, < 3. Como
|Dh(z)| =1, tem-se

[ Ie@) = vo(@)lda = | Px(h(@) = xo(h(@))|Dh(r)|dz

e pela férmula da Coarea®

| o(F@)ID(f@)lde = [ g/ (i € Q: fla) = 1))t

obtemos

[ Ioela@) = wo@)ldz = [ Ixe(t) = xoO)H" ({z € 2 h(x) = e}t

Te— be
= [ ) = xold (5 e
< (B —a)sup H" (S, N Q).
[t]<me

Sendo assim, pela limitagcao de n. juntamente com o coroldrio (3.1.2) concluimos

/|v6 —wo(2)|dz < €1(B — a)? sup H (S, N Q) — 0

[t]<ne

e portanto v, converge para vo em L'(Q) e assim, i estd provado.

Passemos a i calculando

Ew) = [ (@) + W (v e))da, v(a) = xc(h(x))
Ew) = [ ex2(h(x)) + W (x(h(a))da
mais uma vez pela férmula da Coarea
Ev) = [ ex(h(x) + W xh@)dz = [ [ex?(t) + W x.(n)] 1S, N Q)dt
e dai
38 (0) = /]R [e2() + € W (xe ()| =™ (S N Q)dt

e 2E.(v,) = /R (€2 G2(t +6.) + € 2 W (Selt + 60))] 171 (S, N Q)t (3.33)

3 onde g(x) é mensuravel a Lebesgue e f(z) é Lipschitz.
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com X(t) = oc(t + dc) denotando por v = supyy<, H" (S NQ), (3.41) nos dd

Ne—0e

e 2E(ve) < %/

5 {Eégbf(t +0c) + 6_%W(¢e(t + (55))} dt (3.34)

e aplicando o teorema de mudanca de varidvel

38 (v,) gy/ R0t 46 + e EW (0t +6.)] dt:%/one [202(t) + € 2 W (e(0)] dt
) < [ A0 + RV W(o )] at

De (3.39) temos as sequintes implicagoes

ol(t) = (Ve+ WD) = eo?(t) = (Ve+ W(D) = b () = % (Ve + W(t))

substituindo a ultima na integral anterior tem-se

i) <.

0

"o + o] e =2v [T [horw)] dt =20 [" [t o)) dt
= 2%/0 ) [(\/E—F W(t)) e_ﬁeigzﬁe(t)] dt

e dat

te) < o [" (Ve r wn) o) a

aplicando mais uma vez o teorema de mudanca de varidvel nesta ultima integral obtemos

€ 25(ve)<27€/ (\/——i—W( ))%ds.

Aplicando o coroldrio (3.1.2) vale

lim v, = hm sup H" (S, N Q) = hm H (S, NQ) =H"(0ANQ) = Py(A)

e—0 e—0 ‘t|<17€

consequentemente, passando o limite em (3.34)

1 g
limsup e 2&(v,) < 2PQ(A)/ W (s)ds = 2Pq(A)cy

e—0

portanto

1 1
— limsupe 2&(v.) < Po(A)
Co =0

e o item i estd provado. 0
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3.3 O Critério

Teorema 3.1 (Modica, L.). Fize m € R tal que o|Q2] < m < 5|9, e suponha que para

todo € > 0 a sequéncia de fungoes (u.) seja solugao do problema variacional

E(ue) = min {&(u) cu € LYQ), u>0, /Qu dx = m}.

Se (€x) € uma sequéncia de niumeros positivos tal que €, converge para zero e (u,) para

uma fungio ug em L'()) quando h — +o0o, entdo

i. W(uo(x)) =0, isto é, up(x) = a ou up(z) = q.t.p.

ii. O conjunto E = {x € Q : up(x) = a} € solugao do problema variacional, isto €,

Q| —
Po(E) = min{PQ(F) : F C Q mensuravel e |F| = W};

1

iii. 2c0Po(F) = Jim €n 2 Ee, (Uen).

Prova 3.8. Seja (v)eso uma sequéncia de fungoes, dependendo apenas da varidvel xi,

com que podemos aprorimar a funcao u. para cada € > 0 definida do segquinte modo

o se, ry < tg — Ve,
— —
UE(I)_ ﬁ\/g (Il—tg)—l—ﬁQ se, to—\/g<$1<to—|-\/g,
/8 S€, x12t0+\/g

onde ty € escolhido de modo que
(x)dxr =m.
/Qv (x)dz =m

Defina o conjunto T, = {x € Q:tyg — /e <|z| < to++/e}. Pelo fato de Q2 ser limitado,
para cada € > 0 podemos obter uma constante C tal que |T.| < Cy/e. Por hipdtese u.

minimiza o funcional energia da sequinte forma

6 E (1) < 6 2Edlvy,) = A[ezrDv6h<x>|2 W (v, (@))lde

vl W(ey (@),

\/_>+ Ve

B—a)’
(2 ) +Of2?§xﬁW(t)].

x
T.,

=C
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Pela continuidade de W temos que

1

€ 2Ec (e, ) < e,:%&veh) <C

< +00

2
<ﬂ—a> + max L

a<t<p

consequentemente,

_1
liminf e, * &, < 400.
h—+o00

Logo pela proposicao (3.2.1) W(ug(z)) = 0 e logo, ug(z) = o ou ug(z) = B. Portanto i

estda provado.

Passemos ao item ii. Suponha que 0 < |E| < |§2|. Deste modo, usando o item i e

supondo sem perda de generalidade que ug(x) = o tem-se

_ O —
|E|:/Q><de:/956ﬁ0§>d$= 5'/3'_;”

Vamos usar o lema(3.1) em parceria com as duas proposi¢ao outrora provadas, ou
seja, se mostrarmos que Po(F) < Po(A) para todo conjunto aberto A C R™ limitado com
fronteira hipersuperficie suave e compacta tal que H" ' (OANIN) =0 e [ANQ| = |E|
obtemos ii.. Com efeito, fixre um conjunto A com as hipdteses acima. Pela Proposi¢io(3.2)

conseguimos construir uma familia de fungoes (ve) em W12(Q) tal que

/ﬂve(ﬂf)dﬂi = alANQ+ Bl[Q\ Al = of E| + 5(1Q] — [E]) =m

1 -1
— limsupe, 2E(v,,,) < Pa(A). (3.35)

C) h—+oo

Pelo item anterior juntamente com a proposicao 2 temos que
.. .. -1
Po(F) < 0 1}IZILnglOf € 2Ec(Ue, ). (3.36)
A hipdtese de ue minimizar o funcional energia nos garante que E(ue,) < E(ve, ),
e assim, por (3.85) e (3.36)

1o - L. -1
Po(F) < T%lérgi&f €p 2 Ec(ue,) < Elzfgigop € 2Ec(ve,) < Pa(A) (3.37)

portanto, pelo Lema(3.1.2)

Q —
Po(E) = min {PQ(F) : F C Q mensuravel e |F| = W} . (3.38)
-«
Os casos |E| = |Q| e |E| = 0 sao diretos. De fato, para o primeiro caso, faca m = «|Q] e

assim
0 <min{Py(F) : F C Q mensurdvel e |F|=a|Q} < Py(2) =0
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mas |E| = |Q| = [Q\ E| =0, e logo Po(E) = Pa(Q2) = 0. Logo o item ii estd provado

Para finalizar, passemos ao item iii. Por (3.37) tem-se
2¢0Po(E) < liminfe, 2E(u,) < limsupe, 2E.(ve,) < 2c0Po(A). (3.39)

h—+00 h—+00

1
Fazendo X\ = limsup;,_,, . €, *Ec(ue,) em conjunto com o item anterior conclui-se

limsupe, 2&.(ve,) = A < 2¢0Po(FE) < liminfe, 2E (ue,)

h—+00 h—+o0
e logo
1
2c0Po(F) = i L2 .
coPa(E) ptL €n Ec(ue,)
Os casos, |E| = || e |E| = 0 também sdo diretos pois, de forma andloga a discussdo

anterior, no primeiro caso fazemos u. = o e assim E.(u.,) = 0 para todo € > 0, logo
Po(E)=0

Portanto, nosso resultado principal estd provado. O
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