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Resumo

Modelos analogos da gravidade é um programa de pesquisa que investiga analogos
de campos gravitacionais na relatividade geral, considerando outros sistemas fisicos nao
relativisticos. A motivacao se da, principalmente, pelo fato de nao ser possivel verificar
experimentalmente a radiacado Hawking (radiacao emitida por um buraco negro). Isso
implica dizer que o buraco negro nao é completamente negro, ele emite alguma coisa, e do
ponto de vista fisico leva a questao se eu posso detectar essa emissao, a resposta é nao, e
nao porque ainda nao se tem tecnologia suficientemente sofisticada para tal, ndo se pode
porque nao é possivel nunca, pois as propriedades dessa radiacao é proporcional ao inverso
do quadrado da massa do buraco negro, o qual tem massa fantastica. Entao, qualquer
sinal tipo a radiagao Hawking que venha desse buraco negro, estara tao atenuada que nao
se consegue medir, comparando, por exemplo, com a radiagao de fundo que ja é bastante
atenuada.

Nessa dissertacao trazemos uma discussao acerca de andlogos acusticos, estudo
que trata de modelos provenientes da propagacao de ondas em meio fluido. Uma abor-
dagem classica que captura aspectos inerentes da gravidade relativistica, especialmente a

existéncia daquilo que define um buraco negro, o horizonte de eventos.

Palavras-chave: Acustica de fluidos - Horizonte acistico - Métrica acustica - Mo-

delo analogo
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Abstract

Analogous models of gravity is a research program that investigates analogues of
gravitational fields in general relativity, considering other non-relativistic physical systems.
The motivation is mainly due to the fact that it is not possible to experimentally verify the
Hawking radiation (radiation emitted by a black hole). This implies that the black hole
is not completely black, it emits something, and from the physical point of view it raises
the question if I can detect that emission, the answer is no, and not because technology
is still not sophisticated enough for that , can not because it is never possible, because
the properties of this radiation is proportional to the inverse of the square of the mass of
the black hole, which has fantastic mass. So any signal type Hawking radiation coming
from that black hole will be so attenuated that it can not be measured, comparing, for
example, with background radiation that is already greatly attenuated.

In this dissertation we bring a discussion about acoustic analogs, a study that deals
with models from the propagation of waves in fluid medium. A classical approach that
captures inherent aspects of relativistic gravity, especially the existence of what defines a

black hole, the event horizon.

Keyword: Fluid Acoustics - Acoustic Horizon - Acoustic Metrics - Analog Model



Capitulo 1

Introducao

O estudo da gravidade é um dos mais essenciais da fisica, uma vez que estamos fa-
lando de uma das forcas fundamentais da natureza. Inicialmente formulada como a lei da
gravitacao universal, pelo fisico inglés Isaac Newton em sua obra Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica, publicada em 1687, que descreve a lei da gravitacao universal e
as Leis de Newton, postula que, se dois corpos possuem massa, ambos sofrerao uma forca
de atracao mutua proporcional as suas massas e inversamente proporcional ao quadrado
da distancia que separa seus centros de gravidade. No entando, essa lei, como parte da
mecanica, embora fundamental, ndo é completa (ndo é vélida para corpos muito densos e
super velocidades). Surge, no ano de 1915, uma teoria que viria a preencher essa lacuna,
a teoria da relatividade geral publicada pelo popular fisico alemao Albert Einstein. Ea
teoria aceita hoje como a descrigao mais completa da gravidade. Com ela, a gravidade
passa a ser interpretada como uma deformacao da geometria do espago-tempo, associando
a ele uma curvatura que influencia na trajetéria de qualquer particula.

Algo interessante ocorre meses depois da publicacao do trabalho de Einstein, o
fisico alemao Schwarzschild obteve sua primeira solucao das equacgoes de Einstei que assu-
mia um objeto massivo e esférico na origem das coordenadas. Ele demonstrou a existéncia
de uma singularidade na sua métrica, onde toda a matéria poderia vir a se concentrar em
um unico ponto criando uma regiao de volume nulo e densidade infinita. Esse resultado
somado a esforcos simultaneos de outros fisicos traria o surgimento do conceito de buraco
negro na fisica, nome este que s6 comecou a ser utilizado em 1967 pelo fisico estaduni-
dense John Wheeler durante uma palestra. Este nome ilustra o fato de que estes objetos

altamente densos nao seriam visiveis para nos por nao conseguirem emitir sinal luminoso
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devido a existéncia do horizonte de eventos.

A partir dai muitas caracteristicas dos buracos negros comecam a ser apresen-
tadas & comunidade cientifica, bem como outras solugoes das equagoes de Einstein (nao
serd abordado aqui). Essa difusao foi de extrema relevancia e hoje se sabe que todas as
caracteristicas e propriedades do buraco negro podem ser descritas pela sua massa, carga
e momento angular, ja que todo o tipo de massa ou radiacao que possa interagir com
ele desaparece no horizonte de eventos se tornando inacessivel para nés. Porém, ao me-
nos teoricamente, um fenomeno peculiar pode ocorrer nas proximidades do horizonte de
eventos, fazendo com que ele nao seja totalmente "negro”: ele emitiria uma certa radiacao
conhecida como radiacao Hawking. Foi o fisico Stephen Hawking que fez esta descoberta
no inicio da década de setenta quando aplicou os conceitos da mecanica quantica.

O vécuo, no mundo quantico, nao é totalmente vazio, ele contém pares de particu-
las virtuais que se manifestam como um féton e um anti-féton, surgindo e se aniquilando
muito rapidamente, respeitando o principio da incerteza de Heinseberg. Acontece o se-
guinte, se essas particulas surgem muito préximo ao horizonte de eventos de um buraco
negro, o campo gravitacional ali pode separé-las com a captura do anti-féton, emitindo
um féton para o infinito. Deste modo, haveria uma radiagao sendo emitida no horizonte
de eventos. Este fenomeno implica em um gasto de energia pelo buraco negro para separar
as particulas do vacuo, o que acaba resultando em um processo de evaporacao, isto é, na
diminuicao do seu tamanho com o passar do tempo. Além disso, a radiacao Hawking tem
um espectro tal como o emitido por um corpo negro, permitindo que seja associado ao
buraco negro uma temperatura conhecida como temperatura Hawking.

Apesar de toda essa gama de novas descobertas e informacoes que veio com a
teoria de Hewking, ela nunca passou por uma verificacao empirica. Isso porque a radiagao
prevista por ele é extremamente fraca, sendo praticamente impossivel de ser detectada
com as técnicas usadas pela comunidade cientifica atualmente. Ainda mais, porque ainda
nao existe uma teoria quantica da gravitagdao, ou seja, Hawking utilizou de uma fisica
desconhecida como base de sua teoria, visto que a transformacao da particula virtual em
real no estado de vacuo ocorreria devido a agao da gravidade em nivel quantico. Diversos
trabalhos foram desenvolvidos desde entao, tanto na tentativa de unificar a relatividade
geral com a mecanica quantica quanto na investigacao da radiacao Hawking numa tenta-

tiva de obter informagoes acerca de sua validade teorica.
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A partir deste momento, na tentativa de obter alternativas que proporcionem
verificagoes empiricas da radiacao Hawking, nascem os chamados modelos andlogos da
gravidade, mais especificamente, modelos analogos de buracos negros. Nascem de espe-
culacoes tedricas no inicio da década de 80, quando o fisico canadense William George
Unruh percebereu que determinados aspectos da gravidade se relacionam com aspectos
da hidrodinamica, o que deu origem aos "buracos negros acusticos”(andlogos de buracos
negros). Ele notou que ondas sonoras em um fluido mével se comporta semelhante a luz
sob influéncia de um campo gravitacional (espago-tempo curvo). Ou seja, se tivermos um
sistema acustico em que o fluido ultrapasse a velocidade do som, criaremos um horizonte
de eventos actstico. Isso possibilitou a criacao de modelos acisticos andlogos aos buracos
negros da relatividade geral e a idealizagao de experimentos para os fendmenos previstos
pela teoria de Hawking.

O fluxo de fluido supersonico pode gerar um ”buraco”, o andlogo acustico de um
"buraco negro”’, e a analogia pode ser estendida para demonstrar matematicamente a
presenca de radiacao Hawking fononica do horizonte actustico. Este exemplo particular
fornece, pelo menos em principio, um modelo de laboratério concreto para teoria do campo
quantico de espaco curvo em um meio que é tecnologicamente acessivel para verificagao
empirica. As primeiras verificagbes empiricas iniciaram a partir dos anos 2000, [35], [34],
[28].

O objetivo dessa dissertacao é abordar os conceitos mais relevantes para compre-
ender como esta analogia é feita na dinamica de fluidos.

No capitulo 2 deduzimos, a partir dos conceitos mais basicos, as equacoes funda-
mentais da dinamica de fluidos (equacao de Euler e equagao da Continuidade), posteri-
ormente unimos essas equagoes a perturbacoes actsticas no meio fluido e representamos
a equacao final da onda em termos da métrica actustica (a métrica fisica da relatividade
com parametros adequados de ondas sonoras).

No capitulo 3 abordamos as caracteristicas gerais da métrica acustica: os concei-
tos de horizontes e ergo-regioes, superficie de gravidade e espagos actsticos estacionarios
(nao- estaticos).

No ugtimo capitulo, o capitulo 4, fazemos duas aplicagoes, um fluxo de vortice
com uma fonte na origem e um escoamento bidimensional na configuracao de um dipolo,

resultante de uma fonte e um sorvedouro superpostos.



Capitulo 2

A Acustica de Fluidos

Apés o papel hidrodinamico pioneiro de White em 1973 [23], que estudou o tra-
cado de raios actsticos em fluidos méveis nao relativisticos, houve varios trabalhos na
década de 1980 usando uma analogia actstica para investigar a propagacao de ondas de
choque em situagoes astrofisicas, mais notavelmente as de Moncrief [24] e Matarrese [25],
26], [27]. Em particular, no trabalho de Moncrief [24] as perturbagoes lineares de um
fluido relativista perfeito em um fundo de Schwarzschild foram estudadas, e foi mostrado
que a equacao de onda para tais perturbacoes pode ser expressa como uma equacao de
onda relativistica em alguma métrica efetiva (acistica) que pode admitir horizontes acis-
ticos. Nesse sentido [24] pode ser visto como um precursor dos trabalhos posteriores sobre
geometrias acusticas e horizontes acusticos. Na verdade, como eles também permitem
um histérico relativista geral de Schwarzschild, os resultados de Moncrief [24] sdo, em
certo sentido, mais gerais do que os considerados nos principais artigos sobre a gravidade
acustica que se seguiram.

Apesar desses resultados impressionantes, consideramos que esses artigos fazem
parte do periodo histérico pela principal razao de que tais obras sao filosoficamente ortogo-
nais aos desenvolvimentos modernos em gravidade analoga. De fato, a principal motivagao
para tais trabalhos foi o estudo da dinamica de fluidos perfeitos em fluxos de acrecao em
torno de buracos negros, ou em expansao cosmologica, e neste contexto a descricao através
de um fundo acustico efetivo foi apenas uma ferramenta para derivar resultados relativos
a leis de conservacao e estabilidade. E por isso que, mesmo que temporalmente, [24] an-
teceda o artigo de Unruh de 1981 por um ano, enquanto que [25], [26], [27] pés-datado de

Unruh de 1981 por alguns anos, parece nao ter havido nenhuma conexao cruzada.
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Um pouco ironicamente, 1983 marcou o surgimento de alguns resultados pura-
mente experimentais em ondas de superficie em dgua obtidas por Badulin et al. [29]
Na época, esses resultados passaram despercebidos pela comunidade da relatividade, mas
agora sao de crescente interesse, e sao vistos como precursores do trabalho tedrico relatado
em [31], [30] e do trabalho experimental moderno relatado em [32], [33].

A acustica na dinamica de fluidos é um dos exemplos mais simples de um modelo
andlogo (quigd o mais simples). A fisica e sua estrutura conceitual sdo simples e os calcu-
los sao razoavelmente simples, i.e., ndo sao impossivelmente dificeis (o arranjo conceitual
baseia-se num fluido em movimento arrastando ondas sonoras junto com ele. Se a velo-
cidade do fluido se tornar uma velocidade supersonical, entao nessa regiao supersonica
as ondas sonoras nunca serao capazes de lutar contra seu curso, resultando num "buraco
mudo”; regiao da qual o som ndo pode escapar). Pensando em nivel de uma analogia
verbal nao-matemaética, soa muito similar a nocao de um "buraco negro” em relatividade
geral.

A pauta em questdo é se essa analogia verbal pode ser embasada (ou transfor-
mada) numa afirmagao "fisico-matemética” precisa. Sé depois de uma conexao fisico-
matemadtica” entre a fisica acustica (no fluxo de fluido) e pelo menos algumas caracte-
risticas da relatividade geral é que poderemos afirmar ter um modelo analogo de alguns
aspectos da gravidade.

As caracteristicas da relatividade geral que sao absorvidas em um modelo analogo,
sao as caracteristicas cineméticas que tém a ver com como campos (classicos e quanticos)
sao definidos no espago-tempo curvo, e a condi¢do "Sem ela nao” (Sine qua non) de qual-
quer modelo analogo é a existéncia de alguma "métrica efetiva” que capta a nogao dos
espagos-tempos curvos que surgem na relatividade geral (ou pelo menos, capta a nogao da
geometria de Minkowiski da relatividade especial). Essa descri¢ao verbal pode ser conver-
tida em uma afirmacao "fisico-matematica” precisa, que em tltima andlise é a razao pela
qual os modelos andlogos sao de interesse fisico (desmembrados em dois niveis: geometria

acustica e fisica acistica), [34].

Velocidade supersonica: Refere-se a qualquer velocidade acima de 1,2 vezes a velocidade do som.
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2.1 Geometria Acustica

As virtudes da abordagem geométrica sao sua extrema simplicidade e o fato de
que a estrutura bésica é independente de dimensao. Além disso, esta légica rapidamente
generaliza para situagoes fisicas mais complexas.

Ao nivel dessa geometria, precisamos assumir apenas que: A velocidade do som,
7c¢”, em relagao ao fluido, esta bem definida. Assim como a velocidade do fluido, "v”,
relativa ao laboratorio, esta bem definida. Entao, em relagoa ao laboratorio, a velocidade

de um raio sonoro se propagando, em relacao ao fluido, ao longo da direcao definida pelo

vetor normal unitario, n, é

dx

o =cn—+v. (2.1)

Isso define um cone sonoro no espaco-tempo dado pela condicao n? =1, i.e.,

—c*dt?* + (dx — vdt)* = 0. (2.2)

Ou ainda,

—(* —v?)dt* — 2(v.dx)dt + dx.dx = 0. (2.3)

Resolver essa equacao quadratica para dx como uma funcao de dt fornece um cone
duplo associado a cada ponto no espaco e no tempo, uma vez que é uma geodésica de me-
dida nula. Isso estd associado a uma classe de métricas conformes & métrica lorentziana?.
(2 —v?) VT

9=
-V I

Na geometria actstica a derivagao precisa da forma matematica da analogia é tao

simples que é quase trivial, além de ser extremamente geral. Porém ha uma desvantagem

2Em um espaco-tempo quadridimensional qualquer, a métrica euclidiana tem assinatura (+ + ++)
enquanto que a métrica de Minkowski, por satisfazer as transformacoes de Lorentz, tem assinatura (4 —
——) ou (— 4+ ++). H4 uma métrica que possui assinatura semelhante & métrica de Minkowski, ou seja,
com sinais diferentes em seus termos nao importando se é (+ — ——) ou (— + ++), damos o nome de

métrica pseudo-euclidiana (métrica lorentziana).
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em seu uso: No limite dessa geometria, pode-se deduzir apenas a estrutura causal do

espago-tempo, e nao se obtém uma tnica métrica efetiva [34].

2.2 Fisica Acustica e Dinamica de Fluidos

A fisica acustica tem uma vatagem significativa; enquanto a “derivacao da ana-
logia” se mantém em um regime mais restrito, a “analogia” pode, agora, determinar,
unicamente, uma métrica efetiva especifica e acomodar uma equacao de onda para ondas
sonoras.

O objetivo dessa secao é propor uma relacao inerente entre espacos curvos e a
acustica de fluidos. Em busca desse objetivo serao estudadas as chamadas (Equagoes

fundamentais da dinamica de fluidos), a saber, equacdo da Continuidade e equagio de

FEuler.

2.2.1 Equacao da Continuidade

Considere uma porcao de um fluido nao viscoso que, num dado instante ¢, ocupa
uma regiao R(t) do espago e que se desloca segundo um campo de velocidade v(t,x) =

(Vay s Uiy, Uay ). Qualquer uma de suas particulas individuais descreve uma trajetéria I(¢),

de modo que: % = v(t,s). Se p(t,x) representa a densidade do fluido na posigao x e no

instante ¢, entdo a massa do fluido que ocupa a regiao R(t) é dada por

mit) = /R T (2.5)

Segundo a lei de conservagao de massa, m(t) é constante no tempo, isto é, d";ft) = 0 para
quaisquer t. Assim, resulta da derivacao de Euler
d 3 0 3 .
— p(t,x)d°x = —p(t,x)d’z + p(t,x)v.ndS = 0, (2.6)
dt J g r(t) Ot OR(t)

onde JR(t) denota a superficie que delimita R(f) e n denota o vetor unitario normal
exterior a R(t) no ponto x € OR(t). Aplicando o teorema de Gauss (ou teorema da

divergéncia) nesse expressao, i.e.,

,X)v.ndS = V.(pv)dz, :
[ pwads = [ .v) 1)

R(t)



obtemos

/ 2,o(zf,x)alx—l—/ V.(pv)d*z = 0. (2.8)
Rt Ot R()

O que resulta em

/R(t) {%p(t,x) + V.(pv)} d*r = 0. (2.9)

Visto que a igualdade em (2.9) deve ser valida para qualquer volume, o integrando deve

se anular. Assim,

%p(zﬁ,x) + V.(pv) = 0. (2.10)

Essa equacao reflete os principios de conservagao para determinados fenomenos de difu-
sao>. Nesse caso especifico em que tratamos da dinamica de fluidos, ela exprime a lei de

conservacao da massa do fluido, é a denominada Fquac¢ao da Continuidade.

2.2.2 Equacao de Euler

Considere uma regiao R(t) delimitada por OR(t) no fluido. Se F(x) ¢ uma forga

externa por unidade de massa que atua no fluido, a forca externa resultante que atua em

R(t) 6 [1]

Fo. = / pF(x)d*z, (2.11)
R(t)

na qual p = p(t,x) é a densidade do fluido. Seja p(¢,x) a pressao do fluido, entao a forga

resultante devido a essa pressao é

R, — —/ pdS. (2.12)
OR(t)

Observe que esta integral de superficie pode ser transformada numa integral de volume

ao aplicar o teorema do gradiente?, i.e.,

3Fenémenos de difusdo: Sdo casos particulares dos denominados processos de transporte - aqueles
em que hé transferéncias direcionadas de energia interna (como na condugao térmica), de massa (tal
qual ocorre na difusdo de um gds), de momento linear (caso dos fluidos), etc., em meios hipoteticamente

continuos (ou quase continuos).

*Teorema do Gradiente: ([, Vod*z = [, ¢dS)



F, = —/ pdS = —/ Vpd*z. (2.13)
OR(t) R(t)

Agora, podemos estruturar uma relagao conveniente utilizando a segunda lei de
Newton, que afirma que a variagao do momento linear com o tempo é igual a resultante

das forgas externas que atuam em R(t), i.e.,

_d
Fo+F, / pvdix. (2.14)

O membro direito da expressao acima indica a taxa de variacao da quantidade total
de momento associado com o fluido que estd no interior de uma superficie JR(t) que
delimita R(t). Se transformarmos a integral de volume numa integral de massa, escrevendo

pd®z = dm, entao dm é invaridvel quando OR(t) se desloca com o fluido. Logo,

7 a0 = S
— pvd’r = & im = p (2.15)
Em consequéncia,
3 3 dv
Fo.t+F,= pFd°x — Vpd’x = p—d’x. (2.16)
R(t) R(t) R(t) dt
Resultando em
dV 3
—pF +Vp,d’z=0. (2.17)

Como R(t) é uma regido arbitraria no fluido, temos

dv
— — pF =0.
pdt pF + Vp
Ou ainda,
dv
=F— - 2.18
e Vp (2.18)

Essa expressao descreve o movimento do fluido, nesse caso, compressivel® e nao viscoso®.

E a chamada Equacdo de Euler.

O que faremos a seguir é manipular covenientemente esta equagao, de modo a

5Compressibilidade: Capacidade de um fluido variar seu volume como resposta a uma pressio.
6Viscosidade: Resisténcia de um fluido ao escoamento, por meio de componentes de atrito.
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explicitarmos ela na forma de Bernoulli. Sabemos que a velocidade depende do tempo e

da posicao (x1, za, x3). Diferenciando-a, temos

ov ov ov ov ov ov ov ov
dv = —d d d dt =d d d dt—. (2.1
v = B x1+dx2 332—1-831334-(,% ml@x +$28 —|-$3a + a1 (2.19)
Consequentemente,
ov
dv = (dx.V)v + Edt' (2.20)
Assim,
dv ov
= Vvt o (2.21)
Deste modo, a Eq. (2.18) se torna
0
(v.V)v + a—: —F —vp (2.22)

Sejam f e g fungoes vetoriais, tal que satisfacam a seguinte identidade:

Vfg)=fx (Vxg)+gx(Vx)+ (f£V)g+ (g.V)f. (2.23)

Se f =g = v, entao

V(v.v) = V(@?) =2v x (V x v) + 2(v.V)v. (2.24)

Resultando em

(v.V)v = %V(iﬁ) —vx(Vxv). (2.25)

Substitundo essa expressdo na Eq. de Euler (2.22), resulta

dv
dt

Consideremos agora que o fluido seja 1rr0ta(:1onal7, o que implica afirmar que V x

=vx(Vxv)-— —Vp - —V( >) +F. (2.26)

v = 0. Essa consideracao nos traz uma lembraca muito conveniente da analise vetorial,

i.e., qualquer campo vetorial, tendo rotacional nulo, pode ser expresso como o gradiente de

"Fluido irrotacional: Esse fluido flui sem que suas particulas sofram deformacdes (ou seja, seu fluxo é

livre de vorticidade), desprezando a influéncia da viscosidade.
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uma funcao escalar. Isso nos permite descrever o campo de velocidade v como o gradiente
de um potencial de velocidade ¢, v = —V1). Consideremos também que o fluido seja
barotrépico, i.e., que a densidade depende exclusivamente da pressao, p = p(p). Assim,

obtemos uma nova cara para equacao de Euler

dp\ 1 1
V(—Eé>——;Vp—§VﬂV¢F)+F. (2.27)

Agora, assumindo que o campo de for¢ca externo F seja conservativo, podemos
escrever F' como um gradiente arbitrario de um potencial escalar ¢, tal que F = —V.

Assim, ao substituirmos na Eq. (2.27), obtemos

d
v{—§$+ -p+ = |V¢F4¢} 0. (2.28)
Logo,
d
ﬁ\—p+—|v¢ﬁ+¢_0 (2.29)
Seja uma fungao h(p), definida por h(p) = g’ dT{’/, de modo que seu gradiente seja

dado por Vh = /%Vp = h = %p. Logo, podemos escrever a equacao de Euler (2.29) na

forma de Bernoulli:

Y
dt

+h+ = |V¢F+¢_0 (2.30)
Essa equacao, como uma derivagao da equacao de Euler, descreve o comportamento di-
namico do fluido. Neste caso em que tratamos, para um fluido compressivel, irrotacional
e nao viscoso. E atribuida ao matemético neerlandés-suico Daniel Bernoulli, denomi-
nada, portanto, Equacao de Bernoulli. O principio de Bernoulli afirma que para um fluxo

sem viscosidade, um aumento na velocidade do fluido ocorre simultaneamente com uma

diminui¢ao na pressao ou uma diminui¢ao na energia potencial do fluido.

2.2.3 Flutuacoes

Nessa secao trataremos das flutuacoes de algumas grandezas que ocorrem nas
equacoes da dinamica de fluidos. Aqui iremos linearizar essas equacoes em torno do
background (po, po, o). O que iremos fazer é separar o movimento exato do fluido, des-

crito pelas varidveis (p, p, 1), no movimento médio da massa do fluido, (po, po, ¥o), além
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de perturbagoes actsticas de baixa amplitude, (epi, €py, €1p1). Deste modo, definimos as

seguintes flutuagoes

p=po+epr+o(e),
p=po+ep1 + 0(6)2, (2.31)
¥ =1y + ethy + ofe).

O programa de linearizacao baseia-se na hipdtese subjacente de uma suposicao
fisica especifica, que restringe a validade de nossa analise a exigéncia de que a amplitude
das perturbacoes de curto comprimento de onda e alta frequéncia seja pequena (E por essa
razao que as ondas sonoras de amplitudes suficientemente altas devem ser tratadas pela
solugao direta das equagoes completas da dinamica de fluidos). Esse processo consiste em

aplicar essas flutuagoes nas equagoes de movimento, Eq. (2.10) e Eq. (2.30), [34].

Linearizacao da Equacao da Continuidade

Aplicando as flutuagoes, (2.31), na equacdo da continuidade, Eq. (2.10), obtemos

V.[(po + €p1 + o(€)*)v] + %(po + ep1 +0(€)?) = 0. (2.32)

Lembremos que o campo de velocidade, v, foi definido como sendo o gradiente de um po-
tencial de velocidade, v = —V1). Assim, observando a terceira linha de (2.31), concluimos
que o campo de velocidade pode ser linearizado e reescrito como v = vq + evy + o(e)?.
Substituindo essa linearizagao em (2.32) e desconsiderando os termos de segunda ordem,
obtemos

dp

0
[V.(povo) + %] + [V.(epovl + ep1vo) + 68_751 = 0. (2.33)

Para que a igualdade na expressao (2.33) seja valida, os termos entre colchetes devem ser

nulos. Assim,

9)
V.(povo) + 22 = 0 (2.34)
ot
e
dp1 .
V.(epovi + ep1vo) + e— = 0. (2.35)

ot
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Essas equagoes, (2.34) e (2.35), representam a linearizagao da equagao da continuidade,
(34].
Linearizacao da Equacao de Euler

Partindo da condicao barotropica, i.e., que a densidade do fluido é dependente

apenas da pressao (p = p(p)), explicitamos

h(p) = hipo + epr + 0(€)?) = ho + 7;— +o(e)?. (2.36)

Substituindo esse h(p) linearizado e aplicando as flutuages (2.31) na equagao de Euler,

obtemos

0 1

~ g -+ evr +0() o (ho €2 0(0)) 4 5 | V(wn + iy +0(0)) [ 4o = 0. (237
0

Apoés algumas manipulagoes algébricas e desconsiderando os termos de segunda ordem,

chegamos ao seguinte resultado

—%—i—ho—kl(vwof—l—g&] +e{—%+p1

ot 2 BN %HV%.V%) =0. (2.38)

Novamente, a igualdade acima é valida somente se os termos entre colchetes forem nulos,

resultando em

Ao 1

—_—— —_— 2 P
T + ho + 2(Vwo) +p=0 (2.39)
(§]
o m .
ot T vo.V) = 0. (2.40)

Essas equacgoes representam a linearizacao da equacao de Euler. Note que a partir da

equagao (2.40) podemos extrair o seguinte resultado

0
P1 = po (% + Vo.v¢1> . (241)

Agora, ainda munidos da condi¢ao barotrépica, podemos, de modo conveniente, fazer a

derivada total de p, o que nos fornece
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dp = ——dp. 2.42
=5, (2.42)

Isso nos possibilita expressar

dp
= Ln,. 2.43
P1 appl ( )
Assim,
dp Oy

= — —_ . : 2.44
L= gy ( 5 T Vo Vﬁil) (2.44)

Agora, apanharemos essa consequéncia da equacao linearizada de Euler e substituiremos

na equagao linearizada da Continuidade. Deste modo, chegamos a equagao da onda

V. |:p0v¢1 — g—gpo (% + Vo.v¢1> V0:| - % [g—gpg (% + Vo.v¢1>:| = 0. (245)

Essa equagao de onda descreve a propagacao do potencial escalar linearizado ¢/1. Uma vez
que v é determinado, a Eq. (2.41) determina p;, em seguida a Eq. (2.44) determina p;.
Assim, essa equacao de onda determina por completo as perturbacoes do meio acustico.
Os campos de fundo (background), pg, po € vo = —V1)y, que aparecem como coeficientes
dependentes do tempo e da posicao nessa equacao de onda, sao limitados para resolver
as equacoes de movimento do fluido para um fluxo externo, barotrépico, inviscido® e
irrotacional. Além disso, eles podem ter dependéncias temporais e espaciais arbitrarias
[6].

Vamos agora construir uma algebra mais simples para representar essa equacao de
onda. Essa construcao se dard, a principio, com a deducao da equacao de ondas sonoras
num fluido estatico, homogéneo e inviscido, a fim de encontrar a expressao da velocidade
de propagacao dessa onda (sem adentrar em muitos detalhes fisico-matematicos), [34].

Seja u(z, t) uma variavel de deslocamento do fluido. Um deslocamento g—z, produz
uma variacao de densidade d, tal que

ou

— _pp 2.4
0 poaxv ( 6)

8Inviscido: O fluxo de um fluido que ndo apresenta viscosidade é chamado de fluxo inviscido ou

escoamento inviscido.
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onde pg é a densidade inicial. Essa variacao, ¢, produz uma variagao de pressao

oP OP\ Ou

Os deslocamentos gerados pela variagao de pressao obedecem a equacao de movi-

mento (Segunda Lei de Newton)

0*u Op OP\ 0%u
- _r_ - ) == 2.48
o que leva a equacao de ondas
op\ Pu  u
o Iy 2.49
(56, 5 ~ 55 =0 20
onde ¢ = (8—1;>§ ¢ a velocidade de propagacao da onda sonora no fluido. De forma
0
genérica
Ofu = *V?u. (2.50)

Observe que a Eq. (2.45) é uma generalizacao de (2.50), para um fluido ndo homo-
géneo, ou para um fluido que estd em movimento, possivelmente mesmo em movimento
nao estavel. Essa generalizagao, com todas as suposicoes adotadas, serve como prova para

o seguinte teorema:

Se um fluido € barotrdpico e inviscido e o fluxo € irrotacional (embora possivelmente
dependente do tempo), entao a equag¢ao de movimento para o potencial de velocidade
descrevendo uma perturbacao acistica € idéntica a equacao de movimento d’Alembertiana
para um campo escalar sem massa minimamente acoplado, propagando em uma geometria

Lorentziana (3 + 1)-dimensional

Ay = %au(ﬁgﬂv ), (2.51)

Com os indices gregos de (0 —3) e os indices romanos de (1 — 3). Sob essas condicoes, a
propagagdo do som € governada por uma métrica acustica - ¢, (t, ). Esta métrica acistica
descreve uma geometria Lorentziana (pseudo-Riemanniana) (3 + 1) - dimensional. A
métrica depende algebricamente da densidade, velocidade do fluxo e velocidade local do

som no fluido. Especificamente
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—(2—v*) —vT

hs

G (t,x) = =

o
|

<
o

(Aqui, a matriz identidade é 3 x 3.) Em geral quando o fluido ndo é homogéneo e flui,
o tensor acustico de Riemann associado a essa métrica Lotentziana serd diferente de zero.

Construamos, agora, uma matriz simétrica (4 x 4)

. 02 . v2 _Vj
i x) =2 - ™
¢ —Vj (¢*6% — vjy)

Note que podemos indicar f*” como

" =/—gg"". (2.54)
Em que ¢"(t,x) é a inversa da matriz g,,(t,x) e ¢ = det(g,,). Escremos da seguinte

forma

Por um lado, implica em

det(f") = (V=9)'g— =g. (2.56)
Por outro lado, a partir de (2.53), temos
y 2% %
det(F) = () [(=1( =) = (=D () = 5. (2.57)
Consequentemente
4 2
:_P_g =P (2.58)
c c
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Assim, substituindo (2.54) e (2.58) na Eq. (2.51), obtemos

c v
Aty = ?au( frro,). (2.59)
Igualando a zero, resulta
0u(f*0,9) = 0. (2.60)

Portanto, introduzindo as coordenadas do espago-tempo (3 + 1)-dimensional, z, = (¢; z"),
podemos reescrever a equagao de onda (2.45) em termos do d’Alembertiano, obtendo a
Eq. (2.60) que é totalmente equivalente a Eq. (2.45).

Dessa construcao algébrica mais simples, podemos descrever o intervalo actstico

ds® = g, datdz” = p—co[—czdzf2 + (da® — vidt)d;;(da? — vidt)] (2.61)

E notével que, embora a dinamica subjacente dos fluidos seja newtoniana, nao-
relativistica, e ocorre em espago plano-mais-tempo, as flutuagdes (ondas sonoras) sao go-
vernadas por uma geometria curvada de espago-tempo Lorentziana (pseudo-Riemanniana)
(3 + 1)- dimensional. Para os estudiosos da relatividade geral, esta observacao descreve
um modelo fisico muito simples e concreto para certas classes de espacos-tempos de Lo-
rentz, incluindo buracos negros. Por outro lado, essa discussao também ¢ potencialmente
de interesse para os praticantes da mecéanica do continuo e dinamica de fluidos, na medida
em que fornece uma introducao concreta simples as técnicas geométricas diferenciais de

Lorentz, [34].



Capitulo 3

Caracteristica Gerais da Métrica

Acustica

Neste capitulo serao tratadas as caracteristicas principais e peculiares da métrica
acustica (ou métrica efetiva para esse estudo). Vale ressaltar que existem duas métricas
distintas e relevantes para a discussao:

A métrica do espago-tempo fisico é, neste caso, apenas a métrica plana usual do espaco

de Minkowski

N = (diag[—ci,,, 1,1,1]) 0, (3.1)

onde ¢, é a velocidade da luz no vacuo. O movimento acustico é nao-relativistico, de
modo que || vy || < ¢z, € é suficiente considerar a relatividade de Galileu para a mecanica
dos fluidos subjacente (as particulas do fluido acoplam-se apenas a métrica fisica 7, ).

Por outro lado, as ondas sonoras nao convergem a métrica fisica. As perturbacoes
acusticas acoplam-se apenas a métrica acustica efetiva g,, (com uma base Lorentziana,
[—, 4+, +,+]).

Entretanto, a geometria determinada pela métrica acustica herda algumas propri-
edades chave da existéncia da métrica fisica. A topologia, por exemplo, nao depende da

métrica efetiva considerada. A geometria actstica herda a topologia! subjacente da mé-

ITopologia: E um ramo da matematica, cuja finalidade é estudar a estrutura dos objetos sem preo-
cupagao com seu tamanho e formato, assim como a geometria. A geometria descreve matematicamente
uma figura, enquanto a topologia analisa as possibilidades das figuras. Vamos pensar em uma circunfe-

réncia. Por sua vez, é uma figura em que todos os pontos se encontram a mesma distancia do centro. Se
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trica fisica-de ordem $*-com possivelmente algumas regioes extirpadas (devido a quaisquer
condigbes de contorno que se deseje impor ao fluido). Além disso, a geometria acustica
herda automaticamente do parametro do tempo newtoniano, a propriedade importante
da causalidade estavel [9], [10], [12], [11], [34]. Observe que

1

9 (Vi) (Vut) = = <0, (3.2)

Isso impede algumas das mais interessantes patologias relacionadas a causalidade que as
vezes surgem na relatividade geral (para um aprofundamento sobre patologias causais na
relatividade geral, ver [10], [22]).

As métricas integrais do campo de velocidade do fluido sdo ortogonais (na métrica
de Lorentz) para as superficies de tempo constante. Assim, a quadrivelocidade normali-

zada do fluido é

de modo que

G V*VHE =g(V,V) = -1 (3.4)

Essa quadrivelocidade esta relacionada com o gradiente do parametro de tempo

150 v
Vﬂt - (170507 0)) V/’Lt — _( 7/00) - — .
Poc v/ PoC

O tempo actstico adequado ao longo das linhas de fluxo do fluido (linhas de cor-

(3.5)

rente) é

. / N (3.6)

e as curvas integrais sao geodésicas da métrica acustica se e somente se pgc é independente
da posicao.

Em uma geometria Lorentziana geral (3 4 1)-dimensional, a métrica tém 6 graus
de liberdade por ponto no espago-tempo (uma matriz simétrica [4 x 4] implica 10 compo-

nentes independentes; subtraindo 4 condigoes de coordenadas). Em contraste, a métrica

a circunferéncia estivesse em trés dimensoes e fosse uma bola poderia tornar-se um cubo. A topologia
entende os objetos como se fossem de borracha e pudessem ser transformados. De fato, as propriedades

dos objetos se mantém invaridveis embora sua forma possa ser alterada.
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acustica é mais restrita, sendo descrita completamente por trés escalares ¢ (¢, x), po(t,x) e
¢(t,x), tendo, no maximo, 3 graus de liberdade por ponto no espago-tempo. A equagao da
continuidade ainda consegue reduzir para 2 graus de liberdade, o que pode ser considerado
como ¢q(t,x) e c(t,x). Deste modo, a métrica actstica, pode, na melhor das hipdteses,
reproduzir algum subconjunto das métricas genéricas de interesse na relatividade geral.

Por fim, devemos ressaltar que, na gravidade de Einstein, a métrica do espago-
tempo esta relacionada a distribuicao da métrica pelas equagoes diferenciais nao-lineares
de Einstein-Hilbert. Entretanto, em oposicao, a métrica acistica esta relacionada a dis-
tribuicao da matéria de uma forma algebricamente simples.

Outros conceitos que traduzem imediatamente sao os de Ergo-Region (ergo-regiao);
Surface Trapped (superficie aprisionada); Gravidade superficial; Horizonte Aparente e Ho-
rizonte de Eventos. Nas proximas segoes estabeleceremos o compromisso de explicéa-los
mais detalhadamente, uma vez que sao caracteristicas importantes da relatividade geral

padrao, e as analogias sdo tuteis apenas na medida em que preservam essas nogoes, [34].

3.1 Horizontes e Ergo-Regioes

Comecemos introduzindo o conceito de uma Ergo-Regidgo. Considere curvas inte-

grais do seguinte vetor

Kt = (%)u = (1,0,0,0)". (3.7)

Se o fluxo é constante, entdo esse é o vetor de Killing? de translacio do tempo. Se o
fluxo nao ¢ constante, a métrica de Minkowski de fundo (background) nos fornece uma

definicao natural de "em repouso”. Assim,

Guv (%)H (%)V =gy = —[c* — 7] (3.8)

Esta quantidade muda de sinal quando || v || > ¢. Logo, qualquer regido supersonica
no fluido é uma Ergo-Regigo. (E o limite da ergo-regiao pode ser considerada a Ergo-
Superficie.) O andlogo deste comportamento na relatividade geral é a ergosfera que cir-

cunda qualquer buraco negro giratério-¢ uma regiao onde o espago se move com velocidade

2E um campo vetorial em uma variedade de Riemann que preserva a métrica. Campos de Killing sdo

campos que direcionam a simetria.
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superluminal, relativa para as estrelas fixas [13].

Uma superficie aprisionada em actstica é definida da seguinte maneira: Considere
qualquer superficie fechada de duas faces. Se a velocidade do fluido esta em toda parte
apontando para dentro e a componente normal da velocidade do fluido é maior que a ve-
locidade local do som, entao nao importa a direcao que uma onda sonora se propaga, ela
sera absorvida pelo fluxo de fluido e ficard presa dentro da superficie. Diz-se, portanto,
que a superficie é aprisionada externamente. Uma superficie aprisionada internamente
(superficie anti-armadilhas), em contrapartida, pode ser definida exigindo que o fluxo de
fluido esta, com sua componente normal supersonica, apontando para fora em todas as
direcoes [14], [15]. E somente pelo fato de que a métrica de Minkowski fornece uma de-
finicao natural de "em repouso”, que podemos adotar uma definicao tao simples e direta.
Na relatividade geral, precisamos desenvolver mecanismos técnicos adicionais, como a no-
¢ao de expancao de pacotes de geodésicas nulas, de entrada e de saida, antes de definir
superficies aprisionadas.

A regiao acustica aprisionada é agora definida como a regiao que contém as su-
perficies externas aprisionadas e o horizonte aparente actstico (futuro) como o limite da
regiao aprisionada. Isto é, o horizonte aparente actstico é a superficies de duas faces para
a qual a componente normal da velocidade do fluido é, em toda parte, igual a velocidade
local do som. (Também é possivel definir regides anti-armadilhas e horizontes aparentes
(passados), mas essas nogoes tem pouca utilidade na relatividade geral).

O horizonte de eventos (horizonte absoluto) ¢ definido, como na relatividade geral,
exigindo-se que seja o limite da regido da qual geodésicas nulas (fénos) ndo podem esca-
par. Este é de fato o horizonte de eventos (futuro). Um horizonte de eventos (passado)
pode ser definido em termos do limite (fronteira) da regiao que nao pode ser alcansado
por fonons (recebidos)-estritamente falando, isso requer que definamos nogoes de infinitos
nulos passados e futuros, mas simplesmente tomaremos tudo isso como entendido. Em
particular, o horizonte de eventos é uma superficie nula, cujos geradores sao geodésicas
nulas.

Em todas as geometrias estacionarias, os horizontes aparente e de eventos coinci-
dem e a distincao ¢ imaterial. Ja4 em geometrias com dependéncia temporal, a distincao é
relevante. Ao calcular a gravidade superficial, devemos restringir a atencao as geometrias

estaciondrias (fluxo constante).
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Nos fluxos de fluido de alta simetria (simetria esférica, simetria plana), a ergos-
fera pode coincidir com o horizonte aparente actstico, ou até mesmo com o horizonte de
eventos acustico. Este é o analogo do resultado na relatividade geral de que, para bura-
cos negros estaticos (em oposigdo a estaciondrios), a ergosfera e o horizonte de eventos

coincidem [16], [34].

L B

Figura 3.1: Um fluido em movimento pode formar ”superficies presas” quando o fluxo

supersonico inclina os cones sonoros para além da vertical, [34].

3.2 Superficie de Gravidade

Como ja discutido na secao anterior, o horizonte de eventos é definido em termos
dos fonons(geodésicas nulas) que escapam do buraco negro actstico, devido a isso o hori-

zonte de eventos é uma superficie nula, cujos geradores sao automaticamente geodésicas
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-
fluid velocity

subsonic supersonic |

Figura 3.2: Um fluido em movimento pode formar um ”horizonte acuistico” quando

o fluxo supersonico impede o movimento de ondas sonoras, [34].

nulas. No caso da actstica, ha uma parametrizacao particular dessas geodésicas nulas,
que é a parametrizacao em termos da coordenada de tempo newtoniano da métrica fisica
subjacente. Isso nos permite definir inequivocamente uma gravidade superficial mesmo
para horizontes de eventos nao-estaciondrios (dependentes do tempo), calculando a ex-
tensao em que este parametro de tempo natural deixa de ser uma parametro afim para
os geradores nulos do horizonte (esta parte falha na relatividade geral, onde nao ha co-
ordenadas de tempo naturais e universais, a menos que exista um vetor Killing do tipo
temporal. Por essa razao que é tao dificil entender a nocao de gravidade superficial com
geometrias nao-estacionarias na relatividade geral.)

Quando se trata de calcular explicitamente a gravidade superficial em termos
de gradientes especificos do fluxo de fluido, é 1til limitar a atencao a situagoes de fluxo
constante, de modo que a métrica acustica seja estaciondaria. Isso tem a vantagem adici-
onal de que, para geometrias estacionarias,a nocao de gravidade superficial em actstica
¢ inequivocamente equivalente a definicao da relatividade geral. Também é 1til tomar
conhecimento do fato de que a situagao simplifica para consideravelmente para métricas
acusticas estaticas (em oposi¢do a meramente estaciondrias).

Para configurar o quadro apropriado, escrevemos a métrica acustica estaciondria

geral na forma

ds? = 2[—dt? + (dx — vdt)?). (3.9)

@)

O vetor de Killing de translacao é simplesmente K* = (1;0), com

K?= g, K'"K' = — || K ||)>= —5[02 — 7. (3.10)
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Espacos-tempo acusticos estaticos: Suponhamos agora que o vetor (02#2) seja

integravel, entao podemos definir uma nova coordenada do tempo por

.
dr = dt + C;’_’; (3.11)
Substituindo isso de volta no intervalo acustico,
iyl o
ds® = g —(c? —v?)dr* + {51'3' + %} dxzdxj} . (3.12)

Nesse sistema de coordenadas, a auséncia de termos cruzados do espago-tempo torna
manifesto que a geometria acustica é, de fato, estatica (existe uma familia de hipersuper-
ficies espaciais ortogonais ao vetor Killing temporal). A condigdo de que uma geometria

acustica seja estatica, ao invés de meramente estacionaria, ¢ vista como sendo

v x {(@—%2)} —0. (3.13)

Isto é, (ja que, ao derivar a existéncia da métrica efetiva, jd assumimos que o fluido é

irrotacional),

v x V(2 —v?) =0, (3.14)

Isso requer que o fluxo de fluido seja paralelo a outro vetor que nao é exatamente a acele-

ragao, mas estd intimamente relacionado a ele. Note que devido a suposicao barotrdpica,

temos
Ve = 8_02@ Vp = 8_2]9@ a (3.15)
‘= dp Op b= dop? Op pa '
Ou seja,
0°p dp
V(c? —v%) = <8—p28—pp — 2> a. (3.16)

Assim, dado que a geometria ja é estacionaria, a condi¢ao para uma geometria actstica

estatica reduz-se a

Py
ap 3pp

Essa condicao pode ser satisfeita de duas maneiras, seja por ter v || a, ou por ter a equagao

—2)v><a:(). (3.17)

de estado muito especifica (e nao particularmente realista)
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1
p= gkrp?’ +C; ¢ = kp*. (3.18)

Uma vez que tenhamos uma geometria estatica, podemos aplicar diretamente todos os
truques padroes para calcular a gravidade superficial desenvolvida na relatividade geral
[17]. Criamos um sistema de observadores fiduciais (FIDOS) através da normalizagao

adequada do vetor de Killing de translacao temporal

K K
VFIDO = = . (319)
| K | () [ — v?]
A quadriaceleragao de FIDOS é definida como
Arpo = (Vripo-V)Vripo, (3.20)

e usando o fato de que K é um vetor de Killing, ele pode ser calculado da maneira padrao

IV K|?

Aripo = += . (3.21)
2 K|
Isto é,
A 1| V(=) N Vv (8) (3.22)
A gravidade superficial é agora definida tomando-se a norma || Ap;po ||, multipli-
cando por uma funcao de lapso, || K ||= 1/(2) [¢ — v?], e tomando o limite quando se

aproxima do horizonte: || v [|[— ¢ (lembrando que estamos lidando com o caso estético).

O resultado liquido é

1
| Aripo || - || K ||= §1r1.V(c2 — v2) —l—o(c2 — U2), (3.23)

de modo que a gravidade superficial é dada em termos de uma derivada normal por

718(02—112) Jlc—uv|

gH_2a—n H_CHTH-

O fato de que o prefator (£) cai fora do resultado final para a gravidade superficial pode

(3.24)

ser justificado apelando para invariancia conforme conhecida da gravidade superficial [18].
Embora derivado de uma maneira totalmente diferente, este resultado também é compati-

vel com a expressao para gravidade superficial obtida nos buracos negros do estado sélido
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de Reznik [19], onde um indice de refragdo dependente da posigao desempenha um papel
analogo para a métrica acustica. Finalmente, , note que podemos escrever a expressao

para gravidade superficial como

or = ]1 _ ———pp\ lal, (3.25)

demonstrando que (em um espago-tempo acustico estéatico) a gravidade superficial é (até
um fator adimensional dependendo da equagao de estado) diretamente relacionada & ace-
leracao do fluido & medida que ele atravessa o horizonte. Para a dgua p = kp+C, ¢* = k,
e gn =|| a ||; para um condensado de Bose-Einstein (CBE) p = $kp? 4+ C, implicando

c? = kp, que entao leva ao resultado simples

1
gn=7llal. (326)

Uma vez que essa é uma geometria estatica, a relacao entre a temperatura de Haw-
king e a gravidade superficial pode ser verificada da fast-track (faixa-rapida), usando o
truque de rotacao wick para continuar analiticamente ao espago euclidiano, [20].

Devemos enfatizar que a formula para a temperatura de Hawking contém tanto a

gravidade superficial, gy, quanto a velocidade do som, ¢y, no horizonte, [6]. Especifica-

mente
hgm
kT = . 3.27
" 27TCH ( )
Consequentemente
ho|lc—uv]
Kly = ———— 3.28
= 9 on a1, ( )

que estd mais proximo da forma original fornecida por Unruh [21] (que corresponde a

¢ ser constante). Em bases dimensionais é uma derivada espacial da velocidade (que

tem a mesma dimensao de frequéncia) que é um fator determinante na especificagdo da

temperatura de Hawking fisicamente normalizada. E bem comum na relatividade geral e

nesses modelos analdgicos adtodarmos (¢ — 1) e (cyg — 1), respectivamente. Isso tem o

potencial de levar a determinadas confusoes. E necessério escolher unidades para medir
gu

a gravidade superficial como uma aceleracao fisica, entao é a quantidade (;) que tem

as dimensoes de frequéncia e governam o fluxo de Hawking.
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A transformacao de coordenadas que usamos para colocar a métrica acistica na
forma explicitamente estatica é uma matematica perfeitamente aceitavel, e do ponto de
vista da relatividade geral é até uma simplificacao. Entretanto, do ponto de vista da
fisica newtoniana subjacente do fluido, esta é uma maneira deliberadamente sem nexo
de dessincronizar seus relégios para pegar uma regiao perfeitamente razoavel-o limite da
regiao do fluxo supersonico-e empurré-la para fora (Tempo: mais infinito). Do ponto de
vista da dinamica dos fluidos, essa transformacao de coordenadas esta correta, porém é
mais perversa e é mais simples manter uma boa compreensao da fisica, permanecendo

com a coordenada de tempo newtoniana, [34].

3.2.1 Espacgos Acisticos estaciondrios (Nao-Estaticos)

Se o fluxo de fluido nao satisfizer a condicao de integrabilidade, o que nos permite
introduzir um sistema de coordenadas explicitamente estatico, a definicao da gravidade
superficial fica mais complexa. Lembremos que, por construgao, o horizonte aparente
acustico é, em geral, definido como sendo uma superficie dupla para a qual a componente
normal da velocidade do fluido é, em qualquer lugar, igual a velocidade local do som,
enquanto o horizonte de eventos actstico (horizonte absoluto) é caracterizado pelo limite
dessas geodézicas nulas (os fonons) que nao escapam ao infinito.

No caso estacionario, essas nocgoes coincidem, e ainda é verdade que o horizonte
¢ uma superficie nula e pode ser governado por um conjunto apropriado de curvas nulas.
Suponhamos que de alguma forma tenhamos isolado a localizagao do horizonte acistico,
entao, na vizinhanca do horizonte, podemos dividir o fluxo de fluido em componentes

normais e tangenciais, [34].

v=v,+vV, (3.29)

onde v, =v L n.

E essencial que usemos a coordenada de tempo newtoniana, herdada do background
do fluido. Além disso, n é um campo vetorial unitario que, no horizonte, é perpendicular
a ele, e longe do horizonte ha uma extensado adequada. (Por exemplo, pegue a distancia
geodésica até o horizonte e considere seu gradiente.) S6 precisamos dessa dessa decom-
posicao para manter algum conjunto aberto abrangendo o horizonte. Além disso, por

definicao, sabemos que vl = ¢ no horizonte. Consideremos, agora, o campo vetorial
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L' = (1;vﬁ). (3.30)
Como as componentes espaciais desse campo vetorial sao, por definicao, tangentes ao
horizonte, as curvas integrais desse campo vetorial serao geradoras para o horizonte. Além
disso, a norma desse vetor, na métrica actustica, é

P

| L ||*= _E[_( 2 %) — 2v|.v +v|.v)| = (? —?). (3.31)

[P

Em particular, no horizonte acustico, L" define um campo vetorial nulo, cujas curvas
integrais sao geradoras do horizonte acustico. Verificamos agora que esses geradores sao
geodésicas, embora o campo vetorial, L, nao seja normalizado com um parametro afim e,
desse modo, deve-se calcular a gravidade superficial.

Considere a quantidade (L.V)L e calcule

1
LoV LF = L*(VaLg — VaLa)g™" + 5vﬁ(ﬂ)gﬁﬂ. (3.32)

Para calcular o primeiro termo, note que

p

L,= E[—(CQ —v2); vy (3.33)

Assim,
0 —V; [2(c* = v?)]
Llew ] = = 2 2 1 ]

+V; [§<C _UL)} (gv )[i,j]

E entao
o P P i (P -
LLiga = {VH.V [2(02 — vi)} 'V [2(02 — vi)} + v} <Z | vt | n) ; i]} . (3.35)

No horizonte, onde ¢ = v, e assumindo adicionalmente v||.Vp = 0 para que a densidade

seja constante no horizonte, implica

8 2 .2 .
horizonte — _g[ov vj(CZ - Ui)] = _BM((]? n])<336)

L*Lis,
( 16 }) c on
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Similarmente, para o segundo termo, temos

V(L) = [0; v, (3((9 - vi))} . (3.37)

C

No horizonte isso novamente simplifica

pO(c® —vi)

p .
VB(LQ) horizonte = +E[O§ vj(c2 - Ui)] = +E on (05 nj)‘(3'38>

Existe um cancelamento parcial entre os dois termo. Assim,

1po(c® —v?)

LavaL orizonte —
( wh ! +2 c on

(05 725), (3.39)

enquanto

P
(L,u)hor'izonte = E(Ov nj)' (340)

Comparando esse resultado com a defini¢ao padrao da gravidade superficial, [9], temos

(LavaL,u)horizonte = +g?H(Lu)horizontey (341)
temos, assim
1o —v7) Ca(c —vy) (3.42)
I =57 "y N on '

Portanto,

B C@(c —v)
g = —8n .

Esse resultado estd de acordo com o célculo para buracos negros actsticos estéaticos.

(3.43)

3.3 Fluxo de Vortice

O fluxo de fluido, no qual as ondas sonoras sao impostas, é governado por trés
equacoes chaves ja descritas anteriormente, a equacao de Euler, a equacao da Continuidade
e a equagao barotrépica (p = p(p)).

Consideremos a situacao em que o vértice contém uma pia ou uma fonte na

origem. (Um exemplo concreto pode ser a geometria da banheira de drenagem onde o
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fluido ¢ sistematicamente extraido de um dreno localizado no centro) [36].
Assumindo um fluxo de fluido independente do tempo, de forma cilindricamente

simétrica com uma linha de vértice alinhada ao longo do eixo z (ver Fig. 3.3), a velocidade

do fluido é

Figura 3.3: Uma geometria de vértice em coldpso, [36]

~

v = v, ()7 + vg(r)6. (3.44)
Sempre que v,.(r) for ndo nulo, todo vértice deve ser pensado como colapsando ou expan-
dindo.

A equagao da Continuidade para esse problema cilindricamente simétrico é

V.(pv) =0 (3.45)
e a equacao de Euler rearranjada para uma pressao p que depende apenas da coordenada
radial, r, é
dp .

f= . 2
p(v.V)v+c B

Notamos, portanto, que p nao é , em geral, uma varidvel independente. Como (3.45)

(3.46)

corresponde a uma equacao com campo livre de divergéncia, a integracao em qualquer

circulo fechado no plano bidimensional, produz
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/Cp(r)v(r).fds = 2mp(r)v,(r)r = 21k, (3.47)

onde v,(r) # 0 e k; é um nimero inteiro. Assim,

k1
o) = s (3.45)
Deste modo, concluimos que
1
p(r)v.(r) a . (3.49)

Substituindo na equacao rearranjada de Euler, obtemos

g (v.V)v + 22 ( az ) : (3.50)

T, or \ rv,

onde ¢ é uma funcao de p, e, portanto, uma funcao de v,. Agora, especificamos o perfil
da forca em termos do perfil de velocidade desejado, v,, vy, a equacao de estado e uma
unica constante de integracao k.

O calculo da aceleracao do fluido leva a

a=(v.V)v = %V(zﬂ) — v x (V). (3.51)

Sabemos que v = v,.(7)7 + vp(r)0. Estamos numa situacao de simetria silindrica, entao o

gradiente e o rotacional devem ser utilizados em coordenadas cilindricas. Assim,

1
EV(U2) = 00,0, + VO, VgT. (3.52)
e
-~ Yo,
V X v =012+ —2. (3.53)
r
Consequentemente
A Vg A o vp .
v X (V X V) =—0,0,v90 — 0 + veO,vT + —7-. (3.54)
r r

Deste modo, ganhamos a seguinte aceleracao

a— Fé’r(vf) _ “73] P+ [0 (re)] 6. (3.55)
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Logo, obtemos a forga externa decomposta na direcao radial e tangencial

f= f7+ fy0, (3.56)

onde

fr =f7 =k { ! Ear(vf) — i—g] + 20, (Tl )} (3.57)

fo=1f0=k {r%&(rve)} . (3.58)

No regime da geometria actstica, o elemento de linha actstica para o vértice de

linha mais geral (independente do tempo, simetria cilindrica, colapso/expansao) é

ds® o — (¢ — v})dt? — 2u,.drdt — 2uprdfdt + dr® + r*do* + dz*. (3.59)

Reiterando, dada uma equagao barotrépica de estado, p(p), uma vez que os perfis
de velocidade v, e vy, sao especificados, entao, até uma tnica constante de integragao ky,
a densidade e a velocidade do som nao sao mais livres, mas sao fixadas pela equacao da
continuidade e a equacao de estado. Além disso, a equacao de Euler nos diz exatamente
quanta forga externa é necesséria para configurar o fluxo de fluido, [36].

No regime da fisica actustica, o elemento de linha acustica é

ds® = g {—(® = v*)dt* — 2v,drdt — 2verdfdt + dr® + r*df® + dz>} . (3.60)

A principal peculiariedade da fisica actustica é que, por razoes técnicas, a equa-
¢ao de Klein-Gordon com espago curvo sem massa (equagdo de onda de d’Alembert) sé
pode ser derivada se o fluxo tiver vorticidade zero. Isso requer vy(r) = % e, portanto,
fo = 0, de modo que nao haja fluxo. Mais precisamente, a equacao d’Alembetiana é
uma boa aproximagao, desde que a frequéncia da onda seja alta em comparacao com a
vorticidade. No entanto, na presenca de vorticidade e torque significativo, uma equagao
de onda mais complicada é valida (consultar [8]), mas essa equagao de onda requer uma

estrutura geométrica adicional além da métrica efetiva e, portanto, nao é adequada para

o desenvolvimento de modelos analégicos da relatividade geral, [36].



33

Vamos agora explorar alguns casos particulares.

3.3.1 Zero vorticidade/Zero torque

Se assumimos vorticidade zero, V x v = 0, o calculo do intervalo métrico simplifica
consideravelmente, desde que vy = kT—Q, o que implica fy = 0. Inversamente, se assumimos
torque zero, entao (assumindo k; = 0) a vorticidade é zero.

Note que a relagao simples (torque zero, se e somente se, vorticidade zero) requer
a hipotese de fluxo radial nao nulo. Com o fluxo radial nulo, o torque é sempre zero para
um fluxo independente do tempo, independentemente de o fluxo estar ou nao livre de
vorticidade.

Por outro lado, assumindo a conservagao do momento angular, assumimos pvg o %
(a0 assumir torques externos, estamos colocando uma restrigdo nas forgas externas do
fluido), isto é, a densidade de fundo, p, deve ser constante ao longo do fluxo (o que im-
plica automaticamente que a pressao de fundo, p, e a velocidade do som, ¢, também sao

constantes em todo fluxo de fluido), [36].

3.3.2 Forca radial zero

Supondo a forga radial nula, f., = 0, e assumindo k; # 0, encontramos

1 F&"(UE) _ ”ﬂ +62(7~)ar( L ) _0. (3.61)

TV, | 2 U,
Assim, agora, as partes angular e radial da velocidade de fundo dependem uma da outra.

Uma vez escolhido, por exemplo, vy e ¢(r), uma equagao diferencial restringe v,

2

2 2
vré?rvr{l ¢ }: ¢t (3.62)

T2
v r

3.3.3 Forca externa zero

Se assumimos forga externa zero, f = 0, ambas as forcas externas (angular e radial)

ko

T

sao zero. Entao, assumindo ky # 0,0y =
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2 2 2
VOV, {1 — f}—%} = C? + ];—g (3.63)

Como ¢ depende de p através da equacgao barotrépica e p depende de v, através da
equagao da continuidade, esta ¢ uma EDO nao-linear para v,(r) (muito complexa). (Para
o fluxo radial zero essa equagao se reduz a tautologia 0 = 0 e devemos adotar a andlise

do {tem anterior.)

Em geral, a ergosuperficie é definida pela regiao supersonica do fluxo de fluido,

v 4 vp = (3.64)

enquanto o horizonte de eventos é definido pela regiao onde

v? = 2. (3.65)

Os horizontes podem ser formados de trés formas diferentes:

1) v, = —¢ # 0 é um horizonte de buraco negro
2) v, = +c¢ # 0 é um horizonte de buraco branco

3) v, = £c¢ = 0 é um horizonte bifurcado, [36].



Capitulo 4
Aplicacao da Métrica Acustica

Queremos nesse capitulo fazer uma aplicagoesao utilizando a métrica actstica. O
objetivo é retomar o exemplo de um fluxo de fluido independente do tempo, com uma
geometria de simetria cilindrica e uma linha de vértice alinhada ao longo do eixo z, de

modo que o potencial gere, ao invés de um campo de velocidade proporcional a %, um

campo de velocidade proporcional a T%, e assim, analogamente, satisfaca a equagao da

Continuidade. Para tanto, iremos demonstrar que qualquer campo vetorial proporcional
a T% é livre de divergencia.
Seja f uma funcao escalar de r continua (exceto, possivelmente, em r = 0), onde

r é o vetor posi¢ao e r =| r |, tal que f = f(r). Calculemos o divergente de [f(r)r]:

V.[f(r)e] = f(r)(V.r) + r.(V (1))
=3f(r) +r.[f'(r)Vr]. (4.1)

Sabemos que dr = (Vr).dr. Desse modo, como Vr é paralelo a r, temos

Vr = ar, (4.2)

onde « é um parametro de proporcionalidade. Assim,

dr = (ar).dr = ardr. (4.3)

Consequentemente,

a=- = Vrzzzér. (4.4)
r
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Substituindo (4.4) em (4.1), obtemos

V X X x X [f(r)e] = 3F(r) + rf(r).(4.5)

Como f(r) é continua, porém arbitraria, escolhamos ela convinientemente, fazendo f(r) =

r™, tal que n é um nimero inteiro. Agora, substituindo-a em (4.5), chegamos a seguinte

expressao:
V X X x X [r"r] = 3(r™) + r(nr™1).(4.6)
Assim,
V X X xx [rr] = (n + 3)r™.(4.7)
Note que se n = —3, entao
V X X x x[r~3r] = (=3 + 3)r—3 = 0.(4.8)
Portanto,

v. [:—3} ~ V. [iér] ~0. (4.9)

Toda a aplicacao obedecerd a (4.9).

4.1 Construcao do Intervalo Acustico

Munidos da métrica lorentziana (vide segao 2.1), construamos a métrica actstica

efetiva de acordo com o requerido acima:

00 —U, 1 0 0

g —_
¢ —Up 0 1 0
—v, 0 0 1

Agora podemos construir o intervalo actistico como se segue:
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ds* = g, dz'dz”. (4.11)

Observe que da’ = dt; da' = dx; dv? = dy; do® = dz. Queremos essa construcao em

termos das coordenadas cilindricas: x = rcos#; y = rsinf; z = z, em que 6 = 27. Logo,

dz® = —cdt
dz' = dr

dz® = rdf. (4.12)
dz® = dz

Além disso, note que g2 = g13 = go1 = g23 = g31 = g32 = 0. Assim,

ds® = p_co —( = v*)dt? — 2(v,dr + vordf + v.d.)dt + dr® + r*df? + dz*} . (4.13)

Esse intervalo actstico é genérico para o propdsito desse capitulo e servira para
tratar toda aplicacao a ser realizada aqui.

Na proxima secao abordaremos fluxos de fluidos em configuragoes com potenciais
elementares, os quais geram campos de velocidades livres de divergéncia. Muitos deles
sao resultantes de potenciais superpostos. Todo o arcabouco sera feito em escoamento
potencial bidimensional.

O fato de trabalhar em 2D nos permite utilizar uma técnica tipica dessa configu-
racao, ela consiste em definir um potencial complexo em termos das fungoes potencial e

corrente [38], [39], [37]:

F(Z) = ¢(x,y) +iv(z,y), (4.14)

onde ¢ é a funcao potencial e ¥ é a funcao corrente.
Para utilizar F'(Z) precisamos que ela seja analitica, isto é, que ¢ e 1 satisfagam
as seguintes condi¢oes de Cauchy-Riemann:
0p oY 09 Oy

=5 %= o (4.15)

Além disso, se F'(Z) é analitica, sua derivada existe:
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iF . F(Z+0;) - F(Z)
7 dm 5, (4.16)
iy 4
Z,

e independe da direcao que 0z se aproxima de Z.

4.2 Exemplo: Fonte + Sorvedouro

A combinagao linear de potenciais elementares que sao solugoes da equacgao de
Laplace também ¢é solucao de Laplace, ja que a equacao de Laplace ¢ linear.

Nessa secao faremos a superposicao dos potenciais de uma fonte e um sorvedouro:

Figura 4.1: Escoamento de Fonte; a partir da origem, [38|.

em que

o = +%ln(7’); Y = +% . (4.17)
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Figura 4.2: Escoamento de Sorvedouro; em diregao a origem, [38].
em que

s = —ilnr; Vs = ') (4.18)
2w 2T

4.2.1 Combinacao Linear: Fonte + Sorvedouro

d=+—Ln(y)
T
N——
-
R +ii

Figura 4.3: Fonte 4+ Sorvedouro: mesma intensidade, [38].

Q=09r+os; V=1r+1s. (4.19)

Observe que na figura (4.3) é apresentada uma ilustracdo de uma fonte e um sorvedouro
de mesma intensidade, e que estao deslocados de 2a ao longo do eixo x com centro na
origem. Nessa configuragao temos os potenciais da fonte ¢ = +35-In7; e do sorvedouro
¢s = —5=Inry e as fungoes corrente Yp = +5-0; e g = —3L03. Deste modo, podemos
escrever as seguintes combinacoes lineares:

Tl

q q q
=1 — =1 =—In— 4.2
2T nn 2 e 2T nr2 (4.20)



40

_ by Dy T _
= Lo~ L= (61— 6). (4.21)
(4.

Note que apds uma andlise geométrica da figura (4.3), concluimos que

=l @t a)E = (e (4.22)
e
0, = arctan ( y ) ;0 = arctan < Y ) ) (4.23)
Tr+a r—a
Logo,
q (x4 a)? + y?
o =—1 4.24
| 20
e
y=_1 [arctan < Y ) — arctan ( Y )] . (4.25)
2m T+a T —a
Lembremos, 14 da trigonometria, que: arctan(a)—arctan(b) = arctan [1“+—_abb] Deste modo,
=L arct 2ay (4.26)
= ——arctan | ——— | . .
27 2+ y? —a?

Agora iremos apresentar as equagoes que definem as linhas (®, V) constantes, a
fim de ilustrarmos essas linhas graficamente. Para tanto, manipulamos algebricamente as

equagoes (4.24) e (4.26) e obtemos

o\’ )
{x — a coth <7T—>} +9? = a® csc h? (%) (4.27)
4q

A ANE 27V
{y — acot (W—)} + 2% = a® csc? <7T—) . (4.28)
q q

Faremos ¢ = m e a = 1. Deste modo, as linhas de (®,¥) constantes sdo familias de

circulos com centros ao longo de (z,0) e (0,y), tendo os raios definidos por acsch (%)

€ acsc (%), respectivamente.
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Figura 4.4: Familias de Circulos, [37].

Essa configuragao ilustrada na figura (4.4) representa o resultado da combinacao linear
das funcoes potenciais e das funcoes correntes da fonte com o sorvedouro, deslocados de
2a.

Na proxima subsecao faremos a — 0, isto €, fonte e sorvedouro superpostos.

4.2.2 Superposicao: Fonte + Sorvedouro

Aqui tomaremos o limite das fungoes potencial e corrente (resultantes da combi-
nacao linear, Eq 3.24 e Eq 3.26) quando a — 0, o que caracteriza a fonte e o sorvedouro

superpostos. Desta forma, calculemos

q . (z+a)?+y°
d=——1 In|———— 4.29
4Mg%{n{($—a)2+y2 (4:29)
e
v=_2Ly t 20y (4.30)
=5 lim Jarctan T oa)| )
Lembremos das seguintes identidades: lim, . [ln (}J_’—Z)] = 2p e lim, ,parctanp = p.

Aplicando-as nas expressoes (4.29) e (4.30), obtemos

@=Ll {m(”“)] _ 49, (4.31)
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U= —%]195% arctan p = —%p, (4.32)

2ax 2ay

_ . 2 ., ’ . 7 .
27 CP = Erpae Logo, desconsiderando o termo a*, ja que é muito proximo

onde u =

de zero, temos

q 2ax qa [ cos
O="2(——|=— 4.33
47 (.7:2 +y2) T ( r ) (4.33)
e
5 .
g4 (2 _ _go(sim0) (4.34)
2 \ 22 + 12 T r

Note que esse resultado fornece as fungoes potencial ® e corrente ¥ de um dipolo, cuja
intensidade ¢ o produto entre a intensidade da fonte £ e a distancia a. Chamaremos essa

intensidade de n = £ = constante. Assim,

0
o =2 (4.35)
(§
in 0
U= (4.36)
r
.P‘ - h
K /ji —

Figura 4.5: Dipolo: Centro na origem, ponto singular, [37].

O potencial de velocidade deve ser interpretado como sendo definido nas regides sobre-

postas ao redor da origem do dipolo em r = 0 (ponto singular).
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N

v

Figura 4.6: Configuracao do Dipolo: Fonte e Sorvedouro superpostos, [37].

A figura (4.6) representa um dipolo resultante da superposi¢ao de uma fonte e um sorve-
douro centrado na origem. A origem é o ponto singular.

O eixo do dipolo indica a posicao relativa da fonte e do sorvedouro. Na figura a
fonte estd a esquerda do sorvedouro, ambos posicionados ao longo do eixo x. As linhas
de potencial e corrente sao constantes.

Agora iremos calcular o campo de velocidade do fluxo de fluido desse dipolo e
posteriormente escrever o intervalo acustico que representara esta configuracao.

O campo de velocidade possui duas componentes, uma radial v, e uma angular
vy, de modo que v = v,.7 + veh. O céleulo é feito de forma direta, através das seguintes

derivadas parciais (Condigoes de Cauchy-Riemann):

od 10V 10® ov
Ty Tree T ree T or (4:37)
Assim,
cosf  sin0 .
v=-—n ( o + = 9) . (4.38)

Portanto, o intervalo actstico para a configuragao de um dipolo é dado, explicitamente,
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2 0 in g
ds2 = 70 {_ <c2 — %) dt* + 21 (COS dr + Sli d@) dt + dr? + 7’2d92} . (4.39)

c 72

Esse intervalo acustico é a representacao métrica do fluxo de fluido na configuragao de

um dipolo.



Capitulo 5

Comnsideracoes Finais

Essa dissertacao apresentou uma revisao tedrica acerca de modelos analogos acts-
ticos da gravidade relativistica, mais especificamente uma discussao e desenvolvimento
das ferramentas que constroem esses modelos andlogos. Apresentamos também alguns
exemplos que servem como aplicacoes dessas ferramentas.

As analogias desempenharam um papel muito importante na fisica e na matema-
tica - elas fornecem novos formas de olhar para problemas que permitem a fertilizacao
cruzada de ideias entre diferentes Ciéncias. Uma analogia cuidadosamente escolhida pode
ser extremamente 1til ao focalizar a atencao em um problema, e sugerindo rotas inespera-
das para uma possivel solucao. Neste trabalho, nos concentramos na "gravidade analoga”,
o desenvolvimento de analogias para sondar aspectos da fisica do espago-tempo curvo.

Existem muitos outros "modelos analogos’que podem ser tteis por esta ou por
outras razoes - alguns dos modelos analogos sao interessantes por razoes experimentais,
outros sao tteis para a forma como fornecer uma nova luz sobre questoes tedricas des-
concertantes. O fluxo de informacao é, em principio, bidirecional e, as vezes, insights
desenvolvidos dentro do contexto da relatividade geral podem ser usados para compreen-
der aspectos do modelo anélogo.

Claro, analogia nao é identidade, e nao estamos de forma alguma afirmando que
os modelos andlogos sao completamente equivalentes a relatividade geral - apenas que o
modelo analogo deve capturar e refletir com precisao um nimero suficiente de caracte-
risticas importantes da relatividade geral (ou as vezes relatividade especial). A lista de
modelos andlogos ja estudados ¢ bem extensa.

O interesse em modelos andlogos, espaco-tempos andlogos e gravidade analoga é
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intenso e nao mostra sinais de diminuir. O interesse nessas idéias agora se estende muito
além da comunidade da relatividade geral, e ha uma promessa significativa para a entrada
experimental direta em laboratério. Nés particularmente desejamos encorajar o leitor a
ficar de olho nos futuros desenvolvimentos em relagao a possivel verificacao experimental
da existéncia da radia¢ao de Hawking ou da radia¢do Unruh intimamente relacionada [34],

35).
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