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Resumo

Nesta dissertação, estudamos alguns aspe
tos da transmissividade de uma onda eletro-

magnéti
a in
idindo perpendi
ularmente sobre uma estrutura de multi
amadas dielétri-


as isotrópi
as 
om desordem diluída, que obede
em a 
ondição de Bragg (nAdA =

nBdB). Esta estrutura de multi
amadas é 
onstituída de dois substratos interpenetrantes,

ou seja, uma substrato 
onstituído de N/2 
amadas de índi
e de refração �xo que de-

nominamos de substrato hospedeiro o
upando os sítios de índi
e ímpar e um substrato

aleatório 
onstituído de N/2 
amadas de dois tipos distintos de materiais dielétri
os o
u-

pando os sítios de índi
e par. Para as estruturas de multi
amadas binárias, 
onsideramos

que o substrato hospedeiro é formado por 
amadas de índi
e de refração nA e espessura

dA e no substrato aleatório as 
amadas são inseridas 
om probabilidade p para 
amadas

de índi
e de refração nB e de espessura dB e 1 − p para as 
amadas de índi
e de re-

fração nA. Por meio da té
ni
a da matriz de transferên
ia, 
al
ulamos as propriedades

de transmissão para esta estrutura e mostramos que essa nova estrutura re�ete luz melhor

que uma estrutura totalmente desordenada. Em seguida, realizamos uma extensão deste

modelo para um sistema de multi
amadas ternárias e veri�
amos que esta nova estru-

tura re�ete luz melhor que o modelo anterior. Portanto, nossos resultados sugerem que

a desordem introduzida pela variável p nas estruturas dessas multi
amadas dielétri
as

pode ser poten
ialmente utilizada no desenvolvimento de �ltros de banda larga.

Palavras-
have: Multi
amadas dielétri
as, Filtro de banda larga, Desordem diluída,

Espe
tro de transmissão



Abstra
t

In this work we study some aspe
ts of the transmission of an ele
tromagneti
 wave

in
iding normally on a multilayer �lm with diluted disorder, whi
h 
onsists of a substrate


omposed of layers of refra
tive index nA and thi
kness dA o

upying the sublatti
e with

an odd index and random layers in the even sublatti
e. The even layers will be 
onsiderd

to have refra
tive index nA with probability p or refra
tive index nB with probability

p − 1, satisfying the Bragg 
ondition nAdA = nBdB. Applying the transfer matrix

formalism we 
ompute the transmission spe
trum, the redu
ed Lyapunov 
oe�
ient and

the s
aling behaviour of the frequen
y average transmission as a fun
tion of the system

size. We observed the absen
e of the quarter-wavelengh ressonan
e observed in the

disordered binary multilayer. As a 
onsequen
e of this, the s
aling behaviour of the

frequen
y average transmission exhibts an exponential de
ay as the total size of the sta
k

in
reases. We also investigate the dependen
e of the frequen
y average transmission with

the probability p for a �xed system size. Our results suggests that the disorder introdu
ed

by the variable p in the diele
tri
 stru
ture 
an potentially be used in the development

of wide-band �lters.

Keywords: Dieletri
 multilayers, Wide band-gap �lters, Diluted disorder, Transmis-

sion spe
trum
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Capítulo 1

Multi
amadas Dielétri
as

1.1 Introdução

As últimas dé
adas foram envolvidas 
om grandes avanços te
nológi
os produzidos

pela fusão de diferentes áreas. Esta tendên
ia deverá se manter no futuro próximo em

virtude dos re
entes avanços da 
omuni
ação em �bras ópti
as, fot�ni
as, biomédi
as e de

nanote
nologias no mundo inteiro. Neste 
ontexto, novas estruturas de materiais ópti
os

tem propor
ionado a realização de novos experimentos bem 
omo de novos efeitos ópti
os.

Cristais fot�ni
os, por exemplo, são 
apazes de inibir a propagação de 
ertas frequên
ias

da luz produzindo 
omo habilidade úni
a os guias de ondas em mi
ro ressonadores [1; 2℄.

Tais 
ara
terísi
as podem ser obtidas através da uma estrutura ópti
a periódi
a de


amadas dielétri
as de espessura da ordem do 
omprimento de onda da luz in
idente, o


hamado Cristal Fot�ni
o Unidimensional [3℄. Estas estruturas são de fabri
ação rela-

tivamente simples e por 
onta disto são bastante estudadas. Ajustando os parâmetros

das 
amadas de forma que o sistema apresente um per�l período de índi
es de refração,

observa-se um espe
tro de transmissão 
om regiões que apresentam modos transmissíveis,

enquanto que para outras regiões do espe
tro os modos são totalmente re�etidos. Para

11



1.1. Introdução 12

estas regiões dá-se o nome de band-gap fot�ni
o (PBG), 
ujas 
ara
terísti
as, tais 
omo

a largura e a posição no espe
tro, são 
ontroladas pelos parâmetros de 
onstrução das


amadas, 
omo a espessura e sua distribuição ao longo do �lme e os valores dos índi
es

de refração utilizados [4℄. Como exemplo, se 
onsiderarmos um �lme 
om N 
amadas

formando uma sequên
ia alternada de dois tipos de materiais dielétri
os A e B (sequên
ia

binária), em que tais parâmetros obede
em à 
ondição de Bragg, nAdA = nBdB, o modo


entral do primeiro PBG obtido para uma in
idên
ia normal de luz é 
ara
terizado pelo


omprimento de onda λ0 = 4nAdA = 4nBdB. Observa-se que para in
idên
ia oblíqua,

a luz experimenta uma periodi
idade diferente quando 
omparada 
om uma in
idên
ia

normal, assim, as propriedades do PBG também sofrem modi�
ações, de forma que nem

sempre é possível obter um PBG 
omum a qualquer ângulo de in
idên
ia e a qualquer

polarização utilizando uma estrutura dielétri
a unidimensional. Este tipo de PBG é de-

nominado de omnidire
ional total e só pode ser obtido em PC 1D sob 
ertas 
ondições

espe
iais [5℄.

Em sistemas ópti
os unidimensionais, as amostras podem ser fabri
adas 
om 
om-

pleto 
ontrole sobre o tipo e sua distribuição através da utilização da epitaxia de feixes

mole
ulares [6℄. Contudo, o pro
esso mais estudado para a fabri
ação de dispositivos de


ristais fot�ni
os é baseado em padronização 2D das pla
as dielétri
as planares, utilizando

litogra�a por feixes de elétrons [2; 7�9℄. Pela 
ombinação da litogra�a 
om eletroquími
a,

ou seja, o ataque de íons reativos permite a fabri
ação de 
ristais fot�ni
os 2D de baixa

imperfeição em várias 
ombinações de materiais de alto índi
e de refração, in
luindo o

silí
io poroso que propor
iona a obtenção de uma faixa de valores de índi
e de refração

que varia 
om o grau de dopagem 
om Si. No 
aso do silí
io poroso levemente dopado,

é possível obter uma faixa de valores de índi
e de refração entre 1.4 e 1.7, enquanto que

para o 
aso fortemente dopado, esta faixa 
res
e para valores entre 1.4 e 2.4.

A devida manipulação dos parâmetros estruturais de um �lme de multi
amadas, tais


omo a distribuição do valor da 
onstante dielétri
a, pode gerar modi�
ações interessantes

Instituto de Físi
a - UFAL



1.1. Introdução 13

nas suas 
ara
terísti
as espe
trais, 
omo o surgimento de modos não transmissíveis 
om

a in
lusão de defeitos na distribuição de índi
es de refração da estrutura [10℄. Estes


on
eitos são 
omumente usados em espelhos dielétri
os e �ltros ópti
os. A �gura 1.1

mostra o esquema de um sistema binário de multi
amadas alternadas que apresenta um

defeito representado por uma 
amada 
om índi
e de refração diferente. Este arranjo não

é uma idéia nova pois em 1887 Lord Rayleigh publi
ou uma das primeiras análises das

propriedades ópti
as deste tipo de sistema.

A maneira tradi
ional para analisar este sistema, pioneirizado por Lord Rayleigh em

1917, é imaginar uma onda plana propagando através do material e 
onsiderar a soma

das re�exões e refrações múltiplas que o
orre em 
ada interfa
e [10℄.

Figura 1.1: Ilustração esquemáti
a de possíveis sítios de estados lo
alizados para um


ristal fot�ni
o.

As propriedades espe
trais e a fá
il 
onfe
ção dos Cristais Fot�ni
os o transformam em

Instituto de Físi
a - UFAL
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as Periódi
as Unidimensionais 14

poten
iais instrumentos para 
riação de dispositivos 
apazes de 
ontrolar a transmissão

e a emissão de ondas eletromagnéti
as, servindo de grande motivação para este estudo.

Assim sendo, nesta dissertação estudaremos as propriedades de transmissão de ondas

eletromagnéti
as em estruturas de multi
amadas dielétri
as que apresentam desordem do

tipo diluída, onde uma 
on
entração p de defeitos, 
ara
terizados por um tipo de 
amadas

dielétri
a 
om índi
e de refração 
ara
terísti
o, substitui aleatoriamente as 
amadas dos

sítios ímpares de um �lme ini
ialmente periódi
o. O ajuste da 
on
entração de defeitos

pode levar o sistema a apresentar 
ara
terísti
as periódi
as (p = 1.0) bem 
omo aleatórias

(p = 0.5).

Este trabalho está organizado da seguinte forma: no restante desse 
apítulo faremos

uma revisão sobre os sistemas de multi
amadas periódi
as e aleatórias, faremos uma

dis
ussão sobre a teoria de es
ala para a transição de Anderson e também sobre as


orrelações nos modelos de Anderson. No 
apítulo 2, apresentaremos um estudo sobre o

formalismo da matriz de transferên
ia para uma úni
a 
amada dielétri
a e generalizamos

para um sistema 
omposto de N 
amadas. No 
apítulo 3, apresentaremos os resultados

obtidos para um sistema de multi
amdas 
om desordem diluída 
onstituído por dois

tipos de 
amadas, no 
apítulo 4 iremos estender o modelo de desordem visto no 
apítulo

anterior para um sistema 
onstruída por três tipos distintos de 
amadas dielétri
as e no


apítulo 5 apresentaremos as 
onsiderações �nais deste trabalho de pesquisa bem 
omo

nossas perspe
tivas futuras.

1.2 Estruturas de Multi
amadas Dielétri
as Periódi
as Uni-

dimensionais

A ne
essidade de desenvolver ferramentas numéri
as 
apazes de prever 
om pre
isão

as propriedades de 
ristais fot�ni
os foi re
onhe
ida muito 
edo, na esteira dos estudos

Instituto de Físi
a - UFAL
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pioneiros nesse 
ampo. Não há dúvida de que as 
onsiderações heurísti
as baseadas em

Físi
a do Estado Sólido que plantou as sementes do 
on
eito de 
ristal fot�ni
o, 
ontinuam

a propor
ionar interpretações físi
as a
er
a das 
ara
terísti
as bási
as do mesmo.

Figura 1.2: Filme de multi
amadas unidimensional. O termo unidimensional é usado

porque a função dielétri
a ε(x) varia somente ao longo da direção x. O sistema 
onsiste

de 
amadas alternadas de materiais 
om diferenes 
onstantes dielétri
as, 
om um período

espa
ial a. Imaginamos que 
ada 
amada é uniforme e se estende in�nitamente ao longo

das direções y e z, e 
uja periodi
idade na direção x também se estende in�nitamente.

Quantitativamente, para obter uma des
rição do 
ristal fot�ni
o 1D, tomemos o eixo

x na direção perpendi
ular à superfí
ie das 
amadas dielétri
as e o 
ampo elétri
o propa-

gando na direção deste eixo e sendo linearmente polarizado ao longo da direção do eixo

y. Tomemos o 
ampo elétri
o da onda in
idente 
omo uma função 
omplexa E(x,t), de

forma que sua parte real representa o 
ampo elétri
o físi
o.

Desta forma, a equação de onda para E(x,t) é dado por:

c2

ǫ(x)

∂2E

∂x2
=

∂2E

∂t2
(1.1)

onde ǫ(x) é a 
onstante dielétri
a relativa do 
ristal fot�ni
o 1D 
om dependên
ia espa-

Instituto de Físi
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ial, denominada de função dielétri
a. Na equação 1.1, assumimos que a permeabilidade

magnéti
a do 
ristal fot�ni
o é igual àquela do espaço livre (µ = µ0). Sendo ǫ(x) é uma

função periódi
a de período a, temos:

ǫ(x + a) = ǫ(x) (1.2)

Temos que ǫ−1
(x) também é periódi
a e pode ser expandida numa série de Fourier:

ǫ−1
(x) =

∞
∑

m=−∞

κm exp

(

i
2πm

a
x

)

, (1.3)

onde m é um inteiro e km são os 
oe�
ientes de Fourier. Desde que assumimos que ǫ(x)

é real, teremos que κ−m = κ∗

m.

Conforme as estruturas at�mi
as periódi
as, nessa estrutura de 
ristal fot�ni
o a

propagação de ondas também será regida pelo teorema de Blo
h, onde o auto-modo

do 
ristal fot�ni
o 1D é 
ara
terizado por um número de onda k 
onforme a seguinte

expressão:

E(x,t) ≡ Ek = uk exp (i(kx − ωkt)) (1.4)

onde ωk são as auto-frequên
ias angulares e uk(x) são funções periódi
as tal que uk(x +

a) = uk(x), que também pode ser expandida numa série de Fourier, assumindo a seguinte

forma:

Ek =

∞
∑

m=−∞

Em exp

[

i

(

k +
2πm

a

)

− iωkt

]

(1.5)

onde Em são os 
oe�
ientes de Fourier.

Para simpli�
ar, assumiremos que m = 0 e m = ±1 são predominantes na expansão

Instituto de Físi
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em (1.3)

ǫ−1
(x) ≈ κ0 + κ1 exp

(

i
2π

a
x

)

+ κ−1 exp

(

−i
2π

a
x

)

(1.6)

Substituindo (1.5) e (1.6) na equação de onda (1.1) temos:

κ1

{

k +
2(m − 1)π

a

}2

Em−1 + κ−1

{

k +
2(m + 1)π

a

}2

Em+1 (1.7)

≈
{

ω2

k

c2
− κ0

(

k +
2mπ

a

)2
}

Em.

Para m = 0, temos:

E0 ≈
c2

ω2
k − κ0c2k2

{

κ1

(

k −
2π

a

)2

E−1 + κ−1

(

k +
2π

a

)2

E1

}

. (1.8)

Para m = −1, temos:

E−1 ≈
c2

κ0c2
(

k − 2π
a

)2

{

κ1

(

k −
4π

a

)2

E−2 + κ−1k
2E0

}

(1.9)

Por esta razão, se k ≈ |k − 2π
a |, ou seja k ≈ π/a, e se ω2

k ≈ κ0c
2k2, E0 e E−1 são

dominantes na expansão (1.5). Neste 
aso, podemos ignorar todos os outros termos e

obter as seguintes equações a
opladas,

(ω2
k − κ0c

2k2
)E0 − k1c

2

(

k −
2π

a

)

E−1 = 0 (1.10)

− κ−1c
2k2E0 +

{

ω2
k − κ0c

2

(

k −
2π

a

)2
}

E−1 = 0 (1.11)

Estas equações lineares tem uma solução não trivial quando o determinante dos 
oe-
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�
ientes é nulo, ou seja,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ω2
k − κ0c

2k2 −κ1c
2
(

k − 2π
a

)2

−κ1c
2k2 ω2

k − κ1c
2
(

k − 2π
a

)2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0 (1.12)

Se introduzirmos a relação h = k − π
a , as soluções serão dadas por:

ωpm ≈
πc

a

√

k0 ± |k1| ±
ac

π|k1|

(

k2
0 −

|k1|
2

2

)

h2
(1.13)

na medida que |h| << π/a. Então, não teremos nenhum modo no intervalo

πc

a

√

k0 − |k1| < ω <
πc

a

√

k0 + |k1| (1.14)

Este gap desapare
e quando k1 = 0. Neste resultado pode ser interpretado que os

modos 
om k ≈ π/a e k ≈ −π/a foram misturados uns 
om os outros na presença

da modulação periódi
a da 
onstante dielétri
a e esta mistura levou a uma divisão de

frequên
ia.

Em geral, os vetores de onda que diferem uns dos outros por um múltiplo de 2π/a

devem ser 
onsiderados iguais por 
ausa da presença da modulação periódi
a espa
ial

da 
onstante dielétri
a. Quando o vetor de onda é pequeno, a relação de dispersão no


ristal fot�ni
o é aproximadamente linear (
om o vetor de onda restrito à primeira zona

de Brillouin, [−π
a ,π

a ℄). Além do mais, quando duas linhas de dispersão se 
ruzam, indi
a

a formação de um band-gap, 
onforme ilustrado na �gura 1.3.

1.3 A Desordem nas Multi
amadas Dielétri
as

Atualmente a 
iên
ia tem mostrado um grande interesse em relação às propriedades e

apli
ações das estruturas de multi
amadas unidimensionais periódi
as, quasi-periódi
as
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Figura 1.3: Relação de dispersão para um 
ristal fot�ni
o 1D (sólido linear). O limite da

zona de Brillouin é indi
ado por duas linhas verti
ais. As linhas de dispersão do material

uniforme são indi
adas pelas linhas tra
ejadas. Elas são desdobradas para a primeira

zona de Brillouin, levando em 
onta a identidade dos números de onda que diferem uns

dos outros por um múltiplo de 2π/a. Quando duas linhas de dispersão se 
ruzam, elas

se repelem e um band-gap fot�ni
o apare
e.

e aleatórias. Assim sendo, os sistemas quasi-periódi
os podem ser 
onsiderados 
omo

modelos adequados para des
rever a transmissão de estruturas aleatórias a partir de

estruturas perfeitamente periódi
as [10℄.

Vários estudos tem se baseado em sistemas de multi
amadas 
onstruídas re
ursiva-

mente de a
ordo 
om a sequên
ia de Fibona

i, tal 
omo mostrado por Ma
iá [11℄ onde

este apresenta uma análise de ondas que se propagam através de multi
amadas dielétri
as

(FDM). Neste trabalho foi explorado o poten
ial destas estruturas para a 
onstrução de

dispositivos re�etores. Alguns trabalhos foram fo
ados em estudar a lo
alização de ondas

eletromagnéti
as dentro de estruturas de multi
amadas 
om distribuição de índi
es de

Instituto de Físi
a - UFAL



1.3. A Desordem nas Multi
amadas Dielétri
as 20

refração seguindo uma sequên
ia de Fibona

i e assim 
riar bandgap similares aos exis-

tentes em estruturas periódi
as, além de bandgaps omnidire
ionais [12�14℄. Com base

nas estruturas quasi-periódi
as, Nas
imento [15℄ investigou as propriedades fot�ni
as de

um sistema de multi
amadas 
ontendo um 
ristal líquido 
olestéri
o (ChCLs) 
om de-

feito de fase Fibona

iana assim 
omo para uma sequên
ia alternada de 
amadas ChCL

e 
amadas dielétri
as isotrópi
as. Para a obtenção do diagrama 
romáti
o para estas

estruturas foi utilizado o método da matriz 4 × 4 de Berreman.

Em [16℄ Nas
imento também investiga as propriedades de multi
amadas 1D apre-

sentando uma modulação aperiódi
a sobre a sequên
ia de índi
e de refração. Em tal

trabalho, a aperiodi
idade é introduzida 
onsiderando a sequên
ia de índi
es de refração

segundo uma função senoidal 
uja fase φ varia 
omo uma lei de potên
ia, φ ∝ jν , onde

j representa o índi
e da 
amada no �lme dielétri
o e o expoente ν 
ontrola o grau de

aperiodi
idade da estrutura. Foi mostrado que as propriedades de transmissão de uma es-

trutura binária de multi
amadas dielétri
as 
om modulação aperiódi
a sobre a sequên
ia

de índi
es de refração apresenta diferentes 
omportamentos para 
ada grau de aperiodi-


idade. Para o 
aso ν > 1 observa-se uma sequên
ia resultante do tipo pseudo-aleatória,

fazendo 
om que a lo
alização de Anderson dos modos eletromagnéti
os produza um largo

gap no espe
tro de transmissão, estreitando as bandas de transmissão 
entradas pelos

modos ressonantes de Bragg. Por outro lado, quando ν < 1, observa-se uma dependên
ia

não monot�ni
a da média espe
tral da transmissão 
om o expoente de aperiodi
idade,

em que tal 
omportamento é devido a dois efeitos opostos sendo que um está rela
ionado


om o espalhamento nas interfa
es entre 
amadas diferentes.

Por outro lado, temos que a propagação de ondas eletromagnéti
as em meios aleatórios


orresponde ao 
enário ideal da físi
a para apli
ar os 
on
eitos da lo
alização de An-

derson. Assim, em sistemas desordenados 1D, os modos lo
alizados de
aem exponen-


ialmente e, 
omo 
onsequên
ia, a média no ensemble do logaritmo da transmissão so-

bre muitas realizações da desordem normalmente de
ai linearmente 
om o tamanho da
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amostra [17℄. Contudo, o mais simples sistema ópti
o 1D 
orresponde a uma sequên
ia

de �nas 
amadas dielétri
as sem nenhum grau de desordem transla
ional.

Figura 1.4: Espe
tro de transmissão de um �lme binário aleatrio 
om N = 10
2 
amadas.

O inset mostra em detalhes o pi
o de transmissão induzido pela desordem no 
entro da

região de frequên
ia 
orrespondente ao gap fot�ni
o.

Com base nos trabalhos sobre multi
amadas desordenadas [18; 19℄, Nas
imento [17℄

investigou o 
omportamento do espe
tro de transmissão um meio dielétri
o estrati�
ado


omposto de uma sequên
ia binária de 
amadas distribuídas aleatoriamente e seguindo

à 
ondição de re�exão de Bragg. Conforme vemos na Fig. 1.4, a desordem faz surgir

alguns modos os quais estão rela
ionados 
om os estados de ne
kla
e [20; 21℄ resultantes
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da hibridização de estados degenerados lo
alizados em regiões distintas do �lme. Emb-

ora, esses modos se tornem raros 
om o aumento do número de 
amadas, eles dominam

a transmissão média nesta região de frequên
ia, de forma que o espe
tro de transmissão

apresenta um pequeno pi
o no 
entro do gap fot�ni
o. Nota-se que a transmissão média

em torno do modo de 1/2 
omprimento de onda de
ai 
om o aumento do grau de desor-

dem, uma vez que a lo
alização de Anderson é o efeito predominante. A média espe
tral

da transmissão em torno da ressonân
ia de 1/4 de 
omprimento de onda des
reve uma

tendên
ia oposta, ou seja, 
res
endo 
om o aumento do grau de desordem devido ao

surgimento de estados dentro do band gap. A pequena região de modos transmissíveis

é 
entrada no modo de meio 
omprimento de onda. Este modo é 
ompletamente trans-

parente e invisível à desordem. A largura desta banda de
ai 
om o grau de desordem e


om o número de 
amadas, de forma que a média espe
tral da transmissão 
res
e 
om

N1/2. Além disto, o 
omprimento de lo
alização diverge quadrati
amente à medida que

se aproxima da frequên
ia de ressonân
ia.

Em síntese, a estrutura analisada por Nas
imento exibe dois dos 
onhe
idos 
enários

que 
onduzem a violação da lo
alização exponen
ial de Anderson devido a desordem. Em

geral, a propagação de ondas luminosas em multi
amadas desordenadas está submetida

a um pro
esso de espalhamento múltiplo no qual os efeitos de interferên
ia podem de-

sempenhar um importante papel. Isto leva a interessantes fen�menos ópti
os dos quais

o surpreendente é o da lo
alização da luz [3; 22℄. A lo
alização de Anderson foi original-

mente des
oberta para o transporte de elétrons, onde a difusão da auto-função de um

elétron desapare
e quando é aumentada a desordem dentro do 
ondutor. Foi observado

que a interferên
ia entre múltiplas ondas de Shöedinger 
onduz a autofunções lo
alizadas

que de
aem exponen
ialmente 
om a posição [22℄. Sendo um fen�meno de pura interfer-

ên
ia, a lo
alização de Anderson é esperada para o
orrer também para ondas 
lássi
as

tal 
omo a radiação eletromagnéti
a [23℄.
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1.4 Teoria de Es
ala para a Transição de Anderson

O modelo de Anderson e o 
on
eito de lo
alização tem desempenhado importantes

papeis na 
ompreensão de sistemas desordenados. A físi
a dos sistemas desordenados é

um tema vasto, 
om uma extensa literatura. Como as predições para sistemas ópti
os

desordenados se assemelham às obtidas no modelo de Anderson para elétrons não in-

teragentes, os prin
ípios desta teoria servirão de base para interpretação dos resultados

obtidos no modelo de estudo proposto na presente dissertação.

Em 1958, P. W. Anderson utilizou um modelo que permitiu estudar os efeitos da

desordem sobre a função de onda eletr�ni
a. Ele prop�s um modelo variante de �tight-

binding� que in
orpora desordem e admite a possibilidade de uma transição para a lo-


alização. Desde então este modelo �
ou 
omo um paradigma para a des
rição de uma

úni
a partí
ula de sistemas eletr�ni
os desordenados [24℄.

Quantitativamente, para podermos dis
utir o papel da desordem na lo
alização dos

estados eletr�ni
os, 
onsideraremos o modelo de Blo
h 
om poten
ial periódi
o nulo

(U(r) = 0), ou seja, um elétron livre. Assim, se introduzirmos uma úni
a barreira

de poten
ial, a função de onda será par
ialmente transmitida e par
ialmente re�etida

pela barreira. Porém, ao introduzirmos duas barreiras de poten
ial, a função de onda

sofrerá duas re�exões, ou seja, as duas barreiras geram ondas re�etidas e in
identes as

quais podem sofrer interferên
ias que, dependendo da diferença de fase existente, podem

ser 
onstrutivas ou destrutivas. Tais interferên
ias podem mudar bastante o padrão

da função de onda. No 
aso da presença de um poten
ial aleatório, a função de onda

sofrerá várias re�exões as quais não mantêm 
oerên
ia de fase. Estas re�exões 
ausam

interferên
ias destrutivas que induzem uma lo
alização exponen
ial da função de onda. A

função de onda se 
on
entrará numa pequena região e tem valor desprezível em qualquer

outra região do sólido. Neste regime, o sistema estará na fase isolante. Para o 
aso de
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ondas estendidas, onde o elétron apresenta probabilidade de ser lo
alizado em qualquer

sítio da 
adeia, temos a fase metáli
a.

Em 1979, Anderson et al. [25℄ 
onstruíram uma teoria de es
ala para a 
ondutân
ia

generalizada para este modelo obtendo a dependên
ia da transição Metal-Isolante 
om

a dimensão. A 
onsistên
ia deste resultado apresenta quantidades experimentalmente

testáveis que foram baseadas em um novo pro
esso de interferên
ia 
om muitos 
orpos

que explorava o pro
esso de lo
alização. Este resultado obtido por Anderson et al. foi

um dos tema que atraiu bastante a atenção dos 
ientistas no �nal da dé
ada de 70.

A hipótese bási
a desta teoria é que a 
ondutân
ia generalizada g 
ontrola a transição

de estado estendido para lo
alizado em T = 0. A teoria de es
ala foi utilizada na

reformulação do Modelo de Anderson feita por Thouless em que as unidades bási
as agora

são 
aixas de volume ld que 
ontém muitos sítios, sendo que um sólido é 
onstituído de

várias 
aixas a
opladas entre si [26℄.

Assim sendo, as energias 
ara
terísti
as W e t, do modelo proposto por Anderson,

são mapeadas respe
tivamente no espaçamento médio entre os níveis de energia ∆E e

no deslo
amento δE 
ausado por mudanças nas 
ondições de 
ontorno. Com base no

prin
ípio da in
erteza, um forte argumento é que no limite ma
ros
ópi
o δE 
one
ta 
om

a 
ondutividade σ.

Por meio do prin
ípio da in
erteza pode-se estabele
er que:

δ =
~

tD
(1.15)

onde tD = L2/D é o tempo ne
essário para um pa
ote de onda eletr�ni
o difundir até

os 
ontornos de uma 
aixa de aresta L, onde D é a 
onstante de difusão. Da relação de

Einstein entre a 
ondutividade e as propriedades de difusão (σ = e2Dn(E)) temos:

δE =
σ~

e2(L2n(E))
(1.16)
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A densidade de estados média pode ser es
rita 
omo função do espaçamento médio entre

os níveis n(E) = 1/(L2n(E)). Assim, temos que a razão ∆E/δE é uma medida da

força da desordem no sistema em analogia 
om a razão W/t no modelo de Anderson

tradi
ional. Contudo, os estados estendidos são sensíveis a mudanças nas 
ondições de


ontorno (δE > ∆E) enquanto que os estados lo
alizados não são (δE < ∆E). Desta

forma, a 
ondutân
ia generalizada de�nida por (g(L) ≡ δE
∆E ) será:

g(L) = (~/e2
)σLd−2. (1.17)

Ou seja, a teoria de es
ala inspe
iona a dependên
ia de g(L) 
om o 
omprimento de es
ala

utilizado. Sendo g0 = δE(L0)/∆E(L0) a 
ondutân
ia generalizada para um sistema


omposto de 
aixas a
opladas de volume Ld
0, a teoria de es
ala assegura que, dado g0

em uma es
ala de 
omprimento L0, podemos obter g numa es
ala maior L = L0b. Nessa

nova es
ala L0b, a 
ondutân
ia g é 
ompletamente determinada pelo valor anterior de g0

e pelo fator b. A partir da função β(g), o 
omportamento de es
ala da função g pode ser

es
rito 
omo:

β(g) =
d ln g(L)

d lnL
(1.18)

Temos que, para β > 0, g 
res
e 
om o aumento de L enquanto que para β < 0, g

de
res
e 
om o 
res
imento de L. O 
omportamento qualitativo de β(g) está representado

na �gura 1.5, 
onforme proposto por Abrahams et al [25℄.

Da eq. (1.17), vemos que o 
omportamento qualitativo da função β(g) pode ser

determinado a partir dos seus limites assintóti
os, ou seja para g −→ ∞, temos:

lim
g−→∞

β(g) = d − 2 (1.19)
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Figura 1.5: Comportamento qualitativo de β(g) para d = 1, 2 e 3 na teoria de es
ala

apresentada por Abrahans, Anderson, Li

iardello e Ramakrishnan

Assim, β(∞) é +1 para d = 3, 0 para d = 2 e −1 para d = 1, 
onforme a �gura 1.5.

No 
aso em que g é pequeno, isto é, no limite de fra
o a
oplamento e forte desordem,

o teorema de Anderson prevê que os estados eletr�ni
os são lo
alizados e de
aem expo-

nen
ialmente 
om a distân
ia. Nos 
ontornos de uma 
aixa de aresta L, a amplitude da

função de onda de um elétron lo
alizado dentro da 
aixa é da ordem de e−γL, onde γ é

o expoente de Lyapunov (o inverso do 
omprimento de lo
alização λ).

Porém, o a
oplamento entre as 
aixas também de
aem exponen
ialmente 
om L, tal

que g(L) ∝ e−γL. Assim, da eq. (1.5) temos:

lim
g−→0

β(g) = ln g (1.20)
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Assim, β(g) se aproxima de −∞ para g −→ 0 independente da dimensão. Admitindo que

β(g) tenha variação lenta e monot�ni
a entre os limites g −→ ∞ e g −→ 0, na �gura 1.5,

temos que as setas do diagrama de �uxo sobre as 
urvas representam a direção em que g

sofre variações quando L 
res
e. Para d = 1 e d = 2 as setas indi
am que g sempre diminui


om o 
res
imento de L. Em d = 3 temos dois 
omportamentos, isto é, abaixo de um


erto gc (β(g) < 0) as setas do diagrama de �uxo indi
a que o 
res
imento de L impli
a

a redução da 
ondutân
ia e a
ima de gc (β(g) > 0) temos o 
omportamento inverso.

Neste diagrama, o ponto (gc, β(gc) = 0) é 
hamado de ponto �xo instável. Tal diagrama

expressa 
laramente a dependên
ia da transição de Anderson 
om a dimensão: em 1d e

2d não existe transição metal-isolante, 
om a 
ondutividade indo sempre a zero quando

l −→ ∞; em 3d exite uma transição metal-isolante. Entretanto, o 
omportamento 
ríti
o

que parte desta transição em 3d também foi obtido a partir da teoria de es
ala [27℄. Para

o 
omprimento de lo
alização λ, próximo da energia 
inéti
a de transição (mobility edge)

apresenta um 
omportamento tipo lei de potên
ia, ou seja, λ ∝ (E−Ec)
−ν 
om expoente

ν ≈ 1.57 [28�31℄.

As des
obertas feitas por Anderson propor
ionaram um melhor entendimento so-

bre as propriedades de 
ondução da matéria. No 
aso de um sólido que se en
ontra a

temperatura nula e des
onsiderando ligações 
om outros graus de liberdade, 
omo por

exemplo f�nons, ou interações mútuas, uma partí
ula que se en
ontra exponen
ialmente

lo
alizada não apresenta parti
ipação no pro
esso de 
ondução, pois só há probabilidade

dela ser en
ontrada em uma região �nita do sólido, enquanto que, em um estado es-

tendido, a partí
ula se torna intinerante, isto porque apresenta probabilidade �nita de

ser en
ontrada em qualquer sítio da rede. Como 
onsequên
ia disso, temos que se só

existirem estados lo
alizados próximos à energia de Fermi o sistema será um isolante,

ou seja, no limite de T = 0K, a 
ondutividade DC (limite de baixa frequên
ia para a


ondutividade linear) será nula. Porém, 
aso estes estados se apresentem estendidos, esta


ondutividade será �nita e o sistema se torna um 
ondutor. A
ima de 0K, o fen�meno
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da 
ondutividade é expli
ado por ex
itações térmi
as. O modelo proposto por Anderson

é 
onsiderado atualmente a estratégia mais e�
iente para estudar os efeitos da desordem

sobre as propriedades de transporte eletr�ni
o.

Com base na teoria dos sistemas desordenados, muitos fen�menos foram expli
ados

tal 
omo o Efeito Hall quantizado, que está asso
iado à presença de elétrons em esta-

dos lo
alizados quando o material é submetido a um 
ampo magnéti
o externo [32℄. Os

sistemas ma
ros
ópi
os 
omo as ondas eletromagnéti
as ou ondas me
âni
as em meio

líquido, bem 
omo nos sistemas quânti
os, apresentam diversas propriedades de lo
al-

ização ao serem submetidas a algum tipo de desordem e tem uma vasta apli
abilidade

teóri
a [33; 34℄.

1.5 As Correlações no Modelo de Anderson

Foi previsto pela teoria de es
ala que todos os estados eletr�ni
os são lo
alizados para

sistemas de baixa dimensionalidade d ≤ 2, para qualquer grau de desordem. Sistemas

de dimensão d = 3 apresentam uma transição metal-isolante 
ontrolada pelo grau de

desordem W . Porém, muitos trabalhos indi
am que sistemas de baixa dimensionalidade

podem apresentar uma transição metal-isolante, 
ontrariando o resultado obtido pela

teoria de es
ala proposta pelo modelo de Anderson original. Isto é obtido através da

in
lusão de 
orrelações de algum tipo na distribuição da desordem. Desta forma, o

interesse por modelos unidimensionais 
om desordem 
orrela
ionada vem 
res
endo, uma

vez que 
orrelações nos poten
iais aleatórios podem afetar profundamente as propriedades

de lo
alização eletr�ni
a. Entretanto, essas 
orrelações podem ser de dois tipos: de 
urto

al
an
e e de longo al
an
e.

Theodorou e Cohen [35℄ mostraram que para 
ertos modelos 
om hamiltoniano tight-

binding 
om desordem fora da diagonal do hamiltoniano, os estados no 
entro da banda
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de energia eram estendidos. Por outro lado, Fleishman et. al. mostraram que o 
ompri-

mento de lo
alização diverge ao estudarem a natureza dos estados de energia zero, em

sistemas 1D 
om desordem nos termos fora da diagonal [36℄. A desordem induz uma

lo
alização fra
a da função de onda, diferindo do modelo de Anderson original onde as

funções de onda são lo
alizadas exponen
ialmente.

Em 1989, Flores mostrou num modelo 
om hamiltoniano tight-binding tipo Anderson,


om energias ǫi de 
ada sítio e termos de hopping aleatórios, que é possível apresentar

uma energia 
ríti
a Ec onde o estado permane
e estendido, 
aso estas desordem sejam


orrela
ionadas [37℄. Dunlap et. al. estudaram modelos 
om desordem 
orrela
ionada

tanto no poten
ial de 
ada sítio quanto nos termos de hopping, mostrando que pode haver

uma deslo
alização de um pa
ote de onda eletr�ni
a ini
ialmente lo
alizada, independente

da dimensão do sistema [38℄.

Em 1990, Dunlap [39℄ et. al. estudaram 
adeias 1D de dímeros aleatórios utilizando o

hamiltoniano tight-binding, 
om duas energias aleatórias ǫa e ǫb e um termo de hopping


onstante V , responsável pelo trasporte entre primeiros vizinhos. Neste modelo, foi


onsiderado que as energias dos sítios são postas ao a
aso na rede e aos pares 
om

probabilidade q e 1 − q, respe
tivamente. Para uma partí
ula ini
ialmente lo
alizada, o

deslo
amento quadráti
o médio 
res
e 
om t3/2 desde que −2V < ǫa−ǫb < 2V e a difusão

o
orre quando ǫa − ǫb = ±2V . Este modelo apresenta um modo ressonante no qual o

dímero se torna transparente. Neste 
aso, um fato mar
ante deste tipo de ressonân
ia é

a divergên
ia do 
omprimento de lo
alização ξ 
om |E − E0|
−2.

Os estados eletr�ni
os para o modelos de Anderson 1D 
om desordem 
orrela
ionada

têm sido amplamente estudados, uma vez que estes apresentam propriedades não usuais.

Nos modelos de baixa dimensionalidade, a presença de desordem de 
urto al
an
e induz

o apare
imento de 
ertas energias ressonantes 
ujos estados eletr�ni
os são estendidos.

Entretanto, se a 
orrelação na desordem é de longo al
an
e, é possível o
orrer uma

transição metal-isolante em uma dimensão [40; 41℄. Vários trabalhos tem sido realizados
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mostrando que esses sistemas unidimensionais apresentam uma transição de Anderson,


om mobility edges separando estados estendidos e lo
alizados.

Lyra e de Moura [40℄ estudaram a natureza dos estados eletr�ni
os num modelo de

tight-binding unidimensional 
om as energias dos sítios apresentando desordem 
orrela-


ionada de longo al
an
e e amplitudes de hopping não aleatórias. As energias dos sítios

des
revem o traço do movimento browniano fra
ionário 
om uma densidade espe
tral

espe
i�
ada por S(k) ∝ 1
kα . Usando uma té
ni
a do grupo de renormalização, eles

mostraram que para sequên
ias de energias 
orrela
ionadas de longo al
an
e 
om in
re-

mentos persistentes (α > 2), o 
oe�
iente de Lyapunov desapare
e dentro de um intervalo

�nito de valores de energia revelando a presença de uma transição metal-isolante 
omo

no modelo de Anderson original. Dependendo do expoente α, ou seja, quando o desvio

padrão da energia é igual ao termo de hopping entre primeiros vizinhos e α < 2, então

todos os estados eletr�ni
os permane
em lo
alizados. Para α > 2, os estados estendidos

surgem no 
entro da banda, separados dos estados lo
alizados por dois mobility edges.

Vários outros modelos de baixa dimensionalidade têm sido propostos, onde a desordem

possui 
orrelação de longo al
an
e [42�46℄.

Hilke introduziu no modelo de Anderson desordem diagonal diluída [47℄, ou seja, o

modelo 
onsistia de duas 
adeias interpenetrantes, uma delas 
omposta de poten
iais

aleatórios e a outra 
omposta de segmentos não aleatórios de poten
iais 
onstantes. De-

vido à periodi
idade, energias ressonantes espe
iais surgiam, as quais estão rela
ionadas

à rede não aleatória. O número de energias ressonantes é independente do tamanho

do sistema e, portanto, foi 
onje
turado que estes estados ressonantes estendidos não

deveriam ter qualquer in�uên
ia nas propriedades de transporte. Um modelo simples

para uma liga binária de 
ompostos semi
ondutores, onde impurezas são 
olo
adas em

sub-redes, demostrou analiti
amente e numeri
amente a existên
ia de estados estendidos

no 
entro da banda [48℄. O modelo de Anderson diluído foi estendido para in
luir uma

função geral de diluição que de�ne as energias dentro de 
ada segmento não aleatório [49℄.
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Usando uma abordagem de dizimação, foi demonstrado que o número de modos depende

do tamanho do segmento diluidor e das propriedades de simetria da função diluidora.

De Moura et. al. demonstraram que o surgimento de estados estendidos neste modelo

promove um alargamento sub-difusivo de um pa
ote de onda ini
ialmente lo
alizado [50℄.

Atualmente, a propagação de ondas eletromagnéti
as em meios aleatórios 
orresponde

ao 
enário físi
o ideal para apli
ar os 
on
eitos de lo
alização de Anderson, desde que fó-

tons são 
ertamente partí
ulas não interagentes. Neste trabalho, nós iremos apli
ar estes


on
eitos para estudar as propriedades de transmissão de ondas eletromagnéti
as através

de estruturas dielétri
as 
om desordem diluída. Para isto, iremos ini
ialmente des
rever

o formalismo da matriz de transferên
ia que será a prin
ipal ferramenta utilizada para

a obtenção do espe
tro de transmissão destas estruturas. Posteriormente, iremos apli
ar

este formalismo ao estudo de multi
amadas binárias e ter
iárias.
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Capítulo 2

A Matriz de Transferên
ia

O Estudo de multi
amadas tem atraido interesse 
res
ente nos últimos anos, devido ao

seu poten
ial uso 
omo revestimento ópti
o bem 
omo em eletrodos 
ondutores transpar-

ente em dispositivos optoeletr�ni
os tais 
omo telas planas, transistores e 
élulas solares

de �lmes �nos. Em parti
ular, uma importante propriedade ópti
a dos �lmes �nos nas


élulas solares está no aumento da absorção nas proximidades do band gap, que pode

permitir uma redução na espessura da 
élula. Consequentemente, a habilidade de prever

e ajustar essas propriedades na interfa
e de semi
ondutores pode 
ontribuir gradativa-

mente para reduzir o 
usto de 
élulas solares de �lme �no. O desenvolvimento de um

método geral que permite o estudo da resposta ópti
a de sistemas de multi
amadas

é de fundamental importân
ia para o desenvolvimento de dispositivos optoeletr�ni
os

mais e�
ientes. Portanto, neste 
apítulo será apresentado o formalismo da matriz de

transferên
ia que nos auxiliará na obtenção das propriedades de transmissão de ondas

eletromagnéti
as num sistema 
omposto de multi
amadas dielétri
as.

32
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2.1 Formalismo da Matriz de Transferên
ia

O formalismo da Matriz de Transferên
ia é parti
ularmente interessante para 
al
ular

o espe
tro de transmissão de ondas eletromagnéti
as em meios dielétri
os estrati�
ados


omo por exemplo nas multi
amadas dieletri
as [17℄ por resumir-se à produto de matrizes,

que do ponto de vista 
omputa
ional é de fa
il operação.

Assim sendo, 
onsideremos uma onda eletromagnéti
a plana 
om dependên
ia tem-

poral harm�ni
a propagando num meio estrati�
ado, ou seja, um meio que apresenta

mudanças em seu aspe
to físi
o ao longo de uma dada direção, enquanto que nas demais

o meio mantém suas propriedades 
onstantes. Denominamos de modo TE (transverse

eletri
) o 
aso de uma onda eletromagnéti
a 
om polarização linear tal que o 
ampo

elétri
o seja perpendi
ular ao plano de in
idên
ia. No 
aso de um 
ampo magnéti
o

perpendi
ular ao plano de in
idên
ia, temos o modo TM (transverse magneti
). Desta

forma, para qualquer polarização arbitrária podemos separar a onda em duas, sendo uma

delas do tipo TE e a outra do tipo TM e tratá-las de maneira independente. Sabemos

que para um meio ausente de 
argas livres e densidade de 
orrente nula, as equações de

Maxwell não sofrem mudanças quando permutamos E e H, e ǫ e −µ. Isto nos informa

que para qualquer resultado rela
ionado ao modo TE pode ser deduzido também para o

modo TM desta permutação.

Assim, tomando o plano de in
idên
ia 
omo sendo yz e sendo z a direção de es-

trati�
ação, para uma onda em modo TE, Ey = Ez = 0, as equações de Maxwell são

reduzidas às equações es
alares abaixo, onde assumimos uma dependên
ia temporal do

tipo exp(−iωt):

∂Hz

∂y
−

∂Hy

∂z
+

iǫµ

c
Ex = 0 (2.1a)

∂Hx

∂z
−

∂Hz

∂x
= 0 (2.1b)

∂Hy

∂x
−

∂Hx

∂y
= 0 (2.1
)
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Figura 2.1: Representação de uma onda eletromagnéti
a in
idente

iωµ

c
Hx = 0 (2.2a)

∂Ex

∂z
−

iωµ

c
Hy = 0 (2.2b)

∂Ex

∂y
−

iωµ

c
Hz = 0 (2.2
)

Substituindo as relações (2.2b) e (2.2
) em (2.1a), podemos eliminar Hy e Hz, obte-
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mos:

∂2Ex

∂y2
+

∂2Ex

∂z2
+ n2k2

0Ex =
d(log µ)

dz

∂Ex

∂z
(2.3)

onde n2
= ǫµ e k0 =

ω
c =

2π
λ0
.

Utilizando o método da separação de variáveis, podemos resolver a equação (2.3).

Assim, vamos supor uma função que é produto de duas outras, uma dependendo apenas

de y e a outra dependendo apenas de z:

Ex(y,z) = Y (y)U(z) (2.4)

Substituindo (2.4) em (2.3), obtemos:

1

Y

d2Y

dy2
= −

1

U

d2U

dz2
− n2k2

0 +
d(log µ)

dz

1

U

dU

dz
(2.5)

Como o termo do lado esquerdo é função apenas de y e o da direita depende apenas de

z, podemos igualar 
ada termo a uma 
onstante (−K2), ou seja,

1

Y

d2Y

dy2
= −K2 (2.6)

1

U

d2U

dz2
−

d(log µ)

dz

1

U

dU

dz
+ n2k2

0 = K2
(2.7)

Por 
onveniên
ia, assumimos que K = k2
0α

2, desta forma a solução de (2.6) será:

Y = Ceik2

0
αy

(2.8)
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Consequentemente, Ex será:

Ex = U(z)ei(k0αy−ωt) (2.9)

Das equações (2.2b) e (2.2
) vemos que Hy e Hz são dadas por expressões semelhantes,

Hy = V (z)ei(k0αy−ωt) (2.10)

Hz = W (z)ei(k0αy−ωt) (2.11)

Temos que as funções U(z), V (z) e W (z) em geral são funções 
omplexas. Assim,

de a
ordo 
om (2.1a), (2.2b) e (2.2
), as amplitudes U , V e W são rela
ionadas pelas

seguintes equações:

dV

dz
= ik0[αW + ǫU ] (2.12a)

dU

dz
= ik0µV (2.12b)

αU + µW = 0 (2.12
)

Eliminando W da equação (2.12a) por meio da equação (2.12
) obtemos, juntamente


om (2.12b), o sistema de equações par
iais para U e V :

dU

dz
= ik0µV (2.13)

dV
dz = ik0(ǫ −

α2

µ )U
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Desa
oplando as equações obtemos para U e V as seguintes equações:

d2U

dz2
−

d(log µ)

dz

U

z
+ k2

0(n
2 − α2

)U = 0 (2.14)

d2V

dz2
−

d(log(ǫ − α2

µ ))

dz

dV

dz
+ k2

0(n
2 − α2

)V = 0 (2.15)

Em geral U , V e W são funções 
omplexas de z. As superfí
ies de amplitude 
onstante

de Ex são dadas por |U(z)| = cte, enquanto que a superfí
ie de fase 
onstante (
o-fasal)

é obtida pela equação

ϕ(z) + k0αy = cte

onde ϕ(z) é a fase de U . Os dois 
onjuntos, em geral, não 
oin
idem (onda inomogênea).

Para um pequeno deslo
amento (dy,dz) ao longo da superfí
ie 
o-fasal temos: φ′
(z)dz +

k0αdy = 0. Portanto, se θ denota o ângulo entre a normal à superfí
ie 
o-fasal e a direção

OZ temos:

tan θ = −
dz

dy
=

k0

φ′(z)
(2.16)

No 
aso espe
ial, quando a onda é uma onda plana homogênea,

φ(z) = k0nz cos θ , α = n sin θ (2.17)

φ(z) = k0nz cos θ, α = n sin θ. A 
ondição imposta de que , K2
= k2

0α
2, pode ser


onsiderado 
omo uma generalização da lei de Snell da refração para o meio estrati�
ado.

Desde que as funções U(z) e V (z) satisfazem uma equação diferen
ial linear de segunda

ordem, segue que U e V podem ser expressas 
omo uma 
ombinação linear de duas

soluções parti
ulares, ou seja, U1, U2 e V1, V2. Essas relações não podem ser arbitrárias,
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elas devem ser a
opladas pela equação diferen
ial de primeira ordem (eq. 13)

U ′

1 = ik0µV1 U ′

2 = ik0µV2

V ′

1 = ik0

(

ǫ − α2

µ

)

U1 V ′

2 = ik0

(

ǫ − α2

µ

)

U2

(2.18)

Destas relações, segue-se que:

V1U
′

2 − U ′

1V2 = 0 , U1V
′

2 − V ′

1U2 = 0

tal que

d
dz (U1V2 − V1U2) = 0

Esta relação impli
a que o determinante

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

U1 V1

U2 V2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(2.19)

asso
iado 
om duas soluções parti
ulares de (2.13) é 
onstante, isto é, que D é uma

invariante do nosso sistema de equações.

Para o nosso propósito, a es
olha mais 
onveniente das soluções parti
ulares é:

U1 = f(z), U2 = F (z)

V1 = g(z), V2 = G(z)

(2.20)

tal que,

f(0) = G(0) = 0 e F (0) = G(0) = I (2.21)
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Assim, podemos expressar U(0) = U0 e V (0) = V0 da seguinte forma:

U = FU0 + fV0

V = GU0 + gV0

(2.22)

ou na seguinte notação matri
ial

Q = NQ0 (2.23)

onde

Q =







U(z)

V (z)






Q0 =







U0

V0






N =







F (z) f(z)

G(z) g(z)






(2.24)

Por 
onta da relação D = cte, o determinante da matriz quadrada é uma 
onstante.

O valor dessa 
onstante pode ser imediatamente en
ontrado tomando z = 0

|N | = Fg − fG = 1 (2.25)

Geralmente é mais 
onveniente expressar U0 e V0 
omo funções de U(z) e V (z). Resol-

vendo para U0 e V0, obtemos:

Q0 = MQ (2.26)

onde,

M =







g(z) −f(z)

−G(z) F (z)






(2.27)

Esta matriz também é unimodular (|M | = 1).
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O signi�
ado de M é 
laro: ele rela
iona as 
omponentes x e y do 
ampo elétri
o (ou

magnéti
o) no plano z = 0 
om as 
omponentes de um plano arbitrário z = cte. Vemos

que 
onhe
imento de U e V é su�
iente para des
rever 
ompletamente o 
ampo. Assim,

para determinar a propagação de uma onda plana mono
romáti
a através de um meio

estrati�
ado, este meio pre
isa ser espe
i�
ado por uma matriz 2×2 unimodular M . Por

esta razão, M é denominada matriz 
ara
terísti
a do meio estrati�
ado.

Considerando o 
aso mais simples de um meio dielétri
o homogêneo, onde ǫ, µ e n são


onstantes. Para uma onda TE, as equações (2.14) e (2.15) assumem a seguinte forma:

d2U
dz2 + (k2n2

cos
2 θ)U = 0

d2V
dz2 + (k2n2

cos
2 θ)V = 0

(2.28)

onde θ é o ângulo entre a direção de propagação da onda e o eixo z. A solução destas

equações, sujeita à relação (2.13), são dadas por:

U(z) = A cos(k0nz cos θ) + B sin(k0nz cos θ)

V (z) =
1
i

√

ǫ
µ cos θB cos(k0nz cos θ) − A sin(k0nz cos θ)

(2.29)

Portanto, as soluções parti
ulares de (2.20) que satisfazem às 
ondições de 
ontorno

(2.21) são:

U1 = f(z) =
i

cos θ

√

µ
ǫ sin(k0nz cos θ)

V1 = g(z) = cos(k0nz cos θ)

U2 = F (z) = cos(k0nz cos θ)

V2 = G(z) = i
√

ǫ
µ cos θ sin(k0nz cos θ)

(2.30)
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Chamando

p =

√

ǫ

µ
cos θ (2.31)

Assim, podemos es
rever a matriz 
ara
aterísti
a da seguinte forma:

M(z) =







cos(k0nz cos θ) − i
p sin(k0nz cos θ)

−ip sin(k0nz cos θ) cos(k0nz cos θ)






(2.32)

No 
aso de uma onda TM, as equações são mantidas, porém 
om a mudança de p por:

q =

√

µ

ǫ
cos θ (2.33)

Na interfa
e de dois meios dielétri
os, os 
ampos apresentam 
omponentes 
ontínuas,

tal que para um �lme formado por N 
amadas dielétri
as homogêneas, a relação entre

os 
ampos elétri
o e magnéti
o na primeira interfa
e 
om os da última interfa
e pode ser

es
rito pelo produtório das matrizes 
ara
terísti
as:

Q0 = M1.M2.M3...MN−1.MN .Q (2.34)

onde Mi representa a matriz 
ara
terísti
a (2.32) da i-ésima 
amada.

2.2 Coe�
ientes de Transmissão e Re�exão

Os 
oe�
ientes e Transmissão (T ) e Re�exão (R) medem a fração da energia in
idente

que é transmitida e re�etida respe
tivamente. Assim, 
onsideramos uma onda plana

in
idindo sobre um meio estrati�
ado que se estende desde z = 0 para z = z1 e que é

limitado por 
ada lado por um meio semi-in�nito e homogêneo. Seja A, R e T as am-

plitudes (provavelmente 
omplexas) do vetor 
ampo elétri
o da onda in
idente, re�etida
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e transmitida, ǫ1, µ1 e ǫl, µl a 
onstante dielétri
a e a permeabilidade magnéti
a na

primeira e da última 
amada, e θ1 e θl os ângulos entre a direção de propagação das

ondas in
idente e transmitida 
om direção de estrati�
ação z.

Ao longo das interfa
es que separa dois meios adja
entes, as 
omponentes tangen
iais

~E e ~H devem ser 
ontínuas, satisfazendo a seguinte relação:

~H =

√

ǫ

µ
û × ~E (2.35)

onde ~u é um versor que aponta para direção de propagação da onda. Desta forma,

obtemos a seguinte relação para uma onda TE.

U0 = A + R, U(zl) = T

V0 = p1(A − R), V (zl) = plT
(2.36)

Onde,

p1l =

√

ǫ1l

µ1l
cos θ1l (2.37)

As quatro quantidades dadas por (2.36) são 
one
tadas pela relação (2.26), logo

A + R = (m′

11 + m′

12pl)

pl(A − R) = (m′

21 + m′

22pl)T
(2.38)

onde m′

ij são os elementos da matriz 
ara
terísti
a do meio.

Da relação (2.38) obtemos os 
oe�
ientes de re�exão e transmissão do �lme:

r =
T

A
=

(m′

11 + m′

12pl)p1 − (m′

21 + m′

22pl)

(m′

11 + m′

12pl)p1 + (m′

21 + m′

22pl)
(2.39)
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t =
T

A
=

2p1

(m′

11 + m′

12pl)p1 + (m′

21 + m′

22pl)
(2.40)

Em termos de r e t, a re�etividade e a transmitividade são:

R = |r|2, T =
pl

p1
|t|2 (2.41)

Para uma onda TM as equações podem ser obtidas a partir de (2.39) e (2.40) substi-

tuindo p1 e pl por:

q1l =

√

µ1l

ǫ1l
cos θ1l (2.42)

visto que neste 
aso, r e t passam a ser razões da amplitude do 
ampo magnéti
o, e não

do 
ampo elétri
o em si.

Nos 
apítulo seguintes iremos utilizar o método da matriz de transferên
ia para de-

terminar as propriedades de transmissão de uma onda eletromagnéti
a in
idindo per-

pendi
ularmente sobre um sistema de multi
amadas dielétri
as que apresenta desordem

diluída em sua estrutura.
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Capítulo 3

Efeitos da Desordem Diluída em

Multi
amadas Dielétri
as Binárias

3.1 Introdução

O 
on
eito de 
ristal fot�ni
o seguido das ideias de Yablonovi
h [3℄ e John [51℄ têm

sido utilizado para desenvolver materiais que podem afetar as propriedades de fótons

da mesma forma que materiais semi
ondutores afetam elétrons. Como a transmissão

de ondas eletromagnéti
as também apresenta efeitos de interferên
ia, esses sistemas são

apropriados para des
rever o �uxo de luz. Ondas luminosas em estruturas desordenadas

sofrem espalhamentos múltiplos que podem ser 
onsiderados 
omo um tipo de transporte

difusivo. Assim, Khalfoun et. al. investigaram a propagação de ondas luminosas numa

estrutura de multi
amadas 
onstituída por 
amadas de defeitos e 
amadas hospedeiras

de mesmo 
aminho ópti
o, ou seja, sendo válida a 
ondição de Bragg, demonstrando 
om

isso a existên
ia de um novo regime balísti
o [52℄.

Com base nas idéias de 
amadas hospedeiras propostas por Khalfoun, no presente
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apítulo iremos investigar as 
ara
terísti
as espe
trais de um sistema de multi
amadas


om desordem diluída. Assumimos que este sistema seja formado por dois substratos,

isto é, um substrato formado por N/2 
amadas de espessura dA e índi
e de refração

nA o
upando os sítios de índi
e ímpar e um substrato desordenado formado por N/2


amadas de dois tipos distintos de índi
e refração nA e nB, que satisfazem a 
ondição de

Bragg, (nAdA = nBdB) o
upando os sítios de índi
e par. Neste substrato desordenado,

as 
amadas são inseridas 
om probabilidade p para 
amadas de índi
e de refração nB e

probabilidade 1 − p para 
amadas de índi
e de refração nA. Deste modo, para p = 0 o

sistema se 
omporta 
omo uma 
amada úni
a de espessura NdA e índi
e de refração nA e

para p = 1 retomamos um sistema de multi
amadas binárias alternado. O sistema apre-

senta o maior grau de desordem para p = 0.5, onde o substrato desordenado apresentará

uma distribuição aleatória e de mesma proporção das duas 
omponentes 
onstituintes

do sistema. Mesmo nesta situação, o sistema apresenta alguma 
ara
terísti
a de peri-

odi
idade devido à presença do substrato hospedeiro, o que pode levar as propriedades

espe
trais do �lme a apresentar um 
omportamento híbrido diferen
iado do obtido em

sistemas de multi
amadas binárias aleatórias.

Para investigar tais 
ara
terísti
as, foi apli
ado o formalismo da matriz de transfer-

ên
ia visto no Capítulo 2.

3.2 Resultados

Para investigar as 
ara
terísti
as espe
trais deste sistema de multi
amadas 
om desordem

diluída, ini
ialmente 
al
ulamos o espe
tro de transmissão para diferentes valores de p

para um sistema 
omposto de N = 1000 
amadas. Assumimos que o substrato hospedeiro

é formado por 
amadas dielétri
as isotrópi
as de índi
e de refração nA = 1.0 e o substrato

binário aleatório 
onstituído por 
amadas 
om índi
e de refração nA = 1.0 e nB = 1.5.

A espessura das 
amadas foram tomadas de maneira a satisfazer a 
ondição de Bragg

Instituto de Físi
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Figura 3.1: Representação esquemáti
a de um �lme de multi
amadas dielétri
as 
om

desordem diluída onde as 
amadas de 
or verde representam as de índi
e de refração nA

e as 
amadas de 
or vermelha representam as de índi
e de refração nB. Nos sítios de

índi
e par as 
amadas são inseridas 
onforme o valor forne
ido a variável p

nAdA = nBdB = λ0. Na �gura 3.2 apresentamos o espe
tro de transmissão para p = 0.25,

0.50, 0.75 e 1.00 
al
ulado sobre 100 amostras.

Para p = 0, o sistema se 
omporta 
omo uma úni
a 
amada de espessura NdA e


onsequentemente todo o espe
tro é transparente. Ao introduzirmos impurezas na estru-

tura 
om o aumento do valor de p, observamos mudanças no espe
tro 
om o surgimento

de pseudo-gaps e bandas de transmissão, 
ara
terísti
o de um sistema de multi
amdas

aleatório. Para p = 0.25, 0.50 e 0.75, a presença da desordem 
ria um pseudo-band-gap


entrado nos modos 
ujo 
omprimento de onda equivale à 1/4 do 
aminho ópti
o das


amadas, este modo é portanto denominado de "quarto de 
omprimento de onda"(�gura

3.2a). Já os modos de transmissão são 
entrados em modos 
ujo 
omprimento de onda

equivalem à metade do 
aminho ópti
o das 
amadas, os 
hamados modos de "meio 
om-

primento de onda". Para estes modos o sistema se apresenta totalmente transparente.
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Figura 3.2: Espe
tro de transmissão para (a) p = 0.25, (b) 0.50, (
)0.75 e (d) 1.00.

Ex
eto para o 
aso p = 1.00, o sistema apresenta um 
omportamento similar ao obtido

para um sistema de multi
amadas periódi
as binária. Os insets nas �guras mostram o

de
aimento da transmissão no 
entro do pseudo-gap.

Esta 
ara
terísti
a se deve ao fato de que para esta frequên
ia em parti
ular, a matriz de

transferên
ia de todas as 
amadas se tornam identidades em módulo, mantendo o 
ampo
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elétri
o na primeira 
amada igual ao da última. Na 
on�guração de maior aleatoriedade

p = 0.5, a lo
alização de Anderson da luz se torna mais evidente, 
omo 
onsequên
ia ob-

servamos uma redução do 
omprimento da banda de transmissão e 
onsequente aumento

da largura dos pseudo-band-gap. Para p > 0.5, a distribuição de 
amadas se aproxima do

modelo de multi
amadas binárias alternadas (p = 1.0), o que signi�
a uma redução no

grau de desordem e 
onsequente redução da região do pseudo band gap, 
omo observado

no grá�
o para p = 0.75. Finalmente obtemos a bem 
onhe
ida estrutura de bandas

que 
ara
teriza um 
ristal fot�ni
o para o 
aso p = 1.0, onde a largura dos band-gaps é

determinada pelo 
ontraste dos índi
es de refração (|nA − nB|).

Em 
omparação 
om o modelo de multi
amadas aleatórias binário [17℄, o espe
tro de

transmissão mostrado a
ima em geral apresenta um 
omportamento semelhante. Note-

mos no entanto a ausên
ia da ressonân
ia de quarto de 
omprimento de onda observado

em [17℄ para o modelo 
om desordem diluída. De fato, para este valor de frequên
ia,

pares de 
amadas do mesmo tipo se tornam transparentes e essa situação o
orre para

qualquer valor de p menor do que 1, prin
ipalmente nas situações de baixa 
on
entração

de 
amadas do tipo B (p pequeno). Podemos quantizar esta situação notando que um

número N(p− 1)/2 de pares AA são formados e portanto serão transparentes à in
idên-


ida do modo de quarto de 
omprimento de onda. Dizimando virtualmente estes pares,

o �lme 
omo um todo resultará em uma sequên
ia alternada efetiva de pN/2 pares de


amadas AB. Como este modo 
ara
teriza o 
entro do band gap de uma sequên
ia al-

ternada, o espe
tro apresentará nesta região modos de transmissividade nula, 
onforme

mostra os in sets da �gura 3.2. No modelo 
om desordem binária, pares de 
amadas

iguais podem a
onte
er em qualquer par de sítios e pode ser tanto 
om 
amadas do tipo

A 
omo do tipo B, esta ausên
ia de vín
ulos faz 
om que o sistema efetivo para esta

frequên
ia apresente um tamanho bem menor, o que leva ao surgimento de modos de

transmissividade não nula devido à efeitos de tamanho �nito. Para �ns de apli
ação em

�ltro ópti
o, a ausên
ia dessas ressonân
ias apresenta uma vantagem sobre os sistemas
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de multi
amadas aleatórios, uma vez que o band gap pre
isa apresentar uma grande


apa
idade de re�exão.

Devido à natureza aleatória dos modos ressonantes presentes no modelo binário

aleatório, o tamanho efetivo do sistema e 
onsequentemente a transmissividade destes

modos apresenta um 
omportamento de es
ala 
om o tamanho do sistema diferen
iado.

Este fato tem uma in�uên
ia importante sobre o 
omportamento de es
ala da transmis-

são espe
tral média em função do tamanho do sistema quando 
al
ulada sobre modos

lo
alizados na região espe
tral 
entrada no modo de quarto de 
omprimento de onda.

Para uma região espe
tral 
ontendo N modos, a transmissão espe
tral é 
al
ulada por:

< T >ω=
1

N

∑

i

Ti (3.1)

Na �gura 3.3 temos o 
ál
ulo da média espe
tral da transmissão para p = 0.25, p = 0.5

e p = 0.75, 
al
ulada sobre uma média de 1000 amostras nas regiões espe
trais (a) π/4 <

δ < 3π/4 e (b) 3π/4 < δ < 5π/4. Para os 3 
asos 
al
ulados na �gura 3.3a, observamos

um de
aimento da transmissão do tipo exponen
ial, 
ontrastando 
om o de
aimento do

tipo exponen
ial alongada 
itada em [17℄. De fato, a ausên
ia dos modos ressonantes

nesta região do espe
tro faz mudar o 
omportamento de es
ala da transmissão, uma vez

que estes modos possuem uma natureza diferente e 
onsequentemente uma dependên
ia

da transmissão 
om o tamanho do sistema diferen
iada.

Podemos notar ainda nesta �gura uma maior sensibilidade da média espe
tral da

transmissão para uma 
on
entração p = 0.5. Este 
omportamento está em perfeito a
ordo


om o que foi dis
utido anteriormente 
om relação ao máximo grau de desordem para este

valor de 
on
entração. Uma vez que há um maior número de interfa
es aleatoriamente

distribuídas, o número de re�exões internas in
oerentes será maior, intensi�
ando o efeito

da lo
alização de Anderson da luz.

Uma análise similar é observada na �gura 3.3b onde temos o 
omportamento de es-
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Figura 3.3: Transmissão espe
tral média em função do tamanho do sistema para p = 0.25,

p = 0.50 e p = 0.75 sobre as regiões espe
trais (a) π/4 < δ < 3π/4 e (b) 3π/4 < δ < 5π/4.

O grá�
o representa uma média sobre 1000 realizações. A ausên
ia de ressonân
ias

próximo ao modo de meio 
omprimento de onda leva a um de
aimento exponen
ial na

região da modos re�etidos, enquanto para a região de modos transmissíveis mantém uma

lei de potên
ia do tipo N−0.5.


ala da média espe
tral da transmissão para uma região 
entrada pelo modo de meio


omprimento de onda. Como esta região espe
tral não sofreu mudanças na sua natureza

se 
omparado 
om o modelo de multi
amadas binárias aleatórias, observamos um de
ai-

mento semelhante, do tipo lei de potên
ia, 
ujo expoente de de
aimento se mantém o

mesmo (N−0.5). A úni
a diferença entre as 
on
entrações estudadas está no fato de que

para p = 0.5 o sistema atinge o 
omportamento assintóti
o para um número de 
amadas

menor, já que neste grau de 
on
entração o sistema apresenta uma maior desordem e

portanto uma maior atuação da lo
alização de Anderson da luz.

Uma 
ara
terísti
a importante neste modelo e que pode ser observada na �gura 3.3 é

a baixa sensibilidade para 
om a desordem em sistemas de tamanho pequeno e médio, tal

que o 
omportamento assintóti
o somente é observado para valores grandes de N . Esta


ara
terísti
a se deve ao fato de haver uma sequên
ia periódi
a inter
alando a distribuição
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aleatória de 
amadas. Esta pe
uliaridade do modelo reduz o papel desempenhado pela

desordem, de forma que a onda eletromagnéti
a ne
essita de um sistema maior para

"sentir"uma desordem 
apaz de lo
alizar exponen
ialmente a luz.
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Figura 3.4: Transmissão espe
tral média em função do grau de desordem p para um

sistema 
om N = 1000 
amadas e 100 amostras nas duas regiões espe
trais da �gura

anterior. O sistema apresenta uma pequena assimetria devido às diferenças espe
trais

nos dois limites de 
on
entração de desordem.

A dependên
ia entre a transmissão espe
tral média e a 
on
entração de defeitos p

é melhor analisada na �gura 3.4 onde mostra < T >ω 
omo uma função do parâmetro

p nas duas regiões espe
trais estudadas na �gura 3.3, 
al
ulada sobre uma média de

100 amostras diferentes de um �lme de N = 1000 
amadas. Como esperado, a região


entrada pelo modo de meio de 
omprimento de onda apresenta uma transmissão média

maior para todos os valores de p, sendo o mínimo em p = 0.5 nas duas regiões. Notamos

ainda que o 
omportamento de < T >ω mostra uma sutil assimetria, uma vez que em

p = 0.0, o sistema é transparente para toda a região espe
tral e para p = 1.0 o espe
tro

apresenta uma estrutura de bandas, gerando uma transmissividade diferente para as

duas regiões. Isto 
on�rma portanto a existên
ia de dois regimes distintos de ação da
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desordem. Para p < 0.5, o número de 
amadas do tipo A do substrato desordenado é

maior, uma vez que o substrato periódi
o é formado por este mesmo tipo de 
amada, o

sistema apresenta uma tendên
ia a 
omportar-se 
omo uma 
amada úni
a formada pelo

material do tipo A, 
omo de fato o
orre para p = 0. Para p > 0.5 temos uma tendên
ia

diferente. Neste regime há um maior número de 
amadas do tipo B no substrato aleatório,

o que faz o sistema tender a se 
omportar 
omo um �lme binário alternado. É 
onhe
ido

da literatura que estes dois sistemas apresentam 
ara
terísti
as espe
trais diferentes, por

isso a assimetria na �gura 3.4 é mais notada próximo às extremidades, ou seja, p próximo

de 0 e 1.

Uma outra quantidade que nos ajuda a 
ompreender o grau de lo
alização em sistemas

desordenados é o 
hamado expoente de Lyapunov Λω = 1/λω, onde λω é uma medida do


omprimento de lo
alização do modo de frequên
ia ω. No limite termodinâmi
o tomemos

a transmissão de
aindo exponen
ialmente 
om o tamanho do sistema N :

T (ω) = e−
N

λω (3.2)

deste forma, podemos obter o expoente de Lyapunov por:

1

λω
= − lim

N→∞

(ln(T )/N) (3.3)

Para um valor de λω > N , impli
a que o modo de frequên
ia angular ω apresentará

transmissividade não nula , 
ara
terizando portanto um modo na banda de transmissão.

Para λω < N temos o 
ontrário, o modo de frequên
ia angular ω terá transmissividade

prati
amente nula, 
ara
terizando um modo lo
alizado perten
ente à região de modos

que são prati
amente totalmente re�etidos. A �gura 3.5 mostra o 
oe�
iente de Lyapunov

reduzido (N/λ) do espe
tro de uma sequên
ia 
om p = 0.25, p = 0.50, p = 0.75 e p = 1.0.

Com a ajuda da linha horizontal tra
ejada demar
ando N = λ, podemos ver 
laramente

a estrutura de bandas já dis
utida anteriormente. Um fato interessante é a evidên
ia
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Figura 3.5: Coe�
iente de Lyapunov reduzido para (a) p = 0.25 (b) 0.50 (
)0.75 e (d)

1.00. A reta tra
ejada representa o ponto 
ríti
o, ou seja, para valores deN/λ > 1 temos

os modos efetivamente lo
alizados e para N/λ < 1 os modos são efetivamentes estendidos.

da ação diferen
iada da desordem em p = 0.25 e p = 0.75, rea�rmando a assimetria

do modelo. Os grá�
os da �gura 3.4a e 3.4
 mostram uma largura diferen
iada das

regiões 
ujos modos são mais lo
alizados, 
entrado no modo de quarto de 
omprimento

de onda. Para p = 0.75 a região é ligeiramente maior e apresenta modos mais lo
alizados,
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orroborando 
om o fato de que neste regime de 
on
entração de defeitos (p > 0.5), a

tendên
ia que o sistema tem de se 
omportar 
omo um sistema binário alternado reforça

o surgimento do band-gap 
ara
terísti
o do 
ristal fot�ni
o, 
onforme mostra a �gura

3.4d para p = 1.0. Esta diferença de 
omportamento pode ser ainda mais eviden
iada

se o valor do índi
e de refração das 
amadas do tipo B for tomado por um valor ainda

maior, uma vez que a largura do band-gap do 
ristal fot�ni
o depende da diferença entre

os índi
es de refração do �lme binário.
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δ 
(π

)

Figura 3.6: Dependên
ia da largura da banda de modos efetivamente lo
alizados 
om o

grau de 
on
entração de defeitos.

Plotando os modos 
ujo expoente de Lyapunov seja igual ao tamanho do sistema, é

possível delimitar de maneira quantitativa a largura dos modos lo
alizados para 
ada grau

de 
on
entração de defeitos. Este estudo é mostrado na �gura 3.6, onde podemos observar

de maneira mais 
lara a assimetria dis
utida no problema anterior. A região interna entre

as duas linhas representa a banda de modos lo
alizados. Nota-se 
laramente a ausên
ia

de gand-gap para p = 0. É interessante notar no entanto que uma banda de modos

lo
alizados surge imediatamente 
om a in
lusão de uma pequena 
on
entração de defeitos,

Instituto de Físi
a - UFAL



3.2. Resultados 55

atingindo a maior largura para p = 0.5. Com a tendên
ia em reproduzir o sistema binário,

esta largura reduz-se para p > 0.5 até atingir um valor 
ara
terísti
o em p = 1.0 que

está diretamente rela
ionado 
om o 
ontraste entre os índi
es de refração adotado nas

simulações. É importante resaltar que a largura da banda de estados lo
alizados aumenta


om o número de 
amadas dielétri
as, 
om todos os modos (ex
eto e de meio 
omprimento

de onda) tornando-se lo
alizados no limite termodinâmi
o.
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Capítulo 4

Efeitos da Desordem Diluída em

Multi
amadas Dielétri
as Ternárias

4.1 Introdução

Neste 
apítulo dis
utiremos uma extensão do modelo apresentado no 
apítulo anterior.

Aqui vamos 
onsiderar um �lme de N 
amadas 
onstituído de duas subredes. Uma

subrede hospedeira é 
omposta de N/2 
amadas de índi
e de refração é nA e espessura dA

o
upando o sítios ímpares do sistema. A outra subrede é 
onstituída por uma distribuição

aleatória entre 
amadas de índi
e de refração nB e 
amadas de índi
e de refração nC . A


on
entração de 
amadas do substrato aleatório é 
ontrolada pelo parâmetro p de forma

que a 
amada do sítio 2m (para m = 1, 2, 3, . . . , N/2 ) apresenta probabilidade p de ser

do tipo B e 1− p de ser do tipo C. As espessuras das 
amadas foram tomadas de forma

a satisfazer a 
ondição de Bragg nAdA = nBdB = nCdC . Neste novo modelo teremos

novamente o parâmetro p 
omo ajuste para o 
omportamento do sistema. Para p = 0

teremos apenas 
amadas do tipo C nos sítios pares e portanto o sistema se 
omportará
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omo um �lme binário alternado. O mesmo a
onte
erá para p = 1.0, 
om a diferença de

que neste limite, o par de 
amadas será do tipo AB. Para p = 0.5 teremos novamente

a 
on�guração de maior grau de desordem pelas mesmas razões dis
utidas no 
apítulo

anterior.

Assim 
omo foi empregado no modelo anterior, apli
amos o formalismo da Matriz

de Transferên
ia e obtivemos o espe
tro de transmissão e o 
omportamento de es
ala da

transmissão espe
tral média, bem 
omo o 
oe�
iente de Lyapunov reduzido.

Figura 4.1: Representação esquemáti
a de um �lme de multi
amadas dielétri
as 
om

desordem diluída:as 
amadas de índi
e de refração nA são representadas pela 
or verde,

as de índi
e de refração nB estão representadas na 
or vermelha e as de índi
e de refração

nC estão representadas pela 
or amarela. Os sítios de índi
e par são o
upados pelas


amadas da subrede desordenada 
onstituído pelas 
amadas de índi
e de refração nB e

nC .

4.2 Resultados

Para analisar as 
ara
terísti
as espe
trais deste novo sistema de multi
amadas, 
al
u-

lamos o espe
tro de transmissão para p = 0.0, p = 0.25, p = 0.50 e p = 0.75 (�gura 4.2)
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para um sistema 
omposto de N = 1000 
amadas. Os grá�
os representam um valor

médio 
al
ulado sobre 100 amostras. Novamente assumimos que o substrato hospedeiro é

formado por 
amadas dielétri
as isotrópi
as de índi
e de refração nA = 1.0 e o substrato

desordenado 
onstituídos de 
amadas de índi
e de refração nB = 1.5 e nC = 2.0.

Em linhas gerais observamos um 
omportamento muito semelhante dos espe
tros em

ambos os modelos estudados aqui. Vemos que novamente não existem modos ressonantes

no 
entro do band-gap para p = 0.25, p = 0.50 e p = 0.75. No entanto, a ausên
ia destes

modos neste modelo tem uma origem diferente. Assim 
omo foi dis
utido, para o modo

de quarto de 
omprimento de onda duas 
amadas adja
entes do mesmo tipo são trans-

parentes. É fa
il notar que esta situação é impossível de o
orrer no modelo dis
utido

aqui, uma vez que não existem 
amadas em 
omum entre os substratos, diferentemente

do modelo estudado no 
apítulo anterior. Desta forma, o sistema não sofre uma redução

virtual do tamanho e 
onsequentemente não temos o surgimento de modos de transmis-

são �nita devido a efeitos de tamanho �nito. Analisando do ponto de vista te
nológi
o,

esta 
ara
terísti
a torna este modelo ainda mais e�
iente para a 
onfe
ção de espelhos e

�ltros ópti
os. Uma outra diferença sutil que podemos notar no espe
tro deste modelo

é uma in�uên
ia mais notória da periodi
idade da 
amada hospedeira 
om o surgimento

de pequenos pi
os ao longo da 
urva de transmissão. Estas pequenas os
ilações são

mais evidentes próximos ao modo de meio 
omprimento de onda e representam uma re-

manes
ên
ia do espe
tro de bandas do 
ristal fot�ni
o, que para tamanho �nito apresenta

uma série de os
ilações (�gura 4.2a). A quantidade de os
ilações tem relação direta 
om

a diferença entre os índi
es de refração (
ontraste) e 
om o tamanho do sistema, de forma

que podemos notar uma redução da quantidade destes pi
os na �gura 4.2d para p = 0.75,

onde o sistema apresenta uma maior 
on
entração de 
amadas do tipo A e B e portanto

um menor 
ontraste.

A diferença de 
ontraste nos dois regimes de 
on
entração de defeitos resulta em

larguras de banda diferentes. Nota-se que a largura da região de modos re�etidos é
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Figura 4.2: Espe
tro de transmissão para (a) p = 0.0 (b) 0.25 (
)0.50 e (d) 0.75. Ex
eto

para o 
aso p = 0.00 e p = 1.00, o sistema apresenta um 
omportamento similar em


omparação 
om um sistema de multi
amadas binárias aleatórias. Os insets nas �guras

mostram o de
aimento da transmissão no 
entro do pseudo-gap.

maior para p = 0.25 se 
omparado 
om p = 0.75, apesar de ambos os 
asos apresentar o

mesmo grau de desordem.

Cal
ulando a média espe
tral da transmissão para 1000 amostras 
om p = 0.25,

Instituto de Físi
a - UFAL



4.2. Resultados 60

0 1000 2000
N

10
-5

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

<
T

>
ω

p = 0.25
p = 0.50
p = 0.75

(a)

100 1000
N

10
0

<
T

>
ω

p=0.25
p=0.50
p=0.75

N
-0.5

(b)

Figura 4.3: Transmissão espe
tral média < T >ω em função do número de 
amadas

N. (a) Em torno do modo de 1/4 de 
omprimento de onda, mostrando o de
aimento

exponen
ial 
om o número de 
amadas. (b) Em torno do modo de 1/2 
omprimento de

onda, mostrando um de
aimento lei de potên
ia 1/N1/2.

p = 0.50 e p = 0.75 para as regiões espe
trais π/4 < δ < 3π/4 (�gura 4.3a) e 3π/4 <

δ < 5π/4 (�gura 4.3b) notamos um 
omportamento muito semelhante ao veri�
ado no

modelo anterior. Como não temos a presença dos modos ressonantes no 
entro da banda

de modos re�etidos, observamos novamente um de
aimento exponen
ial para a média

espe
tral neste região de frequên
ia. Um detalhe interessante e parti
ular deste modelo

é que a transmissão para p = 0.25 atinge o 
omportamento assintóti
o para um número

de 
amadas ligeiramente menor que o 
aso p = 0.75. Esta diferença está diretamente

rela
ionada ao fato de que para os dois regimes de 
on
entração de defeitos o sistema

apresenta um 
ontraste efetivo diferente para os valores adotados de índi
e de refração,

sendo maior para p = 0.25 (|nA − nC | = 1), o que 
ara
teriza portanto uma maior ação

da desordem e portanto uma ne
essidade de menos interfa
es aleatórias para atingir

o 
omportamento assintóti
o. Se observarmos apenas o ponto de vista posi
ional das


amadas, o modelo pode gerar a falsa impressão de ser simétri
o quanto ao grau de


on
entração de defeitos, tendo p = 0.5 
omo um grau de maior desordem, no entanto os
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resultados a
ima mostram que ao se levar em 
onsideração o 
ontraste efetivo do sistema,

este sistema apresenta uma ligeira assimetria.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
δ(π)

1.0

10

100

1000

N
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( d )

Figura 4.4: Coe�
iente de Lyapunov reduzido para um sistema de 1000 
amadas 
om (a)

p = 0.25 (b) 0.50 (
)0.75 e (d) 1.00. O sistema apresenta uma assimetria referente ao

grau de 
on
entração de defeitos uma vez que a ação da desordem gera efeitos ligeiramente

diferentes para p = 0.25 e p = 0.75, 
omo pode ser veri�
ado nesta �gura.

Para a região em torno do modo de transmissão máxima, 
onstatamos o mesmo
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expoente de de
aimento obtido no modelo anterior, uma vez que a natureza destes modos

não é alterada entre os modelos estudados aqui. No entanto, não é observada a pequena

diferença que foi dis
utida entre as 
urvas p = 0.25 e p = 0.75 para a região 
entrada

pelo modo de quarto de 
omprimento de onda. Isto tem relação direta 
om o fato de que

na região 
entrada pelo modo de meio 
omprimento de onda a desordem exer
e pou
o

efeito, já que esta região possui uma densidade muito alta de modos transmissíveis.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

δ 
(π

)

Figura 4.5: Dependên
ia da largura efetiva da banda de modos lo
alizados 
om o grau de


on
entração de defeitos. O sistema apresenta uma 
erta assimetria na largura da banda

de modos lo
alizados devido à diferença no 
ontranste efetivo do sistema para 
ada região


on
entração de defeitos.

A pequena assimetria 
onstatada na �gura 4.3 pode ser 
on�rmada no 
ál
ulo do

expoente de Lyapunov mostrado na �gura 4.4 para um sistema de 1000 
amadas 
om

p = 0.25, p = 0.50, p = 0.75 e p = 1.00 e 
al
ulado sobre uma média de 100 amostras.

Observando a largura da banda de modos re�etidos, vemos que esta é maior para p = 0.25

se 
omparado à p = 0.75, 
ara
terísti
o de um 
ontraste efetivo maior. A largura desta

banda atinge seu valor máximo no entanto em p = 0.50, onde temos uma forte ação da
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desordem. Aumentando ainda mais o grau de 
on
entração de defeitos, esta largura volta

a reduzir, mas de uma maneira assimétri
a, uma vez que para valores de p próximos à 1, o

sistema apresenta um 
onstraste efetivo diferente do observado quando p está próximo de

0. Este 
omportamento é melhor observado na �gura 4.5, onde a linha 
ontém os modos

no qual N/λomega = 1, delimitando portanto as regiões espe
trais de modos lo
alizados

das regiãos de modos estendidos. Na �gura, a região interna à �gura representa a banda

de modos lo
alizados. Conforme havíamos men
ionado, o sistema apresenta uma leve

assimetria devido à diferença de 
ontraste efetivo nas duas regiões de 
on
entração de

defeitos.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

<
T

>
ω

3π/4 < δ < 5π/4
  π/4 < δ < 3π/4

Figura 4.6: Transmissão espe
tral média < T >ω 
omo função do grau de 
on
entração

de defeitos p para um sistema de 1000 
amadas e 
al
ulado sobre uma média de 1000

amostras. O sistema apresenta um 
omportamento semelhante ao apresentado no modelo

anterior, a menos da região próxima à p = 0.0 que sobre forte in�uên
ia da estrutura de

bandas existente para este grau de 
on
entração de defeitos.

A dependên
ia da transmissão espe
tral 
om o grau de 
on
entração de defeitos tam-

bém foi estudado neste modelo 
omo pode ser visto na �gura 4.6 para um sistema de

1000 
amadas e 
al
ulado sobre uma média de 100 amostras. Observamos um 
omporta-
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mento muito semelhando ao obtido no modelo da 
apítulo anterior, onde a transmissão

apresenta um valor mínimo para p = 0.50. A diferença no entanto se en
ontra na região

próxima à p = 0.0, onde aqui a transmissão para as duas regiões espe
trais apresentam

valores diferentes para p = 0.0, diferentemente do resultado obtido no modelo anterior.

Este fato está em perfeita 
onformidade 
om os resultados anteriores, uma vez que o

modelo estudado neste 
apítulo se 
omporta 
omo uma sequên
ia binária alternada para

este valor de p, apresentando portanto uma estrutura de bandas 
ara
terísti
a, difer-

entemente do 
aso p = 0.0 do modelo estudado no 
apítulo anterior, 
ujo sistema se


omportava 
omo uma 
amada úni
a de tamalho NdA e índi
e de refração nA e portanto

possui todo o espe
tro transparente.
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Capítulo 5

Considerações Finais

Muito dos avanços em nossas te
nologias tem sido resultado de uma profunda 
om-

preensão a
er
a das propriedades dos materiais. Te
nologias de visualização e iluminação

dependem fortemente de 
omponentes optoeletr�ni
os: diodo de laser, diodos emissores

de luz, de 
ristais líquidos e tela de plasma, et
. Atualmente é impossível en
ontrar

equipamento eletr�ni
o que não emprega dispositivos optoeletr�ni
os 
omo uma estru-

tura bási
a. Os optoeletr�ni
os estão prati
amente em todas as 
asas e es
ritórios de

negó
ios do desenvolvido mundo moderno, em telefones, foto
opiadoras, 
omputadores e

iluminação.

Assim, o estudo das propriedades de transmissão de ondas eletromagnéti
as em �lmes

de multi
amadas dielétri
as tem sido de grande interesse nos últimos anos devido a sua


apa
idade de 
ontrolar a transmissão e absorção da mesma de forma relativamente sim-

ples. O domínio sobre estas propriedades pode ofere
er à humanidade diversas fa
ilidades

te
nológi
as, prin
ipalemente no 
ampo da optoeletr�ni
a e das 
omuni
ações.

Os resultados apresentados nesta dissertação mostram alguns aspe
tos da transmis-

são de ondas planas e mono
romáti
as in
idindo perpendi
ularmente sobre um �lme 
on-

stituído por uma sequên
ia de N 
amadas dielétri
as e isotrópi
as, 
on�guradas numa
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estrutura que a desordem é denominada Desordem Diluída. Este modelo 
onsiste em dois

substratos interpenetrantes de 
amadas, um hospedeiro 
omposto de 
amada de índi
e

de refração nA e espessura dA, e um desordenado 
omposto de dois tipos distintos de

materiais dielétri
os, que neste 
aso assumem índi
e de refração nA e nB, (Modelo I) ou

nC e nB (Modelo II). Em ambos os 
asos, a 
on
entração de 
amadas de 
ada tipo foi


ontrolada pela variável p e a espessura das 
amadas foi tomada de forma a obede
er a


ondição de Bragg nd = λ0. Desta forma podemos obter um sistema periódi
o adotando

p = 1.0 ou p = 0.0 para o Modelo II, um sistema desordenado para 0.0 < p < 1.0 ou um

sistema de 
amada úni
a para p = 0.0 no Modelo I.

Utilizando o método da matriz de transferên
ia, 
al
ulamos o espetro de transmis-

são, a transmissão espe
tral média 
omo função do número de 
amadas e do grau de


on
entração de defeitos e o expoente de Lyapunov para diferentes valores de p, a �m

de veri�
ar os efeitos da desordem diluida sobre seu 
omportamento espe
tral e sua de-

pendên
ia 
om o grau de 
on
entração de impurezas. Veri�
amos ini
ialmente que o

sistema apresenta um 
omportamento semelhante ao observado no modelo de multi
a-

madas binárias aleatórias, onde há regiões do espe
tro que apresentam transmissividade

nula, 
entrada pelo modo 
ujo quarto do 
omprimento de onda equivale ao 
aminho

ópti
o das 
amadas, e regiões de modos transmissíveis, 
entrada por um modo 
ompleta-

mente transparente do sistema e que apresenta meio de seu 
omprimento de onda igual

ao 
aminho ópti
o das 
amadas. Um fator parti
ulamente interessante foi o fato de que

para ambos os modelos estudados aqui, o espe
tro não apresentou ressonân
ias próximo

ao modo de quarto de 
omprimento de onda, o que favore
e a 
apa
idade refexiva de

estruturas ópti
as que seguem este modelo. Apesar deste fato a
onte
er em ambos os

modelos, sua 
ausa não é 
omum aos dois. A existên
ia da 
orrelação no Modelo I reduz a

dizimação virtual que a
onte
e na estrutura para este valor de frequên
ia, onde 
amadas

vizinhas de mesmo tipo são transparentes à onda eletromagnéti
a. Já no Modelo II, esta


ondição de transparên
ia é impossível de a
onte
er.
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A ausên
ia destes modos ressonantes teve 
omo 
onsequên
ia um de
aimento expo-

nen
ial 
om o aumento do número de 
amadas da transmissão espe
tral média sobre uma

faixa de frequên
ia em torno dos modos de quarto de 
omprimento de onda para ambos

os modelos. Já na região próxima ao modo 
ompletamente transparente, obtivemos um


omportamento semelhante ao do modelo de desordem binária aleatória, 
om a trans-

missão espe
tral média de
aindo 
omo uma lei de potên
ia do tipo N−1/2, uma vez que

esta região apresenta modos que "sentem"menos os efeitos da desordem, seja qual for o

modelo de distribuição.

A mudança do grau de 
on
entração de defeitos apresentou relação direta 
om o


ontraste efetivo do sistema, ou seja, o módulo da diferença dos índi
es de refração.

Esta quantidade é fundamental para determinar, juntamente 
om a ação da desordem,

a largura dos modos lo
alizados e transmitidos. Por 
onta disso foi veri�
ado um 
om-

portamento diferen
iado da ação da desordem para 0.0 < p < 0.5 e para 0.5 < p < 1.0,

apresentando transmissão espe
tral mínima em p = 0.5. Esta 
ara
terísti
a foi 
lara-

mente 
on�rmada ao veri�
ar o expoente de Lyapunov reduzido, onde 
om a ajuda de

uma linha guia em N/λω = 1, foi possível determinar de maneira quantitativa a de-

pendên
ia da largura da banda de modos lo
alizados em função de p.

O estudo de multi
amadas, 
omo foi mostrado nesta dissertação, pode trazer para

o 
ampo da ópti
a bem 
omo para a 
iên
ia dos materiais, uma vasta gama de novos

fen�menos apenas modi�
ando as distribuições das 
amadas. Nossos resultados sugerem

que a desordem introduzida pela variável p na estrutura do �lme dielétri
o pode ser

poten
ialmente usada no desenvolvimento diferentes dispositivos e equipamentos ópti
os,


ontribuindo de maneira positiva no 
res
imento da 
iên
ia e da te
nologia nesta área.
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