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Resumo

Neste trabalho, utilizando pulsos baseados em fungoes com suporte compacto e
pontos nao analiticos de intensidade zero, infinitamente derivaveis e perfeitamente suaves,
demonstramos, numérica e experimentalmente, uma nova abordagem para modelar a
informacao propagando se através de um circuito eletrénico de atrasos de grupo negativo.
Aqui, a informagao é associada a um ponto nao analitico presente na asa frontal do pulso.
O pulso ou qualquer uma de suas derivadas nao apresenta qualquer descontinuidade, em
contradi¢ao direta com a literatura padrao que alega a necessidade de uma frente de onda
descontinua ou derivadas descontinuas para codificar a informacao. Nossos resultados
mostram que o ponto nao analitico na asa frontal do pulso se propaga com uma velocidade
igual a velocidade da luz no vicuo ¢ para todos os casos investigados. Descobrimos que
a influéncia da causalidade sobre a propagacao do pulso, nao apenas limita a velocidade
deste ponto, mas pode causar grandes alteracoes na forma dos pulsos durante a sua
propagacao através de um sistema superluminal, produzindo uma frente abrupta e até
mesmo um choque de onda do pulso. Nossos resultados contribuem para uma melhor
compreensao da propagacao da informagcao e esclarecem talvez um dos tltimos equivocos

sobre a superluminalidade e a velocidade da informagao.

Palavras-chave: Superluminalidade, funcao com suporte compacto e velocidade da

informacao



Abstract

In this work, using pulses based on functions with compact support and perfectly
smooth infinitely differentiable zero intensity non analytical points, we demonstrated nu-
merically and experimentally a new approach to model information propagating through
an electronic circuit producing negative group delays. Here, the information is associ-
ated to smooth non analytical points present in the leading edge of a pulse. The pulse
or any of its derivatives does not present any discontinuity, in direct contradiction with
standard literature that claims the necessity of a discontinuous front or a discontinuous
derivative in order to code information. Our results show that the non analytical point
in the pulse’s leading edge propagates with a velocity equal to velocity of light in vacuum
c for all investigated cases. We find that the causality influence on the pulse propagation
not only limits the speed of this point, but it may strongly modify the pulses during their
propagation through a superluminal system, producing pulse steepening and even pulse
breakup. Our results contribute to a better understanding of information propagation
and shed light over perhaps one of the last misconceptions regarding superluminality and

the speed of information.

Keywords: Superluminality, function with compact support and speed of information.
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Introducao

H& mais de um século R. W. Wood [1] observou a dispersao anémala e posteriormente
Sommerfeld, Brillouin e outros desenvolveram a teoria de propagacao da luz em meios
anomalamente dispersivos. Em especial, Sommerfeld e Brillouin [2] identificaram cinco
velocidades que caracterizam um pulso, entre as quais estavam a velocidade de fase, a
velocidade de grupo, a velocidade da frente, a velocidade de transporte de energia e a
entao chamada velocidade do sinal, o que hoje chamamos de informacao, sendo esta o
foco do nosso trabalho. Brillouin salientou que, de acordo com as leis de dispersao, na
regiao de dispersao andémala dentro de uma linha de absorcao a velocidade de grupo, na
qual o envelope do pulso viaja, poderia ser superluminal, ou seja, maior do que a veloci-
dade da luz no vécuo c. Garrett e McCumber [3] fizeram a primeira demonstracao teérica
que um pulso Gaussiano pode se propagar com velocidade de grupo superluminal e sem
sofrer muitas distorgoes em sua forma inicial. Chu e Wong [4] verificaram experimental-
mente essas previsoes usando um laser de picosegundo se propagando através de um meio
absorvedor numa regiao de dispersao anémala dentro de uma linha de absorcao éptica.

O principal problema durante estas e outras investigagoes sobre a propagacao de pul-
sos de luz em sistemas superluminais, foi conciliar a possibilidade que a velocidade de
grupo da luz pode exceder ¢ com a exigéncia, da teoria da relatividade, que nenhum sinal
(informagao) pode ser transmitido superluminalmente. Todos esses autores ressaltaram
que a velocidade de grupo superluminal nao contradiz a teoria da relatividade, ou causali-

dade de “Finstein”. Na verdade, foi demonstrado que a causalidade exige que meios
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com dispersao mostrem velocidades de grupo superluminais em alguma parte do espec-
tro. Sommerfeld e Brillouin concluiram que a velocidade de grupo nao é, em geral, a
velocidade com que um sinal pode ser transmitido.

Chiao et al [5] demonstraram, teoricamente, que alguns circuitos eletronicos com am-
plificadores operacionais com realimentacao negativa possuem analogias a sistemas atomi-
cos de dois niveis com populagao invertida e que estes amplificadores sintonizados exibem
comportamentos aparentemente nao causal, tais como atrasos de grupo negativo e ve-
locidade de grupo superluminal. Esses comportamentos contra-intuitivos da propagacao
superluminal de pulsos em circuitos eletronicos também foram observados experimental-
mente. O primeiro destes experimentos [6] utilizou um circuito eletrénico composto de um
amplificador operacional com um filtro passivo RLC num ciclo de realimentacao negativa.
Este circuito produziu um atraso de grupo negativo de forma que o pico de tensao do
pulso de saida apareceu na porta de saida do circuito antes que o pico de tensao do pulso
de entrada chegasse a porta de entrada do circuito. Esse fenémeno aparentemente nao
causal, de fato, nao viola o principio da causalidade, ja que existem informacoes suficientes
numa pequena por¢ao do inicio de qualquer forma de onda analitica para reproduzir a
forma de onda inteira. Além disso, foi demonstrado que a causalidade estd unicamente
relacionada com a ocorréncia de descontinuidades abruptas em um pulso e nao com os
picos de tensao deste pulso. Entretanto, como pode ser visto na Fig. 6 da referéncia [6], o
pulso de saida é fortemente distorcido apds a chegada da descontinuidade, apresentando
oscilagoes muito grandes. Este é um resultado importante, pois claramente indica que
tais descontinuidades abruptas nao poderiam ter sido utilizadas no estudo da velocidade
da informacao em nosso circuito eletronico neste trabalho.

Desde os trabalhos seminais de Sommerfeld e Brillouin, dois pontos importantes sobre
a velocidade da informagao e sua propagacao foram esclarecidos: (1) a velocidade de grupo

nao pode ser considerada como a velocidade da informacao e (2) um pulso analitico ndo
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Introdugao 15

pode transportar informacoes.

Utilizando pulsos baseados em fungoes com suporte compacto perfeitamente suave e
pontos nao analiticos de intensidade zero, infinitamente derivdveis, mostraremos uma nova
abordagem para modelar a informacao se propagando através de um meio superluminal.
Na verdade, a idéia de que a informacgao pode ser associada com pontos nao analiticos
estava implicita na definicao de sinal por Sommerfeld. No entanto, a falta de uma forma
adequada para representar a informacao levou varios autores a realizarem investigacoes
empregando pulsos com descontinuidades abruptas [7,8], entretanto, mesmo com os me-
lhores esforcos experimentais, a velocidade da informacao nao pode ser observada de
forma clara e as incertezas associadas as suas medidas foram grandes.

A beleza da nossa abordagem, que descreve a primeira utilizagao direta de pulsos com
suporte compacto em um experimento, é a sua simplicidade de representar a informacao
durante a propagacao superluminal do pulso, identificar sua velocidade limite e observar
experimentalmente novas conseqiiéncias da causalidade em tais sistemas. Veremos que a
informacao pode ser claramente associada ao ponto nao analitico na asa frontal do pulso,
e sua velocidade investigada numérica e experimentalmente em um circuito eletrénico de
atraso negativo. Observaremos que a velocidade deste ponto nao analitico é limitada pela
causalidade de Einstein e é exatamente igual & velocidade da luz no vicuo ¢ quando a
velocidade de grupo do pulso é maior do que esta. Além disso, veremos que a causalidade
nao apenas limita a velocidade da informacao associada a este ponto nao analitico, mas
também provoca uma frente abrupta e o choque de onda do pulso.

Para realizar o estudo destes surpreendentes efeitos da velocidade da informagao em
um pulso com suporte compacto, através de um sistema superluminal, dividiremos o nosso
trabalho em trés capitulos. No capitulo inicial apresentaremos a descricao de um modelo
fisico que apresenta uma regiao de dispersao andémala, bem como o comportamento de um

pulso ao se propagar nesta regiao. Mostraremos por que a propagacao superluminal de um
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pulso analitico nao representa uma violacao da teoria da relatividade. No capitulo seguinte
apresentaremos analogias entre um circuito eletréonico e um sistema atéomico modelado
classicamente como um dielétrico de Lorentz, bem como a relacao entre os atrasos de
grupo negativos, produzidos por estes circuitos, e o conceito de superluminalidade. No
dltimo capitulo, definiremos um conceito para a informacgao codificada em uma forma
de onda e apresentaremos os resultados e discussoes referentes a propagacao do pulso

com suporte compacto na regiao de atraso de grupo negativo. Finalizaremos com uma

conclusao onde sao sumarizados os resultados encontrados.
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Capitulo 1

Superluminalidade e a Nao Violacao
da Causalidade

1.1 Introducao

Neste capitulo, estudaremos as condigoes necessédrias em um sistema fisico para obter-
mos superluminalidade, ou seja, quando a velocidade de grupo de um pulso é maior que
a velocidade da luz no vacuo c. Faremos distincoes entre algumas das velocidades carac-
terfsticas de um pulso de luz. Mostraremos por que a propagacao superluminal de um
pulso analitico nao representa uma violagao do principio da causalidade, segundo o qual
a causa sempre precede o efeito. Por fim estudaremos as caracteristicas de uma funcao
com suporte compacto contendo pontos nao analiticos de intensidade zero, infinitamente

derivédveis e perfeitamente suaves.

1.2 A equacao de onda

Introduziremos aqui a equacao da onda que serd utilizada para estudar a propagacao
de um pulso e comentaremos duas das possiveis abordagens para resolver este problema.
De um modo geral, para se estudar a propagacao de uma onda eletromagnética,
tomamos como partida as equagoes de Maxwell. Resolvemos estas equacoes levando em

conta as condigoes de contorno imposta pelo problema fisico abordado. Um aspecto bésico


Samuel
Texto
17
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das equagoes de Maxwell para o campo eletromagnético é o da existéncia de solucoes sob
a forma de ondas propagantes que transportam energia de um ponto & outro. Vamos
adotar como ponto de partida as equagoes de Maxwell [9] na auséncia de densidades de

correntes e cargas livres, e para meios nao condutores, dadas por

- —
V-B=0 (1.1)
- —

V-D=0 (1.2)
9B

- =
E+— = 1.

V x +8t 0 (1.3)

—~ - 9D

P

— — — —
onde E ¢é o campo elétrico, H ¢ o campo magnético, D ¢ o deslocamento elétrico e B ¢

_>

E

- =
a inducao magnética. FEm materiais lineares, os campos D e H sao relacionados a

e
—
B por
— —
D =c¢cE (1.5)
— —
B =uH (1.6)

nos quais: € é a permissividade elétrica e i é a permeabilidade magnética. Estamos, par-

ticularmente, interessados em estudar a propagacao de ondas eletromagnéticas num meio

dispersivo. Utilizando as equagoes de Maxwell é possivel obter equagoes de propagacao
e

para E e B, as equagoes obtidas sao chamadas de equagoes de onda.

Aplicando o operador rotacional sobre a equagao (1.3), obtemos

B
€x€xﬁ+$x%—f:o (17)

e usando as equacaos (1.6), (1.4) e (1.5), podemos reescrever a equagao acima como
- = — 0 /— —
VxVxD—i—uea(VxH):O

2D

VxVxD
X X
+,u58t2

—0 (1.8)
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1.2 A equacgao de onda 19

mas, sabemos que para qualquer campo vetorial _A>, é vélida a relacao
- =2 = =/ = — 9=
VxVxA=V(V-4)-v4 (1.9)

assim, usando essa identidade vetorial juntamente com as equagoes (1.2) e (1.5), podemos

reescrever a equagao (1.8) como

P2F

V2E - UE
ot?

—0 (1.10)

— —
que é a equacao de onda para E'. Uma equagao andloga pode ser obtida para B, aplicando
se o operador rotacional sobre a equagao(1.4) e seguindo os procedimentos discutidos

acima.

V2B — puel- = 0. (1.11)

Estas equagoes de onda regem o campo eletromagnético num meio linear, homogéneo, no
qual a densidade de cargas livres é nula, e o meio nao é condutor.
De uma forma mais geral, podemos escrever a equacao de onda para o campo eletro-

magnético no meio descrito acima como

1 0%u
- —=—— = 1.12
Vv v2 Ot? 0 ( )
onde
v (1.13)

é uma constante que tem as dimensoes de velocidade caracteristicas do meio. A equacgao
de onda (1.12) tem solugoes bem conhecidas das ondas planas:
u = eik~?—iwt (114)

H
onde a freqiiéncia w e o médulo do vetor de onda k estao relacionados por

k= % = /UEw (1.15)
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ou

v=— == (1.16)

A quantidade n é chamada de 7ndice de refra¢ao e geralmente é uma funcao da freqiiéncia.
Quando se consideram as ondas se propagando em apenas uma direcao, por exemplo na

direcao z, a solucao fundamental é
w(z,t) = et (1.17)

Quando o meio ¢é dispersor, isto ¢, quando o produto pue é uma funcao da freqiién-
cia, podemos modificar certas partes da discussao inicial. Fazendo um desenvolvimento

integral de Fourier em w,

B(7.1) = / D (7, w) et (1.18)

(= x5 —iwt

H(x,t):/ dwH (7', w)e (1.19)

(= R —iwt

E(:):,t):/ dwE (7' ,w)e (1.20)

B (= ® = —iwt

B(x,t):/ dwB (7.w)e (1.21)
e usando estas equagdes juntamente com o fato de que D (7, w) = ¢ (w) E (T ,w) e

B(7,w) = pu(w) H (7 ,w), antes de combinar em (1.1 - 1.4), e fazendo as manipulacdes
andlogas as usadas para obter as equacoes de onda (1.10) e (1.11) chega-se & equagao de
onda de Helmholtz,

V2 + pew?u = 0 (1.22)

ou N
(V? + pew?) {g} =0 (1.23)
que é uma outra possivel forma de estudar a propagacao de um pulso. Se considerarmos

a propagacao ao longo da direcao z, e usarmos a relacdo (1.16), podemos escrever que

e+ o) {5 o) =0 o2
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1.3 Superposicao de ondas 21

no qual n (z,w) é o indice de refracdo do meio.

1.3 Superposicao de ondas

Nesta secao estudaremos o comportamento de uma onda eletromagnética policromética
ao se propagar num meio dispersivo, para isso, utilizaremos o principio de superposicao
de ondas.

Na secao anterior, vimos que as equacoes de Maxwell possuem solucoes bem con-
hecidas das ondas planas. Tratamos apenas de ondas monocromédticas, as que tém uma
freqiiéncia e um mimero de ondas definidos. Na realidade, tais solugoes ideais nao exis-
tem. Mesmo a fonte de luz mais monocromética possivel, contém um espectro finito
(embora pequeno) de freqiiéncias ou de comprimentos de ondas. O fato de toda radiacao
ser policromdtica nao invalida a discussao feita até agora em relacao a propagacao de
ondas, isso porque as equacoes envolvidas, isto é, as equagoes de Maxwell, sao lineares.
Assim, em principio, uma superposi¢ao linear com coeficientes apropriados dos vérios
componentes monocromaticos de uma onda policromédtica deveria resolver a questao. Na
prética, porém, existem algumas dificuldades. Num meio dispersivo, ou seja, num meio
em que ¢ = € (w) ou u = pu(w), ou ainda, n = n(w), ondas de freqiiéncias diferentes
podem se propagar com velocidades diferentes. Aqui é importante notar que a velocidade
dada, por exemplo, pela equagao (1.16), é a velocidade de uma onda monocromética de
freqiiéncia w (ou velocidade de fase vy de uma onda monocromédtica). Uma onda poli-
cromatica, formada por uma superposicao de ondas monocromédticas, nao possui uma
velocidade de fase definida. Assim, como ondas de freqiiéncias diferentes tém velocidades
de fase diferentes, a forma da onda policromédtica pode se alterar durante a propagacao,
de modo que ocorre também uma alteracao entre as fases relativas das ondas constitu-
intes. Além disso, a propagacao de energia através das ondas normalmente é feita numa

velocidade diferente das vy (w) das componentes. Eventualmente, essa velocidade pode
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1.3 Superposicao de ondas 22

até mesmo nao ter um significado fisico preciso, dependendo da situacao.

Levando em conta as questoes acima, a melhor forma de tratar ondas policromaticas
consiste em considerar uma superposicao na forma de séries ou transformadas de Fourier.
Para simplificar o tratamento, sem perder aspectos importantes, vamos considerar ondas
unidimensionais, propagando-se na dire¢ao z. Além disso, vamos considerar que os meios

podem ser dispersivos, com uma relacao geral entre w e k dada por
kE=kw). (1.25)
Assim, a partir da solugao bdsica (1.14), podemos construir uma solugao geral na forma

u (2 1) _% / A (w) ehez—ist g, (1.26)

onde u (z,t) representa o campo elétrico ou o magnético. A amplitude A (w) descreve as

propriedades de superposicao linear das diversas ondas. Ela é dada pela transformada de

Fourier da amplitude espacial u (z,t) calculada em z = 0 por meio de

Aw) = \/LQ_W /_ T u(0,1) et (1.27)

Se u (0,t) representa uma onda harménica,\/% exp (—iwgt), para todos os t, a relacao de

ortogonalidade [9] mostra que

Aw) = % /Oo eHw—wolt gy
A(w) =0 (w—wo) - (1.28)

Portanto, a onda em qualquer tempo serd

u(z,t) = \/%/ 6 (w — wp) eF@=t gy, (1.29)

ou

1 . )
u(2,t) = ——=ekoz—iwot (1.30)

V2T
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1.3 Superposicao de ondas 23

onde kg = k (wg) correspondendo a uma propagante monocromética. A onda monocromética
em z = 0 propaga-se sem alterar sua forma, como ja era de se esperar. Por outro lado, se
a onda estende-se por um tempo finito 7', sendo entao localizada, a amplitude A (w) deixa
de ser uma funcao delta, e a onda resultante apresenta um espectro de freqiiéncias w, de
valor Aw, sendo, portanto, policromatica. E facil perceber que, quanto mais localizada
for a onda em z = 0 (7" menor), maior serd o espectro de freqiiéncias Aw que a compde.
A medida que o tempo passa e a onda se propaga, sua forma se modifica, porque as ondas
monocrométicas que a compoem deslocam-se com velocidades de fase diferentes se o meio
é dispersivo. Se o meio é apenas fracamente dispersivo, isto é, se k é praticamente uma
funcao linear de w, ou se o espectro Aw nao é muito largo, entao podemos expandir k (w)

em torno de um valor w, caracteristico da onda, ou seja,

k(w):k(wo)Jr(w—wo)%

2
— A’k
N (w— wo)

o T (1.31)

w=wo

w=wo

ou, simplificando a notagao e mantendo termos até primeira ordem apenas,

k(w) = ko + (w — wo) % - (1.32)
Utilizando essa expressao na equacao (1.26), obtemos
u(z,t) = L /00 A (w)exp {z {ko + (w — wp) dr } z— iwt} dw (1.33)
V2 J oo dw |,
ou
u(z,t) = \/12_7r exp {z (kg — Wo % O) z} /_ZA(w) exp {iwz % ) — iwt} dw (1.34)
ou ainda

ulz = L€i<ko—wo%|o)z - w e—iw(t—z% 0) W
(21 = = /_ Aw) duo. (1.35)

2 o]

Fazendo a transformada inversa da equagao (1.27), obtemos

1 > —iwt
u(O,t):E/OOA(w)e dt. (1.36)
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Definindo
, dk
= t—z—
dw,
dt' = dt
a equacao (1.35) torna-se
L i(ko—w ﬂ|)z/°° —iwt!
u(z,t) = e \"0T 0 dwlo A(w)e ™ dw 1.37
(20 = o= A (137

que é matematicamente idéntica a equacao (1.36) (excetuando-se o fator exponencial que

multiplica a integral), de modo que, trocando ¢ por #’

dk

) =u(0,t—z—
u(at)=u 0.t -2

> ei(ko—wo%‘o)z. (138)
0

Assim, a forma da onda policromética praticamente se mantém, apesar de sofrer uma

defasagem como um todo, dada pelo fator exponencial multiplicativo.

1.4 Dispersao e absorcao

Ondas eletromagnéticas propagando-se num material podem atuar sobre os constitu-
intes do material, transferindo energia para eles. Esses constituintes podem ser dtomos,
moléculas, fons ou elétrons livres ou ligados a 4&tomos do material. Nesse caso, uma parcela
da energia eletromagnética da onda é absorvida e pode ser transformadas noutras formas
de energia, como vibracional ou translacional, por exemplo. Além disso, essa absorcao
pode ocorrer de forma diferente quando ondas de freqiiéncias diferentes propagam-se no
material, de modo que ocorre o fenémeno da dispersao. Nesse caso as grandezas que
caracterizam o material, 1 e €, assim como a velocidade da onda, passam a depender da
freqiiéncia da onda incidente, j& que ¥ é definida pelas grandezas acima. O meio, nesse
caso, é chamado de dispersivo. Para estudar a absorcao e a dispersao que ocorrem com as

ondas eletromagnéticas, podemos considerar um modelo simples cldssico para a interagao
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entre a onda e os atomos ou moléculas do meio. Tal modelo, conhecido como modelo
de Lorentz, consiste em considerar os elétrons do material como osciladores harmoénicos
amortecidos forgados pelo campo eletromagnético da onda incidente [10]. A Figura 1.1

ilustra esse modelo simples.

o "6
ﬂ"“-:
— —
U -* kmofa
—— e

X

Figura 1.1: Modelo simples para um elétron para estudo da absorcao e dispersao.

/

‘r\...__"'_,/

Na figura, vemos um elétron representado por um ponto de massa m e carga —e que
oscila sujeito a um campo elétrico orientado na diregao x, considerando que o micleo do
dtomo fique em repouso. A parte magnética da onda pode ser desprezada em compara-
¢ao com o efeito produzido pelo campo elétrico. Assim, age sobre o elétron uma forca

restauradora descrita por uma expressao semelhante a lei de Hooke, ou seja, em médulo,

onde k; ¢ a constante da mola associada ao elétron j e x; o seu deslocamento do equilibrio.
Além da forca restauradora acima, possivelmente o elétron estd sujeito a algum tipo de
amortecimento. Podemos supor que uma forma funcional proporcional & velocidade, do
tipo

dl’j

Famort = b]% (].40)

onde b; representa o amortecimento. O sistema estd sujeito ao campo externo, que pode
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ser escrito de maneira simplificada como
— — ~
E(z,t) = Egcoswt = Eycos wti (1.41)
ou, na forma complexa, mediante
ﬁ(z, t) = Eoe ™t = Eye™ ] (1.42)

sendo que estamos considerando uma onda incidente monocromatica. Assim, a equacao

de movimento do elétron pode ser escrita como

d2ZL‘ j
dt?

= _ijj — b]% — 6E (143)

m

onde o tltimo termo representa a forca elétrica agindo sobre o elétron. A equagao acima
pode ser reescrita considerando uma coordenada z; complexa e lembrando de tomar a

parte real da solucao posteriormente, isto é,

d?x; dx;
m dt; + bjd_tj +kjr; = —eE (1.44)
ou
d?z; dz; Ey ;.
dt; + %d_tj —{—ngxj =—e¢ ! (1.45)
onde
L.
2 _ Ny
wo, =
é a freqiiéncia natural do sistema e
bj
Y= m

A equacao acima representa um oscilador harmoénico forcado. A solucao da equacao
consiste numa solucao transiente, obtida a partir da equagao homogénea correspondente,
somada a uma solucao particular estaciondria. A solucao transiente se anula decorrido
um certo intervalo de tempo, de modo que interessa-nos apenas a solucao particular, que

pode ser obtida se considerarmos que

zj () = zoe ™" (1.46)
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onde xy é uma posicao inicial. Vamos precisar também de
dz; :
% = —iwzg,e” " (1.47)
e
d?x j —iw
dt; = —w’zg,e (1.48)
de modo que a equagao diferencial (1.45) fica
—wmg, e + 7, (—iw) z,e T + w%jxoje’“"t = —%e’“’t (1.49)
ou
2 . €E0
— W — 1y, = 1.50
i) ay, = (150
e entao
e 1
=——— ——Eb (1.51)
muwp, — w? — 1y,w
de modo que achamos
e 1 .
(t)=—— Ege™" 1.52
Lj ( ) mw% — 2 — Z/ij 0€ ( )
ou
e 1
(1) = —— E(t 1.53
50 = P (153)
e vetorialmente,
N e 1 —
(1) = —— E(t). 1.54
0= B O (154
O movimento do elétron j dé origem a um momento de dipolo elétrico dado por
D)= —eT;(t) (1.55)
ou
2 1 —
;)= 5 E (t). (1.56)

=
muwy, — w? —i7y,w
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Considerando que nosso meio seja um gés e que existam N moléculas por unidade de
volume do gés e, uma fracdo f; desses elétrons tenha uma freqiiéncia natural wp,, a
polarizacao do gds é dada pela soma dos momentos de dipolo por unidade de volume, ou
seja,

P-1v7, (1.57)

ou, na forma complexa, j& substituindo a expressao (1.56)

- N f;e? 1 -
P = N = t) = J E 1.58
g ; fip () zj: m ng_wz_ij ( )
ou
— Ne? fi —
P = . E. 1.59
m zj:ng —w? —iyw (1.59)

H
Para um grande nimero de materiais, a polarizacao P pode ser associada ao campo

H
elétrico E através de

— —
P =xE (1.60)

agora, pela relagao acima, o termo entre colchetes na equagao (1.59) pode ser identificado

com a susceptibilidade elétrica (complexa) do material, ou seja,

N€2 fj
= E 1.61
X= - wg, — (1.61)

2 _ i~
w? — iy;w

lembrando que x = R [x]. A susceptibilidade elétrica é uma propriedade do material que

estd associada também a permissividade, ja que podemos escrever
X =€ — €. (1.62)

Existe ainda uma outra grandeza importante, a constante dielétrica do meio, que ¢é a

razao entre a permissividade elétrica ¢ do meio dielétrico e a permissividade ¢y do vacuo,

5
K=—. 1.63
= (1.63)
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Assim, podemos reescrevé-la em termos de x, ou seja

K:mzl_kx (1.64)
€o €0
de modo que, usando a equagao (1.61), obtemos
Ne? ;
QS S H (1.65)
om = wp, — w? —iw
que também pode ser escrita como
Ne? 4
flw) _y Ne - J;J — (1.66)
€0 gom S wp, — w? — iYW

Assim, observamos que a permissividade elétrica do meio depende da freqgiiéncia w da
onda incidente, caracterizando o meio como dispersivo. O amortecimento descrito pelas
constantes ; ¢, em geral, muito pequeno quando comparado com as freqiiéncias naturais
ou de ressonancia wp,, de modo que ¢ (w) é basicamente real em todas as freqgiiéncias,
exceto quando w estd muito préximo de uma das freqiiéncias de ressonancia wg;. Além
disso, quando w é menor do que wqnin, que € a menor freqiiéncia de ressonancia, todos os
termos da soma acima sdo positivos e £ é maior do que £y. A medida que w aumenta, a
soma diminui e eventualmente torna-se negativa, fazendo com que ¢ fique menor do que
0.

Uma situagao interessante ocorre quando w estd préximo a um dos wy,, o que faz com
que a parte imagindria de ¢ torne-se aprecidvel. Exatamente em w = wg, ocorre uma
ressonincia, e € torna-se imagindria pura. Lembrando que a parte imagindria de € estd
relacionada com absorcao da onda pelo meio, vemos que, ao colocarmos o sistema préximo
a uma de suas ressonincias, uma grande parte da onda deveria mesmo ser absorvida, de
modo que qualitativamente o modelo utilizado é apropriado. As regides em que a parte
imagindria de ¢ (w) é grande sdo chamadas de zonas de absorcao ressonante, e o material

torna-se opaco.
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Vamos agora relacionar € com o indice de refracao do material. Sabemos que

n= |t (1.67)
Ho<o

Vamos nos restringir a meios nao magnéticos ou fracamente magnéticos, de modo que

i~ py. Entao, como € é complexo, temos um indice de refracao complexo, ou seja,
ou, usando a equagao (1.66),

Ne?
n—\/ gomz ; —w2 s (1.69)

Para meios como os gases, a somatéria é pequena quando comparada com a unidade, de

modo que podemos expandir a expressao acima e considerar apenas o primeiro termo da

expansao, ou seja,

. 1.70
2€0mz 2 — w2 iy W (1.70)
Vamos reescrever esta expressao como
Ne2 wi —w+ivw
n=1+-— Z ];J — i (1.71)
2eom wo — W — YW Wh, — W ywW
ou
2 2 .
Ne2 fi <w0_—w +w»w>
n:1+2e P L/ (1.72)
g 4 <W%j _ w2> — 22
As partes real e imagindria desse indice de refracao podem ser escritas como
n=mng+ins. (1.73)
Assim, a parte real do indice de refracao fica
2 2
Ji (Woj W )
(1.74)

2
ng =N (n) :1+2]Z:fmz<
J

2 2\ A22
wg, w) ;W
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enquanto o termo imagindrio, ligado & absorcao, fica

nr =S (n) = NQZ“’Z Ji% . (1.75)
2e0m £ (ng _ oﬂ) — 22

Definindo o coeficiente de absorcao « através de
a=2n; (1.76)

temos

o N€2wz ( fiv (1.77)

gom 2 9\ 2.2
0 wp, — W ) VW
O comportamento do indice de refragao e do coeficiente de absor¢ao préximo a uma

ressonancia pode ser visto na Figura 1.2.

Figura 1.2: Indice de refragao e coeficiente de absor¢ao préximo a uma ressonancia.

Na figura vemos que o indice de refracao, para freqiiéncias menores que w; ou maiores
que ws, cresce com a freqiiéncia, que é o comportamento normal esperado para essa
grandeza. Entretanto, na faixa que vai de w; < w < wy e que inclui uma das freqiiéncias
de ressonancia wj, o indice de refracao cai abruptamente, ao mesmo tempo em que o
coeficiente de absorcao torna-se aprecidvel. Essa regiao de comportamento inesperado

para n é chamada de regiao de dispersao anomala.
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1.5 Causalidade e relagoes de Kramers-Kronig

Nesta sec@o discutiremos a causalidade, no sentido que a resposta (perturbacao) do
sistema nao existe antes que a forga seja aplicada, ou seja, a causa deve preceder o efeito.
Veremos que neste sentido, a causalidade em nossos sistemas estd ligada as relagoes de

Kramers-Kronig.

1.5.1 Nao-localidade no tempo

Quando a permissividade elétrica € é uma fungao de w, isto ¢, ¢ = ¢ (w), ocorre uma

5 5 - = — e
conexao temporal nao-local entre D e E, de modo que D no tempo t depende de E nao
apenas no tempo t como em outros valores de tempo. Se as componentes monocromaticas

da freqiiéncia w forem relacionadas por
D(7,w)=¢ W) E (7,w) (1.78)

a dependéncia em relacao ao tempo pode ser construida pela superposicao de Fourier.
Tratando a coordenada espacial como um parametro, as integrais de Fourier no tempo e

na freqiiéncia podem ser escritas como

— 1 * 4
D (7.t ——/ D (7, w) e “duw 1.79
(@)= | D(Fw) (1.79)
e
— 1 = i
D(7,w :—/ D (7T, t)e™tdt 1.80
(@) == [ DY (1.80

sendo que, para o campo elétrico, temos

1 © 4
B (71 = = / B (T w) el (1.81)
ou
1 e .
ﬁ (?, Cd) = E / ﬁ (?, t) GZWtdt. (182)
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Substituindo a equagao (1.78) em (1.79), obtemos

— 1 ° g i
D (7.t :—/ e (w) E (7, w)e “dw. 1.83
() Nl (w) £ (7,w) (1.83)
Agora, utilizamos a expressao (1.82) de modo que

1 o0 ) &0 L
B (7.0) / £ () e d / B (7.t) et dt (1.84)

27 —00 oo

Lembrando que, a susceptibilidade elétrica é uma propriedade do material e estd associada

a permissividade na forma
X (W) =¢(w) —eo

VEmos que podemos escrever

e entao

1 & - & -
(Fo1) = = / (x (@) + £0) eI / B (Z,¢) e at (1.85)

ou ainda

— 1 © — 1 > io(t!
D(Z,t) = —/ E(Z,t l—/ w) et t)dw] dt’
@) = = [ F@0 = @
v [ E (@) U ei‘”(t/t)dw] dt'. (1.86)

27T —00 —00

Usando a relagao de ortogonalidade, vemos que a segunda integral entre colchetes na

expressao acima resulta, na verdade, na funcao delta de Dirac, de modo que achamos

— 1 o 1 oo L
D(7,t) = —/ E(Z,¢ {—/ wt'=t) g }dt’
(7',1) N (2", t) Nor mX(W)@ w

+§—° E(T,t) 218 (t — ') dt’ (1.87)
™ —0oQ

ou

D(T8) = —— / E (7.1 L/Lz_w / X(w)ei“(t’t)dw} A+ F (F,1).  (1.88)
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Agora, vamos definir

T = t—1
dr = —dt
= t—71

e assim

D70 = %/_Zﬁ(?,t—ﬂ {\/%_ﬂ/oooox(w)eimdw}
x (—dr) + 2 E (Z,1) (1.89)

que pode ser reescrita como

D (7.1) :J%/_Zﬁ(?,t—r) b%_ﬁ /_Zx(w) eimdw} dr +eF (). (1.90)

Agora, definindo a transformada de Fourier da susceptibilidade elétrica através de

G(r) = J% / (@) e (1.91)

obtemos

D(7.1) :eOE(?,t)+—/OOG(T)E)(?,t—T)dT. (1.92)

[e.e]

Assim, pela relagao acima, D depende do valor de E determinado nio s6 para o tempo
t (através do primeiro fator), mas também para outros valores de tempo além de ¢ (por
meio do segundo fator). Se ¢ (w) (e conseqiientemente, x (w)) nao depende de w, entdo a
integral na equagao (1.91) torna-se

G(r)= \/%_W/ e T dw

G(r)= \/%_ﬂ%ﬁ (1)

G (1) = V21x6 (1) (1.93)
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5 - =
de modo que a relagao (1.92) entre D e E fica

—

(?,t) = €0E(

Y

—

D t)+\/i2_ﬂ/_oo\/%xa(7)ﬁ(?,t—7)d7
D(T,t) = 2FE (7t

.

D

_)

o
T.t)+xE (T,t)
(T,t) = cE (T,1)

— —
onde usamos o fato de que € = g9 + x. Nesse caso particular, D s6 depende de E no
tempo t. Em geral, ¢ = ¢ (w), de modo que G (7) existe para valores ndo-nulos de 7 e hd

- =
uma conexao temporal nao-local entre D e E.
1.5.2 Modelo simples para G (1)

Para ilustrar o cardter da conex@o implicita em (1.91) e (1.92), vamos considerar
nosso modelo de oscilador harmoénico que utilizamos para estudar meios dispersivos, o

qual fornece a permissividade elétrica dada pela equagao (1.66),

() | Ve
(.U2

— w2 —i~N.w
€o €0mj 0, ~W VYW

Considerando, por simplicidade, uma tnica freqiiéncia de ressonancia wy, além das equacoes

Z = ij (1.94)

que representa o nimero total de elétrons e

Ne?Z
2

= 1.95
= (1.95)

que define a freqiiéncia de plasma w, do meio, vemos que podemos escrever
() = 2+ ——2 (1.96)

s\ =¢o w3 —w? —iw '
ou
W2

X(w) =¢(W) —e = 55— (1.97)

2 _ vy
wh — w? — 1w
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Nesse caso, G (1), dada pela equagao (1.91), fica

wZ 00 efiwr
G =P dw. 1.98
() V2 /Oo w3 — w? —iw w (1.98)

Para resolver a integral acima, devemos passé-la para o plano complexo e usar os teoremas

de integrais de Cauchy. A fun¢@o acima é analitica, exceto nos pdlos simples dados por
wip —w? —iyw =0 (1.99)

ou, em termos de w,

v+ _ A2 4 2
we = TEV] 2 (1.100)
que pode ser reescrita como
ws = —id g Juz = 2L (1.101)
2 0 4
Definindo
,YZ
w} =wj — T (1.102)
(§]
b= (1.103)
2
achamos
wi = —ib F wy. (1.104)

Note que os dois pélos estao localizados no semiplano complexo inferior. Assim, devemos
nos preocupar apenas quando a integracao for feita nessa regiao. Para efetuar a integracao,
fechamos a regiao considerando um semicirculo de raio R — oo, de modo que a integral
sobre essa curva se anula. Quando 7 < 0, o fator e*7 no semiplano complexo superior é
positivo e o semicirculo situa-se no semiplano complexo superior. Essa regiao nao contém

os polos dados por (1.104), de forma que a integral, pelo teorema de Cauchy, se anula,

isto é,

00 e—in e—iw’r
dw = dw =0 <0 1.105
/_Oow%—oﬂ—ifyww ?{w%—wg—ifyww ’ ’ ( )
S
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ou seja,

G(1)=0, T <0. (1.106)

Por outro lado, quando 7 > 0, a regiao é fechada por um semicirculo no semiplano
complexo inferior, de modo que na regiao sao encontrados os dois pélos simples. Assim,

a solugao da integral é igual a —2mi vezes os residuos da integral nos dois pélos, de onde

vem
0o —iwT —i(—ib—w1)T __ ,—i(—ibtw1)T
/ ——————dw = 2mi- < (1.107)
wg — w? — iyw 2wy
ou
00 —lwT 271 —bT LiwiT __ ,—iwiT
/ ——dw="° c (1.108)
oo WH — W — 1w w1 2
ou ainda,
/ ————dw=2me b S0 (@17) (1.109)
wh — w? —iyw w1

Voltando agora a expressao para GG, temos

w? sin (wy7)
G (1) = —L-9xe? ! 1.110
D= (410
ou
G(1)=V QWwf,e’bTM, 7> 0. (1.111)

w1
Podemos reunir os dois resultados expressos em (1.106) e (1.111) utilizando uma fungao
degrau dada por

0, 7<0
O(r) = {1 S0 (1.112)

e assim

G (1) = V2ruw?e s (@nr) o o (1.113)

w1
de modo que a equagao (1.92) fica

/ Jamw 2 7st111 <w17—>@(7)ﬁ(?,t—7) dr (1.114)

w1

\/%
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ou, por causa da fungao degrau O (1) que anula contribui¢oes para 7 < 0, temos
= - w?, = —br .
D (7,t)=¢eF (7,t)+—= E(Z,t—7)e " sin (wiT)dr. (1.115)
w1 Jo
. —
E importante notar que o fator t — 7 em E (7', — 7), combinado com os limites de inte-
gracao, faz com que apenas tempos menores ou iguais a t contribuam para o deslocamento

— - =
elétrico D em t, fazendo com que a relacao entre D e E seja causal, de acordo, portanto

com nossa intuicao fisica.
1.5.3 Causalidade e dominio de analiticidade de ¢ (w)

O aspecto mais 6bvio e fundamental da equagao (1.113) é o de que ela é nula para
7 < 0. Isto quer dizer que no instante ¢, somente os valores do campo elétrico anteriores
a este instante contribuem para determinar o deslocamento, de acordo com a nossa idéia
fundamental da causalidade nos fenomenos fisicos. A equagao (1.92) pode portanto ser

escrita

—

D(7T,t)=eE (T, \/%/ G(r)E (T,t—r1)dr. (1.116)
Esta é, na realidade, a relacao causal mais geral, espacialmente localizada e linear que se
pode escrever entre D e E num meio isotrépico e uniforme. A sua validade transcende
qualquer modelo especifico de € (w). Da equacao (1.91), a susceptibilidade elétrica pode

ser expressa em termos de G (7) através de sua inversa como

1 [ WT
Y (W) = \/_2_wa (7) 6" dr. (1117)

- =
Esta relacao tem diversas conseqiiéncias interessantes. Da realidade de D e E', e portanto

de G (1), na equagao (1.116), podemos deduzir de (1.117) que, no caso de w complexo,
X (W) =x(-w). (1.118)

A equagao (1.117) também pode ser entendida como sendo a representagao complexa de

X (w) no plano complexo w, de forma que, se G (7) ndo possui singularidade, ou seja, é
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finita para todo 7, a fungdo x (w) é analitica no semiplano complexo superior. Aqui, é
preciso fazer a suposigao fisicamente razodvel de que G (1) — 0 quando 7 — oo, de
modo a manter a analiticidade da funcao no eixo real. Com essa hipétese, claramente

valida para dielétricos, podemos realizar uma integracao por partes na equagao (1.117) e

obter
ein o0 1 9] ) i
X (W) = [G(T) — L - iw\/%/o G' (1) e“Tdr (1.119)
ou
X (w) . 1G (O) + ? / ! (7_) eindT. (1120)
w wvV 2T Jo

Usando novamente uma integracao por partes, temos

iGo) i [ , ewr i /oo o
= + G (1) —]| ———= G “rd 1.121
K@) == 24— OO | e [ ey

_ZG(O)_ 1 GI(O)_ 1 > " T ez’w‘r T
)= =2 - =2 w%/ﬁ/o Q" (r) e dr. (1.122)

Continuando o processo acima, percebemos que x (w) pode ser escrito na forma de uma

expansao como uma série de Taylor

_iG(O)_ 1 G’(O)_I_ 1 G”(O)+ 1 G"(0)
w Vor w? Vor Wl Vor wt

onde o argumento de G (1) e suas derivadas é dado por 7 = 07. Como G (07) = 0, e

X (w) (1.123)

como nao hd sentido em ter G (1) descontinua em 7 = 0, devemos ter G (07) = 0. Assim

ficamos com

1 G0, 160, 1 G0
X(w)_ m wg +\/% wg +\/ﬁ w4

de modo que as partes real e imagindria de y (w) sdo dominadas pelos termos

(1.124)

%MWH=O<1) (1.125)

w?
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S[x (W) =0 <—) . (1.126)

Lembrando que x (w) = ¢ (w) — &g, temos

X (W) = ¢ (W) — 0 = £ (8 W) _ 1> (1.127)

€0

de modo que podemos reescrever as equagoes envolvendo x (w) para colocd-las numa forma

R {6 W) _ 1} ~0 (i) (1.128)

5 {62;0)} _0 (%) . (1.129)

Essas formas assintéticas dependem somente da possibilidade de um desenvolvimento de

mais usual, isto é,

G (1) em série de Taylor nas vizinhagas de 7 = 07.
1.5.4 Relacoes de Kramers-Kronig

Sendo x (w) analitica no plano complexo superior, também o é a fungao

flw)= 2@y (1.130)

essa analiticidade no semiplano superior possibilita o uso do teorema de Cauchy para
relacionar as partes real e imagindria de € (w) /¢ sobre o eixo real. Para qualquer ponto

z dentro de uma curva fechada C' no semiplano superior w, o teorema de Cauchy d&

€0 211 w' —z
C

Escolhe-se agora a curva C' constituindo-se pelo eixo real de w e um semicirculo de raio
R — 00 no semiplano complexo superior. Com a expansao assintética que acabamos

de discutir, vemos que £/ — 1 se anula com suficiente rapidez no infinito, de modo que
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a semicircunferéncia em nada contribui para a integral. Portanto, a integral de Cauchy

pode ser escrita como

SO N S G COVC (1.132)

€0 21 ) _ o w —z

onde z é agora qualquer ponto no semiplano superior e a integral se efetua sobre o eixo
real. Tomando o limite quando a freqiiéncia complexa se aproxima do eixo real, vindo de

cima, escreveremos z = w + 0 em (1.132):

clw L /OO el jeo 1]y, (1.133)

€0 27 W —w—10

—0o0
Para w real a presenca de id no denominador é um lembrete para distorcer o contorno ao
longo do eixo real, dando-lhe um pequeno desvio semicircular para baixo no ponto w' = w.

O denominador pode ser escrito formalmente como

1 B . ,
m = P (w/ — w> —|— 7TZ(S (w (.U) (1134)

onde P é a parte principal. A funcao delta serve para se levar em conta a contribuicao do

pequeno semicirculo, percorrido no sentido positivo, em torno do pélo em w’ = w. Usando

a equacao (1.134) e efetuando um rearranjo simples, a equacao (1.133) fica

R (1.135)

€0 T w—w

—00

As partes real e imaginaria desta equacao sao

R lggj)} :H%P/Z Sl /el [Zf”_/)f“]dw’ (1.136)
Ny R

Estas relacoes, sao conhecidas como as relacoes de Kramers-Kronig. Foram deduzidas

pela primeira vez por H. A. Kramers (1927) e independentemente por R. de L. Kronig
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(1926). Utilizando a aproximagao adotada em (1.116) podemos expressar essas relagoes

em termos do indice de refragdo do meio, de forma que a equacao (1.135) fica

N G R
=1——-P ——d 1.1
n(w) - /_oo o W (1.138)
e as partes real e imagindria desta equagao sao
1 o0 /
n(w) =1+ —P/ o ) g (1.139)
T ) oW —w
1 o N—1
n(w) = ——P/ MW- (1.140)
T ) W—w

A propriedade de simetria (1.118) mostra que R [¢ (w)] é par em, enquanto ¥ [e (w)] é
impar. Nesse caso, podemos reescrever as equagoes (1.136) e (1.137) para compreenderem

apenas freqiiéncias positivas. Para a equacao (1.136), temos

R {M] =1+ %P/O de’ + lP/OOO de/. (1.141)

€0 oo W —w s w —w

Na primeira integral, fazemos

W o — =

dv' — —du’

e ela fica

R {M] _ 1+1P/0 Sk /e (g +1P/0°° Sk /ed gy 1.149)

€0 T oo —w —w T w—w

ou entao, considerando que [ (w)] € impar e que mudar a ordem dos limites de integragao

troca o sinal da integral,

R {%ﬂ 14 %P/OOO de' + %P/Ooo de' (1.143)
entao
R ng)} — 1+ %P/OOO w,%w[,i (1022/60] e (1.144)
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A outra equagao dada por (1.137), fica

o[ Ly [ Rty Ly [FRE Y,

€0 T ) w —w s !

W —w

ou, usando a mesma substituicao feita no caso anterior,

%[M] :_1P/° Rle (=) /oo = 1] (_dw,)_lp/‘”ﬂ?[f(d)/&o—l]dw,

€0 T ) —w —-w s w —w
ou
%rwwzgp/ ReW oy Lp [*REL) 01y,
€0 T Jo w+w T Jo w —w
e entao
[E)] - 2 TREC R, )
€0 7 0 w? —w

As equagoes (1.144) e (1.145) acima também sao conhecidas como relagoes de Kramers-
Kronig e de forma andloga as equagoes (1.139) e (1.140), podem se reescritas em termos

do indice de refracao

2 o0 / /
np (W) =1+ ;P/O Z?I—_((:gdw’ (1.146)
2w “Ing W) —-1]  ,

As relagoes de Kramers-Kronig sao de validade muito geral, sendo conseqiiéncia de
pouco mais que a hip6tese da conexao causal (1.116) entre a polarizagao e campo elétrico.
O conhecimento empirico de e (w)], a partir de investigagdes sobre absorgao, por
exemplo, permite o cdlculo de R [e (w)] a partir da equagao (1.144). As relagoes contém

a conexao entre a absorcao e a dispersao anomala, que aparece na Figura 1.2.

1.6 Velocidade da informacao e a causalidade de
Einstein

Os principais argumentos para as relagoes de Kramers-Kronig na secao anterior foram

baseados na causalidade, no sentido de que a ‘Saida’ de um sistema linear é invaridvel no
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tempo e nao pode preceder a ‘Entrada’. A estranha exigéncia que nenhuma informacgao
pode ser transmitida com uma velocidade superior a ¢ é muitas vezes referida como a
causalidade de Einstein [11]. Suponha que um evento em (z,t) seja a causa de um evento
em (z + Az, t + At) através de alguma informagdo com velocidade u. Em algum outro

referencial com velocidade v relativa (< ¢) ao primeiro, o intervalo de tempo entre os dois

eventos ¢
. At—(v/A)Ar AL(1— (u/c?) (Ax/At))
At = = 1.148
! V1—v%/c? V1—v?/c? ( )
Ay = At Zw/c) (1.149)

V1—v%/c?

Entao, uma velocidade da informagao superluminal (v > ¢) implicaria que existem ve-
locidades v para as quais At e At’ tém sinais opostos: a ordem temporal de ’causa’ e
‘efeito’ seria diferente para observadores diferentes. Ou seja, se dois eventos ocorrem em
locais diferentes ao mesmo tempo para um observador, eles podem ocorrer em tempos
diferentes para outro observador. Se esses dois eventos estao relacionados — um é a
causa e o outro seu efeito — entao o tempo observado e a distancia entre eles podem ser
usados para calcular a velocidade da informagcao que trafega entre eles. Se os dois eventos
acontecem tao préximos no tempo, que um observador conclui que a informacao viajou
mais rapido do que c, a relatividade nos diz que o outro observador vera o efeito aconte-
cer antes da causa. Como resultado, a Relatividade FEspecial e a Causalidade, portanto,
proibem velocidades superluminais da informagao. Mas o que, exatamente, define uma
informacao? Vamos abordar esta questao na secao seguinte, onde primeiramente vamos
considerar algumas velocidades caracteristicas de um pulso eletromagnético, em especial
a velocidade de grupo, que caracteriza a velocidade de propagacao do pulso e é muitas

vezes, erradamente, assumida como sendo a velocidade do sinal.
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1.7 Velocidades da luz

Pesquisas recentes tém demonstrado que é possivel exercer extraordindrio controle sobre
a velocidade de propagacao de pulsos de luz através de um meio material [3,4,12], bem
como o controle da velocidade de propagacao de pulsos elétricos em circuitos eletronicos
[6,13]. Tanto a propagacao extremamente lenta (muito mais lenta que a velocidade da
luz no vdcuo) quanto a propagacao rapida (superior a velocidade da luz no vécuo) foram
observadas. Para entender estes resultados, é importante definir algumas das velocidades
caracterfsticas da luz. Nesta secao, introduziremos cinco importantes velocidades de uma
onda eletromagnética em um meio material: a velocidade de fase, a velocidade de grupo,
a velocidade do transporte de energia, a velocidade da frente e a velocidade do sinal ou

informacao.
1.7.1 Velocidade de fase e de grupo

Acredita-se que Lord Rayleigh tenha sido o primeiro a notar a diferenca entre a
velocidade de fase e de grupo [14]. Para revisar os conceitos bésicos de velocidade de fase
e de grupo [15], vamos iniciar considerando uma onda plana monocromaética de freqiiéncia
angular w propagando através de um meio de indice de refracao n. Esta onda pode ser

descrita por

E(z,t) = A’ 4 c.c (1.150)

onde k£ = nw/c. N6s definimos a velocidade de fase vy como sendo a velocidade em que
pontos de fase constante se movem através do meio. Uma vez que a fase da onda é,

claramente, dada por

¢ =kz—wt (1.151)
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os pontos de fase constante se movem uma distancia Az num tempo At, que estao rela-
cionados por
EAz = wAt. (1.152)

Entao vy = Az/At ou

W
’Uf:—:

c
—. 1.153

r = (1.153)

Vamos considerar a propagacao de um pulso através de um sistema material. Um pulso

é, necessariamente, composto de uma distribuicao de freqiiéncias épticas, como ilustrado

Meio —
Dispersivo

simbolicamente na Figura 1.3.

Figura 1.3: Representacao esquemdtica de um pulso em termos das suas varias compo-
nentes. Note que essas contribui¢oes somam em fase no pico do pulso.

No pico do pulso, as varias componentes de Fourier tendem a somar em fase. Se esse
pulso se propaga sem distorcao, essas componentes devem estar somando em fase para
todos os valores da distancia z de propagacao. Para expressar matematicamente esse
pensamento, primeiro escrevemos a fase da onda como

6=t (1.154)
C
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e requeremos que nao haja mudanga em ¢ para a primeira ordem em w. Ou seja, d¢/dw =
0 ou

i T (1.155)
que pode ser escrita como z = v,t onde a velocidade de grupo é dada por

c dw
S ———— 1.1
R wdn/dw  dk (1.156)

A qdltima igualdade nesta equagao resulta do uso da relagao k = nw/c. Como alternativa,

podemos expressar este resultado em termos de um indice de refracao de grupo n, definido

por
C
_ 1.157
Vg g ( )
com
d
ng =n+ w£ (1.158)

Vemos que o indice de grupo difere do indice de fase por um termo que depende da
dispersao dn/dw do indice de refracao.

Um material com uma derivada dn/dw negativa é anomalamente dispersivo e apresenta
propagacgao de pulso de luz répida, enquanto um dn/dw positivo, chamado de dispersao
normal, conduz & propagagao de pulsos de luz lenta. A relacdo entre v, e dn/dw é

demonstrado graficamente na Figura 1.4.
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\ Luz
—_— Lenta

-3 -2 -1 0 1 2
o dn/dw

Figura 1.4: Velocidade de grupo como uma funcao da dispersao. Neste grifico, para o
qual ng = 1, a velocidade de grupo ¢ demonstrada como uma fungio de wdn/dw. Para
dn/dw positivo (dispersao normal), 0 < v, < ¢ (curva sélida azul). Para dn/dw negativo
(dispersao anémala), v, > ¢ ou v, < 0 (curva tracejada vermelha)

Note que a velocidade de grupo nos da a velocidade com que um pulso de luz se
propaga através de um sistema material. Deste modo, fala-se de “Luz Réapida” ou “Luz
Lenta”, dependendo do valor da velocidade de grupo v, em comparagao com a velocidade
¢ da luz no vécuo.

Luz lenta refere-se a situagao em que v, < c. De fato, velocidades de grupo menores
que 17 m/s foram observadas experimentalmente [12]. Luz rdpida refere-se a pulsos
viajando mais rdpido que a velocidade da luz no vicuo. Esta circunstancia pode ocorrer
quando v, > ¢ ou quando v, é negativa. A velocidade de grupo negativa corresponde aos
casos quando o pico do pulso, transmitido através de um meio 6ptico, emerge antes do
pico do pulso de luz incidente entrar no meio [3].

Algumas dessas idéias podem ser compreendidas em termos da seqiiéncia temporal

demonstrada na Figura 1.5.
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Figura 1.5: Representacao esquemdtica de um pulso se propagando através de um meio
com varios valores de velocidade de grupo.

E importante notar, também, que o tempo 1" que o pulso leva para atravessar o meio

pode, em geral, se representado como

T=— 1.159
- (1159)

onde L é o comprimento fisico do meio. Assim, quando v, é negativa, o tempo que o
pulso leva para atravessar o meio também serd negativo.

Embora a propagacao de pulsos em meios dispersivos, em geral, seja bastante com-
plexa, aproximacoes da velocidade de grupo podem ser usadas freqiientemente para des-
crever o comportamento de pulsos nesses meios. Adequando a dispersao de meios 6ticos,
pesquisadores tém feito a propagacao de pulsos de luz rapida, luz lenta, e até a parada
total de pulsos de luz. A existéncia de sistemas, no qual a velocidade de grupo v, as-
sume valores extremos, tém levantado discussoes a respeito de qual seria a velocidade da
informacao, codificada em pulsos eletromagnéticos que viajam muito mais lento ou mais

rapido do que c.
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1.7.2 Velocidade do transporte de energia

A velocidade na qual a energia eletromagnética é transmitida através de um material
é complicada, pelo fato de que parte da energia estd armazenada no material e o restante
estd contido no campo eletromagnético. Formalmente, ela pode ser definida como a razao

entre o vetor de Poynting e a densidade de energia armazenada da onda,
ve =S/W (1.160)

no entanto, Loudon demonstrou que essa velocidade é igual a velocidade de grupo num
meio dielétrico ndo absorvedor, mas é diferente na presenca de um absorvedor [16]. Es-

pecificamente, ele foi capaz de escrever a forma fechada da expressao

c
e = TTa 1.161
v ng + 2wny/T ( )

onde I' é coeficiente de amortecimento do oscilador de um material de Lorentz e ngr e ny
sao as partes real e imagindria do indice de refracao. Loudon também observou que essa

velocidade é limitada por c.

1.7.3 Velocidade da frente

Velocidade da Frente é a velocidade de propagacao da descontinuidade de uma funcao
degrau em um pulso. Existem diferentes maneiras de mostrar que uma descontinuidade
se move na velocidade ¢ [2,9,11]. Vamos iniciar considerando o movimento de um onda

da forma

f(t) =06(t)sinwt (1.162)

onde O (t) é a fun¢do degrau de Heaviside, e que também pode ser chamada de sinal.
Devemos entao, considerar que a descontinuidade ou a frente em ¢t = 0 se propaga com
uma velocidade < ¢ em qualquer meio; de outra forma, terfamos um sinal se propagando

com uma velocidade maior que ¢, violando a relatividade especial.
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A prova deste importante resultado pode ser dada a partir das equagoes (1.26)

1 0 ) )
E(z,t) = ﬁ/ A (w) ekt gy,

e (1.27)
1 > N iwt! gyt

de onde vem que

1 > ) 0 -
B(et) = o / )it g, / E(0,£) e dt (1.164)
T J -0 —00
ou
E(z,t):/ G ot — 1) E(0,¢) dt’ (1.165)
onde
1 [~ . - /
Gzt —t) = 7 /_ ~ ek@)z=iwt=t) g, (1.166)
fazendo
T = t—t
wn (w)
k el )
W) =
temos
1 [~ .
G(Z,T):—/ e n@z/e=7) gy, (1.167)
21 J_ o

Observando a equacao (1.70) é razodvel assumir que n (w) — 1 quando w — oo. Com
esse pressuposto, segue-se que o integrando em (1.167) é expiw (z/c — 7) para w grande.
Assim, para z > c7, a integral acima pode ser substituida por uma integral de contorno
envolvendo um grande semicirculo na metade superior do plano complexo w como visto
na secao 1.5. Vamos lembrar ainda da secao 1.5 que a causalidade, no sentido de que nao

pode haver deslocamento antes que haja um campo elétrico para induzir o deslocamento,
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exige que o indice de refracao n (w) seja analitico, na metade superior do plano complexo

w. Assim, para z > c7, a integral (1.165) desaparece:
G(z,t)=0 para 7 < z/c (1.168)

Segue-se a partir da equagao (1.165) que se o campo incidente £ (0,¢) = 0 para todo
t < 0, entdo o campo F (z,t) = 0 para todo t < z/c. Em outras palavras, temos o
resultado desejado, que a ’frente’ ou ’descontinuidade’da onda, tal como (1.162) nao
pode se propagar com um velocidade maior que c. Na verdade, a velocidade da frente é

exatamente c.

1.7.4 Velocidade de sinal ou informacao

Sabe-se ha mais de um século que a velocidade de grupo de pulsos eletromagnéticos pode
exceder c. Antes de Einstein formular sua teoria especial da relatividade, a possibilidade de
velocidades de grupo maiores que ¢ nao eram uma preocupacao. A relatividade especial
afirma que a velocidade da luz no vacuo, ¢, é uma velocidade limite que nao pode ser
excedida por nenhuma entidade capaz de transportar matéria ou informacao.

O conceito de velocidade de sinal, o que hoje chamamos de informacao, foi introduzido
pela primeira vez por Sommerfeld e Brillouin devido preocupagoes de que a propagagao
de um pulso superluminal em um material com dispersao anémala poderia contradizer as
previsoes da relatividade especial. Eles notaram que uma distin¢ao deveria ser feita entre
a velocidade de grupo e a velocidade do sinal, em particular, eles queriam definir a ve-
locidade de um sinal de tal forma que a relatividade fosse satisfeita durante a propagacgao
do pulso através de todos os tipos de meios; o que é conhecido como a causalidade de
FEinstein. Obviamente, causalidade, no sentido de que o efeito nao pode preceder a causa
também é satisfeita. No entanto, ao contrario das outras velocidades caracteristicas do

pulso, a velocidade da informacao é dificil de definir, devido a dificuldade na definicao de
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“Informagao”. O conceito de velocidade da informagao torna-se particularmente impor-
tante em um material com dispersao anémala, uma vez que, por muito tempo acreditou-se
que a v, era a velocidade da informacao.

Eventualmente, Sommerfeld e Brillouin propuseram que a velocidade de uma descon-
tinuidade presente na frente de um pulso, a velocidade da frente, é sempre igual & ve-
locidade da luz no vacuo ¢ e o limite superior para a velocidade do sinal. No entanto,
a definicao de Sommerfeld de um sinal “um mowvimento de onda limitado: nada até um
determinado momento no tempo, entao, por exemplo, uma série de ondas senoidais regu-
lares que param depois de certo tempo ou que continuam indefinidamente”, deixa espaco
para uma abordagem mais moderna para o problema, evitando o cardter nao fisico das
descontinuidades. Segundo esta definicao, um sinal envolve uma nova informacao ou um
elemento de “surpresa” que nao poderia ter sido previsto a partir do movimento da onda
em um tempo anterior.

Uma abordagem interessante foi proposta por Chiao e colaboradores. Eles fizeram uma
generalizagao da definicao de Sommerfeld e afirmaram que todas as informagoes em um
pulso séo codificadas em pontos de ndo analiticidade [17,18]. Na verdade, a idéia de que
a informacao pode ser associada & pontos nao analiticos estava implicita na definicao de
sinal por Sommerfeld. Estes pontos nao analiticos sao especiais, porque o comportamento
de uma onda antes de tal ponto nao pode ser usado para prever o comportamento apds o
ponto nao analitico.

Na verdade, o valor da velocidade da informagao transmitida através de um meio com
dispersao andémala, onde a velocidade de propagacao do pulso é superluminal, nao tem
sido determinada, experimentalmente, de maneira clara e direta. A falta de uma forma
adequada para representar a informacgao tem levado alguns pesquisadores a realizarem
investigacoes empregando pulsos idealizados com descontinuidades abruptas. Um experi-

mento recente, utilizando esta idealizacao de pulsos com descontinuidades, demonstrou
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que o tempo necessdrio para detectar a informacgao é maior para a propagacao através de
meios superluminais do que no vacuo [7]. Este resultado sugere que mesmo para a propa-
gacao superluminal, a velocidade da informacao, como esperado, &€ menor do que ¢, mas
o desvio padrao associado a medida é muito grande. Eles tentaram associar informacoes
a descontinuidades abruptas em pulsos e o experimento nao pode fornecer uma medida

precisa da velocidade da informagao [8].

1.8 Velocidade de grupo versus tempo de grupo

Nesta secao veremos por que o tempo de grupo de um pulso, em sistemas compactos
ou com velocidade de grupo negativa, ¢ uma medida mais interessante do que a velocidade
de grupo deste pulso

Enquanto as velocidades de grupo negativas sao fisicamente significativas e matemati-
camente consistentes, elas também sao um pouco complicadas de discutir. Por exemplo,
por que um pulso com v, = —0,01c é mais rdpido que um pulso com v, = 10'%? A
resposta curta é que o pico do pulso transmitido através do meio sai antes do pico do
pulso incidente entrar no meio, conforme demonstrado na Figura 1.5. Para quantificar
esse tempo de safda, vamos definir o tempo de grupo ¢, como a quantidade de tempo
que o pico de um pulso é avancado ou atrasado em relagao ao pico de um pulso idéntico

viajando através do vicuo. Estas quantidades sao relacionadas por

L L
ty=——= (1.169)
Ug C

Existem muitas razoes pelas quais o tempo de grupo é, freqiientemente, uma medida
mais util da rapidez de um pulso. Conforme demonstrado na Figura 1.4, para ng = 1 a
velocidade de grupo diverge, no limite quando wdn/dn — —1, indo para +oo quando
nos aproximamos pela direita, e para —oo quando nos aproximamos pela esquerda. En-

tretanto, o tempo de grupo varia suavemente quando o pulso vai desde muito lento (v,
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positiva e pequena) até muito rapido (v, negativa). Isto é demonstrado claramente se nés

considerarmos a v, e o t, como fungao de wdn/dn, como demonstrado na Figura 1.6.

5,0} .=

1] RO W R —.
§ Luz i
3 Répida ., # ] Luz
1.5¢ i : Lenta
-3.0 o L L i L
8 -2 -1 0 1 2
o dn/de

Figura 1.6: (a) v, como uma funcdo de wdn/dw e (b) t, como uma fungao de wdn/dw.
Em ambos os casos, a linha tracejada em vermelho representa luz rédpida e a linha sélida
em azul representa luz lenta. Para esses gréficos, ng = 1.

Outra importante razao para o uso do tempo de grupo, a qual discutiremos de maneira
clara no préoximo capitulo, dé-se quando o pulso se propaga em sistemas compactos, tais
como os circuitos eletrénicos. O sistema compacto é um sistema cujo tamanho I é muito
menor do que o comprimento de onda 27 /k de interesse. Nestes sistemas nao podemos
definir a velocidade de grupo de um pulso propagando através dos mesmos, pois nao existe
escala de comprimento finito. Em vez disso, podemos definir o tempo de grupo ou, como

trataremos no proximo capitulo, o atraso de grupo.
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1.9 Nao violacao da causalidade de Einstein

Mesmo apds, mais de um século desde que Brillouin salientou, de acordo com as leis
de dispersao, que na regiao de dispersao anomala dentro de uma linha de absorcao a
velocidade de grupo, na qual o envelope do pulso viaja, poderia ser superluminal, ou seja,
maior do que a velocidade da luz no vacuo ¢, sem estar violando a relatividade especial,
muitos equivocos tém atormentado essa questao. Isso pode ser devido, em parte, ao fato
de que o trabalho de Brillouin [2] envolve uma série de detalhes técnicos e notagdes, que
difere consideravelmente do que é convencionalmente utilizado atualmente. Além disso,
Sommerfeld e Brillouin nao puderam citar nenhuma literatura experimental relevante,
a respeito dessas velocidades de grupo anormal. Sua motivacao central, de acordo com
Sommerfeld, se dd ao fato de que ‘essa aparente contradi¢cao da teoria da relatividade
deveria ser resolvida’.

Em muitos casos, dependendo dos valores assumidos para parametros como a largura
do pulso e da linha de absorcao, o pulso é fortemente distorcido ao se propagar em um meio
dispersivo. Por este e por outros motivos, tem-se afirmado que, o conceito de velocidade
de grupo perde o significado quando v, é maior que ¢ ou negativa [9,10].

Garret e McCumber [3] observaram, teoricamente, que um pulso gaussiano ‘nao tem
um verdadeiro inicio ou fim’. Emt < 0, o pico do pulso transmitido através de um sistema
anomalamente dispersivo visto em z > 0, por um observador, nao é um reflexo direto do
pico do pulso incidente, mas resulta da agao do meio dispersivo sobre as primeiras com-
ponentes da borda desse pulso. As previsoes de Garret e McCumber foram demonstradas
experimentalmente, pela primeira vez, por Chu e Wong em 1981 [4].LEsse e outros exper®
mentos demonstraram, de fato, que um pulso pode se propagar com velocidade det grupo
superluminal e sem distor¢ao significativa.

Para explicar porque essa velocidade de grupo superluminal nao viola o principio da
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Causalidade de Einstein, ¢ interessante apresentar a velocidade de grupo aproximada, de
uma forma diferente. Imagine uma onda, dada pela equagao (1.26) se propagando na
direcao z

1 o0 . .
B(at) = —= / A (w) eFe)—iot g, (1.170)

onde a amplitude A (w) ¢ dada pela equagao (1.27)

1 *° L
Aw) = o= / E(0,t) ¢! gt (1.171)

assim
1 [ - Ry -
E(z,t) = 2—/ E(0,t) ™! dt’/ eik@z—iwt g, (1.172)
T J - —00

Suponha que E (0,t') = A (') e=™°!, entao

1 o0 . o oo .
B(ot) = — / A(H) e-ivot i gy / )it g, (1.173)

27T —00 —0o0
onde A (t') varia lentamente em escalas de tempo proporcionais a 1/wy de maneita que

podemos substituir

dk

b (w) = ko + (w = wo) == (w — wo)

— hy 4+ ——2 (1.174)

0 Ug

Entao, essa aproximagao fica

o0

1 . - o0 i (w—wq) —iw
E (z’t) = 2_/ A (t/) efzwotezwt dt// e (ko+ Ug ) tdw
T J_ oo

1 - o0 o /
B (z,1) = e ot ko) / Aty dt / i) =t) )2 vy (1.175)
E (z,t) = e @ot=ko2) A (4 — 2 /0, (1.176)

que, obviamente, é equivalente a equagao (1.38). Vamos expressar agora a integral em
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(1.175) sobre w’ e t' como

I = / A(t/) dtlz ZZ') U;I . Cl)n/ (w _w0>n efi(wf“’o)(t*tlfz/c)dw
—00 n: oo
n=0
0o o 2" 3 n 8n 00 o e
I = / A(t/)dt&:ﬁ (vgl—c 1) at’"/ o i(w—wo)(t'~t+z/0) g, ,
- ’ n=0 -0

I = QWZZ_T (v, ' — )" %5(25' —t+2z/c)
=0

n=

[ = 2mele'vat)0/0t 4 (t—2z/c)

de modo que

B (2,t) = eiwot—koz)gle™ —vg"[20/00 g (4 _ 4 /) (1.177a)

ou

E(2,t) = e otk A (4 — 2 /p))) (1.177Db)

que é equivalente ao resultado obtido por Diener [19].

O operador translacao (exp [c’l — Ug’l} 20/ at) pode ser entendido como uma série
de Taylor e para velocidades de grupo superluminal v, > ¢, fornece uma continuidade
analitica do pulso sobre um intervalo de tempo positivo (c_l — Ug_l) L > 0. Ou seja,
a equagao (1.177b) indica que na velocidade de grupo aproximada, na qual a segunda
derivada e as derivadas de ordens mais altas do indice de refragao em relacao a freqiiéncia
sao negligenciadas, a propagacao ao longo de uma distancia z corresponde a uma con-
tinuidade analitica ao longo do tempo z/c — z/v, da propagagao no vécuo do envelope de
pulso A(t — z/c). Em outras palavras, podemos dizer que essa velocidade de grupo su-
perluminal nao implica uma propagacao superluminal de uma nova informacao, uma vez
que ndo hd nenhuma informacao em A(t — z/v,) que nao estivesse contida em A(t — z/c).

Evidentemente, uma nova informagao é propagada somente se A(t — z/c) nao tiver

uma continuidade analitica. Neste caso, a equacao (1.177b) € invilida, enquanto a equagao
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(1.177a) ¢é vélida até o momento em que A(t — z/c) tiver um ponto de nao analiticidade.
Depois disso, a evolucao do pulso se torna muito mais complicada do que uma simples
propagagcao sem distorcao na velocidade de grupo superluminal. O ponto de singularidade
se comporta como um “front” de Sommerfeld-Brillouin, que se propaga em c. Ou seja,
uma verdadeira informacao, evidentemente, exige nao-analiticidade e nenhuma informacao
pode ser transmitida numa velocidade maior que a da luz no vécuo c.

O caso de um pulso analitico (por exemplo: Pulso Gaussiano) propagando sem dis-
torcao a uma velocidade de grupo superluminal é, todavia, notavel quando se considera
que (1) os pontos no tempo ¢ em um pulso transmitido sdo causalmente determinados
pelos pontos em ¢ < z/c no pulso incidente e ainda (2) o pulso transmitido avanca com

velocidade de grupo v, > c.

| z/c

A

z/; Uy

(a)

Figura 1.7: (a) Pulso incidente e (b) pulso transmitido para uma comprimento L de
propagacao e velocidade de grupo v, > c. A parte sombreada de (b) é completamente
determinada pela parte sombreada de (a).

Isso significa, tal como indicado na Figura 1.7, que se (z/c — z/v,) é muito maior
que a duragao do pulso, o pico do pulso transmitido é inteiramente reconstruido a partir
de uma pequena cauda do pulso incidente: se (z/c — z/vg) é grande o suficiente, quase
todo o pulso transmitido é reconstruido pela continuidade analitica de uma porcao muito
pequena do pulso incidente.

Note que o pico do pulso transmitido nao é causalmente conectado ao pico do pulso
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incidente, de modo que, em particular, a observacao de que o pico do pulso se move
superluminalmente nao contradiz a causalidade de Einstein. Em suma, podemos concluir
que, um pulso descrito por uma funcao analitica do tempo nao pode transmitir informagao,
uma vez que a informacao estd relacionada com as mudancas imprevisiveis na transmissao
do pulso. De fato, como as fungoes analiticas podem ser expandidas em série de Taylor,

se qualquer pequena parte do pulso é detectada, o pulso inteiro pode ser reconstruido.

1.10 Definicao de ponto nao analitico

Defineremos agora o que é um ponto nao analitico. Este conceito é de central importan-
cia em nosso trabalho, pois temos como objetivo associar a informagao a um ponto nao
analftico em uma func¢ao com suporte compacto suave, que apresentaremos na proxima
secao.

Se a expansao de Taylor

flx) = i(m — 2o)” ldnjxf)L_m , (1.178)

e n!
de uma certa funcao em um determinado ponto convergir e for tinica, dizemos que este é
um ponto analitico [20]. Para uma fun¢ao com continuidade analitica, a partir de qualquer
ponto da funcao e uma regiao infinitesimal ao redor do mesmo, podemos obter todos os
valores da funcao nos outros pontos. Uma ilustracao deste tipo de funcao pode ser vista

na Figura 1.8.

h(x)

\\/\

Xo

Figura 1.8: Esquema de uma fungao analitica [21].
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A partir de xg podemos encontrar toda a distribuicao restante da funcao. Assim,
podemos dizer que nao existe nenhuma informacao que nao esteja contida na série de
Taylor. E além disso, poderfamos ter escolhido qualquer outro ponto que nao xzg, para
aplicarmos a expansao de Taylor e calcularmos o restante da distribuicao da funcao, em
outras palavras, qualquer ponto contém toda a informacao da fungao.

Por outro lado, se em algum ponto nao houver unicidade ou convergéncia da série de
Taylor, chamamos este ponto de um ponto nao analitico. Um esquema de dois tipos de

fungoes com pontos nao analiticos pode ser visto na Figura 1.9.

g(x) f(x) 4 Serie de Taylor
indeterminada no ponto.

(a)

J)

Figura 1.9: Esquema ilustrativo de duas fungdes com pontos nao analiticos [21].

Na Figura 1.9 tanto a fungao g (z) como a fungao f (z) possuem pontos nao analiticos
em zo. Na Figura 1.9a temos uma fungao descontinua, em contraste, colocamos uma
fungao continua em 1.9b que também possui um ponto nao analitico. Usamos na ilus-
tragao, cores diferentes para reforcar este fato.

Analisemos agora a Figura 1.9¢, que é uma extensao da Figura 1.9b. Vemos que a
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partir do ponto xy podemos fazer duas escolhas, podemos usar a expansao de Taylor para
calcular o valor da fun¢ao f; no ponto xg + dx, ou encontrar o valor da funcao f> neste
mesmo ponto. Analogamente, a partir de xp podemos encontrar o valor correspondente
a fungao fy para o ponto xo — dx ou o valor correspondente a f;. Ou seja, a partir de xg
temos dois valores possiveis para a expressao de Taylor, tanto a direita como a esquerda
deste ponto. Deste modo, como o valor da expansao nao é unicamente determinada, temos
que este ponto ¢ um ponto nao analitico. A mesma andlise vale para o outro exemplo na

Figura 1.9.

1.11 Funcao com suporte compacto suave

Nesta secao estudaremos as caracteristicas de uma funcao com suporte compacto
suave. Este tipo de fungao é de central importancia em nosso trabalho, pois temos como
objetivo associar a informagao, codificada em um pulso eletromagnético ou elétrico, a um
ponto nao analitico em uma fungao com suporte compacto suave.

O suporte de uma funcao é o conjunto de pontos onde a funcao é diferente de zero,
Este conceito é amplamente utilizado em anédlises matematicas, sob a forma de fungoes
com o suporte que é limitado. Desta forma, uma funcao com suporte compacto é a
que tem valores diferentes de zero para um subconjunto limitado de seus argumentos.
Esta classe de funcoes foram descobertas apenas no final da década de 1940, por Laurent
Schwartz [22] em sua teoria das funges generalizadas, estendendo o trabalho feito por
Sobolev [23] em 1930. Mais recentemente, essas fungoes foram amplamente utilizadas por
Daubechies [24] para construcao de uma classe de ondas que sao identicamente nula fora
de um intervalo finito.

Certas fungoes com suporte compacto podem apresentar pontos nao analiticost conti-
~uosltou seja.tsao fungoes suaves.tOnde por suavetentendemos que todas as derivadast¥a

fungao existem e sao continuas. As fungdes suaves (também chamadas de fungoes infini-
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tamente derivaveis) e as fungoes analiticas sdo dois tipos muito importantes de fungoes.
Podemos provar, facilmente, que qualquer funcao analitica de valores reais é suave, porém,
o contrario nao é verdadeiro. De fato, se pudermos definir mais de uma série de Taylor con-
vergindo para um ponto em uma funcao, este ponto é nao analitico. Este é o caso para as
fungoes com Suporte Compacto Suave, a qual neste trabalho trataremos abreviadamente

como SCS.

Em nosso estudo, utilizamos um pulso com SCS com a seguinte descricao matematica

[ exp(5=22) para [t| < /B/C
f(t) { 0 B-¢ para ’t| > \/W 5 (1179)

onde A, B e C' sao constantes reais. Na Figura 1.10 apresentamos um desenho para esse

pulso especifico, onde os grandes pontos brancos representam os pontos nao analiticos.

Ponto
Ndo Analitico
(ilustrativo)

Intensidade

Tempo

Figura 1.10: Esquema do pulso com suporte compacto.

Note que o pulso com SCS tem as caracteristicas fisicas e matematicas do sinal,

definido por Sommerfeld!, que citamos anteriomente.

L Um movimento de onda limitado: nada até um determinado momento no tempo, entio, por exemplo,
uma série de ondas senoidais requlares que param depois de certo tempo ou que continuam indefinida-
mente.
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A funcgao f (t) possui derivadas continuas de todas as ordens em todos os instantes ¢

do tempo, dadas por

(a/0)*" /
f(n) (t) — Pn (t> (tQ—B/C)Z"f (t) pa’ra‘ |t| < B/C , (1180)
0 para |t| > /B/C
onde p, (t) ¢ um polindémio de grau n dado recursivamente por p; (t) = —2Ct/A e

Pt () =1, (V) (€ = B/C)" = (4nt (* = B/C) —pu (1)) pu(t), neEN.

A prova estd baseada no fato que para qualquer nimero natural m, incluindo zero,

[ AN
|t‘%hmB/C (2 B/C)" exp (B — C’t2>] = 0. (1.181)

A validade desta iltima equacao pode se verificada a partir da representagdo em séries

de poténcia da funcao exponencial. Nesta representacao temos para todos os nimeros

naturais m (incluindo zero)

(/o W—BKD<-MC y“l

2 - B/O)Y" — (A/C) \#2-B/C
(A/C)™ (22— B/O)S1 [ AJ)C "
e o W= 5/0)~ 1 A4/C .
Z_g07 = "D g Z_gu Z—gic) (1182
uma vez que todos os termos positivos, para n # m + 1, sdo somados
AlC)™ B — Ct? A
“;/T)Wnﬁ(m—i—l)!(T)eXp(B_Ct?), lt| < \/B/C.

Portanto, usando a equagao funcional da funcao exponencial,

. (A/C)" ( —A ﬂ . l(B - C’tZ)}
lim = €XP <(m+1)! lim _— 1.183
t|—/Bjc L(t? = B/C) B —Ct? ( ) \t|—+/B/C A ( )
assim,
. (A/C)™ ( —A >]
lim — eXP = 0. 1.184
t|—\/B/C l(t2 — B/C) B — Ct? ( )
Isto implica que todas as f™ (t) sdo continuas e derivaveis em |t| = /B/C, porque

o - s (VBIO)] [ (1)

lim = im LA N —
[t|—+/B/C t| —/B/C tl—/B/C | [t| = /B/C
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2B (Ao (A
entao
. (1) = £ (VBIC)
lim = 0. (1.186)

lt|—+/B/C t|—/B/C
Desta forma, provamos que a funcdo f (¢) é suave e todas as suas derivadas em sao
iguais a 0 (zero) em |t| = 4/B/C. Portanto, a série de Taylor de f (t) em [t| = /B/C

converge para zero, da mesma forma que a funcao nula,

oo f(n) 00
> <ﬁm) (11— vBIO) =3 (il - VBIO) =0, 1er

n=0 n=0

Entretanto, para [t| > y/B/C a série de Taylor nao ¢ igual a f () e, conseqiientemente,

f (t) é nao analitica em |t| = \/B/C.
1.12 Conclusao

Neste capitulo, estudamos as condicoes necessarias, em um sistema, para obtermos
velocidades de grupo maiores que a velocidade da luz no vicuo. Vimos que, podemos ter
velocidades superluminais quando o pulso se propaga em regioes com dispersao anémala,
e embora o pico se propague com velocidades de grupo superluminais, isto nao viola a
causalidade.

Estudamos também algumas das velocidades caracteristicas da luz e por fim, estu-
damos as caracteristicas de uma fungao com suporte compacto suave contendo pontos

nao analiticos de intensidade zero, infinitamente derivédveis.
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Capitulo 2

Circuito de Atraso de Grupo
Negativo e a Superluminalidade

2.1 Introducao

Neste capitulo, estudaremos as configuracoes necessarias na construcao um circuito
eletronico com analogias a um sistema atoémico. Como exemplo, demonstraremos que
um circuito eletronico amplificador simples ajustado para apresentar atrasos de grupo
negativo € um andlogo eletronico do modelo de Lorentz. Quando inseridos periodica-
mente em cascata numa linha de transmissao, tais circuitos se comportam como um meio
que apresenta superluminalidade. Para isto, iniciaremos com uma rdpida revisao sobre
circuitos, bem como, a respeito de amplificadores operacionais e suas principais carac-
teristicas de operagao, tais como as "Regras de ouro” e a realimentacao negativa. Em
seguida, abordaremos o conceito de atraso de grupo negativo e os principios gerais para
geracao de atraso de grupo negativo em um circuito eletronico. Por fim veremos que a
propagacao superluminal de pulso elétricos nestes circuitos eletronicos andlogos a sistemas
atdmicos, modelados classicamente como um dielétrico de Lorentz, nao viola o principio

da causalidade, em concordéncia com a discussao do capitulo anterior.
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2.2 Revisao sobre circuitos

Nesta secao apresentaremos os componentes, conceitos e definicoes fundamentais que
utilizaremos na analise dos circuitos eletronicos utilizados em nosso estudo [25-27].

Um circuito elétrico pode ser definido como uma interligacao de componentes bésicos
formando pelo menos um caminho fechado. Em um circuito existem duas grandezas
fisicas fundamentais: a tensdo e a corrente. A tensdo (ou diferenga de potencial) entre
dois pontos é a medida do trabalho necessédrio para transferir carga unitdria de um ponto
a outro. A diferenca de potencial entre dois pontos perfazendo uma tensao de 1V (Volts)
corresponde a um trabalho de 1J (Joule) necessdrio para transferir uma carga de 1C
(Coulomb). A corrente ¢é a transferéncia (fluxo) de carga. Uma corrente de 14 (Ampére)
equivale a transferéncia de carga de 1C'/s (Coulomb por segundo).

O circuito eletrénico é um tipo de circuito elétrico que, além de componentes elétri-
cos, utiliza certos tipos de componentes eletronicos, como transistores ou amplificadores
operacionais, que produzem transformagoes nas grandezas elétricas. Neste trabalho uti-
lizaremos circuitos eletronicos que apresentam comportamento superluminal, a fim de
estudar a velocidade da informagao associada a pontos nao analiticos em pulsos com su-
porte compacto se propagando nestes meios. Estes circuitos sao constituidos dos seguintes
componentes: resistores, capacitores, indutores e amplificadores operacionais.

O resistor é caracterizado por sua resisténcia elétrica, a qual para o caso linear s6
depende das caracteristicas do material empregado (resistividade) e das suas dimensoes
geométricas. A resisténcia expressa o grau de oposicao a passagem de cargas elétricas
que o componente apresenta. No resistor linear, a tensao (V') e a corrente (/) nos seus

terminais estao relacionadas pela Lei de Ohm
V(t)=RI(t). (2.1)

O capacitor possui como caracteristica bésica a capacidade de armazenar cargas elétri-
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cas e energia no seu campo elétrico.tA grandeza que caracteriza o capacitor é sua capac*
tancia, definida como a quantidade cargas elétricas armazenadas por unidade det tensao
aplicada. A tensdo (V') e a corrente (/) nos terminais de um capacitor estao relacionadas

como
V)= / I(t)dt. (2.2)

O indutor é um dispositivo que possui um campo magnético capaz de armazenar
energia. O campo magnético do indutor é criado pela corrente elétrica que percorre o

indutor. A grandeza que caracteriza o indutor é a indutancia e sua relacao entre a tensao

(V) e corrente (I) é dada como
dlI (t)

Vt)= L= (2.3)

Os amplificadores operacionais sao dispositivos versdteis com uma imensa gama de
aplicacoes em toda a eletronica. Em geral, os amplificadores operacionais sao amplifi-
cadores de acoplamento direto, de alto ganho, que usam realimentacao para controle de
suas caracteristicas. Além disso, ele é um componente eletréonico compacto construido da
juncao de resistores, capacitores e transistores.

Antes de apresentarmos as configuragoes dos circuitos eletronicos utilizados em nosso
estudo e as analogias aos sistemas atémicos, discutiremos algumas caracteristicas de fun-
cionamento dos amplificadores operacionais necessdrias para a nossa analise do compor-

tamento superluminal destes meios.

2.3 Amplificador operacional, realimentacao e as
"Regras de Ouro"

Nesta secao, estudaremos algumas das caracteristicas e os modos de operacao dos
amplificadores operacionais, tais como a realimentacao, as "Regras de ouro” e os tipos de

montagens de circuitos com amplificadores operacionais.
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2.3.1 Amplificador operacional e a realimentacao

Neste contexto, o amplificador operacional, que de agora em diante trataremos abre-
viadamente como AmpOp, serd considerado como uma caixa preta. Estamos interessados
em compreender o seu funcionamento sem estudar seus componentes. O AmpOp é um
circuito amplificador de tensao continua de altissimo ganho méximo, dotado de duas
entradas diferenciais e uma saida, na qual se encontra o resultado da amplificagao.

O simbolo do AmpOp e seus principais terminais sao apresentados na Figura 2.1.

Figura 2.1: Simbolo do amplificador operacional.

" indica uma mudancga

Uma das portas de entrada é inversora (—), onde o sinal ‘—
de fase de 180° no pulso da saida, em relacao ao pulso de entrada nesta porta, a outra
porta de entrada é ndao-inversora (+), onde o sinal ‘4’ indica uma mudanca de fase nula.

A tensdo na saida (vértice do tridngulo), Vj, € igual & um ganho G multiplicado pela

diferenca entre as tensoes nas entradas inversora e nao-inversora,
Ve=G (Vi) = Vi) - (2:4)

Idealmente, o ganho G seria infinito, na prética é da ordem de 10°.
Existem trés modos de operacao em um AmpOp, sendo eles: sem realimentacao, com

realimentacao positiva e com realimentagao negativa.
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Figura 2.2: Modo de operagao (a) sem realimentacao, (b) com realimentagao positiva e
(c) com realimentagao negativa.

O modo de operacao sem realimentagao, mostrado na Figura 2.2.a, é conhecido como
operacao em malha aberta, por utilizar o ganho do AmpOp estipulado pelo fabricante,
ou seja, nao se tem o controle do mesmo.

O modo de operacao com realimentagao positiva, mostrado na Figura 2.2.b, consiste
em reaplicar o sinal de saida novamente a entrada nao-inversora, de alguma maneira.
Este modelo de operacao é denominado de operacao em malha fechada, pois o ganho
do AmpOp, para o caso mostrado na Figura 2.2.b é determinado por Z; e Z; e pode
ser controlado pelo projetista. Onde Z; e Z; representam as impedancias complexas de
filtros lineares passivos compostos, por exemplo, de resistores e capacitores. Este modo
de operagao apresenta como desvantagem uma instabilidade ao circuito e o AmpOp nao

trabalha como amplificador de sinais, pois sua resposta nao é linear.

Instituto de Fisica - UFAL



2.3.2 Regras de ouro na operagao de um amplificador operacional 71

O modo mais importante e mais utilizado em circuitos com AmpOps é o de reali-
mentacao negativa, sendo este o modo de operacgao utilizado na construcao dos circuitos
eletronicos apresentados neste trabalho. O modo de operacao com realimentacao negativa,
mostrado na Figura 2.2.c, consiste em reaplicar, de alguma maneira, o sinal de saida no-
vamente a entrada inversora do AmpOp. Este modo de operagao, como na realimentacao
positiva, tem caracteristicas de malha fechada, ou seja, o ganho do AmpOp mostrado na

Figura 2.2.c é determinado por Z; e Z5 e pode ser controlado pelo projetista.

2.3.2 Regras de ouro na operacao de um amplificador
operacional
O AmpOp ideal constitui um modelo simplificado de um amplo conjunto de am-
plificadores de tensao atualmente existentes. Estes amplificadores possuem vérias pro-
priedades em seu funcionamento, entre as quais destacamos as trés propriedades seguintes:

i) impedancia de entrada infinita,;

it) impedancia de saida nula;

iii) ganho de tensdo infinito.

A principal conseqiiéncia desse conjunto de propriedades enunciadas é, na prética, a
possibilidade de estabelecer "Regras de Ouro” que permitem a operacao correta de um
AmpOp. Horowitz [27] explica que sob operagdo normal com realimentacdo, o AmpOp
seguird estas duas regras:

1. O wvalor da tensdo na saida (fornecido pelo AmpOp), serd o necessdrio para que a
diferenca de voltagem entre as entradas seja tgual a zero.

2. As estradas nao consomem correntes.

Para melhor explicar estes conceitos assumiremos que o ganho do AmpOp seja infinito.

Entao, sabendo que a relacao ideal

V=G (Vi) = Vi)
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é sempre valida, podemos afirmar que:

Vs

‘/(4‘) - V(—) - G

~ 0, (2.5)

pois V; € finita e G = co. Estamos utilizando o sinal de “aproximadamente igual” ao invés
de “igual” a zero na expressao (2.5), para lembrar que estamos na realidade empregando
um artificio matematico (formalmente, devemos dizer que G tende ao infinito, mas nao o
é — na préatica, G situa-se tipicamente entre 10° e 107). Desta forma podemos notar que
teremos uma tensao de entrada V/_) igual (tendendo) ao valor de tensao de saida V).

Esta técnica nos permite dizer que quanto maior for GG, mais o valor de entrada V()
se aproxima do valor de entrada V(_y para valores finitos de V;. Em outras palavras, ela
nos chama a atencao para as tensoes das entradas do AmpOp pois é como se as entradas
inversora e nao-inversora estivessem sido curto circuitadas. Sabemos também que nao
existe corrente por onde tem um curto momentaneo.
2.3.3 Amplificador operacional como amplificador inversor e nao

inversor

O AmpOp, em um circuito eletronico com realimentacao negativa, é geralmente uti-
lizado em duas configuragoes bdsicas: a montagem inversora ou a nao-inversora. Esta
dltima é de fundamental importancia para o entendimento dos conceitos apresentados
nas proximas segoes, uma vez que os circuitos eletronicos nelas discutidos utilizam esta
configuracao.

O circuito mostrado na Figura 2.3.a é chamado de amplificador inversor, pois a
tensao de saida (V) serd defasada de 180° em relagao a entrada (V). Nesta configuragao,
quando a entrada for positiva a saida serd forgosamente negativa para conseguir aproximar

as tensoes das entradas.
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4
c s

Vs

Figura 2.3: (a) Amplificador inversor e (b) amplificador nao-inversor.

De acordo com as leis de Kirchoff e a lei Ohm, a tensao de saida desta configuracao é

dada por

Vo=V (2.6

Uma vez que a tensao de saida estd relacionada a tensao de entrada através de uma funcao

de transferéncia 7', de mameira que

Vi=T1V. (2.7)
a equacao (2.6) conduz a uma fungao de transferéncia

T=-=. (2.8)

O circuito mostrado na Figura 2.3.b é chamado de amplificador nao-inversor, como
o nome mesmo diz, ¢ um amplificador no qual a tensdo de entrada (V) é aplicada a

entrada nao-inversora, o que significa que a tensao de saida (V;) tem a mesma polaridade
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da tensao de entrada, nao ha inversao de fase entre o pulso de entrada e o pulso de saida.
Observe que a tensao de saida alimenta um divisor de tensao formado por Z; e Zs e que
a tensao em Zi, que é uma fragdo da tensao de saida, é aplicada & entrada inversora. A

tensao de entrada inversora ¢é entao igual a

7z
Viy = Va2

e 2.9
21+ 2y (2:9)

Adotando o fato que a tensao de saida deve assumir um valor que leve & entrada inversora

o valor de tensao que aplicado a equacao
Vo=G (V.= W)

mantenha a saida estabilizada. Entao,

Z
Vi=G|V,— V,——— 2.10
( Z +Z2> ( )
ou
Vs _ LZ (2.11)
‘/e 1 +GZH-122

No limite quando o ganho G do AmpOp tende ao infinito a funcao de transferéncia total
deste circuito é aproximada como

Z
T'=1+ —. 2.12
+ 7 (2.12)

2.4 Atraso de grupo

Nesta secao apresentaremos o conceito de atraso de grupo do envelope de um pulso
se propagando em um sistema compacto. O conceito de atraso de grupo negativo em
sistemas compactos como um circuito eletréonico é muito 1til para compreender vérios
aspectos da velocidade de grupo superluminal. O sistema compacto é um sistema cujo

tamanho L é muito menor do que o comprimento de onda 27/k de interesse.
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Sabemos que a velocidade de grupo v, em um meio dispersivo é definida como

L dk

U = —
g
dw o

(2.13)

onde o nimero de ondas k (w) é uma fungao da freqiiéncia w. A equagao acima corresponde
a velocidade de propagacgao do envelope de um pulso cujo espectro é limitado dentro de
um intervalo curto contendo wy.

Em sistemas como os circuitos eletronicos, nao podemos definir a velocidade de grupo
de um pulso se propagando através dos mesmos, porque nao existe escala de comprimento
finito. Em vez disso, podemos definir o atraso de grupo. O atraso de grupo ¢é a diferenca
de tempo entre os picos dos envelopes dos pulsos de entrada e de saida do circuito. Se
o atraso for negativo, o pico do pulso de saida precede o pico do pulso de entrada, como
mostrado na Figura 2.4.

circuito de
pico atraso negativo
'

v N
T(w) \_
a0
; < pi*co
T(w)

tempo
Figura 2.4: Circuito eletronico (caixa preta) para atrasos negativos.

Os atrasos negativos em circuitos eletronicos estao intimamentes ligados as velocidades
de grupo negativas ou superluminais, em sistemas espacialmente ampliados.

Similarmente a velocidade de grupo, o atraso de grupo é definido como

do
ty=——| (2.14)

Instituto de Fisica - UFAL



2.5 Fungao de transferéncia para atrasos de grupo negativos 76

onde ¢ (w) representa a mudanca da fase dependente da freqiiéncia da funcao de trans-
feréncia T (w). O atraso de grupo corresponde a um deslocamento temporal do envelope

de um pulso de banda limitada passando através de um sistema linear. Para um meio de

comprimento L, a mudanga de fase é dada por ¢ (w) = —k (w) L e temos
t, = d(kL) _ %L =v'L (2.15)
I dw dw 9T '

Estas duas quantidades parecem quase idénticas, mas o atraso de grupo é um conceito
mais geral, porque pode ser definido mesmo para um sistema compacto. A relagao entre
os atrasos de grupo negativos e a superluminalidade sera discutida de maneira mais clara

na préxima secao.

2.5 Funcao de transferéncia para atrasos de grupo
negativos

Nesta secao, lidaremos com uma fungao de transferéncia 7' (w) a fim de estudar atrasos
de grupo negativos. Essa discussao pode ser aplicada tanto a propagacao de um pulso
elétrico em circuitos eletronicos quanto a propagacao da luz em um meio dispersivo.

Enquanto a relagdo de dispersao k (w) de meios dispersivos determina as mudangas
de fase na propagacao da luz, a fungdo de transferéncia T (w) do circuito determina as
mudancas de fase de um pulso de saida, em relacao ao pulso de entrada no circuito.
Mitchell e Chiao [6,28] demonstraram atrasos negativos em um circuito de filtro passa-
banda. Eles mostraram que, se a freqiiéncia estd localizada fora da faixa de passagem, o
pico do envelope do pulso de saida precede o pico do envelope do pulso de entrada. Usando
outra configuragao de um circuito eletronico simples Kitano, Nakanishi e Sugiyama [13,29]
geraram atrasos de grupo negativos para pulsos com freqiiéncia da portadora igual a zero.

Como a andlise da funcao de transferéncia de um circuito eletrénico é mais simples

no dominio da freqiiéncia, definimos a tensao de entrada e a de saida em termos de suas
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componentes de Fourier

Vent (1) = / dw Ve (w) e, (2.16)
e
Vsai (t)E/ dwViq; (w) e ™", (2.17)

A tensao de saida estd relacionada & tensao de entrada por meio de uma funcao de

transferéncia 7' (w) de maneira que

Veai (W) = T'(w) Vent (w) (2.18)

onde
T (w) = A(w)e W (2.19)

entao
Viai (W) = A(w) €@V, (w) (2.20)

onde A (w) e ¢ (w) sdo reais e representam, respectivamente, a amplitude e a fase da
funcao transferéncia.
Vamos considerar a propagacao de um pulso de banda estreita com freqiiéncia da

portadora wy = 0 através do amplificador. Se o pulso de entrada é descrito por

Vi (1) = /A Vg (o) exp [—iwt] (2.21)

onde Aw indica a integracao sobre uma faixa de freqiiéncia estreita em torno de wqy na qual
a amplitude do pulso € significativa, entao a tensao de saida é dada por uma aproximacao

da fase estacionédria

Vi (£) = /A dVimg () A (w) exp [ (wt + ¢ ()] (2.22)
¢(W)%¢o+w% + o (2.23)
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0)} , (2.24)

onde assumimos que A (w) nao varia significativamente ao longo de Aw e que a expansao

assim

dwVens (W) exp {—iw (t + 9

. zA _i(z)O
Vs ) = A ) e o

Aw

de Taylor de ¢ (w) pode ser truncada nos termos de primeira ordem. Se definirmos o

atraso de grupo como em (2.14)

tg = — = 2.25
9 dw 0’ ( )

entao o envelope da tensao de saida é obtido da equagao (2.24) como
Viai (1) = A (w) €90V, (t — t,) . (2.26)

Assim, para as aproximacgoes adotadas, esta iltima equacao significa que, além do fator
de fase, o envelope da tensao de saida ¢ deslocado por um atraso de grupo t,, em relacao
a entrada, mantendo a forma do pulso. Para t; > 0, a entrada precede a saida (atraso
positivo) e para t, < 0, a saida precede & entrada (atraso negativo).

A relacao entre atraso de grupo negativo e superluminalidade pode ser facilmente com-
preendida quando consideramos um sistema composto de um caminho de vécuo (compri-
mento L) e um sistema compacto (atraso t,4) que estd localizado no final do caminho. O

tempo total necessédrio para um pulso passar através do sistema é
L
tiotal = z + tg. (227)
A velocidade correspondente v, = L/t satisfaz a relagao
1
i (2.28)

Para t, > 0 (atraso positivo), v, é menor que c. Para t;, < 0 (atraso negativo), existem
dois casos. No caso (—t,) < L/c, v, € maior que ¢, enquanto no caso (—t,) > L/c, v,

torna-se negativa.
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2.6 Principios para geracao de atrasos negativos em
circuitos eletronicos

Iniciaremos nossa discussao sobre os efeitos de superluminalidade em circuitos
eletronicos utilizando como ponto de partida o conceito de atraso de grupo negativo.
Os circuitos eletronicos normalmente sao muito pequenos em tamanho, em comparacao
com os comprimentos de onda correspondentes as freqiiéncias tipicas de operacao destes
circuitos, assim, o atraso positivo em pulsos, devido a velocidade de propagacao através
destes circuitos é normalmente insignificante. No entanto, uma concatenagao de circuitos
de atraso negativos, periodicamente intercalados em seqiiéncia ao longo de uma linha de
transmissao, poderd conduzir a propagacao de pulsos superluminais ou, até mesmo, com
uma velocidade de grupo negativa. Vamos nos concentrar aqui, apenas em como um

atraso de grupo negativo pode, em geral, ser gerado [30].

2.6.1 Atrasos de grupo negativos exigidos pelas "Regras de Ouro"”

Na Figura 2.5, mostramos um amplificador operacional com um pulso de entrada na

porta nao-inversora (+) do amplificador.

A(®) +
G(®) C@)
B(®) -

F(o)

Figura 2.5: Circuito amplificador operacional com realimentacao negativa [30].
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A porta de saida do amplificador estd realimentando a porta inversora (—) do ampli-
ficador por meio de uma caixa preta, que representa um circuito linear passivo com uma
fungao de transferéncia complexa arbitraria F' (w) para um pulso na freqiiéncia w. Assim,
temos um circuito amplificador linear com um ciclo de realimentacao negativa contendo
um filtro passivo. Em geral, a funcao de transferéncia de qualquer circuito linear passivo,
tal como um filtro passa-baixa RC, sempre levard a um atraso de propagacao positiva
através do circuito.

No entanto, para amplificadores operacionais com um produto ganho-realimentagao
suficientemente alto, a diferenca de voltagem entre os pulsos de entrada chegando & en-
trada inversora e a entrada nao-inversora do amplificador deve ser nula em qualquer
instante do tempo. O amplificador operacional deve fornecer um pulso com um atraso de
grupo negativo em sua saida, de modo que o atraso positivo do filtro passivo seja exata-
mente cancelado por este atraso negativo na porta de entrada inversora (—). O pulso da
porta de entrada inversora (—) serd entao quase idéntico ao da porta nao-inversora (+),
satisfazendo assim a primeira regra “Regra de Ouro”, discutida na segao 2.3, que exige
uma diferenca de voltagem nula nas portas (+) e (—) em qualquer instante do tempo. O
resultado é que este circuito de realimentacao negativa produzird um pulso na saida, cujo
pico deixa a porta de saida do circuito antes do pico do pulso incidente chegar a porta de
entrada do mesmo.

Na Figura 2.6, mostramos, da referéncia [6], a primeira evidéncia experimental para
este comportamento contra-intuitivo para o caso especial de um circuito passa-banda

sintonizado RLC' em ciclo de realimentacao negativa.
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Figura 2.6: Resultado experimental mostrando o avango do pulso [6].

O pico do pulso da saida é avancado aproximadamente 12 milissegundos em relacao

ao pico do pulso da entrada.

Comparado ao pulso de entrada, o pulso da saida nao

foi significativamente distorcido, pelo circuito linear, além de um fator de amplificacao

discreto. Além disso, note que o avanco do pulso da saida é compardavel em magnitude &

largura temporal do pulso de entrada.

A nao violagao da causalidade, nesta mesma referéncia, é demonstrada em um segundo

experimento, no qual a voltagem do sinal de entrada vai a zero, subitamente, no momento

em que atinge seu maximo. O resultado é mostrado na Figura 2.7. Por inspecao, vemos

que o sinal de saida também vai a voltagem zero, subitamente, e essencialmente no mesmo

instante em que o sinal de entrada. Isso demonstra que os picos dos pulsos da entrada e

da saida nao estao causalmente conectados e que o circuito nao pode avancar no tempo,

mudancas verdadeiramente descontinuas na voltagem.

Instituto de Fisica - UFAL



2.6.1 Atrasos de grupo negativos exigidos pelas "Regras de Ouro"” 82
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Figura 2.7: Resultado experimental mostrando que a descontinuidade nao pode avancar
[6].

Entretanto, como pode ser visto na Figura 2.7, o pulso de safda é fortemente distor-
cido apés a chegada da descontinuidade, apresentando oscilagoes muito grandes. Este
é um resultado importante, pois claramente indica que tais descontinuidades abruptas
nao poderia ter sido utilizadas no estudo da velocidade da informacao em nosso circuito
eletronico neste trabalho. Uma abordagem mais adequada para codificar a informacao em
um pulso, serd mostrada no proximo capitulo, utilizando pontos de nao analiticidade em
uma fungao com SCS, uma vez que os pontos de nao analiticidade numa forma de onda
estao diretamente ligados ao principio da causalidade [17-19]. No entanto, as mudangas
analiticas da forma de onda do pulso de entrada, tais como aquelas na parte inicial do
pulso de entrada Gaussiano que usamos, o circuito, evidentemente, tem a capacidade de
extrapolar a forma de onda da entrada para o futuro, de tal forma a reproduzir a saida
do pico do pulso Gaussiano antes que o pico do pulso da entrada tenha chegado. Nesse

sentido, o circuito antecipa a chegada do pulso Gaussiano.
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2.6.2 Inversao da fungao de transferéncia dos circuitos lineares
passivos

Vamos analisar agora sob quais condicoes as “Regras de Quro” se mantém e os atrasos
de grupo negativos sao produzidos. Na Figura 2.5, A (w) representa a amplitude complexa
de um pulso de entrada de freqiiéncia w na porta nao-inversora (+) e B (w) refere-se a
amplitude complexa do pulso de realimentagao para a porta inversora (—) do amplificador.
O pulso de saida C' (w) esta entao relacionado ao pulso de realimentacao B (w), por meio
da fungao de transferéncia de realimentacao linear complexa ' (w) (caixa preta) como
segue:

B(w)=F(w)Cw). (2.29)

O ganho de voltagem do amplificador operacional é caracterizado pela fungao de transfe-
réncia linear complexa ativa G (w), que amplifica a diferenga de voltagem entre os pulsos

de entradas (+) e (—) para produzir um pulso de saida da seguinte forma:

C(w) =G (w)(Aw) - B(w)) (2.30)
C(w) =G w)(Aw) = F(w)C(w)) (2.31)

entao
C(w) = G AW (2.32)

T4 F (W) G W)
Definindo a fungao de transferéncia complexa total T (w) = C (w) /A (w) como a razao

entre o pulso de saida C' (w) e o pulso de entrada A (w), obtemos a fungao de transferéncia,

G (W)
= . 2.33
() 14+ F(w) G (w) (233)
Se o produto ganho-realimentacao ¢ muito grande comparado a unidade, ou seja,
|F(w) G (w)| > 1, (2.34)
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vemos que para uma boa aproximacao, a equacao (2.33) nos leva a inversao da fungao
de transferéncia de qualquer circuito linear passivo através do circuito de realimentacao
negativa, ou seja,
T (w) = 1/F (@) = (F (&))" (2.35)
Isto também implica através da equacao (2.30), que a “Regra de QOuro,”
A(w) =~ B(w) (2.36)

se mantém sob estas mesmas condigoes.

2.6.3 Transporte de energia por pulsos nos dominios 6pticos e
eletrénicos

No dominio da éptica, existem debates sobre se, a velocidade da energia transportada

por um pacote de onda pode, ou nao, exceder ¢, quando a velocidade de grupo deste pacote

de onda é superior a ¢. Sommerfeld e Brillouin mostraram que, no caso da dispersao

anomala dentro de uma linha de absorcao, a velocidade da energia definida como em

(1.160):
S

Venergia = Wa

é diferente da velocidade de grupo [2,16], onde S é o vetor de Poynting e W é a densidade
de energia da onda eletromagnética. Considerando que a velocidade de grupo excede ¢
na regiao de dispersao andémala absortiva, eles encontraram que a velocidade da energia
nesta regiao é menor que c. No entanto, experimentos com pulsos de laser de picosegundo
se propagando em meios de dispersao andémala absortiva, mostraram que estes pulsos
viajam com uma velocidade de grupo superluminal, e nao com a velocidade de energia
subluminal de Sommerfeld e Brillouin [4]. Assim, o significado fisico desta velocidade de
energia é obscuro.

Quando o meio 6ptico possui ganho, como no caso de meios como o laser com popu-

lagoes atomicas invertidas, surge uma ambigiiidade quanto ao fato de se incluir ou nao,
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na definigdo de W, a energia armazenada nos dtomos com populagoes invertidas [31]. No
entanto, em regioes de dispersao andémala bem fora da linha de ganho, e, em particular,
numa regiao espectral onde a dispersao da velocidade de grupo desaparece, uma simples
aplicacao da definicao de Sommerfeld e Brillouin sobre a velocidade de energia implicaria
que tanto a velocidade de grupo quanto a velocidade de energia excede c. A igualdade
destes dois tipos de velocidades de onda surge porque os pulsos de luz estao propagando
dentro de um meio transparente com pouca dispersao. Em particular, no caso em que a
velocidade de energia é negativa, o pico méximo de energia do pulso transmitido deixa a
face de saida do meio 6ptico antes do pico méximo de energia do pulso incidente chegar
a face de entrada do meio. Um estudo recente definiu a velocidade de energia em termos
de uma integral média de tempo para o vetor de Poynting, sem qualquer utilizacao do
conceito de "densidade de energia", e, portanto, evita a ambigiiidade acima associada com
a defini¢do da densidade de energia do meio éptico [32]. O resultado é que a velocidade
da energia assim definida pode ser superluminal.

No caso do circuito eletréonico com realimentacao negativa que produz atraso grupo
negativo, a questao de quando o pico da energia de um pulso transmitido através do
circuito chega a porta de saida, pode ser respondida fechando a porta de saida do circuito
da Figura 2.5 através de um resistor de carga, que conecta a saida ao terra. O resistor
(ndo demonstrado) serd aquecido pela energia do pulso de saida. E 6bvio que o resistor
experimentard a quantidade maxima de aquecimento, quando o pico do pulso Gaussiano
de saida chegar a este resistor, e isso acontecerd quando o pico de tensao da onda de saida
chegar. Para atrasos grupo negativos, o resistor aquecera mais cedo do que o esperado. No
entanto, nao existe nenhum mistério neste fato: O amplificador operacional pode fornecer
a energia necessdria para aquecer o resistor antes do tempo. O atraso de grupo negativo
e 0 atraso energia negativa sao idénticos um ao outro, e do mesmo modo, a velocidade de

grupo negativa e também velocidade de energia negativa sao iguais.
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2.7 Analogias entre sistemas atdmicos e circuitos
eletrénicos

Analogias entre sistemas atomicos e circuitos eletronicos tém se demonstrado his-
toricamente frutiferas. Nesta secao vamos explorar estas analogias em relacao a idéia,
recentemente proposta, de superluminalidade, ou seja, velocidade de grupo maior que c.
Veremos que os circuitos eletronicos amplificadores andlogos a meios atémicos, também
podem dar origem a efeitos superluminais.

Como um exemplo especifico, demonstramos que um simples amplificador ajustado
apresenta atrasos negativos. Tal circuito ¢ um andlogo eletronico do modelo de Lorentz
para sistemas atomicos. Quando uma linha de transmissao possui tais amplificadores
inseridos em si, periodicamente, ela se comporta como um meio que possui velocidade de
grupo superluminal. Qualquer onda cujo espectro seja restrito a uma regiao de atrasos
negativos ird propagar ao longo da linha de transmissao mais rapido que ¢, com pouca
mudanca de sua forma ou amplitude.

Embora tanto amplificadores atdémicos como eletronicos parecam antecipar as suas
entradas, nao hd nenhuma contradicao com a casualidade em qualquer desses sistemas.
Qualquer mudanca descontinua no pulso passard com atraso nulo através do amplificador,
e em c pela linha de transmissao. Outra maneira de ver isso é observar que a resposta
ao impulso ¢é estritamente causal. Na verdade, a casualidade exige que existam regices de
atraso de grupo negativo perto de linha de ganho. Isto implica que uma grande variedade
de amplificadores apresentam atrasos de grupo negativos e as nossas conclusoes nao sao

limitadas somente a este modelo simples.
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Vent L)

Figura 2.8: Circuito amplificador sintonizado que exibe atrasos negativos em certas regioes
do espectro de frequéncia.

2.7.1 O amplificador sintonizado

Como exemplo, considere o amplificador sintonizado mostrado na Figura 2.8, que
consiste de um amplificador operacional com realimentacao negativa através de um divisor
de tensao constituido de um resistor e um ressonador RLC. Durante todo o tempo,
assumimos que o amplificador operacional pode ser tratado como ideal, ou seja, V(4 =

V(-). Para satisfazer esta condigao, uma corrente

(2.37)

deve fluir através do ressonador RLC', implicando que, para uma componente de Fourier

simples w, a tensao de saida estd acima da tensao de entrada por uma quantidade

wLR
sai — ‘/en =1 ; 2.
K ' (R—LUQLRC—F%JL) (2.38)
ou
1 w
‘/sai - ‘/en = = 3 2.39
! C(%—uﬂ—l—zw%) (2:39)
ou entao,
1 w
‘/sai - ‘/en = A - 2.40
! C(w%—w2+ww) (2.40)
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ondews = 1/LC ey =1/RC. Note que isto ¢ andlogo ao comportamento de um oscilador

de Lorentz, cujo momento de dipolo induzido p satisfaz

szf—e2< 5 —l ) (2.41)

S
m \wj— w? — 1w

onde w2 = k/m , v é um termo de amortecimento fenomenoldgico e f é a forga do
oscilador. Para completar a analogia, fazemos as identificagoes C' «— m, L «— 1/k, e
I —— Efe?.

A funcao de transferéncia total para o amplificador sintonizado acima

1 w
T =1 2.42
() +R20 (%—cﬂ—l—iw%) (2.42)

ou

1YW
T(w)=1+ Rt i (2.43)

onde v, = 1/RyC, exibe ganho perto wy e uma mudanga de fase ¢ (w) = arg (T" (w)), que
aumenta com o aumento da freqiiéncia , exceto perto do pico de ganho, como mostrado

na Figura 2.9.

12

Ganho
Fase (radianos)

Figura 2.9: Fase (curva sélida azul) e ganho (curva tracejada vermelha) da funcao de
transferéncia para o amplificador sintonizado mostrado na Figura 2.8. Parametros: v =
0, lwg € v4 = 107.
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Uma vez que as fungoes ganho e fase decorrentes de T' (w) sdo dadas, respectivamente,

por
Aw) = JRIT @) + ([T @)])? (2.44)
¢ (w) = arctan (%) : (2.45)

temos

2 1/2
Alw) = |14 22 (27 + ) w | (2.46)
(wf — w?)” +2?

VoW (W% - Wz)

. . (2.47)
(W§ — W)™+ (7 + 72) w?

¢ (w) = arctan

O atraso de grupo,

o) @) 10+t - @] + )]

. (2.48)
w [A @) (@3 +w?)? +72%2]

ty =

é, portanto, negativo para freqiiéncias fora da linha de ganho, incluindo trés pontos de
dispersao com atraso de grupo zero, um de cada lado do pico de ganho e um no limite de

w — oo (ver Figura 2.10).

Tempo (us)

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0

o/®
0

Figura 2.10: Atraso de grupo para a fungao de transferéncia do amplificador sintonizado
mostrado na Figura 2.8, como uma funcao da freqiiéncia da portadora. Pardmetros:
v =0,1lwy e 75 = 107.
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Por exemplo, se o pulso de entrada é um pulso suave, e com freqiiéncia da portadora
muito menor do que a freqiiéncia de ressonancia, o pulso de saida serd um pulso de forma
muito semelhante, mas o seu pico aparecerd na porta de saida um pouco antes do pico do
pulso de entrada chegar a porta de entrado do circuito. Nao hé qualquer contradi¢ao com
a causalidade. Isto pode ser visto observando que a resposta ao impulso do amplificador é
estritamente causal, portanto, o pulso na saida em um tempo ¢ depende apenas do pulso
na entrada em tempos t’ < t.

A analogia entre um amplificador sintonizado simples e um dtomo simples sugere outra
analogia: Uma linha de transmissao com varios amplificadores sintonizados inseridos em
cascata é andloga a um meio composto de muitos d&tomos, ou seja, um amplificador 6ptico.

Considere uma linha de transmissao de comprimento /, sem dispersao, composta por

n amplificadores sintonizados por unidade de comprimento (ver Figura 2.11).

Figura 2.11: Linha de transmissao superluminal formada por sec¢oes da linha de trans-
missao normal intercaladas com o amplificador sintonizado mostrado na figura 2.8.

Um pulso de freqiiéncia w acumula uma fase de

[
Ory, =l (). (2.49)

na travessia da linha de transmissao, onde ¢ é a velocidade da luz no vacuo. Isto implica
na relacao de dispersao

k= % + g (w) (2.50)
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que, no limite de baixo ganho por amplificador, ou seja, Ry/R grande, torna-se

nw 1
RyC (w2 — w?)® +72w?

k== + (wh—o?)

Isso ¢é andlogo a relacao de dispersao para um gés diluido de nj, osciladores Lorentz por

unidade de volume

27 | fl npe? 1

me  (wf - w?)’ +y%?

k==+ (w§—w?)

A linha de transmissao amplificada mostra velocidades de grupo superluminais e nao ha
aqui nenhuma contradi¢ao com a causalidade.

A reformulacao do pulso devido & mudanca de fase em um circuito estd relacionada
a sua atenuagao ou ganho pela lei de Bode [33], exatamente como a dispersao de uma
onda em um meio éptico estd ligado a sua atenuacao ou ganho pelas relacoes Kramers-
Kronig [9,10]. A analogia entre sistemas épticos e circuitos eletronicos é baseada no uso de
fungoes respostas lineares, causais, similares em ambos sistemas. Sabemos que as tensoes

de entrada e saida de um circuito estao relacionadas no dominio da freqiiéncia por
Viai (W) = T (W) Ve (w) . (2.51)
Isto é equivalente & convolugao da transformada de Fourier
Vs = [T () Vit = ) .
0

Observe que a causalidade aqui tem sido aplicada, insistindo em que a funcao de trans-
feréncia T' (') é nula para os tempos menores que zero, ou seja, antes que qualquer sinal
tenha chegado. No dominio complexo da freqiiéncia isto corresponde & analiticidade de

T (w) no semiplano complexo superior.

2.8 Conclusao

Neste capitulo, estudamos as condicoes necessarias para construir um circuito eletrénico

com analogias a um sistema atomico, e quando inseridos em castata numa linha de trans-
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missao, tais circuitos se comportam como um meio que apresentam velocidades de grupo
superluminais. Para isto, abordamos algumas das principais caracteristicas dos ampli-
ficadores operacionais e suas formas de operagao, tais como as regras de ouro e a reali-
mentacao negativa. Em seguida, introduzimos o conceito de atraso de grupo negativo
e os principios gerais para geragao de atrasos de grupo negativo em circuito eletronicos.
Por fim demonstramos que a propagacao superluminal de pulsos elétricos nestes circuitos

eletronicos nao viola o principio da causalidade.
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Capitulo 3

Velocidade da Informacao:
Discussoes e Resultados

3.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos o conceito de informagao numa forma de onda e de que
maneira podemos associd-la a pontos nao analiticos. Neste trabalho, associamos a in-
formacao a pontos nao analiticos utilizando um pulso com SCS. Este tipo de pulso é
particularmente interessante porque ele existe numa regiao bem definida do espaco (ou do
tempo), diferentemente do que ocorre no caso de um pulso Gaussiano, por exemplo. Em
seguida, apresentaremos o modelo do circuito eletronico utilizado em nosso estudo e as
caracteristicas da funcao de transferéncia deste circuito. Enquanto a relagao de dispersao
k (w) de meios dispersivos determina as mudangas de fase na propagacao da luz, a fungao
de transferéncia T (w) do circuito determina as mudangas de fase de um pulso de saida,
em relagao ao pulso de entrada no circuito.

Por fim, apresentaremos os resultados obtidos em nosso estudo, sobre a propagacao de
um pulso Gaussiano e de um pulso com SCS em circuitos eletronicos com atraso de grupo
negativo. Veremos que, apesar do pico do pulso com SCS se propagar com uma velocidade
maior que a da luz no viacuo, sem violar o principio da causalidade, a velocidade do ponto

nao analiticos na asa dianteira deste pulso é limitada & velocidade da luz no vécuo c.
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3.2 O que é informacao?

Nesta secao discutiremos o conceito de informacao e o sentido no qual o mesmo é
abordado neste trabalho.

Em estudos sobre a propagacao de pulsos em meios superluminais, sao raras as definicoes
do que se entende por uma informacao' codificada numa forma de onda. As discussoes,
no primeiro capitulo deste trabalho, sobre a definicao de sinal por Sommerfeld sugere que
um ‘sinal’ envolve uma nova informacao ou elemento de surpresa que nao poderia ter sido
previsto a partir do movimento da onda em um tempo anterior.

A luz vermelha de um seméforo, diz ao motorista para parar e, provavelmente, alguém
diria que isso representa uma informacao. Mas, um condutor parado num seméforo em
luz vermelha nao estd aprendendo nada novo, sobre o que vé no mesmo; ou seja, a luz
vermelha do seméforo nao estd enviando qualquer informagao. Poderiamos dizer que uma
informacao é transmitida ao condutor quando a luz do seméforo muda de vermelho para
verde. Entretanto, se o motorista viu o seméaforo mudar de verde para vermelho, quando
ele aproximou-se do cruzamento, e sabe que a luz do seméforo muda a cada 30s, entao,
nesse sentido ele nao estd adquirindo nenhuma nova informagao, quando a luz do seméforo
volta ao verde.

Da mesma forma, a chegada do pico de um pulso superluminal, com continuidade
analitica (exemplo: pulso Gaussiano), nao estd nos dando nenhuma informagao que ja
nao estivesse contida numa pequena porc¢ao inicial da asa do pulso. Novas informacoes
aparecem apenas nos pontos de nao analiticidade na forma de onda. A velocidade destes
pontos ¢é limitada a velocidade da luz no vdcuo ¢, nao importa quao grande seja a ve-
locidade de grupo. Assim, nenhuma informagcao pode ser propagada com uma velocidade

maior que c¢. Uma informagao no sentido aqui usado é alguma mudanca na forma de onda

1'Um dicionério define uma informacao como o resultado do processamento, manipulacio e organizacao
de dados de tal forma que represente uma modificagao no conhecimento do sistema que a recebe.
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que nao pode ser prevista com antecedéncia.

3.3 Experimentos sobre a velocidade da informacao

Basedos nas previsoes de Garret e McCumber [3], Chu e Wong [4] realizaram o primeiro
experimento demonstrando que pulsos 6pticos podem se propagar com velocidades de
grupo superluminais sem qualquer distorcao significativa na forma do pulso. Entretanto,
embora este e outros trabalhos tenham sido feitos considerando a propagacao de pulsos
em regimes superluminais, sao raros os experimentos que exploraram a diferenca entre a
velocidade de grupo superluminal e a velocidade da informagao, ou seja, a diferenca entre
a velocidade de grupo e a velocidade na qual a informacao codificada em uma forma de
onda pode ser transmitida.

A velocidade da informacao foi por vezes definida como a velocidade em que o ponto
de intensidade a meia altura do pico maximo de um pulso se propaga [2]. Entretanto,
nao podemos considerar isso como uma definicao satisfatéria de informacao, porque, em
um pulso Gaussiano, por exemplo, a intensidade do ponto a meia altura do pico méximo
nao pode transmitir nenhuma informacao nova que nao estivesse presente numa pequena
porc¢ao inicial da asa do pulso [19].

Viérios pesquisadores tém argumentado que a propagacao de novas informagoes, ou
um ‘sinal’, exige uma descontinuidade numa onda ou em uma de suas derivadas [11]. Um
sinal assim definido tem satisfeita a propriedade de nao poder ser propagado com uma
velocidade superior a ¢: nao pode haver violagao da causalidade Einstein.

Um experimento considerado particularmente significativo na definicao da velocidade
do ‘sinal’ foi relatado por Stenner et al [7]. O objetivo do experimento foi a medida,
pela primeira vez, da velocidade com que a informacao codificada em um pulso super-
luminal é transmitida. Pulsos foram moldados por um formatador de formas de ondas,

de maneira que as informacoes neles codificadas fossem, idealmente, representadas por
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descontinuidades. Assim, perto do pico de um pulso Gaussiano a amplitude do restante
da duracao do pulso era transferida para uma amplitude alta “1” ou uma amplitude
baixa “0”. Se estas mudangas pudessem ser feitas instantaneamente, como na Figura
3.1 terfamos, na verdade, uma frente afiada que, de acordo com as nossas discussoes

anteriores, deve propagar-se com a velocidade ¢ da luz no vicuo.

2

1,9

-

ot
[3)

Intensidade (u.a.)

o

| ] | ] |
-200 0 200
Tempo (ns)

l |
-400 400

Figura 3.1: Forma do pulso idealizado no experimento de Stenner. Note que os dois pulsos
sao inicialmente idénticos. A informacao estd contida no ponto onde eles divergem.

Naturalmente, as condigoes de continuidade impostas pelas equacoes de Maxwell, de
maneira a produzir um tempo de resposta eletronica finita, tém o efeito de suavizar as
mudancas descontinuas na amplitude, mas a questao de com que velocidade as infor-
magcoes que temos em “0” ou em “1” podem ser transmitidas continua sendo interessante.
Entretanto, neste experimento o tempo necessdrio para detectar a informacao foi maior
para a propagacao da luz através do meio superluminal do que no vacuo. Os resultados
sugerem que mesmo para a propagacao superluminal, a velocidade da informacao, como
esperado, ¢ menor do que ¢, mas o desvio padrao associado a medida ¢ muito grande e o

experimento nao fornece uma medida precisa da velocidade da informacao.
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3.4 Informacao em pontos nao analiticos numa funcao
com SCS

Nesta secao abordaremos o conceito de informacao associada a pontos nao analiticos
numa fung¢ao com SCS.

De acordo com os conceitos de informagao, aqui discutidos, vemos que nao é possivel
codificar a informacao em um pulso analitico, uma vez que toda a informacao transmi-
tida numa forma de onda aparece apenas em pontos de nao analiticidade. Na verdade, a
idéia de que a informacgao pode ser associada a pontos nao analiticos estava implicita na
definicao de sinal por Sommerfeld e uma generalizacao desta definicao foi proposta por
Chiao e Steinberg [17], que definiram uma informagao idealizada como ‘o conjunto com-
pleto de todos os pontos ndao analiticos, juntamente com os valores da funcao de entrada
f(t) em um intervalo de tempo pequeno mas finito, dentro de um dominio analitico, ime-
diatamente apds esses pontos’. Ou seja, se uma funcao analitica é conhecida em qualquer
intervalo finito (mas arbitrariamente pequeno), ela é conhecida em todos os pontos. En-
tretanto, se uma forma de onda consiste de um ponto nao analitico e apés este ponto ela
¢é verdadeiramente analitica, entao tudo o que héa para saber sobre a forma de onda pode
ser conhecido imediatamente apés a chegada do ponto nao analitico. Porém, se hd um
segundo ponto de nao analiticidade numa regiao posterior ao primeiro ponto, na forma de
onda, nada do que estd além deste segundo ponto nao analitico pode ser conhecido com
antecedéncia.

Como resultado eles afirmaram que a velocidade da informagao é igual & velocidade
destes pontos nao analiticos. Entretanto os estudos sobre a velocidade da informacao
usando estes conceitos, tém tratado estes pontos de nao analiticidade na forma de de-
scontinuidades abruptas, tal como uma fungdo degrau na forma da onda [7,8]. Uma

vez que uma descontinuidade envolve componentes de freqiiéncias infinitas e, n (w) = 1
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quando w — o0, portanto, as descontinuidades se propagam em c. Mas de um ponto de
vista fisico, essa abordagem parece ser inadequada. Na verdade, essas descontinuidades
idealizadas estao em contradicao com a condicao de continuidade do campo elétrico cléds-
sico definido pelas equagoes de Maxwell para um meio dielétrico sem cargas. Diante
deste fato e da dificuldade da realizacao experimental de descontinuidades abruptas em
pulsos eletromagnéticos, utilizamos neste trabalho, uma nova abordagem, proposta por
J. M. Hickmann, para modelar a informacao em pulso eletromagnéticos e utilizada por
Silva [21], em seus estudos numeéricos sobre a velocidade da informacao em sistemas atomi-
cos de dois niveis.

FEm seus estudos, Silva considerou a propagacao de um pulso baseado em uma fungao
com SCS. Esta fungao tem a propriedade de ser diferente de zero numa regiao finita, além
de ser uma funcao infinitamente derivavel, isto é, uma funcao que tem derivadas continuas
para todas as ordens. Esta classe de funcao também possui componentes de freqiiéncia
finitas e transforma de Fourier. A funcao com SCS aqui investigada, apresenta a descrigao

matemadtica discutida na secao 1.11 do primeiro capitulo deste trabalho.

Ponto
N3o Analitico
(ilustrativo)

Intensidade

Tempo

Figura 3.2: Esquema de um pulso com suporte compacto.
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Na Figura 3.2, temos um desenho representando a fungao com SCS utilizada, onde os
pontos grandes brancos representam os pontos nao analiticos e a parte central da funcao
é suavemente emendada a uma funcao nula. Agora, a informagcao serd, inicialmente, asso-
ciada a estes pontos nao analiticos suaves presentes nas asas frontal e traseira do pulso. O
pulso ou qualquer uma de suas derivadas nao apresentam qualquer descontinuidade, em
contradi¢ao direta com a literatura padrao que alega a necessidade de uma frente descon-
tinua ou derivadas descontinuas, a fim de codificar a informagao [11]. Esta abordagem
nos pareceu ser mais adequada para ser aplicada a sistemas fisicos, devido ao fato de que
a funcao descrevendo o campo eletromagnético pode ser infinitamente derivavel, mesmo
nos pontos de nao analiticidade. Assim, a transmissao da informagoes pode ser modelada
pela propagacao de um pulso, que é descrito por uma funcao matemaética com pontos nao
analiticos no dominio do tempo, através de um meio.

Podemos citar quatro vantagens préticas para o uso dessas fungoes: primeiro, elas nao
possuem um conjunto muito grande de componentes de freqiiéncia para ser representada
no dominio reciproco, o que é muito conveniente dado a regiao limitada de freqiiéncia
da dispersao anémala nos sistemas 6pticos e a de atrasos de grupo negativo em circuitos
eletronicos; segundo elas sao diferentes de zero numa regiao limitada; terceiro, elas nao
possuem qualquer descontinuidade, pois sao ligadas suavemente em zero, e em quarto

lugar, é bastante fécil criar experimentalmente a parte nula desta funcao.

3.5 Circuito e o experimento

Nesta secao apresentaremos o modelo de circuito eletrénico usado em nosso estudo e

estudaremos suas configuragoes, necessérias para geracao de atraso de grupo negativo.
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3.5.1 O circuito e a funcao de transferéncia

Em nosso estudo utilizamos o modelo de circuito de atraso negativo proposto por

Kitano et al [29], mostrado na Figura 3.3.

c2
R1 (1 R2
rvw—{ I AN
= Vsm’
Vent ——o0
o—F—+

Figura 3.3: Modelo do circuito de atraso negativo utilizado em nossos estudos.

Sabemos da se¢ao 2.5 que a funcdo de transferéncia T (w) do circuito determina as
mudancas de fase de um pulso da saida, em relagao ao pulso da entrada. Como a andlise da
funcao de transferéncia de um circuito eletrénico é mais simples no dominio da freqiiéncia,
usando as transformadas de Fourier é possivel representar a impedéancia dos elementos
passivos deste circuito como funcdo de w. Assim, as relagoes nas equagoes (2.1) e (2.2),

podem ser reescritas no dominio da freqiiéncia como

V (w) = RI (w) (3.1)
1
VW) =—=IWw) (3.2)

respectivamente. Destas relagoes, encontramos as impedéncias complexas no resistor

Zr=R (3.3)
€ no capacitor
1
Jo=——. 3.4
7wl (34)
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O primeiro passo na determinacao da fungao de transferéncia total T (w) do nosso
circuito eletronico é determinar a func¢ao de transferéncia F' (w), do filtro linear passivo
utilizado na realimentagao do circuito. Para isto, vamos converter todos os elementos no

diagrama do circuito para suas impedéancias complexas equivalentes, como na Figura 3.4.

I R Huiec

I/ent

Figura 3.4: Representagao dos elementos, do circuito de atraso de grupo negativo, através
de sua impedéancia complexa equivalente .

O préximo passo é reduzir os componentes em série e paralelo do circuito, expressando
cada uma desta partes em termos da impedéncia equivalente da montagem em série

e paralelo. Desta forma, R; e C; podem ser combinados para formar a impedéancia

equivalente
1
Zy = .
1= Ry + G, (3.5)
ou
1+ szlCl
g = 7 -7 3.6
! iwC’l ( )

e de maneira semelhante, Ry e (3 podem ser combinados para formar a impedéancia

equivalente
1
Ly = —"— 3.7
ou
Ry
ly = ————+ 3.8
2 1 + iWRQCQ ( )
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Com estas duas simplifica¢oes, o diagrama do circuito equivalente estd mostrado na Figura

3.5.

2,

Figura 3.5: Simplificacao do circuito em termos das impedancia equivalentes Z; e Zs.

Neste ponto, aplicamos a segunda “Regra de ouro” para o AmpOp operando com
realimentacgio [27], a qual afirma que os terminais (+) e (—) do AmpOp néo consomem
corrente. Com estes pressupostos, o circuito para o cdlculo da fungao de transferéncia

F (w) do filtro linear passivo utilizado na realimentacao se reduz ao mostrado na Figura

3.6.

2,

I ZI Vi

-)

Figura 3.6: Circuito resultante da aplicagao das "Regras de Ouro".
Note que as correntes através de Z; e Z, sao iguais. Entao, usando a lei de Ohm,
encontramos que a tensao em V(_y é dada por
Vioy=12, (3.9)

e a tensao em V,; é

Veai = 1 (Z1 + 7). (3.10)
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Uma vez que estas correntes sao iguais, temos

Vv(*) ‘/sai

Z = 7+ 7, (3.11)
e entao
oA 612
ou
Flw) = ﬁ (3.13)

A resposta em freqiiéncia, da amplitude e da fase da funcao de transferéncia deste filtro

sao mostrados na Figura 3.7, para componentes de valores R; = 10k}, C} = 0.22uF,

R2:1MQ602:22TLF

Ganho
Fase (radianos)

L L L

-40 -20 0 20 40

0,0 L

Frequéncia (o)

Figura 3.7: Ganho (curva tracejada vermelha) e fase (curva sélida azul) da funcdo de
transferéncia do filtro linear passivo.

Aqui podemos notar que a fase e o ganho da fungao de transferéncia do filtro linear
passivo se comportam como as partes real e imaginéria do indice de refracao de um sistema
atomico, tal como um gds diluido, modelado classicamente como um dielétrico de Lorentz

e discutido na secao 1.4 do primeiro capitulo deste trabalho. Entretanto, da secao 2.6.2 do
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capitulo anterior, sabemos que as "Regras de Ouro"exigem para a fungao de transferéncia
total 7" (w) do circuito, a inversao da fungao de transferéncia de qualquer circuito linear

passivo, assim

‘/;ai Z 2

—1+22 3.14
‘/ent * Zl ( )
ou
Z
T(w)=1+422 (3.15)
Z

Desta forma, substituindo (3.6) e (3.8) em (3.15), temos a fun¢ao de transferéncia total

in2C’1
(1 —+ inQCQ) (1 + iWRICI) '

T(w)=1+ (3.16)

A resposta em freqiiéncia, da amplitude e da fase da funcao de transferéncia total do
circuito sao mostrados na Figura 3.8, para componentes com os valores do filtro linear

passivo citado acima.

Ganho
(3% (%] B (4] ] (a)] | o

Fase (radianos)

1 L L L 1 1 L 1 L

-40 -30 -20 10 O 10 20 30 4

Frequéncia (o)

Figura 3.8: Ganho (curva tracejada vermelha) e fase (curva sélida azul) da funcao de
transferéncia total 7' (w) do circuito de atraso de grupo negativo.

Na regiao de baixa freqiiéncia o ganho e a fase da funcao de transferéncia do circuito
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¢é aproximada como

Aw) =1+ 0 (w? (RaCh)?) (3.17)
¢ (w) = wRyCi + O (w* (RC1)?) (3.18)

o que significa que a amplitude é praticamente constante e a fase aumenta linearmente

com a freqiiéncia. Entao o atraso de grupo torna-se

d¢

_ _ 1
ol RyCh (3.19)

ty =

t,=—0,22s (3.20)

em concordincia com os resultados experimentais e tedricos discutidos nas préximas
secoes.
O atraso de grupo como uma funcao da freqiiéncia da portadora para este circuito, é

demonstrado na Figura 3.9.

0,0

tg (segundos)
o

'
o
N

-40 -30 -20 -10 0O 10 20 30 40
Frequéncia (o)

Figura 3.9: Atraso de grupo como uma func¢ao da freqiiéncia da portadora para o circuito
de atraso negativo descrito neste capitulo.

E evidente a partir da figura que o atraso de grupo ¢ negativo, ou seja, hd um avanco
do grupo, na regiao espectral em torno de w = 0. Nesta situacao o pico da onda na porta

de saida do circuito surge antes do pico da onda na porta de entrada chegar.
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A origem deste efeito surpreendente é clara, se considerarmos o comportamento do
circuito RC no circuito de realimentacao. O divisor de tensao dependente da freqiiéncia
¢ um filtro linear passivo que apresenta um atraso de grupo positivo, numa faixa estreita
em torno de w = 0. Para manter as tensbes iguais em suas entradas, o AmpOp deve
compensar o atraso de grupo do filtro, fornecendo um avanco de grupo.

Como pode ser visto na Figura 3.8, a amplitude A (w) e a fase ¢ (w) da funcdo de
transferéncia total nao sao lineares, exceto se wRyC < 1, em razao dos termos de ordem
superior nas equagoes (3.17) e (3.18). Estes termos induzem distor¢oes no pulso de saida
do circuito. Para manter a distorcao tao pequena quanto possivel, a parte significativa do

espectro do pulso de entrada deve ser limitado ao interior da regiao de freqiiéncia

1

ou, para os valores dos componentes utilizados

lw| < 4,5Hz. (3.22)
3.5.2 Arranjo experimental

Para estudar as conseqiiéncias e o comportamento surpreendente da propagagao super-
luminal de pulsos Gaussianos e com SCS em circuitos eletronicos, utilizamos o circuito
de atraso negativo mostrado na Figura 3.3. Os parametros utilizados no circuito sao
R1 = 10kQ, C; = 0,22uF, Ry, = 1MQ e Cy = 22nF e o AmpOp T L082.

Como referéncia para as medidas do avango de grupo provocado por este circuito,
usamos um circuito de ganho unitdrio (ou buffer de tensdo). A configuragdo buffer é
uma variante da montagem nao inversora que tem a saida ligada diretamente & entrada
inversora, o que leva o ganho do amplificador & 1(ganho unitario), por isso a tensao de

saida € igual a da entrada nao inversora, que alids é unica neste caso.
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o_+ vsm‘

VEHE

Figura 3.10: Esquema de montagem de um circuito de ganho unitério.

O atraso de grupo produzido por este tipo de circuito ¢ nulo, ¢, = 0, por isso, o mesmo
é utilizado como referéncia para as nossas medidas do avanco de grupo provocado pelos
circuitos de atraso negativo. Além disso, nas analogias aos estudos de superluminalidade
em meios 6pticos o mesmo pode ser considerado como um andlogo de um caminho de
vdcuo usado como referéncia para as velocidades de grupo superluminais.

Os pulsos elétricos, Gaussianos e com SCS, utilizados em nossos estudos foram gerados,
a partir do editor de equagoes do programa AbrEzpress 2.4, em um gerador de fungoes
arbitrarias Tektronix AFG3252 com resolugao de 131.072 pontos no dominio do tempo e
resolucao de amplitude de 14 bits .

Os pulsos foram entao aplicados as entradas dos circuitos e, tanto a saida do circuito
de ganho unitdrio quanto a saida dos circuitos de atraso negativo foram registradas,
simultaneamente, em tempo real com um osciloscépio digital NI USB-5133.

Para produzir avangos de grupo maiores, nés conectamos até quatro circuitos de atra-
sos negativos, idénticos, em série e observamos a propagacao dos pulsos através desta
cadeia. Cada amplificador na cadeia acrescenta ao avango do grupo aproximadamente
0,22s, mas o ganho associado, conseqiientemente, aumenta a producao de ruido. Por esta
razao, a adicao de mais estdgios de amplificacao nao foi possivel. A configuragao do nosso

arranjo experimental é mostrada na Figura 3.11.
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|COMPUTADORI< DADOS \

N

0SCILOSCOPIO

AFG 3252 USB-5133
— .

et ] p—
Circuito Circuito Circuito Circuito
Atr. Ne& Atr. Neg. Atr. Neg. Atr. Neg.

Circuito
X1

Figura 3.11: Configuracao experimental. Um amplificador de ganho unitério foi incluido
entre o AF'G3252 e o osciloscépio como referéncia para o avango de grupo provocado pela
cadeia de circuitos de atraso negativo e para evitar realimentacao.

O comportamento deste circuito foi simulado numericamente usando a fungao de trans-
feréncia total e os valores dos componentes utilizados no circuito através do programa
Matlab 7.6, e tanto os resultados experimentais quanto os tedéricos podem se vistos nas

secoes seguintes.

3.6 Pulso Gaussiano

Antes de considerarmos o comportamento do pulso com SCS nestes circuitos eletronicos
com atrasos de grupo negativo, é instrutivo estudarmos a propagacao de um pulso do tipo

Gaussiano nestes meios. Para isto, tomaremos um pulso da seguinte forma,

(t _ tg)2
202

V(t) = Vhexp (— > exp (—iw. (t —t,)) - (3.23)

Este pulso corresponde a um pulso Gaussiano de largura temporal 7 &~ 2, 3550, atraso de

grupo igual a ¢, e com freqiiéncia central w.. Quando este tipo de pulso é propagado em
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3.6 Pulso Gaussiano 109

um circuito com atraso de grupo negativo, obtemos que sob certas condicoes, além de um
discreto fator de amplificacao, o pulso praticamente nao sofre deformagao, conforme pode

ser visto na Figura 3.12.

15F
t =-0,225 —=| |— =
1,0F g " @
/ Y
ik =
; %nho Unitario =
__ 05 / t = Os o
2 3
£ 00 -
U) L L L L L L L L L
E 1‘5 N | L] L] ] L] 1 1 ] ]
S
1,0
.©
o)
0,5 ()]
|_
0,0
Il L L L L L L L 'l

4 3 2 41 0 1 2 3 4
Tempo (s)

Figura 3.12: Resultado experimental e simulagao numérica da propagacao de um pulso
Gaussiano através de um circuito de ganho unitédrio (curva tracejada vermelha) e um
circuito de atraso negativo (curva sélida azul). Parametros: 7 = 2,0s e w. = 0H z.

De acordo com as discussoes nos capitulos anteriores, vemos claramente na Figura 3.12
que o pulso Gaussiano estd se propagando com uma velocidade de grupo superluminal,
e sem deformacao. Entretanto, isto nao estd em desacordo com a causalidade, pois, aqui
nao hd nenhuma informacao nova que possa ser atribuida ao pico do pulso Gaussiano que
nao estivesse presente numa pequena porcao inicial da asa deste pulso. Isto decorre do
fato do pulso Gaussiano possuir continuidade analitica, ou seja, as mudancas analiticas da
forma de onda do pulso de entrada, tais como aquelas na parte inicial do pulso Gaussiano
que usamos, o circuito tem a capacidade de extrapolar para o futuro, de tal forma a

reproduzir a saida do pico do pulso Gaussiano antes que o pico do pulso de entrada tenha
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3.6 Pulso Gaussiano 110

chegado.

Propagamos o mesmo pulso Gaussiano de entrada que no caso anterior, em trés cir-
cuitos de atraso de grupo negativo, idénticos, ligados em seqiiéncia e ao observarmos a
propagacao do pulso através desta seqiiéncia de circuitos, vemos que o avango de grupo é

aumentado proporcionalmente ao nimero de circuitos utilizados (ver figura 3.13).

1,5k
9
1,0 S
E
—~ 0,5 [0}
2 &
£
% 0,0
fol 1,5
S
1,0
0
o}
0,5 (o}
|_
0,0
Il L L L L L L L 'l

4 3 2 41 0 1 2 3 4
Tempo (s)

Figura 3.13: Resultado experimental e simulagao numérica da propagacao de um pulso
Gaussiano através de um circuito de ganho unitdrio (curva tracejada vermelha) e trés
circuitos de atraso negativo (curva sélida azul). Parametros: 7 =2,0s e w. = 0H 2.

Aqui novamente, além de um discreto fator de amplificagdo, o pulso Gaussiano estd
se propagando com uma velocidade superluminal e sem deformacao.

Para evitar distorcoes ou manté-las as menores possiveis no pulso de saida do circuito,
a parte significativa do espectro do pulso Gaussiano de entrada foi limitado ao interior
da regiao de freqiiéncia |w| < 1/RyC1, onde a mudanca de fase com a freqiiéncia é

aproximadamente linear, como mostrado na Figura 3.14.
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Figura 3.14: Espectro do pulso Gaussiano de entrada mostrado nas figuras 3.12 e 3.13
juntamente com a fase e o ganho da funcao de transferéncia total do circuito. Note que a
parte significativa do espectro do pulso é limitado ao interior da regiao onde a mudanca
de fase em funcao da freqiiéncia é aproximadamente linear.

O resultado da propagacao, nestes circuitos eletronicos, de pulsos Gaussianos com a

parte significativa do espectro nao limitada a regiao de freqiiéncia citada pode ser visto

na Figura 3.15,

01 Circ. Atraso Negativo

03 Circ. Atraso Negativo

Avancado

Voltagem (V)
=

o
(=}

T Deformacic

Avangado

o Deformacic

N o 1 2

2 1 0 1 2

Tempo (s)

Experimento

Teoria

Figura 3.15: Resultado experimental e simulagao numérica da propagacao de um pulso
Gaussiano através de um circuito de ganho unitédrio (curva tracejada vermelha) e através
de um e de trés circuitos de atraso negativo (curva sélida azul). Parametros: 7 = 1,0s e

we.=0Hz.
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bem como o seu espectro mostrado na Figura 3.16. Nesta situagao os termos nao
lineares das equagoes (3.17) e (3.18) ndo podem ser desprezados e induzem distorgoes no

pulso de saida.

- -
- -
- : : -
. = \ —

o —-——

a.u. (normalizado)

=== Ganho(T(w))
—Fase(T(x))
= FFT{pulso)

15 10 5 0 5 10 15
Frequéncia(w)

Figura 3.16: Espectro do pulso Gaussiano de entrada mostrado na figura 3.15 juntamente
com a fase e o ganho da funcao de transferéncia total do circuito.. Note que a parte
significativa do espectro do pulso nao estd limitada a regiao onde a mudanca de fase em
funcao da freqiiéncia é linear.

Nesta secao fizemos a propagacao em circuitos eletronicos com atrasos de tgrupo ne-
“ativoltdetumtpulsotGaussianotquetpossui continuidade analitica, e vimos que o pulso
Gaussiano se propaga com velocidade de grupo superluminal, sem violar a causalidade,

uma vez que nenhuma nova informagao nao pode ser associada aos pontos analiticos deste

pulso.
3.7 Pulso com SCS

Nesta secao estudaremos a propagacao nestes circuitos eletronicos, de um pulso com SCS
que possui, pontos nao analiticos bem comportados, aos quais associaremos a informacgao

codificada nestes pulsos.

A funcao com SCS aqui investigada, apresenta a seguinte descricao matemética

[ exp (—_Lﬁ) exp (—iwet), para [t| < /B/C
Fe) = { 0, o para [t| > +/B/C "’ (3:24)
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onde A, B e C' sao constantes reais e w. ¢ a freqiiéncia da portadora do pulso.

Analitico

1,0}
—_—
2
£ os}
D) i
4] Ponto Néo Ponto Nao
% Analitico
>

3 2 4.0 1 2 3
Tempo (s)

S
o

Figura 3.17: Modelo do pulso com SCS' utilizado em nosso estudo. Os pardmetros deste
pulso sao: A = 350, B =225, C' =100 e w. = 0. Assim os pontos nao analiticos na forma
de onda estao localizados em t = /B/C = £1, 5s.

Na Figura 3.17, temos uma representagao da funcao com SCS gerada experimental-
mente conforme descrito na se¢ao 3.5.2. A parte central da fungao é suavemente emendada
a uma funcao nula, de tal forma que a cauda da parte central desta funcao é cortada e
emendada ao zero somente na regiao onde a amplitude do pulso é menor do que a reso-
lugao da tensao do AF'G3252. Os parametros do pulso foram escolhidos de maneira que

os pontos nao analiticos em nossa fungao estejam localizados em +1, 5s.
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Figura 3.18: Resultado experimental e simulagao numérica da propagacao de um pulso
com SCS através de um circuito de ganho unitario (curva tracejada vermelha) e a propa-
gacao superluminal da parte central deste pulso em um circuito de atraso de grupo ne-
gativo (curva sélida azul).

Na Figura 3.18 vemos que ao passar através do circuito de atraso negativo, a parte
central do pulso com SCS se propaga com velocidade de grupo superluminal, sem violar
a causalidade, uma vez que possui continuidade analitica. Entretanto, os pontos nao
analiticos presentes nas asas frontal e traseira deste pulso tém sua velocidade limitada a
c.

A causalidade estd limitando a ¢ a propagacao da informagao, representada pelos
pontos nao analiticos. Podemos observar, também, na Figura 3.19 que ela nao apenas
limita a velocidade da informacao associada a estes pontos, mas também provoca uma

frente abrupta (steepening) no pulso ao passar através de dois circuitos de atraso negativo.
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Figura 3.19: Resultado experimental e simulagao numérica da propagagao de um pulso
com SCS através de um circuito de ganho unitdrio (curva tracejada vermelha) e uma
frente abrupta devido a propagacao através de dois circuitos de atraso negativo (curva
solida azul).

As distorg¢oes na asa traseira do pulso com SCS de saida do circuito sao conseqiiéncias
das componentes de freqiiéncia presentes no espectro do pulso de entrada, juntamente
com o fato de uma parte significativa deste espectro estar numa regiao onde a mudanca

de fase deixa de ser linear com a freqiiéncia, como pode ser visto na Figura 3.20.
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Figura 3.20: Espectro do pulso com SCS de entrada mostrado nas figuras 3.18 e 3.19
juntamente com a fase e o ganho da funcao de transferéncia total do circuito. Note
que, além das componentes adicionais de freqiiéncias nao presentes no espectro do pulso
gaussiano, uma parte significativado do espectro deste pulso nao estd limitada a regiao
onde a mudanca de fase em funcao da freqiiéncia ¢é linear.

Aqui vemos que o pulso com SCS possui uma parte significativa das componentes de
freqiiéncia nao limitada a regido onde |w| < 4,5Hz. Desta forma, os termos nao lineares
nas equagoes (3.17) e (3.18) induzem distor¢oes no pulso com SCS de saida, semelhantes
as observadas no caso do pulso Gaussiano, mostrado na Figura 3.15. Nao sendo, estas
distorcoes, conseqiiéncias da causalidade ou da presenca dos pontos nao analiticos na
forma de onda.

Quando aumentamos para quatro, o nimero de circuitos de atrasos negativos conec-
tados em série, através do qual o pulso com SCS é propagado, o avanco de grupo da parte
central deste pulso torna-se ainda maior, enquanto a informacao associada aos pontos nao
analiticos continua limitada & ¢, de maneira que parte da energia do pulso tenta passar
pelo ponto nao analitico na asa frontal da forma de onda, provocando um choque de onda

do pulso (ver figura 3.21).
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Figura 3.21: Resultado experimental e simulagao numérica da propagacao de um pulso
com SCS através de um circuito de ganho unitério (curva tracejada vermelha) e o choque
de onda do pulso ao se propagar através de quatro circuitos de atraso negativo (curva
solida azul).

Isto nos mostra que o principio da causalidade nao é violado. A andlise a respeito da
velocidade do ponto nao analitico na asa traseira deste pulso torna-se bastante complicada
devido as deformacoes resultantes dos termos nao lineares nas equagoes (3.17) e (3.18).
Neste caso a informacao associada a este ponto perde o significado fisico e nao temos como
determinar sua velocidade. Uma investigacao adicional é necesséria para compreender seu
comportamento.

Deste modo, com base nestas observagoes, podemos notar que o ponto nao analitico
na asa frontal do pulso nao se propaga com uma velocidade maior que a da luz no vdcuo
c. Portanto, ao associarmos a informacao a este ponto nao analitico notamos que ela nao
serd transmitida a uma velocidade maior que ¢, conforme exige causalidade de Einstein.

Embora todo o nosso estudo tenha sido feito numérica e experimentalmente em cir-
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cuitos eletronicos, é possivel construir experimentalmente pulsos 6pticos com SCS. Isto
pode ser feito em um meio superluminal éptico utilizando um formatador pulsos épticos
("pulse shaper”), através da geragao das freqiiéncias que correspondem a um pulso deste
tipo.

Por fim, vale ressaltar a diferenca entre nosso estudo com pulsos do tipo SCS e os
trabalhos feitos, tanto por Sommerfeld e Brillouin [2] quanto os feitos por Stenner et
al [7,8]. Nos trabalhos realizados pelos referidos autores, eles também usaram pontos nao
analiticos em pulsos, entretanto, estes pontos nao analiticos foram representados como
uma frente de onda descontinua. Contudo, sabemos que tais pulsos violam as condicoes de
continuidade impostas pelas equacoes de Maxwell. J& em nosso estudo, o pulso é continuo

e infinitamente derivével, apresentando grandes vantagens, como discutido anteriormente.

Instituto de Fisica - UFAL



119

Capitulo 4

Conclusao

Neste trabalho mostramos analogias entre circuitos eletronicos com realimentagao
negativa e sistemas atomicos, modelados classicamente como um dielétrico de Lorentz
bem como a relacao entre os atrasos de grupo negativo, produzidos por estes circuitos, e
o conceito de superluminalidade. Nosso objetivo era a utilizagao destes circuitos para o
estudo experimental da propagacao de pulsos elétricos, do tipo Gaussianos e com suporte
compacto, com atrasos de grupo negativo. Os resultados experimentais deste estudo foram
simulados numericamente com a ajuda do programa Matlab 7.6.

Através do experimento e das simulagoes numéricas, confirmamos que um pulso Gaus-
siano, neste meio, pode propagar-se com atraso de grupo negativo, ou seja, velocidade
de grupo superluminal, reproduzindo os resultados experimentais existentes na literatura
cientifica. Vimos que, sob certas condigoes, além de um discreto fator de amplificagao o
pulso propagado praticamente nao sofre mudancas.

Quanto ao estudo da propagacao de um pulso com SCS com pontos nao analiticos bem
comportados presentes em suas asas frontal e traseira, nossas simulagoes e experimentos
provaram que podemos associar a informacao ao ponto nao analitico na asa frontal do
pulso e que tais pontos nunca se propagam mais rapido do que a velocidade da luz no
vicuo c. Deste modo, podemos dizer que uma vez que associarmos a informacao a este

ponto nao analitico, mesmo que a velocidade de grupo seja superluminal, a informacao
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nao poderd ser enviada a uma velocidade superior a da luz no vdcuo. Assim, o principio
da causalidade nao ¢ violado.

Observamos também na propagacao do pulso com SCS que, novos fenémenos como
uma frente abrupta e o choque de onda do pulso foram induzidos pela limitacao da
velocidade, deste ponto nao analitico, imposta pela causalidade. Assim, para sistemas
superluminais como um circuito de atraso negativo, somos capazes de dizer exatamente
onde esta a informagao em um pulso. Entretanto, observamos que, devido as deformacoes
decorrentes da propagacao do pulso com SCS neste meio superluminal, o ponto nao
analitico na parte traseira deste pulso nao pode ser associado & informacao da mesma
maneira que o ponto nao analitico na parte dianteira e uma investigacao adicional é
necessdria para compreender seu comportamento.

Uma perspectiva interessante para continuidade deste trabalho é aplicar as idéias aqui
discutidas, em circuitos eletronicos que apresentam propagacao de pulsos com atraso de
grupo positivo, ou seja, velocidade de grupo subluminal (luz lenta), onde permanece em

aberto [8] a quest@o de qual seria a velocidade da informagcao para semelhantes sistemas.
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