
  

UNIVERSIDADE FEDERAL DE ALAGOAS 

INSTITUTO DE FÍSICA 

PROGRAMA DE PÓS-GRADUAÇÃO EM FÍSICA 

 

 

 

 

 

 

 

MANOEL PEREIRA DA SILVA JÚNIOR 

 

 

 

 

PERCOLAÇÃO QUÂNTICA EM CADEIAS DILUÍDAS COM ACOPLAMENTOS DE 

LONGO ALCANCE 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

MACEIÓ 

2008 



  

MANOEL PEREIRA DA SILVA JÚNIOR 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

PERCOLAÇÃO QUÂNTICA EM CADEIAS DILUÍDAS COM ACOPLAMENTOS DE 

LONGO ALCANCE 

 

Dissertação apresentada ao Programa de Pós-Graduação em 

Física da Universidade Federal de Alagoas como requisito 

parcial à obtenção do título de Mestre em Física. 

Orientador: Prof. Dr. Francisco Anacleto Barros Fidélis de Moura 

Co-orientador: Prof. Dr. Marcelo Leite Lyra 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

MACEIÓ 

2008 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Catalogação na fonte 

Universidade Federal de Alagoas 

Biblioteca Central 

Divisão de Tratamento Técnico 
Bibliotecária Responsável: Helena Cristina Pimentel do Vale 

                      

               

               S586p       Silva Júnior, Manoel Pereira da. 

                                     Percolação quântica em cadeias diluídas com acoplamentos de longo-alcance /    

                                Manoel Pereira da Silva Júnior, 2008. 

                                      50 f.  

 

                                      Orientador: Francisco Anacleto Barros Fidélis de Moura. 

                                      Dissertação (mestrado em Física da Matéria Condensada) – Universidade  

                               Federal de Alagoas. Instituto de Física. Maceió, 2008. 

 

                                      Bibliografia: f. 46-50. 

                                  

1. Percolação quântica. 2. Cadeias diluídas. I. Título. 

 

CDU: 530.145.3 





ii

Agradecimentos
Meus sinceros agradecimentos a todos que tornaram possível a conclusão de mais

uma etapa em minha vida acadêmica. Em especial, agradeço ao meu orientador, Prof.
Francisco A.B. Fidelis de Moura e Ao Prof. Marcelo L. Lyra pelo acompanhamento e
pela paciência e conhecimento desprendida a mim durante toda a realização deste traba-
lho.

Agradeço a todos os professores e funcionários do Instituto de Física que contribui-
ram com minha formação acadêmica. Em especial, Aos Profs. Iram M. Gléria, Dilson P.
Caetano, Francisco A.B. Fidelis de Moura e Prof. Marcelo L. Lyra, pelas aulas ministra-
das durante o curso de mestrado.

Aos professores do CEFET-AL, em especial, aos Professores Ednaldo Tenório e
Carlos Argolo, que com suas amizades, prestatividade e com seus grandes conhecimentos
muito contribuiram com o início de minha vida pro�ssional.

Aos amigos que conquistei durante estes anos no IF, obrigado pelos momentos de
descontração, e pela ajuda nas horas difícies, tenho a todos muita estima. Em particular,
agradeço aos meus grandes amigos, Círero Rita, André de moura, Caio Faustino, Be-
ethoven dos Santos, Jorge Luis, Thais Freitas, Askery Alexandre e Samuel Albuquerque,
pessoas estas que hoje fazem parte de minha vida.

Aos meus familiares que vem me apoiando durante toda mimha vida e que também
fazem parte desta conquista, meu muito obrigado por toda a força oferecida a mim, que
continuemos juntos seja nos bons ou nos maus momentos, e que possamos passar aque-

Instituto de Física - UFAL



iii

les velhos �ns de semana juntos com nossos amigos do bom Jacintinho, nos divertindo e
aprendendo que humildade é super importante pra se viver bem.

A minha querida Célia, por todo carinho e compreensão, e também por sua enorme
paciência. A você, meus agradecimentos especiais e todo meu amor.

Ao meus pais, Manoel e Marineide e minha irmã, Manoelle, por todo o amor e
todo apóio dado a mim em todas as etapas de minha vida. Sou eternamente grato.

Ao CNPq e Fapeal pelo apóio �nanceiro dado a mim durante minha graduação.
Agradeço a CAPES pelo apóio �naceiro que possibiltou a continuidade de meus estudos.

Em Especial, agradeço a DEUS por esta oportunidade.

Instituto de Física - UFAL



iv

Resumo

Sistemas de um elétron com desordem não correlacionadas apresentam autoestados de
energia exponencialmente localizados para qualquer grau de desordem e para dimensões
d ≤ 2. Entretanto, uma série de recentes estudos têm mostrado que a presenca de correla-
ções de longo alcance sobre a distribuição de desordem ou acoplamentos de longo-alcance
pode estabilizar estados extendidos em sistemas de baixa dimensionalidade. Nesta disser-
tação nos investigaremos o problema de percolação quântica em sistemas unidimensionais
com acoplamentos de longo-alcance cuja probabilidade de ocorrência de uma ligação entre
sítios separados por uma distância r decai com p(r) = 1/r1+σ. Neste trabalho concentrare-
mos nossa atenção no intervalo 0 < σ < 1, visto que para σ > 1 este modelo se comporta
como os modelos de acoplamentos de curto-alcance visto na literatura. Utilizando um
formalismo de diagonalização exata, computamos os autoestados de energia, estimamos a
largura espacial destes estados e calculamos a densidade de estados (DOS). Analisamos
o espalhamento de um pacote de onda inicialmente localizado, aprensentado o número
de participação dependente do tempo, bem como, a probabilidade de retorno. Nossos
resultados mostra a existência de uma fase de estados estendidos. Através da análise da
�utuação do número de participação em cadeias de tamanho �nito constatamos que existe
uma transição de percolação quântica para o expoente de decaimento σc = 0, 68, onde
abaixo deste valor os estados são verdadeiramente estendidos. Este valor é maior do que
os obtidos na literatura para o surgimento de estados estendidos em modelos de Anderson
unidimensional com acoplamentos de longo-alcance com decaimento tipo lei de potência.
Assim não há uma ligação direta entre as transições de Anderson e de percolação quântica
em cadeias com acoplamentos de longo alcance.
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Abstract

The one-eectron systems with an uncorrelated disorder distribution that do present expo-
nentially localized for any degree of disorder and for dimensionsd ≤ 2. In recent years,
several studies showed that the presence of long-range correlations in the disorder distri-
buition or long-range coupling can stabilize delocalized states. In this master degree thesis,
we analize the quantum percolation phenomena in power-law diluted chains for which the
probability of occurrence of a bond between sites separated by a distance r decays as
p(r) = 1/r1+σ. Using an exact diagonalization scheme on �nite chains, we compute the
eigenstates, the participation number and density of states. We analize the spreading of
an initially localized wave-packet,the time dependent participation number as well as the
return probability. Our results show the existence of a phase of extended states. By consi-
dering the scale invariance of the �uctuations of the participation number at the Anderson
transition, we obtained that extended states emerges for σ < 0.68. This limiting value
is larger than the one reported in the literature for the emergence of extended states in
one-dimensional Anderson models with power-law decaying couplings. Therefore, the pre-
sent results indicate that there is not link between the quantum percolation and Anderson
transition in chains wirh long-ramge coupling
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Capítulo 1

Introdução às propriedades de
transporte eletrônico em sólidos

1.1 Introdução

A maioria dos modelos relacionados a sólidos se baseia em sólidos com arranjos
estruturais ordenados, simetria translacional. Em geral, as formulações da Mecânica Es-
tatística e da Mecânica Quântica prediz, que quasi-particulas e excitações coletivas, como
por exemplo elétrons, fônos e mágnos, em modelos com simetria translacional, sejam des-
critas através de uma função de onda estendida por todo o sistema.

Entretanto, grande parte dos sólidos reais, seja os naturais ou criados em labo-
ratórios, não possuem uma estrutura cristalina perfeita. Quando um sistema tem sua
estrutura cristalina quebrada, dizemos que este sistema é desordenado. Um sistema desor-
denado pode ser classi�cado como: sistema de desordem estrutural, quando os átomos do
sistema são distribuídos de forma aleatória, sem arranjo espacial; e sistema de desordem
composicional, quando impurezas, íons ou sítios vazios ocupam de forma aleatória os pon-
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1.1 Introdução 2

tos de uma rede cristalina. Em geral, a desordem em sólidos reais pode ser causada por
impurezas, distorções na rede, deslocações na estrutura cristalina, etc. Sistemas desor-
denados possuem propriedades físicas distintas das previstas para os sistemas cristalinos.
Um exemplo disto é o modelo de Bloch que prevê a ausência de resistência elétrica para
cristais perfeitos, diferentemente do encontrado para sólidos reais. Por volta de 1958, P.
W. Anderson[1] introduziu um modelo que ajudava a entender a in�uência da desordem
nas funções de onda eletrônica. Originalmente, tal modelo considerava apenas os elétrons
movendo-se sobre a in�uência de um potencial aleatório devido a desordem no meio. De
forma suscinta, Anderson mostrou que graus de desordem fortes induz a localização das
funções de onda eletrônicas, ou seja, as funções de onda �ca restrita a uma região �nita da
rede, tornado o material isolante. No entanto, para graus de desordem fracas as funções
de onda eletrônicas se estende pela rede, tendo este um comportamento metálico. Para
graus de desordem intermediários, pode haver mudança do estado estendido para o estado
localizado, o que chamamos de transição metal-isolante ou transição de Anderson.

O modelo de Anderson prevê que em sistemas com dimensão d ≤ 2 todos os estados
eletrônicos são localizados[2], independente do grau da desordem. Contudo, nas últimas
décadas uma série de trabalhos tem sido apresentados, nos quais correlações de curto e
longo-alcance na distribuição da desordem[3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15] induz
transições de Anderson mesmo em sistemas de baixa dimensionalidade. Este comporta-
mento em sistemas de baixa dimensionalidade, vem motivando o estudo de sistemas com
desordem correlacionadas em outras áreas de conhecimento, como por exemplo, a conjec-
tura de que correlações de longo-alcance sejam responsáveis pelo transporte eletrônico no
DNA.[16]

Atualmente, devido as melhoras na tecnologia de manufaturação de sólidos em
escala nanoscópica, é possível fabricar materiais em que uma ou mais dimensões são con-
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1.2 Sistema sem Desordem: Modelo de Bloch 3

�nadas de tal maneira que os graus de liberdade transversais encontram-se congelados em
baixas temperaturas[17]. Isto faz com que sistemas de baixa dimensionalidade deixem de
ser problemas de interesse puramente acadêmico para se tornarem sistemas �sicamentes
realizáveis.

Esta Dissertação tem como objetivo estudar o problema da percolação quântica de
um elétron em uma cadeia com desordem correlacionada. Este trabalho esta organizado
da seguinte forma: no restante deste capítulo, faremos uma revisão teórica sobre as pro-
priedades de transporte eletrônico em sólidos cristalinos e com desordem, com o objetivo
de apresentar o contexto cientí�co no qual esta dissertação se insere. No segundo capítulo,
estudaremos o problema da percolação quântica com ligações de longo-alcance, buscando
entender como as correlações in�uência na dinâmica das funções de onda eletrônica. No
terceiro capítulo, apresentaremos nossas conclusões bem como perspectiva para futuros
estudos.

1.2 Sistema sem Desordem: Modelo de Bloch

Grande parte dos estudos em física do estado sólido são realizados levando-se em
conta as quasi-partículas ou excitações coletivas em cristais. O interesse dos físicos por
esta área aumentou consideravelmente após a descoberta da difração por raios X por W.L.
Bragg em 1913, tornando possível a comprovação de vários cálculos e previsões teóricas
simples sobre propriedades cristalinas, tal como, o parâmetro de rede, ou espaçamento
atômico médio.

Um cristal ideal é construido por uma repetição espacial, em escala atômica, de
unidades estruturalmente idênticas, células unitárias. Podendo esta unidade ser composta
por um ou mais átomos, sendo de um único elemento ou não. A estrutura de todos cristais
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1.2 Sistema sem Desordem: Modelo de Bloch 4

são descritas em termos de uma rede periódica, comumente chamada de rede de Bravais,
com um grupo de átomos �xados em cada ponto da rede. A relação lógica para a formação
de uma estrutura cristalina pode ser escrita por

Figura 1.1: Construção de um cristal. Em (a) temos uma rede periódica, que adicionada a uma
base (b), forma-se uma estrutura cristalina (c).

Instituto de Física - UFAL



1.2 Sistema sem Desordem: Modelo de Bloch 5

RedePeriódica+Base=EstruturaCristalina (1.1)

Toda base de um cristal correspondente a cada ponto da rede, são idênticos em com-
posição arranjo e orientação. A �gura (1.1) mostra a formação de um cristal adicionando
uma base aos pontos de uma rede periódica.

1.2.1 Modelo de Bloch

O problema de életrons em um sólido é de difícil tratamento teórico, pois em prin-
cípio, consiste de um problema de muitos corpos interagentes. O estudo completo deste
problema deve levar em conta as interações elétron-elétron e elétron-íon. Contudo, se uti-
lizarmos uma aproximação de elétrons independentes em uma rede cristalina, a interação
elétron-íons pode ser representada por um életron em um potencial iônico efetivo U(r).
Considerando que os íons estão dispostos em uma rede periódica, podemos supor que o
potencial U(r) também é periódico e com a mesma periodicidade da rede, ou seja:

U(r) = U(r + R) (1.2)

onde R é um vetor da rede periódica subjascente ao cristal. Um típico potencial cristalino
é mostrado na �gura (1.2)

Devemos levar em consideração que a ordem dos espaçamentos atômicos, ou seja,
a ordem de grandeza de R, é de 10−8 cm, ou seja, da ordem de um típico comprimento
de onda de De Broglie. Com isso, devemos utilizar conceitos quânticos na análise deste
problema.

Utilizando o potencial introduzido na equação (1.2), a equação de Schrödinger para

Instituto de Física - UFAL



1.2 Sistema sem Desordem: Modelo de Bloch 6

Figura 1.2: Padrão típico de um potecial cristalino unidimensional

um elétron se torna:

− ~
2

2m
∇2ψ(r) + U(r)ψ(r) = ε(r) (1.3)

Quando o potencial U(r) é nulo, temos a equação de Schrödinger para o elétron livre. Os
elétrons independentes que obedecem a equação de Schrödinger com potencial periódico é
chamado de elétron de Bloch.

Uma importante propriedade dos estados estacionários dos elétrons de Bloch, é
que as soluções da equação de Schrödinger são dadas na forma de ondas planas com a
periodicidade do cristal. Como segue:

ψnk(r) = eik·runk(r) (1.4)

onde

unk(r + R) = unk(r) (1.5)

para qualquer R da rede de Bravais.

Instituto de Física - UFAL



1.3 Sistemas Desordenados 7

Esta propriedade é conhecida como teorema de Bloch[22] e as funções unk(r) são
chamadas de funções de Bloch. Os valores dos vetores de onda k são determinados pelas
condições de contorno imposta ao problema, tendo propriedades semelhantes ao vetor de
onda k do modelo do elétron livre. O teorema de Bloch também pode ser escrito na
seguinte forma alternativa:

ψ(r + R) = eik·Rψ(r) (1.6)

Nos cristais perfeitos, as funções de onda, ou funções de Bloch, se estende por toda
a rede, e devido ao caráter periódico, o elétron tem igual probabilidade, não nula, de estar
em qualquer posição da rede. Portanto os elétrons podem mover-se livremente pelo sólido,
caracterizando uma fase metálica.

Entretanto, como já foi dito anteriormente, a estrutura cristalina de sólidos reais
não é perfeita. Assim, temos que levar em consideração a desordem de sua estrutura para
se obter resultados mais realistas. Um dos modelos que leva em consideração os efeitos da
desordem é o modelo Anderson.

1.3 Sistemas Desordenados

Grande parte dos sólidos naturais, e até os produzidos em laboratório, possuem
defeitos que destroem a invariância translacional. A não consideração desses defeitos em
alguns modelos teóricos, resulta em previsões errôneas de algumas propriedades físicas.

Em 1958, P.W. Anderson introduziu um modelo em que a dinâmica quântico-
mecânica de certas entidades (mágnos ou eletétrons, por exemplo) de sistemas desordena-
dos era descrita, não em termos da temperatura, e sim através de saltos quânticos, hopping,
entre sítios da rede. Com este modelo Anderson mostrou que, na presença de desordem,

Instituto de Física - UFAL



1.3 Sistemas Desordenados 8

a natureza da função de onda pode mudar de estendida, como as ondas de Bloch, para
localizada.

Para entender melhor o papel da desordem, consideremos o modelo de Bloch com
potencial periódico nulo (U(r) = 0), ou seja, um elétron livre. Ao introduzirmos uma
única barreira de potencial, a função de onda será parcialmente transmitida e parcial-
mente re�etida. Agora, se ao invés de uma única barreira, introduzirmos duas barreiras
de potencial. Estas duas barreiras provocará re�exões na função de onda, gerando ondas
incidentes e re�etidas que poderão sofrer interferências construtivas ou destrutivas a de-
pender da diferença de fase existente. As interferências podem mudar bastante a forma da
função de onda. Consideremos agora a existência de um potencial aleatório, o que pode
ser representado por barreiras de potencial posicionadas aleatoriamente ou de intensidades
aleatórias. Assim a função de onda sofrerá diversas re�exões perdendo sua coerência de
fase.

Para pequeno grau de desordem do potencial, a função de onda continua esten-
dida, perdendo apenas sua coerência de fase, sendo este ainda um regime metálico. O
comprimentro de coerência é seu livre caminho médio(�g. 1.3a). Se o grau de desordem
do potencial for forte, as re�exões sofridas pela função de onda causam interferências des-
trutivas que induzem uma localização exponencial da função de onda, ou seja, a função
de onda se concentra em uma pequena região e tem valor desprezível em qualquer outro
lugar do sólido. A probabilidade de encontrar um elétron a uma distância r do centro da
função de onda é ψ(r) ∝ er/λ, ou seja, decai exponencialmente, daí o termo localização
exponencial. O parâmetro λ é chamado de comprimentro de localização(�g. 1.3b). Este
consite de um regime isolante.

Instituto de Física - UFAL



1.3 Sistemas Desordenados 9

Figura 1.3: (a) Função de onda estendida. O comprimento de coerência é dado por l. (b) Função
de onda exponencialmente localizada. O parâmetro λ nos dá o comprimento de localização.

1.3.1 Modelo de Anderson

O modelo de Anderson é o modelo básico para o estudo de propriedades de trans-
porte eletrônico em sistemas desordenados. O seu Hamiltoniano despreza a interação
Coulombiana entre os elétrons, e introduz um termo cinético que descreve o hopping do
elétron entre sítios vizinhos na presença de um potencial aleatório. O hamiltoniano de
Anderson, escrito numa representação de Wannier, é dado por:

H =
∑

i

εi|i〉〈i|+
∑

i6=j

tij|i〉〈j| (1.7)

onde εi é a energia do sítio i e tij é a integral de transferência entre os sítios i e j, também
conhecido como amplitude de hopping, e decresce muito rapidamente com a distância
entre os sítios |i− j|. O estado |i〉 é o orbital atômico centrado no sítio i. O conjunto de
orbitais |i〉 são ortogonais entre si e constituem uma base na qual podemos expandir os
autoestados de H. A desordem neste modelo é introduzida escolhendo aleatóriamente as
energias εi dentro de um intervalo de largura W. O parâmetro W é chamado de largura
da desordem e este termo controla a transição metal-isolante. O modelo de Anderson
tridimensional apresenta uma transição metal-isolante para um valor crítico W = Wc,

Instituto de Física - UFAL



1.3 Sistemas Desordenados 10

tornado-se metálico para W < Wc.
Para a obtenção dos autoestados e autovalores eletrônicos do Hamiltoniano H,

torna-se nescessário resolver a equação de Schrödinger (Hψ = Eψ) com um termo alea-
tório. Para isto, utilizamos uma expansão dos autoestados na base dos orbitais atômicos,
|ψ〉 =

∑
i ci|i〉, obtendo-se assim, a equação de Schrödinger para o Hamiltoniano de An-

derson:

Eci = εici +
∑

j

tijcj (1.8)

Analizemos a equação (1.8) em alguns casos limites. Consideremos que a rede
seja regular e que só existem termos de hopping não nulos somente entre os z primeiros
vizinhos, sendo estes de mesma magnitude. Logo a Equação (1.8) torna-se:

Eci = εici + t

j=z∑
j=1

ci+j (1.9)

onde t é o termo de trasferência entre qualquer par de sítios vizinhos. O caso cristalino
(W = 0) pode ser obtido como um caso limite da Equação (1.9). Fazendo as energias εi
constante e iguais a ε0. Para uma rede linear (z = 2) a Equação (1.9) �ca:

(E − ε0)ci = t(ci−1 = ci+1). (1.10)

As soluções tipo onda de Bloch pode ser usada como solução da equação anterior. Assim,
escolhendo cn = c0e

ink e substituindo em (1.10), obtemos:

E = ε0 + 2tcos(k) (1.11)

Instituto de Física - UFAL



1.3 Sistemas Desordenados 11

sendo esta a relação de dispersão obtida para o modelo de Bloch unidimensional. A banda
de energias permitidas é dada por:

ε0 − 2t < E < ε0 + 2t (1.12)

tendo uma largura de banda cristalina de B = 4t. De forma geral, a largura da banda
cristalina para uma rede de dimensão d com número de primeiros vizinhos( ou número de
coordenação) z é dada por B = 2zt.

O caso mais geral, tomando W e t diferentes de zero, foi estudado por Anderson
através de teoria da pertubação, utilizando W e t como termos pertubativos. Ao longo dos
anos, este problema tem sido estudado por diversas técnicas matemáticas so�sticadas como
métodos de função de Green e técnicas de pertubação diagramática. O modelo de Anderson
foi de importância fundamental para compreensão e aprimoramento do conhecimento sobre
transições metal-isolante que ocorrem em diversos materiais com desordem, e tem sido uma
alavanca para muitos trabalhos relacionados às propriedades de tranporte eletrônico.

1.3.2 Teoria de Escala para a Transição de Anderson

Em 1979, Abrahams, Anderson, Licciardello e Ramakrishman[2], apresentaram um
trabalho no qual obtiveram a dependência da transição metal-isolante com a dimensão do
sistema. O escopo desta teoria de escala está na hipótese de que uma única quantidade,
a condutância generalizada g, é capaz de controlar a transição metal-isolante em T = 0.
A teoria de escala foi utilizada por Thoules[24] na reformulação do modelo da Anderson.
Na abordagem de Thoules as unidades fundamentais deixam de ser os sítios atômicos i,
passando a ser caixas de volume Ld que contêm muitos sítios. O sólido é formado de várias
caixas acopladas umas às outras. As energias características do modelo de Anderson, W
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1.3 Sistemas Desordenados 12

e t, são mapeadas respectivamente em ∆E, que representa o espaçamento médio entre os
níveis dentro de cada caixa de volume Ld, e em δE, que representa o deslocamento causado
por mudanças nas condições de contorno. A densidade de estado média n(E) é dada em
termos destas quantidades por:

n(E) =
1

Ld∆E
. (1.13)

O princípio da incerteza de Heisenberg é usado para relacionar a variação de energia
δE e o tempo tD necessário para um pacote de onda eletrônica difundir até os contornos
da caixa de lado L.

δE =
~
tD

(1.14)

Considerando que o elétron difunde através de um movimento Browniano dentro da caixa,
podemos escrever:

tD =
L2

D
(1.15)

sendo D a constante de difusão. Usando a relação de Einstein entre a condutividade σ e
as propriedades de difusão

σ = e2Dn(E). (1.16)

e combinando esta última com as Eqs. (1.14) e (1.15), temos:

δE =
σ~

e2 (L2n(E))
(1.17)
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A razão ∆E/δE é tomada como sendo a medida da �força� da desordem no sistema,
análoga à razão W/t no modelo de Anderson tradicional. Estados estendidos são sensíveis
as mudanças nas condições de contorno (∆E

δE
< 1), enquanto que estados localizados não

o são (∆E
δE

> 1).
O parâmetro de desordem, g−1, que é depedente da escala é de�nido por:

1

g(l)
≡ ∆E

δE
. (1.18)

Substituindo, as Eqs. (1.13) e (1.17) em (1.18), obtemos a depedência de escala do parâ-
metro g :

g(L) =
~
e2
σLd−2 (1.19)

Como a equação (1.17) é válida apenas para os estados estendidos no limite macros-
cópico a equação (1.19) também é válida apenas neste limite. O termo σLd−2 é a de�nição
da condutância de um cubo de dimensão d, lado L e condutividade σ. Desta forma, g(L)
pode ser vista como a condutância generalizada em unidades de e2/~. A teroria de es-
cala para a transição de Anderson, exprime como a função g escala com o comprimento
característico do sistema.

Consideremos um sistema composto por caixas acopladas de volume Ld
0. Sua con-

dutância generalizada g0 é dada por

g0 = g(L0) =
δE(L0)

∆E(L0)
(1.20)

Dado g0 em uma escala de comprimento L0, a teoria de escala nos permite encontrar g
numa escala de comprimento maior L = bL0. Na nova escala, a condutância generalizada
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g é completamnete determinada por uma função de escala f(g0, b) que é função de g0 e do
parâmetro de escala b. Se o fator de escala for tratado como uma transformação contínua
(b = 1 + ε, onde ε ¿ 1), o comportamento de escala de g pode ser determinado a partir
da função

β(g) =
d ln g(L)

d lnL
(1.21)

Figura 1.4: Comportamento qualitativo de β(g), proposto por Abrahams et al [2], para dimensões
d = 1, 2 e 3. As setas do diagrama de �uxo sobre as curvas representam a direção em que g varia
quando L cresce.

A �gura (1.4), proposta por Abrahams et al [2], mostra o comportamento de β(g)

de�nida na equação (1.21). Para β > 0, a condutância generalizada g cresce com o
crescimento L, caracterizando um comportamento metálico; Para β < 0, g decresce com o
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crescimento de L, indicando um estado isolante. O comportamento qualitativo da função
β(g) pode ser determinado tomando os seus limites assintóticos (g → ∞ e g → 0). No
limite de g →∞, podemos usar a equação (1.19) e mostrar que

lim
g→∞

β(g) = d− 2. (1.22)

Assim temos:

β(∞) =





+1 para d = 3

0 para d = 2

−1 para d = 3

(1.23)

Para g pequeno, ou seja, g ¿ 1, o modelo de Anderson prevê que os estados eletrônicos
são exponencialmente localizados. Deste modo, nos contornos de cada caixa de lado L,
a amplitude da função de onda de um elétron localizado no interior da caixa é da ordem
de e−γL, onde γ é o exponete de Lyapunov (inverso do comprimento de localização λ).
Como o acoplamento entre as caixas possui a mesma dependência exponencial com L,
a condutância generalizada g também pode ser escrita por g(L) ∝ e−γL. Portanto, da
Equação (1.21), temos:

lim
g→0

β(g) = ln g (1.24)

ou seja, β(g) se aproxima de −∞ quando g tende a zero, independente da dimensão. Ao
assumirmos que β(g) tenha variação lenta e monotônica entre os limites g →∞ e g → 0,
certi�camos que nossa análise reproduz o comportamento qualitativo da �gura (1.4). Para
d = 1 e d = 2 o diagrama de �uxo nos mostra que g sempre diminue com o crescimento de
L. Em d = 3, o diagrama de �uxo mostra a existência de um ponto �xo instável em β = 0
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e g = gc. O valor gc separa a região de forte acoplamento e baixa desordem (g < gc), onde
temos estados estendidos, da região de fraco acoplamento e forte desordem (g > gc), onde
temos estados localizados. Este diagrama mostra claramente a dependência da transição
de Anderson com a dimensão: em d = 1 e d = 2 não existe transição metal-isolante,
diferentemente do caso d = 3. O comportamento crítico perto da transição em d = 3

também foi estudado por teoria de escala, por exemplo, B. Kramer em 1993[25]. Estudos
mostram que o comprimento de localização (λ) e a condutividade σ, próximos da energia
crítica de transição (mobilty edge) apresentam comportamento tipo lei de potência:

λ ∝ (E − E − c)−ν

σ ∝ (E − E − c)s
(1.25)

Através de técnicas diagramáticas (Vollhard e Wöl�e[25]) e expansão em d+ε (Wegner[26])
foi estimado que s = ν = 1. Porém, recentemente, considerações de variáveis irrelevantes
e correções não lineares na teoria de escala, fez com que se obtesse o exponte crítico com
uma maior precisão numérica ν ≈ 1.57[27, 28, 29, 30].

Transições metal-isolante vem sendo observadas em vários experimentos. Um exm-
plo destes são os experimentos realizados em silício dopados com fósforo ou bário[17, 25,
31, 32, 33]. Nestes experimentos a desordem é oriunda das posições aleatórias dos átomos
dopantes. A largura de desordem apresentada no modelo de Anderson é devido à concen-
tração de dopantes (Np) ou presença de um campo. A energia crítica do sistema (Ec) é a
concentração crítica dos dopantes (N c

p) ou o valor do campo (Hc) para os quais a transição
acontece. A classi�cação dos materiais foi escolhida da seguinte forma: aqueles que apre-
sentavam ν = 0.5 eram os semi-condutores não-compensados; aqueles que apresentavam
ν = 1 eram os semi-condutores compensados ou materiais amorfos. Recentemente, foram
encontrados um expoente ν = 1 para o silício dopado com fósforo não compensado (Si :
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P)[33] e um expoente ν = 1.6 para o silício dopado com Bário (Si : B)[17], violando as-
sim a classi�cação anteriormente proposta. Em geral, a diferença no expoente vem sendo
atribuída à presença de outros efeitos no experimento, como por exemplo, a interação
Coulombiana entre os elétrons [33].

1.3.3 Medidas do Grau de Localização

Para que possamos caracterizar as transições metal-isolante quantitativamente, pre-
cisamos de�nir alguns parâmetros com os quais possamos descrever o caráter estendido
ou localizado de um certo estado. Um dos parâmetros comumente utilizados para esta
descrição é o comprimento de localização λ que é de�nido a partir do comportamento
assintótico da função de onda. Como já foi dito anteriormente, para grandes distâncias r
do centro de localização, a função de onda apresenta um decaimento do tipo exponencial

ψ(r) = f(r)e−r/λ (1.26)

Para estados estendidos λ → ∞. O comprimento de localização λ pode ser calculado
através de várias técnicas, entre as quais, podemos citar o grupo de renormalização e
matriz de transferência.

Um outro parâmetro importante é o número de participação ξ que é obtida a partir
da diagonalização numérica do Hamiltoniano H escrito na base dos orbitais atômicos
(|ψ〉 =

∑
j |j〉). Assim, ξ é de�nida por:

ξ =

∑
j |cj|2∑
j |cj|4

(1.27)

Analizaremos, agora, o caso de uma cadeia pura de N sítios onde todos os autoestados são
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estendidos com cj constante. Esta análise nos ajudará a compreender como o número de
participação está relacionada com a natureza estendida-localizada dos estados eletrônicos.
Lembrando que os autoestados do hamiltoniano são normalizados, ou seja,

∑
j |cj|2 = 1,

temos que |cj| = 1√
N

. logo, o número de participação se torna:

ξ =
1∑

j |cj|4
=

1∑
j

1
N2

= N (1.28)

Assim, ξ é a grandeza que de�ne em quantos sítios da rede as amplitudes de probabilidade
cj são diferentes de zero. No limite termodinâmico, a participação diverge para os estados
estendidos e se mantêm �nito para os estados localizados.

Também, é usual a utilização da densidade de estados (DOS) para a caracterização
dos auto-estados de sistemas desordenados[18]. A densidade local de estados é de�nida
por:

DOSi(E) =
N∑

n=1

|ψn(ri)|2δ(E − En) (1.29)

que é a soma das amplitudes de todos os auto-estados na posição ri, sendo N o número
de sítios. A densidade de estados basicamente representa o número de estados dentro de
um intervalo de energia E + δE. Também podemos de�nir a densidade média de estados
como

DOS(E) =
1

MN

M∑
m=1

N∑
n=1

DOSi(E) (1.30)

onde M é o número de amostras. Quando os estados são estendidos, o espaçamento entre
os níveis sofrem pequenas �utuações devido a repulsão existentes entre eles. Com isso
pequenas �utuações surgem na densidade de estado quando os estados são estendidos.
Por outro lado, os níveis de energia apresentam uma pequena superposição quando os
estados são localizados. Estes estados não interagem efetivamente e, portanto, não há
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correlações entre eles. Por isso a densidade de estado �utua muito quando os estados são
localizados[19, 20, 21].

Outra forma de conhecermos a natureza dos estados eletrônicos é, estudando a
dinâmica do sistema. Consideremos um elétron inicialmente (t = 0) localizado no sítio m.
Assim, as condições iniciais são: |cm(t = 0)|2 = 1 e |ci(t = 0)|2 = 0, para i 6= m. Podemos
escrever a equação de Schrödinger dependente do tempo, utizando se de |ψ〉 = ci|i〉, por:

~
i

dci
dt

= εici +
∑

j

tijcj (1.31)

Se no limite termodinâmico, a probabilidade de encontrar o elétron no sítio inicial for
zero, ou seja, |cm(t→∞)| = 0, o elétron é intinerante, caracterizando o estado estendido.
Caso contrário, se |cm(t → ∞)| 6= 0, a função de onda se concentra apenas na vizinhaça
do sítio m, caracterizando o estado localizado. A quantidade |cm(t)| é conhecida por
probabilidade de retorno ao sítio inicial e normalmente é obtiba através de integração
numérica do conjunto de equações de movimento do sistema, utilizando-se do método de
Runge-Kutta[23].

1.3.4 Correlações no modelo de Anderson

A teroria de escala para o modelo de Anderson mostra a existência de estados
localizados em sistemas de dimensão d ≤ 2 para qualquer quantidade de desordem e a
possibilidade de uma transição metal-isolante para um sistema 3d. Entretano, uma série
de trabalhos recentes indicam que sistemas de baixa dimensionalidade pode demostrar
transições metal-isolante, contrariando as previsões do modelo de Anderson original. Tais
comportamentos inesperados surgem através de correlações na distribuição da desordem
e/ou fazendo com que a distribuição de desordem obedeça uma sequência pseudo-aleatória.
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Em 1976, Theodorou e Cohen[34] mostraram que um modelo de tight-binding unidi-
mensional com amplitudes de hopping aleatórias apresentava estados estendidos no centro
da banda de energia. Contudo, Fleishman e Licciardello[35] mostraram que a função
de onda tem um comportamento assintótico do tipo ψ(r) ∝ e−λ

√
r. Assim, o coe�ci-

ente de transmissão, que está relacionado com a condutividade σ, vai a zero no limite
termodinâmico[36], fazendo deste um estado localizado, apesar do comprimento de locali-
zação ser divergente. Em 1989, D. H. Dunlap et al [5], mostraram que em um modelo com
correlações tanto nos potenciais dos sítios quanto nos termos de hopping, pode haver uma
delocalização de estados inicialmente localizados, para qualquer dimensão do sistema.

Nas décadas de 70 e 80 vários trabalhos envolvendo modelos de tight-binding uni-
dimensionais com potenciais incomensuráveis revelaram a presença de transição metal-
isolante[8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15]. Tais potenciais tem como característica apresentar
um comportamento intermediário entre o caso periódico e o aleatório. Um exemplo é o
potencial descrito por:

εn = V cos k|n|ν (1.32)

onde k = 2πα e α é um número irracional entre 0 e 1, tornado o potencial incomensurável.
Caso α seja um racional e o parâmetro ν assuma o valor ν = 1, εn tomará forma de um
potencial cristalino. Um exemplo de εn é mostrada na �gura (1.5). S. Das Sarma et al [13],
assim como Griniasty et al [12] e Thouless [14], investigaram a localização de um modelo
tight-binding unidimensional, tendo o potencial regido pela Eq.(1.32). Os resultados são
os seguintes:

• Para 0 < ν < 1 e V < 2 :

Estados estendidos na faixa −2 + V < E < 2− V :
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Figura 1.5: Potencial aperiódico dado pela Eq.(1.32). Os parâmetros característicos do potencial
são: V = 1.5,πα = 1 e ν = 0.5

Estados localizados nas faixas 2− V < E < 2 + V e −2− V < E < −2 + V

• Para 0 < ν < 1 e V > 2:

Todos os estados são localizados

• Para ν = 1 e V < 2

Todos os estados são estendidos

• Para ν = 1 e V > 2

Todos os estados são localizados

• para 1 < ν < 2:

Todos os estados são localizados, mas o coe�ciente de Lyapunov se aproxima de
zero no centro da banda
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• Quando ν > 2:

O sistema se comporta como um modelo de Anderson unidimensional e todos os
estados são exponencialmente localizados.

Em 1899, Flores[4] mostrou que o Hamiltoniano de Anderson Unidimensional, tendo
as energias dos sítios e as amplitudes de hopping aleatórios, pode apresentar uma energia
crítica Ec, onde os estados permanecem estendidos caso sejam introduzidas correlações
entre as energias do sítios e os termos de hopping. Em 1990, Dunlap et al [5] estudaram
uma cadeia composta por uma liga binária, através de um Hamniltoniano de Anderson.
Nesta liga as energias dos sítios podem assumir valores de εa e εb com probabilidades p
e 1 − p, respectivamente, além dos sítios de energia εa aparecerem sempre em pares. O
termo de hopping entre os primeiros vizinhos é constante e igual a t. Foi mostrado que se
−2t < εa − εb < 2t, o sistema apresenta uma energia ressonante onde a função de onda é
delocalizada e o pacote de onda evolue de forma superdifusiva. Porém se |εa − εb| = 2t a
evolução do pacote de onda é difusiva. Nos outros regimes a função de onda é localizada.

Modelos de Anderson unidimensionais com desordem correlacionada vem sendo
amplamente estudado, visto que estes apresentam estados eletrônicos estendidos[4, 5], que
é uma propriedade não usual de sistemas desta dimensão. Nesses modelos de baixa dimen-
sionalidades, a presença de desordem de curto-alcance induz energias ressonantes onde, os
estados eletrônicos são estendidos, formando um grupo de medida nula[37]. Porém, se
a correlação é de longo-alcance é possível ocorrer uma transição metal-isolante em uma
dimensão[6, 38]. Efeitos relacionados com a presença de correlações de longo-alcance em
sistemas desordenados tem sido recentemente analisados. Em 1998, Russ et al [39], apre-
sentou um modelo de Anderson unidimensional onde as energias dos sítios apresentam uma
função de correlação dada por C(l) ∝ 〈εiεj〉 ∝ l−γ, sendo γ uma constante. Foi mostrado
que para γ positivo todos os estados são localizados. Contudo o comprimento de locali-
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zação diverge quando γ tende a zero. Moura e Lyra[6], em 1998, estudaram o modelo de
Anderson unidimensional com correlações de longo-alcance na diagonal do Hamiltoniano.
Neste modelo, as correlações de longo-alcance são introduzidas escolhendo as energias por
sítio como sendo um movimento Browniano fracionário, cuja densidade espectral é dada
por S(k) = 1/kα. Esta sequência é de�nida por:

εn =

N/2∑

k=1

C(α)

k−α
cos

(
2πik

N
+ φk

)
(1.33)

onde N é o número de sítios, φk são N/2 fases independntes e aleatórias distribuídas uni-
formemente no intervalo de [0, 2π], α é o parâmetro que controla o grau de correlação da
sequência e a costante C(α) é escolhida de forma que ∆εn = 1. Utilizando um formalismo
de grupo de renormalização eles mostraram que, para α > 2, este sistema pode exibir uma
fase de estados estendidos no centro da banda. Pela primeira vez uma verdadeira tran-
sição metal-isolante em sistemas unidimensional foi apresentada. Vários outros trabalhos
que inclue correlações de longo-alcance em sistemas de baixa dimensionalidade tem sido
recentemente propostos[16, 40, 41, 42, 43, 44, 45]. Por exemplo, o estudo de micro-ondas
em guias retangulares com espalhadores correlacionados[40] e a conjectura de que as cor-
relações de longo-alcance são responsáveis pelo transporte eletrônico no DNA[16, 43, 44].
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Capítulo 2

Percolação Quântica em Cadeias
Diluídas com Ligações de
Longo-Alcance

2.1 Introdução

A percolação clássica é um problema puramente geométrico, cujo comportamento
crítico conciste na existência de conectividade entre sítios de uma rede diluída. A diluição
da rede pode ser nos sítios ou nos acoplamnetos. O parâmetro de ordem da percolação é a
probabilidade p de um sítio ou uma ligação entre sítios está presente na rede. Quando um
grupo de sítios estão conectados entre si, diz-se que estes formam um cluster. Quando um
cluster liga um extremo ao outro da rede diz-se que ocorreu uma percolação no sistema.
O valor extremo da probabilidade p, a qual se ocorre uma percolação, designa-se de limite
de percolação e depende da geometria e da dimensão da rede. Este simples modelo explica
uma série de fenômenos físicos como �uxo de �úidos em meios porosos, resistores aleatórios,
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magnetos diluídos, entre outros.
Embora, percolação clássica seja extremamente usual para explicar uma série de

fenômenos, esta teoria falha quando aspêctos quânticos começam a surgir. Em fenômenos
tais como a supercondutividade e o tranporte eletrônico em sólidos amorfos, a utilização
do conceito de percolação quântica torna-se necessário.

Em sistemas unidimensionais onde as ligações são de curto-alcance, qualquer dilui-
ção nos sítios ou nas ligações inpedem a formação de um cluster percolante. Por outro
lado, em cadeias onde as ligacções são de longo-alcance, uma transição de percolação
pode ocorrer para um valor �nito da probabilidade p. Estes modelos tem sido ampla-
mente explorados na literatura, sendo a classe de universalidade da percolação clássica
alvo debates[46, 47, 48].

No restante deste capítulo, estudaremos o problema da percolação quântica para
uma cadeia diluída onde a probabilidade de ligação entre sítios separados por uma dis-
tancia r, decai segundo p = 1/r1+σ. Através da diagonalizacão exata do hamiltoniano,
ivestigaremos a natureza dos auto-estados eletrônico computando a participação depen-
dente do tempo, bem como, a probabilidade de retorno de um pacote de onda inicialmente
loclizado.

2.2 Percolação Quântica

Estruturas desordenadas têm atraído o interesse da comunidade cientí�ca nas últi-
mas décadas e, além do modelo de Anderson[1], o problema da percolação quântica tem
sido amplamente discutido[49, 50]. O modelo de percolação quântica pode ser usado para
analisar as propriedades de transporte em semicondutores dopados[51], transição metal-
isolante em heteroestruturas bidimensionais de GaAs[52], transições de Hall quânticas[53,
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54], entre outros. O problema percolação quântica leva em conta a transmisão de partículas
quânticas através de uma rede desordenada percolante.

Podemos formular o problema da percolação quântica através do Hamiltoniano
tight-binding de um elétron, com desordem binária nos sítios ou nas ligações, do tipo:

H =
∑

n

εn|n〉〈n|+
∑

n,m,n6=m

Vn,m|n〉〈m| (2.1)

onde Vn,m representa o termo de hopping entre os sítios n e m, εn a enegia no sítio n e
|n〉 o estado de Wannier. Podemos de�nir dois tipo de percolação, percolação por sítio e
percolação por ligação. No caso de percolação por sítio o termo de hopping Vn,m é tido
como constante V e a energia no sítio, εn, segue a seguinte distribuição:

P(εn) = pδ(εn − εA) + (1− p)δ(εn − εB) (2.2)

onde

εB = −εA. (2.3)

Neste caso, δ = |εA − εB|/zV = 2εA/zv representa o grau da desordem, sendo z o número
de primeiros vizinhos. Aqui, a probabilidade p representa a densidade de átomos do tipo
A, ou seja, a probabilidade de um dado sítio ser ocupado por um átomo do tipo A.

Para percolação por ligação, a energia dos sítios permanecem constantes, enquanto
que o termo de hopping Vn,m é dado por:

P(Vn,m) = pδ(Vn,m − VA) + (1− p)(Vn,m − VB) (2.4)
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onde VB = 0. No caso de percolação por ligação p representa a densidade de ligações, ou
seja, a probabilidade de ocorrência de ligação entre dois sítios.

2.2.1 Percolação Quântica com Ligações de longo Alcance em Sis-
temas Unidimensionais

Vários trabalhos sobre as propriedades dos auto-estados eletrônicos de sistemas di-
luídos tem sido apresentados nas últimas décadas. Técnicas como funcões de Green, teoria
de grupo de renormalização, matriz de transferência e diagonalização exata são utilizadas
com a �nalidade de calcular as diversas quantidades que caracterizam o problema, tais
como o complimento de localização da função de onda, coe�cientes de transmissão e re�e-
xão, condutância, entre outros[50, 55, 56, 57, 58, 59, 60]. Um dos pontos ainda em aberto
sobre percolação quântica é a de�nição sobre qual classe de universalidade esta transição
pertence. Os resultados obtidos para os expoentes críticos da transição de percolação
quântica diferem, em geral, dos expoentes obtidos através do modelo de Anderson com
desordem no potencial[55, 56, 57, 58]. Contudo, alguns resultados de análise do estatística
de espaçamento de níveis indicam que a transição de percolação quântica pode pertencer
a mesma classe de universalidade da transição de Anderson[59].

O modelo de Anderson para sistemas unidimensionais cujas amplitudes de hopping
decaem com a distância segundo uma lei de potência do tipo 1/rα apresenta uma transição
metal-isolante, que é função do expoente da lei de decaimento. Este modelo, conhecido
por PRBM (power-law random band matrix), apresenta uma transição metal-isolante em
α = 1, Sendo todos os estados localizados para α > 1 e estendidos para α < 1[61, 62].
Quantidades como o inverso do número de participação, estatísticas de espaçamento de
níveis, espectro multi-fractal da função de onda e evolução temporal do pacote de onda tem
sido calculadas no ponto crítico, através de métodos analíticos e numéricos[61, 62, 63, 64].
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No restante deste capítulo consideraremos um Hamiltoniano tight-binding que re-
presenta um único elétron em uma rede unidimensional com condições de contorno aberto
dado por

H =
N∑

n=1

εn|n〉〈n|+
N∑

n 6=m

h(|n−m|)|n〉〈m|. (2.5)

Neste modelo o potencial nos sítios εn são independentes assim, podemos fazer εn = 0

sem perda de generalidade. A presença ou não de uma ligação entre os sítios m e n é
controlada pelo termo de hopping h(r = |n−m|) que pode assumir os valores h(r) = 0 ou
h(r) = 1 de acordo com a seguinte distribuição

P [h(r)] = p(r)δ[h(r)− 1] + [1− p(r)]δ[h(r)] (2.6)

sendo a probabilidade p(r) dada através da seguinte lei de potência

p(r = |n−m|) =
d

r1+α
. (2.7)

Neste trabalho utilizaremos apenas d = 1, fazendo com que toda cadeia se conecte através
de ligações com os primeiros vizinhos, permitindo assim, a possibilidade de percolação
clássica. O modelo apresentado nesta seção apresenta um comportamento semelhante aos
modelos com ligações de curto-alcance discutidos anteriormente, quando α > 1. No res-
tante desta dissertação concentraremos nossas atenções ao intervalo 0 < α < 1, buscando
caracterizar a natureza dos auto-estados eletrônicos e realizar uma comparação direta en-
tre o comportamento crítico da transição de percolação quântica com o da transição de
Anderson.

Através da diagonalização direta do hamiltoniano descrito na equação (2.5) para
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cadeias de tamanho �nito, podemos computar todos os auto-estados e auto-energias para
cada realização de desordem e através, destes calcular as diversas quantidades relevantes
para a caracterização do problema. Um destas quantidades é o número de participação,
de�nida como sendo o inverso do segundo momento da densidade de probabilidade e dada
por:

P j,ν =
1∑N

n=1 |f j,ν
n |4 (2.8)

onde f j,ν
n é a amplitude de probabilidade de encontrar o elétron no sítio n do j -th auto-

estado e da ν-th realização de desordem. Como já visto na seção (1.3.3), o número de
participação escala linearmente com o tamanho da cadeia, divergindo no limite termodi-
nâmico quando os estados são estendidos, e é invariante ao tamanho da cadeia quando
os estados são localizados. Podemos também de�nir a razão de participação média sobre
todos os auto-estados das distintas realizações de desordem por:

〈ξ〉 =
1

MN

M∑
ν=1

N∑
j=1

P j,ν (2.9)

onde M é o número de realizações de desordem e a �utuação relativa da participação, que
é dada por:

η =
∆ξ

〈ξ〉 =

√
〈ξ2〉 − 〈ξ〉2
〈ξ〉 (2.10)

Na �gura (2.1), apresentamos o comportamento da média sobre todas as realiza-
ções de desordem do número de participação, de�nido na equação (2.8), em função da
energia dos auto-estados. Os dados foram obtidos diagonalizando o Hamiltoniano dado
pela equação (2.5) em cadeias de 200,400 e 800 sítios e para dois valores do parâmetro
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σ que controla o alcance das ligações. Na �gura (2.1(a)) mostramos o número de par-
ticipação médio 〈pj〉 versus a energia E para σ = 0.5. Nesta �gura podemos veri�car
que o número de participação escala com o tamanho da cadeia indicando a presença de
estados estendidos. Para σ = 1.0, o número de participação não escala com o tamanho da
cadeia, convergindo para um valor �nito no limite termodinâmico, sugerindo que todos os
auto-estados sejam localizados.
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Figura 2.1: Número de participação 〈pj〉 (média sobre todas as con�gurações de desordem) em
função da energia para vários tamanhos de cadeia (N=200,400 e 800). Em 2.1(a), σ = 0.5, o
número de participação é proporcional ao tamanho da rede N indicando a presença de estados
estendidos. Em 2.1(b), σ = 1.0, o número de participação converge para um valor �nito indicando
que todos os auto-estados são localizado.

Outra quantidade relevante na caracterização do problema é a densidade de estados
(DOS) de�nida na seção (1.3.3). Na �gura (2.2), nos mostramos a densidade de estados,
DOS, versus energia para uma cadeia de 200 sítios e dois diferentes diferentes valores
de σ. Estes resultados foram obtidos fazendo uma média sobre mais 30000 realizações
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de desordem. A densidade de estados apresenta uma certa suavidade para σ = 0.5 (�g.
2.2(a)), indicado que os estados são estendidos neste regime. Para σ = 1.0 (�g. 2.2(b)), a
densidade de estados apresenta mais �utuacões sugerindo que todos os auto-estados sejam
localizados. Outra característica, está no fato da densidade de estados ser tipicamente
mais larga quando os estados são estendidos devido o maior alcance dos acoplamentos.
Este resultado está de acordo com o obtido pela participação.
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Figura 2.2: Densidade de estados DOS em função da energia para uma cadeia de 200 sítios.
Em 2.2(a), σ = 0.5, a densidade de estados é suave sugerindo a presença de estados estendidos.
Em 2.2(b), σ = 1.0, a densidade de estados �utua muito indicando a natureza localizada dos
auto-estados.

É importante notar, tanto na participação, quanto na densidade de estados, a pre-
sença de singularidades nas energias E = −1 e E = 0. A presença destas singularidades
está associada com a existência de modos ressonantes fortemente localizados que se encon-
tram em pares de sítios que se conectam com os mesmos conjuntos de sítios da cadeia[58].
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Dinâmica do Pacote de Onda

Em geral, a evolução do pacote de onda é obitido através da resolução da equa-
ção de Schrödinger dependente do tempo. Para isto, expandimos a função de onda na
representação de Wannier

|Φ(t)〉 =
∑

n

fn(t)|n〉. (2.11)

e obtemos a equação de Schrödinger dependente do tempo para cada componente da função
de onda fn(t), utilizando-se do Hamiltoniano dado na equação (2.5) e fazendo ~ = 1:

i
dfn(t)

dt
=

N∑

n 6=m

h(|n−m|)fn(t). (2.12)

A equação (2.12) na forma matricial é dada por:

i
df(t)
dt

= Hf(t) (2.13)

onde o vetor f(t) é formado pelas componentes fn(t) da função de onda nos sítios. A
solução da equação (2.13) pode ser dada por:

f(t) = exp(−iHt)f(0). (2.14)

Sendo H independente do tempo, podemos escrever a solução dada pela equação (2.14),
na seguinte forma:

f(t) = U†exp(−iDt)U (2.15)
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onde D é o Hamiltoniano(eq. 2.5) em sua forma diagonal e U é uma matriz unitária.
Assim, podemos escrever a função de onda que é solução deste problema por:

|Φ(t)〉 = U†exp(−iDt)U|Φ(t = 0)〉 (2.16)

Este formalismo numérico foi proposto por H.N. Nazareno et al [65]. Aqui consideraremos
o elétron inicialmente localizado em único sítio, ou seja, |Φ(t = 0)〉 = |n0〉.

Tendo em mãos as autofunções dependente do tempo do sistema podemos calcular
as grandezas que nos auxilia na caracterizacção da natureza dinâmica destes estados. Uma
destas grandezas é o já conhecido número de participação, cuja dependência temporal é
dada por:

ξ(t) =

〈
1∑N

n=1 |fn(t)|4

〉
(2.17)

aqui, a média é feita sobre todas as realizações de desordem. Como já vimos anteriormente,
o número de participação indica o número de sítios por onde se espalha o pacote de onda.

Na �gura 2.3, apresentamos o número de participação escalado com o tamanho da
cadeia, ξ/N , versus o tempo t, para vários tamanhos de cadeia e dois diferentes valores
do parâmetro σ. Para σ = 0.5 (�g. 2.3(a)), o número de participação assintótico é
proporcional ao tamanho da cadeia N, indicando a presença de estados estendidos. Para
σ = 1.0 (�g. 2.3(b)), o número de participação escalado tende para zero no limite de
N →∞. Isto surgere que todos os autoestados são exponencialmente localizados. Devido
aos acoplamentos de longo alcance o pacote de onda se espalha de forma exponencial
alcançado o regime assintótico logo após um curtíssimo tempo de evolução.

A análise dos resultados anteriores nos sugere a existência de uma transição de
percolação quântica para um valor crítico σc do expoente de decaimento, este valor deve
estar no intervalo 0.5 < σc < 1.0.

Instituto de Física - UFAL



2.2 Percolação Quântica 34

10
-2

10
-1

10
0

10
1

10
2

10
3

t
10

-4

10
-2

10
0

ξ(
t)

/N N=200
N=400
N=800
N=1600

σ=0.5

(a)

10
-1

10
0

10
1

10
2

10
3

t
10

-4

10
-3

10
-2

10
-1

ξ(
t)

/N

N=200
N=400
N=800
N=1600
σ=1.0

(b)

Figura 2.3: Número de participação escalada com o tamanho da cadeia, ξ/N , versus o tempo
t para vários tamanhos de cadeia (N=200,400,800 e 1600). Em 2.3(a), σ = 0.5, o número de
participação assintótico é proporcional ao tamanho da rede N indicando a presença de estados
estendidos. Em 2.1(b), σ = 1.0, o número de participação tende a zero no limite termodinâmico
indicando que todos os auto-estados são localizados.

Com o intúito de descobrir o valor crítico do expoente, no qual acontece a transição
de percolação quântica, investigaremos sobre todo o intervalo possível do parâmetro de
controle da transição, 0.0 < σ < 1.0, algumas quantidades relevantes. A primeira será a
probabilidade de retorno R (probabilidade de retorno vezes o tamanho da cadeia), de�nida
por:

R =
N

t∞

∫ t∞

0

|fn0(t)|2dt (2.18)

como visto na seção (1.3.3), a probabilidade de retorno nos mostra a probabilidade de
encontrar o elétron no sítio onde ele estava inicialmente localizado depois de um tempo
t. Em geral, R toma um valor constante �nito quando os estados são estendidos e escala
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com o tamanho da cadeia quando os estados são localizados.
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Figura 2.4: Probabilidade de retorno R versus o expoente σ para diversos tamanhos de cadeia
(N=100,200,400). A probabilidade de retorno toma um valor constante para σ pequeno e cresce
com o tamanho da rede quando o valor de σ se aproxima de 1.0

A �gura 2.2.1 mostra a probabilidade de retorno assintótico R versus o expoente
de decaimento σ, para diversos tamanhos de cadeia (N=100,200,400). A probabilidade de
retorno toma um valor constante �nito para valores pequenos do parâmetro σ, indicando
que para estes valores os estados são estendidos. Para valores do expoente σ próximo
de 1.0, a probabilidade de retorno cresce com o tamanho da rede, indicando um caráter
localizado dos estados eletrônicos. Este resultado esta de acordo com obtido pela análise
do número de participação mostrado na �gura 2.3.

Os efeitos relativos ao tamanho �nito das cadeias estudadas não nos permite cal-
cular a volor crítico do expoente de decaimento com uma prescisão adequada. Contudo, a
�utuação relativa do número de participação η versus o parâmetro de desordem calculados
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Figura 2.5: Flutuação relativa do número de participação η versus o expoente σ para vários
tamanhos de cadeia (N=200,400,800,1600). O ponto invariante de escala indica o ponto crítico
onde acontece a transição de percolação quaântica.

para diversos tamanhos de rede se mostra um dos métodos mais e�cientes para o encontro
do ponto crítico. A �utuação do número de participação tem um valor pequeno quando os
estados são estendidos e seu valor relativo decresce com o aumento do tamanho da cadeia,
enquanto que para estados localizados a �utuação independe do tamanho do sistema, e
seu valor relativo cresce e satura em um valor �nito com o aumento do tamanho da cadeia.
No ponto crítico a �utuação relativa do número de participação é invariante de escala.

Na �gura 2.2.1 apresentamos a �utuação relativa do número de participação η

versus o expoente σ para vários tamanhos de cadeia (N=200,400,800,1600). O ponto
invariante de escala indica o ponto onde ocorre a transição estendido-localizado dos estados
eletrônico. Este resultado corrobora com o obtido com a probabilidade de retorno, e ainda
assinala o valor σc = 0.68(2) como o valor crítico do expoente de decaimento da lei de
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potência o qual controla a transição de percolação quântica.
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Capítulo 3

Sumário, Conclusões e Perspectivas

Nos capítulos anteriores desta dissertação apresentamos diversos trabalhos que mos-
tra como o conhecimento sobre tranporte eletrônico vem evoluindo com o passar dos anos.
Nas ultimas décadas, novos ingredientes têm surgido e melhorado nossa compreensão sobre
o comportamento dos elétrons nos mais diversos sistemas. Ingredientes como a presença de
correlações na desordem e interações elétron-fônon tem grande relevância na natureza dos
estados eletrônicos. Motivados por estes trabalhos desenvolvemos o estudo apresentado
nesta dissertação. Mostraremos, agora os principais resultados obtidos neste trabalho.

Nesta dissertação estudamos o problema de percolação quântica em um sistema
unidimensional com ligações de longo alcance. O modelo utilizado foi um sistema de um
elétron em uma cadeia diluída cuja a probabilidade de ocorrer uma ligação entre sítios
com uma distância r entre si, decai com p(r) = 1/r1+σ. Utilizamos um formalismo de
diagonalização exata e computamos o número de participação ξ, bem como, a densidade
de estado (DOS). Utilizamos os autoestados calculados e analizamos a evolução tempo-
ral de um pacote de onda eletrônico inicialmente localizado, computando o número de
participação dependente do tempo ξ(t), bem como a probabilidade de retorno R. Com
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estes resultados veri�camos a existência de uma fase de estado estendidos. Encontramos,
através da �utuação do número de participação, o valor de σc = 0.68 para o expoente
de decaimento crítico, no qual separa a fase estendida da fase localizada. Para valores
maiores do que σc todos os autoestados são localizados, mesmo existindo um cluster per-
colante. Esta é a assinatura típica de sistema que apresenta percolação clássica mas não
apresenta percolação quântica. Para valores do expoente de decaimento abaixo do valor
crítico, os acoplamentos de longo-alcance induz auto-estados estendidos, onde um pacote
de onda inicialmente localizado se espalha por toda a cadeia de forma exponencial, ati-
gindo um regime assitótico logo após um curtissimo período de tempo. O atual modelo
de percolação quântica apresentou um valor de expoente crítico, σc = 0.68, maior do que
os encontrados em outras classes de modelos com acoplamentos de longo-alcance, como o
PRBM (power-law random band matrix) e os modelos com acoplamentos de longo-alcance
e desordem diagonal pura. Assim, existe uma faixa de exponentes de decaimento para a
qual este modelo de percolação quântica apresenta uma transição metal-isolante que não
é encontrada nestes outros modelos. Com isso, a transição de percolação quântica é espe-
rada para estar numa classe de universalidade diferente das classe em que se apresentam
as transições de Anderson nos modelos com acoplamentos de longo-alcance, tanto com
desordem diagonal pura, quanto com desordem fora da diagonal.

A classe de universalidade das transições de percolação quântica com acoplamentos
de longo alcance ainda é uma questão em aberto. Futuramente poderemos melhorar a
caracterização da classe de universalidade deste modelo, que pode ser complementada
com uma estimativa numérica do expoente do comprimento de correlação.
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Apêndice A

A1 - Trabalhos Aceitos
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