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RESUMO

Neste trabalho, calculamos numericamente a dinâmica de um elétron em um sistema
unidimensional desordenado. O formalismo utilizado é baseao na solução numérica da
equação de Schrödinger independente do tempo para o Hamiltoniano completo, combi-
nado com uma análise de escala de tamanho �nito. Os cálculos foram executados em
cadeias com correlação exponencial de curto alcance sobre uma distribuição com desor-
dem diagonal. Os métodos numéricos utilizados fornecem uma estimativa precisa para
a dependência do comprimento de localização com a intensidade da desordem. Mostra-
mos também, cálculos numéricos do comprimento de localização usando um procedimento
de renormalização padrão. Os resultados adquiridos estão dentro da precisão numérica
utilizada. Descrevemos detalhadamente o papel desempenhado por estas correlações de
curto alcance no transporte electrônico. Demonstramos numericamente a relação entre
o comprimento de localização, comprimento de correlação, e a intensidade da desordem.
Seguindo o estudo, analisamos uma cadeia harmônica ternária 1-d com a distribuição de
massas construída a partir de um processo Ornstein-Uhlenbeck. Calculamos a distribui-
ção de massas, generalizando o processo Ornstein-Uhlenbeck correlacionado e mapeando
ele em uma sequência de três valores diferentes. A probabilidade de encontrar cada valor
é controlada por um parâmetro b �xo. Analisamos o aspecto de localização do modelo
acima através da solução numérica das equações de Hamilton e pelo formalismo de matriz
de transferência. Os resultados resultados obtidos com essas técnicas numéricas, indi-
cam que a distribuição desordenada de massas ternária correlacionada não promove o
aparecimento de novos modos estendidos. De acordo com outros trabalhos da literatura
cientí�ca, obtemos modos estendidos para b→ ∞. Explicaremos com detalhes durante o
trabalho a questão principal por trás dessa aparente transição localização-deslocalização.
Além disso, nós obtemos a dinâmica de energia para essa cadeia clássica.

Palavras-chave: Correlações exponenciais. Desordem Ornstein-Uhlenbeck. Transição
desordem-ordem.



ABSTRACT

In this work, we numerically calculate the dynamics of an electron in one-dimensional dis-
ordered systems. Our formalism is based on the numerical solution of the time-dependent
Schrodinger equation for the complete Hamiltonian combined with a �nite-size scaling
analysis. Our calculations were perfomed on chains with short-ranged exponential corre-
lation on the diagonal disorder distribution. Our formalism provides an accurate estimate
for the dependence of the localization length with the width of disorder. We also show here
numerical calculations of the localization length by using a standard renormalization pro-
cedure. Our results agree within our numerical precision. We provide a detailed descrip-
tion of the role played by these short-range correlations within electronic transport. We
numerically demonstrate the relationship between localization length, correlation length,
and the strenght of disorder. Following the study, we analyzed a a one-dimensional ternary
harmonic chain with the mass distribution constructed from a Ornstein-Uhlenbeck pro-
cess. We generate a ternary mass disordered distribution by generating the correlated
Ornstein-Uhlenbeck process and mapping it into a sequence of three di�erent values. The
probability of each value is controlled by a �xed parameter b. We analyze the localization
aspect of the above model by the numerical solution of the Hamilton equations and by
the transfer matrix formalism. Our results indicate that the correlated ternary mass dis-
tribution does not promote the appearance of new extended modes. In good agreements
with previous works, we obtain extended modes for b→ ∞ however, we explain in detail
the main issue behind this apparent localization delocalization transition. In addition, we
obtain the energy dynamics for this classical chain.

Keywords: Exponential correlation. Ornstein-Uhlenbeck disorder. Disorder-order tran-
sition.
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1

INTRODUCÃO

Os esforços para compreender a estrutura dos sólidos cristalinos foram intensi�cados

com a descoberta de técnicas experimentais, em particular a difração de raios X (1). Além

de diversas descobertas experimentais, uma série de cálculos analíticos das propriedades

térmicas e eletrônicas dos cristais foram o ponto chave para o entendimento das diversas

excitações elementares e suas fenomenologias em materiais cristalinos (1). Dentro deste

contexto, a Mecânica Estatística e a Mecânica Quântica foram as principais teorias respon-

sáveis pelas previsões teóricas. Geralmente, as quasi-partículas ou excitações coletivas em

sistemas com invariância translacional, como elétrons, mágnons ou fônons, são descritas

por funções de onda espalhadas por todo o sistema. Quando se estuda sólidos cristalinos

perfeitos os modelos teóricos com invariância translacional são uma boa aproximação. O

modelo de Bloch é um bom exemplo deste tipo de abordagem. Este modelo considera um

elétron se movendo em um potencial periódico que representa a estrutura atômica crista-

lina. Este modelo prevê uma resistência nula para sólidos cristalinos perfeitos. Entretanto,

encontrar sólidos cristalinos na natureza ou mesmo os produzidos em laboratório é algo

extremamente raro. Em geral, os sólidos apresentam defeitos que destroem a invariância

translacional, modi�cando as propriedades físicas indicadas pelos modelos teóricos cita-

dos. Ao �m da década de ciquenta Anderson (1, 2, 3, 4), introduziu um modelo contendo

os ingredientes básicos para se estudar o efeito da presença de defeitos (desordem estru-

tural ou composicional) nas propriedades de condução de um dado modelo. O modelo

de Anderson considera um elétron se movendo sobre a ação de um potencial aleatório.

Este potencial aleatório pode representar uma composição amorfa (desordem oriunda da

composição do material) ou uma estrutura interna distorcida. Apesar de várias mudanças

com o intuíto de simpli�ca-lo, o modelo de Anderson é considerado até hoje a estraté-

gia mais e�caz nas análises dos efeitos da desordem sobre as propriedades de transporte

eletrônico. Outros efeitos, como o de correlação eletrônica (5, 6, 7, 8), são apresentados

no avançar da descrição do trabalho. Anderson, através de suas pesquisas mostrou que a

natureza dos estados eletrônicos apresenta forte dependência com o grau de desordem no

material (2). Em geral, para dimensões altas e considerando desordem fraca, as funções

10



1.1. Modelo de Anderson 11

de onda eletrônicas são estendidas e o comportamento do sistema é tipicamente metá-

lico (1, 3, 4). Para desordem forte os estados eletônicos são exponecialmente localizados e

o material é dito isolante. Por �m, em um grau de desordem intermediário o sistema pode

apresentar uma transição metal-isolante, neste caso dependendo da dimensão do sistema.

Segundo o medelo de Anderson (2), todos os estados eletrônicos são exponencialmente

localizados para qualquer grau de desordem em sistemas com dimensão d ≤ 2. No limiar,

isto é, d = 2 é possível encontrar uma transição metal-isolante se o termo de acopla-

mento spin órbita for considerado (9, 10). Porém, nas últimas décadas, ampliações do

modelo de Anderson unidimensional têm sido propostas, nas quais foram encontrados

alguns estados estendidos resonantes (11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20) e também

fases metálicas (21, 22, 23, 24). Os avanços nesses modelos unidimensionais incluem a

existência de correlações de curto e longo alcance na distribuição da desordem. A desco-

berta de que mesmo em sistemas unidimensionais, existe uma fase metálica têm motivado

os pesquisadores (25, 26) e dispertando o intesse dos mesmos em estudar sistemas com

desordem correlacionada em outras áreas do conhecimento. Como o estudo experimental

da propagação de microndas através de guias de onda desordenados (27), que mostra a

correlação na desordem causando a delocalização no sistema.

Nos capítulos seguites, estudaremos o transporte de energia em sistemas com corre-

lações na desordem. Investigaremos sistemas com correlações de curto alcance bem como

estudar o efeito de distribuições de desordem geradas a partir de um processo estocástico

com memória de longo alcance, este é chamado, sequência Ornstein-Uhlenbeck. Nosso es-

tudo consiste em cadeias eletrônicas bem como cadeias harmônicas simples. Vamos fazer

uma breve revisão da literatura cientí�ca necessária neste trabalho, apresentando a teoria

existente bem como a metodologia empregada em nosso estudo.

1.1 Modelo de Anderson

O modelo de Anderson (1, 2, 3, 4), foi de importância imprecindível para compreender

as transições metal-isolante, que ocorrem em diversos materiais, mais notavelmente no

Si:P (7). Anderson considerou somente os elementos cruciais para investigar o fenômeno

de localização dos estados eletrônicos em sistemas desordenados. A essência desse modelo

é estudar uma grande variedade de fenômenos em metais, que ocorrem pela presença de

desordem. Na forma representativa das funções de Wannier, e utilizando a aproximação

tight-binding (29), o operador Hamiltoniano de Anderson é dado por

H =
∑
i

εi|i〉〈i|+
∑
i6=j

Tij|i〉〈j|, (1.1)

Instituto de Física - UFAL



1.1. Modelo de Anderson 12

onde |i〉 é um estado localizado no sítio i e Tij é o termo que descreve a dinâmica do

elétron, isto é, o hopping do elétron entre sítios vizinhos na presença de um potencial

aleatório, também é chamado de elemento de matriz do Hamiltoniano ou integral de

transferência entre os sítios i e j, que decresce muito rapidamente com a distância entre

eles. O potencial aleatório mencionado, possui as seguintes características: Para um cristal

perfeitamente ordenado, todos sítios de energia εi têm os mesmos valores ou seguem um

padrão periódico. Em sólidos desordenados, εi pode ser aleatoriamente escolhido de uma

certa distribuição de probabilidade; por exemplo, uma distribuição uniforme ou gaussiana.

Em uma distribuição de probabilidade geral, εi é caracterizado por um parâmetro W

que quanti�ca a extensão da distribuição, e assim o grau de desordem. A respeito de

uma distribuição uniforme, W mede o comprimento da mesma, já em uma distribuição

gaussiana W é o desvio padrão. Em modelos unidimensionais para sólidos desordenados

normalmente se considera apenas dois parâmetros de interesse, o termo de interação entre

os vizinhos mais próximos, Tij, e a desordem do sistema, W . Logo, o parâmetro de

controle é a razão W/T . É comum manter Tij em um valor �xo (como, Tij = 1), assim

�xando a escala de energia do sistema, W é variado para estudar os efeitos produzidos

por diferentes níveis de desordem (28).

No limite W → 0 (desordem fraca), onde o acoplamento de energia Tij entre vizinhos

domina, uma estrutura perfeita é recuperada, e o teorema de Bloch se aplica: existem

estados eletrônicos estendidos, e o sistema pode conduzir (29). Isso é válido para sistemas

de tamanho �nito apenas, porque a teoria de localização a�rma que no limite de grandes

sistemas todos estados eletrônicos são localizados, isso em modelos unidimensionais (3).

Para W sufucientemente grande, onde a desordem domina, as funções de onda são forte-

mente localizadas. O fenômeno de localização tem grande dependência com a dimensão

do sistema; em redes tridimensionais, por exemplo, em temperatura nula, θ = 0, existe

um valor crítico Wc = 16.5 intermediário a uma escala de valores de W , para o qual

ocorre uma transição metal-isolante (30, 31), referente a uma distribuição uniforme. No

intervalo da distribuição de desordem, W < Wc, observa-se que as funções de onda eletrô-

nicas são extendidas, e o sistema se comporta como um metal, enquanto para W > Wc,

as funções de onda �cam localizadas, e o sistema se comporta como um isolante. Para

sistemas desordenados bi e unidimensionais, mesmo com grau de desordem in�nitesimal,

existem estados localizados (3), como também em θ = 0 o sistema se comporta como um

isolante no limite termodinâmico, embora para alguns casos especiais em duas dimensões

seja possível encontrar uma transição metal-isolante (32, 33).

Para obter os autoestados eletrônicos ψ do HamiltonianoH é necessário usar a solução

da equação de Schrödinger com um termo aleatório. Expandindo os autoestados nas bases

dos orbitais (ψ =
∑

i ci|i〉) encontramos a equação de Schrödinger (Hψ = Eψ) para o

operador Hamiltoniando da Eq. 1.1 projetado na base |i〉:
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1.1. Modelo de Anderson 13

Eci = εici +
∑
j

Tijcj. (1.2)

Agora analisemos as Eqs 1.1 e 1.2 em algumas situações limites. Inicialmente, conside-

raremos o elemento estocástico essencial no modelo de Anderson, isto é, a distribuição

εi, este modelo é muitas vezes particularizado a um simples caso em que os sítios estão

espacialmente dispostos sobre uma rede regular, e todas as integrais de transferência Tij
em torno dos vizinhos mais próximos são consideradas nulas. Tendo isto, a Eq. 1.2 se

torna

Eci = εici + T

j=k∑
j=1

ci+j, (1.3)

onde T é a integral de transferência entre os primeiros vizinhos e a soma se estende em

torno dos k vizinhos mais próximos do sítio i, medido com unidade de energia, inclusive

para a intensidade de desordem W . No caso de estados estendidos, isto é, sem desordem

a solução é encontrada pelo caso limite da Eq. 1.3. Em um sólido cristalino, W = 0,

as energias ε são idênticas (podendo ser escolhidas como ε = 0). Assim, em uma cadeia

linear a Eq. 1.3 se reduz a

Eci = T (ci−1 + ci+1). (1.4)

Existem funções exponenciais complexas que obedecem equações semelhantes a Eq.

1.4. Daí, fazemos as constantes ci ter a forma cm = c0e
imk, feito isso percebemos que a

Eq. 1.4 só é satisfeita se E = 2T cos k. Esse resultado corresponde a banda cristalina da

teoria de Bloch (−2T < E < +2T ). Portanto, para cadeias unidemensionais (k = 2) a

amplitude da banda cristalina é B = 4T . Geralmente, essa amplitude, para uma rede de

dimensão d com número de correlação k é B = 2kT . Além disso, o caso limite W 6= 0 e

θ = 0 sugere a possibilidade de obter orbitais atômicos como solução do problema (estados

estendidos), desde que o acoplamento seja removido (T = 0).

O problema em que T e W são não nulos tem maior complexidade, e foi estudado

por Anderson através da teoria de pertubação. Com o passar do tempo, foram desenvol-

vidas uma grande variedade de técnicas analíticas e numéricas capazes de investigar este

problema. No presente trabalho, seram utilizados principalmente métodos de função de

Green, expansão de Taylor, solução numérica da equação de Hamilton e o método de ma-

triz de transferência. Com esses métodos, a serem apresentados no decorrer do trabalho,

podemos calcular quantidades como o comprimento de localizaão λ e o segundo momento

de distribuição de energia M2(t). Estas quantidades identi�cam o grau de localização dos
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1.2. Teoria de Escala 14

autoestados do Hamiltoniano H.

1.2 Teoria de Escala

A teoria de escala, foi originalmente utilizada por Abrahams, Anderson, Licciardello,

e Ramakrishnan (4) para encontrar a dependência da transição de Anderson com a di-

mensão. A hipótese essencial da teoria de escala é que próximo da região de transição

entre estados localizados e estendidos em temperatura θ = 0, existe apenas uma variável

de escala relevante, a condutância generalizada g, que é su�ciente para descrever o com-

portamento crítico da condutividade DC, σDC (no regime metálico) e do comprimento

de localização, λ (no regime isolante). Fisicamente, isso é equivalente à a�rmação de que

próximo da transição não faz qualquer sentido à distinção entre os vários mecanismos de

localização. A teoria de escala foi aplicada na reformulação do modelo de Anderson feita

por Thouless (34) ver a Tabela 1.1.

Na Tab. 1.1, em vez de um simples sítio atômico, a unidade básica é agora um hiper-

cubo de volume Ld que contém muitos sítios, (característica das teorias de transição de

fase, dada por uma expressão em termos da dimensão arbitrária d). O sólido é considerado

como sendo construído de tais hipercubos (blocos), acoplados um ao outro. W e B (ou

T ), as duas energias características que medem, respectivamente, a energia de desordem

com um bloco e o acoplamento eletrônico entre os blocos adjacentes.

Tabela 1.1: Correspondência entre a teoria de escala tradicional e a reformulada

Modelo de Anderson Reformulação da Teoria de Escala, por Thouless
Um sítio atômico indi-
vidual i.

Um sólido formado por caixas contendo muitos sítios, com
dimensão d e lado L, daí um volume Ld.

A extensãoW da distri-
buição Ei das energias
dos sítios.

O espaçamento médio ∆E ≈ W/N dos N níveis de ener-
gia com o volume Ld.

A energia de tranfe-
rência ou integral de
hopping Tij que ocopla
os sítios vizinhos.

O passo de energia δE causado por uma mudança nas
condições de contorno na interface do cubo ( ~/td, onde
td é o tempo necessário para um pacote de onda eletrônico
difundir até os contornos de uma caixa de lado L).

(W/B) ≈ (W/2kT01), é
a medida adimensional
da intensidade de desor-
dem.

(∆E/δE) ≈ (1/g), onde g(L) = (~/e2)σLd−2 é a condu-
tância adimensional da dependência de escala que serve
como intensidade de desordem.

Em lugar deW na Fig. 1.1 consideramos∆E, tido como o espaçamento médio de ener-

gia entre os níveis com um bloco. A conecção qualitativa entre ∆E e W é simplesmente
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dada em termos da densidade de estados n(E):

n(E) =
1

Ld∆E
. (1.5)

Ao invés do acoplamento sítio para sítio Tij, nós agora temos uma energia δE, que é uma

medida da sensibilidade de um estado com um bloco para uma mudança nas condições

de contorno na interface com um bloco adjacente. Uma argumentação interessante, ba-

seada no princípio de incerteza e nas aproximações identi�cadas a seguir, conecta δE a

condutividade σ em um limite macroscópico:

δE ≈ ~/td. (1.6)

Onde td é o tempo necessário para um pacote de ondas difundir até os contornos de

Figura 1.1: Um elétron na aproximação tight-binding para a transição de Anderson.

Quando a largura W da desordem excede a largura de banda B sobreposta, ocorre uma

transição desordem-induzida no regime localizado.

Fonte: Zallen, 1998.

um hipercubo de lado L. Considerando que o elétron realize um movimento Browniano

dentro do hipercubo, identi�camos que td é dado por,

td ≈
L2

D
, (1.7)

onde D é a constante de difusão. Usando a relação de Einstein entre a condutividade e
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as propriedades de difusão:

σ ≈ e2Dn(E). (1.8)

Agora combinamos as Eqs. 1.6 e 1.7, temos

δE ≈ ~
L2/D

, (1.9)

isolando D na Eq. 1.8, e substituindo em 1.9, obtemos

δE ≈ σ~
e2L2n(E)

. (1.10)

Como apresentado na Tab. 1.1, a razão ∆E/δE é agora adotada como a medida da

intensidade da desordem, a analogia da razão W/B no modelo de Anderson tradicional.

Estados estendidos são sensíveis a mudanças nas condições de contorno (δE > ∆E),

enquanto que estados localizados não podem perceber os contornos e são bastante insen-

síveis (δE < ∆E). A condição de localização δE < ∆E pode ser interpretada no sentido

de que a falta de regularidade de energia entre os níveis de blocos adjacentes excede a

extensão em que a interface pode deslocá-los, fazendo com que o alinhamento dos níveis

(e o transporte de elétrons) seja impossível.

O parâmetro de desordem, denotado como g−1, é a agora uma quantidade de depen-

dência de escala, de�nida por

1

g(L)
≡ ∆E

δE
. (1.11)

Inserindo as Eqs. 1.10 e 1.5 em 1.11 podemos observar a dependência de escala do parâ-

metro g:

g(L) = (
~
e2
)σLd−2. (1.12)

A Eq. 1.12 se aplica a estados estendidos no limite macroscópico, desde que a Eq. 1.9

seja baseada neste limite. O termo σLd−2 é a condutância de um cubo (d-dimensiional)

de lado L e condutividade σ. Logo a função g(L) pode ser vista como uma condutância

generalizada expressa em unidades de e2/~.

A teoria de escala veri�ca a dependência de g(L) com o comprimento de escala uti-

lizado. Seja g0 = g(L0) = δE(L0)/∆E(L0) a condutância generalizada para um sistema

composto de caixas acopladas de volume Ld
0. Essa teoria considera que dado g0 em uma

escala de comprimento L0, encontramos g em uma escala maior L = L0b. Nessa reescala
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de L0b, a condutância g é completamente determinada pelo valor antigo g0 e pelo fator

de escala b. O comportamento de escala da função g pode ser obtido por meio da função

β(g):

β(g) =
d ln g(L)

d lnL
. (1.13)

Para β > 0, g cresce com o aumento de L; já para β < 0, decresce com a diminuição de

L. As características qualitativas de β(g) estão representadas na Figura 1.2 para d = 1,

2 e 3. A Figura 1.2 mostra uma curva proposta por Abrahams et al (4). Qualitativa-

mente, as características da função β(g) podem ser determinados a partir dos seus limites

assintóticos (g → ∞ e g → 0). Para g grande podemos usar a Eq. 1.12, mostrando

lim
g→∞

β(g) = d− 2. (1.14)

Portanto,

β(∞) =


+1 para d=3,

0 para d=2,

−1 para d=1.

Como veri�camos na Figura 1.2. Em g pequeno, isto é, no limite de baixo acoplamento

e forte desordem, o teorema de Anderson prevê que os estados eletrônicos são localizados

e decaem exponencialmente com a distância. Nos contornos de uma caixa de dimenão

linear L, a amplitude da função de onda de um elétron localizado dentro da caixa é da

ordem de e−γL onde γ é o expoente de Lyapunov (inverso do comprimento de localização

λ). O acoplamento entre as caixas também tem decaimento exponencial (e−γL), de forma

que g(L) ∝ e−γL. Através da Eq. 1.13, temos,

lim
g→0

β(g) = ln g. (1.15)

Portanto, β(g) se aproxima de −∞ quando g tende a zero, sem depender da dimensão.

O fato de que β(g) varia monotônicamente entre os limites g → ∞ e g → 0 (35), é

uma indicativa do comportamento qualitativo da Fig. 1.2. As setas do diagrama de �uxo

sobre as curvas representam a direção em que g sofre variações quando L cresce. Para

d = 1 e d = 2 as setas indicam que g sempre diminui quando L cresce. Em d = 3 temos

dois comportamentos: Para valores menores que um certo gc, (β(g) < 0) as setas do

diagrama de �uxo indicam que a condutância generalizada g diminui quando L cresce;

acima de gc (β(g) > 0) o comportamento é contrário, g cresce quando L cresce. O ponto

no diagrama de �uxo (gc, β(gc) = 0) é chamado ponto �xo instável. Esta diagramação

indica a dependência da transição de Anderson com a dimensão: Em 1d e 2d não existe
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Figura 1.2: Comportamento qualitativo da β(g) para sistema de d = 1, 2, 3 dimensões na

teoria de escala apresentada por Abrahams Anderson, Licciardelo e Ramakrishnan.

Fonte: Zallen, 1998.

transição metal-isolante, com a condutividade indo sempre a zero quando L→ ∞; em 3d

existe uma transição metal-isolante. O comportamento crítico próximo desta transição

em 3d também foi obtido através da teoria de escala (3). Em analogia com teorias sobre

transição de fase de segunda ordem, a condutividade σDC e o comprimento de localização

λ, próximos da energia crítica de transição (mobility edge) tem um comportamento tipo

lei de potência:

σDC ∝ (E − EC)
s, (1.16)

λ ∝ (E − EC)
−υ. (1.17)

Os valores dos expoentes s = υ = 1 foram obtidos numericamente usando uma expansão

em d+ ε por Wegner (36) e também por técnicas de expansão diagramática realizadas por

Vollhard e Wöl�e (3). Há alguns anos, considerações sistemáticas de variáveis irrelevantes

e correlações não-lineares na teoria de escala tem re�nado os resultados da teoria de escala,

obtendo o expoente crítico com maior precisão υ ≈ 1.57 (37, 38, 39, 40).

Podemos encontrar muitos experimentos na literatura onde transições metal-isolante

Instituto de Física - UFAL



1.3. Desordem Correlacionada 19

com desordem vêm sendo observadas (3). Existem trabalhos notáveis (3, 7, 8, 41, 42), que

realizaram experimentos em silício dopado com fósforo ou bário. Nesses experimentos a

desordem é proveniente das posições aleatórias dos átomos dopantes. A intensidade ou

distribuição de probabilidade da desordem pode ser modi�cada variando a concentração de

dopantes Np. Em ambos os casos a distância entre os dopantes muda, modi�cando assim

a intensidade de desordem W. Em comparação a resultados de escala para o expoente

de condutividade (Eq. 1.16) com os resultados experientais (1) para o sistema Si:P, foi

encontrado que enquanto o �t s = 1 é melhor que o valor de percolação s = 1.65 para

o valor observado de s = 0.5, ele ainda corresponde a uma transição isolante-metal que

é muito menos acentuada que a observada no experimento. Durante muitos anos foi

sugerido que a existência de dois tipos de materiais: semicondutores não compensados

(com υ = 0.5) e semicondutores compensados, e ainda materiais amorfos com υ = 1 (3, 8).

Recentemente, foi observado um expoente υ = 1 para o silício dopado com fósforo não

compensado (Si:P) (41) e υ = 1.6 para silício dopado com Bário (Si:B) (42). Assim,

não só a classi�cação do tipo do material como também o valor do expoente são questões

ainda não resolvidas. Geralmente, a diferença no expoente vêm sendo atribuída à presença

de outros efeitos no experimento, como por exemplo, a interação Coulombiana entre os

elétrons (41). Nos materiais sólidos reais os elétrons correlacionam seus movimentos uns

com os outros de forma a suprimir con�gurações muito energéticas; correlações essas, que

são responsáveis pela transição de Mott (5, 8). Propriedades de localização como um efeito

de interferência vêm sendo observadas em escala macroscópica através de experimentos de

propagação de ondas eletromagnéticas ou ondas de água (3). O padrão na água pode ser

completamente ou parcialmente restrito a uma pequena região da superfície dependendo

se os espalhadores são periódicos ou aleatórios. Frizemos também o impacto que as idéias

e conceitos descritos acima causaram no desenvolvimento da teoria quântica de transporte

em nanoestruturas (43).

1.3 Desordem Correlacionada

As propriedades de localização de sistemas desordenados foram primeiro examina-

das por Anderson (2), mostrando que existem estados localizados devido a presença de

desordem. Esse resultado foi generalizado por Mott e Twose (44) para uma dimensão,

indicando que todos estados são localizados para alguma quantidade de desordem. Esse

estudo foi estendido para altas dimensões por Abrahams et al (4) usando propriedades de

escala. As conclusões dos estudos mais atuais em localização para sistemas desordenados

bidimensionais e a possibilidade de ocorrência de uma transição metal-isolante em três

dimensões, tem sido reportado por vários trabalhos (3, 30, 45). Dentre estes estudos,

a abordagem analítica sobre localização, identi�cou estados eletrônicos localizados em
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cadeias unidimensionais, K. Ishii (45), que é uma consequência natural do teorema de

Fustenberg sobre produtos de variáveis não correlacionadas; e ainda por estudos numéri-

cos (30), mostrando que todos estados são também localizados em duas dimensões para

alguma quantidade de desordem (3).

Contudo, quando correlações locais são adicionadas a um sistema desordenado, nem

todos os estados são localizados; estados su�cientemente estendidos existem para alterar

as propriedades de condução (11). Na década de 90, Sil et al (46) encontrou que todos

estados são estendidos para um modelo particular com desordem fora da diagonal (quando

a desordem é introduzida fora da diagonal principal do operador Hamiltoniano). Um

modelo contínuo com imputezas in�nesimais exibindo delocalização para correlações tipo

dímero foi estudado por Sanchez et al (47). Evangelou e Economou (48) mostraram que

as propriedades de localização são essencialmente as mesmas se, ao invés de se considerar

uma impureza tipo dímero, considerarmos uma grande quantidade de desordem, que são

examinadas como o resultado principal sendo, que o número de energias em que os estados

estendidos existem está relacionado ao tamanho da quantidade de desordem.

As propriedades físicas de grandes sistemas, são intermediárias entre as propriedades

dos sistemas cristalinos e dos materiais amorfos. No entanto, um potencial que não pode

ser medido, apesar de não conter a periodicidade cristalina, é perfeitamente determinístico.

Na década de 80, vários trabalhos abrangendo modelos com aproximação tight-binding

unidimensionais com potenciais incomesuráveis revelaram a presença de uma transição

metal-isolante. Um exemplo, é um potencial da forma εn = V cos(k|n|υ) onde k = 2πα e α,

é um número real entre 0 e 1, este modelo apresenta várias características intrigantes (49,

50, 51). Para 0 < υ < 1 existem estados estendidos na faixa −2+V < E < 2−V e estados

localizados nas faixas 2−V < E < 2+V e −2−V < E < −2+V para V < 2, enquanto

que todos os estados são localizados se V > 2. Para υ = 1 os estados eletrônicos são todos

localizados se V > 2 e são todos estendidos se V < 2. Já em 1 < υ < 2 todos os estados

são localizados, mas o coe�ciente de Lyapunov se aproxima de zero no centro da banda,

o que indica estados eletrônicos estendidos. Por �m, em υ > 2 o sistema se comporta

como um modelo de Anderson unidimensional e todos os estados são exponencialmente

localizados.

Nas últimas décadas, modelos com desordem correlacionada têm despertado um grande

interesse da comunidade cientí�ca. Flores (11), em 1989, mostrou que o Hamiltoniano de

Anderson unidimensional com potencial e amplitude de hopping aleatórios pode apresen-

tar uma energia crítica EC , onde a transmissão da função de onda ocorre (delocalização),

se forem introduzidas correlações entre as energias dos sítios e os termos de hopping.

Existindo apenas desordem no hopping, esse resultado generaliza a energia crítica de

transmissão.
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Dunlap et al (12) estudaram o Hamiltoniano de Anderson unidimensional para uma

liga binária, (isto é, com dois tipos de átomos). Na liga binária, as energias dos sítios no

sistema podem ser εA ou εB com probabilidade p e 1-p, respectivamente. Os sítios com

energia εA sempre aparecem em pares. Veri�cou-se que se |εA − εB| ≤ 2T com T sendo a

amplitude de hopping, o sistema apresenta uma energia ressonante para a função de onda

delocalizada. Bovier (14), em 1992 estudou o modelo com aproximações tight-binding

unidimensional com distribuição de desordem tipo dímeros, (ou seja, átomos que podem

ter apenas dois possíveis valores de energia, aparecendo aos pares na rede). Através

da teoria de pertubação foi analizado o comportamento da densidade de estados e do

coe�ciente de Lyapunov (comprimento de localização), obtendo resultandos semelhantes.

Vários trabalhos envolvendo correlações tipo dímeros surgiram, sempre tendo os mesmos

resultados: Divergência do comprimento de localização em algumas energias críticas (15,

16, 17, 18, 19, 20). O que diferencia o modelo de Anderson original e os modelos dímeros

é que existem correlações de curto alcance nas energias dos sítios. Analiticamente, é

possível demonstrar a existência das energias ressonantes em cadeias binárias (18) através

do formalismo de matriz de transferência. Para evidenciar estas propriedades analíticas,

vamos considerar a aproximação tight-binding unidimensional com desordem apenas na

diagonal, descrito pelo seguinte Hamiltoniano:

H =
∑
l

Vl|l〉〈l|+ T
∑
l

[|l〉〈l + 1|+ |l〉〈l − 1|], (1.18)

onde |l〉 é o orbital atômico centrado no sítio l e Vl é a amplitude do potencial aleatório.

Para resolver a equação de Schrödinger H|ψ〉 = E|ψ〉, expandimos a função de onda em

uma base discreta,

|ψ〉 =
∑
l

ϕl|l〉. (1.19)

A equação de Schrödinger pode então ser escrita como,

T(ϕn+1 + ϕn−1) = (E − Vn)ϕn, (1.20)

sendo Vn a amplitude do potencial aleatório.

Escolhendo o termo de hopping T igual a unidade, têm-se por meio de técnicas de

matriz de transferência, que a Eq. 1.20 toma a forma;

(
ϕn+1

ϕn

)
=

(
(E − Vn) −1

1 0

)(
ϕn

ϕn−1

)
(1.21)
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A partir de um re�namento das variáveis em 1.21,

Ψn+1 = TnΨn, (1.22)

onde

Ψn+1 =

(
ϕn+1

ϕn

)
e Tn =

(
E − Vn −1

1 0

)
(1.23)

.

Após obter a Eq. 1.22, temos

Ψn+1 =
n∏

i=0

TiΨ0. (1.24)

Portanto, a quantidade relevante para o estudo é o produto dessas matrizes de transfe-

rência, onde temos Ψ0 representando uma condição inicial.

Uma maneira simples de construir uma função de onda estendida, é olhar para o

produto das matrizes de transferência. Se um dos produtos resulta em uma matriz identi-

dade, então será fácil calcular os estados. O exemplo simples disso é tomar E = V0, assim,

T 2
0 = −I, onde I é a matriz indentidade. Agora, se considerarmos dois possíveis valores

aleatórios, por exemplo: Vn = ±V , as energias tem valor E = V ou E = −V , indicando
que o produto de duas matrizes de transferência idênticas resulta em −I. Consideremos
agora o seguinte modelo de impureza em E = V para dois diferentes sítios. O primeiro é

um par de sítios com Vn+1 = Vn = V que podemos chamar sítio A e o segundo é um sítio

Vm = W , chamado sítio B. O sítio A pode ser avaliado como o produto de duas matrizes

de transferência com valores E − V = 0 resultando em −I. Daí, os sítios A não podem

alterar as propriedades de localização desse modelo. Por outro lado, os sítios B podem

ser determinados por essas propriedades. De�nindo o comprimento de localização λ por

λ−1 = lim
n→∞

1

n
ln |ϕn|, (1.25)

mostra que o inverso do comprimento de localização é principalmente dado pelo logarítimo

dos autovalores do produto das matrizes de transferência. Como os sítios A não podem

contribuir para o produto; o comprimento de localização pode ser simplesmente dado pelo

valor absoluto do inverso do logarítimo dos autovalores, (o produto dos dois autovalores

de uma matriz é um, portanto seu logarítimo é igual em valores absolutos).

Em um trabalho mais conteporâneo, Cressoni e Lyra (52) estudaram cadeias com

correlações térmicas (cadeias recozidas), onde a correlação entre as energias dos sítios é

dada por 〈εiεj〉 ∝ e−|i−j|/ζ . Foi mostrado que o comprimento de localização cresce com
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o comprimento de correlação ζ, mas todos os estados permanecem localizados dada a

ausência de ressonâncias típicas.

Dentre esses modelos, é comum o fato de que as correlações de curto alcance modi-

�cam as propriedades eletrônicos do sistema. Na natureza, vários processos estocásticos

resultam em sequências aleatórias com corelações de longo alcance (53). Estas sequências

geralmente, tem uma densidade espectral tipo S(k) ∝ k−α, onde S(k) é a transformada

de Fourier da função de correlação de dois pontos 〈εiεj〉 e k é o vetor de onda relacionado

com a propagação de ondas na rede. Efeitos da presença de correlações de longo alcance

em sistemas desordenados foram recentemente analizados. Em 1994, M. C. Varriable e

A. Theumann (54) estudaram um gás de elétrons d -dimensional, T = 0; na presença de

potenciais aleatórios com correlacões espaciais de longo alcance que decaem com a sepa-

ração |x|, concordando com uma lei do tipo |x|−d−σ, onde σ é um parâmetro que controla

a correlação do sistema. Usando um formalismo Lagrangeano e a teoria de pertubação

foi demonstrada a existência de transição de Anderson em altas dimensões (d > 4).

Russ et al (55), em 2000 publicaram um estudo destacando como tema um modelo de

Anderson unidimensional com correlações de longo alcance na desordem. Neste modelo,

a função de correlação é dada por C(l) ∝ 〈εiεj+l〉 ∝ e−γ onde γ é uma constante positiva.

Eles mostraram que todos os estados são localizados para γ positivo mas o comprimento

de lacalização diverge quando γ tende a zero.

1.4 Mapeamento de uma Cadeia Harmônica

Nesta secção são apresentados conceitos referentes ao mapeamento de uma cadeia

harmônica desordenada. Como suporte para estudo da caracterização do aspecto locali-

zado ou estendido de um sistema, são descritos também nesta secção conceitos de medidas

de grau de localização.

O mapeamento dos modos vibracionais de uma cadeia harmônica desordenada, pos-

sui um análogo no problema eletrônico, como indicado por Dean (56). A importância da

pesquisa, tanto analítica, quanto computacional, de modos vibracionais em cadeias com

desordem e/ou anarmonicidade possuem origem na possibiliade de se estender aos modos

inelásticos que aparecem em vidros ou outras substâncias com arranjos atômicos aleató-

rios (57). O estudo teórico dos modos vibracionais em cadeias harmônicas desordenadas

foi produto de estudo durante várias décadas (48, 52, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67,

68, 69).

No trabalho de de Moura (35), foi tratado o problema de uma cadeia com N átomos

que interagem através de uma força harmônica, isto é, uma força proporcional a distância

entre os átomos f = βij(uj−ui), onde uj e ui indicam as posições de dois átomos consecu-
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tivos. A desordem neste modelo pode ser colocada de duas formas: com uma distribuição

de massas aleatórias e constantes de força iguais (βij = 1). No presente trabalho consi-

deraremos uma distribuição de massas gerada por uma sequência com desordem do tipo

Ornsteinn-Uhlenbeck (71), como será apresentado com mais detalhes no Cap. 3. Pode-se

também fazer as massas iguais mi = m e constantes de forças aleatórias (57). A equação

de movimento para as amplitudes de vibração un, sendo agora n o índice representante

dos sítios, toma a forma

mn
d2un
dt2

= βn(un+1 − un)− βn−1(un − un−1). (1.26)

Considerando dependência temporal com uma única frequência [un = u0 exp(−iωt)], po-
demos construir uma equação estacionária para os modos:

(βn−1 + βn − ω2mn)un = βn−1un−1 + βnun+1. (1.27)

Podemos mapear essa equação na equação de Schrödinger para um problema eletrônico

semelhante a Eq. 1.20. Este mapeamento foi apresentado por Dean (56) e pode ser

facilmente reproduzido, de�nindo-se uma nova variável ϕn = m
1/2
n un. Levando essa con-

sideração em 1.27, teremos

(βn−1 + βn − ω2mn)(ϕnm
1/2
n ) = βn−1(ϕn−1m

1/2
n−1) + βn(ϕn+1m

1/2
n+1). (1.28)

Agora, multiplicando a Eq. 1.28 por 1/m
1/2
n e de�nindo tn−1,n = −βn−1/

√
mn−1mn,

tn,n+1 = −βn/
√
mnmn+1, Vn = (βn−1 + βn)/mn e E = ω2 temos um resultado análogo

a Eq. 1.20, salvo que em 1.20 os hopping entre os sítios são todos iguais a T . O resultado

é

tn,n+1ϕn+1 + tn−1,nϕn−1 = (E − Vn). (1.29)

Utilizando o formalismo de matriz de transferência, Matsuda e Ishii mostraram que

modos vibracionais de uma cadeia harmônica com frequência não nula (ω > 0) são locali-

zados (60) e próximo de ω = 0 existem
√
N estados estendidos, visto que o comprimento

de localização λ dos modos diverge seguindo λ ∝ 1/ω2. Mostraram ainda que a condutivi-

dade térmica nesta cadeia é fortemente dependente destes modos vibracionais estendidos.

O resultado de correlações em cadeias harmônicas têm sido produto de grande interesse

no meio acadêmico. Kundu e Datta, em 1994 mostraram que correlações na distribuição

de massas produz um novo conjunto de modos vibracionais estendidos (61). Nesse mo-

delo as massas podem ter valores m0 e m1 com probabildades p e 1− p; e a correlação é
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introduzida através do tipo de distribuição das massas (dímeros). Eles mostraram, que

no caso de dímeros aparecem
√
N modos não espalhados em torno da frequência ωc = m1

e no caso de trímeros aparecem N3/4 novos estados. Já em m1 = 0, identi�cou-se que a

cadeia harmônica apresenta N5/6 modos estendidos em torno de ωc = 0.

Modos não espalhados foram também encontrados em cadeias harmônicas com cor-

relações tipo dímeros na distribuição de constantes de força (63). No trabalho de Lyra

e Cressoni (52), foram analizadas outras formas de correlações em cadeias harmônicas,

como o efeito de correlações induzidas por recozimento térmico (thermal annealing). Neste

mesmo trabalho, foi mostrado que o comprimento de localização dos modos vibracionais

apresenta um decaimento exponencial nas distâncias superiores ao comprimento de cor-

relação térmico (correlação dependente das propriedades térmicas do sistema). Sob a

perspectiva analítica, Datta e Kundu (62) demonstraram que o transporte de energias em

cadeias harmônicas com desordem correlacionada e não correlacionada está diretamente

vinculado aos modos vibracionais não espalhados e com as condições iniciais do sistema.

Com respeito ao transporte de energia, é feito um estudo através do segundo momento

M2(t) da distribuição espacial de energia, onde inicialmente o sistema é pertubado através

de um impulso (P ) sobre uma dada massa na cadeia (Pn0 = P 0δn,n0), ou através de um

deslocamento (Q) em uma massa da cadeia (Qn0 = Q0δn,n0). Como a propagação da

energia na cadeia é governada pelas equações de Hamilton, integramos essas equações

para obter a energia hn(t) em cada massa ou sítio, calculando assim o segundo momento

da distribuição (35), dado por,

M2(t) =
N∑

n=1

(n− n0)hn(t). (1.30)

Kundu e Datta mostraram que para uma cadeia com desordem não correlacionada,

M2(t) ∼ t3/2 se a condição inicial é dada por um impulso e M2(t) ∼ t1/2 se a con-

dição inicial é dada por deslocamento, caracterizando comportamento superdifusivo e

subdifusivo da energia propagada, respectivamente. O regime de propagação subdifusivo

é inerente a um lento transporte de energia no sistema de interesse (com o comporta-

mento de escala em relação tempo M2(t) ∼ t1/2); seguindo as propriedades de transporte

de energia, identifacamos o regime difusivo (M2(t) ∼ t1) da propagação de energia, em

que o pulso de vibração se propaga de maneira mais rápida que no regime subdifusivo;

outro comportamento bastante observado em cadeias harmônicas, é o regime superdifu-

sivo (M2(t) ∼ t3/2), característico de uma rápida propagação da energia na cadeia (62).

Quando a distribuição de massas apresenta correlações, signi�ca que o transporte de

energia sofre mudanças, podendo atingir o expoente máximo M2(t) ∼ t11/6 para o caso

de correlações tipo trímeros com m1 = 0 e excitação inicial dada por um impulso; este
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expoente máximo está relacionado com os N5/6 modos estendidos em torno de ωc = 0,

como é veri�cado em (62).

No trabalho indicado por (62), todos os resultados analíticos obtidos para M2(t)

foram con�rmados por simulações numéricas da evolução da energia na cadeia. Vincula-

se o segundo momento com a constante de difusão na cadeia através da relação D(t) ∝
dM2(t)/dt (61, 72). No entanto, a condutividade térmica está relacionada com a constante

de difusão e assim com o segundo momento da distribuição de energiaM2(t) (72). Em um

trabalho conteporâneo da última década, a condutividade térmica em cadeias harmônicas

e anarmônicas com massas aleatórias não correlacionadas (64, 65) e também de cadeias

com massas alternadas (66, 69) foram numericamente investigadas. A condutividade

tem dependência com o tamanho da cadeia e o valor da condutividade térmica no limite

termodinâmico, discussões mais destalhadas são encontradas em (68).

1.4.1 Medidas do Grau de Localização

A existência de uma transição metal-isolante em um dado sistema é indicada pelo

aspecto estendido ou localizado dos autoestados do Hamiltoniano. Qualitativamente, é

importante descrever o caráter estendido ou localizado de um certo estado por um único

número. De forma simples, fazemos esta descrição quando é resolvida a equação de Schrö-

dinger H|Ψi〉 = Ei|Ψi〉 e investigados os autoestados |Ψi〉. Se existir desordem no Hamil-

toniano, têm-se di�culdades num tratamento analítico da equação de Schrödinger. Por

isso utilizamos a expansão dos autoestados |Ψi〉 nos orbitais atômicos (|Ψi〉 =
∑N

j=1 c
(i)
j |j〉)

na equação de Schrödinger, onde escrevemos o operador Hamiltoniano H na forma ma-

tricial, e assim, fazendo-o agir sobre os autoestados |Ψi〉. Daí, fazemos a diagonalização

numérica de H na base indicada acima, e então, calculamos um número que possa medir

o grau de localização dos estados |Ψi〉. Este número se chama razão de participação ξ (3):

ξ =

∑
j |cj|2∑
j |cj|4

. (1.31)

Na compreenção de como a participação está vinculada com o grau de localização, é ne-

cessário analisar o caso de uma cadeia pura onde todos os autoestados são estendidos com

cj constante. Tendo que o numerador de 1.31 seja igual a 1 para manter a normalização

dos autoestados do Hamiltoniano e
∑

j |cj|2 = 1, tem-se como resultado, N |cj|2 = 1 e

|cj| = 1/
√
N . Introduzindo esse resultado em 1.31, temos:

ξ =
1∑

j |cj|4
=

1∑
j

1
N2

= N. (1.32)
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Portanto, ξ representa o número de sítios em que as amplitudes cj da função de onda

são diferentes de zero. Em funções de onda localizadas, referente a uma certa região do

espaço, ξ é �nito no limite termodinâmico (3).

Além da razão de participação, é comum também medir a localização, através do

comprimento de localização λ, que é de�nido através do comprimento assintótico da função

de onda (3). Em longas distâncias, a função de onda apresenta um decaimento exponencial

do tipo

Ψi(r) = ψ(r)e(−r/λ), (1.33)

em que r é a distância ao centro de localização. Para estados estendidos, λ→ ∞. Existem

vários métodos para calcular λ, entre os quais destacamos o de grupo de renormalização,

funções de Green e matriz de transferência, dentre estes utilizaremos o método de funções

de Green e matriz de transferência neste trabalho.

É interesante frizar que o comportamento dinâmico de um sistema desordenado pode

indicar a existência de estados estendidos no sistema. Considerando o modelo de Anderson

1d como exemplo, supomos que em t = 0, um elétron é colocado no sítio m de maneira

que |cm(t = 0)|2 = 1, ci(t = 0) = 0 para i 6= m. Assumindo que seja possível resolver a

equação de Schrödinger dependente do tempo para este problema,

i~
dcj(t)

dt
= εjcj(t) + tj−1,jcj−1(t) + tj,j+1cj+1(t) j = 1, 2, · · ·N, (1.34)

examinemos cm(t) para t→ ∞ (35). Se a probabilidade de encontrar o elétron no sítio

m após o passar de um longo período de tempo for nula, ou seja, cm(t→ ∞) = 0,

no limite termodinâmico, o elétron é itinerante através da cadeia (estado estendido).

Se cm(t→ ∞) 6= 0, então o elétron não está difundindo por toda a rede e pode ser

encontrado apenas nas vizinhanças de m (estado localizado). A quantidade |cm(t)|2 é

chamada probabilidade de retorno ao ponto de partida. Uma maneira de encontrar |cm(t)|2

é executar a integração numérica do conjunto de equações de movimento, usando o método

de Runge-Kutta (73, 74, 75).
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DINÂMICA DE UM ELÉTRON EM SISTEMAS COM DESORDEM

CORRELACIONADA DE CURTO ALCANCE

2.1 Introdução

A evolução temporal da função de onda de um elétron em um dado sistema de-

sordenado pode mostrar diversos detalhes sobre a natureza isolante ou metálica deste

sistema (3, 4, 76, 77). Dentro da teoria de localização de Anderson em dimensão baixa

(d ≤ 2) (4), é bem conhecido que a largura do pacote de onda satura em uma região �nita

em torno da posição inicial para tempos longos. No entanto, durante as duas últimas dé-

cadas, estudos realizados sobre sistemas de baixa dimensão contendo correlação de curto

ou longo alcance na distribuição de desordem, indicam existir estados estendidos ou uma

transição do regime localizado para delocalizado (11, 12, 13, 21, 22, 23, 24, 26, 27, 63, 78,

79, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89). Durante o �nal da década de oitenta, baseando-

se no contexto teórico, Flores (11) e Dunlap (12) constataram a ausência de localização

de Anderson na presença de desordem com correlações de curto alcance; a con�rmação

experimental deste fato surgiu com resultados obtidos por F. Domínguez-Adame e co-

laboradores (81) sobre super-redes semicondutoras. O problema da localização, já vêm

sendo estudado em várias décadas, porém o estudo da delocalização em sistemas unidi-

mensionais (1d) com desordem correlacionada despertou maior interese ao �m da década

de 90. Diversos autores (21, 23, 24, 80, 82) mostraram que sistemas com correlações

de longo alcance na distribuição de desordem podem exibir uma transição metal-isolante

(TMI ). Do ponto de vista experimental, foi considerado um análogo clássico deste tipo

de sistema: um guia de micro-ondas com espalhadores aleatórios (27). Neste trabalho,

os autores mostraram que correlações de longo alcance na distribuição dos espalhadores

podem induzir ao aparecimento de novas bandas de transmissão (27).

Iremos investigar ao decorrer deste capítulo, os aspectos inerentes a localização de

um elétron em sistemas unidimensionais com desordem correlacionada. Os resultados a

serem mostrados, terão como base, principalmente dois formalismos numéricos: a solução
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numérica da equação de Schrödinger dependente do tempo para o Hamiltoniano completo

e uma técnica de renormalização baseada na equação de Dyson com respeito aos elemen-

tos das funções de Green. O método baseado na equação de Schrödinger dependente

do tempo consiste em simular a propagação da função de onda em longos intervalos de

tempo, e então obter o maior comprimento de localização dentro do pacote de ondas. Já

com o método referente as funções de Green, vamos calcular o comprimento de localiza-

ção no centro da banda. Nosso modelo para este tipo de sistema, considera uma cadeia

com correlação exponencial de curto alcance na distribuição de desordem. Os resultados

obtidos com os formalismos indicados, apresentam estimativas precisas da dependência

do comprimento de localização com a intensidade de desordem. Os dois métodos cita-

dos acima produzem dados para o comprimento de localização, que estão de acordo com

nossa precisão numérica. Estes dados indicam uma divergência de grandes comprimento

de localização com o comprimento de correlação. Já no regime de baixa desordem e pe-

queno comprimento de correlação, observamos que o comprimento de localização tem um

aumento cúbico com relação ao comprimento de correlação. Quando aumentamos a inten-

sidade de desordem no sistema, percebemos que a relação de escala entre o comprimento

de localização e a função de correlação tem uma mudança drástica. Se continuarmos a

aumentar a intensidade de desordem, chegando no limite de alta desordem, notamos que

o comprimento de localização tende a permanecer constante com o aumento da correla-

ção. Dadas estas observações, notamos que o comprimento de localização é duplamente

ligado com a função de correlação e com a intensidade da desordem, ambas as quantidades

en�uenciam no comportamento. Utilizando algumas propriedades locais sobre desordem

correlacionada, poderemos mostrar com detalhes a relação do comprimento de localizão

com a quantidade de desordem e o grau de correlação.

2.2 Correlações Exponeciais no Modelo de Anderson

Para estudar as propriedades de localização inerentes a correlações exponenciais, con-

sideraremos inicialmente o modelo de Anderson desordenado indicado pelo Hamiltoniando

abaixo

H =
∑
n

εn|n〉〈n|+ V
∑
〈n,m〉

[|n〉〈m|], (2.1)

onde |n〉 é um estado localizado no sítio n, proviniente das funções de Wannier e
∑

〈n,m〉

uma soma em torno dos primeiros vizinhos. Faremos aqui a energia de hopping V sendo

igual a unidade (V = 1). Por �m, εn representa a distribuições de desordem dos sítios.

Neste capítulo vamos considerar o potencial em cada sítio εn como sendo uma sequência

aleatória com correlações que decaem exponencialmente. Para gerar este tipo de desordem
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Figura 2.1: a) Mostra a distribuição de energia decaindo exponencialmente com a cor-

relação. Notamos a suavização da distribuição quando o comprimento de correlação ζ

aumenta. Em (b) cálculos numéricos dos dois pontos da função auto correlação de�nida

por C(r) = [1/(N − r)] ∗
∑N−r

n=1 εnεn+r.
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vamos considerar inicialmente a sequência de�nida por:

En =
N∑

n=1

ηnexp(−|n−m|/ζ) n = 1, · · · , N, (2.2)

onde ηn são números aleatórios independentes uniformemente distribuídos no intervalo

[−0.5; 0.5] e ζ é o comprimento de correlação. Vamos levar em conta a soma da Eq. 2.2,

de forma que |n − m| < 50ζ. Esse procedimento agiliza os cálculos numéricos e não

modi�ca as propriedades estatísticas da sequência En. O potencial por sítio εn é obtido

usando a fórmula:

εn = ∆ ∗

(
[En − 〈En〉]√
〈E2

n〉 − 〈En〉2

)
n = 1, · · · , N. (2.3)

Portanto, a distribuição de desordem possui valor médio nulo (〈εn〉 = 0) e desvio padrão

�xo (∆ =
√
〈ε2n〉 − 〈εn〉2). O limite ζ → 0 recupera uma distribuição de desordem des-

correlacionada. Para caracterizar o grau de desordem, vamos usar o desvio padrão ∆

da distribuição de desordem como um parâmetro controlável. Na Fig. 2.1(a) plotamos

diversos potenciais gerados pelo formalismo descrito anteriormente. Podemos notar a su-

avização da distribuição de energia quando o comprimento de correlação é aumentado.

Para comparar as mesmas propriedades estatísticas das sequências acima, calculamos a

função auto-correlação, de�nida como:
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C(r) =

[
1

(N − r)

]
∗

N−r∑
n=1

εnεn+r, (2.4)

Podemos ver claramente o decaimento exponencial da função auto-correlação imposta

em nosso formalismo numérico para gerar a distribuição de desordem. Identi�camos nas

refs. (90, 91), modelos com decaimento exponecial da correlação na distribuição de de-

sordem, que foram investigados usando um formalismo analítico pertubativo. Os autores

estudaram os efeitos da sequência de desordem diagonal dicotômica correlacionada no

comprimento de localização. O processo dicotômico ou telegráfo aleatório consiste de

uma sequência binária de�nida por εn = ε0(−1)Un . A variável dicotômica inicial ε0 pode

assumir valores W ou −W com mesma probababilidade p = 0.5. Un denota o processo

de Poisson e n é o n-ésimo sítio da rede (91). Usando esse formalismo os autores ge-

raram um processo aleatório com média nula (〈εn〉 = 0) e tendo a função de correlação

〈εnεn+r〉 ∝ exp(−2r/ζ). Os cálculos do comprimento de localização foram feitos usando

um Hamiltoniano pertubativo aproximado no limite de fraca desordem. Foi mostrado ana-

liticamente a ausência do estado estendido neste limite. Em nosso problema, estudamos

o movimento de um elétron em uma cadeia com decaimento exponencial das correlações

na distribuição de desordem, referente ao formalismo numérico baseado na equação de

Schrödinger dependente do tempo e também técnicas de grupo de renormalização.

2.3 Expansão de Taylor na Equação de Schrödinger

A evolução temporal de um pacote de onda, inicialmente localizado, pode ser obtido

através da equação de Schrödinger dependente do tempo. Na base de amplitudes de

Wannier, a equação de Schrödinger dependente do tempo com (~ = 1) pode ser escrita

como:

i
dcn(t)

dt
= εncn(t) +

∑
〈m〉

cm(t). (2.5)

Consideramos um pacote de onda inicialmente localizado no sítio n0, |Φ(t = 0)〉 =∑
n cn(t = 0)|n〉 onde cn(t = 0) = δn,n0 . O sistema de equações resultante foi resol-

vido numericamente usando um método de alta ordem baseado na expansão de Taylor do

operador evolução temporal U(∆t):

U(∆t) = exp(−iH∆t) = 1 +

l0∑
l=1

(−iH∆t)l

l!
. (2.6)
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Onde H é o operador Hamiltoniano. A função de onda no tempo ∆t é dada por |Φ(∆t)〉 =
U(∆t)|Φ(t = 0)〉. O método pode ser usado recursivamente para obter a função de onda

no instante t. Para obter H l|Φ(t = 0)〉, podemos usar uma fórmula recursiva mostrada

a seguir. De�nindo H l|Φ(t = 0)〉 =
∑

n c
l
n|n〉. Utilizando a Eq. 2.1 podemos calcular

H1|Φ(t = 0)〉, e obter c1n como,

c1n = εncn(t = 0) +
∑
〈m〉

cm(t = 0). (2.7)

onde
∑

〈m〉 representa uma soma em torno dos pares de vizinhos mais próximos. Portanto,

usando o fato que H l|Φ(t = 0)〉 = H
∑

n c
l−1
n |n〉, cln pode ser obtida recursivamente por,

cln = εnc
l−1
n +

∑
〈m〉

cl−1
m . (2.8)

Os resultados seguintes foram obtidos usando ∆t = 0.5 e a soma foi truncada em l0 = 15.

Este método foi su�ciente para manter a conservação na norma da função de onda ao longo

de todo o intervalo de tempo considerado (tmax >> 105). Este formalismo é mais rápido

do que métodos de Runge-Kutta com alta ordem e é fácil de ser implementado numerica-

mente. Estamos particularmente interessados em calcular o desvio médio quadrático do

pacote de onda σ(t) de�nido por (84),

σ(t) =

√∑
n

[(n− n0)2]|cn(t)|2. (2.9)

Note que σ(t) varia de 0, para uma função de onda con�nada em um único sítio, até

um valor proporcional ao número de sítios. Estamos interessados no comportamento de

longos tempos do desvio médio quadrático Σ = limt→∞ σ(t). Em nossos cálculos devemos

usar tmax > 105, para observar além do aspecto dinâmico do desvio médio quadrático

σ(t).

2.4 Operador de Green no Método de Grupo de Renormalização

A investigação dos autoestados de um Hamiltoniano pode ser realizada, através do

estudo do método de renormalização. Este método é baseado nas equações de movimento

para o operador de Green associado ao Hamiltoniando. A compreenção do operador de

Green será mais efetiva quando estudarmos os autoestados de um certo Hamiltoniando

de referência H0, tendo

H0|ϕn〉 = E0|ϕn〉. (2.10)
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Considerando agora um outro Hamiltoniano H de�nido por

H = H0 + T, (2.11)

visto que, o operador H é o Hamiltoniano do sistema de referência na presença de uma

interação T . Daí, a equação de autovalores para o Hamiltoniano H, é dado por

H|ψn〉 = E|ψn〉. (2.12)

Sabendo que os autoestados de H tenham relação com os autoestados do modelo de

referência pela relação

|ψn〉 = |ϕn〉+ TG|ϕn〉, (2.13)

onde G é o operador de Green associado ao Hamiltoniano

G(E) =
I

E −H
. (2.14)

Contudo, os autoestados de um Hamiltoniando H, sendo H = H0 + T e os autoestados

de H0 são conhecidos, podem ser obtidos usando os operadores de Green, I é o operador

identidade. O método de renormalização será deduzido com a exposição das equações de

movimento para os elementos de matriz do operador de Green. Um conhecimento mais

profundo sobre o assunto pode ser obtido por (92, 93). A equação 2.14 pode ser reescrita

na forma

EG(E) = I +HG(E). (2.15)

Das explanações feitas acima, calcularemos o conjunto de equações de movimento para

os elementos de matriz do operador de Green G(E). Assim, o elemento de matriz Gm,n =

〈m|G(E)|n〉, é escrito como

EGm,n = δm,n + 〈m|HG(E)|n〉. (2.16)

Temos utilizado a notação Bm,n = 〈m|B|n〉 para condensar as equações, sendo B um

operador qualquer. Aplicamos então, a relação de completeza
∑

l |l〉〈l| = I no produto

HG(E), obtendo

EGm,n = δm,n +
∑
l

Hm,lGl,n, (2.17)

novamente �zemos uso da notação 〈m|B|n〉 = Bm,n. Para melhor estruturar nossos cálcu-

los, escreveremos as equações de movimento para os elementos m,0 do operador de Green

sem nos preocuparmos com perda de generalidade,

EGm,0 = δm,0 +
∑
l

Hm,lGl,0. (2.18)
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Para prosseguir, calcularemos os elementos de matriz Hm,l do operador H sobre a base

das posições dos estados |m〉 e |l〉. O Hamiltoniano tem a característica de ter termos

diferentes de zero apenas na diagonal principal e nas secundárias; daí, l se restringe aos

valores l = m− 1, l = m e l = m+ 1. Do Hamiltoniano H dado na Eq. 2.1, temos

〈m|H|l〉 = εmδm,l + V δm−1,l + V (0)δm+1,l. (2.19)

Logo, os elementos de matriz de H são identi�cados por: l = m,

〈m|H|m〉 = εm = Hm,m, (2.20)

para l = m+ 1, temos

〈m|H|m+ 1〉 = V = Hm,m+1, (2.21)

e �nalmente l = m− 1,

〈m|H|m− 1〉 = V = Hm,m−1. (2.22)

Tendo os elementos Hm,l, podemos reescrever a equação de movimento para os elementos

de matriz, dada por

EGm,0 = δm,0 +Hm,mGm,0 +Hm,m+1Gm+1,0 +Hm,m−1Gm−1,0, (2.23)

ou ainda,

(E −Hm,m)Gm,0 = δm,0 +Hm,m−1Gm−1,0 +Hm,m+1Gm+1,0. (2.24)

A equação acima pode ser expandida em um conjunto in�nito de equações acopladas.

Portanto, fazendo m = 0, 1, 2, ... na Eq. 2.24, encontramos;

m = 0, (E − ε0)G0,0 = 1 +H0,−1G−1,0 +H0,1G1,0, (2.25)

m = 1, (E − ε1)G1,0 = H1,0G0,0 +H1,2G2,0, (2.26)

m = 2, (E − ε2)G2,0 = H2,1G1,0 +H2,3G3,0, (2.27)

...

m = 2m− 1, (E − ε2m−1)G2m−1,0 = δ2m−1,0 +H2m−1,2m−2G2m−2,0 +H2m−1,2mG2m,0,

(2.28)

m = 2m, (E − ε2m)G2m,0 = δ2m,0 +H2m,2m−1G2m−1,0 +H2m,2m+1G2m+1,0, (2.29)

m = 2m+ 1, (E − ε2m+1)G2m+1,0 = δ2m+1,0 +H2m+1,2mG2m,0 +H2m+1,2m+2G2m+2,0.

(2.30)

...
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Observamos que em um dado sítiom, a equação de Gm,0 é acoplada às equações de Gm+1,0

e Gm−1,0. Assim, podemos remover do conjunto de equações o elemento de matriz Gm,0

associado ao sítio m. Depois deste processo, temos feito um procedimento de desimação

do sítio m. Agora, é necessário renormalizar os parâmetros εm−1 e εm+1 associados aos

sítiosm−1 em+1, bem como o acoplamento entre eles. Para entender efetivamente como

são deduzidas as equações responsáveis pela renormalização dos parâmetros mencionados

acima, iremos estruturar formalmente a dezimação de um certo sítio. Escolhemos o sítio

2m+ 1, assim, isolando o termo G2m+1,0 em 2.30, temos

G2m+1,0 =
δ2m+1,0 +H2m+1,2mG2m,0 +H2m+1,2m+2G2m+2,0

E − ε2m+1

. (2.31)

Substituindo a equação acima em 2.29, obtemos;

(E−ε2m)G2m,0 = δ2m,0+H2m,2m−1G2m−1,0+H2m,2m+1

[
H2m+1,2mG2m,0 +H2m+1,2m+2G2m+2,0

E − ε2m+1

]
.

(2.32)

Após está substituição notamos, que restam apenas os elementos de matriz G2m,0, G2m−1,0

e G2m+2,0. Daí, podemos reorganizar os termos como,

[
E - ε2m − H2m,2m+1H2m+1,2m

E−ε2m+1

]
G2m,0 = δ2m,0 +H2m,2m−1G2m−1,0

+

(
H2m,2m+1H2m+1,2m+2

E−ε2m+1

)
G2m+2,0. (2.33)

Observando as considerações anteriores; voltamos à Eq. 2.4, onde ε2m é real, H2m,2m−1 =

H2m−1,2m, H2m+1,2m = H2m,2m+1, visto que, os termos de hopping entre os sítios vizinhos

são reais. Portanto, a Eq. 2.4 �ca[
E−ε2m−

|H2m,2m+1|2

E − ε2m+1

]
G2m,0 = δ2m,0+H2m,2m−1G2m−1,0+

(
H2m,2m+1H2m+1,2m+2

E − ε2m+1

)
G2m+2,0.

(2.34)

É importante notar na equação de movimento 2.34, que mesmo depois da dezimação é

mantida a sua estrutura original. O coe�ciente do termo G2m,0 é a energia do sítio 2m

renormalizada. Já o coe�ciente do termo G2m+2,0 é o acoplamento efetivo entre o sítio 2m

e o 2m + 2, depois da dezimação do sítio 2m + 1. Daí, sendo H2m,2m+1 = V , escrevemos
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Figura 2.2: Representação esquemática do cálculo para o comprimento de localização den-

tro do formalismo de renormalização. Em (a) o Hamiltoniano inicial in�no unidimensional

é indicado. Em (b) os sítios entre 0 e N + 1 foram eliminados. Finalmente, em (c) apenas

os sítios 0 e N + 1 são preservados.

Fonte: R. Farchioni, 1992.

a equação que renormaliza a energia do sítio 2m, como

ε
(1)
2m(E) = ε2m + V

1

E − ε2m+1

V, (2.35)

o índice (1) presente em 2.35 indica que apenas um sítio foi dezimado. Por um caminho

análogo, encontramos a equação que renormaliza a energia do sítio 2m+ 2, dada como;

ε
(1)
2m+2(E) = ε2m+2 + V

1

E − ε2m+1

V. (2.36)

Como mencionado anteriormente, o acoplamento efetivo entre os sítios 2m e 2m+ 2 é

V
(eff)
2m,2m+2(E) = V

1

E − ε2m+1

V. (2.37)

Neste caso os demais sítios não sofrem nenhuma mudança. Em um grupo de 0 a N + 1

sítios como indicado na Fig. 2.2, podemos remover interativamente os sítios 1, 2, 3, ...,

N do sistema, até que tenhamos apenas os sítios extremos. Daí, ao �m do processo de

dezimação será adicionado a ε0 e εN+1 as energias dos sítios desimados á esquerda (εEsq.)

e á direita (εDir.), respectivamente. Assim, encontramos as energias efetivas dos sítios
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extremos, e a interação de hopping efetiva (acoplamento efetivo) utilizando as seguintes

equações renormalizadas:

εN+1
0 = εN0 + V eff

0,N

1

E − εN−1
N

V, (2.38)

εNN+1 = ε0N+1 + V
1

E − εN−1
N

V, (2.39)

V
(eff)
0,N+1 = V eff

0,N

1

E − εN−1
N

V. (2.40)

Em que εN0 e εNN+1 são respectivamente as energias efetivas nos sítios 0 e N + 1 após a

dezimação dos N sítios internos. Para investigar a natureza localizada ou delocalizada

das ondas eletrônicas em estudo, vamos calcular o comprimento de localização, de�nido

inicialmente através dos elementos de matriz do operador de Green como (92, 93)

λ(E) =

{
lim

N→∞

(
1

N
log

∣∣∣∣GN+1,N+1(E)

G0,N+1(E)

∣∣∣∣)}−1

. (2.41)

Os elementos de matriz GN,N e GN,0 podem ser encontrados como função do acoplamento

efetivo V
(eff)
0,N (E). O Hamiltoniano efetivo após o processo de dezimação é dado por

H(eff)(E) =

(
εN+1
0 (E) V

(eff)
0,N+1

V
(eff)
0,N+1 εNN+1(E).

)

Tendo o operadorHeff , calculamos o operador de Green efetivoG(eff). Agora, é necessário

apenas inverter o operador E −Heff ; feito isso, encontramos GN+1,N+1(E) e G0,N+1(E)

a serem utilizados no cálculo de λ:

GN+1,N+1(E) =
E − εN+1

0 (E)

(E − εN+1
0 (E))(E − εNN+1(E))− V

(eff)
0,N+1V

(eff)
0,N+1

, (2.42)

G0,N+1(E) =
V

(eff)
0,N+1

(E − εN+1
0 (E))(E − εNN+1(E))− V

(eff)
0,N+1V

(eff)
0,N+1

, (2.43)

Substituindo as duas equações anteriores em 2.41, conseguimos

λ(E) =

{
lim

N→∞

(
1

N
log

∣∣∣∣∣E − εN+1
0 (E)

V
(eff)
0,N+1(E)

∣∣∣∣∣
)}−1

. (2.44)
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Em N → ∞, o termo 1
N
log (E − εN+1

0 (E)) vai a zero, já que a energia renormalizada é

�nita. Assim, como indicado por (21), temos uma relação entre λ(E) e V (eff)
0,N+1,

λ(E) =

{
− lim

N→∞

(
1

N
log
∣∣∣V eff

0,N+1

∣∣∣)}−1

. (2.45)

Faremos nossos cálculos utilizando o comprimento de localização, rede�nido de ma-

neira a estudar a localização nas próximidades de E = 0, isto é, Λ = 1
Nf

∑E=0.01
E=−0.01 λ(E)

onde Nf é o número de estados para o intervalo [−0.01; 0.01]. Λ ∝ N em estados es-

tendidos e é �nito para estados exponencialmente localizados. Observando a equação de

Schrödinger dependente do tempo, percebemos que a propagação dos elétrons em longos

tempos prevalescem os automodos com grande comprimento de localização no centro da

banda. Daí, espera-se que Σ ≈ Λ, (ou seja, que o desvio médio quadrático em tempo

longo Σ coincida com o comprimento de localização Λ).

2.5 Resultados e implicações

Em nosso primeiro estudo, encontramos numericamente a evolução temporal de um

pacote de onda inicialmente localizado no centro de uma cadeia auto expandida (como

cn = δn,n0). A cadeia auto expandida foi utilizada para minimizar os efeitos de borda;

sempre que a probabilidade de encontrar a partícula no �m da cadeia exceder 10−30,

dez novos sítios são adicionados para cada borda da cadeia. A convergência numérica

do procedimento de integração numérica foi veri�cada através do cálculo da norma do

pacote de onda em cada passo de tempo. Em todos nossos cálculos o critério de con-

vergência foi |1 −
∑

n |cn(t)|2| < 10−10. Utilizamos 30 con�gurações de desordem para

calcular médias. Cálculos do comprimento de localização foram feitos usando métodos

de funções de Green para cadeias com N ≈ 5 × 107. Vamos iniciar nossos cálculos pela

reprodução dos mesmos resultados previstos sobre a localização de um elétron em cadeias

com desordem correlacionda (3, 90). Para simular cadeias com desordem descorrelacioda

vamos considerar εn sendo um número aleatório independente com média nula 〈εn〉 = 0

e desvio padrão �xo (∆ =
√

〈ε2n〉 − 〈εn〉2). Na Fig. 2.3 plotamos o deslocamento médio

quadrático do pacote de onda σ(t) versus o tempo t para uma cadeia com distribuição

de desordem descorrelacionada, e com desvio padrão indo de ∆ = 0.1 até 0.6. De acordo

com a teoria de localização (3, 90), o deslocamento médio quadrático cresce quando o

grau de desordem ∆ é diminuído. Na Fig. 2.4 colocamos o desvio médio quadrático em

longos tempos Σ = limt→tmax σ(t) versus o desvio padrão da distribuição de energia nos

sítios ∆ (ver (◦) na Fig. 2.4). O �t superior indicado na legenda (linha pontilhada) nos

fornece Σ ∝ ∆−2.00(5). A Fig. 2.4(�) representa cálculos do comprimento de localização

médio no centro da banda Λ versus ∆ para a mesma cadeia desordenada. Podemos ver
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Figura 2.3: Cálculos do deslocamento médio quadrático para o pacote de onda em uma

cadeia com distribuição de desordem descorrelacionada, tendo o desvio padrão variando de

∆ = 0.1 até ∆ = 0.6. A condição inicial foi um pacote de onda de um elétron inicialmente

localizado no centro da cadeia, ou seja, cn(t = 0) = δn,n0 . A propagação da função de onda

aumenta quando o grau de desordem ∆ decresce.
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Fonte: Autor, 2012.

que ambos os resultados concordam dentro de nossa tolerância numérica (Λ ∝ ∆−2.00(5)).

Nossos resultados estão em perfeito acordo com previsões anteriores sobre o grau de lo-

calização em modelos 1d tendo desordem descorrelacionada (3, 90). Portanto, ambos os

formalismos fornecem estimativas precisas do grau de localização eletrônico em sistemas

desordenados.

Agora, começamos nossas análises numéricas sobre o efeito de correlações exponen-

ciais de curto alcance na distribuição de desordem. Nós generalizamos a desordem no

sistema usando o formalismo descrito nas equações 2.2 e 2.3. Com respeito ao procedi-

mento numérico e precisão; os cálculos numéricos envolvendo a solução direta da equação

de Schrödinger, mesmo usando métodos de alta ordem, requerem muito tempo computa-

cional. Além disso, dependendo da magnitude do comprimento de localização, a precisão

numérica obtida pelo método de funções de Green é mais interesante. Quando o com-

primento de correlação é aumentado, a barra de erros obtida usando solução direta da

equação de Schrödinger �ca duas ou três vezes maior que a escala de erros obtida usando

o método de funções de Green. Portanto, os resultados apresentados a seguir, são obtidos

pelo formalismo de funções de Green. Contudo, devemos salientar que ambos os cálculos
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Figura 2.4: (◦) O limite de longos tempos do deslocamento médio quadrático Σ =

limt→tmax σ(t) versus o desvio padrão da distribuição de energia nos sítios ∆. O melhor �t

(linha pontilhada) nos fornece Σ ∝ ∆−2.00(5). (�) O mesmo resultado obtido acompanhando

o comprimento de localização no centro da banda Λ.
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Fonte: Autor, 2012.

Figura 2.5: a) Comprimento de localização Λ versus o desvio padrão ∆ para vários valores

do comprimento de correlação ζ. Λ cresce quando ζ é aumentado e o comportamento de

escala com ∆ não muda qualitativamente Λ ∝ ∆−2. b) Comprimento de localização escalado

Λ/N versus o tamanho do sistema para ∆ = 0.1 e ζ = 4 até ζ = 12. A escala de tamanho

�nito sugere um comprimento de localização �nito no limite termodinâmico.
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estão dentro da barra de erros. Na Fig. 2.5(a) mostramos um grá�co log-log do compri-
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mento de localização Λ versus o desvio padrão ∆ para vários valores do comprimento de

correlação ζ e ∆ = 0.1 até ∆ = 0.55. Em geral, Λ aumenta quando ζ cresce. Podemos ver

também que, como previsto em (90) mesmo na presença de correlações de curto alcance

Λ ∝ ∆−2. Contudo, em ζ > 7 se percebe que o comprimento de localização não obedece

a lei de potência Λ ∝ ∆−2 no regime de desordem ∆ > 0.45. No limite de forte desordem

(como exemplo o caso em que, a intensidade da desordem é comparável com a largura

da banda) o efeito de correlações de curto alcance no potencial diagonal funciona de uma

maneira contra intuitiva. Esse efeito será analisado em detalhes nas �guras 2.6 e 2.7.

Para uma quantidade �nita de desordem ∆ o comprimento de localização �ca compará-

vel ao tamanho do sistema. Contudo, como indicado em (90), este modelo não contêm

estados estendidos. Na Fig. 2.5(b) podemos observar um comportamento de escala do

comprimento de localização escalado Λ/N versus o tamanho do sistema N = 2× 107 até

5 × 107. Temos considerado desordem fraca ∆ = 0,1 e vários valores do comprimento

de correlação (ζ = 4 até 12). Daí, foi obtido Λ ∝ 1/N o que indica um comprimento

de localização �nito no limite termodinâmico, em bom acordo com o estudo da ref. (90).

Na Fig. 2.6 estudamos a escala do grau de localização com o comprimento de correlação

ζ. Plotamos Λ versus ζ para ∆ = 0.1 até ∆ = 0.6. Para fraca desordem (∆ ≤ 0.45), o

comprimento de localização escala proporcionalmente a ζ3 no intervalo do comprimento

de correlação (ζ = 1 até 12). Para desordem forte (∆ > 0.45), Λ aumenta cubicamente

com ζ no intervalo 1 ≤ ζ < 10; contudo, aparentemente satura em um valor �nito me-

nor que o tamanho do sistema quando ζ > 10. Portanto, existe uma competição contra

intuitiva entre o grau de correlção e a intensidade da desordem. Para detalhar melhor

essa competição, vamos analisar algumas propriedades locais da desordem correlacionada

de curto alcance. Iniciamos calculando o desvio padrão local ∆L0 das energias de um

segmento com L0 sítios. O desvio padrão local ∆L0 é de�nido por

∆L0 = (
M∑
k=1

∆k,L0)/M, (2.46)

onde ∆k,L0 é dado por

∆k,L0 =

√√√√ i=kL0∑
i=(k−1)L0+1

(ε2i )/L0 − (

i=kL0∑
i=(k−1)L0+1

εi/L0)2, (2.47)

e M = N/L0. ∆L0 é uma média da intensidade da desordem em um segmento com

L0 sítios. Na Fig. 2.7(a) plotamos ∆L0 versus ζ, sendo calculado através das Eqs. 2.46

e 2.47 em um potencial com desvio padrão ∆ = 0.5 e N = 107. O estudo acima foi feito

para L0 = 100, 1000, 10000, 100000. Através desses cálculos, observamos a princípio que

para valores de L0 = 100 e 1000, ∆L0 diminui substancialmente quando o comprimento

de correlação é aumentado. Para L0 = 10000 e 100000 percebemos também um decres-
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Figura 2.6: Grau de localização versus ζ para ∆ = 0.1 até ∆ = 0.6. Para desordem fraca

(∆ � 0.5), o comprimento de localização escala proporcionalmente a ζ3. Por outro lado, para

∆ grande em correlações de curto alcance não são su�cientes para enfraquecer os efeitos de

localização de uma distribuição com forte desordem e Λ aparentemente satura em um valor

�nito quando ζ é aumentado.
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Fonte: Autor, 2012.

cimento com ζ, porém, bem mais suave. Em uma perspectiva geral, o decréscimo da

desordem à medida que o comprimento de correlação é aumentado está de acordo com a

teoria usual de processos aleatórios correlacionados. Nosso melhor �t indica que a inten-

sidade da desordem vai a zero como ∆L0 ∝ exp[−B(L0)ζ], sendo B uma constante. O

decaimento exponencial da desordem local com ζ está relacionado com tipos de desordem

correlacionada que estamos a utilizar. Voltando a discutir os dados da Fig. 2.7(a), para

valores distintos de L0. Nós observamos que, para um ζ �xo, o grau de desordem cresce

á medida que L0 é aumentado. Esse comportamento é o ingrediente principal por trás da

aparente saturação do comprimento de localização encontrado na Fig. 2.6. Vamos focar

no caso de desordem forte (∆ ≥ 0.45): quando o comprimento de correlação aumenta, o

comprimento de localização aumenta até 104 ou 105 sítios. Portanto, a função de onda

é aprisionada em um segmento com algo em torno de 104 ou 105 sítios. Como vimos na

Fig. 2.7(a), para os valores de ζ usados em nossos cálculos, a intensidade de desordem

dentro de um segmento com 104 ou 105 sítios é comparável ao desvio padrão de desordem

∆. Portanto, neste caso, a forte desordem deve competir com os efeitos da correlação e

retardar o aumento do comprimento de localização. Para grandes valores do comprimento

de correlação, a desordem deve decrescer substancialmente e o comprimento de localiza-
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Figura 2.7: a) ∆L0 versus ζ calculado em uma sequência desordenda para as energias dos

sítios com desvio padrão ∆ = 0.5, N = 107 e valores distintos de L0. De uma maneira geral,

esse resultado está de acordo com a teoria usual de processos aleatórios correlacionados, em

que observamos o decrescimento da desordem à medida que o comprimento de correlação

é aumentado. Além disso, para um valor �xo de ζ, o grau de desordem aumenta quando

L0 cresce. b) Comprimento de localização Λ versus ζ calculado em uma cadeia com desvio

padrão ∆ = 0.5 e N = 107 sítios. Nos podemos ver a dependência contra-intuitiva de Λ com ζ.

Para comprimentos de correlação pequenos nossos resultados indicam um aumento cúbico.

Para uma escala intermediária de comprimento de correlação, o efeito da desordem domina,

estabilizando assim, o comprimento de localização em uma constante. Para comprimentos

de correlação grandes, a desordem deve decrescer substancialmente e o comprimento de

localização retorna a crescer.
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ção deve retornar a crescer. Podemos ver esse comportamento na Fig. 2.7(b). Contudo,

é necessário um grande tempo computacional neste limite de altas correlações, o que nos

força a diminuir o número de amostras, diminuindo assim a precisão numérica. Portanto,

os dados foram obtidos com uma grande barra de erros e o comportamento de escala do

comprimento de correlação não é discutido neste caso.

Neste capítulo estudamos o efeito de correlações de curto alcance na distribuição

de desordem em sistemas eletrônicos unidimensionais. Nossos resultados indicam que,

apesar das correlações modi�carem certas especi�cidades ligadas ao transporte eletrônico,

qualitativamente, obtemos completa ausência de transporte no limite termodinâmico.

Tivemos a oportunidade de aprender técnicas numéricas potentes que podem ser utilizadas

em outras classes de sistemas inclusive sistemas com dimensão elevada. Os principais

resultados deste capítudo foram aceitos para publicação no periódico Physica E.

Instituto de Física - UFAL



3

TRANSPORTE DE ENERGIA EM CADEIAS HARMÔNICAS

UNIDIMENSIONAIS COM DESORDEM CORRELACIONADA TIPO

ORNSTEIN-UHLENBECK

3.1 Introdução

O transporte de energia em cadeias clássicas não periódicas, têm atraído grande in-

teresse na comunidade cientí�ca atual em diversas linhas de pesquisa (11, 12, 21, 22,

28, 45, 52, 56, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 68, 71, 79, 94, 95, 97, 98, 99, 100, 101, 102,

103, 104, 105, 106, 107). Em redes clássicas de baixa dimensionalidade não periódicas, o

�uxo de energia é fortemente dependente da natureza dos modos vibracionais. O estudo

dos modos de vibração em cadeias harmônicas desordenadas pode ser feito através do

mapeamento no modelo tight-binding para um elétron. Por meio desta modelagem, as

pesquisas de (59, 106) mostraram que a maioria dos modos vibracionais estão localizados,

e uma pequena fração dos modos de baixa frequência propagam ao longo da cadeia. O nú-

mero de modos não espalhados em uma cadeia com N massas é da ordem de
√
N modos.

Dentre outras pesquisas em cadeias harmônicas com massas desordenadas, os resultados

de (45, 60) evidenciam a importância de modos vibracionais não espalhados (estendidos)

no transporte de energia.

Um outro aspecto que en�uencia na propagação de energia é o tipo de excitação

inicial; dentro dessa abordagem, cálculos indicam o comportamento superdifusivo para

o segundo momento de distribuição de energia M2(t) ∝ t1.5 em cadeias aleatórias não

correlacionadas quando a excitação inicial é feita por um impulso. Por outro lado, no caso

de uma excitação inicial por deslocamento, a energia é propagada no regime subdifusivo

(M2(t) ∝ t0.5). Essa dependência de M2(t) com o tipo de excitação inicial foi também

investigada em (108). Dentro desse campo de estudo, os trabalhos apresentados nas

referências (61, 63, 79, 95, 107) demonstram que as evidências apontadas anteriormente,

são alteradas quando estudamos um sistema com desordem correlacionada. Além desses

resultados para modos de baixa frequência espalhados, a abordagem sobre modos de
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alta frequência não espalhados fornece subsídios para estudar problemas com correlações

de curto alcance (61, 63) ou longo alcance (79, 95, 107) na distribuição de desordem,

onde correlações nas constantes de mola e/ou nas massas de cadeias clássicas são alvo

de investigação. O problema indicado por (79) estuda as propriedades dos modos de

vibração coletivos em cadeias com massas aleatórias tendo correlação de longo alcance,

considerando a lei de potência espectral S ∝ k−α. Sobre esse problema o uso do método de

matriz de transferência, aponta o aparecimento de uma fase de baixa energia em excitações

coletivas no regime fortemente correlacionado (α > 1). Em junção a estas observações,

os resultados em (79) mostram duas rotulações do segundo momento de distribuição de

energiaM2(t); o regime subdifusivo ou superdifusivo, dependendo se ocorre uma excitação

por deslocamento ou impulso inicial, respectivamente, para um comportamento balístico.

Grande parte dos trabalhos inferidos acima, consideraram distribuições de desordem

correlacionada distribuídas uniformemente em um intervalo �nito [W1, W2], sendo W1 e

W2 convencionados ao problema em estudo. Dentro do contexto de modelos eletrônicos

com desordem correlacionada, existem modelos abordados por alguns pesquisadores que

consideram a possibilidade da energia de um sítio assumir dois ou três valores diferentes,

ou seja, modelos binários ou ternários, respectivamente, (28, 98). O caso de uma sequên-

cia ternária, por exemplo, tem como base o modelo de Anderson com correlações de longo

alcance na distribuição de desordem (98). Utilizando métodos numéricos foi veri�cado

que modelos eletrônicos com distribuições de desordem ternária correlacionada apresenta

uma transição do regime localizado para delocalizado (98), o que não ocorre quando a

sequência de energias é gerada de maneira totalmente aleatória. Nos últimos dois anos,

linhas de transmissão clássicas (LT ) com sequências ternárias de capacitâncias com desor-

dem correlacionada tem sido estudadas por Lazo e Diez (70, 71). Como ferramenta para

gerar a sequência ternária correlacionada, foi utilizado o método de �ltro de Fourier (70),

e também o processo de Ornstein-Uhlenbeck (OU ) (71). Nos dois casos, os autores ob-

servaram uma transição do estado não condutor para condutor nas (LT) provocada pela

presença de fortes correlações.

Nosso foco aqui estará voltado para o problema de uma cadeia harmônica com distri-

buição de desordem ternaria correlacionada, identi�cando principalmente características

como o transporte de energia. Vamos construir a distribuição de desordem ternaria cor-

relacionada a partir de um processo Ornstein-Uhlenbeck (OU ). Para gerar uma cadeia

harmônica com uma distribuição ternária aleatória de massas vamos inicialmente gerar

o processo (OU ) e depois fazer um mapeamento da sequência (OU ) em uma sequência

com três valores diferentes (m1,m2,m3). A probabilidade de cada valor da sequência, é

controlada por um parâmetro �xo b. Feito isso, teremos como resultado uma distribuição

ternária de massas com correlações de longo alcance. Para investigar os aspectos de lo-

calização inerentes ao nosso modelo, utilizaremos como ferramentas numéricas: a solução
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numérica das equações de Hamilton, o método de matriz de transferência e o cálculo da

densidade de estados, tendo como base o método de Dean (56). Os resultados obtidos

com a aquisição dos dados, mostram que a distribuição ternária de massas correlaciona-

das não tende a apresentar novos modos estendidos. De acordo com trabalhos no mesmo

segmento de estudo, observamos modos estendidos para b → ∞. Nossa resumida análise

inicial sobre a transição de fase encontrada, será detalhada a partir do cálculo numérico

da intensidade de desordem no sistema em estudo. Dentre outros resultados, estudamos

ainda a dinâmica da energia por meio do cálculo do segundo momento da distribuição

espacial de energia (62).

3.2 Cadeia Harmônica Unimensional

Nesta seção discutiremos a forma da equação de movimento para a cadeia harmô-

nica em estudo, tendo a desordem sendo introduzida por uma sequência de Ornstein-

Unlenbeck.

Consideraremos as vibrações longitundinais de uma cadeia de N sítios de massas mn.

Tendo un sendo o deslocamento de equlíbrio do n-ésimo sítio, e βn sendo a constante de

força que relaciona os n e n + 1 sítios, neste problema faremos βn = 1. De uma forma

semelhante a descrição apresentada no Cap. 1, a equação de movimento para un, é dada

por

mn
d2un
dt2

= (un+1 − un)− (un − un−1). (3.1)

Para vibrações de frequência ângular ω. Assim, a equação de movimento que conecta os

sucessivos deslocamentos qn = un exp(iωt) dos átomos, como dado na Eq. 1.27, Cap. 1,

toma a forma;

(2− ω2mn)un = un−1 + un+1. (3.2)

Do mapeamento feito na seção 1.4, Cap. 1, reescrevemos a Eq. 3.2 em uma forma

mapeada nas massas mn e constantes de força βn = 1, como

tn,n+1ϕn+1 + tn−1,nϕn−1 = (E − Vn). (3.3)

onde

tn−1,n = − 1
√
mn−1mn

, (3.4)
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tn,n+1 = − 1
√
mnmn+1

, (3.5)

Vn =
2

mn

, (3.6)

E = ω2. (3.7)

Nesse mapeamento, tn−1,n e tn,n+1 são quantidades que correspondem a integral deHopping

no problema eletrônico, e Vn corresponde a um potencial aleatório também no estudo de

elétrons.

3.2.1 Sequência Ornstein-Uhlenbeck (OU)

Utilizaremos neste trabalho o processo Ornstein-Uhlenbeck (109) para gerar a sequên-

cia desordenada de massas mn com correlação de longo alcance, através de um mapa

ternário (71). O processo OU é de�nido pela seguinte equação diferencial

dx

dt
= −γx(t) +

√
Cα(t). (3.8)

onde γ é a viscosidade e C é o coe�ciente de difusão. α(t) é um ruído branco com distri-

buição Gaussiana o gerado pelo processo de Box-Muller com as seguintes propriedades:

〈α(t)〉 = 0, 〈α(t)α(t+ τ)〉 = δ(τ).

A sequência x(t) segue as propriedades:

〈x(t)〉 = x0e
−γt, 〈x(t)x(t+ τ)〉 = C

2γ
e−γτ .

Como subsídio para gerar a sequência OU, utilizaremos a simulação apresentada por

Gillespie (110). Seguindo este método, a Eq. 3.8 pode ser discretizada por meio de uma

equação que relacione x(t) em dois diferentes tempos ti = t e tf = (t+∆t), ou seja, x(t)

é escrito como xn onde n denota o número de passos de tempo (t = n∆t). Portanto, a

forma discretizada de 3.8 �ca:

xn+1 = µxn + σxαn. (3.9)
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em que µ, σx são de�nidos como uma função dos parâmetros γ e C do processo OU, Eq.

3.8 na seguinte forma

µ = e−γ∆t (3.10)

σ2
x = (

C

2γ
)(1− µ2) (3.11)

Com o uso do algorítimo de Box-Muller, calculamos αn(t) como segue,

αn =

(√
2 ln

1

rn
cos 2πan

)
(3.12)

sendo rn e an números aleatórios de�nidos no intervalo inteiro [0,1]. Para �nalizar esse

procedimento numérico, normalizamos a sequência {xn} para obter média nula, 〈xn〉 = 0

e a variância sendo a unidade. Tendo agora a sequência normalizada {xn}, construímos
um modelo simétrico ternário, que vem a ser gerado através de uma transformação que

mapeia os elementos da sequência correlacionada de longo alcance normalizada {xn}, em
três diferentes valores de massas mn = {m1,m2,m3} através do mapa abaixo.

mn =


m1 se xn < (−b),
m2 se (−b) ≤ xn ≤ b,

m3 se xn > b.

(3.13)

onde b > 0 é o parâmetro de mapa, que ajusta a probabilidade de ocupação de cada

possível valor das massas mn = {m1,m2,m3}. O mapa ternário dado em 3.13 não muda

as propriedades de correlação da sequência OU original {xn}.

Em nosso estudo vamos considerar os parâmetros γ e C relacionados pela expressão

C = (εγ)2 com ε = 1, isto é, o caso em que a razão
√
C/γ = ε �ca constante. Em nossa

análise focaremos no intervalo de correlação entre (γ v 5) e (γ v 10−3). O parâmetro de

mapa b, será responsável por intensi�car ou reduzir a desordem na cadeia a depender da

sequência {xn}, se relacionando com as massas: m1 = 0.5, m2 = 1.0 e m3 = 1.5.

3.3 Propriedades de Localização

Uma importante ferramenta utilizada para medir o grau de localização de sistemas

não periódicos é o método de matriz de transferência (MMT), onde podemos calcular

o comprimento de localização λ. O MMT é obtido com uso de reformulação de matriz

recursiva da equação de deslocamentos escalados, Eq. 3.2,
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(
un+1

un

)
=

(
2−mnω

2 −1

1 0

)(
un

un−1

)
. (3.14)

Para uma frequência especí�ca ω, uma matriz de transferência 2X2 Tn conecta os deslo-

camentos nos sítios n− 1 e n, e esse ao sítio n+ 1:

Tn =

(
2−mnω

2 −1

1 0

)
. (3.15)

Como, os valores iniciais para u0 e u1 são conhecidos, o valor de un pode ser obtido pela

repetição das interações ao longo da cadeia, como descrito pelo produto de matrizes de

transferência,

QN =
N∏

n=1

Tn. (3.16)

Tendo essas quantidades, podemos calcular o comprimento de localização de cada modo

vibracional, como de�nido em (45, 60, 61), temos

λ =

[
lim

N→∞

1

N
log

(
|QNc(0)|
|c(0)|

)]−1

. (3.17)

Onde c(0) =

(
u1

u0

)
é uma condição inicial generalizada. Tipicamente são usadas 108

matrizes de transferência para calcular o comprimento de localização.

3.4 Fluxo de Energia

O Hamiltoniano total da cadeia Harmônica considerada é representado por

H =
N∑

n=1

hn(t), (3.18)

onde o Hamiltoniano de um n-ésimo sítio hn(t), é dado por

hn(t) =
p2n
2mn

+
1

4
[(qn+1 − qn)

2 + (qn − qn−1)
2]. (3.19)

As quantidades pn e qn acima, são o momento e deslocamento, respectivamente, de uma

massa no n-ésimo sítio da cadeia. Onde o primeiro termo do segundo membro da equação
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acima, representa a parte cinética e o segundo termo a parte potencial do hamiltoniano

hn(t). Daí, hn(t) caracteriza a parte da energia total no sítio n com massa mn. Para

calcular as equações de movimento com respeito a pn e qn usamos as equações de Hamilton

para o sistema:

ṗn(t) = −∂H
∂qn

= [(qn+1 − qn)− (qn − qn−1)], (3.20)

q̇n(t) =
∂H

∂pn
=
pn(t)

mn

. (3.21)

Para se estudar o �uxo de energia na cadeia harmônica vamos calcular o segundo me-

mento de distribuição espacial de energia (62, 108). Obtemos o segundo momento M2(t),

como comumente é representado, avaliando a razão hn(t)/H entre a energia concentrada

no sítio n e a energia total na cadeia H em um instante t, como de�ido por Datta (62).

M2(t) pode ser interpretado como a probabilidade de encontrar um pacote de energia lo-

calizado, de comprimento unitário, no sítio n e tempo t, pode também ser compreendido

pela analogia com o deslocamento médio quadrático do pacote de onda de um elétron em

um cristal (62). O comportamento de escala de M2(t) com o tempo t, indica que quanto

menor o expoente de t, mais lenta é a propagação de energia na cadeia (62). Considerando

que em t = 0 a energia H é introduzida na cadeia por meio de uma pertubação, onde a

mesma é efeito de uma excitação inicial dada ao sistema, como um impulso (p) em uma

certa massa da cadeia (pn0 = p0δn,n0). Contudo, escrevemos M2(t) como:

M2(t) =
N∑

n=1

(n− n0)
2[hn(t)/H]. (3.22)

onde n0 representa o sítio onde a pertubação deve ocorrer, (t = 0). Para calcular as quan-

tidades pn(t) e qn(t), indicadas pelas Eqs. 3.20 e 3.21, respectivamente, e portanto obter

hn(t), Eq. 3.19, faremos uma integração numérica sobre as equações diferenciais para

pn(t) e qn(t), utilizando o algorítimo de Runge-Kutta de oitava ordem com incremento

temporal ∆t. No processo de integração numérica, poderemos obter também a energia

total da cadeia H(t), Eq. 3.18, comparando então com a energia inicial H(t = 0). O

incremento ∆t é de�nido a partir da razão dessas duas quantidadess, que se faz necessário

durante o processo de integração. O incremento a ser utilizado em nosso estudo está no

intervalo 10−3 < ∆t < 10−2. Como já apresentado na Seção 1.4, estudos feitos em cadeias

harmônicas aleatórias com uma excitação inicial dada por um impulso, mostram que a

energia propagada na cadeia tem comportamento superdifusivo (M2(t) ∼ t3/2) (95). Em

sistemas bidimensionais o trabalho de Moura (100), identi�cou em uma rede aperiódica

harmônica com desordem na distribuição das massas, que a energia tem propagação balís-
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tica (M2(t) ∼ t2). É importante frizar que os modos de vibração em uma cadeia harmônica

podem ser apresentados de duas formas, como indicado em outros pontos deste trabalho.

Essa caracterização é determinada pelo tipo de excitação; no caso de excitações por im-

pulso os modos são preenchidos uniformemente, já para uma excitação por deslocamento

a contribuição de um modo vibracional com frequência ω é proporcional a ω2 (62). A

seguir apresentaremos resultados para M2(t) com uma excitação tipo impulso variando

com o grau de desordem, b, e de correlação, γ.

3.5 Discussão dos Resultados

3.5.1 Aspectos da Localização

Figura 3.1: Cálculo numérico dos dois pontos da função auto correlação, de�nida como

C(r) = [1/(N − r)] ∗
∑N−r

n=1 xnxn+r. Vemos que à medida que γ é diminuído o processo OU

exibe um aumento do grau de correlação.
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Fonte: Autor, 2012.

A princípio, com o intuíto de comaparar algumas propriedades estatísticas da distri-

buição Ornstein-Uhlenbeck (OU), calcularemos a função auto-correlação (C(r) = [1/(N−
r)] ∗

∑N−r
n=1 xnxn+r) da sequência xn (ver Fig. 3.1). Vemos claramente que a função auto-

correlação decai mais lentamente quando γ é diminuído. Para γ >> 0 nós recuperamos

um processo aleatório descorrelacionado. Em seguida para calcular o comprimento de

localização dos autoestados, usaremos a técnica de matriz de transferência para uma ca-
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Figura 3.2: Comprimento de Localização λ versus ω2 para uma cadeia harmônica com uma

distribuição de massas desordenada (OU) tendo γ = 1.0, 5.0 e b = 0.25, 0.5, 0.75, 1.0. Cálculos

foram feitos usando N ≈ 108 e medidas algo em torno de 100 con�gurações de desordem.

Nossos cálculos indicam que para γ >> 0 a cadeia harmônica considerada aqui exibe compor-

tamento similar a uma cadeia harmônica com distribuição de desordem descorrelacionada.

(c,d) Comprimento de localização λ versus ω2 para uma cadeia harmônica com distribuição

desordenada de massas (OU) tendo γ = 0.1; 0.01 e b = 0.25, 0.5, 0.75, 1.0.
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Fonte: Autor, 2012.

deia com N massas (N ≈ 108). Neste método, �utuações estatísticas diminuem à medida

que multiplicamos as matrizes de transferência. Os dados �nalmente obtidos têm erros

estatísticos muito baixos (< 5%). Na Fig. 3.2 mostramos os dados para o comprimento

de localização λ versus a frequência quadrática ω2 para uma cadeia harmônica com dis-

tribuição desordenada de massas (OU) tendo γ = 1 e 5, e b = 0.25, 0.5, 0.75 e 1.0. Todos

cálculos foram realizados com 100 con�gurações distinitas de desordem. Para γ = 1 e

5 o comprimento de localização escala proporcionalmente ao tamanho do sistema (λ N)

apenas em ω = 0, indicando que o pulso de vibração se estende por toda ou parcialmente
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Figura 3.3: (a) Comprimento de localização λ versus ω2 para uma cadeia harmônica com

distribuição desordenada de massas (OU) tendo γ = 0.001 e b = 0.25, 0.5, 0.75, 1.0. b) De�ne

a escala de tamanho do comprimento de localização para γ = 0.001, b = 0.5 e ω2 = 0, 0.01

e 0.1, onde observamos que o comprimento de localização aumenta quando γ é diminuído,

contudo, apenas o modo de frequência nula continua sendo estendido.
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toda a cadeia, ou seja, os modos de vibração são estendidos. Para γ >> 0 nós obte-

mos resultados compatíveis com uma cadeia harmônica descorrelacionada padrão. Na

Fig. 3.2(c-d) e Fig. 3.3(a) mostramos resultados do comprimento de localização λ versus

a frequência quadrática ω2 para uma cadeia com uma distribuição desordenada de massas

(OU) tendo γ = 0.1, 0.01 e 0.001, e b = 0.25, 0.5, 0.75 e 1.0.

Em geral, podemos ver que o comprimento de localização é bem maior que no caso

anterior (isto é, Fig. 3.2). Contudo, apesar do comprimento de localização aumentar

quando γ é decrescido, apenas os modos de frequência nula continua sendo estendido. Na

Fig. 3.3(b) podemos observar, para γ = 0.001, uma análise de tamanhos �nitos para o

comprimento de localização. Os cálculos indicam que apenas em ω = 0 o comprimento

de localização diverge proporcional ao tamanho do sistema (λ(ω = 0) ∝ N). Alguns

autores têm considerando cadeias ternárias em um passado recente (28, 70, 71, 98). Em

geral, eles obtiveram modos estendidos no limite de b grande. Estudaremos aqui o possível

aparecimento de estados estendidos no mesmo limite. Consideraremos a região frequên-

cia não nula. Na Fig. 3.4 mostramos o comprimento de localização escalado λ/N para

ω2 = 0.25 versus b. Os cálculos foram feitos para γ = 0.001 e sistemas de N = 2 × 107

até 108 massas. Podemos ver claramente que em b ≤ 4.0 o comprimento de localização

escalado decresce quando o tamanho do sistema é aumentado; indicando assim, estados

localizados. Para b > 4.0 nós obtemos um colapso dos dados para o comprimento de

localização escalado. Esta característica é uma assinatura bem de�nida de modos vibra-

cionais estendidos. Estes resultados estão em bom acordo com cálculos realizados por
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Figura 3.4: a) Comprimento de localização escalado λ/N para ω2 = 0.25 versus b. Cálculos

foram feitos para γ = 0.001 e um sistema tendo de 2 × 107 até 108 massas. Podemos ver

claramente que em b ≤ 4.0 o comprimento de localização escalado decresce quando o tamanho

do sistema é aumentado, indicando assim, estados localizados. Para b > 4.0 todos os dados

coincidem, indicando modos vibracionais estendidos. b) Cálculos numéricos da intensidade

da desordem em um segmento com L0 massas. Para b > 4.0 o intensidade da desordem local

vai a zero; portanto, nossos cálculos indicam que o aparecimento da transição localização-

delocalização de Anderson obtida em (a), que é de fato uma transição de fase desordem-

ordem.
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outros pesquizadores (70, 71, 98) sobre o transporte em distribuições desordenadas terná-

rias com forte correlações de longo alcance. Vamos discutir aqui estes resultados com base

nas propriedades intrísecas da sequência ternária. Nós analizamos algumas propriedades

locais da distribuição de massas ternárias com desordem correlacionada. Calcularemos

então, o desvio padrão local ∆L0 de um segmento com L0 massas. O desvio padrão local

∆L0 é de�nido por

∆L0 = (
M∑
k=1

∆k,L0)/M, (3.23)

em que ∆k,L0 é dado por

∆k,L0 =

√√√√ n=kL0∑
n=(k−1)L0+1

(m2
n)/L0 − (

n=kL0∑
n=(k−1)L0+1

mn/L0)2, (3.24)

e M = N/L0. ∆L0 é uma medida do intensidade da desordem local em um segmento com

L0 massas. Na Fig. 3.4(b) plotamos ∆L0 versus b calculado usando as Eqs. 3.23 e 3.24

numa distribuição massas ternárias tendo γ = 0.001, 1.0 e N = 107 massas. ∆L0 decresce

subitamente quando o parâmetro b é aumentado. Em especial, para b > 4.0 o intensidade

da desordem local vai a zero. Portanto, a existência de estados estendidos em b > 4.0
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Figura 3.5: a) Comprimento de localização λ versus γ para b = 0.25, 0.5, 0.75 e 1.0. Nossos

resultados indicam que o comprimento de localização escala proporcionalmente a γ−0.5. b)

A quantidade efetiva de desordem na cadeia calculada usando a Transformada de Fourier

Integrada, (Integrated Fourier Transform (IFT )). Cálculos de IFT versus γ foram feitos

para b = 0.25, 0.5, 0.75, 1.0 e N = 226 massas. Nossos cálculos indicam que IFT ∝ γ0.25(2). O

comportamento de esccala de IFT associado com a dependência bem conhecida de λ coom

a quantidade de desordem corroborada aos resultados obtidos em (a), (ou seja, λ ∝ 1/W 2 ∝
1/(IFT )2 ∝ 1/γ0.5).
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não está relacionada ao grau de correlação, mas ao desaparecimento da desordem neste

limite. De fato, a transição de fase obtida em torno de b ≈ 4.0 não é uma típica transição

de Anderson, ela é uma transição entre uma topologia desordenada (b < 4.0)-ordenada

(b > 4.0). Para b > 4.0 o sistema se torna ordenado.

Na Fig. 3.5 nós estudamos a escala do comprimento de localização com o grau de

correlação γ. Nós plotamos λ versus γ para b = 0.25, 0.5, 0.75 e 1.0. Nossos resultados

indicam que o comprimento de localização escala proporcionalmente a γ−0,5 dentro do in-

tervalo de γ utilizado (γ = 10−7 até 0.1). Podemos compreender estes resultados usando

uma medida da desordem efetiva da rede. Seguindo as refs. (111, 112) consideraremos

a Transformada de Fourier Integrada (Integrated Fourier Transform (IFT)) de�nida por

IFT =
∫ kmax

0
mkdk onde mk representa a transformada de Fourier da distribuição de

massas mn. Em uma distribuição de massas rugosa (desordenada) com γ >> 0 teremos

uma grande intensidade de IFT , enquanto em uma estrutura mais regular com γ → 0 ob-

teremos um espectro de Fourier estreito e consequentemente um menor valor de IFT . Na

Fig. 3.5(b) plotamos IFT versus γ para b = 0.25, 0.5, 0.75, 1.0 e N = 226 massas. Nossos

cálculos indicam que IFT ∝ γ0,25(2). Vamos usar o comportamento de escala da Transfor-

mada de Fourier Integrada (IFT) e argumentos heurísticos para explanar a divergência do

comprimento de localização com γ obtido na Fig. 3.5(a). Têm-se como conhecido que, em

cadeias unidimensionais, o comprimento de localização diverge quando λ ∝ 1/W 2 ondeW
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é o grau de desordem. Desde que a Transformada de Fourier Integrada seja uma medida

qualitativa da desordem na rede, podemos escrever λ ∝ 1/W 2 ∝ 1/(IFT )2 ∝ 1/γ0,5; cor-

raborando assim ao comportamento de escala obtido na Fig. 3.5(a). Portanto, o aumento

de correlações na distribuição de massas decresce efetivamente a quantidade de desordem

na rede, e assim, promove o aumento do comprimento de localização.

3.5.2 Análise do Transporte de Energia

Figura 3.6: (a,b) Segundo momento escalado M2/t
κ(γ) como uma função do tempo para γ =

0.001, 0.01, 0.1, 1.0; b = 0.25, 0.5 e N = 250000 massas. O expoente do segundo momento κ varia
consideravelmente com γ. Para γ grande obtemos exatamente os mesmos resultados como
esperado para uma cadeia harmônica com desordem descorrelacionada κ ≈ 1.5 (62, 100, 108).
Contudo, quando o grau de correlação é aumentado, (isto é, γ → 0) a energia propagada se
torna mais lenta com κ < 1.0. Para compreender esta dinâmica lenta, mesmo na presença
de correlação dentro da distribuição de desordem, nos podemos focar no comportamento
de escala do comprimento de localização em torno da resonância no ínicio da banda (ω = 0).
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Apresentaremos agora nossos resultados sobre a propagação de energia em uma cadeia

harmônica com desordem correlacionada tipo Ornstein-Uhlenbeck. Introduzindo uma

excitação do tipo impulso inicial no centro da cadeia pn0(t = 0) = δn0,N/2 e qn = 0, e

realizamos a solução numérica das equações de Hamilton. Esta solução foi obtida usando o

método de Runge-Kutta de oitava ordem com passo de tempo∆t = 0.005 (ver com maiores

detalehes as ref. (73, 74, 75)). Para garantir a precisão numérica �zemos a veri�cação da

conservação de energia ao longo da integração. Na Fig. 3.6(a,b) plotamos o segundo

momento de energia escalado M2/t
κ(γ) como uma função do tempo para γ = 0.001, 0.01,

0.1, 1.0, b = 0.25, 0.5 e N = 250000 massas. Podemos observar claramente que κ varia

consideravelmente com γ. Para γ grande, obtemos exatamente os mesmos resultados

como esperado para a cadeia harmônica com desordem descorrelacionada κ ≈ 1.5 (62,

100, 108). Contudo, quando o grau de correlação é aumentado, (isto é, γ → 0) a energia

se propaga de forma mais lenta com κ < 1. Este regime subdifusivo entra em contraste
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Figura 3.7: Aqui plotamos o comprimentode localização versus ω2 no ínicio da banda. Os

cálculos foram realizados para N = 108 massas, γ = 0.01, 5.0 e b = 0.25, 0.5, 0.75, 1.0. Para

γ = 5.0 recuperamos uma cadeia com desordem descorrelacionada tendo λ ∝ ω−2. Este

resultado está em bom acordo com o comportamento superdifusivo do segundo momento

M2 ∝ t1.5 encontrado em (a,b). Além disso, para γ = 0.01 obtemos uma lenta divergência

para o comprimento de localização em torno ω = 0, concordando assim, com a lenta dinâmica

obtida em 3.6(a,b) para γ → 0.
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com a dinâmica encontrada em resultados passados (95, 100, 108, 107). O principal

ingrediente por trás dessa característica não intuitiva encontrada é o comportamento de

escala do comprimento de localização no ínicio da banda (ou seja em torno de ω = 0). No

estudo feito por Datta et al (62) foi demonstrado que a propagação da energia em cadeias

harmônicas desordenadas está fortemente ligado ao número de modos não espalhados

em torno da ressonância de frequência nula. O número de modos não espalhados tem

dependência com o comportamento de escala do comprimento de localização no ínicio da

banda. Os autores em (62) demonstraram que em uma cadeia harmônica com distribuição

de desordem descorrelacionada, a divergência padrão λ ∝ 1/ω2 promove uma propagação

superdifusiva da energia M2 ∝ t1.5. Além disso, eles também demonstraram que na

distribuição de desordem dímer de curto alcance, a divergência de λ com ω se torna mais

rápida e promovendo então, uma propagação quasi-balística . Neste trabalho obtemos

uma tendência oposta. Na Fig. 3.7 plotamos o comprimento de localização versus ω2 no

ínicio da banda. Os cálculos foram realizados para N = 108 massas, γ = 0.001, 5.0 e

b = 0.25, 0.5, 0.75, 1.0. Para γ = 5.0 recuperamos qualitativamente os resultados de uma
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cadeia harmônica aleatória descorrelacionada com λ ∝ ω−2. Este resultado concorda com

o comportamento superdifusivo do segundo momento de distribuição de energiaM2 ∝ t1.5

encontrado na Fig. 3.6 valores de γ grandes. Podemos perceber na Fig. 3.7, que em

γ = 0.01 existe uma divergência mais lenta para o comprimento de localização em torno

de ω = 0. De fato, não é uma tarefa fácil estimar exatamente o comportamento de escala

de λ com ω no caso fortemente correlacionado. Contudo, ele é claramente mais lento que

1/ω2. Este resultado está de acordo com a dinâmica subdifusiva obtida na Fig. 3.6 para

γ → 0.

Neste capítulo estudamos numericamente as propriedades de transporte em cadeias

clássicas com distribuição de desordem ternária correlacionada. Nossos resultados mostra-

ram que a presença de correlações favorece o crescimento do comprimento de localização

entretanto não é su�ciente para promover o aparecimento de estados estendidos. Além

disso, o tipo de correlação considerada muda o comportamento de escala do comprimento

de localização na região de frequências baixas. Esta mudança tem consequências drásticas

sobre o �uxo de energia. Outro aspecto interessante é a natureza da transição de fase

encontrada no limite de b >> 0. Enquanto alguns autores na literatura (70, 71, 98)

a�rmaram ter encontrado indícios de uma transição de Anderson, nossos cálculos indicam

que a cadeia ternária desordenada converge para uma cadeia pura neste limite.
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CONCLUSÃO

Inicialmente estudamos os aspectos de localização de um sistema unidimensional com

distribuição de desordem diagonal contendo função de correlação exponencial. O grau de

correlação foi controlado pelo comprimento de correlação ζ. Para ζ = 0, recuperamos

o modelo de Anderson com uma distribuição de desordem diagonal não correlacionada.

Para 0 < ζ <∞, geramos uma distribuição de desordem com correlações de curto alcance.

Ao considerar a propagação de uma função de onda em longos tempos, foi calculado o

maior comprimento de localização dentro do pacote de ondas. Além disso, foi aplicada

uma técnica de renormalização com base na equação de Dyson para os elementos de fun-

ção de Green, com o intuíto de estimar o comprimento de localização no centro da banda.

Os resultados obtidos com os dois formalismos distintos estão de acordo com a precisão

numérica utilizada. É importante observar que a estimativa de comprimentos de locali-

zação maiores se baseia na propagação do pacote de ondas em longos tempos, apesar de

ter maior custo computacional, é uma boa técnica para estudar os aspectos do compri-

mento de localização em sistemas de alta dimensão. Dentro do contexto de modelos que

tenham distribuição de desordem exponencialmente correlacionada, os resultados indicam

que essas correlações não modi�cam drasticamente a divergência do comprimento de loca-

lização com a intensidade de desordem (1/∆2). Além disso, usando uma análise de escala

�nita, previmos que o comprimento de localização, apesar ser grande, tem valor �nito

no limite termodinâmico. Nossos resultados estão qualitativamente em discrepância com

estudos prévios sobre modelos com desordem diagonal e correlações expoenciais (90, 91).

Entretanto, uma comparação quantitativa de nossos resultados com os estudos feitos nas

referências (90, 91) é complicada, pois, os supracitados autores utilizaram uma técnica

pertubativa que exige desordem fraca, um limite pouco viável para nossa metodologia,

visto que, as técnicas utilizadas neste trabalho se aplicam também à desordem forte.

Adicionalmente, foi investigada a divergência do comprimento de localização com o com-

primento de correlação. Para fraca desordem (∆ < 0.5), o comprimento de localização é

proporcional a ζ3. Nossos resultados foram limitados em fraca desordem para o limite de

baixo comprimento de correlação ζ < 20. Para analisar em detalhes a escala de ζ >> 20
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no âmbito de fraca desordem, seria necessário considerar um sistema de tamanho N que é

muito maior do que nosso limite computacional (N >> 108 sítios). Para forte desordem e

pequenos comprimentos de correlação, o grau de localização aumenta também de maneira

cúbica com ζ. No entanto, para uma escala intermediária do comprimento de correlação,

devido a efeitos drásticos da desordem local, o comprimento de localização aparentemente

satura em um valor limite menor que o tamanho do sistema. Para um grande compri-

mento de correlação, a desordem local deve decrescer subtamente, e o comprimento de

localização retorna a aumentar. Nossos resultados mostram uma relação entre as propri-

edades locais da distribuição de desordem e os aspectos de localização. A presença de

correlação na distribuição de desordem pode ser compreendida como uma suavização da

desordem em um segmento �nito da rede. Esta suavização pode ser diretamente medida

monitorando a intensidade da desordem local.

Em um outro enfoque, �zemos um estudo sobre uma cadeia harmônica ternária, com

uma distribuição de massas Ornstein-Uhlenbeck. A distribuição de massas ternária de-

sordenada foi gerada a partir de um mapeamento do processo Ornstein-Uhlenbeck corre-

lacionado em uma sequência de três valores diferentes. A probabilidade de encontrar cada

valor é controlada por um parâmetro b �xo. O grau de correlação no processo Ornstein-

Uhlenbeck é controlado pelo parâmetro γ. Para γ grande recuperamos uma sequência

aleatória descorrelacionada e para γ → 0 a sequência mostra correlações de longo alcance.

Analisamos as propriedades de localização do modelo acima utilizando basicamente dois

formalismos numéricos: solução numérica das equações de Hamilton e formalismo de ma-

triz de transferência. Os nossos resultados indicam que a distribuição de massas ternária

correlacionada considerada aqui, não promove o aparecimento de novos modos estendi-

dos. Encontramos uma aparente transição de Anderson para b > 4, no entanto, usando

cálculos de desordem local na distribuição desordenada de massas, demonstramos nume-

ricamente que este modelo de fato apresenta uma transição desordem-ordem para b > 4.

Portanto, a quantidade de desordem deve desaparescer neste limite. Também calcula-

mos o comportamento de escala do comprimento de localização com o grau de correlação

γ. Usamos uma análise de Fourier que explica em detalhes o comportamento de escala

encontrado (λ ∝ γ−0.5). Além disso, obtemos a dinâmica de energia para esta cadeia

clássica. Nossos resultados indicam que este tipo de correlação promove um transporte

de energia mais lento. Nós discutimos esta questão com base no número de modos não

espalhados no ínicio da banda. Esperamos com este trabalho, avançar sobre a linha de

pesquisa presente nestes capítulos de estudo, vinculando as técnicas compreendidas aqui,

a novos problemas.

De modo geral, observamos que em sistemas que tenham correlações exponenciais

na distribuição de desordem, apresentam apenas estados localizados, de tal maneira que

estas correlações locais tem pouco efeito sobre as propriedades eletrônicas em dimensão
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baixa. Já em sistemas harmônicos com desordem ternária correlacionada seguindo o pro-

cesso OU, observamos a ausência de estados estendidos de frequência alta. E ainda que,

as transições metal-isolante encontradas previamente na literatura para este tipo de de-

sordem correlacionada, segundo a presente análise não existem. Notamos também que

o transporte de energia em sistemas harmônicos com desordem correlacioanda OU pode

inclusive ser mais lento, que a ausência de correlação. Através deste estudo, temos como

perspectivas, complementar a análise da cadeia harmônica ternária através de técnicas

de DOS. Utilizar o processo OU em uma cadeia eletrônica. E então, através das téc-

nicas analíticas e numéricas conhecidas, estudar outros problemas nessa mesma linha de

pesquisa.
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