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Resumo

Neste trabalho vamos nos onentrar sobre o efeito da anarmoniidade em uma rede

lássia não-periódia. Estudamos numeriamente a ompetição entre as onstantes de

mola harm�nias aperiódias om poteniais quadrátios não-lineares. Para produzir a

distribuição da onstante de mola aperiódia, utilizou-se uma função senoidal uja fase

varia omo uma lei de potênia, φ ∝ nν , onde n é a posição ao longo da adeia. Na

ausênia de aoplamento anarm�nio foi demostrado numeriamente a existênia de es-

tados estendidos e propagação de energia livre para o grau su�iente de aperiodiidade.

Os álulos foram feitos usando o formalismo da matriz de transferênia, diagonaliza-

ção exata e solução numéria das equações de Hamilton. Nossos resultados indiam a

presença de soluções estáveis de sólitons para o grau su�iente de aperiodiidade ν < 1.

No limite pseudo-aleatório ν > 1, nossos álulos indiam a presença de omportamento

solit�nio instável. O �uxo de energia em ambos regimes foi onsiderado.

Palavras-have: Cadeias Harm�nias. Anarm�nio. Modos Vibraionais. Aper-

iódio. Sólitons.



Abstrat

In this work we fous on the e�et of anharmoniity on non-periodi lassial latties.

We study numerially the ompetition between aperiodi harmoni spring onstats with

nonlinear quarti potentials. To produe an aperiodi distribution spring onstats, it

was used sinusoidal funtions whose phase vary as a power-law, φ ∝ nν , where n labels

the positions along the hain. In the absene of unharmoni oupling we numerially

demonstrated the existene of extended states and free energy propagation for su�ient

degree of apperiodity. Calulations were done by using transfer matrix formalism, ex-

at diagonalization and numerial solution of Hamilton equations. By using numerial

solutions of Hamtilton's equations, we onsider the e�et of nonlinear terms in the Hamil-

tonian. Our results indiate thet presene of stable soliton solutions for su�ient degree

of apperiodiity ν < 1. In the pseudorandom limit ν > 1, our alulations indiated the

presene of unstable solitoni behavior. The energy �ux in both regime was onsidered.

Keywords: Cadeias Harm�nias, Anarm�nio, Aperiódio, Modos Vibraionais,

Sólitons.
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Capítulo 1

Vibrações em Cadeia Harm�nia

1.1 Introdução

O estudo da interação entre a desordem e a não-linearidade é de grande importân-

ia no ampo da físia da matéria ondensada. Por exemplo, a loalização dos modos

vibraionais em sistemas de baixa dimensionalidade om desordem não orrelaionada é

um resultado bem estabeleido om diversas onsequênias sobre o transporte de alor.

Por outro lado, a presença de poteniais não harm�nios representa uma mudança om-

pleta nas propriedades meânias, óptias e eletr�nias. Dentro do ontexto de modos

vibraionais em sistemas não lineares, um dos efeitos mais importantes é a existênia de

sólitons [1�3℄. Um dos prinipais estudos sobre transporte de energia em adeias não

lineares foi o trabalho de Fermi-Pasta-Ulam (FPU) [4℄. FPU onsideraram uma adeia

de osiladores não lineares e estudaram a redistribuição de energia entre os modos. Com

esse trabalho hegou-se à desoberta dos fen�menos de reorrênia de exitação expliada

mais tarde omo manifestação de sólitons. O transporte de energia em sistemas não lin-

eares tem reebido até hoje uma forte atenção pela omunidade ientí�a [5�11℄. Neste

trabalho de dissertação estamos interessados em estudar a ompetição entre a ausênia

10



1.2. Aproximação Harm�nia 11

de periodiidade e a presença de potenias não harm�nios.

1.2 Aproximação Harm�nia

Em um sólido, as interações entre os átomos se dão por meio das ligações químias

existentes entre os mesmos [12; 13℄. Vamos onsiderar que ada átomo apresente uma

dada posição de equilíbrio |~r| = r0; esta posição orresponde ao mínimo da energia

potenial at�mia U(~r). A aproximação harm�nia para a vibração do átomo no entorno

de sua posição de equilíbrio é obtida om a hipótese de ser pequena a amplitude da

osilação, ou seja, pequenos valores |u| = |r−r0| << r0. Portanto a sua energia potenial

pode ser obtida expandindo-se em uma série de Taylor:

U(u) = U(0) +

(

dU

du

)

u=0

u+
1

2

(

d2U

du2

)

u=0

u2
+

1

6

(

d3U

du3

)

u=0

u3
+ ... (1.1)

O primeiro termo da equação (1.1), de ordem zero, é uma onstante, e não desem-

penha qualquer papel na dinâmia at�mia. A primeira derivada deve ser nula, uma vez

que na posição de equilíbrio, U(u) assume um valor mínimo, ou seja:
[(

dU
du

)

u=0
= 0
]

. Os

termos de ordem mais alta são desprezíveis para pequenos desloamentos. Desta forma,

a energia de interação é dada pela seguinte forma:

U(u) ⋍ U(0) +
1

2
Cu2

(1.2)

Onde C =

(

d2U
du2

)

u=0
. O termo 1

2Cu
2 na equação (1.2) representa a energia potenial

harm�nia que está assoiada à resultante das forças que atuam no átomo e é de�nida

pelo gradiente de energia potenial

Instituto de Físia - UFAL



1.2. Aproximação Harm�nia 12

F = −
(

dU

du

)

u=0

= −Cu. (1.3)

Observa-se que essa força é do tipo Lei de Hooke. Esta aproximação de primeira or-

dem desenvolvida anteriormente é onheida omo aproximação harm�nia. A equação

(1.2) orresponde à expressão da energia potenial de um osilador harm�nio em uma

dimensão. No aso para pequenos desloamentos em torno da posição de equilíbrio, os

átomos se omportam omo duas massas ligadas por uma mola, portanto numa primeira

aproximação uma rede ristalina pode ser modelada por uma adeia de osiladores har-

m�nios. Para uma expressão mais geral, uma rede ristalina tridimensional, em um

sistema de oordenada xyz a energia potenial toma a seguinte forma:

U(~u) ≃ U(0) +
1

2
Cxxu

2
x +

1

2
Cyyu

2
y +

1

2
Czzu

2
z, (1.4)

onde U(u) é determinada pela energia total de um sistema formado por três osiladores

harm�nios independentes, om onstantes elástias, Cxx, Cyy e Czz.

No aso da energia potenial ser quadrátia, eq. (1.2), a força resultante exerida

entre os átomos é linear ao desloamento, eq. (1.3). Em muitos asos, mantendo-se a

temperatura baixa, pode-se usar apenas a energia potenial harm�nia; os termos de

ordem superior, ou termo anarm�nios, em geral são mais importantes em temperatura

alta.

1.2.1 Modos Vibraionais de um Cadeia Monoat�mia

Um ristal monoat�mio unidimensional onsiste num onjunto de átomos idêntios,

om movimentos de osilação em torno da posições de equilíbrio, espaçados entre si om

Instituto de Físia - UFAL



1.2. Aproximação Harm�nia 13

Figura 1.1: Modelo de um ristal em uma estrutura de adeia linear monoat�mio. (A)

os átomos nas posições de equilíbrio, e (B) os átomos desloados pela passagem de uma

onda longitudinal.

Fonte:(Blakemore,1985)

uma distânia a, hamada de parâmetro da rede ristalina unidimensional, representada

na �gura (1.1).

A força que o átomo r + p exere sobre o r-ésimo átomo em um dado instante, om

a aproximação harm�nia, é proporional á diferença ur+p − up. A resultante das forças

que todos os átomos exerem sobre ele é determinada por:

Fr(t) =

∑

p

Cp[ur+p(t) − ur(t)]; (1.5)

onde p = ...,− 2,− 1,0,+ 1,+ 2,.. é o índie que omputa a ontribuição de ada átomo

Instituto de Físia - UFAL



1.2. Aproximação Harm�nia 14

da adeia linear para essa força resultante, e Cp é a onstante de força entre os átomos

separados por uma distânia p.

De aordo om a segunda Lei de Newton, essa força é igual à massa, m, do átomo

em estudo, multipliado pela sua aeleração que é dada por ar(t) =
d2ur(t)

dt2
. Dessa forma,

obtem-se a equação de onda para meios ristalinos.

m
d2ur(t)

dt2
=

∑

p

Cp[ur+p(t) − ur(t)]. (1.6)

Considerando, somente os modos de propagação (om freqüênia angular w e o vetor

de onda ~k) em uma adeia linear, pode se enontrar as soluções para ur(t) através de

ondas planas a saber:

ur(t) = u0exp[i(rka− wt)], (1.7)

substituindo esta função em (1.6), obtem-se:

−mw2ur(t) =

∑

p

Cpur(t)[e
ipka − 1]. (1.8)

Esta relação pode também ser esrita omo:

−mw2ur(t) =

∑

p+

Cpur(t)[e
ip+ka − 1] +

∑

p
−

Cpur(t)[e
ip

−
ka − 1]; (1.9)

onde p+ = 0,+1,+2,+3,... e p− = ...,−3,−2,−1. Considerando a simetria de translação,

Cp+
= Cp

−

, e também p = p+ = −p−, pode-se reesrever a equação (1.9) na forma:

Instituto de Físia - UFAL



1.2. Aproximação Harm�nia 15

−mw2ur(t) =

∑

p>0

Cpur(t)[e
ipka

+ e−ipka − 2]; (1.10)

substituindo a identidade eipka
+ e−ipka

= 2 cos pka e anelando o termo ur(t) de ambos

os membros, temos a relação de dispersão para os ristais unidimensionais. Esta relação

relaiona w om o vetor de onda ~k .

w2
=

2

m

∑

p>0

Cp(1 − cos pka); (1.11)

utilizando a identidade cos pka = 1 − 2 sin
2
(

pka
2

)

, a relação toma a seguinte forma:

w2
=

4

m

∑

p>0

Cp sin
2

(

pka

2

)

. (1.12)

Da equação (1.11), onde os pontos de máximo dessa relação de dispersão oorrem

quando dw2

dk = 0, ou seja:

dw2

dk
=

2

m

∑

p>0

paCp sin pka = 0, (1.13)

para que a igualdade da equação (1.14) seja satisfeita, é neessário que o vetor de onda ~k

assuma valores: ±π/a, que são os limites da primeira zona de Brillouin, onde sin pka =

sin pπ = 0.

Considerando interações somente entre os primeiros vizinhos, isto é, p se restringe a

±1, a equação (1.12) torna-se:

w2
=

4C

m
sin

2 ka

2
; w = ±wm| sin ka

2
|, (1.14)

onde wm = 2

√

C/m, é a frequênia máxima permitida para as vibrações longitudinais

Instituto de Físia - UFAL



1.2. Aproximação Harm�nia 16

Figura 1.2: Relação de dispersão para as vibrações num ristal monoat�mio unidi-

mensional, onsiderando interações somente entre os primeiros vizinhos. O intervalo

−π/a ≤ k ≤ π/a orresponde à primeira zona de Brillouin [14℄.

Fonte:(Blakemore,1985)

numa adeia monoat�mia. O sinal ± da equação (1.14) india a direção de propagação

da vibração, onde a onda se propaga tanto para direita ou para esquerda. o movimeto

em qualquer ponto é periódio no tempo [14℄.

A relação de dispersão da equação (1.14) orresponde ao hamado modo aústio de

vibração para a propagação de ondas longitudinais em uma estrutura linear monoat�mia,

onsiderando apenas as interações entre os primeiros vizinhos. Na �gura (1.2) nos mostra

o grá�o da frequênia w em função do vetor de onda ~k, onde destaa-se a região −π/a ≤

k ≤ π/a, que orresponde à primeira zona de Brillouin do ristal.

Uma das prinipais araterístias das relações de dispersão em meios ristalinos

unidimensionais (1.11), é o fato de w ser uma função periódia do vetor de onda ~k, de

período 2π/a, ou seja,

Instituto de Físia - UFAL



1.2. Aproximação Harm�nia 17

w

(

k +
2π

a

)

= w(k). (1.15)

Da eq. (1.7), a razão entre dois desloamentos suessivos é dada por:

ur+1

ur
=
u0e

i(r+1)ka

u0eirka
= eika

; (1.16)

o intervalo de −π 6 ka 6 π, obre todos os valores �siamente possíveis para o vetor

de onda ka [15℄. Deste modo, basta onheer a função w(k), sendo esta ompletamente

de�nida no intervalo

k ∈
[

−π
a
,+

π

a

]

. (1.17)

Este intervalo orresponde à primeira zona de Brillouin [12; 13℄.

Os valores de k na fronteira da primeira zona de Brillouin estão assoiados à ondas

estaionárias. De fato, quando k = ±π/a o desloamento torna-se:

ur = u0e
±irπ

= u0(−1)
r. (1.18)

Da equação aima onlui-se que os átomos da rede movem-se em fases opostas, ou seja,

a onda não se propaga nem para a direita nem para a esquerda, independentemente de r

ser um número par ou um número ímpar. Logo, a equação (1.18) representa uma onda

estaionária e não uma onda progressiva. Então, no limite da primeira zona de Brillouin,

k = ±π/a, esta situação é análoga à re�exão de Bragg dos raios X [13; 14℄. Deste

modo, quando a ondição de Bragg for satisfeita, a onda sofre re�exões suessivas para

frente e para trás produzindo uma onda estaionária. Assim, pela ondição de Bragg

Instituto de Físia - UFAL



1.2. Aproximação Harm�nia 18

2d sin θ = nλ, no limite da primeira zona de Brillouin pode-se de�nir que θ = π/2, d = a,

k = 2π/λ e n = 1, de modo que λ = 2a

Limite Contínuo

No limite ontínuo, isto é, para longos omprimentos de onda, temos que λ >> a ou

pka << 1. Lembrando que k = 2π/λ, onsequentemente sin
2 pka ∼= (pka/2)

2, de modo

que a relação de dispersão da equação (1.12) pode ser esrita omo:

w2
= k2





a2

m

∑

p>0

p2Cp



 . (1.19)

Assim, a relação de dispersão w(k), no limite de grandes omprimentos de onda, é

diretamente proporional ao vetor de onda k. Este resultado de�ne a relação de ondas

meânias em meios ontínuos, que são determinadas por w = vk. Considerando apenas

as interações entre primeiros vizinhos, p = 1, w(k) é determinado por:

w(k) = 2

√

C

m

∣

∣

∣

∣

ka

2

∣

∣

∣

∣

= a

√

C

m
|k|. (1.20)

Ao analisar a veloidade de um paote de onda, de�nida omo vg = ~▽kw(k), que se

propaga na adeia monoat�mia linear tem-se

vg = ~▽kw(k) =
dw

dk
= a

√

C

m
cos

ka

2
. (1.21)

Através do áulo da veloidade de grupo, pode-se onstatar o apareimento de ondas

estaionárias para k = ±π/a, onde vg = 0. No limite ontínuo, veri�a-se das expressões

(1.20) e (1.21), que a frequênia angular w é diretamente proporional ao módulo do vetor

de onda, |~k|, o que é equivalente a dizer que a veloidade de propagação da vibração é

Instituto de Físia - UFAL



1.2. Aproximação Harm�nia 19

independente da fequênia. Por este motivo as veloidades de fase (vf = w/k) e de

grupo (vg = dw/dk) das ondas são equivalentes. Então, para o limite ontínuo podemos

esrever:

vg = vf ≈ a

√

C

m
. (1.22)

Dedução da Constante de Força

A partir do álulo da função de dispersão w(~k) pode-se determinar a onstante de

força efetiva entre os átomos.

A onstante de força Cp é determinada multipliando ambos os membros da equação

(1.11) por cos rka, onde r é um inteiro, e integrando sobre o intervalo de valores inde-

pendentes de k, de modo que:

m

∫ π/a

−π/a
dkw2

cos rka = 2

∑

p>0

Cp

∫ π/a

−π/a
dk(1 − cos pka) cos rka. (1.23)

A integral da direita se anula, exeto para p = r. Logo tem-se que,

2

∑

p>0

Cp

∫ π/a

−π/a
dk(1 − cos pka) cos rka = −2π

Cp

a
, (1.24)

resultando em:

Cp = −ma
2π

∫ π/a

−π/a
dkw2

cos pka. (1.25)

A onstante Cp orresponde à transformada de Fourier da relação de dispersão w2
(K).

Instituto de Físia - UFAL



1.2. Aproximação Harm�nia 20

Essa relação é válida apenas para redes monoat�mias [16; 17℄.

1.2.2 Modos Vibraionais de uma Cadeia Diat�mia

Numa desrição lássia, usamos as equações de movimento de Newton para o movi-

mento vibratório dos átomos nos sólidos diat�mios unidimensionais. Os aspetos de

relação de dispersão de f�nons são evideniados quando da onsideração de bases om

dois ou mais átomos, tais omo as estruturas de NaCl ou do diamante, ambos om dois

átomos por élula primitiva [13℄. Para ada direção de propagação de ondas, a relação

de dispersão w versus k desenvolve dois ramos onheidos omo aústio e óptio. Con-

sequentemente, os modos de vibraionais se desdobram em longitudinal e transversal.

Consideremos uma rede unidimensional om dois átomos om massas m1 e m2 situ-

ados em planos paralelos e alternados entre si, omo é mostrado na �gura (1.3), onde

assume-se que a onstante de força elástia C é a mesma para todos os pares de átomos e

que o parâmetro da rede na direção perpendiular aos planos onsiderados seja a, Nesse

aso, para ada plano que ontém apenas um tipo de átomo, a onda se propaga na mesma

direção do desloamento dos átomos.

Os desloamentos em relação às posições de equilíbrio são un e vn para os átomos na

posição n, ujas massas são m1 e m2, respetivamente. Analogamente ao aso da adeia

monoat�mia linear, é possível desenvolver as equações de movimento para ada um dos

átomos, omo segue:

m1
d2un

dt2
= C(vn + vn−1 − 2un); (1.26)

m2
d2vn

dt2
= C(un+1 + un − 2vn). (1.27)

Cada par de átomos tem um modo normal representado por uma onda plana sim-
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Figura 1.3: Cadeia ristalina diat�mia linear om átomos de massas m1 e m2 ligadas

pela onstante de força C entre os planos adjaentes, onde o espaçamento entre dois

planos indêntios é de�nido por a.

Fonte:(Kittel, 2006)

ilar a da equação (1.7), mas om diferentes amplitudes u e v para ambos os átomos,

determinada por:

un = uexp(inka− iwt); (1.28)

vn = vexp(inka− iwt). (1.29)

Deste modo as equações (1.26) e (1.27) assumem a forma:

(2C −m1w
2
)u− Cv[1 + exp(−ika)] = 0; (1.30)

(2C −m2w
2
)v − Cu[exp(ika) + 1] = 0. (1.31)

Dadas as equações (1.30, 1.31) podemos esrevê-las na forma matriial:
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2C −m1w
2 −C(1 + e−ika

)

−C(1 + eika
) 2C −m2w

2













u

v






=







0

0






. (1.32)

A solução não trivial das equações difereniais aopladas é obtida da ondição de que

o determinante da matriz, ujos oe�ientes são u e v, seja nulo:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2C −m1w
2 −C(1 + e−ika

)

−C(1 + eika
) 2C −m2w

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0. (1.33)

ou seja

m1m2w
4 − 2C(m1 +m2)w

2
+ 2C2

(1 − cos ka) = 0. (1.34)

Esta equação do segundo grau (em w2) admite duas soluções dadas pela seguinte ex-

pressão:

w2
=

C

m1m2

[

(m1 +m2) ± (m2
1 +m2

2 + 2m1m2 cos(ka))1/2
]

. (1.35)

A equação (1.35) orresponde à relação de dispersão para a adeia diat�mia linear. Com

isso, podemos analisar alguns asos limites para esta relação de dispersão.

Primeiro aso limite:

Considerando valores pequenos, ka << 1, pode-se esrever a expansão de Taylor,
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cos(ka) ∼= 1− 1
2k

2a2
+ .... Ao substituir esta expansão na relação de dispersão dada pela

equação (1.35), obtém-se:

w2
=

C

m1m2

[

(m1 +m2) ± (m1 +m2)

(

1 − m1m2k
2a2

(m1 +m2)
2

)1/2
]

; (1.36)

Onde o termo m1m2k2a2

(m1+m2)2
da equação (1.36) é bastante pequeno, desta forma pode-se usar

a expansão em série de Taylor (1 − x)n ≈ 1 − nx+ ..., obtendo:

w2
=

C

m1m2

[

(m1 +m2) ± (m1 +m2)

(

1 − 1

2

m1m2k
2a2

(m1 +m2)
2

)]

. (1.37)

A existênia do sinal (±) na equação (1.37) permite esrever duas relações de dispersão,

uma para o sinal negativo e outra para o sinal positivo. Da relação de dispersão om o

sinal negativo, obtém-se:

w2
− =

C

2

k2a2

(m1 +m2)
. (1.38)

Esta relação de dispersão é hamada de Modo Aústio de Vibração. Nesta solução os

átomos movem-se juntos produzindo as vibrações aústias de longos omprimentos de

onda.

Ao analisar a relação de dispersão om sinal positivo, partindo da equação (1.37),

eontra-se:

w2
+ =

2C(m1 +m2)

m1m2

[

1 − 1

4

m1m2k
2a2

(m1 +m2)
2

]

, (1.39)
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onde o termo 1
4

m1m2k2a2

(m1+m2)2
da equação (1.39) pode ser desprezado, pois ka << 1. Deste

modo, temos:

w2
+ = 2C

[

1

m1
+

1

m2

]

. (1.40)

Esta relação de dispersão é hamada de Modo Óptio de Vibração. Nesta frequênia

os átomos om massas diferentes vibram uns ontra os outros, aso eles tenham argas

elétrias opostas é possível exitar este movimento através do ampo elétrio de uma

onda luminosa.

Segundo aso limite:

Dentro da primeira zona de Brillouin o vetor de onda ~k pode variar dentro do intervalo

π/a ≤ k ≤ π/a. Deste modo, analisando o omportamento da relação de dispersão dada

pela equação (1.35) no limite da primeira zona de Brillouin temos que:

w2
=

C

m1m2
[(m1 +m2) ± (m1 −m2)]. (1.41)

Da mesma forma que no primeiro aso limite, pode-se enontrar uma relação de

dispersão om sinal negativo e outra om sinal positivo. A relação de dispersão om

sinal negativo e positivo é determinada por:

w2
− =

2C

m1
; w2

+ =
2C

m2
. (1.42)

Conlui-se que para a relação de dispersão de uma adeia diat�mia linear a frequên-
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ia w− orresponde ao Modo Aústio de Vibração e a frequênia w+ orresponde ao

Modo Óptio de Vibração. Através dos resultados obtidos nos dois asos limites, pode-se

onstruir o grá�o da relação de dispersão determinada pela expressão (1.35).

Na �gura (1.4) é mostrada a urva de dispersão da rede diat�mia. Entre os dois

ramos se enonta uma faixa de frequênia que não tem solução para k real. Esta faixa é

onheida omo band gap [13℄.

Figura 1.4: Relação de dispersão para a propagação de uma onda longitudinal em uma

adeia diat�mia linear, para m1 > m2. O ramo inferior é o ramo aústio e o ramo

superior é hamado de ramo óptio.

Fonte:(Ashroft,1976)

A �gura (1.5) ilustra os modos vibraionais transversais de movimento dos átomos

na adeia diat�mia linear [12; 13℄. O movimento de vibração dos átomos aontee

numa direção perpendiular ao vetor de onda ~k da onda progressiva de f�nons. Por este

motivo, os dois modos normais de vibração são hamados de transversais, Modo Óptio

Transversal (TO) e Modo Aústio Transversal (TA). Além destes modos transversais

de vibração, existem também os modos longitudinais de vibração, onheido omo Modo
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Figura 1.5: O movimento vibraional dos átomos em uma adeia diat�mia linear. (a)

representa o modo óptio transversal (TO), o qual possui a frequênia w+. (b) representa

o modo aústio transversal (TA), o qual possui a frequênia w−.

Fonte:(Ashroft,1976)

Aústio Longitudional (LA) e Modo Óptio Longitudional (LO). Nos modos vibraionais

longitudinais, o movimento de vibração dos átomos aontee na mesma direção do vetor

de onda ~k da onda progressiva de f�nons.

A lassi�ação dos modos de vibração em ramos aústio e óptio pode ser estendido

a um sólido tridimensional om base diat�mia. Para ada valor de ~k existem 3p modos

normais de vibração, onde p é o número de átomos que estão na base ou élula primitiva

do ristal. Sendo que, deste total de modos normais (3p), 3 são modos aústio e (3p−3)

ramos óptios [12℄. O número de ramos é função da quantidade de graus de liberdade dos

átomos. Considerando N élulas primitivas e p átomos por élula, ou seja, pN átomos

no ristal, e tendo ada átomo três graus de liberdade, um para ada direção x, y e z,

obtém-se um total de 3pN graus de liberdade para os átomos do ristal. O número de

ramos para ada grau de liberdade é distribuído da seguinte forma:

N modos aústios longitudionais

2N modos aústio transversais
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(p− 1)N modos óptios longitudinais

2(p− 1)N modos óptios transversais

1.3 Transporte de energia em Cadeia Harm�nia: Formal-

ismo Hamiltoniano

Considerando uma adeia harm�nia unidimensional de N massas, no qual pode-se

esrever o Hamiltoniano lássio de uma adeia harm�nia omo H =
∑N

n=1 hn(t), onde

a energia hn(t) de massa no sítio (n) é determinada por:

hn(t) =
p2

n

2mn
+

1

4
[βn(qn+1 − qn)

2
+ βn−1(qn − qn−1)

2
]. (1.43)

Os termos pn representa o momento e o qn é o desloamento do átomo n ao longo da

adeia om relação a sua posição de equilíbrio. As equações de movimento para pn e qn

podem ser obtidas a partir das equações de Hamilton determinada abaixo:

ṗn(t) = −∂H
∂qn

= βn(qn+1 − qn) − βn−1(qn − qn−1);

q̇n(t) =
∂H

∂pn
=
pn(t)

mn
. (1.44)

Aqui deve-se onsiderar β = βn = βn−1, que determina a onstante de força. A sua

frequênia máxima de f�nons é dado por Ω
2
D = 4β/mn [1℄. Introduz-se algumas variáveis

adimensionais:
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Pm = pn/mnΩD, Qm = qn,

τ = ΩDt. (1.45)

Pode-se determinar da equação (1.43) a evolução espaial e temporal da energia de

vibrações da rede, loalizada no entro do sítio, que pode ser desrita pela densidade de

energia Em(t) =
hn(t)
mnΩ2 da seguinte forma:

Em(t) =
P 2

m

2
+

Ω
2
D

16
[(Qm+1 −Qm)

2
+ (Qm −Qm−1)

2
]. (1.46)

Para determinar a diagonalização do Hamiltoniano da eq. (1.43) partindo da oor-

denadas normais (Qk,Pk) obtem-se:

Qm =

∑

k

µm(k)Qk, (1.47)

Pm =

∑

k

µ∗m(k)Pk; (1.48)

onde os autovetores µm(k) onstituem um sistema de ortonormal ompleto determinado

da seguinte forma:

µm(k) =
1

√

(N + 1)
exp

(

i
2π

N + 1
km

)

, k = 0,± 1,± 2,± 3,...,±N/2 (1.49)

o Hamiltoniano diagonalizado é da seguinte forma H =
1
2

∑

k[PkP
∗
k + Ω

2
kQkQ

∗
k], onde
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Ω
2
k = Ω

2
D sin

2
(πk/(N+1)) é a relação de dispersão [18℄. A dinâmia do sistema das oor-

denadas normais (Qm, Pm) em termos das ondições iniiais é determinda por Hamilton-

Heisenberg da seguinte forma:

Qk(t) = Qk(0) cos Ωkt+ Ω
−1
k P ∗

k (0) sin Ωkt, (1.50)

Pk(t) = Pk(0) cos Ωkt− ΩkQ
∗
k(0) sin Ωkt, (1.51)

onde pode-se de�nir a evolução temporal das oordenadas originais partindo da equação

(1.47 e 1.48) obtem-se as seguintes expressões

Qm =

∑

n

Qn(0)

∑

k

µm(k)µ∗n(k) cos Ωkt+

∑

n

Pn(0)

∑

k

µm(k)µ∗n(k)Ω−1
k sin Ωt, (1.52)

Pm =

∑

n

Pn(0)

∑

k

µm(k)µ∗n(k) cos Ωkt−
∑

n

Qn(0)

∑

k

µm(k)µ∗n(k)Ωk sin Ωt. (1.53)

A partir dessas equações pode-se de�nir que:

Qm =

∑

n

Qn(0)S(1)
mn(t) +

∑

n

Pn(0)S(2)
mn(t) (1.54)

Pm =

∑

n

Pn(0)S(1)
mn(t) −

∑

n

Qn(0)S(3)
mn(t), (1.55)

onde essa expressão determina a propagação de energia espaial para qualquer ondição

iniial. Com isso, utilizando as funções de Bessel [19℄ pode-se determinar os valores de
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S
(1)
mn(t), S

(2)
mn(t) e S

(3)
mn(t) da seguinte forma:

S(1)
mn =

∑

k

µm(k)µ∗n(k) cos Ωkt =
1

N + 1

N/2
∑

k=−N/2

exp[i2π(m− n)k/(N + 1)]

cos[ΩDt sin(πk/(N + 1))]. (1.56)

No limite para N muito grande, ou seja, N ≫ 1, pode-se transformar a soma da eq.

(1.56) para uma forma intregal e fazendo uma mudança de variavel ε = πk/(N + 1)

obtém-se

S(1)
mn =

1

π

∫ π/2

−π/2
dεexp[2i(m− n)ε] cos(ΩDt sin ε), (1.57)

utilizando a fórmula de Euler eiθ = cos θ + i sin θ na equação aima tem-se:

S(1)
mn =

1

π

∫ π/2

−π/2
cos(ΩDt sin ε) cos[2(m− n)ε]dε+

i

π

∫ π/2

−π/2
cos(ΩDt sin ε) sin[2(m− n)ε]dε, (1.58)

a segunda integral do lado direito é nula, pois temos o produto entre uma função ímpar

e outra par. Deste modo, obtém-se

S(1)
mn =

1

π/2

∫ π/2

0
cos(ΩDt sin ε) cos[2(m− n)ε]dε, (1.59)

utilizando as propriedades da função de Bessel, Jn(x) =
1
π

∫ π
0 [cos(xsenθ) cosnθdθ, e

fazendo algumas onsiderações na expressão (1.59) temos que:
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S(1)
mn(t) = J2|m−n|(τ) onde τ = ΩDt. (1.60)

Analogamente ao aso da expressão anterior pode-se desenvolver para S
(2)
mn(t) e S

(3)
mn(t)

por meio das propriedades da função de Bessel obetem os seguites valores

S(2)
mn(t) =

∑

k

µm(k)µ∗nΩ
−1
k sin Ωkt

=
2

ΩD

∞
∑

ν=0

J2|m−n|+1+2ν(τ), (1.61)

e

S(3)
mn(t) =

∑

k

µm(k)µ∗nΩk sin Ωkt =
dS1

mn(t)

dt

=
2

ΩD
[J2|m−n|−1(τ) − J2|m−n|+1(τ)], (1.62)

reesrevendo a equação (1.54 e 1.55) por meio dessa expressão temos

Qm =

∑

n

Qn(0)J2|m−n|(τ) +

∑

n

Pn(0)
2

ΩD

∞
∑

ν=0

J2|m−n|+1+2ν(τ), (1.63)

Pm =

∑

n

Pn(0)J2|m−n|(τ) −
∑

n

Qn(0)
2

ΩD
[J2|m−n|−1(τ) − J2|m−n|+1(τ)]. (1.64)

Na seção seguintes serão disutidas as espei�ações das ondições iniiais. Calu-

lando a evolução temporal da energia dentro do sistema.

Instituto de Físia - UFAL



1.3. Transporte de energia em Cadeia Harm�nia: Formalismo Hamiltoniano 32

1.3.1 Exitação Iniial Tipo Impulso

A evolução espaial da energia exibe uma dependênia da natureza da exitação

iniial loalizada. A ondição iniial para uma exitação do tipo impulso (tipo P) om

uma energia Em(t) no sítio m para um tempo iniial t = 0 é de�nido por:

Pm(t) = Pnδm,n, Qm(t) = 0. (1.65)

Analisando a equação (1.63 e 1.64) pela ondição ontorno da equação (1.65) resulta em:

Qm(t) = PnS
(2)
mn(t) = Pn

2

ΩD

∞
∑

υ=0

J2|m|+1+2υ(τ);

Pm(t) = PnS
(1)
mn = PnJ2|m|(τ). (1.66)

Considerando que a energia inétia e potenial (Ecint.
m e Epot.

m ) no sítio m (partindo da

equação 1.66) é da seguinte forma:

Ecint.
m (t) =

1

2
P 2

n(J2|m|)
2
; (1.67)
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Epot.
m (t) =

Ω
2
D

16
[(Qm+1 −Qm)

2
+ (Qm −Qm−1)

2
]

=
1

4
P 2

n

( ∞
∑

υ=0

(J2|m+1|+1+2υ(τ) − J2|m|+1+2υ(τ))

)2

+
1

4
P 2

n

( ∞
∑

υ=0

(J2|m|+1+2υ(τ) − J2|m−1|+1+2υ(τ))

)2

. (1.68)

Fazendo uso das propriedades das funções de Bessel na energia potenial (equação (1.68))

pode ser simpli�ada para

Epot.
m (t) =

1

4
P 2

n [(J2|m|+1(τ))
2
+ (J2|m|−1(τ))

2
]; (1.69)

onde a energia total (Em = Ecint.
m + Epot.

m ) no sítio m é da seguinte forma

Em(t) =
1

2
P 2

n [(J2|m|(τ)) +
1

2
[(J2|m|+1(τ))

2
+ (J2|m|−1(τ))

2
]]. (1.70)

Portanto, a equação aima representa a evolução espaial e temporal da energia na na-

tureza da exitação iniial loalizada. Quando a exitação é do tipo impulso (tipo P),

omforme a expressão (1.70), a energia Em(t) para o m-ésimo sítio é esrita em termo

da função de Bessel [1℄.

1.3.2 Análise dos Momentos da Distribuição de Energia

Uma das forma de analisar o omportamento da evolução energétia no espaço é por

meio dos momentos. O m-ésimo momento da distribuição de energia foram estudados

por Datta e Kundu [5℄. O momento da distribuição de energia é de�nida da seguinte

forma:
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Mq(t) =

N
∑

n=1

(n− n0)
q
[hn(t)/H]; (1.71)

onde a quantidade hn(t)/H determina a fração de energia onentrada no sítio n no

tempo t (hn(t)) e o H é a energia total do sistema. Além disso, pode ser interpretado

omo um paote de energia loalizada om uma probabilidade de ser enontrado no

sítio n no tempo t. Em t = 0 a energia H é introduzida na adeia por meio de uma

perturbação, esta perturbação pode ser dada ao sistema através de um impulso (tipo P)

ou por meio de um desloamento (tipo Q). O segundo momento da distribuição espaial,

M2(t), tem uma semelhança om o desvio médio quadrátio de um paote eletr�nio em

ristais ou materiais amorfos [5℄. O omportamento da propagação de energia pode ser

araterizada pela dependênia temporal do segundo momento; para uma exitação tipo

P , em uma adeia pura, foi mostrado na referênia [18℄ que M2(t) diverge da seguinte

forma

(M2(τ)/M0)
(P )

=
1

2

(τ

2

)2
; (1.72)

o segundo momento está relaionado om a onstante de difusão, D, na adeia por meio

da relação da referênia [5; 20℄ da seguinte forma

D =
1

2
lim
t→∞

dM2(t)

dt
. (1.73)
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1.4 Modos Vibraionais de uma Cadeia Harm�nia om Des-

ordem

Os efeitos da desordem no sistema ristalino tem sido objeto de estudo desde o tra-

balho de Anderson [21℄ sobre a loalização, em 1958. Dentro do ontexto de físia do

estado sólido, o estudo dos modos vibraionais em adeias harm�nias desordenadas tem

sido objeto de estudo durante várias déadas [5; 22�32℄. Em sólidos reais a presença de

defeitos induz uma aleatoriedade nos aoplamentos entre as massas ou entre as onstantes

de forças.

A equação para os modos normais de vibração em adeias harm�nias desordenadas

podem ser failmente demostrados. Considerando uma adeia de N átomos interagente

por meio de uma força harm�nia, que obedee a lei de Hook, onde a força é propor-

ional a distânia entre os átomos. Desde que as forças de aoplamentos são lineares nos

desloamentos, sendo que a vibração do sistema é uma superposição de (N − 1) modos

normais, om uma frequênia araterístia ω, omo temos abraixo:

F = βm,n(um − un), (1.74)

onde βm,n é a onstante elástia da força entre os sítios m e n; um e un representam as

posições de dois átomos onseutivos. Neste modelo, a desordem pode ser introduzida

de duas formas: oloando uma distribuição de massas aleatórias e onstantes de forças

iguais ou massas iguais e onstantes de forças aleatórias. As equações de movimentos

para uma adeia unidimensional de massas mn, om n = 1,2,3,...,N , aopladas por forças

harm�nias, onsiderando apenas interações entre os primeiros vizinhos, são dada por:
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mn
d2un

dt2
= βn(un+1 − un) + βn−1(un−1 − un); (1.75)

onde mn é o valor da massa no n-ésimo sítio. Assumindo uma dependênia temporal om

uma únia frequênia [un = une
(−iωt)

], da equação (1.75) podemos obter uma equação

estaionária para os modos vibraionais de uma adeia harm�nia:

(βn−1 + βn − ω2mn)un = βn−1un−1 + βnun+1. (1.76)

Com base no formalismo da matriz de transferênia unidimensional, utilizado por

Matsuda e Ishii [24; 25℄, podemos esrever a equação (1.76) na forma matriial omo:







un+1

un






=







βn−1+βn−mnw2

βn
−βn−1

βn

1 0













un

un−1






. (1.77)

Matsuda e Ishi mostraram que os modos vibraionais da adeia harm�nia om frequênia

não nula (ω > 0) são loalizados e próximo de ω = 0 existem
√
N estados estendidos, ou

seja, o omprimento de loalização λ dos modos diverge omo λ ∝ 1/ω2.

1.5 A Matriz de Transfêrenia em uma Dimensão e o Ex-

poente de Lyapunov

A loalização dos auto-estados de sistemas ordenados e desordenados é alulada om

base no expoente de Lyapunov γ (ou inverso do omprimento de loalização λ). Para

isto, é neessário onheer a matriz de transfêrenia do sistema em estudo. Sendo assim,
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podemos reesrever a equação (1.76) na forma matriial omo:







un+1

un






= Tn







un

un−1






; (1.78)

onde Tn é a matriz de transfêrenia determinada por:

Tn =







βn−1+βn−mnw2

βn
−βn−1

βn

1 0






(1.79)

Dada uma ondição iniial c(0) =







u1

u0






, através do produto de todas as matrizes de

transferênia QN , as amplitudes da função de onda do N -ésimo sítio são obtidas por:

CN = C0.QN (1.80)

onde QN = TNTN−1...T1. Sendo assim, o grau de loalização de ada modo vibraional é

obtido pelo inverso do omprimento de loalização λ ou expoente de Lyapunov γ [26; 29℄,

dado por:

γ = λ−1
= lim

N→∞
1

N
log

|QNc(0)|
|c(0)| ; (1.81)

A expressão aima para o expoente de Lyapunov também pode assumir todos os

auto-valores para o produto de matrizes aleatórias não orrelaionadas.

Na �gura 1.6 plotamos o grá�o do expoente de Lyapunov γ em função da frequênia
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Figura 1.6: O expoente Lyapunov γ (ou inverso do omprimento de loalização λ) em

função da frequênia w. Para uma adeia harm�nia om onstantes de forças aleatória

uniformente distribuídas no intervalo [1,3] e massas iguais, para uma adeia omN = 10
5.

0 2 4ω
0

1

2

3

4

γ

Fonte:(Autor, 2011)

w obtido pelo método da matriz de transferênia para uma adeia unidimensional. Este

resultado para uma adeia harm�nia om onstantes de forças aleatória uniformente

distríbuidas no intervalo [1,3] e massas iguais, ou seja,mn = 1. O expoente de Lyapunov é

pequeno na região de baixa frequênia (w → 0) e é �nito para a região de auto frequênia.

1.6 Modos Vibraionais de uma Cadeia Harm�nia em Po-

tenial Aperiódio

Estabeleidas em 1933 por Horald Bohr [33℄, as bases matemátias de ordem aper-

iódia há muito tempo vêm sendo estudadas e devido às suas propriedades quasi-periódias,

que oorrem pela falta de simetria translaional, foram inseridas naturalmente nos domínios
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da investigação apliada. Atualmente, na literatura ientí�a, existem diversas investi-

gações teórias baseadas em sistemas quasi-periódios unidimensionais, pois eles podem

ser desritos por modelos simples que apontam propriedades relevantes destes sistemas,

omo eletr�nias e vibraionais [34℄.

Quando as estruturas aperiódias e a desordem estão relaionadas, a loalização dos

modos vibraionais em uma adeia unidimensional pode ser desrita pelo modelo de

Anderson [21℄. Anderson estudou a possibilidade de loalização eletr�nia em um semi-

ondutor, a partir de um grau de desordem em uma rede unidimensional. Outros estudos

das propriedades de loalização eletr�nia em uma dimensão foram utilizados no modelo

tight-binding om potenial pseudo-aleatório [35; 36℄. Neste modelo, foram onsiderados

o potenial de um sítio Vn = λ cos(πα|n|υ) om α sendo um número irraional, uja

fase da modulação segue uma lei de potênia em n. Nesse trabalho foram feitos álulos

numérios, e usando método pertubativo para λ ≪ 1 enontraram o omprimento de

loalização para valores diferentes de ν.

No presente trabalho analisaremos os efeitos de aperiodiidade na loalização dos

estados, através de uma sequênia de onstantes elástia aperiódias, onde vamos on-

siderar βn usando uma função senoidal uja fase varia omo uma lei de potênia, φ ∝ nυ,

onde n é a posição do átomo ao longo da adeia.

1.7 Termo Não Linear: Sóliton

Diversos fen�menos físios podem ser desritos por equações não lineares. Dentre esses

fen�menos podemos itar omo exemplo: sólitons ótios em onjuntos de guias de onda

[37℄, dinâmia de biopolímeros [38℄ e dinâmia não linear do DNA [39℄. Vários estudos

sobre sistemas não lineares foram feitos também no ontexto da meânia quântia, omo

nos ondensados de Bose-Einstein [40℄, na físia de superondutores de alta temperatura
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rítia [41℄ e em super-redes semiondutoras [42℄. Deste modo, a grande diversidade de

sistemas que apresentam omportamento não linear torna interessante o estudo deste

fen�meno. Por sua vez, uma das manifestações interessantes de efeitos não-lineares (ou

anarm�nios) em vibrações de adeias harm�nias longas é a existênia de sólitons.

A desoberta do sóliton, também onheido omo onda solitária, é atribuída a John

Sott Russel [43; 44℄. Em 1834 John Sott Russel observando o movimento de um

baro que estava sendo rapidamente puxado por dois avalos, ao longo de um estreito

anal, veri�ou que quando o mesmo foi subitamente freado, surgiu uma grande onda

solitária om uma forma bem de�nida. Seguindo a onda formada, ele observou que a

mesma ontinuou seu urso ao longo do anal sem mudar a sua forma e sem diminuir

sua veloidade por um longo treho. Depois desta observação, Russel realizou várias

experiênias em laboratório. Analisando olisões entre duas ondas solitárias, ele veri�ou

que elas mantinham suas araterístias. As ondas solitárias foram onsideradas omo

uma uriosidade até 1960, quando os ientistas omeçaram a utilizar os omputadores

para estudar a propagação de ondas em meio não-linear.

As desobertas de soluções matemátias omeçaram om a análise de equações difer-

eniais pariais não-lineares. Korteweg e de Vries [45; 46℄, em 1895 derivaram a equação

de onda que estabeleeu a base matemátia para o estudo de vários fen�menos de ondas

solitárias. Tal equação tem a seguinte forma:

ut + 6uux + uxxx = 0, (1.82)

onde os subsritos t e x representam as difereniações pariais em relação às variáveis t

e x, respetivamente. Esta equação é onheida omo a equação não-linear KdV, a qual

é integrável e sua evolução temporal não é linear [47℄.

Os primeiros a desempenharem um papel importante na história da simulação om-
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putaional foram Fermi-Pasta-Ulam (FPU). Eles prouram analisar os proessos de ter-

malização de um sólido [4℄. Este trabalho, publiado em um lassi�ado do relatório do

Los Alamos National Laboratory no ano de 1955, foi onluído pouo antes da morte de

Enrio Fermi, em 1954 [48℄. Através da simulação de uma adeia de partíulas de massa

unitária, ligadas por um potenial de interação quadrátia, além de uma uma interação

fraa não linear, Fermi, Pasta e Ulam deidiram estudar omo oorre a evolução para o

equilíbrio térmio de um ristal.

No modelo utilizado por FPU, foi onsiderada uma adeia unidimensional, �xa nas

extremidades, de 64 massas idêntias om forças agindo entre os vizinhos mais próximos,

sendo que o Hamiltoniano do sistema é desrito por:

H =

N
∑

i=0

[

1

2
p2

i +
1

2
(xi+1 − xi)

2
+
α

3
(xi+1 − xi)

3

]

; (1.83)

onde xi é o desloamento do i-ésimo ponto da posição de equilíbrio e pi é o momento. O

último termo é gerado pela ontribuição não linear para o potenial e leva ao aoplamento

entre os modos.

A partir das equações de Hamilton são obtidas as seguites equações de movimento:

ẍi = (xi+1 + xi−1 − 2xi) + α[(xi+1 − xi)
2 − (xi − xi−1)

2
] (i = 1,2,..,64); (1.84)

ou

ẍi = (xi+1 + xi−1 − 2xi) + β[(xi+1 − xi)
3 − (xi − xi−1)

3
] (i = 1,2,..,64); (1.85)

onde α (oe�iente do termo quadrátio) e β (oe�iente do termo úbio) são esolhidos
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Figura 1.7: A �gura mostra a evolução temporal da quantidade de energia inétia e

potenial em ada um dos quatros primeiros modos.

Fonte:(Neweel, 1985)

de modo que o desloamento máximo do termo não linear seja pequeno.

A �gura (1.7) mostra o omportamento da energia em vários modos em função do

tempo (entre os 4 primeiros modos). Considerando um termo não-linear na energia

potenial, FPU esperavam que a energia introduzida em um únio modo fosse lentamente

distribuída para os outros modos, até que fosse atingida a equipartição de energia. No

entanto, após um período de reorrênia, em que os 3 primeiros modos menores troam

energia entre si de forma regular, o estado iniial foi pratiamente reuperado, onde quase

toda a energia (a menos de 3 porento) estava de volta para o modo de menor frequênia,

o que araterizava um sistema quase periódio.

A solução para a reorrênia de FPU, em termos da dinâmia dos sólitons, foi enon-

trada por Zabusky e Kruskal [46℄, os quais utilizaram o então hamado limite ontínuo.

Utilizando a equação do movimento de FPU (1.84), derivada do Hamiltoniano (1.83), e
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onsiderando os modos om grandes omprimentos de onda obtiveram a equação KdV

(1.82) om derivadas espaiais e temporais apropriadamente esalonadas. Deste modo,

hegaram à onlusão de que em um sistema om uma força quadrátia e uma onda

senoidal omo a posição iniial da adeia, o estado senoidal iniial desenvolve frentes

aentuadas e depois se divide em uma série de pulsos, os quais são os sólitons. Do

mesmo modo que a reorrênia de FPU é observada, esses pulsos preservam suas formas

e veloidades durante o movimento em um sistema �nito om ondições de ontorno

periódias, e em determinados intervalos eles voltam às posições que possuíam antes,

restaurando assim a ondição iniial.

Podemos enfatizar que a desoberta resultante destes estudos não apenas deram

origem ao oneito de sólitons, omo também introduziu o oneito de experimento

numério e onsequentemente o uso da simulação omputaional na investigação de fen�-

menos físios.

Outro método utilizado para a resolução de equações não lineares foi desenvolvido

em 1967 por Morihazu Toda [49℄, quem introduziu uma função exponenial omo uma

solução analítia para as equações de movimento de uma rede unidimensional.

A partir da obtenção das soluções das equações difereniais pariais não-lineares,

onluiu-se que sóliton é ausado pelo anelamento dos efeitos não-lineares e dispersivos

no meio, o qual passou a ser de�nido omo uma onda de forma permamente e loalizada,

a qual pode interagir fortemente om outros sólitons e manter a sua forma. Em outras

palavras, um sóliton é um paote de onda (um pulso), que mantém sua forma enquanto

a sua veloidade é mantida onstante [50℄.
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Capítulo 2

Aspetos da Dinâmia Vibraional

2.1 Introdução

O estudo de vibrações at�mias são de importânia fundamental para a análise de

propriedades termodinâmias, elástias, óptias e elétrias de sólidos ristalinos. Nos

últimos anos apareeram várias apliações de ténias novas, tanto teórias quanto ex-

perimentais, ao estudo da dinâmia de redes at�mias.

O fen�meno da loalização é uma transição de fase de segunda ordem entre os auto

estados que são espaialmente loalizados e os que são desloalizados ou estendidos [51℄.

Para o problema vibraional de uma adeia harm�nia, devido à invariânia translaional,

os auto-estados são estado simples de Bloh [52℄, sendo portanto estendidos. Contudo,

grande parte dos sólidos não possuem invariânia translaional, podendo ser desritos

por sequênias quasi-periódias. Por onseguinte, neste apítulo, analisaremos os efeitos

da aperiodiidade em uma adeia harm�nia unidimensional, através da análise da om-

petição entre a ausênia de periodiidade e a presença de poteniais não harm�nios.

Os álulos apresentados nas seções subsequentes foram feitos utilizando o formalismo

da matriz de transferênia, diagonalização exata e a solução numéria da equação de

44
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movimento de Hamilton. Também, foram realizados os álulos do expoente de Lyapunov

(γ = 1/λ) e o número de partiipação ξ(w) dos autovetores na faixa de frequênias

permitidas.

2.2 Cadeia Harm�nia om Potenial Aperiódio

Dentre os diversos modelos que representam sistemas desordenados, onsideramos o

modelo no qual o efeito de desordem é introduzido através de um potenial aperiódio.

Considerando uma adeia harm�nia unidimensional om N massas, o Hamiltoniano

lássio pode ser esrito omo:

H =

N
∑

n=1

hn(t), (2.1)

onde a energia hn(t) é a porção de energia total sobre a massa mn do sítio n. A energia

hn(t) é a energia potenial das molas que estão aopladas na massa mn mais a energia

inétia desta massa. Deste modo, hn(t) é dada por:

hn(t) =
p2

n

2mn
+

1

4
[βn(qn+1 − qn)

2
+ βn−1(qn − qn − 1)

2
]. (2.2)

Temos que pn e qn são de�nidos respetivamente omo o momento e o desloamento da

massa no n-ésimo sítio, assim omo todas as massas são idêntias e unitárias, isto é,

mn = 1. Neste aso, a onstante de força elátia βn é uma função senoidal uja fase varia

omo a lei de potênia, ϕ ∝ nν , de modo que seguindo uma lei determinístia é dada da

seguinte forma:
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Figura 2.1: A razão partiipação resalada pelo tamanho da adeia (ξ/N) versus w para

ν < 1 e para uma adeia om N = 10
4.
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Ν

ν=0.6
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Fonte:(Autor, 2011)

βn = β0 + λ cos(αnυ
), (2.3)

onde α é um número arbitrário raional, λ e υ são parâmetros ajustáveis e n as posições

ao longo da adeia. Em nosso álulo vamos onsiderar β0 = 2, λ = 1 e α = 0.1,

sendo que β0 > λ para evitar valores negativos e nulos na distribuição das onstantes

elástia do meio. Em um estudo semelhante, realizado em adeias harm�nias unidimen-

sionais [53℄, onde o efeito da aperiodiidade foi abordado onsiderando uma distribuição

de massa aperiódia e pseudoaleatória omo uma função senoidal, analisando os auto-

estados dos modos vibraionais, observou-se que devido ao efeito da aperiodiidade na

distribuição de massa, para baixas frequênias podem exitir estados estendidos para os

modos vibraionais. A medida de loalização da função de onda em um meio aleatório

Instituto de Físia - UFAL



2.2. Cadeia Harm�nia om Potenial Aperiódio 47

Figura 2.2: A razão partiipação resalada pelo tamanho da adeia (ξ/N) versus w para

ν > 1, para uma adeia om N = 10
4.
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Fonte:(Autor, 2011)

pode ser �siamente araterizada por diversos parâmetros [54℄. A natureza dos modos

vibraionais pode ser investigada por meio do áulo da função razão partiipação, ξ.

As �guras (2.1,2.2) mostram a razão partiipação resalada ξ/N versus ω, om uma dis-

tribuição da onstante de força elástia aperiódia. Desta forma, a razão partiipação é

determinada por [54; 55℄:

ξ(ω) =

∑N
n−1|un|2

∑N
n−1|un|4

. (2.4)

onde os desloamentos un são aqueles assoiados as autofrequênias w de uma adeia de

N massas, obtidos pelo formalismo numério de diagonalização direta NXN da matriz

seular A de�nida por An,n = (βn + βn−1), An,n+1 = An+1,n = βn e todos os outros

An,m = 0 [53; 56; 57℄.
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Para ompreender o grau de loalização da função partiipação, vamos onsiderar uma

adeia pura onde todos os autoestados são estendidos om un onstantes. Sendo que o

numerador da equação (2.4) é igual a 1 para manter a normalização dos autoestados, ou

seja, |un| =
1√
N
. Substituindo na expressão da partiipação obtém-se

ξ(ω) =
1

∑N
n=1

1
N2

= N. (2.5)

A função razão partiipação ξ representa o número de massas que partiipam de um

modo vibraional de frequênia ω. Sendo que as amplitudes un da função de onda são

diferentes de zero. Desta forma, alulamos a taxa de partiipação média de�nida por

〈ξ〉 =
1

Nf

∑w=1.5
w=0.5 ξ(w), onde Nf é o número de modos aústios no intervalo [0.5,1.5], rep-

resentado na �gura (2.3). No entanto, 〈ξ〉/N não depende de N para os modos estendidos

e vai até zero para os modos loalizados.

Na �gura (2.1,2.2) são mostrados os dados relativos da função partiipação esalada

para ν < 1, ν > 1 e N = 1X10
4. Os dados na baixa frequênia on�rmam o aráter

estendido para os modos vibraionais. No aso em que ν > 1 (�g. 2.2), apenas para

w = 0 o número da partiipação esalada é proporional ao tamanho do sistema. Na

frequênia rítia wc = 2 observa-se a transição dos modos vibraionais estendidos para

os loalizados, independentemente do expoente ν. Na �gura (2.3), analisando a esala

média de partiipação 〈ξ〉/N versus o número de massas N para ν = 0.5 até ν = 3.0, pode

ser notado que para os álulos numérios om ν < 1.0 obtemos os estados estendidos e

om ν > 1.0 os estados loalizados.

Outra medida utilizada para determinar a loalização dos auto-estados é dada pelo

omprimento de loalização λ, o qual desreve o omportamento assintótio da função de

onda [54℄. Deste modo, para grandes ditânias a função de onda apresenta um deaimento

exponenial dado por:

Instituto de Físia - UFAL



2.2. Cadeia Harm�nia om Potenial Aperiódio 49

Figura 2.3: A partiipação média resalada 〈ξ〉/N versus o número de massas N, para ν
variando de [0.5,3.0], para uma adeia om N = 10

4. Como pode ser notado, obtivemos

estados estendidos para ν < 1.0 e estados loalizados para ν > 1.
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Fonte:(Autor, 2011)

ψi(r) = f(r)exp(−r/λ); (2.6)

onde f(r) é uma função que varia aleatoriamente. No aso dos estados estendidos,

λ → ∞. Exitem vários métodos para alular λ, dentre os quais temos o grupo de

renormalização e a matriz de transfêrenia. No entanto, esta quantidade não é muito

usual na prátia, visto que sua apliação requer o álulo de auto-estados únios.

Os expoentes de Lyapunov (ou inverso do omprimento de loalização λ) dos au-

tovetores foram alulados usando a ténia de matriz transferênia para uma adeia
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Figura 2.4: O expoente Lyapunov γ em função da frequênia w para ν = 0.5 e 3.0, para

uma adeia om N = 10
4. Para ν = 3.0 o expoente Lyapunov desaparee na região de

baixa frequênia (w → 0). Para ν = 0.5, o expoente de Lyapunov é aproximadamente

1/N , om w < wc ≈ 2.
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Fonte:(Autor, 2011)

unidimensional. Contudo, os autovetores e auto frequênias foram obtidos por diagonal-

ização direta NXN da matriz seular A om N até 32000. Na �gura (2.4) plotamos o

grá�o do expoente de Lyapunov γ em função da frequênia w para ν = 0.5, ν = 3.0 e

η = 0. Para ν = 3.0, o expoente de Lyapunov desaparee perto da região de baixa fre-

quênia (w → 0) e é �nito para a região de auto frequênia em sistemas harm�nios não

periódios de baixa dimensionalidade. Para ν = 0.5, o expoente de Lyapunov é aproxi-

madamente 1/N para w < wc ≈ 2. Além disso, os álulos indiam que na ausênia do

termo anarm�nio esta rede aperiódia pode apresentar modos de vibrações estendidos.

2.3 Dinâmia Energétia no Limite Harm�nio
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Considerando uma adeia harm�nia unidimensional de N massa, no qual podemos

esrever o Hamiltoniano lássio omoH =
∑N

n=1 hn(t) (equação (2.2)), onde as equações

de movimento para pn e qn podem ser obtidas a partir das equações de Hamilton (onde

todas as massas são idêntias, isto é mn = 1) determinada abaixo:

ṗn(t) = −∂H
∂qn

= βn(qn+1 − qn) − βn−1(qn − qn−1);

q̇n(t) =
∂H

∂pn
= pn(t). (2.7)

Considerando uma exitação iniial no sítio n0 em t = 0, resolvemos as equações

difereniais de Hamilton por meio do método de Runge-Kutta de quarta ordem om

passo de tempo dt ≈ 10
−3, para enontrar pn(t) e qn(t). Numa adeia harm�nia para um

impulso iniial de exitação a energia se espalha mais rápido do que para o desloamento

iniial de exitação, de tal forma que o omportamento depende das ondições iniiais

[1; 5; 53℄. Nesse ontexto �zemos uso de métodos númerios omputaionais para alular

a fração de energia fn = hn(t)/H no sítio n. Ao onsiderar um paote de energia uniforme

se propagando em uma adeia harm�nia pura om N massas, temos que fn ≈ 1/N .

Portanto, podemos de�nir a quantidade de tempo da seguinte forma:

ξ(t) =
1

∑N
n f2

n

. (2.8)

Para um paote de energia uniforme se propagando neste modelo temos que
∑N

n=1 f
2
n =

(1/N2
)
∑N

n (1) = (1/N), ou seja, numa adeia harm�nia om N massas, ξ ∝ N . Por-

tanto, onluímos que ξ(t) ∝ t para o transporte de energia em uma adeia harm�nia

periódia [53; 56℄. A função de medidas ξ(t) é o número de massas que partiipam do

transporte de energia, ou seja, esta função é semelhante a número de partiipação de

elétrons [57℄. Consequentemente, alulamos a transformada de Fourier do desloamento
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Figura 2.5: A função partiipação ξ(t) versus o tempo em uma rede harm�nia aperiódia

om ν = 0.5 (linha sólida) e ν = 3.0 (pontilhada), para uma adeia om N = 10
4. Para

ν menor que 1 há uma propagação de energia balístia ξ(t) ∝ t2. Para ν > 1 exite um

transporte de energia loalizada.
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Fonte:(Autor, 2011)

da massa na posição nf (A(w) = qnf (w)), onde de�nimos no nosso álulo nf ≈ 0.9N .

Do mesmo modo, podemos obter a fração de energia do movimento da massa nf (fnf (w)

ou pnf(w)). Na �gura (2.5) plotamos o grá�o em relação da função partiipação ξ(t) em

função do tempo de uma rede harm�nia aperiódia om ν = 0.5 (linha sólida) e ν = 3.0

(pontilhada). Determinamos a exitação iniial do tipo impulso (tipo P) no sistema para

pn = δn,n0
om n0 = N/2 no meio da adeia e qn = 0. Para ν menor que 1, a função

partiipação é diretamente proporional a t (onde é observada uma propagação balístia

da energia) e o segundo momentoM2 ∼ t2. No entanto, quando o grau de aperiodiidade

é superior a 1, ν > 1, existe uma loalização transporte de energia. Na �gura (2.6)

oletamos os dados da intensidade espetral dos desloamentos das massas na posição

nf = 0.9N (A(w) = qnf (w)) em função da frequênia w para ν = 0.5, ν = 3.0 e η = 0,
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Figura 2.6: A intensidade espetral do desloamento das nf massas f(A(w) = qnf (w))

em função da frequênia w para ν = 0.5, ν = 3.0 e η = 0, para uma adeia om N = 10
4.

Onde de�nimos no nosso álulo nf = 0.9N .
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Fonte:(Autor, 2011)

para uma adeia om N = 10
4. Para ν = 0.5 todos os modos de vibração om w > wc

existe um deaimento, e o meio se omporta omo um �ltro para transmitir os modos

de baixa frequênia wc ≈ 2. Para ν = 3.0, apenas os modos próximos à região de baixa

frequênia (w → 0) se propagam ao longo da adeia, demostrando assim, que estão de

aordo om o aráter pseudo aleatório da adeia.

2.4 Limite Anarm�nio

A partir da distribuição da energia de exitação nos modos vibraionais em uma

rede anarm�nia aperiódia, é possível enontrar pontos om loalização de Anderson

e soluções do tipo sóliton. Considerando que a existênia de sólitons é deorrente de
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Figura 2.7: hn(t) versus a t e n para uma adeia aperiódia anarm�nia om µ = 0.5
e η = 10 e 20, para uma adeia om N = 10

3. A exitação iniial foi Pm = δn,n0
om

n0 = N/2 e Qm = 0. Nossos resultados mostraram que a exitação iniial é dividida em

dois sólitons estáveis que se propagam ao longo da adeia.

(a) (b)

Fonte:(Autor, 2011)

fen�menos não-lineares, para uma adeia unidimensional de N massas, podemos esrever

o Hamiltoniano lássio H =
∑N

n=1 hn(t) aoplado om o termo anarm�nio, onde a

energia hn(t) de massa no site (n) agora é determinada da seguinte forma:

hn(t) =
p2

n

2mn
+

1

4
[βn(qn+1 − qn)

2
+ βn−1(qn − qn − 1)

2
] +

η

8
[(qn+1 − qn)

4
+ (qn − qn−1)

4
]. (2.9)

O termo pn representa o momento e o qn é o desloamento do átomo n ao longo da

adeia om relação a sua posição de equilíbrio e o η é o termo anarm�nio. A �gura

2.7 mostra a evolução espaial e temporal da energia hn(t) numa adeia anarm�nia

aperiódia após uma exitação iniial do tipo �P�. Foi onsiderado ν = 0.5 e η = 10 e 20

usando iniialmente uma exitação iniial no sitio n0 = N/2. Desta maneira, podemos

observar que há uma divisão da exitação iniial em dois modos do tipo sóliton que
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Figura 2.8: O omportamento da distânia ds entre os sólitons, onde exibe uma dinâmia

balístia, ds ∝ t, numa adeia aperiódio anarm�nio feito para a mesma adeia da �gura

2.7, para uma adeia om N = 10
3.
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Fonte:(Autor, 2011)

se propagam ao longo da adeia. De aordo om os resultados obtidos, a dinâmia de

energia enontrada para essa adeia aperiódia aponta para a existênia de soluções de

sólitons estáveis. Além disso, alulamos numeriamente a distânia ds entre os sólitons

(�gura 2.8). Os áulos foram feitos para a mesma adeia da �gura 2.7. No entanto,

os resultados indiam que os sólitons exitem uma dinâmia balístia om ds ∝ t para

ν = 0.5 e η = 10 e 20.

A distribuição de energia na parte loalizada pode ser de�nida por meio da exitação

iniial sobre os modos loalizados na origem. Uma adeia harm�nia desordenada om

potenial pseudo-aleatório e termo anarm�nio, pode ser veri�ado na �gura 2.9, onde

foi alulado o valor da energia H no sítio n(hn(t)) para uma adeia pseudo-aleatória

anarm�nia om ν = 3.0 e η = 10 e 20. A exitação iniial foi do tipo P om n0 = N/2

no meio da adeia. Sendo assim, é evidente na �gura 2.9 que após a exitação, em
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Figura 2.9: hn(t) versus a t e n para uma adeia pseudo-aleatória anarm�nia om

ν = 3.0 e η = 10 e 20, para uma adeia om N = 10
3. A exitação iniial foi do tipo P

om n0 = N/2. Nessa �gura observa-se tanto a loalização de Anderson, omo a solução

do tipo sóliton (para tempos urtos).

(a) (b)

Fonte:(Autor, 2011)

um pequeno período de tempo, a densidade de energia é dividida em dois sólitons de

tempo urto e uma fração �nita do pulso de energia iniial permanee presa no sítio

iniial, n0 = N/2. Observamos que os modos de sóliton, que são exibidos para os

tempos iniiais não são estáveis e desapareem no tempo. O termo de anarmoniidade

reduz a intensidade de energia presa no loal iniial (�g.2.9 b). Estes resultados para

ν > 1 estão de aordo om os obtidos para a adeia anarm�nia desordenada da ref.

[1℄. Nossos resultados indiam que sistemas aperiódio não lineares podem apresentar

omportamento físio qualitativo de sistemas puros e também desordenados dependendo

do grau de aperiodiidade (ontrolado neste modelo pelo expoente ν). A estabilidade dos

sólitons obtidos para o aso ν < 1 foi estudada através da monitoração da quantidade

de energia ontida dentro do sóliton e também das propriedades de olisão dos mesmos.

Na �gura 2.10 plotamos hn(t) versus a t e n para uma adeia aperiódia anarm�nia

om µ = 0.5 e η = 10 e 20. Neste experimento numério a energia iniial foi introduzida
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Figura 2.10: hn(t) versus a t e n para uma adeia aperiódia anarm�nia om µ = 0.5
e η = 10 e 20, para uma adeia om N = 10

3. A energia iniial foi introduzida no

sistema através de duas exitações tipo impulso :PN/4 = 1 e P3N/4 = 1. Desta forma

podemos visualizar a olisão do sólitons formados em torno de N/4 e 3N/4. A olisão

não modi�a a estrutura da onda solit�nia.

(a) (b)

Fonte:(Autor, 2011)

no sistema através de duas exitações tipo impulso :PN/4 = 1 e P3N/4 = 1. Deste

forma observamos a formação de sólitons em torno das posições N/4 e 3N/4. A olisão

dos sólitons em torno da posição entral da adeia não modi�a a estrutura da onda

solit�nia.
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Capítulo 3

Conlusão

No presente trabalho foram estudados os modos vibraionais em adeias harm�nias

e anarm�nias aperiódias. Utilizando métodos numérios na solução das equações de

Hamilton, o formalismo da matriz de transferênia e a diagonalização exata, foi alu-

lada a função de partiipação e o expoente de Lyapunov ou inverso do omprimento de

loalização. Esses métodos possibilitaram estudar sistemas não periódios om poten-

iais aperiódios e anarm�nios. Os efeitos da aperiodiidade numa adeia harm�nia

unidimensonal foram introduzidos por meio de uma função senoidal uja fase varia omo

uma lei de potênia, ϕ ∝ nν . O quê possibilitou simular as distribuições das onstantes

elástias aperiódias e pseudo-aleatórias. Contudo, foi analisada a razão partiipação

resalada ξ/N versus a frequênia w, om uma distribuição de onstante elástia aper-

iódia para ν < 1 e ν > 1. Sendo assim, para baixas frequênia obtivemos os modos

vibraionais estendidos. Observou-se também, que transição dos modos vibraionais es-

tendidos para os loalizados oorreram para a frequênia rítia wc = 2. No entanto, a

média da razão partiipação 〈ξ〉/N não depende de N para os modos estendidos e vai

até a zero para os modos loalizados.

Em outra parte do estudo foram analisados a in�uênia da exitação em uma adeia
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harm�nia unidimensional, assim omo as propriedades de loalização dos modos. Neste

ontexto foram produzidos álulos numérios da evolução temporal das soluções da

equação de movimento de Hamilton, onde veri�ou-se a loalização dos modos vibra-

ionais em uma adeia unidimensional aperiódia. Deste modo, por meio de métodos

numérios de Runge-Kutta foi alulada a propagação de energia em uma adeia uni-

dimensional in�nita. Sendo assim, foi realizada uma exitação iniial, na forma de um

impulso tipo P no meio da adeia, om n0 = N/2. Nosso modelo apresenta um trans-

porte balístio no regime ν < 1, o qual está assoiado om a fase de modos vibraionais.

Portanto a função partiipação é diretamente proporional a t, ξ(t) ∝ t, e o segundo

momento M2 ∼ t2 na ausênia do termo anarm�nio η = 0. Para ν > 1 existe uma

loalização no transporte de energia.

Para o aso em que o termo anarm�nio é onsiderado. A evolução espaial e temporal

da energia hn(t), na adeia unidimensional aperiódia, foi alulada para o aso de βn e

η onstantes, om ν = 0.5 e η = 10 e 20. O resultado mostrou a divisão da exitação

iniial em dois modos do tipo sóliton que se propaga ao longo da adeia. Por onseguinte,

numa adeia anarm�nia om um potenial pseudo-aleatório om ν = 3.0 e η = 10 e 20,

a densidade de energia após a exitação, se dividiu em dois sólitons de tempo urto

e uma loalização de Anderson, em torno do loal de exitação, mostrando que estes

resultados estão de aordo om os obtidos (já existentes na literatura) para uma adeia

anarm�nia. Entretanto preisamos salientar que além do expoente ν o parâmetro α

desempenha um papel importante na topologia do sistema em questão. Portanto uma

de nossas perspetivas onsiste de investigar o papel deste parâmetro na propagação de

energia nestes sistemas.

Instituto de Físia - UFAL



Referênias

[1℄ G. S. Zavt, M. Wagner, and A. Lütze. Anderson loalization and solitoni energy

transport in one-dimensional osillatory systems. Physial Review E, 47(4108), 1993.

[2℄ J. Garnier and F. Kh. Abdullaev. Soliton dynami in random toda hain. Physial

Review E, 67(026609), 2003.

[3℄ Ch. Skokos, D. O. Krimer, S. Komineas, and S. Floh. Deloalization of wave pakets

in disordered nonlinear hains. Physial Review E, 79(056211), 2009.

[4℄ E. Fermi, J. Pasta, and S. Ulam. Studies of non linear problems. Los Alamos Report,

2(266), 1955.

[5℄ P. K. Datta and K. Kundu. Energy transport in one-dimensional harmoni hains.

Physial Review B, 51(6287), 1995.

[6℄ B. Li, H. Zhao, and B. Hu. Can disorder indue a �nite thermal. Physial Review

Letters, 86(63), 2001.

[7℄ A. Dhar. Heat ondution in the disordered harmoni hain revisited. Physial

Review Letters, 86(5882), 2001.

[8℄ A. Dhar and K. Saito. Heat ondution in the disordered fermi-pasta-ulam hain.

Physial Review E, 78(061136), 2008.

60



Referênias 61

[9℄ A. Dhar. Heat transport in low-dimensional systems. Advanes in Physis, 57(457-

537), 2008.

[10℄ H. Zhao, Z. Wen, Y. Zhang, and D. Zheng. Dynamis of solitary wave sattering in

the fermi-pasta-ulam model. Physial Review Letters, 94(025507), 2005.

[11℄ M. V. Ivanhenko and S. Flah. Disorder-indued mobility edges and heat �ow

ontrol in anharmoni aousti hains. EPL (Europhysis Letters), 94(46004), 2011.

[12℄ N. W. Ashroft and N. D. Mermin. Solid State Physis. College Edition, New York,

1976.

[13℄ Kittel and Charles. Introdução à Físia do Estado Sólido. LTC, Rio de Janeiro, 8

edition, 2006.

[14℄ J. S. Blakemore. Solid State Physis. Seond Edition, New York, 1985.

[15℄ H. Jones. The Theory of Brillouin Zones and Eletroni States in Crystals. North

Holland, Amsterdam, 1960.

[16℄ W. A. Harrison. Eletroni struture and the properties of metals. ii. apliation to

zin. Physial Review, 129(2512), 1963.

[17℄ S. H. Koenig. Kohn e�et in na and other metalss. Physial Review, 135(A1693),

1964.

[18℄ J. Vazquez-Marquez, M. Wagner, M. Montagna, O. Pilla, and G. Villiani. Spatial

evolution of energy in the hamiltonian hain. Physia B, 172(355), 1991.

[19℄ G. B. Arfken and H. J. Weber. Físia Matemátia: Métodos Matemátios para

Engenharia e Físia. CAMPUS, 6th edition, 2007.

[20℄ P. B. Allen and J. L. Feldman. Thermal ondutivity of disordered harmoni solids.

Physial Review B, 48(12581), 2002.

Instituto de Físia - UFAL



Referênias 62

[21℄ P. W. Anderson. Absene of di�usion in ertain random latties. Physial Review,

109(1492), 1958.

[22℄ F. J. Dyson. The dynamis of a disordered linear. Physial Review, 92(1331), 1952.

[23℄ P. Dean. Vibrations of glass-like disordered hains proeedings of the physial soi-

ety. Pro. Phys. So., 84(727), 1964.

[24℄ H. Matsuda and K. Ishii. Loalization of normal modes and energy transport in the

disordered harmoni hain. Prog. Theor. Phys. Suppl., 45(56), 1970.

[25℄ K. Ishii. Loalization of eigestates and transport phenomena in the one-dimensional

disordered system. Prog. Theor. Phys. Suppl., 53(77), 1973.

[26℄ P. K. Datta and K. Kundu. The absene of loalization in one-dimensional disordered

harmoni hains. J. Phys.: Condens. Matter, 6(4465), 1994.

[27℄ F. Domingues-Adame, E. Maia, and A. Sánhes. Deloalized vibrations in lassial

random hains. Physial Review B, 48(6054), 1993.

[28℄ J. C. Cressoni and M. L. Lyra. saling bahavior of the loalization length in randon

dimer harmoni hains with thermal orrelations. Physial Review B, 53(5067), 1996.

[29℄ S. N. Evangelou and E. N. Eonomou. Re�etionless modes in hains with large-sige

homogeneous impurities. J. Phys. A: Math. Gen, 26(2803), 1993.

[30℄ B. Li, H. Zhao, and B. Hu. Can disorder indue a �nite thermal ondutivity in 1d

lattie? Physial Review Letters, 86(63), 2001.

[31℄ J. C. Cressoni and M. L. Lyra. Loalization length saling in binary harmoni hains

with orrelations ontrolled by thermal annealing. J. Phys: Condensed Matter,

8(L83), 1996.

Instituto de Físia - UFAL



Referênias 63

[32℄ F. A. B. F. Moura, M. D. Coutinho-Filho, E. P. Raposo, and M. L. Lyra. Deloalized

in harmoni hain with long-range orrelated random masses. Physial Review B,

68(012202), 2003.

[33℄ E. M. Barber. Aperiodi Strutures in Condensed Matter: Fundamentals and Ap-

pliations. CRC Press, Universidade Complutense de Madrid, 2009.

[34℄ A. Ghosh and S. N. Karmakar. Periodi features in the dynami struture fator of

the quasiperiodi period-doubling lattie. Physial Review B, 57(2834), 1998.

[35℄ S. Das Sarma, S. He, and X. C. Xie. Mobility edge in a model one-dimensional

potential. Physial Review Letters, 61(2144), 1988.

[36℄ S. Das Sarma, S. He, and X. C. Xie. Loalization, mobility edges, and metal-insulator

transition in a lass of one-dimensional slowly varying deterministi potentials. Phys-

ial Review B, 41(5544), 1990.

[37℄ H. S. Eisenberg, Y. Silberberg, R. Morandotti, and A. R. Boyd. Disrete spatial

optial solitons in waveguide arrays. Physial Review Letters, 81(3383), 1998.

[38℄ S. F. Mingaleev, Y. B. Gaididei, P. L. Christiansen, and Y. S. Hivshar. Nonlinearity-

indued onformational instability and dynamis of biopolymers. Europhys. Lett.,

59(403), 2002.

[39℄ M. Peyrard. Nonlinear dynamis and statistial physis of dna. Inst. of Phys. Publ.

Nonlinearity, 17(R1), 2004.

[40℄ M. Bhatti and P. Braken. Efets of nonlinearity in quantum mehanis: Example

of bose-einstein ondensation. Adv. Studies Theor. Phys., 1(87), 2007.

[41℄ A. S. Alexandrov. Theory of quantum magneto-osillations in underdoped uprate

superondutors. Jornal Phys.: Condens. Matter, 20(192204), 2008.

Instituto de Físia - UFAL



Referênias 64

[42℄ L. L. Bonilla and H. T. Ghahn. Non-linear dynamis of semiondutor superlatties.

Rep. Prog. Phys., 68(577), 2005.

[43℄ M. A. Porter, N. J. Zabusky, B. Hu, and D. K. Campbell. Fermi, pasta, ulam and

the birth of experimental mathematis. Amerian Sientist, 97, 2009.

[44℄ W. Galléas, L. H. Ymai, P. L. Natti, and E. R. Takano Natti. Ondas do tipo sóliton

em guias dielétrios. Revista Brasileira de Ensino de Fisía, 25, 2003.

[45℄ P. Liu, M. Jia, and S.-Y. Lou. Lax pair and exat solutions of a disrete oupled sys-

tem related to oupled kdv and oupled mkdv equations. Physia Sripta, 76(674),

2007.

[46℄ N. J. Zabusky and M. D. Kruskal. Interation of "solitons"in a ollisionless plasma

and the reurrene of initial states. Physial Review Letters, 15(240), 1965.

[47℄ J. Li and et. al. Symboli omputation on integrable properties of a variable-

oe�iente korteweg-de-vries equation from aterial mehanis and bose-einstein on-

densates. Physia Sripta, 75(278), 2007.

[48℄ T. Dauxois, M. Peyrard, and S. Ru�o. The fermi-pasta-ulam 'numerial experiment':

History and pedagogial perpetives. European Journal of physis, 26(53), 2005.

[49℄ M. Toda. Vibration of a hain with nonlinear interation. J. Phys. So. Japan,

22(431), 1967.

[50℄ P.G Drazin and R. S. Johnson. Solitons: An Introdution, volume 2nd edition.

Cambridge University, 1989.

[51℄ M. Janssen. Statistis and saling in disordered mesosopi eletron systems. Physis

Reports, 295(1), 1998.

[52℄ J. J. Ludlam, S. N. Taraskin, and S. R. Elliott. Disorder-indued vibrational loal-

ization. Physial Review B, 67(132203), 2003.

Instituto de Físia - UFAL



Referênias 65

[53℄ F. A. B. F. Moura, L. P. Viana, and A. C. Frery. Vibrational modes in aperiodi

one-dimensional harmoni hains. Physial Review B, 73(212302), 2006.

[54℄ B. Kramer and A. Makinnon. Loalization: Theory and experiment. Rep. Prog.

Phys., 56(1469), 1993.

[55℄ J. C. Cressoni and M. L. Lyra. Saling behavior the loalization length in random

dimer harmoni hains with thermal orrelations. Physial Review B, 53(5067), 1996.

[56℄ F. A. B. F. de Moura, M. D. Coutinho-Filho, and E. P. Raposo. Deloalization

in harmoni hains with long-range orrelated random masses. Physial Review B,

68(012202), 2003.

[57℄ F. A. B. F. de Moura and F. Domingues-Adame. Extended modes and energ dynam-

is in two-dimensional latties with orrelated disorder. Eur. Phys. J. B, 66(165),

2008.

Instituto de Físia - UFAL


	Vibrações em Cadeia Harmônica
	Introdução
	Aproximação Harmônica
	Modos Vibracionais de um Cadeia Monoatômica
	Modos Vibracionais de uma Cadeia Diatômica

	Transporte de energia em Cadeia Harmônica: Formalismo Hamiltoniano
	Excitação Inicial Tipo Impulso
	Análise dos Momentos da Distribuição de Energia

	Modos Vibracionais de uma Cadeia Harmônica com Desordem
	A Matriz de Transfêrencia em uma Dimensão e o Expoente de Lyapunov
	Modos Vibracionais de uma Cadeia Harmônica em Potencial Aperiódico
	Termo Não Linear: Sóliton

	Aspectos da Dinâmica Vibracional
	Introdução
	Cadeia Harmônica com Potencial Aperiódico
	Dinâmica Energética no Limite Harmônico
	Limite Anarmônico

	Conclusão
	Referências

