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RESUMO

Em sistemas eletronicos tridimensionais com desordem descorrelacionada é
possivel ocorrer uma transicao de metal-isolante, conhecida como transicao de An-
derson, onde os estados eletronicos podem ser localizados ou estendidos dependendo
do grau de desordem imposto ao sistema. Em sistemas de dimensionalidade baixa
d < 2, sem correlagoes na desordem, a teoria de escala preve que todos os estados
sao localizados para qualquer valor finito do grau de desordem. Entretanto, vérios
estudos recentes para sistemas de dimensoes d = 1 e d = 2 foram feitos mostrando
a presenca de estados estendidos se a desordem for correlacionada ou o sistema pos-
suir acoplamentos de longo-alcance. Neste trabalho, nés analisamos alguns sistemas
desordenados uni-dimensionais que apresentam estados estendidos. Nés estudamos
a dinamica do pacote de onda eletronico em um modelo de Anderson diluido em
uma dimensao. A diluicao é feita pela introdugao de um sitio com potencial fixo
entre cada dois sitios de uma cadeia desordenada. Este modelo apresenta estados
estendidos em uma energia ressonante, além de uma sensibilidade as condicoes ini-
ciais do pacote de onda eletronico. Quando o elétron é inicialmente localizado em
um sitio da rede pura o pacote de onda alarga mais rapidamente do que quando
o pacote de onda é posto inicialmente num sitio da sub-rede de Anderson. Ex-
plorando o mapeamento exato dos modos vibracionais em cadeias harmonicas nos
auto-estados eletronicos de modelos tight-binding, nés estudamos a natureza das ex-
citacoes coletivas em cadeias harmonicas diluidas com desordem nas massas. Este
modelo apresenta um modo de vibracao estendido em w. com deslocamento nulo
das massas da cadeia de Anderson. Para uma excitacao inicial tipo impulso em um
sitio puro, o alargamento do pulso de energia é super-difusivo tanto na cadeia total-
mente desordenada quanto na cadeia com desordem diluida. Por outro lado, para
excitacao por deslocamento em um sitio da cadeia pura, o alargamento do pulso

de energia é difusivo, contrastando com o alargamento sub-difusivo observado em
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cadeias totalmente desordenadas. Por fim, nds estudamos o problema da percolagao
em cadeias unidimensionais com acoplamentos de longo-alcance cujas ligacoes sao

ativadas segundo a probabilidade p(r) = p/rit

. Nés apresentamos o diagrama de
fases para ambas as versoes no intervalo 0 < o < 1. No caso da percolacao classica,
exploramos as propriedades de escala da massa dos maiores clusters para fazer es-
timativas dos parametros criticos. No6s obtivemos que a densidade de ligacoes entre
primeiros vizinhos critica cresce em direcao a p' (o = 1) = 1. Desta forma, quando
a probabilidade de ativacao das ligagoes decai de forma quadratica, o maior clus-
ter permanece finito para qualquer diluicao das ligagoes. A dimensao fractal Dy
do cluster percolante foi obtida e apresenta dois regimes bem caracteristicos para
0 > 1/2 e para 0 < 1/2. No limite de 0 = 0 a dimensao fractal permanece finita,
enquanto Dy = 1 para ¢ = 1. Através da diagonalizagao exata do Hamiltoniano
de cadeias finitas e fazendo uso da hipdtese de escala por tamanho finito, nds inves-
tigamos a transicao entre as fases localizada e estendida do modelo de percolagao
quantica no cluster infinito. Nossos resultados mostraram a existéncia de uma fase
onde os estados eletronicos sao exponencialmente localizados, mesmo na presenca de
um cluster percolante, ou seja p@ > p¢. Estados verdadeiramente estendidos surgem
para o < 0.78. Este valor é maior do que o valor limite obtido na literatura para a
ocorréncia de estados estendidos em modelos de Anderson em cadeias com acopla-
mentos de longo-alcance. Desta forma, nao ha uma correspondéncia direta entre as
transicoes de Anderson e de percolacao quantica em cadeias com acoplamentos cuja

intensidade ou freqiiéncia decaem como uma lei de poténcia.
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ABSTRACT

In random non-interacting electron systems in three-dimensional lattices with un-
correlated disorder, it has been well established that there is a metal-insulator tran-
sition, usually named Anderson transition, in which the one-electron eigenstates
change their nature from extended to localized as a function of the disorder strength.
In low-dimensional systems with d < 2, the scaling theory of localization predicts
complete localization for any strength of the disorder. In recent years, several stu-
dies in d = 1 and d = 2 have shown a violation of the scaling theory of localization if
disorder has special correlations or the system presents long-range couplings. In this
work, we analyze some one-dimensional systems that do present extended states. We
study the one-electron wave-packet dynamics in the one-dimensional diluted Ander-
son model. The disorder is diluted by introducing between each pair of random
sites a new site with fixed potential. This model presents extended states in parti-
cular resonant energies which leads to a very interesting phenomena of sensitivity to
the initial condition of wave-packet spread. When the electron is initially localized
in a diluting site, the wave-packet presents a faster spreading than that exhibited
by a wave-packet initially localized in an Anderson site. Further, we explore the
exact mapping between the one-electron eigen-states of tight-binding models onto
the normal vibrational modes of harmonic chains to study the nature of collective
excitations in harmonics chains with diluted disorder of the mass distribution. This
model presents an extended harmonic state at w. with null displacement at the
random masses. For a initial pulse excitation, a super-diffusive energy spread is ob-
served, similar to the one occurring in fully disordered chains. On the other hand,
for an initial displacement excitation, the energy spreads diffusively, in contrast with
the slower sub-diffusive spread in fully random chains. Finally, we study the classi-
cal and quantum percolation phenomena in power-law diluted chains for which the

probability of occurrence of a bond between sites separated by a distance r decays
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I+o  We present the phase diagram for both classical and quantum

a p(r) = p/r
models for the range of the decay exponent 0 < o < 1. In the case of classical per-
colation, we explore the scaling behavior of the mass of the largest clusters to obtain
the critical parameters. We found that the critical percolation probability p grows
continuously towards p.(c = 1) = 1. Therefore, for coupling probabilities decaying
with the square of the distance, the largest cluster is finite for any degree of dilution.
The fractal dimension of the percolating cluster was estimated and displays two dis-
tinct regimes for ¢ < 1/2 and ¢ > 1/2. In the limit ¢ = 0 the fractal dimension
is finite and converges to Dy = 1 for ¢ = 1. Performing an exact diagonalization
of the Hamiltonian of finite chains and using the scaling hypothesis, we investigate
also the quantum percolation transition in the spanning cluster. Our results show
the existence of a phase at which the one-electron eigenstates remain exponentially
localized which means that the critical percolation probability for quantum perco-
lation is larger than that for classical percolation. Finnaly, we found that the phase
of extended states appears for o < 0.78. This limiting value is larger than the one
reported in the literature for the emergence of extended states in Anderson models
in chains with power-law decaying couplings. Therefore, the present results indi-
cate that there is not a direct correspondence between the quantum percolation and

Anderson transition in chains with long-range couplings.
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Capitulo 1

Introducao as propriedades de

transporte eletronico em sélidos

1.1 Introducao

A maioria dos modelos relacionados a sélidos é baseada em um arranjo es-
trutural ordenado. Porém, a maioria dos sélidos reais, sejam eles encontrados na
natureza ou produzidos em laboratorios, nao apresenta uma estrutura totalmente
ordenada com simetria translacional e ordem de longo-alcance como um cristal per-
feito. E importante conhecer a estrutura de tais sistemas para determinar suas
propriedades quimicas e fisicas, tais como propriedades de transporte, proprieda-
des de refexao, propriedades de absorgao, entre outras. A desordem em sodlidos
reais pode ser causada por impurezas, distorcoes na rede, deslocacoes na estrutura
cristalina de um sélido, etc.

As propriedades de transporte eletronico em meio desordenado tém sido am-
plamente estudadas depois que P.W. Anderson, por volta de 1958, mostrou que

nao hé transporte se a intensidade da desordem for suficientemente grande [1]. As
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funcoes de onda, neste caso, ficam restritas a uma regiao finita do espaco, dando ori-
gem a um estado ao qual chamamos de estado localizado, ou seja, o sistema torna-se
um isolante. No entanto, se a largura da desordem for menor que um certo valor
critico W,, o sistema apresenta caracteristicas diferentes do caso anterior. Neste
ultimo caso, hé o aparecimento de estados estendidos em uma faixa de energias em
torno do centro da banda, separando assim duas faixas de energias com estados lo-
calizados, nas proximidades dos extremos da banda, de uma faixa de energias onde
os estados sao estendidos. As energias que separam as faixas de estados estendi-
dos e localizados sdo usualmente chamadas de fronteiras de mobilidade (mobility
edges) [2]. Quando a energia de Fermi ep estiver em uma faixa de energias onde os
estados sao estendidos tem-se uma fase metalica, caso contrario o sistema é isolante.
Dessa forma, é possivel a ocorréncia de uma transicao metal-isolante em funcao do
grau da desordem, conhecida como transicao de Anderson. A hipdtese de um tnico
parametro de escala proposta por Abrahams e colaboradores [2] prevé que nao deve
haver uma transi¢ao de Anderson para sistemas de dimensionalidade d < 2. Con-
tudo, varios modelos tém sido estudados recentemente, mostrando que pode haver
uma transicao de Anderson em sistemas de baixa dimensionalidade com desordem
correlacionada, acoplamentos de longo-alcance, ou ainda na presenca de um campo
magnético externo.

Basicamente, podemos citar como principais tipos de desordem: desordem
topologica; desordem de spin; desordem substitucional e desordem vibracional. De
uma forma sucinta, a desordem pode ser caracterizada por uma estrutura nao cris-
talina, ou seja, uma estrutura em que os atomos ou grupo de atomos nao estejam
arranjados em uma estrutura padrao que se repete periodicamente em toda sua
extensao, nao possuindo assim uma ordem de longo-alcance.

A desordem topoldgica é aquela em que nao ha uma ordem ou periodicidade

translacional como na figura 1.1. A desordem de spin é aquela em que a estrutura
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Figura 1.1: Figura mostrando solidos cristalinos, solidos amorfos e liquido

periédica é mantida, porém, os spins dos atomos ou sitios deste arranjo adquirem, em
baixas temperaturas, orientagoes aleatérias como conseqiiéncia de uma distribuicao
aleatoria de acoplamentos. A desordem substitucional ocorre quando sitios de uma
rede cristalina em posicoes aleatérias sao substituidos por outros dtomos ou grupo
de atomos diferentes da rede cristalina original. E importante frizar que as defini¢oes
de redes periddicas sao feitas sempre a temperatura absoluta igual a zero. Assim, a
uma temperatura 71" diferente de zero, os atomos encontram-se posicoes aleatérias em
torno da posigao de equilibrio devido a agitacao térmica, caracterizando a desordem
vibracional.

Existem diversos fenomenos relacionados a existéncia de desordem em sélidos
como vidros e outros materiais amorfos. Dentre eles, podemos citar fendmenos
opticos e fenomenos elétricos. Como exemplo de propriedades Opticas, os proces-
sos de reflexao (figura 1.2) e absorgao possuem diferentes caracteristicas em sélidos
cristalinos ou sélidos amorfos. A figura 1.2 mostra a comparacao entre o espectro
de reflexao do Ge liquido, Ge cristalino e Ge amorfo, onde a estrutura apresentada
pela curva do espectro cristalino é consequéncia da ordem de longo-alcance presente

neste estado. O fato de um sélido amorfo nao possuir qualquer direcao preferencial
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1.1 Introducao 4

que possa ser associada com eixos cristalograficos, faz que estes compostos sejam
opticamente isotrépicos. Outros tipos de absorcao que sao comumente observados
em semicondutores amorfos sao os processos de absorc¢ao ionica e luminescéncia, cujo
espectro é resultante de transigoes que ocorrem em niveis eletronicos de metais ou
ions terras-raras que podem ser dissolvidos em matrizes vitreas de forma proposital
ou nao. Esses ultimos processos sao de extrema importancia e seu interesse cientifico
estd relacionado ao fato de que tais processos de absor¢ao podem ser usados como
prova da estrutura local, uma vez que o espectro de absorcao é modificado abrupta-
mente com a mudanga da configuracao local. O interesse em se estudar propriedades
de luminescéncia intra-ionica vem do potencial que vidros dopados com terras raras

tém como materiais para a fabricacao de lasers.

0.8

LIQUID Ge

Bl CRYSTALLINE Ge

AMORPHOUS Ge

REFLECTIVITY
o
i
I

0 | 15 1
(0] 5 10 15 20

PHOTON ENERGY IN ELECTRON VOLTS

Figura 1.2: Reflexao em fungao da energia de féton (em volts),no regime de excitagao
eletronica (baiza frequéncia) do germanio cristalino, germanio amorfo e germanio
liquido [3].
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1.1 Introducao 5

Os fenomenos de transporte eletronicos em materiais amorfos tém sido am-
plamente estudados, tanto do ponto de vista tedrico quanto do ponto de vista expe-
rimental, uma vez que ¢ indispensavel o conhecimento das propriedades de condugao
eletronica para a confeccao de dispositivos de interesse tecnolégico. O fendmeno da
localizagao dos estados eletronicos tem sido amplamente estudado em sélidos desor-
denados. A localizacao de excitacoes coletivas induzidas por desordem é bastante
geral, como por exemplo a localizacao da luz, localizacao de ondas na agua ou ondas
elasticas em sélidos amorfos.

A maioria dos modelos tedricos, usando conceitos de fisica cldssica e fisica
quantica, consideram a desordem como uma perturbacao de uma estrutura crista-
lina. Em tais modelos, as fungoes de onda se estendem por toda a cadeia como
uma onda de Bloch, porém com um comprimento de coeréncia finito devido a de-
sordem. KEssa abordagem falha na presenga de desordem forte, ou em sistemas de
baixa dimensionalidade, devido ao fenomeno da localizacao. Faz-se necessario entao
desenvolver novos métodos e técnicas para se estudar especificamente o problema da
localizacao de Anderson. Varios esfor¢os tém sido empenhados na busca do enten-
dimento desse fenomeno, tanto do ponto de vista tedrico quanto do ponto de vista
experimental, tendo como ponto de partida o trabalho de P. W. Anderson de 1958,
sobre as propriedades de transporte em sistemas desordenados. Em seu modelo,
P. W. Anderson considerou a propagacao eletronica em um meio aleatorio onde a
interagdo coulombiana e correlagoes nao sao levadas em consideracao [1, 2, 3, 4, 5].
A teoria de escala prevé que sistemas de dimensoes 1D e 2D, apresentam funcgoes
de onda localizadas para qualquer valor da intensidade da desordem [2]. Varias
técnicas analiticas e computacionais tém sido recentemente desenvolvidas para o
estudo da transicao de Anderson, tais como teoria de escala, teoria diagramatica de
perturbacgao, produto de matrizes aleatérias, métodos de diagonalizacao direta, etc.

Na ultima década, ficou estabelecido que correlagdes na distribuigao da desordem
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1.2 O modelo de Drude para metais 6

podem modificar o cenario da localizacao de Anderson em baixas dimensionalidades.

Nesta tese, nos estudamos alguns problemas que apresentam uma violagao
da localizacao de Anderson em sistemas unidimensionais. Este trabalho estd orga-
nizado da forma como segue: no restante deste capitulo, faremos uma revisao sobre
as propriedades de transporte eletronico em sélidos com énfase na influéncia da de-
sordem com o objetivo de estabelecer o contexto cientifico no qual a presente tese
se insere. No capitulo 2, estudaremos a natureza dos estados eletronicos em cadeias
de Anderson diluidas compostas de duas cadeias inter-penetrantes onde uma dessas
apresenta um potencial fixo e a outra apresenta um potencial aleatério. Verifica-
mos a influéncia causada pela diluicao da desordem na dinamica de propagacao da
funcao de onda eletronica. Investigamos o efeito de memoria do sistema, analisando
a possivel dependéncia da dinamica de propagacao da funcao de onda eletronica com
a condicao inicial. No capitulo 3, apresentamos também um modelo massa-mola,
unidimensional com cadeias interpenetrantes, onde uma delas tem massas aleatérias
e a outra possui uma massa fixa mg. Neste problema, caracterizamos a dinamica de
propagacgao de ondas de deslocamento, verificando o cardter estendido e localizado
dos modos de vibragao na cadeia bem como o efeito de meméria do sistema depen-
dendo da excitacao inicial. No capitulo 4, estudamos o problema da percolacao, com
ligacoes de longo-alcance, analisando os expoentes criticos bem como o diagrama de
fases deste sistema, fazendo uma andlise comparativa dos casos classico e quantico.
Por fim, no capitulo 5, faremos as consideracoes finais, resumindo as principais con-

tribuicoes deste trabalho e discutindo as perspectivas de futuros desdobramentos.

1.2 O modelo de Drude para metais

Antes de descrever os principais modelos referentes a propagacao eletronica
em sélidos amorfos, é importante descrever brevemente as principais propriedades

dos metais. Os metais, sob condi¢oes de temperatura constante obedecem a lei de
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1.2 O modelo de Drude para metais 7

Ohm de forma satisfatéria. Tal lei pode ser expressa segundo a expressao que segue:

J=0E (1.1)

onde J é a densidade de corrente elétrica, o é a condutividade elétrica e E é o
campo elétrico. Os metais sao bons condutores de corrente elétrica. A condutivi-
dade elétrica da maioria dos metais possui seus valores alcancando desde 10° a 108

1

ohm™'m~! em temperatura ambiente, enquanto que essa mesma grandeza em iso-

1 a temperatura ambiente. Além de

lantes chega a ser da ordem de 10~ *ohm=tm~
serem bons condutores elétricos, os metais também sao bons condutores térmicos.
Para temperaturas muito pequenas, sua condutividade térmica k. independe da tem-
peratura enquanto que a condutividade elétrica o possui uma dependéncia com o
inverso da temperatura. Em 1881, Lorentz verificou que a fracao k./oT independe
da temperatura e por sua descoberta, tal fragdo é conhecida como nimero de Lo-
rentz. Em temperaturas suficientemente baixas, o satura em um determinado valor
que depende das impurezas e imperfeicoes encontradas na rede. A resistividade
elétrica, que ¢é o inverso da condutividade elétrica possui, em geral, um comporta-

mento aproximado pela lei de Matthiessen, onde a contribuicao para a resistividade

das impurezas e imperfeicoes da rede é a mesma para todas as temperaturas:

1/0 = 1/0impuro + 1/0puro (12)

De uma forma geral, a resistividade elétrica dos metais é determinada pela co-
lisao dos elétrons com os fonons da rede e por colisoes com impurezas e imperfeigcoes
da rede. Efeitos magnéticos em metais ferromagnéticos e ligas metalicas também
contribuem para a resistividade elétrica. Quase que 50% dos elementos metalicos
sao supercondutores em temperaturas suficientemente baixas.

As teorias e modelos propostos devem conter os principais ingredientes para
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que essas propriedades, acima citadas, possam surgir de forma natural.

A descoberta do elétron por volta de 1897 por J. J. Thomson ocasionou
um importante passo no estudo da estrutura da matéria e proporcionou a criagao
de teorias basicas para a conducao eletronica bem como a conducao térmica em
metais. Trés anos mais tarde, Drude construiu sua teoria de conducao de elétrons e
conducao de calor para metais, baseando-se na fisica classica. Em seu modelo, Drude
considerou que os elétrons de valéncia ou elétrons de condugao, formavam na verdade
um gas de elétrons livres, em meio aos carocos ionicos tomados como fixos em suas
posigoes na rede. Dessa forma, a teoria cinética dos gases pode ser aplicada para os
elétrons, supostamente livres, postos entre os carogos ionicos. Neste modelo, em sua
forma mais simples, as moléculas sao consideradas como esferas duras e idénticas,
que se movem em linha reta, até encontrar outra molécula. O tempo de duracao de
cada colisao é considerado como desprezivel e a forga que atua nas moléculas acorre
apenas durante a colisao, nao havendo qualquer outro tipo de interacao entre elas.

Os elétrons de valéncia, sao espalhados através das colisoes aleatorias com os
ions da rede, que sao consideramos iméveis. Aqui, o termo aleatorio é usado para
indicar que a velocidade média neste modelo é zero, imediatamente apds o espa-
lhamento por colisdes com os carogos ionicos estaticos. Quando nao hd um campo
externo aplicado ao sistema, os elétrons nao possuem uma direcao preferencial para
se movimentar. Porém, quando um campo externo é aplicado ao sistema, o movi-
mento dos elétrons passa a ter uma direcao preferencial que é a direcao do campo
externo aplicado. Nao sao consideradas interagoes tipo elétron-elétron (aprozimagao
de elétrons independentes), elétron-ion (aprozimacao de elétrons livres) e interagoes
eletromagnéticas. Além disso, o mecanismo de colisao é bastante simplificado.

Algumas caracteristicas fisicas, como as densidades de particulas calculadas
pelo modelo de Drude, nao possuem uma boa precisao. Essas densidades, quando

calculadas por esse modelo, sao cerca de mil vezes menor do que seus valores reais,
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em condi¢oes normais de temperatura e pressao. Porém, a resisténcia de um fio é
proporcional ao potencial ao qual o fio é submetido V = IR onde V' é o potencial
eletrostatico, I é a corrente que passa pelo fio e R é a sua resisténcia. A resisténcia
do fio depende de suas dimensoes e independe da corrente elétrica ou potencial ao
qual o fio é submetido. O Modelo de Drude foi capaz de prever este comportamento
e ainda deu uma estimativa do valor da resisténcia elétrica, mesmo com todas as

simplificagoes citadas anteriormente como mostra a expressao a seguir:

L
R= % (1.3)

onde p é a resistividade elétrica, L o comprimento do fio e A a area da secgao
transversal do fio.

Um dos resultados mais expressivos da teoria de Drude esta relacionado ao
processo de conducao térmica em metais através da lei empirica de Wiedemann
e Frantz de 1853. A Lei de Wiedemann e Frantz estabelece que a razao entre a
condutividade térmica e a condutividade elétrica, /o, de uma grande parte dos
metais, € linear com a temperatura e a constante de proporcionalidade é a mesma

para a maioria dos metais. Este resultado, segundo a teoria de Drude, é expresso

W=7 (k—B)zT (1.4)

e

COImo:

onde como antes kg é a constante de Boltzmann, e é a carga elementar do elétron
e T é a temperatura, e a distribuicao de velocidades de Maxwel Boltzmann para os
elétrons foi considerada.

Rearrumando a tltima equacao e substituindo os valores das constantes e e

kg, temos que:

k/o = 1.11X10"Watt.ohm /K> (1.5)
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1.3 Modelo de Somerfield para metais 10

que é metade do valor tipicamente encontrado. De fato, a teoria de Drude nao esta
correta, uma vez que o resultado de Drude supoe que os elétrons obedecem as leis
dos gases ideais classicos, o que nao ¢ valido para um gas de elétrons.

Utilizando as propriedades de gas ideal classico para os elétrons, Drude en-

controu que o calor especifico ¢,, é dado por:

Cp = gnkB (1.6)

que esta em total desacordo com os calores especificos encontrados para metais, onde
kp ¢é a constante de Boltzmann, n é a densidade de elétrons por unidade de volume
e T" a temperatura.

Modelos mais elaborados, mais robustos e mais realisticos sao estudados uti-
lizando a teoria quantica dos solidos. Nesses modelos, sao acrescentados espectos
quanticos das particulas, bem como interacoes desprezadas no modelo de Drude

para os metais.

1.3 Modelo de Somerfield para metais

O Modelo de Drude assume que os elétrons seguem uma distribuigao para as veloci-
dades tipica de um gas ideal classico ordinario, ou seja, segue a distribuicao classica
de Maxwell-Boltzmann para velocidades que, a uma temperatura 7', no equilibrio

termodinamico é dada por:

m 3/2 mov?
— T 2kgT 1.
fMB(’U) n (271‘]{,‘BT) e B ( 7)

onde n é o numero de elétrons por unidade de volume, kg é a constante de Boltz-
mann, m ¢ a massa do elétron e v sua velocidade como definidos anteriormente.

Esta quantidade, multiplicada por dv, representa matematicamente o ntimero de
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elétrons por unidade de volume, com velocidade v, num intervalo dv em torno de
v. Vimos na secao anterior que esta expressao forneceu um bom resultado para a
teoria de Wiedemann Frantz, porém, a contribuigao para o calor especifico dada por
3/2nkp nao foi muito satisfatéria, uma vez que este resultado nao fora confirmado
para os metais.

Tal problema foi resolvido com o surgimento da Teoria Quantica e, con-
seqiientemente, com o entendimento de que elétrons sao férmions e satisfazem o
principio de exclusao de Pauli. Desta forma, é preciso substituir a distribuicao de
Maxwell-Boltzmann (caso clédssico) pela distribui¢ao de Fermi-Dirac (caso quantico)

que é expressa como:

3

m 1
fro(v) = <47r3h3> expl(mv? — kpTy)/kpT) + 1 )

Aqui, h é a constante de Plank (h) dividida por 27, Ty é a temperatura de Fermi

que é extraida da condi¢ao de normalizagao

n= /dvf(v) (1.9)

As outras constantes m e kg ja foram definidas antes.

Sommerfeld utilizou o principio de exclusao de Pauli e processos de conta-
gem de estados eletronicos, para resolver o problema que nao fora resolvido antes
por Drude, em sua teoria para o gas de elétrons livres em metais. O modelo de Som-
merfeld é basicamente um modelo de Drude para o gas de elétrons livres, mas com
um ingrediente novo que é a introducao dos efeitos quanticos através da distribuicao

de Fermi-Dirac no lugar da distribuicao de Maxwell-Boltzmann.

1.3.1 Propriedades do estado fundamental do gas de elétrons
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Podemos calcular as propriedades de estado fundamental de N elétrons, que
estao confinados em uma caixa fechada de lados L e, conseqiientemente, de volume
V = L3. Como estamos supondo a aprozimacdo de elétrons independentes, entao
precisamos calcular apenas os niveis de energia de um tnico elétron confinado na
caixa e em seguida, preencher os niveis de energia, seguindo o principio de Pauli, que
permite que apenas um elétron ocupe cada um dos estados eletronicos existentes.

Cada estado eletronico pode ser descrito pela fungao de onda 3 (r), com a
especificagao do estado de spin do elétron. Se os elétrons nao estao interagindo entre
si, entao, a funcao de onda satisfaz a seguinte equagao de Schrodinger independente
do tempo:

e

V() = ey(r) (1.10)

2m
As condigoes periddicas de contorno da caixa, onde o elétron esta confinado,

sao dadas pela equacao:

v(x+ Ly, z) =¢(x,y, 2) (1.11)
v(x,y+ L,z) =¢(x,y, 2) (1.12)
U(x,y,z+ L) =Y(x,y, 2) (1.13)

que sao conhecidas como condigoes de contorno de Born-von Karman ou simples-
mente condigoes periédicas de contorno, onde L é o comprimento da caixa. Nao
estamos levando em conta aqui os efeitos da superficie metalica explicitamente,
apenas as propriedades tipicas do volume (bulk). De uma forma geral, as proprie-
dades do bulk nao sao afetadas pelas propriedades e configuracoes particulares da

superficie.
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A solugao da equacgao 1.10, sem levar em consideragao as condigoes periddicas

de contorno, é dada por:

Yi(r) = %e"‘” (1.14)

Poderiamos ainda ter imposto a condi¢ao de que a funcao de onda é nula nas
paredes da caixa, mas nao teria sido interessante neste ponto pois as solugoes da
equacao de onda teriam sido solugoes tipo ondas estaciondrias, e estamos interes-
sados em estudar as propriedades de transporte de carga e de energia. Logo, uma
solugao mais adequada deve envolver ondas viajantes que representam os fendomenos

de transporte. As auto-energias sao dadas por:

e

(k) = 2m

(1.15)

onde k pode ser interpretado como o vetor de onda caracteristico da particula. Além

disso, a solugao é sujeita a condi¢ao de normalizacao

1= /dr|¢(r)|2 (1.16)

Essa condicao nada mais é do que a condigao de que o elétron tem probabili-
dade 1 de estar dentro da caixa de volume V. Introduzindo as condigoes periddicas
de Born-von Karman(equagdes 1.11, 1.12 e 1.13) em 1.14, temos que os valores de
k devem assumir valores discretos como segue:
2mn, _ 2mn, b — 2mn,

kx: L >ky_

(1.17)

para ng, n, € n, inteiros.
O espaco tridimensional formado pelos eixos cartesianos k,, k, e k, é co-

nhecido como espaco-k ou espaco reciproco e os valores permitidos dos vetores de
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onda sdo multiplos inteiros de 27/L como mostrado em 1.17. Como assumimos que
os elétrons nao interagem entre si, podemos construir o estado fundamental de N-
elétrons, preenchendo os niveis de energia de um tnico elétron, seguindo o Principio
de Pauli. Os niveis eletronicos sao especificados pelos vetores de onda k permitidos
no espaco reciproco e a projecao do spin do elétron ao longo de um eixo arbitrario,
podendo assumir os valores —h/2 e /2. Desta forma, para cada valor permitido de
k, existem dois niveis eletronicos possiveis. Os niveis de energia sao entao preenchi-
dos, desde o nivel de menor energia(k = 0, € = 0) até o nivel de maior energia que
esteja preenchido, aqui indicado pelo vetor de onda kr e chamado de nivel de Fermi.

O numero de estados eletronicos, por unidade de volume pode ser calculado

através da seguinte equacao:

g(e)de = g(k)dk = (k/m)*dk (1.18)

onde a funcao g é chamada de densidade de estados. Como o vetor de onda e a

energia estao relacionados pela rela¢ao de dispersao (equagao 1.15), temos que:

6(0) = =5 (Q}i—m)/ i (1.19)

T on2
A discrepancia entre o valor do calor especifico calculado classicamente no
modelo de Drude e os valores comumente encontrados relaciona-se ao fato de que nem
todos os elétrons contidos no gas, aquecidos desde o zero absoluto, ganham energia
proporcional a kgT'. Somente os elétrons em orbitais dentro de um intervalo kgT
em torno da energia de Fermi sao excitados termicamente. Utilizando a estatistica
de Fermi-Dirac, um valor aproximado do calor especifico eletronico é dado por:

2, 7.2
T nkyT (1.20)

2€ F

onde €p ¢é a energia de Fermi e n é a densidade eletronica do gas.
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1.4 Fungoes de Bloch 15

O valor obtido para o calor especifico eletronico, segundo a teoria de Som-
merfeld, dado pela equagao anterior, difere do valor cldssico por um fator 72kgT/3ep

e depende linearmente da temperatura.

1.4 Funcoes de Bloch

O problema de elétrons em um sélido é, em principio, um problema de muitos
corpos interagentes e de uma forma geral de dificil tratamento tedrico, tornando-
se praticamente impossivel de ser resolvido de uma forma simples. Uma descri¢ao
mais completa desse problema deve levar em conta interagoes tipo elétron-elétron
e elétron-ion, desprezadas nos modelos de Drude e Somerfeld. Na aproximagao de
elétrons independentes, as interacoes sao representadas por um potencial efetivo de
um elétron U(r). Considerando que os dtomos, em estruturas cristalinas, possuem
uma estrutura organizada, ou seja, uma rede ordenada e periddica, podemos supor

que o potencial U(r) também é periddico e com a periodicidade da rede ou seja:
U(r) =U(r+R) (1.21)

onde R ¢ algum vetor da rede de Bravais

Desta forma, pode-se ignorar, neste ponto, qualquer complexidade que o
potencial possa ter, devido a suas mutuas interagoes, tanto com outros elétrons
como com os ions da rede e tentar resolver o problema levando em conta apenas
a sua periodicidade. Apenas com essa consideracao, podemos extrair uma série de
conclusoes interessantes.

Com a introdugao do potencial periédico descrito pela equagao 1.21, a equagao
de Schrodinger para um elétron assume a forma:

—%V%(r) +U)(r) = £9(r) (1.22)
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O caso do elétron livre é um caso particular da equagao 1.22 onde o pontencial
U ¢é nulo, um tipo particular de potencial periédico.

Na aproximacao de elétrons independentes, cada elétron é descrito por uma
equacao de Schrodinger com o potencial periddico U. Esses elétrons sao chamados
de elétrons de Bloch e esses possuem estados estaciondrios com varias consequéncias
interessantes provenientes do potencial periédico.

As solugoes da equagao de Schrodinger sao dadas por solugdes tipo ondas

planas com a periodicidade do potencial, como segue:

7pnk(I') = eik'runk(r) (123)

onde

Ui (T4 R) = 11y (r) (1.24)

para todo R pertencente a rede de Bravais.

Os valores dos vetores de onda k sao determinados pelas condigoes de con-
torno apropriadas e impostas ao problema. As condicoes de contorno usadas neste
modelo, sao semelhantes as condi¢oes de contorno impostas ao problema do elétron
em uma caixa no modelo de Somerfeld, diferindo apenas pelo fato de que, neste
modelo, o comprimento da caixa L é um multiplo da constante de rede a. Essas
condigoes restringem os valores de k a certos valores discretos e reais. O modelo
de Bloch introduz um vetor de onda k que, por sua vez, segue regras gerais neste
problema de elétrons em um potencial periddico, semelhantes aquelas do problema

de elétrons livres introduzido no modelo de Sommerfeld.

1.4.1 Superficie de Fermi

A superficie de Fermi pode ser definida através da construcao do estado

fundamental de N elétrons livres. Todos os niveis eletronicos k, com energia e(k) =
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h2k?/2m sao ocupados com energias menores que €p, onde ep é chamado de nivel
de Fermi ou energia de Fermi, com e determinado pela condi¢cao de que o niimero
de niveis de energia menores que € seja igual ao ntimero de elétrons.

No caso dos elétrons de Bloch, a forma para a construcao do nivel de Fermi é
semelhante, com a diferenga que ¢(k) ndo tem mais a forma simples obtida no modelo
de Somerfeld para os elétrons livres e k deve ser restrito a uma célula primitiva para
garantir que cada nivel seja contado uma tunica vez.

Com a presenca de um potencial nao nulo, é importante introduzir o con-
ceito de bandas de energia, que representam as faixas de energias permitidadas aos
elétrons, obtidas através da relagao de dispersao e(k). Neste contexto, as faixas de
energias proibidas, para as quais nao ha estados eletronicos permitidos, sao denomi-
nadas de gaps de energia. As superficies que separam os niveis de energias ocupados
dos niveis de energias nao ocupados sao chamadas de superficies de Fermi e sao

indicadas por:

e(k) =ep (1.25)

onde €r é o nivel de Fermi. A superficie de Fermi é uma superficie de energia
constante assim como acontece com as superficies equipotenciais na teoria eletro-

magnética.

1.5 O modelo tight-binding

Nas secOes anteriores, os niveis eletronicos em um metal foram calculados
levando-se em conta que os elétrons de conduc¢ao no metal formam um gas de elétrons
aproximadamente livres e perturbados por um potencial periédico U(r) dos fons da

rede.
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O problema dos niveis eletronicos em um sélido pode ser visto de um ou-
tro ponto de vista, considerando que o sélido (metal ou isolante) é uma colegao de
atomos neutros, que interagem de forma fraca. Desta forma, os niveis eletronicos
estariam localizados em torno dos sitios da rede. Assim, a descrigdo dos niveis
eletronicos do arranjo de atomos deve ser mudada para niveis eletronicos de cada
atomo isolado. Essa aproximacao pode ser feita caso a constante de rede seja sufi-
cientemente grande em relagao ao alcance da funcao de onda.

O modelo tight-binding considera que a superposicao das fungoes de onda
atomicas sao suficientemente pequenas para que a descricao atomica dos niveis seja
adequada. Além disso, o Hamiltoniano periddico total H, em um dado sitio da rede,
pode ser aproximado por um Hamiltoniano de um atomo isolado H,, localizado
naquele sitio. Os niveis eletronicos ligados de H,; sao localizados em torno do
atomo e dados por ¥, (r) que por sua vez sao auto-estados do Hamiltoniano atomico

segundo a equacao a seguir:

Hatwn = n¢n (126>

onde F, sao as auto-energias.

De uma outra forma, a funcao de onda é pequena quando a distancia é da
ordem da constante de rede. Quando o Hamiltoniano cristalino H comeca a diferir do
Hamiltoniano atomico H,;, podemos ainda supor que 1, (r) é solugao aproximada do
estado estaciondrio para o Hamiltoniano com auto-valores F,. Além disso, ¥, (r-R)
também é solucao, devido a periodicidade do Hamiltoniano, onde R é um vetor da
rede de Bravais.

Para encontrar as corregoes, podemos reescrever o Hamiltoniano total como:

H = Hy + AU(x) (1.27)

onde AU (r) contém todas as corregoes para o potencial atomico de forma a produzir
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o potencial periédico do cristal.
Como estamos supondo que a influéncia de um atomo em relacao a outro
é praticamente nula, ou seja, a aproximacao do orbital molecular (tight-binding),

podemos entao aproximar a funcao de onda do elétron no cristal inteiro como:

Yore(r) = Y e ¥Ry (r-R) (1.28)

R

onde a soma ¢ feita sobre todos os pontos da rede cristalina e k estende-se por todos
os N valores permitidos na primeira zona de Brillouin, de acordo com as condigoes
periodicas de contorno de Born-von Karman. Neste ponto assumimos que cada base
primitiva contém apenas um atomo. Além disso, a equacao anterior possui a forma
de Bloch, o que nao é uma tarefa dificil de ser mostrada.

Quando um elétron transita por uma rede cristalina periédica, sua funcao de
onda se estende por toda a cadeia fazendo com que o elétron possa se deslocar sem
que o material possa oferecer qualquer resisténcia e assim chamamos essa funcao de

onda estendida de funcao de Bloch.

1.6 O modelo de Anderson

A maior parte dos modelos referentes a sélidos leva em conta que os mesmos
possuem uma estrutura ordenada dos atomos e que possuem uma estrutura periodica
perfeita. Porém, todos os materiais, estejam eles na natureza ou sejam fabricados
em laboratoério, possuem algum tipo de desordem, seja ela pela presenca de atomos
diferentes dos atomos da rede principal, ou até mesmo uma distorcao.

O problema da localizagao dos estados quanticos tem atraido muita atengao
nas ultimas décadas na tentativa de explicar as propriedades de transporte em um
solido amorfo. O modelo basico para o estudo dessas propriedades é o modelo

sobre as propriedades de transporte em certas cadeias desordenadas proposto por
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Anderson. A partir deste modelo, foi possivel iniciar um estudo mais profundo
sobre os estados eletronicos de sélidos amorfos, ou seja sélidos que nao possuem
a periodicidade na rede, como no caso dos modelos de Drude, Somerfeld e Bloch
discutidos em secoes anteriores.

O Hamiltoniano no modelo de Anderson possui um termo cinético, intro-
duzido pelo termo de hopping entre os sitios vizinhos da rede, na presenca de um

potecial aleatorio. O Hamiltoniano tight-binding é escrito como:

H = Z ili) (il + Ztiﬂi)(ﬂ (1.29)

onde ¢; representa o potencial aleatério, t;; o termo de hopping responsavel pela
parte cinética e representa a interacao entre os sitios i e j e |i) é o orbital atémico
centrado no sitio i. As energias ¢; possuem valores aleatorios num intervalo de
largura W e o termo de hopping t;; diminui rapidamente com a distancia entre os
sitios |i — j|. A largura W é chamada de forga ou intensidade da desordem e este
termo controla a transicao metal-isolante. Anderson mostrou que dependendo da
intensidade de desordem no sistema, pode haver ou nao transporte eletronico. Essa
transicao é controlada por um valor de W chamado de valor critico e indicado por
W.. Para um modelo tridimensional, se W > W, nao ha transmissao, caso contrario
transmissao ¢ possivel dependendo da posicao da energia de Fermi.

Os auto-estados e as auto-energias do Hamiltoniano 1.29 sao calculados através

da equacao de auto-valores dada por:

Hly) = El¢) (1.30)

E possivel escrever as solugdes para os estados estacionarios na forma de
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combinagoes lineares dos orbitais atomicos |i) dada por:

) = ali) (1.31)

)

onde os auto-estados |i) formam uma base ortogonal para o espago das solugoes
do Hamiltoniano dado por 1.29 e |c;|? representa a amplitude de probabilidade de
encontrar o elétron no sitio 7.

Introduzindo a equagao 1.31 e o Hamiltoniano 1.29 na equagao de auto-
valores 1.30, temos que a equacao de Schrodinger fornece as relagoes ente as ampli-

tudes de probabilidades dadas por:

ECZ' = €,C; + Ztijcj (132)
J

Simplificando a equagao anterior, podemos considerar que o termo de hopping
seja constante e os termos nao-nulos sao apenas entre os primeiros vizinhos. Desta

forma podemos escrever:

Ec, =€;c; +t Z Cjti (1.33)
{5}
onde a soma em j é feita sobre os primeiros vizinhos e t tem unidade de energia.
Os casos cristalinos estudados enteriormente no modelo de Bloch podem ser
obtidos da ultima equacao fazendo algumas simplificacoes. Para o caso do modelo
de Bloch em uma rede unidimensional cristalina, podemos considerar que W = 0,

ou seja, nao ha desordem. Assim, todas as energias ¢; sao constantes e iguais a €,

ou seja:

€ = €,,1=1,2,3, ... (1.34)

Para uma cadeia linear onde os termos de hopping sao constantes e diferentes
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de zero apenas para os primeiros vizinhos, temos que

ECZ‘ = €;C; +t Z Cj (135)

j=i—1,i+1

Substituindo 1.34 em 1.35, temos que:

(E — Eo)Ci = t(Ci_l + Ci+1) (136)

As solugoes tipo ondas de Bloch podem ser usadas como solucao da equacao

anterior. Desta forma, tomando ¢, = coe™*™ e substituindo em 1.36, temos que:

E = ¢y + 2tcos(k) (1.37)

que é a relacao de dispersao obtida para o modelo de Bloch unidimensional com
potencial constante em cada sitio da rede e dado por e¢;. A banda de energias

permitidadas neste caso é dada por:

€—2t< B < ey + 2t (138)

Anderson estudou o caso mais geral em seu modelo, tomando W e t diferentes
de zero, o que torna o problema muito mais complicado. Ele resolveu esse problema
utilizando técnicas matematicas sofisticadas como teoria de perturbacao, tendo como
termos perturbativos W e t, operadores de Green, técnicas da funcao de Green e
técnicas de perturbacao diagramatica. Ele mostrou que se um sélido possui uma
estrutura ordenada, entao todos os estados eletronicos deste solidos sao estendidos
por toda a cadeia como uma onda de Bloch. Havendo algum tipo de desordem,
seja ela estrutural, posicional ou de qualquer outra natureza, pode haver ou nao
transmissao da funcao de onda, dependendo da quantidade de desordem existente no

solido. A localizacao da funcao de onda da particula ocorre devido as interferéncias
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destrutivas sofridas pela mesma ao passar pelas barreiras aleatérias decorrentes do
potencial aleatorio.

O modelo de Anderson tem sido uma alavanca para muitos trabalhos rela-
cionados as propriedades de transporte eletronico. Vérias versoes de seu modelo
tém sido propostas e apresentado muitas caracteristicas interessantes. A quanti-
dade de trabalhos nessa area tem crescido bastante devido a disponibilidade de
muitos métodos tedricos e computacionais, além das técnicas experimentais que
surgiram decorrentes das técnicas sofisticadas utilizadas na fabricacao de equipa-
mentos micro-eletronicos, sendo assim utilizados para comprovar a veracidade das

técnicas e modelos tedricos.

1.7 Teoria de escala e a transicao de Anderson

O trabalho pioneiro relacionando a desordem a localizagao eletronica foi
publicado por P. W. Anderson em 1958. Anderson foi o primeiro a quantificar
a quantidade de desordem necessaria para a auséncia de transportes em sistemas
aleatdrios [1]. Posteriormente, Mott em 1968 estudou a relevancia das propriedades
de transporte em materiais amorfos e definiu o conceito de mobility edge que re-
presenta a energia que separa estados eletronicos estendidos de estados eletronicos
localizados [6]. Em 7' = 0, e numa aproximagao onde sdo desprezadas as possiveis
oscilagoes, que eventualmente podem ocorrer na rede, o mobility edge é a energia
critica que caracteriza a transicao do estado metdalico para o estado isolante. Essa
transicdo é chamada de transi¢do metal-isolante (MIT) induzida por desordem, ou
transicao de Anderson.

Virias técnicas tém sido desenvolvidas em funcao da elucidagao da transicao
metal-isolante e uma delas foi proposta por Abrahams e colaboradores, exprimindo
a dependéncia da transicao de Anderson com o tamanho do sistema. O escopo

desta teoria é baseado na hipotese de que existe uma quantidade tnica capaz de
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Figura 1.3: Divergéncia da susceptibilidade 4wy quando a transi¢ao se aproxima do
lado isolante e a condutividade o(n) quando aprozima-se da densidade critica. Re-
sultado experimental exprimindo a transicao metal-isolante em silicone dopado com

fésforo a baizas temperaturas (T ~ 1072K ), feito por Hess, DeConde, Rosenbaum e
Thomas(1982). [3]

controlar a transicao metal-isolante. Esta quantidade é chamada de condutancia
generalizada. Precisamos definir algumas variaveis antes de iniciar a teoria de escala
para a transi¢do de Anderson. Considerando um sélido de d dimensoes, temos que
o volume total é construido por vérias caixas de volume L¢, onde L é a dimensao
lateral de cada caixa. F. é a energia critica que define o mobility edge, W ¢é, como
antes, a largura da desordem, z o niimero de vizinhos, B = 2zt ¢é a largura da banda
de energia.

A localizagao eletronica induzida por desordem proposta por Anderson, pode
ser mostrada experimentalmente através de materiais amorfos como silicone crista-
lino dopado de forma controlada com impurezas de fésforo (figura 1.3). A con-
dutancia o pode ser fitada por o ~ (n — n.)%® paran > n. e x ~ (n. —n)~"? para
n < n.. Além disso, este experimento foi capaz de mostrar as caracteristicas de

escala da transicao.
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Figura 1.4:  Fung¢do de onda de Bloch representativa de um estado estendido [3].

A figura 1.3 apresenta transi¢oes de Anderson [1] e de Mott [6]. A primeira
causada pela introdugao dos dopantes P(desordem) de forma controlada no silicone
cristalino e a segunda causada pela correlacao elétron-elétron. Porém, a transicao
metal-isolante que ocorre comumente na maioria dos solidos amorfos é a transicao
de Anderson e portanto serd a transicao abordada nesta secdo. Esse resultado
experimental mostra também a assinatura de uma transicao de fase de segunda
ordem através do comportamento das funcoes o e y na regiao critica, ou seja, para
n proximo de n..

As impurezas em um sélido induzem o aparecimento de estados ligados nas
proximidades de alguns atomos fazendo assim com que, diferentemente do caso de
Bloch (figura 1.4), a fungao de onda apresente uma amplitude insignificante em
outras regioes do sélido que nao seja na vizinhanca desses atomos. Fora da regiao
onde estao localizados esses estados ligados, a amplitude decai exponencialmente
como e~ onde o é chamado de inverso do comprimento de localizacdo e R é a

distancia representada na figura 1.5.
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As funcées, de uma forma geral, apresentam algumas caracteristicas de es-
cala nas proximidades da regiao critica como foi o caso do experimento exibido na
figura 1.3. A teoria de escala, proposta por Abrahams e colaboradores inclui uma
reformulacdo no modelo de Anderson onde no lugar de um sitio, temos caixas de
volume L¢ que contém varios sitios, onde d é uma dimensao arbitraria. Essas caixas
sao interligadas umas as outras para formar o sélido. W e t, definidos no modelo
Anderson, sao substituidos por energias caracteristicas relacionadas a desordem e
ao acomplamento eletronico entre as caixas.

Em lugar de W utiliza-se AE, que é o espacamento médio entre os niveis de
energia, dentro de cada bloco de volume L?. A densidade de estados n(E) é dada

em termos dessas quantidades por:

n(E) =1/(LAE) (1.39)
P
/ \
! \
/ n\
/ \
/! \ Lo
\
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Figura 1.5:  Funcao de onda localizada de Anderson de estados eletronicos locali-
zados em torno de impurezas. A amplitude decai exponencialmente com a distancia
do centro de localizagdo [3].
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Em substituicao ao termo de hopping t;;, que é o acoplamento entre os sitios ¢ e 7,
define-se a energia 6 £ que representa a variacao de energia causada pela mudanca
nas condicoes de contorno nas paredes de caixas vizinhas. O principio de incerteza
de Heisenberg pode ser usado neste ponto para relacionar a variacao de energia
causada por mudancas nas condi¢oes de contorno dF e o tempo tp necessario para

o pacote de onda difundir até os contornos da caixa de lado L, assim:

SE.tp=Fh (1.40)

Através da relacao de Einstein para a condutividade o e as propriedades de
difusao, temos:

o =e?Dn(E) (1.41)

Supondo que o elétron difunde perfazendo uma caminhada aleatéria ou mo-

vimento Browniano, temos a seguinte relacao:

L2

to = = (1.42)

1

O parametro de desordem que é denotado por g~, é dependente da escala e

é expresso por:
1 AFE(L)

o(D) ~ SE(D) (1.43)

O parametro 1/¢(L) na equagao 1.43 pode ser interpretado como sendo um parametro
sem dimensao e dependente da escala. Isolando os parametros de energia AFE(L) e

0E(L) nas equagoes 1.39, 1.40, 1.41 e 1.42 temos que:

_hD

b =713

(1.44)
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e
D
AE = eLTo— (1.45)
substituindo 1.44 e 1.45 em 1.43, resulta em:
h s
9(L) = oL (1.46)
e

Como as equagoes 1.44 e 1.45 sao validas apenas no limite de estados es-
tendidos, a equacdao 1.46 também ¢é vélida apenas neste limite. O termo oL 2 é
definido como a condutancia de um cubo de d dimensoes e de lado L e condutivi-
dade 0. Desta forma, g(L) pode ser visto como uma condutancia generalizada em
unidades de e?/h. Esta quantidade é essencial para a teoria de escala do modelo de
Anderson de onde vem a idéia do parametro de escala tnico. A teoria de escala,
para a transicao de Anderson, exprime como a funcdo g escala com o comprimento
caracteristico L do sistema.

Seja Ly o tamanho inicial de um sistema composto de cubos de volume Lg,
entao temos que g(Lg) = 0E(Lo)AE(Ly). Dado gy no comprimento de escala Ly, a
relacao de escala possibilita encontrar g em um tamanho de escala L = bLy. Desta
forma, os novos cubos de volume L% podem ser obtidos em funcao dos comprimentos

dos cubos originais L, e do fator de escala b como segue:

V = (bLo)? (1.47)

Assim, a condutividade generalizada é completamente determinada por uma
fungao de escala f(go,b) que é fungao de gg e do parametro de escala b. Caso b seja
uma transformacao continua, ou seja, b = 1 + ¢, onde € << 1, o comportamento de
escala pode ser definido pela fungao de escala diferencial 3(g) dada por:

B(g) = dl;i(LL)

(1.48)
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Figura 1.6: Comportamento da funcao diferencial de escala 3 proposto por
Abrahams, para d=1,2 e 8 dimensoes, em fun¢ao da condutancia generalizada g [3].

A figura 1.6 mostra o comportamento da fungao 3 definida na equagao 1.48
e foi primeiramente proposta por Abrahams e colaboradores em 1979. Para g > 0,
a funcao ¢ cresce com o crescimento de L e para § < 0 a fungao g descresce com
o crescimento de L. Abrahams determinou o comportamento de [3(g) através da
observacao do comportamento assimptético de g. Como a equagao 1.46 é vélida no

limite macroscépico de estados estendidos, temos que:

lim f(g) =d—2 (1.49)

g—00
Quando g — o0, a equagao 1.49 mostra o comportamento exibido na fi-

gura 1.6 para d = 1,2, 3. Para pequeno g, ou seja, para g << 1, o modelo de Ander-

son [1] mostra que todos os estados sd@o exponencialmente localizados em grandes
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distancias do centro de localizagao como mostra a figura 1.5. Desta forma, no con-
torno de cada dessas caixas de lado L, a amplitude da funcao de onda do elétron

oL onde o inverso do parametro o é como antes, o compri-

localizado na caixa ¢ e
mento de localizagao. Como o acoplamento entre as caixas também possui a mesma
dependéncia exponencial com L, entao a condutancia generalizada g também decai

exponencialmente, e portanto:

lirr(l)ﬁ(g) =lIng (1.50)
g—)
de forma que:
lin(l)ﬂ(g) = —00 (1.51)
g—)

como mostrado na figura 1.6, independente do valor de d.
As curvas representadas na figura 1.6 mostram como a fun¢ao g muda com
o crescimento do comprimento L. O diagrama de fluxo mostra que existe um ponto

instavel em 3 =0 e g = g. apenas em d = 3. Ou seja,temos que:

B(ge) =0 (1.52)

no ponto critico.

O valor g. divide os dois regimes de comportamento no grafico, ele separa
a regiao de forte acoplamento (¢ — o0,g > ¢.), da regiao de fraco acoplamento
(g — 0,9 < g.). Pontos instaveis no diagrama de fluxo representam uma assinatura
da transigao de fase. O ponto onde 3(g.) = 0 indica a transigdo de Anderson [1] em
d=3.

Para os casos onde d = 1 e d = 2, nao ha ocorréncia de pontos instaveis e
os fluxos do diagrama apontam para g = 0. Esse resultado indica que tanto em

uma como em duas dimensoes nao ocorre transicao de Anderson, que é o resultado
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principal da teoria de escala. E interessante notar que um resultado semelhante,
obtido através de argumentos de escala, ja fora obtido por Peierls estabelecendo que
nao ha transicao para uma fase com ordem de longo-alcance em duas dimensoes.
Porém, este é um resultado que deve ser considerado cuidadosamente, uma vez que
foram feitas algumas suposicoes que em geral nao condizem com as caracteristicas
apresentantas por materiais reais. Um exemplo disso é que experimentos feitos com
Hélio adsorvido em superficies sélidas nao satizfazem esta regra. Além disso, o
comprimento de correlagao calculado na teoria de escala é em geral muito maior
que o tamanho das amostras e portanto regides ordenadas macroscopicas podem
ser obtidas apesar das correlagoes decrescerem lentamente (logaritmicamente) com

o tamanho da amostra, como observado em algumas estruturas liquido-cristalinas.
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Em trés dimensoes, a teoria de escala mostra visivelmente que pode haver
uma transicao de Anderson em g = g., para solidos amorfos. O ponto fixo instavel
é dado por (g,8) = (9., 0). A transicao de Anderson ocorre quando o nivel de
Fermi passa por um mobility edgy como mostrado na figura 1.7 (b), lembrando que
a discussao feita nesta teoria de escala foi conduzida levando em conta que o elétron
tem uma energia fixa F.

O comportamento critico, como resultado da teoria do tinico parametro de
escala, na transicao metal-isolante, é obtido do comportamento das funcoes de es-
cala nas vizinhancas do ponto critico e no ponto critico propriamente dito. Em
particular, é analisado como é o declive da funcao f em g = g. além do fato de
ocorrer ou nao a transicao de Anderson. Neste ponto é importante frizar o conceito
de expoentes crficos, que controlam o comportamento das funcoes na regido critica.
O comprimento de localizagao (1/a), por exemplo, obedece uma lei de escala como
segue:

1 1

a = E—B (1.53)

onde v é o expoente de localizacao e descreve como o comprimento de localizagao
da funcao de onda diverge, quando se aproxima do mobility edgy E., na regiao
de estados localizados. A condutividade o tem seu comportamento de escala nas

proximidades do ponto critico dado por:

o~ (B, — E)' (1.54)

Técnicas diagraméticas (Vollhardt e Wolfie, 1982) e expansao em e (Wegner,
1985) estimam que t = v ~ 1.0 (veja por exemplo [5]). Experimentos, no entanto,
mostram algumas divergéncias quanto a esse resultado. Em semicondutores dopa-

dos, esses expoentes tem variado em torno dos valores ¢ = v ~ 1/2 para silicone
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dopado com fésforo (figura 1.3) e t = v ~ 1 para (Al,Ga;_,As). A diferenga encon-
trada entre o expoente calculado na teoria de localizacao (¢t = v ~ 1) e o encontrado
no experimento (¢t = v ~ 1/2) talvez tenha sido causada pela intera¢ao coulombiana

existente no experimento e desprezada na teoria de localizacao.

1.8 Medidas do grau de localizacao

Existem algums paramentros a serem definidos, que auxiliam na conducao
do estudo da localizacao em sélidos desordenados. Em geral, esses parametros sao
calculados levando em conta o comportamento assintético da fungao de onda em um
meio randomico. Como ja foi dito antes, em estados localizados, a funcao de onda

apresenta o seguinte comportamento assintético:

U(r) = f(r)e™ (1.55)

onde, como definido anteriormente, o inverso de a é o comprimento de localizacao da
funcao de onda, r a distancia do centro de localizacao e f(r) é uma funcao que varia
aleatoriamente. No limite em que o — 0, os estados eletronicos sao estendidos. Um
outro parametro importante na determinacao da localizacao dos estados eletronicos
¢ o segundo momento da densidade de probabilidade, ou inverso do numero de

participagao introduzido primeiramente por Wegner em 1980 [7] e definido por:
1 4
5= _[v0)l (1.56)

sendo a funcao de onda 1 normalizada, ou seja:

ol =1 (1.57)
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Este ntimero mede o quanto a amplitude de probabilidade da funcao de onda
é notavelmente diferente de zero em alguma regiao espacial da cadeia. Para ondas
planas, a participacao é uma quantidade que diverge no limite termodinamico po-
dendo assim representar os estados estendidos. Um outro parametro a ser definido
¢ a dimensao fractal, que mostra como a participacao escala com o comprimento no

limite termodinamico:

lim P(L) = L"s (1.58)

L—o00

onde Dy ¢ a dimensao fractal.

Para estados estendidos, D é, em geral, igual a dimensionalidade Euclidi-
ana do sistema d, e para estados localizados, esse niimero tende a zero no limite
termodinamico [5]. No ponto critico Dy assume valores intermediarios refletindo a

natureza fractal dos estados eletronicos na transicao.

1.9 Correlacoes no modelo de Anderson

A teoria de escala para o modelo de Anderson prevé que todos os estados
eletronicos sao localizados para sistemas de baixa dimensionalidade d < 2, para qual-
quer quantidade de desordem e apresenta uma transicao de Anderson para sistemas
de dimensao d = 3 em determinado valor critico da forca da desordem W,.. Porém,
muitos trabalhos recentes indicam que sistemas de baixa dimensionalidade podem
apresentar uma transicao metal-isolante, contrariando o resultado obtido pela teoria
de escala para o modelo de Anderson original. Tal comportamento nao esperado é
causado pela presenca de correlagoes de algum tipo na distribuicao da desordem.

Em 1975, G. Theodorou e M. H. Cohen mostraram que para certos mode-
los com Hamiltonianos unidimensionais tight-binding e desordem nos termos fora

da diagonal do Hamiltoniano, os estados no centro da banda de energia eram es-
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tendidos [8]. Em 1977, L. Fleishman e colaboradores examinaram a natureza dos
estados na energia zero, em sistemas unidimensionais com desordem em termos fora
da diagonal no Hamiltoniano, e mostraram que o comprimento de localizacao di-
verge para este valor da energia [9]. Contudo, flutuagoes induzem a localizacdo da
funcdo de onda, cujo comportamento assintético é 1(r) ~ e=*v", mesmo com a di-
vergéncia do comprimento de localizagao, diferindo do caso do modelo de Anderson
original onde as fungoes de onda sao exponencialmente localizadas. Desta forma,
o valor médio do coeficiente de transmissao, que esta relacionado a condutividade
o, vai a zero no limite termodinamico [10]. Em 1989 foi mostrado que um modelo
com Hamiltoniano tight-binding tipo Anderson, com energias ¢; de cada sitio e ter-
mos de hopping aleatoérios, pode apresentar uma energia critica E. onde o estado
permanece estendido, caso essas desordem sejam correlacionadas [11]. Ainda em
1989, D. H. Dunlap e colaboradores estudaram modelos com correlacoes tanto no
potencial em cada sitio quanto nos termos de hopping, mostrando que pode ha-
ver uma deslocalizacao de um pacote de onda eletronico inicialmente localizado,
independente da dimensao espacial [12]. Esses estudos mostraram que, em uma
dimensao, o deslocamento quadratico médio cresce com o tempo de propagacao t
segundo uma lei de escala t*2, indicando um transporte superdifusivo. Meir Gri-
niasty e Shmuel Fishman estudaram o problema da localizacao em uma dimensao,
na presencga de um pseudo-potencial randémico dado por V,, = Acos(ma|n|”), para
um modelo tight-binding dado por V,¥,, + ¥ny1 + ¥n—1 = E,. Eles verificaram
que o carater metal-isolante desses modelos apresenta varias facetas interessantes,
dependendo dos parametros que definem esses potenciais. Sendo n um ntmero in-
teiro e « racional, o comportamento é o de um sélido cristalino. Porém, para «
irracional tem-se que para v > 2 todos os estados sao localizados com comprimento
de localizacao semelhante ao modelo equivalente com potencial totalmente aleatério,

enquanto que para 0 < v < 1 existem estados estendidos e estados localizados [13].
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Neste caso, verificou-se a existéncia de um mobility edge para A < 2. No centro da
banda (|E| < 2 — \) existem estados estendidos e nos extremos da banda de energia
(24 A > |E| >2— \) os estados sao localizados. Para A > 2, todos os estados sao
localizados. Para v > 1, todos os estados fora do centro da banda sao localizados,
mesmo que o comprimento de localizagao seja consideravelmente grande [14].

Em 1990, Dunlap [15] e colaboradores estudaram certas cadeias uni-dimensionais
de dimeros aleatorios através de um Hamiltoniano tight-binding, com duas energias
aleatorias €, e € e um termo de hopping constante V', responsavel pelo transporte
entre primeiros vizinhos. Neste modelo, foi mostrado que se as energias dos sitios
sao postas ao acaso na rede e aos pares com probabilidades g e 1 — ¢ respectiva-
mente, entao uma particula, posta inicialmente localizada em alguma posicao da
cadeia pode tornar-se deslocalizada para tempos muito longos. Em particular, se
—2V < €, — ¢ < 2V, entao, um pacote inicialmente localizado difunde de forma
que o desvio quadratico médio cresce superdifusivamente com o tempo de acordo
com t%2. Porém, caso e, — €, = £V a evolucio do pacote de onda é difusiva e
o deslocamento quadritico médio escala com o tempo segundo a poténcia t'. Em
qualquer outro regime, a fungao de onda é localizada exponencialmente. Outros mo-
delos de dimeros, com hamiltoniano tight-binding, foram formulados e apresentam
em geral algumas energias criticas onde a funcao de onda deixa de ser localizada
para se estender por toda a cadeia.

Em 1997 Hilke introduziu um modelo de Anderson com desordem diagonal
diluido [16]. O modelo consistia de duas cadeias interpenetrantes, uma delas com-
postas de potenciais aleatorios e a outra composta de segmentos nao aleatérios de
poténcias constantes. Devido a periodicidade, energias ressonantes especiais surgem
as quais estao relacionadas a rede nao aleatéria. O ntimero de energias ressonantes
¢ independente do tamanho do sistema e, portanto, foi conjecturado que estes es-

tados ressonantes estendidos nao deveriam ter qualquer influéncia nas propriedades
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de transporte. Um modelo simples para uma liga binaria de compostos semicondu-
tores, onde impurezas sao colocadas em uma sub-rede, demonstrou analiticamente
e numericamente a existéncia de estados estendidos no centro da banda [17]. O
modelo de Anderson diluido foi estendido para incluir uma funcao de diluigao geral
que define as energias dentro de cada segmento nao aleatério [18]. Usando uma
abordagem de decimagao, foi demostrado que o nimero de modos depende do ta-
manho do segmento diluidor e das propriedades de simetria da fungao diluidora.
Mais recentemente, foi demonstrado que a emergéncia de estados estendidos neste
modelo promove um alargamento sub-difusivo de um pacote de onda inicialmente
localizado [19].

Os estados eletronicos em modelos de Anderson unidimensionais, com desor-
dem correlacionada tém sido amplamente estudado, uma vez que tais correlagoes
induzem ao aparecimento de estados estendidos [11, 15|, que é uma propriedade
nao usual para sistemas desse tipo. Nesses modelos de baixa dimensionalidade, a
presenca de desordem de curto alcance induz ao aparecimento de certas energias
ressonantes onde nessas energias, os estados eletronicos sao estendidos e formando
um grupo de medida nula [51]. Entretanto, se a correlagdo na desordem é de longo-
alcance, é possivel ocorrer uma transicdo metal-isolante em uma dimensao [20, 21].
Vérios trabalhos tém sido feitos mostrando que esses sistemas unidimensionais apre-
sentam uma transicao de Anderson, com mobility edges separando os estados esten-
didos dos estados localizados. Em 1998, F.A.B.F de Moura e M. L. Lyra estudaram
um modelo de Anderson em uma dimensao, onde a desordem no potencial do sitio
é correlacionada [20]. Neste modelo, a energia ou potencial por sitio corresponde
ao trago de um movimento Browniano fracionario, cuja densidade espectral é dada

por:

S(k) o — (1.59)
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onde S(k) é a transformada de Fourrier da fungao de correlagdo de dois pontos
< €p€m >. Neste modelo, os autores utilizaram um Hamiltoniano tight-binding,
unidimensional de Anderson, com termo de hopping constante entre primeiros vizi-

nhos e igual a 1 dado por:

H=> eun)(n|+ > (In—1)(n|+ |n)(n+1]) (1.60)

A desordem, com correlacao de longo-alcance é introduzida neste modelo,
através dos potencias dos sitios indicados pelos termos da diagonal do Hamiltioni-

ano 1.60. Esses sao definidos como:

€ gé [k‘o‘ 21 l_a] " cos <2m'k: +¢ ) (1.61)
n — ~T k .
p N N

onde N é o nimero de sitios e ¢ sao N/2 fases independentes e aleatdrias, dis-
tribuidas uniformemente no intervalo de [0, 27].

Moura e Lyra encontraram comportamentos interessantes, dependendo do va-
lor do expoente . Quando o desvio padrao da energia é igual ao termo de hopping
entre primeiros vizinhos e o < 2, entao todos os estados eletronicos permanencem
localizados. Para a > 2, estados estendidos surgem no centro da banda, separados
dos estados localizados por dois mobility edges. Vérios outros modelos de baixa
dimensionalidade tém sido propostos, onde a desordem possui correlacoes de longo-
alcance [22, 23, 24, 25, 28], incluindo propriedades de transportes em seqiiéncias de
moléculas de DNA [26, 27]. Oscilagoes de Bloch em cadeias unidimensionais com de-
sordem correlacionada de longo-alcance, onde o elétron é sujeito a um campo elétrico
uniforme [28], foram encontradas para um pacote de onda inicialmente Gaussiano e a
largura de banda de estados estendidos encontrada estava de acordo com a previsao
tedrica a campo nulo. Desta forma, correla¢oes na desordem tém sido consideradas

como sendo um dos mecanismos bésicos para a quebra da localizacao em sistemas
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desordenados de baixa dimensionalidade.

1.10 Acoplamentos de longo-alcance

De forma geral, apenas para dimensoes d > 2, sistemas desordenados so-
frem uma transicao de estado localizado para estados estendidos (transicao metal-
isolante ou transigado de Anderson) [1]. Porém, como ja foi dito, véarios modelos
de baixa dimensionalidade contrariam esse resultado, caso a desordem possua al-
guma espécie de correlagao. Propriedades nao usuais de deslocalizacao eletronica
em sistemas desordenados de baixa dimensionalidade podem ser obtidas nao apenas
introduzindo correlacoes na desordem, mas também indroduzindo acoplamentos de
longo-alcance [29, 30, 31]. Mirlin e colaboradores, em 1996 estudaram certos tipos

de matrizes aleatérias, cujos termos decrescem como uma lei de poténcia tipo:

Hij ~ 1 =57 (1.62)

Esse tipo de problema pode ser usado para descrever sistemas eletronicos
unidimensionais, com amplitude de hopping de longo-alcance que decaem com a
distancia segundo 1/r* [29]. Para a = 1, esse sistema apresenta uma transigdo me-
tal isolante, enquanto que todos os estados permanencem localizados para o > 1 e
todos os estados permanecem estendidos para o < 1. Esse sistema representa uma
série de sistemas fisicos como, por exemplo, duas particulas interagentes em um po-
tencial aleatdrio unidimensional [134] entre outros. Esse modelo permite o estudo
do comportamento universal de escala, nas vizinhancas da transicao de Anderson.
Em o = 1, este modelo apresenta multifractalidade e uma estatistica espectral in-
termediaria entre a estatistica de Wigner-Dyson, tipica de estados estendidos e a
estatistica de Poisson para estados exponencialmente localizados. Através de uma

diagonalizagao exata Lima e colaboradores investigaram numericamente a natu-
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reza dos auto estados eletronicos de um modelo de Anderson unidimensional, cujas
amplitudes de hopping decaem segundo a equagao 1.62 [31]. Foi demonstrado ri-
gorosamente que a funcao de distribuicao do inverso da funcao de participacao é
invariante por escala, nesse modelo [32, 30]. Este resultado confirmou a conjectura
de que as distribuigoes associadas a quantidades fisicas relevantes sao universais no
ponto critico [33, 34]. Recentemente, modelos com acoplamentos de longo-alcance
nao aleatérios mas com as energias dos sitios distrubuidas aleatoriamente demons-
traram que os estados em um dos extremos da banda podem tornar-se deslocalizados

quando os acoplamentos decaem mais lentamente que 1/73/2 [35, 36].

1.11 Excitacoes magnéticas e vibracionais em meios
desordenados

A natureza das excitagoes coletivas de um magnon em sistemas ferromagnéticos
desordenados tem uma relagao préxima com os auto-estados de um elétron no mo-
delo tight-binding de elétrons ndo interagentes em um meio aleatério [37, 38, 39,
40, 41, 43]. Em uma rede tridimensional, na presenca de desordem fraca, as on-
das de spins de alta energia sao exponencialmente localizadas. Os estados de baixa
energia permanecem estendidos embora adquiram um comprimento de coeréncia
finito. Para desordem forte, todos os estados de um mégnon tornam-se exponencial-
mente localizados. Em baixas dimensoes, especialmente em cadeias ferromagnéticas
desordenadas, os estados de um magnon com energia finita sao exponencialmente
localizados para qualquer grau de desordem, de acordo com a previsao da teoria de
escala para a transicao de Anderson. Entretanto, os estados de baixa energia tém
um longo comprimento de onda e exibem comprimento de localizacao que diverge
no fundo da banda. Esta propriedade resulta em caracteristicas bastante peculiares

relacionadas ao transporte de excitagoes magnéticas em sistemas ferromagnéticos de
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baixa dimensionalidade que nao sao compartilhadas por sistemas eletronicos. Em
particular uma excitacao magnética inicialmente localizada pode exibir uma alar-
gamento superdifusivo na presenca de desordem, constrastando com a localizagao
exponencial de um pacote de onda eletronico [40, 41].

Os modos vibracionais coletivos de cadeias harmonicas desordenadas também
podem ser mapeados no modelo de Anderson unidimensional [44]. A maioria dos
modos vibracionais sao localizados para qualquer grau de desordem, com exce¢ao
dos modos de baixa energia, cujo nimero é da ordem da raiz quadrada do nimero
de atomos da cadeia, que téem comprimento de localizacao maior que o tamanho
da cadeia e portanto sdo efetivamente estendidos [46]. O transporte de energia
em cadeias harmonicas desordenadas é fortemente influenciado pelos estados efe-
tivamente estendidos, apresentando um carater subdifusivo ou superdifusivo, para
diferentes formas da excitagao inicial [49]. Correlagoes na distribuigdo de massa
podem produzir novos modos estendidos [47, 48]. No caso de correlagoes de longo-
alcance, uma banda de estados estendidos surge possibilitando o transporte balistico
de energia [50].

Portanto, correlagoes e acoplamentos de longo-alcance podem provocar uma
violacao da teoria de escala em sistemas de baixa dimensionalidade. No restante
desta tese, nds exploraremos as propriedades fisicas de alguns sistemas que perten-
cem a essa classe de modelos com o objetivo de melhor compreender o fenomeno da

deslocalizacao em sistemas unidimensionais.
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Capitulo 2

Evolucao temporal do pacote de

onda no modelo de Anderson

diluido

No capitulo anterior, varios modelos envolvendo sistemas eletronicos desor-
denados, bem como ouras formas de excitagoes coletivas em meios aleatdrios foram
discutidos. Esses trabalhos foram baseados no modelo de Anderson que contém
os ingredientes basicos para se estudar a influéncia da desordem na natureza dos
estados estacionarios destes sistemas, em particular a tendéncia de localizagao es-
pacial destes estados e a conseqiiente auséncia de transporte efetivo ao longo de
grandes distancias. Varias versoes do modelo de Anderson [11, 15| vém contrari-
ando o resultado, até entao aceito, de que em dimensoes d < 2, todos os estados
eletronicos sao localizados, independente da quantidade de desordem [6]. Verificou-
se que a existéncia de correlagoes de curto ou longo alcance na desordem pode
ocasionar o aparecimento de estados estendidos mesmo em sistema de baixa di-

mensionalidade [51]. A auséncia de localiza¢do, mesmo na presencga de desordem,
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foi verificada experimentalmente em poliamina dopada [52], onde foi mostrado que
esse sistema apresenta um comportamento que pode ser modelado pelo modelo de
dimeros aleatérios [15].

O modelo de Anderson diluido tem encontrado destaque na comunidade ci-
entifica entre os modelos de baixa dimensionalidade que contradizem a teoria de
escala do modelo de Anderson original. Em 1996, Hilke estudou um modelo tight-
binding de Anderson diluido. Neste modelo, a desordem esta presente no potencial
¢; de cada sitio [51] e a seqiiéncia de sitios ¢ feita de forma que existem duas cadeias
interpenetrantes, sendo uma delas com potenciais aleatorios e a outra com potenciais
deterministicos e constantes. Este modelo apresenta algumas energias ressonantes
devido a periodicidade e tem relacao com a constante de rede da cadeia nao aleatéria.
Estes estados ressonantes tém as amplitudes das fungoes de onda nulas nos sitios
da rede aleatoria. Este modelo, portanto, apresenta estados estendidos nas energias
ressonantes caso um sitio randomico tenha dois sitios de potenciais constantes como
vizinhos mesmo em baixas dimensoes. Em 2003, F.A.B.F de Moura e colaboradores
estudaram a dinamica de um pacote de onda eletronico, em um modelo de Anderson
diluido em uma dimensao, onde a impureza da cadeia de Anderson é diluida através
de uma fungao periédica f(I). F.A.B.F de Moura estimaram todos os estados es-
tendidos existentes neste modelo e confirmaram o resultado de que o niimero desses
estados estendidos estd relacionado com a simetria da fungao de diluigao f(I).

Em 2003, Hilke extendeu o modelo de Anderson diluido para duas dimensoes,
no qual a desordem ¢é incorporada em linhas alternadas de uma rede quadrada [53].
Este modelo exibe um transicao metal-isolante verdadeira, apresentando uma banda
de estados estendidos. Um comprimento de correlagao finito favorece o sistema a
conportar-se como condutor antes de tornar-se eventualmente localizado. O grande
comprimento de correlagao desse modelo pode explicar as grandes flutuacoes na

condutancia e o comportamento metdalico de alguns sistemas experimentais [54, 55].
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Uma técnica bastante empregada para investigar o carater da localizagao da
funcao de onda é analisando a dinamica da evolugao temporal da mesma, ou seja,
como a onda se propaga como funcao do tempo. A expansao de um pacote de onda
inicalmente localizado tem sido amplamente estudada em varios modelos, uma vez
que este fendmeno esta diretamente relacionado as propriedades de transporte em um
solido desordenado. Quando o elétron esta inicialmente localizado em determinada
posicao, é possivel medir a probabilidade do mesmo ser encontrado naquela posigao.
Caso a probabilidade do elétron ser contrado na mesma posicao decaia com o tempo,
isso significa que o estado é estendido e ocorre a difusao. Caso contrario, o elétron

permanece localizado.
2.1 O modelo de Anderson e a expansao do pacote

de onda

O Hamiltoniano tight-binding uni-dimensional de Anderson é dado por:

H=> eln)(n|+ > Vimln)(m| (2.1)
n <n,m>

onde |n) é, como descrito no capitulo anterior, o orbital atémico ou estado de Wan-

nier para o sitio n e €, ¢ o potencial do respectivo sitio. V,, ,,, representa o termo

dehopping entre os sitios n e m. Tomando os termos de hopping apenas entre os

primeiros vizinhos, temos:
H =3 calm)nl + 3 (Vaoraln = D)l + Vil +1) (22)

Podemos escrever os estados estacionarios como sendo uma espansao em ter-

mos dos orbitais moleculares na forma:
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) = aln) (2.3)

onde v, é a amplitude de probabilidade de encontrar o elétron na posicao n da
cadeia. Substituindo 2.3 em 2.2, e supondo que o Hamiltoniano possui auto-energias

E. temos:

(E - En),lan = tn,n—i—lwn—i-l + tn—l,n,lvbn—l (24)

que é a equacao de Anderson para o estado estacionario da funcao de onda no sitio
n e cuja solucao depende da distribuicao espacial do potencial de ligacao em cada

sitio e das amplitudes de hopping.

2.1.1 Comportamento de escala da funcao de onda e desvio

quadratico médio

Um dos motivos de se estudar o comportamento assintético da funcao de onda
é que essse estudo é capaz de descrever as propriedades de conducao de um modelo
com ou sem desordem. Recentemente, alguns trabalhos tém sido publicados, mos-
trando que as dimensoes fractais DY e DS’ que estao relacionados respectivamente
com o espectro de energia e com as auto-funcoes, podem descrever a evolugao tem-
poral da funcao de onda e sua expansao caso o pulso mantenha sua forma durante
a propagagao [56]. O segundo momento ou desvio quadratico médio escala com o

tempo segundo a expressao:

o ~ 7 (2.5)

onde v = D¥/D$. A probabilidade de retorno escala com o tempo segundo:
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Py(t) ~t7P% (2.6)

para tempos muito longos, onde Py(t) é a probabilidade de encontrar o elétron, apds
um intervalo de tempo ¢ na posicao inicial. Portanto, acompanhando a evolugao
temporal da largura do pacote de onda e da probabilidade de retorno é possivel obter
os expoentes caracteristicos tanto dos estados estacionarios quanto do espectro de

auto-energias do sistema em consideragao.

2.1.2 Evolucao do pacote de onda para uma cadeia periddica

Considerando o caso particular em que o potencial da rede tem uma periodi-
cidade perfeita, os termos ¢; sao constantes e podem ser tomados iguais a zero sem
perda de generalidade. Os termos de hopping entre primeiros vizinhos podem ser
considerados como a unidade de energia. Entao as solucoes da equagao de onda sao

funcoes de Bloch dependentes do tempo dadas por:

n(8)) = %N > explikn — it (2.7)

onde N é o nimero total de sitios e cujas energias Fj sao dadas por:

Ey = 2cos(k). (2.8)

Se o pacote de onda ¢ inicialmente localizado no sitio n = 0, sua funcao de
onda num instante ¢ qualquer pode ser decomposta tendo como base os estados de

Wannier( [¢(t)) = >, ¥n(t)|n)), cujos coeficientes correspondentes sao dados por:

n(t) = % S exp(ikn — iEyt) (2.9)
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No limite de N muito grande, podemos transformar o somatorio em 2.9 em
uma integral em k. Assim, temos:
mm
VYo = eXp(—T)Jn(%) (2.10)

onde os J, sao fungdes de Bessel de ordem n. Para este caso, o deslocamento

quadratico médio fica definido como:

o*(t) =Y’ la (D) (2.11)

onde consideramos explicitamente que o elétron tenha sido posto inicialmente no
sitio localizado na posicao n = 0. Substituindo a equacao 2.10 na equacao anterior,

e usando as propriedades das fungoes de Bessel, temos que:

o?(t) = 2t (2.12)

Desta forma, para uma cadeia infinita e peridédica cujas solugoes sao fungoes
de Bloch, a funcao de onda alarga-se de forma linear com o tempo, ou seja, de
maneira balistica [57]. Ainda no regime assintético, a probabilidade de encontrar o

elétron apdés um certo intervalo de tempo na posicao inicial é dada por:

Py = |Jo(2t)]? (2.13)

cujo comportamento assintético para tempos longos é [58]:

1
Py ~ ¥0052(2t) (2.14)

Esse resultado é valido para uma rede com periodicidade perfeita. O decai-
mento da probabilidade de retorno proporcionalmente a 1/¢ indica que Df =1, ou

seja, que os estados estacionarios sao uniformemente estendidos ao longo da cadeia,
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como esperados para estados de Bloch. Combinando o decaimento da probabilidade
de retorno com a dinamica balistica, obtemos que o expoente Dj = 1 que reflete
o fato de que o espacamento médio entre os niveis de energia que efetivamente

participam do transporte eletronico é proporcional a 1/N.

2.2 Evolucao do pacote de onda para o modelo de
Anderson diluido

Para cadeias onde a periodicidade nao esta presente, os estados eletronicos
podem apresentar varias caracteristicas interessantes como, por exemplo, o surgi-
mento de estados localizados em funcao das interferéncias quanticas destrutivas que
ocorrem no sistema devido a auséncia de periodicidade. Apds a descoberta experi-
mental dos quasi-cristais, muita atencao tem sido dada a sistemas quasi-periddicos
tais como a seqiiéncia binaria de Fibonacci, a qual é uma seqiiéncia considerada
intermediaria entre a periodicidade e a aleatoriedade. Neste caso, os auto-estados
correspondentes sao criticos [59]. Também tém sido investigadas as propriedades
eletronicas de transporte em sistemas que apresentam seqiiéncias deterministicas
aperiodicas, tais como a seqiiéncia de Thue Morse. As seqiiéncias aperiodicas apre-
sentam propriedades de homogeneidade que sao relevantes para a fisica dos quasi-
cristais [60]. Através de resultados numéricos, D.E. Katsanos encontrou em 1995
que, para a sequéncia aperiodica de Thue Morse, o desvio quadratico médio es-
cala com o tempo de forma superdifusiva (o ~ t*?2) e a probabilidade de retorno
apresenta interessantes oscilagoes auto-similares [57].

Em geral, sistemas eletronicos unidimensionais com desordem apresentam
pacotes de onda localizados exponencialmente, o que implica que tanto a proba-
bilidade de retorno quanto a largura da funcao de onda permanecem finitas para

tempos longos. A dinamica eletronica, bem como o comportamento assintotico da
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funcao de onda e seu desvio quadratico médio, sao determinados pelo conjunto de
equagoes de Schrodinger dependente do tempo, que para o Hamiltoniano descrito

na equacao 2.2, sao dadas por:

W (t) = € (t) + V(Wn_1(t) + Ypia(t)),n =1,2,3..N (2.15)

onde V' é a amplitude de hopping, considerada aqui entre primeiros vizinhos e cons-
tante. O deslocamento quadratico médio, para uma particula introduzida no sitio
n = ng é dado por:

N

o*(t) =Y (n = no)*[u(t)[? (2.16)

n=1

No restante deste capitulo, iremos investigar as propriedades dinamicas do
modelo de Anderson diluido em uma dimensao. Este modelo consiste em uma cadeia
com potencial constante intercalada a uma outra cadeia com potenciais aleatorios.
Desta forma, existem duas cadeias interpenetrantes, sendo uma com potencial cons-
tante e outra com potenciais aleatdrios nao correlacionados. O Hamiltoniano tight-
binding é representado pela equagao 2.2, tomando os termos de hopping V =1. O
potencial da sub-rede periddica é dado €, e o potencial da sub-rede aleatéria, ou ca-
deia de Anderson, é dado por €, que varia aleatoriamente no intervalo de [—5,5]. A
largura da desordem foi tomada como muito maior que a amplitude de hopping, uma
vez que neste limite comportamentos trasientes ocorrem em uma escala de tempo
mais curta. No modelo que estudaremos abaixo, cada sitio puro, ou de potencial nao
aleatério, tem como vizinho dois sitios de Anderson, ou de potencial aleatério [51].

O conjunto de equacgoes 2.15 foi resolvido utilizando o método de Runge-
Kutta de quarta ordem [61], com um passo dado por At = 0.01. Consideramos que
o elétron encontra-se inicialmente localizado na posicao n = ng no centro da cadeia,

ou seja, ¢, (t = 0) = 0, ,. Em nossos célculos ntimericos, o desvio médio quadrético
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foi definido como:

o*(t) =D (n— < n(t) >)*[¢n ()] (2.17)
onde N
<n(t) >= Y nlgn(t)” (2.18)

Com o objetivo de minimizar os erros em nossos calculos numéricos, utiliza-
mos em nossas simulacoes cadeias longas com N sendo da ordem de 6 x 10%. Para
evitar efeitos de borda devido a possiveis reflexées do pacote de onda nos extremos
da cadeia, nés acompanhamos a evolucao temporal durante um intervalo de tempo
longo, mas finito, de forma que as amplitudes da funcao de onda nos extremos da
cadeia (¢ (t) e ¥y (t)) ainda permenecessem numericamente nulas. Apesar de finito,
o intervalo de tempo considerado foi muito maior que o tempo trasiente inicial da
evolucao do pacote de onda. Desta forma nossos resultados puderam capturar bem o
comportamento assintotico da funcao de onda para tempos longos. Nés escolhemos
a condicao inicial de duas formas: o elétron parte do centro da cadeia em um sitio de
Anderson (potencial aleatério) ou entao o elétron parte de um sitio puro (potencial
constante).

Foram feitas 100 configuracoes distintas de desordem para dois valores do
potencial da rede pura €;. O primeiro valor tomado foi ¢y = 1 e portanto distinto do
valor médio do potencial da sub-rede aleatéria. Neste caso, ja foi demonstrado na
literatura a existéncia de estados estendidos tanto analiticamente quanto numerica-
mente com técnicas de decimagao [16, 18]. Para esse modelo, a densidade de estados
apresenta um pseudo-gap em que a densidade de estados decai exponencialmente
quando a energia se aproxima de F, = 1, vindo de valores abaixo de E.. Em E. =1
a densidade de estados apresenta uma singularidade. Este pseudo-gap é remines-

cente do gap de energia que aparece em cadeias binarias. A energia ressonante, que
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corresponde a um estado estendido, encontra-se na singularidade da densidade de

estados. O comprimento de localizagao diverge segundo:

1

ng—a

(2.19)

quando a energia E se aproxima da energia de ressonancia E. [19].

A seguir, mostramos uma figura (fig 2.1) tipica para o deslocamento quadratico
médio o(t) como fungao do tempo, para uma cadeia com 60000 sitios e potencial
da cadeia pura dado por ¢y = 1, para duas posicoes iniciais do elétron nyg. Em uma
delas, o elétron é posto num sitio de Anderson (potencial aleatério) e na outra, o
elétron é posto num sitio da cadeia pura (potencial nao aleatdrio). E possivel notar
a clara diferenga entre o comportamento assintotico do deslocamento quadratico
médio o, com relacao a condigao inicial. Os expoentes dinamicos, com respeito as
duas condigoes iniciais do elétron sao distintos. Para o elétron inicialmente locali-

zado na posicao ng de um sitio puro, a funcao de onda expande de forma difusiva:

oot (2.20)

apresentando um carater estendido. Quando o elétron é posto inicialmente num sitio
de Anderson ou de potencial aleatério, o pacote de onda apresenta um alargamento
inicial, mas o deslocamento quadratico médio permanece finito no limite de ¢t —
00, caracterizando assim o aspecto localizado do pacote de onda. Gostariamos
de ressaltar aqui, uma analise de escala de nossos resultados mostrou que nao é
possivel descartar nesse caso a possibilidade de um alargamento muito lento do tipo
logaritmico.

Na Fig 2.2, nés mostramos a evolucao temporal do pacote de onda, ou des-
locamento quadratico médio o(t) para um elétron se propagando em uma cadeia
novamente com N = 60000 sitios e tomando o potencial fixo da cadeia pura como

o = 0, isto é, igual ao valor médio do potencial aleatério. Neste caso, a densi-
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Figura 2.1:  Deslocamento quadrdtico médio do elétron o(t), como fun¢do do tempo
para modelo de Anderson diluido unidimensional em uma cadeia de 6 x 10* sitios e
potencial da rede pura €g = 1.ng foi tomado de duas formas: ng pertencente a um
sitio de Anderson e ng pertencente a um sitio da cadeia pura

dade de estados nao apresenta um pseudo-gap e o comprimento de localizagao nas

vizinhangas da energia ressonante F. = 0 possui uma divergéncia da forma [16, 19]:

1

R AT (2.21)

e portanto mais réapida do que a encontrada para o caso ¢ = 1 (eq 2.19). Assim
como na analise anterior, na figura 2.1 o elétron foi posto inicialmente em duas
posicoes distintas: a posigao inicial ng encontra-se num sitio de Anderson (linha
pontilhada) ou entao, num sitio puro (linha tracejada).

Novamente, é possivel notar a nitida diferenca de comportamento assintético
da evolucao temporal do deslocamento quadratico médio o, dependendo da condi¢ao
inicial para ng. Para o elétron posto inicialmente em um sitio de Anderson, a
expansao do pacote de onda, ou do desvio quadratico médio, ocorre apenas durante

o transiente inicial de forma manter o pacote localizado, assim como ocorreu no caso
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Figura 2.2:  Deslocamento quadratico médio do elétron o(t), como fungdo do tempo
para modelo de Anderson diluido unidimensional em uma cadeia de 6 x 10* sitios
e potencial da rede pura g = 0.ng foi tomado de duas formas: ng pertencente a
um sitio de Anderson e ng pertencente a um sitio da cadeia pura. Este plot mostra
nitidamente a sensibilidade da dinamica da funcao de onda com a condicao inicial.

anterior. Por outro lado, considerando o elétron inicalmente localizado num sitio da
rede pura, a largura da funcao de onda apresenta um crescimento subdifusivo, com
o deslocamento quadratico médio comportando-se assintoticamente com o tempo

segundo a forma:

o oc t%3, (2.22)

Os diferentes comportamentos dinamicos do alargamento do pacote de onda,
obtidos para ambos os valores do potencial ¢y da rede pura, ¢ =0 e g = 1, podem
ser relacionados as distintas maneiras de como ocorrem as divergéncias do compri-
mento de localizacao nos dois casos e também ao comportamento da densidade de
estados nas proximidades da energia de ressonancia E,., onde £ < 1/(E — E.) com

a singularidade no extremo do pseudo-gap de energia em ¢, = 1, enquanto que
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¢ < (E — E,)*?, nao existindo gap de energia em £ = E,, para ¢, = 0.

A sensibilidade do alargamento da funcao de onda com a condicao inicial pode
ser entendida notando que um pacote de onda inicialmente localizado, possui uma
distribuicao espectral larga e, desta forma, a contribuicao para a evolucao temporal
vem de muitos auto-estados de energia. Entretanto, um pacote de onda eletronico,
localizado na subrede aleatéria nao possui contribui¢oes vindo do estado estendido,
pois este tem amplitudes de probabilidade nulas na sub-rede aleatéria.

Para ilustrar esse comportamento, calculamos a soma das componentes de

todos os auto-estados separadamente em cada sub-rede, através das quantidades:

Aa= D [a(B)P (2.23)

n=1,35,.,N—1
para a cadeia de Anderson, onde a soma estende-se apenas sobre os sitios com

potencial aleatorio. Analogamente, temos:

A= 3 (B (2.24)

n=2,4,6,.,N
com a soma restrita apenas para os sitios da sub-rede pura.

As fungoes de onda 1), (E) foram obtidas através da diagonalizagao exata do
Hamiltoniano tridiagonal dado em 2.2. Em particular, consideramos uma cadeia de
500 sitios com condigoes periddicas de contorno com ¢y = 1. As quantidades A4(E)
e Ap(F), dadas pelas equagbes 2.23 e 2.24 respectivamente, estdo mostradas na
figura 2.3. Esta figura mostra nitidamente que os estados estendidos neste modelo
encontram-se totalmente na cadeia diluida ou de potencial nao aleatério, ou seja,
A(E.) = 0.

Além disso, as amplitudes das funcoes de onda na cadeia de Anderson vao
para zero a medida que os estados se aproximam da energia de ressonancia (fig 2.3).

Desta forma, quando um pacote de onda é iniciado de forma totalmente localizada
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Figura 2.3: Soma das compontentes da func¢do de onda sobre a cadeia de Anderson

(Ay = Zn:1,3,5,..,N—1 [V (E)|?) a sobre a cadeia pura (Ap = Zn:2’476’“’N [Vn(E)]?)
obtida usando diagonalizacdo exata em uma cadeia com 500 sitios. Os zeros de
A4(E.) indicando que os estados estendidos estao localizados totalemente na rede
pura

em um sitio da rede de Anderson, poucas sao as contribui¢oes vindas de estados
efetivamente estendidos, fazendo com que o alargamento da fun¢ao de onda se deé
de forma muito suave.

O alargamento lento do pacote de onda indica que o mesmo desenvolve uma
"cauda” que decai com uma lei de poténcia em funcao da distancia ao centro do
pacote. A figura 2.4 mostra a distribuigao espacial da fungao de onda |v,|?, apds
passado um longo intervalo de tempo (¢t > 10000). Os dados foram obtidos fazendo
uma média sobre 100 realizacoes de desordem. Consideramos ambas as condigoes
iniciais (elétron na sub-rede de Anderson e elétron na sub-rede pura) e para os dois
valores do potencial dos sitios da cadeia pura: ¢g =1 e ¢y = 0.

Em qualquer dos valores de ¢y a fungao de onda apresenta um decaimento

tipo lei de poténcia seguido de um regime com decaimento exponencial devido ao

tempo finito de integracao utilizado. Essas leis de poténcia sao distintas dependendo
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Figura 2.4: Média do quadrado da componente da funcdao de onda apés um longo
tempo de expansao(t > 10000) como fung¢do da distancia ao sitio ng (n — ng) para
duas condicoes iniciais e dois valores para o potencial de rede pura €. 0s expoentes
de decarmento sao da base para a linha mais alta, De = 4.0,4.0,2.0 e 1.25

das condigoes iniciais e valores do potencial ¢y dos sitios da cadeia pura, dando mais
um reforco ao fato de que neste modelo, o comportamento assintético da dinamica
do pacote de onda apresenta sensibilidade as condigoes iniciais.

Em resumo, apresentamos neste capitulo um modelo de Anderson unidimen-
sional simples onde a cadeia de Anderson é diluida de forma que entre dois sitios de
Anderson, existe um sitio de uma sub-rede pura com potencial ¢y em cada sitio. Nos
iniciamos a propagacao do pacote de onda eletronico com o elétron totalmente loca-
lizado em um sitio nas proximidades do centro da cadeia e resolvemos o sistema de
equacoes de Schrodinger acopladas para calcular o deslocamento quadratico médio
do elétron através das componentes dos estados estacionarios.

Devido a presenca de estados estendidos, este modelo nao apresenta a lo-
calizagao usual do pacote de onda comum dos sistemas eletronicos desordenados

unidimensionais. Nos obtivemos uma dependéncia nao-trivial da evolucao temporal
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do pacote de onda com a posi¢ao inicial do elétron.

Quando o elétron é posto inicialmente em um sitio da cadeia pura, o pacote
de onda eletronico apresenta uma expansao mais rapida do que a presentada quando
o elétron é posto inicialmente num sitio de Anderson ou de potencial aleatério. Os
estados estendidos neste modelo estao localizados nos sitios da cadeia pura e, sendo
assim, um pacote de onda totalmente localizado em um sitio da cadeia de Anderson
tem uma pequena contribuicao vinda da componente espectral com grandes compri-
mentos de localizagao. Desta forma, a funcao de onda expande de forma mais lenta
que no caso onde o elétron é posto inicialmente localizado no sitio da cadeia pura.
Além disso, ndés mostramos neste modelo que a ”cauda”da funcao de onda desen-
volve uma distribuicdo espacial tipo lei de poténcia(ver Fig 2.4) e os caracteristicos
expoentes de escala da distribuicao espacial da funcao de onda sao diferentes para
distintas condigoes iniciais (ver Fig 2.4), mostrando assim, que o comportamento
dinamico assintético, é extremamente sensivel as condigoes iniciais do modelo.

Esses resultados podem, em principio, ser verificados experimentalmente
utilizando-se super-redes de semicondutores com impurezas localizadas em cama-
das alternadas. As propriedades de transposrte elétronico neste tipo de amostra
devem ser sensiveis a natureza da camada de injecao de portadores de carga. En-
tretanto, espalhamento incoerente sobre as impurezas e a dificuldade de excitacao
em uma unica camada pode tornar dificil a execucao do experimento. Embora o
espalhamento dos portadores de carga pelas impurezas possa limitar a observacao
experimental deste efeito para super-estruturas finas, o que implicaria numa anélise
mais criteriosa dos efeitos de tamanho finito, a excitacao de uma tnica camada pode

ser feita opticamente bombeando a super-rede com um laser focalizado.
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Capitulo 3

Modos vibracionais em cadeilias

harmonicas com desordem diluida

3.1 Introducao

Dentro do contexto de fisica do estado sélido, o estudo de fonons (modos vi-
bracionais) em sistemas amorfos ¢ um ponto importante e com recentes avangos [50,
47, 49, 62]. Em sistemas de baixa dimensionalidade, o transporte de energia através
dos fonons pode ser diretamente aferido calculando-se a evolugao temporal do desvio
quadrético médio de um pulso energético inicialmente localizado no material [47, 49].
O desvio quadratico médio estd relacionado a condutividade térmica pela formula de
Kubo [49]. Uma das vantagens de se estudar o desvio quadratico médio é que esta
quantidade nao depende das condigoes de contorno do sistema. Outra caracteristica
interessante do segundo momento da distribuicao de energia é que este apresenta
comportamentos diferentes, dependendo da excitacao inicial do pulso. Basicamente,
o desvio médio quadratico apresenta super-difusao quando a decomposicao espectral
do pulso inicial contém frequéncias tipicas do modo uniforme (freqiiéncias baixas) e

sub-difusao quando os modos de frequéncia baixa sao excluidos do pulso inicial. O

o8
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comportamento da condutividade térmica, em altas temperaturas aparenta ser de-
terminado pelas propriedades de desordem e anarmonicidade [62]. Em baixas tempe-
raturas, mesmo em cadeias classicas nao-lineares, os modos vibracionais harmonicos
contribuem de forma dominante para o transporte energético bem como para a con-
dutividade térmica. Dentro deste contexto, o estudo dos modos vibracionais em
sistemas atomicos representa, de fato, uma questao que continua em debate nos
dias de hoje[47, 49, 63, 64, 65, 66]. Vamos apresentar uma breve revisao dos recen-
tes estudos sobre transporte energético em sélidos de baixa dimensionalidade e suas
relagoes com a distribui¢ao de desordem bem como anarmonicidade.

Em 1994, Datta e Kundu [47, 49] estudaram o transporte em cadeias harmonicas
desordenadas com diferentes correlacoes entre as massas. A presenca das correlagoes
na distribuicao de desordem modifica o comportamento do comprimento de loca-
lizacdo na regiao de frequéncias baixas. Desta forma, a fracao de modos vibraci-
onais estendidos cresce em comparagao ao caso nao correlacionado. Para cadeia
harmonica com desordem nao-correlacionada, o ntimero de modos estendidos é da
ordem de ~ N2, onde N é o nimero de dtomos na cadeia. Esse mesmo compor-
tamento é obtido para uma cadeia com desordem tipo dimero. No caso da cadeia
harmoénica com correlagoes tipo trimeros, o nimero de modos estendidos ou nao
espalhados escala com o tamanho da cadeia como ~ N%* ou ~ N°/6 dependendo
da estrutura do trimeros. Em boa concordéancia analitica/numérica, o segundo mo-
mento Ms(t) para duas condigoes iniciais distintas foi investigada. Devido a de-
pendéncia do segundo momendo da distribuicao de energia com a fracao de modos
vibracionais estendidos, o transporte energético na presenca de correlagoes torna-se
mais rapido. A excitacao tipo impulso apresentou um comportamento super-difusivo
(My(t) ~ t3/2 até My(t) ~ t'1/6) respectivamente para desordem néo correlacionada
e correlacoes tipo trimeros. A evolucao do pacote energético inicialmente excitado

através de deslocamento de massas propicia uma dinamica sub-difusiva (My~t%9)
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em razodvel concordancia com resultados previstos analiticamente (My~t%?). Uma
descricao numérica do transporte energético em cadeias com correlagoes de longo-
alcance na desordem foi apresentado na referéncia [50]. Os autores construiram uma
distribui¢do de massas desordenadas que apresenta um espectro de poténcia 1/k%.
Para a > 1 foi encontrado um transporte balistico, independente da condicao ini-
cial do pulso energético. Também foi numericamente demonstrado que a existéncia
deste comportamento balistico estd relacionada a presenca de modos vibracionais
estendidos num intervalo finito de freqiiéncias. Transporte energético balistico foi
também encontrado em cadeias harmonicas aperiédicas[66]. Os efeitos da presenca
de anarmonicidade sobre os modos normais e a condutividade térmica de cadeias
harmonicas e anarmoénicas com massas aleatérias ndo correlacionadas [67] e também
de cadeias com massas alternadas [68, 69] foram numericamente investigadas. A de-
pendéncia da condutividade com o tamanho da cadeia e o valor da condutividade
térmica no limite termodinamico sdo questdes que permanecem controversas [70].
Os modos normais de vibragao em cadeias harmonicas podem ser mapeados
exatamente nos auto-estados de um elétron em modelos com Hamiltoniano do tipo
tight-binding. Este mapeamento pode ser facilmente demonstrado, considerando
uma cadeia harmonica com N atomos acoplados através de uma forca elastica dada

por:

F = Bpm(Um — up) (3.1)

onde f3,,, é a constante elastica da forga entre os sitios m e n e u,, é a posicao do
atomo n. Neste modelo, a desordem pode ser introduzida de duas formas: colocando
uma distribuicao aleatéria de massas ou introduzindo uma distribui¢ao aleatéria de
constantes elasticas 3, ,. As equacoes de movimento para um arranjo unidimensi-
onal de massas m;, com 7 = 1,2,3,...N, acopladas por for¢cas harmonicas sao dada

por:
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d*u, (t)
dt?

My

= Bo1(Un1(t) = un(t)) + Bn(nia(t) — un(t)). (3.2)

Supondo uma dependéncia temporal harmonica com apenas uma freqiiéncia (u,(t) =

up, exp(—iwt)) as equagoes 3.2 podem ser escritas como:

(ﬂn—l + ﬂn - w2mn>un = 6n—1un—1 + ﬁnun-i-l (33)

onde w ¢ a frequéncia do modo e u,, é a transformada de Fourier temporal do desloca-
mento da n-ésima massa. Em 1972, P. Dean, propos um mapeamento dessas cadeias
harmonicas em um modelo tight-binding eletronico, fazendo a seguinte mudanca de
variavel:

Cn

Usando essa expressao nas equacoes 3.3, temos que:

Cp, Cp— Cp,
(/Gn—l + ﬁn - w2mn)T/2 = ﬁn—l 1/21 + ﬁn 14/_21 (35)
mn mn—l mn+1

Multiplicando ambos os membros de 3.5 por 1/ mi/ 2, temos:

Cn Cn—1 Cn+1
(Bn-1+ Bn — wzmn)m— =B i t O im i (3.6)
" n—17"n n+1'""n

O mapeamento pode ser feito de forma explicita, definindo as seguintes trans-

formacgoes:

Bn
MMy 41 ’

Vn,n—i—l = -
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— 6n—1 + 6n
m,

(3.9)

n

E =W (3.10)

Fazendo a substituicao das equagoes eq. 3.7, 3.8, 3.9 ¢ 3.10 no conjunto de equacoes 3.6,

temos:

tn,n_lcnﬂ + tn_l,ncn_l = (E - En)Cn, n = 1, 2, 3, ..N (311)

que é equivalente a equacao para o modelo eletronico tight-binding. Note, entre-
tanto, que os parametros tight-binding equivalentes adquirem correlacoes que nao
estao presentes nos parametros do problema da cadeia harmonica original. Esse fato
faz com que a natureza das excitacoes coletivas em cadeias harmonicas desordena-
das seja fundamentalmente distinta daquela do problema eletronico com desordem
nao correlacionada. Em particular, os modos vibracionais apresentam comprimento
de localizagao divergindo no regime de baixas freqiiéncias, no qual a densidade de
estados apresenta uma singularidade, caracteristicas que nao estao presentes no pro-

blema eletronico.

3.2 A Matriz de transferéncia em uma dimensao
e o expoente de Lyapunov

O expoente de Lyapunov também pode ser usado neste caso como uma
medida do grau de localizacao dos modos normais de vibracao. Uma das formas
mais eficientes e praticas de calcular numericamente o expoente de Lyapunov é
através da técnica da matriz de transferéncia. Podemos reescrever a equagao 3.3 de

uma forma mais elegante, usando uma representacao matricial. Assim, temos
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(“221) =T, (“221) (3.12)

onde T), é a matriz de transférencia dada por:

6n71+6n_w2mn _ﬁnfl
T, = fn fn (3.13)
1 0

Para uma dada frequéncia w, a amplitude de Fourier do deslocamento uy(w)
do N-ésimo atomo, pode ser obtida através da matriz de transferéncia, em fungao

das amplitudes dos deslocamentos dos atomos iniciais ug e uq:

(“"H) = TnTn_1.. T\ <“1) (3.14)
Uy, Uo

Desta forma, podemos ainda obter o inverso do comprimento localizacao A

ou expoente de Lyapunov v, dado por:

_ ) 1 |ICn|
=\"!'= lim —I 3.15
g i Flog e (3.15)
onde
N
Cy =[] 7.Co (3.16)
n=1
Uy
Co = . (3.17)
Uo

A expressao acima para o expoente de Lyapunov assume implicitamente o
decaimento exponencial dos modos normais o que é verdade para os auto-valores do

produto de matrizes aleatérias nao correlacionadas.
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3.3 A densidade de estados

O natureza dos modos vibracionais em um sistema harmonico pode ser indi-
retamente analisada estudando a densidade de estados (DOS). Estados vibracionais
estendidos apresentam uma densidade de estados sem flutuagoes ao longo do es-
pectro devido ao fenomeno da repulsao entre os niveis. Por outro lado, a DOS é
bastante rugosa para modos vibracionais localizados, uma vez que estes sao espa-
cialmente separados e portanto nao repelem uns aos outros. Vamos apresentar o
método de Dean [45], baseado no teorema dos auto-valores negativos, para o célculo
da densidade de estados. Este teorema estabelece que o ntmero de auto estados
com auto-valores menores ou iguais a w? é igual ao nimero de mudancas de sinal

da funcao h;, dada por:

B2
hi+1:Ai—w2—h—l,i:1,2,3,...,N—1 (3.18)
onde
hl = Al — w2, (319)

Bi = l/wmi_lmi, (321)

hy=— (3.22)

m;—1U;—1
A definigao de hy na equacgao 3.18, significa que a massa do a&tomo na posigao
¢ = 0 ¢ infinita, ou seja, que a cadeia é fixa nesta extremidade. Aplicando este pro-
cedimento de forma recursiva, obtemos a densidade de estados integrada. Portanto,

ap6s uma derivacao numérica podemos obter a densidade de estados.
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3.4 Modos vibracionais em uma cadeia harmonica
com desordem diluida

Nesta segao, apresentaremos nossos estudos sobre cadeias harmonicas com
desordem diluida. Modelos com desordem diluida tem atraido um grande inte-
resse da comunidade cientifica. Basicamente a desordem diluida pode ser gerada
introduzindo-se um atomo de massa constante mg entre dois dtomos de uma rede
desordenada. Portanto um sistema com desordem diluida consiste de duas redes in-
terpenetrantes, uma desordenada e a outra cristalina. Recentes trabalhos [19, 16, 18]
demonstraram analiticamente e numericamente a existéncia de estados de Bloch
em sistemas eletronicos unidimensionais com desordem diluida. Além disso, uma
dinamica anomala extremamente dependente da posicao inicial do pacote eletronico
foi encontrada. Aqui vamos construir uma cadeia harmonica com desordem diluida
sobrepondo uma cadeia harmoénica desordenada com N/2 massas e uma cadeia
harménica pura com N/2 massas. Entre cada par de massas aleatdrias da cadeia
harmonica desordenada ¢é introduzida uma massa cujo valor é o mesmo para todos os
atomos da sub-rede diluida. Em nossos céalculos, vamos considerar que as constan-
tes da forca eldstica de acoplamento (3, = 1, para todos os acoplamentos na cadeia.

Desta forma, o sistema de equagoes de movimento para este modelo é dado por:

(2 — WMty = Up_1 + Upy1 (3.23)

onde n =1,2,3,...N. A matriz de transferéncia para esse modelo é dada por:

2 —muw? —1
T, = . (3.24)
1 0

No6s obtivemos a densidade de estados usando o método de Dean. Na fig.3.1

apresentamos a densidade de estados normalizada em funcao da freqiiéncia quadrada
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Figura 3.1:  Densidade de estados normalizada (DOS) como fungio de w? obtida
usando o método de Dean para uma cadeia com 10° sitios:(a) cadeia harmonica com
massas uniformemente distribuidas no intervalo [1,3](b) cadeia harmonica diluida
com mgo = 0.75. A densidade de estados apresenta pseudo-gaps para mgo < my, >,
que € remanescente do gap que aparece na cadeia diatomica periddica.

w? para uma cadeia de 10° sitios. Fortes flutuacoes na densidade de estados indicam
a presenca de estados localizados, enquanto que uma densidade de estados suave esta
usualmente relacionada a emergéncia de estados estendidos [47]. Na figura 3.1a, a
densidade de estados foi obtida para uma cadeia harmonica aleatéria, com as massas
cujos valores foram distribuidos uniformemente no intervalo [1,3]. Na figura 3.1b,
calculamos a densidade de estados apods diluir a cadeia harmonica desordenada do
item (a) com uma massa mgy = 0.75. Observamos que a densidade de estados neste
caso sempre apresenta um pseudo-gap se mg =< m, >. O pseudo-gap encontrado
na cadeia diluida é remanescente do gap existente na cadeia diatomica periddica.
Note que nas proximidades das singularidades, a DOS apresenta pequenas flutuagoes

indicando que estes modos devem ter grandes comprimentos de localizacao.
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Figura 3.2:  Expoente de Lyapunov, como funcgdo de w? obtido pelo método da matriz
de transferéncia em uma cadeia com 5 x 10° sitios: (a) cadeia harmonica aleatdria
com massas uniformemente distribuidas no intervalo [1,3](b)cadeia harmonica
diluida com mg = 0.75. Este grdfico mostra claramente o novo estado ressonante
em w > 0, induzido pela dilui¢ao da distribuicao de desordem.

Na figura 3.2, apresentamos o expoente de Lyapunov v em funcao de w?
utilizando 10° matrizes de transférencia para (a) cadeia harmonica com massas uni-
formemente distribuidas no intervalo [1,3] e (b) cadeia harmoénica diluida equivalente
a 3.1b. Devido a desordem diluida, o sistema apresenta um novo estado estendido
em w > 0. Proximo a essa freqiiéncia critica, v vai a zero como v ~ (w — w.). A
frequéncia desses modos vibracionais estendidos estda exatamente na singularidade

da densidade de estados (DOS).
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3.5 Transporte de energia

Neste ponto, uma questao relevante diz respeito a possivel modificacao das
propriedades de transporte de energia em cadeias diluidas devido a presenca de
modos vibracionais estendidos em alta freqiiéncia. Para tentar responder a esta
questao, investigamos a evolucao temporal de um pulso de energia inicialmente
localizado através do célculo do segundo momento da distribuicao de energia [49, 71].
Esta quantidade esta relacionada a condutividade térmica pela férmula de Kubo [49].

O Hamiltoniano cléssico para uma cadeia harmonica pode ser escrito como:

H=Y hut) (3.25)

onde h,(t) é a energia no sitio n dada por:

2

(®) = 52+ 5 [(Qurr = Qu)* + (@uet = Qu)] (3.26)

Nesta equagao, P, e (),, definem respectivamente o momento e o deslocamento

, » . . o , B (t
da massa no n-ésimo sitio. A fracao da energia total H no sitio n é dada por #

e o segundo momento da distribui¢ao de energia é definido por [49]:

My(t) = i:l(n )2 [h’#)] (3.27)

onde a excitagao inicial é introduzida no sitio ng em ¢ = 0. Usando o método de
Runge-Kutta de quarta ordem, resolvemos as equacoes de movimento de Hamilton

para este sistema:

OH

= Bnl(Qn1 — @n) = (@n — Qn-1)] (3.28)
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B OH  P,(t)
oP,  m,

Qn(t) = (3.29)

O segundo momento da distribui¢do de energia Ms(t) tem o mesmo significado do
deslocamento quadratico médio de um pacote de onda eletronico em um sélido [49].
Em cadeias harmonicas com excitagao inicial por impulso, a largura do pulso de
energia cresce de forma super-difusiva [My ~ t3/?] contrastando com o alargamento
sub-difusivo (M, ~ t*/2) de uma excitacdo inicial por deslocamento [49, 71].

A origem desses comportamentos assintoticos distintos, vem da forma como
os modos normais de vibragao sao populados por essas diferentes espécies de ex-
citacao inicial. No caso de excitagoes por impulso, os modos sao populados unifor-
memente. Por outro lado, a contribuicdo de um modo vibracional de freqiiéncia w
é proporcional a w? para excitagao por deslocamento [49]. Desta forma, os modos
de baixas energias, que sao efetivamente estendidos, desempenham papeis distintos
nestes dois casos. A fraca contribuicao destes modos estendidos para excitagao por
deslocamento resulta em uma expansao da energia de forma mais lenta.

Na figura 3.3, nés mostramos o segundo momento da distribuicao de energia,
M>(t) em fungao do tempo t para uma cadeia harmoénica unidimensional com my = 1
e N = 1.5x10% sitios. As massas aleatdrias foram escolhidas no intervalo de [0.5,3.5].
Nés consideramos dois tipos de excitagao inicial: em (a) a excitacao inicial foi por
deslocamento e em (b) a excitacao inicial foi por impulso. A excitacdo inicial foi
posta no sitio ng, préximo ao centro da cadeia. A dinamica assintética no caso
da excitacdo inicial por impulso resultou em Ms(t) ~ t5 ou seja, o comportamento
super-difusivo usual em sistemas com desordem descorrelacionada. Entretanto, para
o caso da excitacao inicial por deslocamento no sitio da cadeia diluida, a energia se

expande de forma difusiva, ou seja:

My(t) ~ th (3.30)
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Figura 3.3:  Segundo momento da distribui¢ao de energia My(t) em funcao do
tempo, para uma cadeia harmonica diluida com mo = 1.0 e N = 1.5x10* sitios. As
massas aleatorias foram escolhidas dentro do intervalo [0.5,3.5]. Nés consideramos
duas espécies de condigies iniciais:(a) Excitag¢oes por deslocamento e (b) excitagoes
por impulso. As linhas solidas correspondem as expansoes das excitagoes em uma
cadeia nao diluida

[T
o
of

Este resultado contrasta com o modelo usual de massas com desordem descorrelaci-
onadas onde a expansao ocorre de forma sub-difusiva My(t) ~ t%5.

Em resumo, nés estudamos a natureza das excitagoes coletivas em cadeias
harmonicas com desordem diluida. Neste modelo, sitios de massa constante my
intercalam sitios de massas aleatérias com distribuicao uniforme. Este modelo apre-
senta um modo harmoénico estendido na frequéncia w., com deslocamento nulo nas
massas aleatérias. O expoente de Lyapunov zera linearmente quando a freqiiéncia
se aproxima da freqiiéncia de ressonancia. Além disso, a densidade de estados apre-
senta uma singularidade divergente na frequéncia de ressonancia. Noés mostramos

que a presenca deste modo ressonante pode modificar a expansao de uma excitagao
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inicialmente localizada. Através do calculo do segundo momento da distribuicao
espacial da energia M;(t), nés encontramos que uma excitagao inicial por impulso
se expande de forma super-difusiva My(t) ~ t°, mesmo na presenca da diluicio.
Por outro lado, a expansao de uma excitacao incial por deslocamento é fortemente
afetada pela dilui¢do, mudando de um comportamento sub-difusivo [Ma(t) ~ /2],
na auséncia de diluigao para uma difusdo mais rdpida [My(t) ~ t']. Desta forma, a
presenca de novos modos de vibragao estendidos e a expansao mais rapida da ener-
gia, pode ser relevante para a condutividade térmica de cadeias harmonicas com

desordem diluida.
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Capitulo 4

Transicao de percolacao para
cadeias unidimensionais, com
ligacao de longo-alcance para os

casos classico e quantico

O problema da percolagao classica é um problema puramente geométrico,
onde o comportamento critico refere-se ao fato de haver ou nao uma conectividade
entre dois extremos de uma rede diluida. A diluicdo pode ser por sitio ou por ligagao.
O parametro de controle é a probabilidade p de um sitio ou ligacao estar presente na
rede. Quando um grupo de vizinhos em determinada rede diluida sao sitios ocupados
ou possuem ligagoes entre eles, entao este grupo é denominado de um aglomerado
(cluster). Caso, para uma determinada probabilidade de ocupacao p, um cluster
conecte um extremo ao outro da cadeia, entao diz-se que ocorreu uma percolagao
no sistema. O valor extremo nao nulo de p, para o qual ocorre uma percolagao, é

denominado de limiar de percolacao e depende da dimensao e geometria da rede,
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crescendo com o nimero de primeiros vizinhos. Este modelo simples é capaz de
explicar uma série de fenomenos fisicos como fluxo de fluidos em meios porosos,
resistores aleatorios, magnetos diluidos e muitos outros.

O modelo de percolagao é um modelo de sistema de particulas nao-interagentes
que apresenta uma transicao de fase nao usual, onde nao hé temperatura. Apesar
disto, este modelo pode ser mapeado num modelo de Potts com ¢ estados, no li-
mite do niimero de estados ¢ — 1 e, sendo assim, pode ser associado a um fendmeno
critico térmico [72]. Como em todo fendmeno critico usual, o problema da percolagao
possui um parametro de ordem e a transigao pode ser caracterizada por um conjunto
de expoentes criticos, com o diferencial de que as quantidades termodinamicas sao
agora relacionadas as propriedades geométricas dos clusters. No caso da percolacao,
o parametro de ordem da transi¢ido é a probabilidade P(p) de um sitio ou ligagao,
escolhido(a) aleatoriamente, pertencer ao cluster percolante. Esta quantidade vai a
zero continuamente, nas proximidades do limiar de percolagao, com um expoente (3.
Para fazer o andlogo a susceptibilidade magnética em sistemas magnéticos, tem-se
o tamanho médio do cluster S(p). Esta quantidade diverge com um expoente -y
nas proximidades do ponto crtico. A correlacdo de dois pontos esté relacionada, no
caso da percolagao, a conectividade g(r), que é a probabilidade de que dois pontos
na rede, com distancia relativa r, pertencerem ao mesmo cluster. A medida que o
tamanho do cluster cresce, g(r) decai exponencialmente com a distancia relativa. O
comprimento de correlagao, que caracteriza a queda exponencial, diverge nas pro-
ximidade do ponto critico de acordo com |p — p.|™", onde p. representa o ponto
critico. Todos os outros expoentes criticos da percolagao sao construidos de forma
semelhante, como é feito para sistemas térmicos.

Com base nas propriedades de escala e universalidade do problema da per-

colagao geométrica é possivel mostrar que sao necessarios dois expoentes criticos

para caracterizar esta transicao. O cluster infinito ou cluster percolante em p = p,,
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para um sistema de dimensao d, é um fractal caracterizado pela dimensao fractal
dy = (d — /v). As propriedades de transporte em sélidos geometricamente desor-

denados também tém sido estudadas e a condutividade comporta-se como:

o(p) o< |p— pel™ (4.1)

proximo ao ponto critico.

Mesmo a percolagao classica sendo muito utilizada para explicar uma série de
fenomenos, esta teoria falha quando aspectos quanticos comecam a aparecer como,
por exemplo, o fenomeno da localizacao da funcao de onda. Em fenomenos tais como
a supercondutividade e transporte eletronico em materiais amorfos, a utilizacao do
conceito de percolagao quantica torna-se indispensavel para a descricao correta do
problema.

Em cadeias unidimensionais com conexoes apenas entre primeiros vizinhos
ou, de forma mais geral, com conexoes de curto alcance, qualquer fragao de dilui¢ao
de sitios ou ligagoes impede o surgimento de um cluster percolante. Por outro
lado, em cadeias com ligagoes de longo-alcance, uma transicao de percolacao pode
ocorrer para um valor finito da probabilidade de ocupacao p. Estes modelos tém
sido amplamente explorados na literatura e a classe de universalidade da percolagao
classica tem sido objeto de algum debate [73, 74, 75].

Neste capitulo serao estudados dois problemas de percolacao em uma di-
mensao, sendo eles o problema da percolagao classica e o outro o problema da per-
colagdo quantica levando em conta que pode haver ligagoes de longo-alcance. Serao
obtidos os diagramas de fase de ambos os casos bem como uma andlise de tamanho

finito para caracterizar melhor essa transicao em 7" = 0.
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4.1 Percolacao classica

A transicao de fase que ocorre em sistemas com interacoes que dacaem com
uma lei de poténcia é um assunto de muito interesse devido a seu comportamento
critico tnico. Para sistemas de dimensao d, com um parametro de ordem de n
componentes e interacoes de longo-alcance que decaem como ~ 1/r°t¢ técnicas
como grupo de renormalizagao e expansao em série de poténcias em € = 20 — d
tém estabelecido que os expoentes criticos assumem valores independentes de d e
n para 0 < o < d/2, cujos valores sao dados por n = 2 — ¢ para o expoente da
funcao de correlagao e v = 1/0 para o expoente do comprimento de correlagao [76].
Para o > 2 permanecem validos os expoentes classicos de curto alcance. No regime
intermedidrio d/2 < o < 2, os expoentes dependem da dimensdo da rede e da
dimensionalidade do parametro de ordem (valores nao cldssicos). A expansao em
série até segunda ordem em € é conhecida.

Uma caracteristica interessante é que o expoente n da funcao de correlagao
parece permanecer em seu valor classico e esse resultado vem sendo aceito para to-
das as ordens em ¢, embora tenha sido demonstrado apenas até a segunda ordem.
Em adicao aos interesses tedricos no rico comportamento critico de sistemas com
interacgoes decaindo como lei de poténcia, forcas de longo-alcance e acoplamentos de
longo-alcance vém sendo usados para descrever varios fenomenos fisicos tais como
transigdo de vidros de spin [77], criticalidade em sistemas ionicos [78], o problema
de Kondo [79], efeito Casimir em sistemas fortemente correlacionados [80], mode-
lamento de sistemas neurais [81], calor especifico negativo em gés tipo Lennard
Jones [82] e redes complexas [83].

No caso particular de modelos unidimensionais, com interagoes de longo-
alcance, nao existe transicao caso o > 1. Desta forma, o regime de comportamento
critico nao classico é restrito a faixa 1/2 < ¢ < 1. Em ¢ = 1/2 o comportamento

critico exibe corregoes logaritmicas para o caso classico. O caso oposto de 0 = 1
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tem sido tema de intensas investigagoes [84, 85, 86, 87].

Em modelos onde as variaveis locais possuem um continuo de estados, a tem-
peratura critica vai a zero continuamente quando ¢ — 1 [88]. Por outro lado, mode-
los unidimensionais com interagoes decaindo com inverso do quadrado da distancia e
variaveis locais com um nimero finito de estados apresentam uma transicao ordem-
desordem em uma temperatura finita para ¢ = 1. Foi demonstrado que esta
transicao pertence a classe de transicoes de fase topologica tipo Kosterlitz-Thouless
(KT) que ocorre no modelo XY em duas dimensoes [84]. O comprimento de cor-
relacao tem uma divergéncia exponencial nas proximidades da temperatura critica
e o parametro de ordem salta descontinuamente para zero. O modelo de Potts de
g-estados é um exemplo instrutivo onde espera-se que ocorra uma transicao tipo
Kosterlitz-Touless para qualquer valor de ¢ > 2. Embora um célculo baseado na
teoria de grupo de renormalizacao no espaco real tenha apresentado um resultado
preliminar indicando que a temperatura de transicao T, seria a mesma para qualquer
valor de ¢ [89], resultados niimericos mais recentes mostram que 7, é uma funcao
decrescente do nimero de estados ¢ [87]. Para decaimentos mais suaves, ou seja,
para o < 1, a transi¢do pode tornar-se de primeira ordem [90], com o.(¢q) < 1 para
todo ¢ [91].

O modelo correspondente para estudar a transicao de percolagao geométrica
em sistemas diluidos aleatoriamente, com concentracao de ligacao decaindo como

%9 foi introduzido a mais de duas décadas atrds [92].

uma lei de poténcia tipo ~ 1/r
Inicialmente conjecturou-se que um cluster infinito estaria presente para qualquer
concentragao finita de ligagoes no caso de o < 1 [92]. No entanto, foi mostrado que
essa conjectura falha e que nao pode haver cluster de percolagao para p < 1/((0),
onde ((0) é a fungao zeta de Riemann [73]. Foi demonstrado que pode haver uma

transigdo entre um regime percolante e um regime nao percolante caso o < 1 [74].

No caso limite de ¢ = 1, argumentou-se a existéncia de uma fase intermediaria com
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correlagoes que decaem suavemente e uma descontinuidade na densidade de per-
colagao [86, 85]. Mais recentemente, o comportamento de escala da menor distancia
entre dois pontos [93, 94] e o problema da caminhada aleatdria [95] em percolagao
de longo-alcance tém sido analisados. Entretanto, exceto pela estimativa numérica
feita por Rego et. al [96], nao foi obtida uma estimativa precisa do diagrama de fase
da transicao de percolagao para este modelo.

Nesta secao, exploraremos o comportamento de escala fractal do maior clus-
ter no limiar de percolagao para obter uma estimativa precisa do ponto critico do
problema da percolagao com ligacoes de longo-alcance em uma dimensao. A anélise
de escala sera baseada na existéncia de muitos clusters infinitos na transi¢ao, sendo
que todos eles possuem a mesma dimensao fractal [97, 98]. Esta caracteristica per-
mite o uso razao média das massas como variavel de escala de expoente nulo, para
localizar o ponto critico através de simulacoes numéricas sobre redes relativamente
pequenas [99]. Esta estratégia foi aplicada com sucesso para o problema da per-
colagao em hiper-cubos de dimensao d, dando uma estimativa precisa para o limiar
de percolagao para 2 < d < 7 bem como varias distribuicoes de massa relevantes as-
sociadas aos dois maiores clusters [100]. Nesta tese, além de fornecer a linha critica
pe(0), mostraremos a razao média das massas criticas do segundo maior cluster e do
maior cluster (My/M;), (Ms)/{M;), bem como a dimensao fractal do maior cluster
d¢(0). Para valores extremos do expoente de decaimento da lei de poténcia o, uma
técnica numérica de grupo de renormalizacao sera feita para refinar a estimativa do

ponto critico.

4.1.1 Modelo de percolacao classica de longo-alcance e com-

portamento de escala fractal

Consideramos um modelo de percolagao de longo-alcance em d = 1 numa

cadeia fechada contendo N sitios. Para cada par de sitios (7, j), a probabilidade de
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haver uma ligacao ¢é definida por:

p(r) = p/r*, (4.2)

onde r é a distancia entre este par de sitios e p é a concentragao de ligagoes entre pri-
meiros vizinhos assumindo valores entre 0 e 1. Quando somente as conexoes de curto
alcance sao permitidas, um cluster infinito contendo uma fracao finita da cadeia nao
existe para qualquer p < 1. Este quadro permanece valido sempre que o expoente
da lei de poténcia o > 1. Para o < 1, um cluster infinito emerge para concentragoes
p acima de uma concentragao critica p.(o), devido a alta conectividade induzida
pelo acoplamento de longo-alcance. Para o < 0, havera um cluster percolante com
uma densidade finita para qualquer valor nao nulo de p. Desta forma, no regime
0 < 0 < 1 pode ocorrer uma transicao de percolacao continua.

Um modelo mais geral que o descrito anteriormente sobre percolacao pode
ser encontrado na literatura [86, 73, 74, 85]. Nesta versao a probabilidade de haver
uma ligagdo entre um par de sitios (i, j) é dada por p(i,5) = 3/r'™ parar > 1 e
p refere-se apenas & concentracao de ligacao entre os primeiros vizinhos. Na regiao
de 0 < 0 < 1, este modelo também apresenta uma transicao continua. Para o
caso limite de o = 1, foi rigorosamente provado que existe uma descontinuidade na
densidade do cluster infinito, ocorrendo em [.(p) > 1, com [, aproximando-se da
unidade quando p — 1. O modelo de percolacao geométrica apresentado nesta tese,
corresponde a um caso particular onde 5 = p < 1 e este fornece uma estimativa da
transicao de fase continua que ocorre no intervalo 0 < o < 1. Além disto, também
investigaremos o caso em que o = 1 para caracterizar o comportamento de escala
no regime nao percolante nas vizinhancas da transicao de percolagao descontinua
que ocorre para p — 1. No restante deste capitulo, vamos nos referir a p como a
concentracgao de ligacoes entre primeiros vizinhos, mas lembrando que este parametro

afeta a fracao de todas as ligagoes.
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Anaélises da distribuicao de massa dos clusters nas vizinhancas da transicao
de percolagao tém sido feitas para obter novas propriedades no ponto critico [102,
103, 104, 105]. Uma caracteristica interessante é observada, quando os clusters
formados na criticalidade sao dispostos em ordem decrescente de tamanho. No
regime de sistemas grandes, a massa média do k-ésimo maior cluster escala como
(My) ~ N4, com a mesma dimensao fractal d; em qualquer ordem [97, 98, 102, 106].
Especificamente, o segundo maior cluster é proporcional, em massa, ao maior cluster,
no limiar de percolagao. Alguns trabalhos mostraram que a razao média entre as
massas do maior cluster e o segundo maior cluster é invariante por escala no ponto
critico, com seu valor dependendo da geometria da rede e das condi¢oes de contorno
do modelo [99, 100, 102, 107].

De acordo com a hipdtese de escala de tamanho finito, o tamanho médio do
maior cluster no ponto critico escala como (M;) ~ N8V O comportamento de
escala permanece o mesmo para (Ms) [97, 102]. Em consequéncia, a média da razao
entre as massas (Msy/M;) comporta-se como uma quantidade critica de expoente

nulo que escala como:

(My/My) = f[(p - Pc)Nl/V] (4.3)

com a fungao de escala f(—o0) =1 e f(+00) = 0. Uma relacao de escala similar
também ¢é vélida para (Ms)/(M;). Levando-se em conta o comportamento de escala
descrito anteriormente, essas razoes sao independentes do tamanho da cadeia no
ponto critico da percolacao. Abaixo do ponto de transicao, os dois maiores clusters
sao similares em tamanho e a razao entre as massas expressas em 4.3 aproxima-se da
unidade quando o tamanho do sistema cresce. Por outro lado, hd uma predominancia
do maior cluster acima da concentracao critica e a razao entre as massas vai a zero
no limite de tamanho infinito. Desta forma, as curvas obtidas dessas razoes entre as

massas citadas anteriormente, para tamanhos diferentes do sistema, interceptam-se
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em um ponto comum, quando posto como fungao da concentragao de ligagoes [99,
100].

Quando o expoente da lei de poténcia ¢ — 0, o nimero de conexoes ne-
cessarias para criar um cluster percolante é reduzido (embora com um carater de
longo-alcance). Neste regime, o cluster de percolacdo tem uma massa pequena.
Desta forma, a andlise de escala de tamanho finito em conjunto com as proprieda-
des do maior e do segundo maior cluster tornam-se menos eficiente para localizar o
ponto critico do que a hipotese de escala baseada unicamente sobre o maior cluster.
Esta dificuldade reflete as grandes correcoes de escala apresentadas pelos clusters de
ordem mais alta. Para refinar a estimativa dos parametros criticos neste regime, uma
renormalizacao numérica pode ser usada, baseada no comportamento do seguinte

grupo de fungoes auxiliares:

In
g(N,N',p) =

Ml(va)
M1 (N',p)

n 3]

Tais fungoes sao obtidas baseando-se apenas no tamanho do maior cluster

(4.4)

e, de acordo com a hipdtese de escala de tamanho finito, elas interceptam-se em
um ponto comum g(N, N, p.) = d; para qualquer par de tamanhos (N, N’), com
possiveis desvios devido a corregoes de escala. Espera-se que este esquema de grupo
de renormalizagdo numérico seja mais preciso em dilui¢bes mais altas (p << 1) de-
vido ao tamanho reduzido do segundo maior cluster neste regime. A precisao de
tal renormalizagao fenomenoldgica, baseada em dados de Monte Carlo, foi primei-
ramente demonstrada através da investigacao da percolagao por sitios em uma rede

cibica simples [101].

Instituto de Fisica - UFAL



4.1 Percolagao classica 81

- o—a N=400
0.3 | o—e N-300
&—a N=1600
4—< N=2200

0. L T R N
20.3 0.31 032 033 034 035
P
Figura 4.1: < My/M; > wversus p para o = 0.6. Os dados foram obtidos para
uma média sobre 40000 configuragoes de desordem. O ponto comum entre as curvas

determina p.. A razao média das massas, invariante no ponto de percolagao, também
pode ser obtida deste grdfico

4.1.2 Analise de tamanho finito: diagrama de fases e di-

mensao fractal

Em nossas simulagoes, consideramos cadeias de tamanhos que vao desde
N = 200 até cadeias com N = 3200. Para um dado valor do expoente de decaimento
o, medimos o valor médio do tamanho dos dois maiores clusters e a razao média entre
seus tamanhos como fun¢ao da concentragao de ligacoes entre primeiros vizinhos p,
sobre 40000 configuracoes aleatorias das ligagoes.

A concentragao de primeiros vizinhos no ponto critico p.(o) foi obtida através
da intersegao da razao média das massas < M,/M; > para tamanhos distintos da
cadeia e através da intersecao do grupo de fungoes auxiliares g(NN, N',p) (eq 4.4)
obtidas da andlise de renormalizacao numérica do tamanho do maior cluster, como
mostrado nas figuras 4.1 e 4.2. Esses resultados foram obtidos para o caso particular

de 0 = 0.6 para efeito de comparacao. Ambos os métodos produziram aproxima-
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Figura 4.2: g(N, N',p) versus p para o = 0.6. Os dados foram obtidos para uma
média sobre 40000 configuragoes de ligagoes. O ponto comum entre as curvas deter-
mina p. e conseqiientemente a dimensdo fractal dy definida por g(N, N',p.) = d;.

damente a mesma estimativa para a concentragao de ligacoes de primeiros vizinhos
no ponto critico p.(c = 0.6) = 0.327(1). Como a diferenga do resultado obtido em
ambos os métodos foi muito pequena, as correcoes de escala sao despreziveis para
os tamanhos simulados para este valor especifico do expoente da lei de decaimento
o.

A analise descrita anteriormente foi utilizada para obter a linha critica (linha
de transigao) p.(o) para todo o interfalo 0 < ¢ < 1. Nossos resultados sao apre-
sentados na figura 4.3. Como esperado, as estimativas sao ligeiramente distintas
para valores extremos de o. O resultado obtido levando-se em conta somente o com-
portamento de escala do maior cluster é considerado mais confidvel nesses regimes
devido as grandes correcoes de escala apresentadas pelo tamanho do segundo maior
cluster em diluigoes fortes e fracas. Obtivemos que a concentragao critica cresce
continuamente em dire¢do a p.(1) = 1. Desta forma, o maior cluster permanece

finito para qualquer diluicao de primeiros vizinhos no caso da lei de decaimento com
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Figura 4.3: Diagrama de fases estimado para o modelo de percolag¢do cldssica com
concentracao de ligagoes decaindo com uma lei de poténcia. Os pontos criticos foram
estimados do comportamento de escala da razao média dos clusters, assim como pelo
método da renormaliza¢ao numérica do maior cluster (circulos) A linha tracejada
representa a curva 1 —p.(0) < /1 — o que fita bem os dados, especialmente quando
o aproxima-se da unidade.

o quadrado da distancia para a concentragao das ligacoes. Este fato é consistente
com argumentos analiticos prévios, demonstrando que uma fase percolante pode
ser observada somente no modelo de percolagao de longo-alcance generalizado para
B > 1 [85]. E interessante mencionar que os dados estimados para a concentracao
critica podem ser fitados por uma lei de poténcia simples 1 — p.(0) ~ /(1 — o)
(linha pontilhada na figura 4.3), especialmente para o préximo da unidade.

Para caracterizar o comportamento de escala do caso ¢ = 1, analisamos
como a massa média normalizada do maior cluster depende do tamanho da cadeia
nas vizinhancas de p = 1. Encontramos que, para diluicao fraca do acoplamento
de primeiros vizinhos,a razao < M; > /L decresce muito suavemente & medida que
o tamanho da cadeia cresce, indicando uma convergéncia logaritmica suave para

o limite termodinamico. De fato, nossos dados para tamanhos distintos da cadeia

Instituto de Fisica - UFAL



4.1 Percolagao classica 84

foram colapsados em uma funcao de escala universal da forma:

(Mi)/N = fI(1 = p)(In(N))"/?] (4.5)

como mostrado na figura 4.4. Esta lei de escala apoia a auséncia de um cluster in-
finito em diluigdes finitas no limite N — oo, ou seja (My(p # 1, N — o0))/N — 0.
Por outro lado, (M;(p =1, N — o0))/N — 1. E natural ocorrer uma descontinui-
dade na densidade de percolacao em p = 1, mesmo no modelo de percolagao com
ligacOes apenas entre primeiros vizinhos, embora neste caso a forma de escala seja
trivial [106]. A andlise de tamanho finito, indica uma transi¢cdo de percola¢do nao
trivial, semelhante a transicao de Kosterlitz-Thouless, que ocorre em geral no modelo
XY bidimensional. Assim, a descontinuidade indicada da densidade de percolagao
em p = 1 é remanescente da transicao de percolacao que ocorre no modelo de per-
colagao de longo-alcance no caso particular em que § = p =1 [85]. A dependéncia
logaritmica da varidvel de escala revela que a média do tamanho do maior cluster
cresce exponencialmente quando p — 1, uma vez que o tamanho de escala carac-
terfstico do cluster escala como ~ ¢1=P)”. Esta dltima caracterfstica é consistente
com um expoente do comprimento de correlacao divergente para essa transicao de
percolacao assintoética.

A dimensao fractal dy do cluster percolante critico foi medida a partir do
esquema de renormalizacao numérico e é mostrada como funcao do expoente de
decaimento o, na figura 4.5. E particularmente interessante notar que, para o > 1/2,

a dimensao fractal é bem fitada por:

d; = (1+0)/2, (4.6)

dentro de nossa precisdo numérica. Usando as relacoes de escala dy = d — 3/v e

2 —n=d—20/v, arelacao de escala apresentada em 4.6, resulta em
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Figura 4.4: Colapso dos dados de cadeias de tamanhos distintos para o caso limite
de 0 = 1 O tamanho do maior cluster normalizado seque uma func¢ao universal
de (1 — p)(In N)Y2, indicando desta forma a auséncia de um cluster infinito em
diluigoes finitas e o crescimento exponencial do tamanho médio do maior cluster
quando p — 1.

n=(2-o). (4.7)

Esta equagao ¢ a relagao classica prevista pelos célculos de grupo de renormalizagao
para sistemas com interagoes que decaem como lei de poténcia [76, 108]. Entretanto,
a transicao de percolagao puramente geométrica estudada aqui desvia da relagao
cléssica quando a concentracao de ligacdes decai mais suavemente que 1/r%2. Para
o < 1/2, a dimensao fractal parece seguir uma dependéncia linear distinta dada

aproximadamente por:

d; = 0.35+4/50. (4.8)

O caso em que 0 = 1/2 mostra um pequeno desvio da tendéncia em relagao ao
comportamento indicado por 4.6, que pode estar relacionado a possiveis correcoes

logaritmicas de escala que nao foram consideradas nesta tese.
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Figura 4.5:  Dimensdao fractal do cluster de percolagao critico como fung¢ao do

expoente de decaimento o. Para o > 1/2 os dados sao bem fitados por ds(o) =
(1+0)/2, que € similar ao comportamento cldssico previsto pela teoria de grupo de
renormalizacao para sistemas cujas interacoes decaem como uma lei de poténcia.

Medimos também a média da razao critica entre as massas (Ms /M) e (Ms) /(M)
como mostrado na figura 4.6. Para concentragoes de ligagoes que decaem lentamente,
onde o estado critico é fortemente diluido em termos de ligagoes, o maior e o se-
gundo maior clusters sao aproximadamente iguais em tamanho. Por outro lado,
proximo da borda o = 1, o estado critico é diluido de forma fraca e o maior cluster
¢ muito maior que o segundo maior, mesmo eles tendo a mesma dimensao fractal.
O fato de que (Ms/M;) > (Ms)/(M;) reflete as flutuacoes das razdes das massas
para distribuicoes distintas de ligacoes.

Em resumo, nesta se¢ao mostramos uma andlise detalhada de escala de ta-
manho finito da transicao de percolagao geométrica, para uma cadeia com densidade
de ligagoes decaindo como p(r) = 1/r'*?. Explorando o comportamento fractal do
maior e do segundo maior cluster no limiar de percolacao, obtivemos uma boa esti-

mativa para o ponto critico de percolacao e a dimensao fractal da massa do cluster
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Figura 4.6: O walor critico da razao média das massas (May/My) e (M) / (M)
como func¢ao do expoente de decaimento o. FEstas razoes assumem valores pequenos
quando o regime de curto alcance se aproxima, uma vez que o cluster de percolacdo
critico torna-se mais denso.

percolante para 0 < ¢ < 1. Encontramos que p.(c = 1) = 1 e, desta forma, nao
existe um cluster infinito no limite termodinamico para concentracoes de ligagao
que decaem como 1/r? com qualquer diluigao finita entre primeiros vizinhos. Nossa
andlise de tamanho finito na vizinhanga de p.(oc = 1) = 1, indica que, embora a
natureza da transicao no presente modelo seja do tipo Korsterlitz-Thouless, existem
algumas diferencas entre o modelo de percolagao geométrica e as transi¢oes térmicas
de Korsterlitz-Thouless em sistemas unidimensionais com interagoes tipo 1/r%. Ape-
sar disto o comportamento obtido é consistente com a descontinuidade da densidade
de percolagao prevista por Aizenman [85].

Para o regime 0 < 0 < 1, determinamos a razao média entre as massas dos
dois maiores clusters no ponto critico. Préximo do limite o = 1, o maior cluster
torna-se muito maior que o segundo maior, resultando em uma convergencia suave

para o comportamento termodinamico, devido a proximidade do comportamento de
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curto alcance. A dimensao fractal do cluster percolante no ponto critco exibiu dois
regimes distintos para o acima e abaixo de 1/2. Para ¢ > 1/2, a dimensao fractal
coincidiu com o resultado cléssico obtido para sistemas com interagoes que decaem
com uma lei de poténcia, mesmo que esses, em principio, nao se apliquem para a
transicao de percolacao geométrica. Seria interessante reproduzir esses dois regimes
através de argumentos de grupo de renormalizacao adaptados para o modelo de
percolacao com interacoes de longo-alcance.

A presente anédlise de tamanho finito pode ser usada para caracterizar o dia-
grama de fases do problema de percolacao unidimensional com interacoes de longo-
alcance com parametros distintos para conexoes de curto e longo-alcance. Este
estudo pode conduzir a novas informagoes sobre o comportamento critico, em parti-
cular para o caso de concentragoes de ligagoes que decaem com uma lei de decaimento

quadratica.

4.2 Percolacao quantica

Nesta secao, consideramos um modelo particular de um Hamiltoniano de-
sordenado unidimensional, denominado de percolacao quantica, onde a desordem é
introduzida através da distribuicao bindria das ligacoes entre os sitios. Este mo-
delo é uma generalizacao do modelo apresentado na segao anterior, sobre a per-
colacao geométrica. O modelo da percolacao quantica pode ser usado para o enten-
dimento da propagacao de ondas em meios binarios nao-homogéneos e para analisar
as propriedades de transporte eletronico em semicondutores dopados [109], transi¢ao
metal-isolante em heteroestruturas bidimensionais de GaAs [110], transi¢oes de Hall
quanticas [111, 112], entre outros.

Estruturas desordenadas véem atraindo bastante o interesse da comunidade
cientifica nas tultimas décadas e, além do modelo de Anderson [1], o problema da

percolacao quantica [113, 114] é um dos temas mais discutidos dessa area. O pro-
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blema da percolagao quantica leva em conta a transmissao quantica através de uma
rede desordenada percolante, sendo que a existéncia de um cluster percolante é
uma condicao necessaria mas nao suficiente para que haja a percolacao da particula
quantica. Este fato caracteriza a diferenca bésica entre o problema da percolagao
classica e o problema da percolacao quantica.

A percolacao quantica é formulada freqiientemente em termos de um Hamil-

toniano tight-binding de um elétron tipo:

H= Zen\n (nl+ Y Vaaln)(n (4.9)

m,n,n#m
onde V,, ,, representa a amplitude de hopping entre o par de sitios (m,n), €, é o
potencial no sitio n e |n) é o estado de Wannier. Na maior parte dos trabalhos
existentes na literatura, a amplitude de hopping V,, ,, zera sempre que m e n nao
sao primeiros vizinhos. Como no caso classico, pode-se definir percolacao por sitios
e percolagao por ligacoes. No problema da percolagao por sitio, o potencial no sitio

n, dado por €, segue a seguinte distribuicao binaria:

plen) = pd(en —€a) + (1 —p)d(en — €) (4.10)

onde

€p = —€4. (4.11)

Neste caso, 0 = |eq — eg|/2V = 2e4/2V determina o grau de desordem e z

)
¢ o numero de primeiros vizinhos. V,, ,,, é geralmente tomado como uma constante
V. Na percolagao quantica por ligagoes, o potencial dos sitios é constante, enquanto

que o termo de hopping V,, , é distribuido segundo a fungao

p(vmm) = p(S(me —Va)+(1— p)é(me —Va) (4.12)
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onde Vg = 0.

Os parametros p e €4 para percolacao por sitios ou p e V' para percolagao por
ligacoes caracterizam as distribuicoes 4.10 e 4.12. No caso da percolagao por sitios,
p é a densidade de atomos do tipo A, ou seja, é a probabilidade de que um dado sitio
seja ocupado por um atomo A. No caso de percolacao por ligacoes, p é a densidade
de ligacoes, ou seja, é a probabilidade de ocorréncia de uma ligacao entre dois sitios.
No limite onde (€4 — €g) — 00, a fun¢ao de onda é completamente localizada em
uma das sub-redes, pois a unica forma de uma particula, inicialmente localizada em
A( ou B), ser transmitida por toda a rede é através um caminho de dtomos tipo
A(B). Para percolacao por ligagoes é necessario que haja um conjunto de ligagdes
que conecte um lado ao outro da rede. Este problema é examinado na teoria da
percolacao cldssica, ou seja, o problema resume-se em encontrar a probabilidade de
um tal caminho percolante existir. Sitios que possuem um potencial infinito bem
como ligagoes com hopping nulo, indicam um impedimento para o movimento da
particula quantica. Por outro lado, se a diferenga (€4 — €p) é uma quantidade finita,
existe uma probabilidade da particula tunelar de A para B ou vice-versa, fazendo
com que a condutividade torne-se finita, mesmo que no sistema nao seja formado
um cluster infinito.

Uma das questoes basicas acerca do problema da percolacao quantica é encon-
trar a probabilidade critica p, abaixo da qual, todos os auto-estados do Hamiltoniano
permanecem localizados. E importante mencionar que o valor desta quantidade é
geralmente maior que o valor encontrado para o equivalente classico. Vérios sao os
trabalhos sobre estimativas do limiar de percolagao para o problema da percolagao
quantica, tanto para o caso da percolagao por sitios quanto para o caso da per-
colagao por ligagoes [115, 116, 117, 118, 119, 120, 121]. Essas estimativas tém sido
feitas tanto para o caso da percolacao por sitios como para o caso da percolagao

por ligagoes. Em ambas as versoes, os calculos numéricos foram feitos para redes
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quadradas e para redes cibicas simples. Para uma rede quadrada, no caso da per-
colagao por sitios, p, varia no intervalo de 0.59 até 1.00 enquanto que para uma
rede cubica simples varia no intervalo de 0.38 até 0.48. No caso do analogo cléssico,
para uma rede quadrada, p. = 0.59 no caso da percolagao por sitios e p. = 0.50 no
caso da percolacao por ligacoes, enquanto que para uma rede cubica simples, estes
valores sao p. = 0.31 na percolagao por sitios e p. = 0.25 para a percolacao por
ligagdes. A melhor estimativa na literatura corresponde a p, = 0.44 £ 0.01 [119],
para o limiar de percolacao quantica por sitios para uma rede cubica simples. No
caso da percolagao quantica por ligagoes, o resultado mais aceito para o limiar de
percolagao numa rede cibica simples é dado por p, = 0.32 £ 0.01 [122] que mostrou
também a existéncia de uma estrutura rica na densidade de estados. Para modelos
de percolacao quantica em duas dimensoes, estudos numéricos detalhados apresen-
taram evidéncias convincentes de que nenhuma transicao de localizagao ocorre para
qualquer grau de desordem, isto é, a concentracao critica p, = 1, tanto para per-
colagdo por sitios quanto para percolacao por ligacoes [121]. Este resultado esta de

acordo com a teoria de escala para a localizagao de Anderson.

4.2.1 Densidade de estados

Uma das quantidades de grande interesse no estudo das propriedades dos
auto-estados de sistemas desordenados ¢ a densidade de estados p(E) [1, 123]. A

densidade local de estados é definida como [124]

pi(E) = " [t (x)P0(E — Ey) (4.13)

que ¢ a soma das amplitudes de todos os auto-estados na posicoes r;, onde N é o
nimero de sitios. Esta quantidade contém informacao direta sobre as propriedades
de localizagao dos auto-estados. Além da densidade local de estados, pode-se definir

também a densidade média de estados como
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oB) = LSS () (114)
MN

m=1 n=1
onde M é o numero de amostras. Essas quantidades apresentam caracteristicas dis-
tintas se forem medidas na fase estendida ou na fase localizada [42]. Para estados
estendidos na energia E, o espacamento entre os niveis apresenta pequenas flu-
tuacoes devido a repulsao existente entre eles que se relfete em pequenas flutuacoes
na densidade de estados. Por outro lado, para estados localizados as fungoes de
onda apresentam uma superposicao muito pequena. FEstes estados nao interagem
efetivamente e, portanto, nao ha correlacao entre eles. Neste caso, a densidade de
estados flutua muito. Desta forma, podemos usar este conceito para determinar a

natureza dos estados eletronicos dos sistemas em estudo.

4.2.2 Modelo da percolacao quantica com ligacoes de longo-

alcance em 1D

Virios trabalhos tém sido feitos para melhor compreender as propriedades de
transporte em sistemas desordenados, em particular nos sistemas de baixa dimensio-
nalidade que apresentam a transicao metal-isolante. Para isso, tém sido feito vérios
estudos das propridades dos auto-estados eletronicos em redes diluidas. As técnicas
mais utilizadas sao fungao de Green, teoria de grupo de renormaliza¢ao, matriz de
transferéncia ou até mesmo diagonalizacao direta, com a finalidade de calcular as
diversas quantidades relevantes do problema, tais como comprimento de localizagao
da funcao de onda, coeficientes de transmissao e reflexao, condutancia e estatistica
espectral [114, 125, 118, 122, 126, 127, 128]. Resultados numéricos baseados em re-
des finitas exploram a hipétese de escala de tamanho finito com a finalidade de obter
o comportamento termodinamico. O problema da percolagao quantica ainda apre-

senta varios pontos em aberto, como por exemplo a qual classe de universalidade
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esta transicao pertence. Os resultados obtidos para os expoentes criticos através
de varias técnicas, em geral diferem em relacao aos encontrados para o modelo de
Anderson com desordem no potencial dos sitios [125, 118, 122, 126]. Entretanto,
alguns resultados, tendo como base a analise de estatistica do espacamento entre os
niveis, tém indicado que a transicao de percolagao quantica pode pertencer a mesma
classe de universalidade da transigdo de Anderson [127].

Sistemas unidimensionais que apresentam a transi¢ao metal-isolante sao im-
portantes, dentro do contexto descrito anteriormente, pois permitem estimativas
numéricas precisas dos parametros criticos, uma vez que os efeitos de tamanho fi-
nito podem ser bem controlados. O modelo de Anderson em uma dimensao, com
acoplamentos cujas amplitudes decaem com a distancia segundo uma lei de poténcia
do tipo 1/r%, apresenta uma transigdo metal-isolante em funcao do expoente da lei
de decaimento. No modelo onde a desordem esta presente tanto no potencial quanto
nas ligagdes, todos os estados tornam-se estendidos para a < 1 [29]. No caso caso
de desordem apenas no potencial, o estado no extremo da banda pode ser estendido
para a < 3/2 a depender do grau de desordem [36]. A versdo quéantica do mo-
delo de percolacao em uma dimensao com ligacoes de longo-alcance pode permitir
uma comparacao direta entre o comportamento critico da percolacao quantica e da
transicao de Anderson.

Nesta secao, apresentaremos um modelo que é uma generalizacao do caso
classico estudado na secao anterior incluindo propriedades quanticas e caracterizare-
mos sua transicao de percolagao. Nés consideramos um Hamiltoniano tight-binding,

em uma dimensao, com amplitudes de hopping de longo-alcance dado por

H=> en)(n|+V Y hr=|m—n|n){m| (4.15)

n#m
onde a soma é feita em toda a extensao da rede e a amplitude de hopping seréd

tomada constante e unitaria (V' = 1), sem perda de generalidade. A presenga ou
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nao da ligaco entre o par de stios (m,n) é controlada pela varidvel bindria h(r) que

pode assumir os valores h(r) = 0 ou h(r) = 1 de acordo com a seguinte distribuicao

Plh(r)] = p(r)o[h(r) — 1] + [1 = p(r)]o[h(r)] (4.16)
com a probabilidade p(r) decaindo com uma lei de poténcia segundo

p

= < 4.17
|m _ n|a+d ( )

p(rm,n>

onde d =1 é a dimensao da rede, e 7,,,,, = |m — n| é a distancia entre os sitios m e
n.

O modelo classico equivalente, apresenta um valor critico p., acima do qual
sempre existe um cluster percolante para ¢ < 1 como demostramos na se¢ao ante-
rior [130]. Para o < 0, sempre esta presente um cluster infinito para qualquer valor

finito de p (densidade de ligagoes entre primeiros vizinhos).

4.2.3 Percolacao quantica de longo-alcance e o comporta-

mento de escala

Assim como no caso da percolagao classica, mostrado na secao anterior,
o presente problema apresenta um comportamento de escala nas proximidades do
ponto critico, ou limiar de percolacao. O Hamiltoniano dado pela equacao 4.15 foi
diagonalizado numericamente para cadeias de tamanho finito N, com o objetivo de
obter todos os auto-estados de um elétron dados por |[¢*) = 3" ¥|n). Em nossos
calculos numéricos, nods realizamos a diagonalizagao do Hamiltoniano correspondente
apenas ao maior cluster uma vez que a transicao de percolacao quantica ocorre nos
estados pertencentes ao cluster percolante.

Para caracterizar os auto-estados de um elétron, calculamos a fungao parti-

cipacao dada por
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Figura 4.7: Funcao participagao como funcdo da energia, para dois tamanhos dis-
tintos de cadeia, N = 400 e N = 800 em p = 1 para 400 configuragoes de desordem.
Para 0 = 0.5, a funcao participagcao escala linearmente com o comprimento da
cadeia, indicando assim que os estados sao estendidos. Para o = 1.0, a func¢do par-
ticipacao nao escala com o comprimento da cadeia, indicando a presenca de estados
localizados

_
DonlUnt

De acordo com a hipdtese de escala de tamanho finito, esta funcao escala

PF = (4.18)

com o tamanho do sistema no ponto critico de acordo com

P oc NP1 (4.19)

com Dy < 1 devido ao comportamento tipo lei de poténcia da cauda da fungao de
onda e seu carater multifractal no ponto critico [132, 133, 134, 135]. Ressaltamos
mais uma vez que para estados localizados a participacao é independente do tama-
nho do sistema e para estados estendidos a participacao escala linearmente com o

tamanho do sistema.
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Figura 4.8: Funcdo participagdao média em p = 1 em fun¢ao do expoente da lei de
decaimento o para 400 configuracoes de desordem e diferentes tamanhos da cadeia.
Note a mudanga do regime estendido para o pequeno onde a participacao € propor-
cional ao tamanho da cadeia para o regime localizado onde P ¢ independente de
N

Na figura 4.7, apresentamos o comportamento da funcao participacao em
funcao da energia dos auto-estados. Estes dados foram obtidos através da diagona-
lizacao extata do Hamiltoniano expresso pela equacao 4.15 em cadeias de tamanhos
N =400 e N = 800 para 400 configuragoes de desordem. Nesta figura, escolhemos
p = 1 de tal forma que todos os sitios estao conectados através de ligacoes de pri-
meiros vizinhos. Neste caso, existe percolacao geométrica. Entretanto, a desordem
presente nas ligacoes de vizinhos mais distantes pode causar a localizacao dos es-
tados eletronicos. A figura ilustra dois casos representativos. Para o = 1 a funcao
participagao ¢ independente do tamanho da cadeia para toda a banda de energia,
indicando que os estados eletronicos sao todos localizados. Para o = 1/2, a funcao
participagao escala linearmente com o tamanho da cadeia, que é o comportamento
tipico de estados estendidos. Desta forma, existe um valor critico de ¢ abaixo do

qual existe percolagao quantica.
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Para localizar o ponto critico, nés medimos a participacao média de todos os
auto-estados definida por P = 1/M >, Py, onde M é o nimero de configuracoes de
ligacoes, como mostrado na figura 4.8. Nesta figura, a fungao participagao média
é plotada como funcao do expoente da lei de decaimento o para 400 configuragoes
de desordem e tamanho da cadeia alcancando de N = 200 até N = 1600. Note a
mudanga do regime estendido, onde a funcao participacao escala com o tamanho
da cadeia para ¢ pequeno, para o regime localizado onde a fungao participagao
independe do tamanho da cadeia para valores de o préximo da unidade. Este
comportamento é semelhante ao observado no caso da percolacao classica para a
massa do cluster percolante. Portanto, é possivel utilizar a mesma técnica de grupo
de renormalizacao fenomenoldgico implementada na segao anterior para localizar o
ponto critico da transicao de percolagao quantica.

Nas proximidades do ponto critico, a fungao participacao média deve escalar

COIMo.

P = LP1g(o — o) NV"]. (4.20)

A estimativa dos parametros criticos pode ser feita com base no conjunto de fungoes

auxiliares:

F(N,N',0) = In[P(N, ) /P(N', )]/ In[N/N'] (4.21)

De acordo com a hipdtese de escala por tamanho finito, estas fungoes devem
ter um ponto comum para quaisquer pares de tamanhos (N, N’), o que localiza
precisamente o ponto critico, a menos de pequenas correcoes de escala. O valor

dessas fungoes no ponto critico corresponde ao expoente critico Dy.
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4.2.4 Diagrama de fases, dimensao fractal e densidade de

estados

Em nossos calculos numéricos, consideramos cadeias de tamanhos distintos,
desde N = 200 até N = 1600. Para cada valor da densidade de ligacoes entre pri-
meiros vizinhos p, medimos o valor médio da participacao como funcao do expoente
de decaimento o, para os diferentes tamanhos de cadeia. Usando as fungoes auxili-
ares de renormalizacao definidas em 4.21, encontramos o ponto critico p.(o) através
do cruzamento das curvas para pares de tamanhos distintos da cadeia. Um grafico
representativo deste cruzamento é exibido na figura 4.9 para p = 1, através do qual
nés estimamos o.(p = 1) = 0.78. Uma vez localizado o ponto critico, nés verifica-
mos como a participagao média escala com o tamanho da cadeia no ponto critico.
O Expoente da lei de poténcia fornece a dimensao fractal dos estados criticos com
maior precisao que a estimativa fornecida pela interseccao das fungoes auxiliares
f(N, N’ o). Nossa melhor estimativa para a transigado que ocorre em p = 1 forneceu
Ds(p=1) = 0.66.

O método de renormalizagao numérica empregado na obtencao da figura 4.9
foi usado para obter o diagrama de fases da percolagao quantica, ou seja p. como
funcao do expoente de decaimento o. Como esperado, p¢ > p¢ para todos os valores
no intervalo de 0 < o < 1, como mostrado na figura 4.10, indicando que mesmo
havendo um cluster percolante, nao ha necessariamente percolagao quantica. Para
pequenos valores de o, a diferenca entre p? e p¢ é pequena, mas cresce a medida
que o cresce. E interessante notar que para 0.78 < ¢ < 1 nao existe percolagao
quantica mesmo em p = 1, apesar de toda a cadeia ser conectada.

A técnica de renormalizacao numérica fornece também a dimensao fractal Dy
dos auto-estados eletronicos no ponto critico. Na figura 4.11, mostramos a dimensao
fractal como funcao da densidade de ligagoes entre primeiros vizinhos p, no intervalo

0 < p < 1. Note que para p — 1, a dimensao fractal D; < 1, ou seja, os estados
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Figura 4.9: Fungées f(N, N’ o) como fun¢ao do expoente de decaimento (o), para
diferentes pares de tamanho da cadeia em p = 1. Os cdlculos foram feitos sobre 400
configuragao de desordem. O ponto de intersec¢ao demarca o ponto critico o.(p).

criticos estao distribuidos na cadeia de forma fractal. No limite oposto, p — 0, a
dimensao fractal dos auto estados criticos vai para um valor finito, semelhante a
dimensao fractal do cluster percolante, indicando que os estados criticos ocupam
uniformemente todo o cluster.

Para complementar nossa analise, nds obtivemos a densidade de estados
através da diagonalizacao exata para dois conjuntos de parametros representati-
vos da fase localizada e da fase estendida como mostra a figura 4.12. Note que
na fase estendida (p = 1,0 = 1/2), a densidade de estados é relativamente suave
como esperado por causa da repulsao entre os niveis. Esta densidade de estados
¢ tipicamente mais larga do que o caso localizado por causa do maior alcance dos
acoplamentos. Para a fase localizada (p = 1,0 = 1), observamos maiores flutuagoes
na densidade de estados. E interessante notar que a densidade de estados apre-
senta alguns picos que sao mais visiveis na fase localizada, mas que também estao

presentes na fase estendida. Estudos anteriores para percolacao quantica em redes
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Figura 4.10: Diagrama de fases para percolag¢ao com ligacoes de longo-alcance para
ambos os casos cldassico e quantico. Em todo o intervalo de valores de o exibido
no grdfico, foi confirmado que p? > p<. No caso quantico, o resultado foi obtido
através de renormalizacao numérica da funcdo participacao. No caso cldssico, 0s
pontos criticos foram obtidos tanto da renormaliza¢cao numérica da massa do maior
cluster quanto das propriedades de invariancia de escala da razao média das massas
do maior e seqgundo maior cluster. Note que existe uma regiao em que hd percolacao
geométrica cldssica mas nao hd percolagao quantica.

cubicas simples, com diluigao tanto de ligagoes quanto de sitios, também observaram
a presenca de picos na densidade de estados que foram relacionados a estados loca-
lizados em regides terminais do cluster percolante [126, 131]. Em principio, existe
um conjunto discreto infinito de energias ressonantes com fungoes de onda localiza-
das em regioes proximas a terminais do cluster infinito. Entre elas, ha um espectro
continuo de estados estendidos, cuja densidade vai a zero nas energias ressonan-
tes. No nosso modelo de percolagao quantica em uma dimensao com acoplamentos
de longo-alcance, nés podemos identificar claramente duas energias ressonantes em
E=—-1e E=0.

Os estados com energia £ = —1 correspondem a estados localizados em pares

de sitios (a, b) que estao conectados com mesmo conjunto de sitios da rede, além de
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Figura 4.11: Dimensao fractal das func¢oes de onda criticas como fun¢do da den-
sidade de ligagoes de primeiros vizinhos p. No limite quando p — 1, a dimensao
fractal Dy < 1 indicando que os estados criticos estao distribuidos na cadeia de
forma fractal. No outro extremo, onde p — 0, a dimensao fractal vai para um valor
finito equivalente a dimensado fractal do cluster infinito.

estarem diretamente conectados entre si. Neste caso, podemos escrever:

Hla) = )+> 1)
HB) = o)+ > 1) (422

onde a soma é feita sobre todos os sitios que estao conectados ao par (a,b). Sub-
traindo as equagoes acima é facil observar que a combinagao anti-simétrica |¢) =
1/v2(|a) — |b)) é auto-estado do Hamiltoniano com auto-valor £ = —1. A intensi-
dade deste pico na densidade de estados esta relacionada a probabilidade deste tipo
de estrutura ocorrer ao longo da cadeia.

A ressonancia em E = 0, corresponde a estados localizados em pares de sitios

Instituto de Fisica - UFAL



4.2 Percolagao quantica 102

0-5 | T T T | T
— 0=1.0
04— -—- =05 1
i N=800 |

0.3+ —
8 i p=1.00 i
A

0.2

0.1

Energy

Figura 4.12: Densidade de estados (DOS) como func¢dao da energia para uma cadeia
de tamanho L = 800 para p = 1.00. Para ¢ = 1 a densidade de estados flutua
muito, indicando que os estados sao localizados, mesmo na presenca de um cluster
infinito . Para o = 0.5 a densidade de estados € mais suave indicando a presenca de
estados estendidos. Note a presenca de energias ressonantes em = —1 e E = 0.

(a,b) que, apesar de estarem conectados com o mesmo conjuntos de sitios da rede,

nao estao diretamente conectados entre si. Desta forma, temos

Hla) = 3 1),
Hib) = > i) (4.23)

Neste caso a combinacdo anti-simétrica |¢) = 1/v/2(|a) — |b) é um auto-estado com
auto-valor £ = 0. O pico na densidade de estados correspondente a esta ressonancia
¢ menor que o pico em E = —1, uma vez que esta estrutura surge ao longo da cadeia
em menor nimero.

Em resumo, nés estudamos um modelo tight-binding em uma dimensao com
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hopping de longo-alcance, onde a probabilidade de ocorréncia de ligacao entre sitios
a uma distancia r é dada por p(r) = p/r'™°. Para o regime 0 < ¢ < 1, o diagrama
de fases foi obtido, como mostra a figura 4.10. A concentracao critica neste modelo
de percolacao quantica é maior que a concentracao critica de percolacao geométrica.
Desta forma, este modelo apresenta uma fase para a qual, apesar da existéncia de
um cluster percolante, todos os estados eletronicos permanecem exponencialmente
localizados. Estados estendidos surgem neste modelo para o < 0.78. E importante
destacar que os modelos de Anderson encontrados na literatura, com acomplamen-
tos de longo-alcance em uma dimensao requerem um decaimento mais lento das
amplitudes de hopping para que estados estendidos possam ocorrer (o < 1/2 para
desordem apenas no potencial ou ¢ < 0 para desordem tanto no potencial quanto
nas amplitudes de hopping). O presente modelo portanto é um exemplo claro de que
a transicao de percolagao quantica nao apresenta sempre uma transicao de Anderson
correspondente. Obtivemos ainda a dimensao fractal dos auto-estados eletronicos
no ponto critico. Esta dimensao fractal é da mesma ordem da dimensao fractal no
cluster percolante para p << 1. Entretanto, em p = 1 a dimensao fractal do auto-
estado critico é menor que a dimensao da cadeia indicando que esse auto-estado
critico nao ocupa o cluster percolante de forma densa neste regime. Por fim, ana-
lisamos algumas caracteristicas da densidade de estados. A natureza dos estados
estendidos ou localizados se reflete nas flutuacoes estatisticas da densidade de esta-
dos. Picos ressonantes foram encontrados e relacionados a estados localizados em
algumas configuragoes locais com simetrias especiais. Este modelo, portanto, apre-
senta varias caracteristicas interessantes associadas ao problema da localizacao de
Anderson e da percolagao quantica que podem ser futuramente explorados em mais
detalhes com o objetivo de estabelecer de forma mais clara a relagao entre as classes

de universalisade destas transicoes.
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Capitulo 5

Conclusoes

Neste capitulo faremos um resumo dos principais resultados obtidos neste
trabalho. No capitulo 1 apresentamos, de maneira geral as principais propriedades
de transporte eletronico em sélidos amorfos. Apresentamos alguns modelos, referen-
tes a sélidos cristalinos e modelos mais gerais que buscam explicar a natureza dos
fenomenos associados a problemas que envolvem a propagacao de ondas em meios
desordenados, como o modelo de Anderson e teoria de escala para a transicao de
Anderson.

No capitulo 2, apresentamos um modelo de Anderson unidimensional simples
onde a cadeia de Anderson é diluida de forma que entre dois sitios de Anderson,
existe um sitio de uma sub-rede pura com potencial ¢y em cada sitio. Devido a
presenca de estados estendidos, este modelo nao apresenta a localizagao usual do
pacote de onda comum dos sistemas eletronicos desordenados unidimensionais. Nés
obtivemos uma dependéncia nao-trivial da evolugao temporal do pacote de onda
com a posicao inicial do elétron. Quando o elétron foi posto inicialmente em um
sitio da cadeia pura, o pacote de onda eletronico apresentou uma expansao mais
rapida do que a apresentada quando o elétron foi posto inicialmente num sitio de

Anderson ou de potencial aleatdrio. Os estados estendidos neste modelo estao lo-
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calizados nos sitios da cadeia pura e, sendo assim, um pacote de onda totalmente
localizado em um sitio da cadeia de Anderson tem uma pequena contribuicao vinda
da componente espectral com grandes comprimentos de localizacao. Desta forma,
a funcao de onda alarga-se de forma mais lenta que no caso onde o elétron é posto
inicialmente localizado no sitio da cadeia pura. Além disso, nds mostramos neste
modelo que a cauda da funcao de onda desenvolve uma distribuicao espacial tipo lei
de poténcia (ver Fig 2.4) e os caracteristicos expoentes de escala da distribuicao es-
pacial da funcao de onda séo diferentes para distintas condigoes iniciais (ver Fig 2.4),
mostrando que o comportamento dinamico assintotico é extremamente sensivel as
condicoes iniciais do modelo.

No capitulo 3, estudamos a propagacao de um pulso em uma cadeia harmonica
desordenada e diluida. Neste modelo, sitios de massa constante m, intercalam sitios
de massas aleatérias com distribuicao uniforme. Este modelo apresenta um modo
harmonico estendido na frequéncia w,., com deslocamento nulo nas massas aleatorias.
O expoente de Lyapunov zera linearmente quando a freqiiéncia se aproxima da
freqiiéncia de ressonancia. Além disso, a densidade de estados apresentou uma sin-
gularidade divergente na frequéncia de ressonancia. N6s mostramos que a presenca
deste modo ressonante pode modificar a evolugao temporal de uma excitacao inicial-
mente localizada. Através do calculo do segundo momento da distribui¢ao espacial
da energia Ms(t), nés encontramos que uma excitagao inicial por impulso alarga-
se de forma super-difusiva M(t) ~ t1*, mesmo na presenca da dilui¢ao. Por outro
lado, a expansao de uma excitacao incial por deslocamento é fortemente afetada pela
diluicdo, mudando de um comportamento sub-difusivo [My(t) ~ t'/2] na auséncia de
diluigdo para uma difusdo mais rdpida [My(t) ~ t'] na cadeia diluida.

Os problemas estudados nos capitulos 2 e 3 sao exemplos de situacoes fisicas
nas quais correlacoes na distribuicao da desordem podem levar a uma violagao na

teoria de escala para localizacao de Anderson. Nestes modelos, as correlagoes intro-
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duzidas pelas correlagoes na desordem promovem o surgimento de estados estendidos
ressonantes mesmo em sistemas de baixa dimensionalidade. Mostramos que a pre-
senca de estados ressonantes pode modificar substancialmente as propriedades de
transporte.

Um segundo mecanismo que leva a violagao da localizacao de Anderson em
sistemas de baixa dimensionalidade envolve transporte através de amplitudes de
hopping de longo-alcance. No capitulo 4, estudamos o problema da percolacao com
ligacoes de longo alcance, tanto para a versao classica quanto para a versao quantica.
No modelo estudado, a probabilidade de existéncia de uma ligagao entre sitios se-
parados por uma distancia r é dada por p(r) = p/r'*t°. Obtivemos o diagrama de
fases e o comportamento critico de ambas as versoes. No caso classico, obtivemos
uma dependéncia simples da dimensao fractal com o expoente de decaimento 0. Em
particular, para valores de o > 1/2, o comportamento obtido foi similar ao compor-
tamento obtido classicamente através de teorias de grupo de renormalizacao para
sistemas cujas interacoes decaem com uma lei de poténcia. A concentragao critica
de percolagao quantica foi obtida através de métodos de diagonalizacao exata e
argumentos de escala como sendo maior que a concentracao critica de percolagao
geométrica. Assim, o modelo de percolacao quantica apresentou uma fase em que,
mesmo na existéncia de um cluster percolante, todos os estados eletronicos perma-
necem exponencialmente localizados. Estados estendidos surgem neste modelo para
o < 0.78. A dimensao fractal encontrada dos auto-estados eletronicos no ponto
critico foi da mesma ordem da dimensao fractal no cluster percolante para p << 1.
Em p = 1, a dimensao fractal do auto-estado critico é menor que a dimensao da ca-
deia, indicando que esse auto-estado critico nao ocupa o cluster percolante de forma
densa neste regime. A natureza dos estados estendidos ou localizados foi refletida
também nas flutuagoes estatisticas da densidade de estados. Picos ressonantes foram

encontrados e relacionados a estados localizados em algumas configuragoes locais
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com simetrias especiais. Este modelo, portanto, apresentou varias caracteristicas
interessantes associadas ao problema da localizagao de Anderson e da percolagao
quantica que podem ser futuramente explorados em mais detalhes com o objetivo
de estabelecer de forma mais clara a relagao entre as classes de universalisade destas
transicoes.

Os resultados obtidos nesta tese abrem a perspectiva para uma série de estu-
dos relevantes com relagao a teoria de escala em sistemas de baixa dimensionalidade.
Com relagao ao modelo com desordem diluida, seria interessante estudar a diluicao
da desordem com segmentos maiores e com simetrias que produzam estados res-
sonantes degenerados, o que pode induzir um alargamento mais rapido do pacote
de onda. Ainda neste contexto, foi demonstrado recentemente que a diluicao da
desordem em duas dimensoes leva ao surgimento de uma banda de estados estendi-
dos [53]. Seria importante investigar com detalhes a dinamica de pacotes de onda
inicialmente localizados nos moldes desenvolvidos no presente trabalho, para inves-
tigar a possivel influéncia desta banda de estados estendidos nas propriedades de
transporte. Com relacao a percolacao quantica em cadeias com ligagoes de longo
alcance, a caracterizagao da classe de universalidade deste problema pode ser com-
plementada por estimativas numéricas do expoente do comprimento de correlagao.
Neste sentido, sera necessario o desenvolvimento de algoritmos computacionais mais
eficientes que os utilizados neste trabalho, uma vez que estimativas precisas deste
expoente requerem dados de cadeias mais longas e uma melhor estatistica, devido
a fortes corregoes de escala. Uma questao de interesse neste problema diz respeito
a evolucao temporal de pacotes de onda inicialmente localizados. No modelo de
Anderson correspondente, o pacote de onda apresenta um espalhamento do tipo di-
fusivo e adquire um perfil ndo uniforme apos refletir nos extremos da cadeia [129].
Para o problema da percolagao quantica um comportamento semelhante deve ocor-

rer, mas a presenca de estados ressonantes localizados pode trazer novos fendmenos
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ainda nao explorados. Esperamos que estes questoes venham a ser investigadas em

futuras contribuicoes ao tema.
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