UNIVERSIDADE FEDERAL DE ALAGOAS
INSTITUTO DE MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

DISSERTACAO DE MESTRADO

TEOREMA CENTRAL DO LIMITE PARA SISTEMAS DINAMICOS DE
APLICACOES EXPANSORAS

MATHEUS BARBOSA MARTINS

MACEIO - AL
MAIO DE 2018



MATHEUS BARBOSA MARTINS

TEOREMA CENTRAL DO LIMITE PARA SISTEMAS DINAMICOS DE
APLICACOES EXPANSORAS

Dissertagao de Mestrado, na area de con-
centracao de Sistemas Dinamicos submetida
a banca examinadora, designada pelo Pro-
grama de Mestrado em Matematica da Uni-
versidade Federal de Alagoas, como parte
dos requisitos necessarios a obtencao do

grau de mestre em Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Krerley Irraciel Mar-

tins de Oliveira

MACEIO - AL
MAIO DE 2018



Catalogacéao nafonte
Universidade Federal de Alagoas
Biblioteca Central

Divisédo de Tratamento Técnico
Bibliotecaria Responsavel: Helena Cristina Pimentel do Vale — CRB4 - 661

M386t Martins, Matheus Barbosa.
Teorema central do limite para sistemas dindmicos de aplicacfes expansoras
/ Matheus Barbosa Martins. — 2018.
48 f.

Orientador: Krerley Irraciel Martins de Oliveira.
Dissertacdo (mestrado em Matematica) — Universidade Federal de Alagoas.
Instituto de Matematica. Macei6, 2018.

Bibliografia: f. 42.
Apéndices: f. 43-48.

1. AplicacGes expansoras. 3. Teorema central do limite. 3. Medida invariante.
4. Exponencialmente misturadora. 5. Lebesgue, medida de. 1. Titulo.

CDU: 517.518.11




Matheus Barbosa Martins

Teorema Central do Limite Para Sistemas
Dinamicos de Aplicagoes Expansoras

Disserragio de Mestrado na drea de Sistemas Dinamicos,
submetida em Jo /05/10_]8 a banea examinadora, des-
ignada pelo Programa de Mestrado em Matematica da
Universidade Federal de Alagoas, como parte dos reg-
nisitos pecessdarios a obtengao do grau de Mestre em

Matemdtica

Banca Examinadora

e o

Prof. Dr. Krerley Oliveira - Orientador - UFAL

UFMA

Prot. Dr. (ﬂ" ane F‘(‘T‘

'u]a%w&/u

Prof. Dr. Wagner Ranter - UFAL



Agradecimentos

Agradeco a Deus, por me conceder as bengaos necessarias para superar cada desafio

que se apresentou ao longo desses anos.

A minha familia, por todo o apoio longo desse mestrado. Principalmente nos
momentos de desdanimo e cansago. Agradego a minha namorada pelo amor, carinho e apoio

que foram importantes nessa reta final.

A todos os meus amigos do Intituto de Matemética, pela amizade que tornou

melhor cada fase vivida.

Ao meu orientador, Prof. Dr. Krerley Irraciel Martins de Oliveira, pelo seu apoio,
comprometimento e orientacdo para o desenvolvimento deste trabalho. Agradeco também
aos professores Dr. Rafael Nobrega de Oliveira Lucena e Dr. Wagner Ranter Gouveia da

Silva pela ajuda nas corregdes e esclarecimento de dividas.

Por fim, agradeco a Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior

- CAPES pelo suporte financeiro durante todo o mestrado através da bolsa PICME.



Resumo

Nesse trabalho iremos mostrar que se f : M — M é uma aplicacdo expansora C1"° em
uma variedade conexa compacta M. Entao:

I) f admite uma tnica medida invariante ug que é absolutamente continua em relacao a
medida de Lebesgue. Além disso, g é exata (entdo ergddica);

IT) (f, po) € exponencialmente misturadora e satisfaz o teorema central do limite, no espago

das fungoes v-Holder continuas, para qualquer v € (0, vp)].

Palavras-chaves: Aplicagoes expansoras, medida invariante, medida de Lebesgue, expo-

nencialmente misturadora, teorema central do limite.



Abstract

In this paper we will show that if f : M — M is a C'*" expanding map on a compact
connected manifold M. Then:

I) f admits a unique invariant measure py which is absolutely continuous with relation to
the Lebesgue measure. Moreover, pq is exact (thus ergodic);

IT) (f, po) is exponentially mixing and satisfies the central limit theorem, in the space of

v-Holder continuous functions, for any v € (0, vp].

Keywords: Expanding maps, invariant measure, Lebesgue measure, exponentially mixing,

central limit theorem.
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INTRODUCAO

Nosso objetivo é mostrar que, dada uma aplicacao expansora f : M — M numa
variedade compacta conexa M, podemos obter uma medida pg que é f-invariante e
absolutamente continua em relagao a medida de Lebesgue, e depois demonstrar que as
fungdes Holder continuas satisfazem o teorema central do limite para o sistema (f, po).

Para a primeira parte, definiremos o operador de transferéncia £ : F — E dado

por

(2)
Lo)y) = 3 i
A= 2 Taa i)

(mostraremos que essa soma tem um ntimero finito de termos), onde E = C°(M, R).

Uma propriedade importante do operador de transferéncia é que vale

J(coywdm = [e(wo pyam. 1)

(Quando as integrais fazem sentido).

A relacao (1) implica, em particular, que pontos fixos de £ estao relacionados com
medidas f-invariantes absolutamente continuas, pois se ¢g € F é um ponto fixo de L
entdo py = wom é uma medida f-invariante absolutamente continua.

Para provar que tal ponto fixo existe, usaremos a nocao de métrica projetiva em um
cone convexo de um espacgo vetorial, introduzida por G. Birkhoff. Essa nocao e algumas
propriedades serao dadas na secao 2.2.

Entao, na segao 2.3 construiremos um cone C'(a,v) no espago das fungoes Holder
continuas tal que £ : C(a,v) — C(a,v) serd uma contragdo com respeito a métrica
projetiva 6 associada a C'(a,v).

Na segao 2.4 mostraremos que (C, 04 ) é um espago métrico completo, onde C' é o
cone das fungoes continuas nao-negativas. Através de algumas relagoes entre as métricas 6
e 6., junto com a continuidade de £ em relagdo a métrica || - ||o, mostraremos a existéncia
de um ponto fixo tnico para £ em C(a,v) e, assim, obteremos a medida py mencionada
anteriormente.

Na secao 2.5, mostraremos que o sistema (f, pp) tem decaimento exponencial de
correlagoes no espago das funcgoes Holder continuas.

Finalmente, na se¢ao 2.6 usaremos estimativas obtidas na sec¢ao 2.5, junto com um
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teorema central do limite abstrato para sistemas dinamicos, Teorema 2.6.2, para obter

que as fungdes Holder continuas satisfazem o teorema central do limite para (f, uo).



11

1 CONCEITOS DE TEORIA ERGODICA

1.1 Medidas Invariantes e Ergodicidade

Definigao 1.1.1: Sejam (M, 3, 1) um espaco de medida e f : M — M uma transformagao

mensuravel. Dizemos que que a medida p ¢ invariante por f se

w(E) = p(fY(E)) para todo E € 3. (1.2)

Nesse caso também dizemos que f preserva u, e que p é f-invariante.

Note que a Defini¢ao 1.1.1 faz sentido, pois a pré-imagem de um conjunto men-
suravel continua sendo mensuravel. De um ponto de vista mais heuristico, essa defini¢ao
significa que a probabilidade de um ponto estar num dado conjunto mensuravel ¢é igual a
probabilidade de que a sua imagem esteja nesse mesmo conjunto.

Agora, apresentaremos uma proposi¢cao que nos da uma condi¢ao equivalente a
Definicao 1.1.1. Essa condicao é por muitas vezes de verificagdo mais imediata que a

propria definicao.

Proposicao 1.1.1: Sejam f : M — M uma fungdo mensuravel e y uma medida em M.

Entao f preserva u se, e somente se,
/sodu = /90 o fdpu, (1.3)

para toda funcao p-integravel ¢ : M — R.

Demonstracgao: Suponhamos que a medida p é invariante. Vamos mostrar que a relagao
(1.3) é valida para classes de fungoes cada vez mais amplas. Inicialmente, mostraremos

que vale para as fungoes caracteristicas. Para isso basta observar que

[xwdn=p(B) e w(r7(B) = [(xwo S

e, por hipétese, temos p(B) = u(f~1(B)) para todo B € X. Agora, usando a linearidade
da integral, podemos estender a validade de (1.3) para fungoes simples. Em seguida,
vamos usar um argumento de aproximagao para concluir que (1.3) vale para toda fungao
integravel. Dada qualquer func¢ao integravel ¢ : M — R, consideremos sua parte positiva

¢ (x) = max{p(z),0}. Pela Proposi¢ao A.1, podemos considerar uma sequéncia crescente
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(on)n de fungdes simples convergindo para ¢*. Entdo, usando o Teorema da Convergéncia

Monoétona (Teorema A.2 ) duas vezes:
/w*du = lign/sondu = lign/(son o f)dp = /(90+ o f)dy.

De uma maneira analoga, podemos mostrar que essa relacao também vale para a parte
negativa ¢~ (z) = max{—p(z),0}. Logo, pela linearidade da integral e por p = p* — ¢,

temos que a relagdo vale para .

Para mostrar a reciproca, basta notar que a relagdo (1.2) na definigdo de medida

invariante se torna um caso particular de (1.3), onde ¢ = yg para cada E € 3. Il

O proximo resultado afirma que, dada qualquer medida invariante finita, quase

todo ponto de qualquer conjunto mensuravel E regressa a E um numero infinito de vezes:

Teorema 1.1.2 (Recorréncia de Poincaré): Seja f : M — M uma transformagao
mensuravel e seja u uma medida invariante por f. Seja E C M qualquer conjunto
mensuravel com p(E) > 0. Entao, para p-quase todo ponto = € E existem infinitos valores

de n para os quais f"(x) também estd em E.

Consideremos um conjunto mensuravel £ C M com medida positiva e um ponto

x € M qualquer. Queremos analisar o conjunto dos iterados de x que visitam F, isto é,

{j>0:f(z) € E}.

Por exemplo, o teorema de recorréncia de Poincaré afirma que, para quase todo x € E, este

conjunto ¢é infinito. Gostarfamos de ter informagao mais precisa, de natureza quantitativa.
Definicao 1.1.2: Chamamos tempo médio de visita de x a E o valor de
1 .
T(E,z) = lim —3{0<j <n:[f/(z) € E}. (1.4)
n—oo n,

Seria interessante saber, por exemplo, em que condigoes esse tempo médio de visita é
Y 7

positivo. Antes de abordar este problema, é necessario responder a uma questao ainda

mais bésica: o limite (1.3) existe?

Representando por ¢ a funcao caracteristica do conjunto £, podemos reescrever

1 n—1 )
— | _ )
7(E,x) = lim — X% o(f(2)).
]:

Isso sugere uma generalizagao natural da nossa pergunta inicial: o limite acima existe
para fungoes ¢ muito gerais, por exemplo, para todas as fungoes integraveis? O préximo

teorema responde a essa pergunta.
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Teorema 1.1.3 (Ergédico de Birkhoff): Seja f : M — M uma transformacao mensu-

ravel e ;1 uma probabilidade invariante por f. Dada qualquer funcao integravel ¢ : M — R,

o limite
R 1 n—1
Plz) = lim ~ > ¢(f'(x)),
j=0

existe em p-quase todo ponto x € M. Além disso, a funcao ¢ definida dessa forma é
integravel e satisfaz

[#@ydu(z) = [ e(@)du().
O limite ¢ é chamado média temporal, ou média orbital, de .

Defini¢ao 1.1.3: Dizemos que um sistema (f, u) é ergdédico se, dado qualquer conjunto

mensuravel E, temos 7(E, x) = u(E) para p-quase todo ponto z € M.

Dizemos que uma fun¢ao mensuravel ¢ : M — R é invariante se ¢ = ¢ o f em
p-quase todo ponto. Ou seja, a menos de um conjunto de medida nula, a funcao ¢ constante
em toda a trajetéria de f. Além disso, dizemos que um conjunto mensuravel B C M é
invariante se a sua fungao caracteristica yg é uma funcao invariante. Em outras palavras,

B ¢é invariante se ele difere da sua pré-imagem f~!(B) por um conjunto de medida nula:

W(B A F(B)) =0,

A seguinte proposicao coleta diversas maneiras diferentes de definir ergodicidade.

Proposicao 1.1.4: Seja 1 uma probabilidade invariante de uma transformagcao mensuravel

f: M — M. As seguintes condicdes sao equivalentes:

(a) Para todo conjunto mensuravel B C M a fungao 7(B, ) é constante em p-quase todo
ponto.

(b) Para toda fungao integravel ¢ : M — R a média temporal ¢ : M — R é constante em
p-quase todo ponto.

(c) Toda fungao integravel invariante ¢ : M — R é constante em p-quase todo ponto.

(d) Para todo subconjunto invariante A tem-se p(A) =0 ou pu(A) = 1.

Definig¢ao 1.1.4: Uma medida v diz-se absolutamente continua com relagiao a outra
medida p se u(E) = 0 implica v(E) = 0. Nesse caso escrevemos v < p. Esta relacao é

transitiva: se v < p e p < A entdo v < A\

A proéxima proposigao afirma que probabilidades ergédicas sao minimais para esta

relacao de ordem.
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Proposicao 1.1.5: Se p e v sao probabilidades invariantes tais que u é ergddica e v é

absolutamente continua em relacao a u, entao pu = v.

Todas as demonstragoes omitidas nessa se¢ao podem ser encontradas em [2] nos

capitulos 1,3 e 4.

1.2 Correlagoes

Em Teoria da Probabilidade, chamamos correlacao de duas variaveis aleatorias,

X e Y, ao numero
O(X,Y) = E[(X - E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] - E[X]E[Y].

Dada uma probabilidade invariante g de um sistema dindmico f : M — M e
dadas fungoes mensuraveis ¢,y : M — R, queremos analisar a evolucao da sequéncia de

correlagoes

Culip¥) = Clg o f0) = [(po fdn— [wdu [vdn, neN,

quando o tempo n vai para infinito. Podemos pensar em ¢ e i como grandezas que
medimos no sistema, tais como a temperatura, o pH, a energia cinética, etc. Sendo f a
dindmica do sistema, entdao C,,(, %) mede como o valor da grandeza ¢ na n-ésima iterada
da dinamica se correlaciona com o valor da grandeza 1 medida no estado inicial, ou seja,

até que ponto o valor inicial de ¥ "influencia no futuro'do valor de .

Defini¢ao 1.2.1: Dizemos que o sistema (f, 1) é misturador se
lim C (x4, xp) = lim u(f"(A) N B) — p(A)u(B) =0,
para quaisquer conjuntos mensuraveis A, B C M.

Em muitos casos importantes, se restringirmos ¢, a subconjuntos adequados
de fungoes, é possivel estimar a velocidade de decaimento das sequéncias de correla-
¢oes Cn(p,1), num sistema misturador. Como mostraremos a seguir, as correlagoes
(p, ) = Ch(p, 1) sao fungoes bilineares. Logo, é natural considerar subconjuntos que
sao subespacoes vetoriais. De fato, temos que para todo o € R e toda fung¢ao mensuravel

v: M — R, velem:

1) Calag, ) = f(apo fywdu— agpdu [ vdp= o [0 fyidu— [ pdu [ )
= aCy(p, 7).
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1) Colp+7,4) = /((so+7)Of")@bdu—/(soﬂ)du/wdﬂz/(sDOf”)wdu
+/(70f”)@/)du - /wdu/¢du—/7du/¢du = Cn(p, ) + Cu(7, ).

A linearidade em relagao a segunda entrada pode ser demonstrada de maneira analoga.

Definigao 1.2.2: Dizemos que (f, ) tem decaimento exponencial de correlagées
num dado espago vetorial V se existe A < 1 e para todo ¢,1) € V existe A(p, 1) > 0 tal
que

para todo n > 1.
Agora, vamos desenvolver uma nogao de teorema central do limite para (f, i), que
descreve a oscilagdo das médias em tempo finito
1 n—1 )
= o(f(2))
n iz
em torno do seu valor esperado [ ¢du. Em Teoria da Probabilidade, temos o seguinte

teorema:

Teorema 1.2.1 (Teorema Central do Limite para V.A.LLL.D.): Sejam Xy, ..., X,,, ...
variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas tomando valores em R,
com média X = E(X,) < oo e varidncia 02 = E((X, — X)?) € (0, +o0). Entao, dado

qualquer intervalo aberto A C R, a probabilidade de

1 n—1 3 1 P
— > (X;—X)€e A converge para / 27 dt,
v 7=0 V2o Ja

quando n — 400.

Trazendo esse conceito para o contexto de sistemas dindmicos, dizemos que ¢ :
M — R satisfaz o teorema central do limite para (f, ) se existe o > 0 tal que, para

todo intervalo A C R,

u({z e M- ;ﬁlig<¢<fj<x>> ~ [ dn) € A}) ﬂl_m =

quando n — 4o00.

As nogoes basicas de teoria da probabilidade podem ser encontradas em [4].
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2 TRANSFORMACOES EXPANSORAS

Definicao 2.1.1: Dadas uma variedade Riemanniana compacta M e f: M — M uma

aplicacao de classe C. Dizemos que f é expansora se existe o > 1 tal que
|IDf(z)-v|| > o||v|| para quaisquer z € M e v € T, M .

No que se segue, chamaremos medida de Lebesgue em M a medida de volume m
induzida por tal métrica Riemanniana. Observe que a escolha particular da métrica nao
tem muita importancia, uma vez que as medidas de volume associadas a distintas métricas
Riemannianas sao todas equivalentes.

A definicao de fungao expansora implica, em particular, que a derivada D f é um
isomorfismo em todo ponto e, pelo Teorema da Fung¢ao Inversa, f é um difeomorfismo

local. A préxima proposi¢do nos mostrara duas propriedades importantes de f.

Proposicao 2.1.1: Seja f : M — M uma aplicagdo expansora em uma Variedade

Riemanniana compacta e conexa M, entao:
(i) Existe k£ > 1 tal que todo ponto y € M tem exatamente k pré-imagens sob f.

(ii) Existe py > 0 tal que, para todo z € f~!(y), existe uma aplicagdo h : B(y, py) — M
de classe C' tal que foh =1id, h(y) =z e

d(h(y1), h(y2)) < o d(y1,y2) para todo yi,y2 € B(y, po)-

Demonstragao:

(i) Pelo teorema da fungao inversa, para todo x € M, existe uma vizinhanga V(z) de = e

r(xz) > 0 tal que f|y () é um difeomorfismo sobre a bola de centro y = f(z) e raio r(z).
Afirmacio 1: Dado y € M, temos que #f~!(y) ¢ finita.

Suponhamos, por absurdo, que f~*(y) = {y; : # € N}. Por compacidade, temos que
(Yn)n se acumula, a menos de uma subsequéncia, em um ponto x € M. Logo, a partir de
um certo ng € N, todos os y, pertencem a vizinhanga V' (x). Isso é um absurdo, pois f é

injetiva em V' (x).

Como f é um difeomorfismo local, a imagem f(M) é um conjunto aberto em M.

Por outro lado, como f é continua e M é compacto, temos que f(M) é compacto e, em
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particular, é fechado em M. Portanto, por conexidade, f(M) = M. Assim, podemos
tomar a cobertura de M formada por {B(f(z),r(z)): x € M} e, por compacidade, essa
cobertura admite uma subcobertura finita {B(f(zx),r(xx) : k = 1,...,m}. Ainda por
compacidade, essa cobertura finita tem um ntmero de Lebesgue r, isto é, dado qualquer
subconjunto A € M com didmetro menor ou igual a r, temos A C B(f(zx), r(xx)) para

algum k € {1,...,m}.

Afirmacao 2: Se x é uma pré-imagem qualquer de y € M, entao existe uma vizinhanca

W(x) de z tal que f|w () ¢ um difeomorfismo sobre B(y, §).

Como diam(B(y, 5)) = r, existe k € {1,...,m} tal que B(y,5) C B(f(xx),r(zx)).
Sendo f um difeomorfismo entre V(zg) e B(f(xy),r(zx)), existe uma aplicacdo g :
B(f(zy),r(xx)) — M de classe C* tal que fog=id e g(y) = z. Entdo, basta tomarmos
W(z) =g(B(y.3))-

Agora, consideremos os conjuntos D,, = {x € M : #f7(z) = n}. Queremos
mostrar que D,, ¢ aberto e fechado para todo n > 1. Seja x € D, e f~1(x) = {1, ..., 2.},
considere p = min{r(x,),...,r(z,), 5}. Logo, para cada x; existe uma vizinhanca W (z;)
tal que f|w (s, ¢ um difeomorfismo sobre B(z, p). Portanto, qualquer z € B(z, p) tem pelo
menos n pré-imagens (uma em cada W (x;)). Suponha que existe z € B(z, p) que tem
alguma outra pré-imagem, digamos z,1, entao pela Afirmagdo 2 existe uma vizinhanga
W (zn41) de 2,41 tal que f|w(z,,,) ¢ um difeomorfismo sobre B(z, §), como p < 7, segue que
x tem uma pré-imagem em W (z,1), contradizendo a suposigao de que z tem exatamente
n pré-imagens. Com isso, concluimos que #f'(y) = n para todo y € B(x,p). Segue
diretamente que D,, e DS sdo conjuntos abertos para todo n > 1 e, por conexidade, temos
D,, = 0 ou D, = M para cada n > 1. Finalmente, como a quantidade de pré-imagens de

cada ponto é limitada, existe £ > 1 tal que D, = M.

(ii) Vamos considerar py = %, pela Afirmacéo 2 temos que dado qualquer z € {f~'(y)},

existe uma vizinhanca W (x) de x tal que f|w () é um difeomorfismo sobre B(y, po). Logo,
basta tomarmos h = (f|W (z))~!. Temos que || Dh(z)| = ||Df(h(z))7'|| < ™! para todo

z no dominio de h. Pela Desigualdade do Valor Médio, obtemos

d(h(y1), h(y2)) < o 'd(y1, y2) para todo y1,y2 € B(y, po). 0

Transformagdes h como neste enunciado sao chamadas ramos inversos de f. O
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nimero k = #f7!(y) de pré-imagens de um ponto qualquer de M é chamado grau da
aplicacgao.
Ao longo do texto, consideraremos F como sendo o espago normado (C°(M,R), || -

llo), onde || - ||o é a norma do supremo dada por ||¢|lo = sup,ea |o(2)].

Observacao 2.1.1: Podemos obter Ry > 0 tal que qualquer bola aberta de raio R, esteja
no dominio de cada ramo inverso h; de f, 7+ = 1, ..., k. Vamos construir Ry da seguinte
maneira:

Dado z € M, temos f~!(x) = {x1, ..., 1 }. Para cada x; existem uma vizinhanga V(z;)
e r; > 0 tais que fl|y(,) ¢ um difeomorfismo sobre B(x,r;), ou seja, B(z,r;) estd no
dominio de um ramo inverso hy. Seja R(x) = min{ry, ..., 7}, temos B(z, R(x)) contido
nos dominios de todos os k£ ramos inversos. Basta tomar Ry como sendo o niimero de

Lebesgue da cobertura aberta {B(z, R(x)) : x € M}.

Definicao 2.1.2: Definimos o operador £ : E — E por

k

(Lo)(y) = > e(@)ldet Df(@)]7 =3 o(y:)|det Df(y:)| ™",
F(@)=y i=1
onde f~*(y) = {v1, ..., ux}. O operador L é conhecido como Operador de Transferéncia

ou Operador de Perron-Frobenius.

De fato, temos que Lg € E para todo g € E. Pois, dadoy € M e h; : By, Ry) - M
os ramos inversos de y por f, entao
k

Lg=> (g0h;)|det Df|™*

i=1
em B(y, Ry). Logo, Lg é continua em y.

Note que L ¢é linear. Logo, para que L seja continua, basta ser limitada. De fato,

temos

1£¢llo <k sup | det Df (@) lello,
e

onde k = #f !(y) para todo y € M. Por f ser de classe C', temos que |det Df(z)|™*

atinge valor de maximo no compacto M. Usamos a norma ||¢|lo = sup,c); [o(x)] em E.

A proxima proposicao mostrard uma propriedade importante do Operdor de Trans-
feréncia. Ele esta diretamente relacionado com o Operador de Koopman U : F — E

dado por U(p) = o f.
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Proposicao 2.1.2: Dadas ¢,2) € E, temos
[(ceypdm = [ oo m

Demonstragao:

Sabemos que, se f: U — V é um difeomorfismo entre os abertos U,V € M, entao
vale o Teorema da Mudanga de Varidaveis em qualquer compacto K C U.

Seja Ry > 0 o ntmero obtido na Observacao 2.1.1. Condideremos a cobertura
aberta {B(x, @) :x € M} e, por compacidade, tomemos uma subcobertura finita
{B(z;, %) : j =1,..,m}. A vantagem dessa nova cobertura ¢ que ela foi construida de
modo que o fecho de cada B; = B(x;, & -2) estd contido no dominio de cada ramo inverso
hide f,i=1,... k.

Agora, considere o conjunto [ cujos elementos sao todas as intersecoes finitas
entre By, BY, By, BY, ..., B, BS. Note que 3 é uma cobertura aberta (a menos de um
conjunto de medida nula contido na unido dos bordos dos elementos de ), finita e disjunta
dois-a-dois. Sendo [ uma cobertura finita, podemos enumerar seu elementos, digamos
B ={B1, ..., Bn}. Agora, considere um novo conjunto 3’ = {3; : j = 1, ...,n}. Note que 3’
é uma cobertura finita de M formada por conjuntos compactos cujas intersecgoes tem
medida nula, pois eles se intersectam apenas nos bordos. Como o fecho de cada ; estd
contido no dominio de cada ramo inverso h; de f, vale o Teorema da Mudanca de Varidveis

para h;; em cada ﬁ_j. Logo,

| (eoypdm = /Zsoohﬂw!dewﬂ )| dm

J le

_ Z/ ) £)|det Df|"*| det Df|dm

pois f~1(3;) = U, h;i(B;) (unido disjunta dois-a-dois). Segue que
| (coppdm = g / (Lo)dm
> / o f)dm

iy
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Onde na tultima igualdade usamos os fatos de que:
) Ui, 748 = fH U=, B;) = f"HM)=M;
IT) As pré-imagens dos Bj/s por f sao disjuntas duas-a-duas a menos de um conjunto de

medida nula. De fato, para quaisquer j,m € {1,...,n}, temos

k k
~1/3 “15\ _ ] >
=B (Bn) = <U ha}z‘(@')) | U hnp(Bm)
=1 p=1
k p— —
= U (a8 0 Grnp(B))
i,p=1

e como 0S B}s se intersectam apenas nos bordos, as intersec¢oes acima deixam de ser
vazias apenas em conjuntos contidos nas pré-imagens desses bordos pelos ramos inversos.
Uma vez que esses ramos inversos sao difeomorfismos em seus dominios, eles preservam a

dimensao de tais bordos, as quais sao menores que a dimensao da variedade e, portanto,

tem medida de Lebesgue zero. 0

2.2 Cones e Métricas Projetivas.

Apresentaremos nessa secao alguns resultados sobre a teoria de cones e métricas
projetivas associada a operadores lineares. Entre os resultados estd o teorema de Birkhoff,
que garante a contracao, na métrica projetiva, de operadores lineares restritos a cones

invariantes.

Seja E' um espago vetorial. Chamaremos cone a qualquer subconjunto C' C E\{0}

satisfazendo:
veElCet>0=tvel.

O cone ¢ dito ser convexo se
v, CC e t,ta >0 = tivg +1tvy €C.
Noés definimos o fecho C de C por
welC & existemv e Ce (t,), \, 0 tais que (w + t,v) € C para todo n > 1.

Estamos interessados em eliminar cones degenerados, como por exemplo, semi-planos.

Para isso, exigiremos que
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cn(-C)={0}. (2.2.1)
Denominaremos os cones convexos com a propriedade acima de cones projetivos. Passa-

remos agora a definir a métrica projetiva associada ao cone projetivo C. Dados vy, vy

em C, defina
a(vy,vy) =sup{t > 0: vy —tv; € C} e [(vg,vy) =inf{s > 0: sv; — vy € C},

com a convencao de que supf) =0 e inf() = +oo.

A partir das defini¢bes acima, podemos demonstrar as seguintes propriedades:
1) a(vy,vy) < B(vy,v9) para todo vy, ve € C:

ve —tvy € Cy svy —wvy € C = (s —t)v; € C (por convexidade) = (s —t) > 0 (caso

contrario —v; € C', contradizendo (2.2.1))
2) a(vy, vy) < 4o0:

a(vy,v9) = +00 = existe uma sequéncia (t,), — +oo tal que vy — t,v; € C para todo
n>1= s, =1/t, seria uma sequéncia de nimeros positivos convergindo para zero, tais

que s,vy — vy € C para todo n > 1 = —v; € C, contradizendo (2.2.1).

3) B(vy,v9) > 0:
Podemos mostrar de maneira andloga a anterior que S(vi,v2) =0 = —v, € C O

Dado qualquer cone C' C E e quaisquer vy, v € C\{0}, definimos

B('Ulv UQ)

(com 0 = 400 se a =0 ou ff =400 ).
a(vy, v9)

0(v1,v2) = log

As propriedades 1, 2 e 3 nos garantem que (v, v9) estd bem definido e toma valores em

0, 4-00].

A proposicao seguinte afirma que 6 define uma métrica no quociente projetivo
de C\{0}, ou seja, no conjunto das classes de equivaléncia da relagdo ~ definida por

V1 ~ Uy < v = tuy para algum ¢ > 0.

Proposicao 2.2.1: §(-, ) é uma métrica no quociente projetivo de C, isto é,
a) O(vy,vy) = O(ve, v1) para quaisquer vy, vy € C,
b) O(vi,v2) + 0(va, v3) > O(v1, v3) para quaisquer vy, vs,v3 € C,

c) 0(vy,v9) = 0 & existe t > 0 tal que vy = twy,
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d) O(t1v1, tava) = O(vy1, v2) para quaisquer vy, vy € C' e ty,ty > 0.

Demonstracgao:

a) Se a(va,v1) > 0 entdo

a(vg,v1) = sup{t > 0: vy —tvy € C} = sup{t > 0: v, —vy € C} = (inf{s > 0: sv; —vy €
CH™ = Blv,v) 7

Por outro lado,

a(vy,v1) = 0 & vy —tvg ¢ C para todot > 0 < sv; — vy ¢ C para todo s > 0 &

B(Ul, 1)2) = 400.

Portanto, a(vy,vy) = [(v1,v2)"! em todos os casos. Analogamente, temos ((vy,v1) =

a(vy,ve) 7t

b) Afirmamos que a(vy, vg)a(vg, v3) < vy, v3) pra quaisquer vy, v, v3 € C. Isto é ébvio
se a(vy,v2) = 0 ou a(ve,v3) = 0; portanto, suporemos que a(vy,vz) > 0 e (v, v3) > 0.
Entao existem sequéncias de nimeros positivos (r,,),  a(vi,v2) € (Sp)n 7 a(ve, v3) tais

que:

vg — v € C e vy — Sv € C = (v3 — Spv2) + Sp(ve — ryv1) = v3 — su1v; € C (por
convexidade) = s,r, < a(vy,ve) para todo n > 1. Passando o limite quando n — +o0,
obtemos a afirmagao. Analogamente, temos [3(vy, v2)3(va,v3) > B(v1,v3). A desigualdade

em b) segue como consequéncia imediata.

¢) O(vy,v2) =0 < a(vy,ve) = B(v1,v2) =7 € (0, +00). Logo, existem sequéncias (t,), 7y
e (Sp)n N\ tais que

vy — tyv; € O para todon > 1= vy, —yv; € C.

$,v1 — vy € C para todon > 1= yv; — vy € C.

Por (2.2.1), concluimos que vy — yv; = 0.

d) Considere quaisquer t1,t > 0 e vy, v9 € C. Por definicao,
a(tivy, tavy) = %04(71171}2) e B(tivr, tovs) = %5(01,?12)-

Portanto, (t1vy,tavg) = 0(vy,v0). O

Chamamos 6(-,-) de métrica projetiva associada ao cone convexo C. Note que a

métrica projetiva depende do cone de uma maneira monoétona. De fato, sejam C C Cy dois
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cones convexos em F e a;(+, ), Bi(+,-),0;(+, -) as suas correspondentes métricas projetivas,

1 = 1,2. Por definicao, temos claramente que

a1(v1,v2) < ag(vr,va) e Bi(vi,v2) > Ba(vr, v2)

e assim 61 (vy,v9) > 05(vy, v2) para todo vy, vy € Cy C Ch.

Generalizando, sejam FEy, F5 dois espacos vetoriais e C; C E;, © = 1,2, cones

convexos. Seja L : Fy — Ey um operador linear e assuma que L(C) C Cy. Entao

ai(vy,ve) = sup{t > 0:vy —tv; € Cy}
< sup{t > 0: L(ve — tvy) € Cy} (pois L(Cy) C Cs)

= sup{t > 0: L(vy) — tL(v1) € Co} = aa(L(v1), L(v2))

e, de maneira anédloga, podemos mostrar que (;(vq1,v2) > fao(L(v1), L(vy)). Portanto,
01 (v1,v9) > 02(L(vy1), L(vy)) para quaisquer vy, vy € Cf.

Em geral, L pode nao ser uma contragao estrita, com respeito a #; e 3. A préxima

proposigao afirma que este caso ocorre quando L(C}) tem #y-didmetro finito.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Birkhoff): Sejam E; e Fy espagos vetoriais e sejam
C), C Ey e C5 C E5 cones projetivos. Se L : Fy — FE,; é um operador linear tal que
L(Cy) C Cy e D = sup{by(L(vy), L(v2)) : v1,v2 € C1} é finito, entdo

O3(L(v1), L(v)) < (1 — e~ )01 (v1,v2) para quaisquer vy, v, € C.

Demonstragao: Nos casos em que ay(vy,v9) = 0 ou f;(vq1,v2) = +00 o resultado segue
imediatamente. Suponhamos que aq(vy,v9) > 0 e B1(v1,v2) < +00, entdo existem sequén-
cias de nimeros positivos (t,), /* a1(vi,v2) € (Sn)n \¢ B1(v1, v2) tais que vy — t,v; € C e

spv1 — vg € C1. Logo, O5(L(vy — t,v1), L(s,v1 — v9)) < D para todo n > 1.

Considere as sequéncias T,, = as(L(ve — t,v1), L(s,v1 — v2)) € S, = Po(L(ve —
tov1), L(spv1 — v2)). Observe que lim(log %) = lim 0 (L(vy — t,v1), L(s,v1 — v9)) < D.

Além disso,

L(spvy —vg) — T L(vy — tyvq) € Cy & (8, + t,1) L(v1) — (1 + T,,)L(ve) € Cy =

BaL(wn), L(ez)) < 2020,
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Sy + Sy

SpL(vy — tyv1) — L(spvy — v2) € Cy = an(L(vy), L(vg)) > TS

Usando essas desigualdades, obtemos

| (sn—l—tnTn 1+5, )
O .
& 1+T, s, +t.,5,

s

= log(j—n +T,) —log(1+1T,) — log(tn +S,) + log(1+ S,)

/1°g(5"/tn) e*dx cldr )
0 et —|— T’I’L e’ + Sn

Oa(L(v1), L(v2))

IN

o o) sy 5T
Sy, T,
< log(tf) (1- S*)a

na ultima desigualdade usamos (e* + T,,)(e* + S,,) > €*S,.

Passando o limite quando n — 400, concluimos que
92([4(1)1), L(UQ)) < 9(1)1,1)2) . (1 — €_D). O

Exemplo 2.2.1: Sejam £ = R* e C' = {(x,y) : y > |z|}. O quociente projetivo de C
pode ser identificado de uma maneira natural com (—1,1) x {1}, e assim, com o intervalo

(—=1,1). Dados —1 < x; < x5 < 1, temos que

alxy, ) = sup{t >0: (x2,1) —t(z,1) € C}

1—
= sup{t>0:1—t>x9—to} = )
]_—ZE1
. .1'2—'—1
B(wlaxQ) — l'1+1
N ro+1 1—24
tao ¢ =1 : .
e entdo 0(xq,xs) Og(l‘1+1 1—x2)

Exemplo 2.2.2: Sejam X um espaco métrico compacto e E = C°(X) o espago das fungoes

reais continuas definidas em X. Tome o cone convexo
C=C,={peFE:p()>0paratodo z € X}.

Entao, para quaisquer 1, s € C'

alpr,p2) = sup{t>0: (g2 —tei)(x) >0 para todo = € X}

sup {t>0:t<z2($) para todo x € X}
1

= inf{ﬂ(x):xEX} e
Y1

Blpi,p2) = Sup{zj(:c) rx e X}
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Portanto,

o S22/ o [e@enlw)
oo, 2) = log inf(p2/01) tog p{%(l‘)w(y) e X}'

Exemplo 2.2.3: Sejam X e F como no exemplo anterior e tome C' = C(a, v), o conjunto
de todas as ¢ € E tais que ¢ > 0 para todo = € X e logp é (a,v)-Holder continua. A

segunda condi¢ao equivale a dizer que

w0 {]log go(;r()x—yl)?/g e(y)| rye X,z y} <a
o(z)

& exp(—ad(z,y)’) < ﬁ < exp(ad(x,y)”) para quaisquer xz,y € X.
p\Yy

Dados @1, € C e t1,t3 > 0, temos que

exp(—ad(z,y)’) < tro1(z) + tapa(z)

< < exp(ad(x,y)”) para quaisquer z,y € X.
tip1(y) + tawa(y)

Logo, C' é um cone convexo. Pela defini¢ao, a(y1, ¢2) serd o supremo de todos os t > 0

satisfazendo, para quaisquer x,y € X, a duas seguintes condicoes

i) (02 — tor) () > 0 t < Z(a).

& t(exp(ad(z,y)")p1(y) — p1(z)) < explad(z,y)”)p2(y) — pa(z)
o ¢ < EXPad(z,y)")a(y) — pa()
exp(ad(z,y)")e1(y) — ¢1(z)

Por outro lado,

(2 — tp1)(z)
(2 — to1)(y)

> exp(ad(z,y)”) &t <

Assim, concluimos que (1, p2) € igual ao

mf{%(x) exp(ad(z,y)”)p2(x) — pa(y) ey Xx y}

e B(p1,p2) é dada por uma expressao semelhante, mudando apenas o supremo no lugar

do infimo.

2.3 Operadores de Transferéncia e Cones Invariantes

Seja f : M — M uma aplicacdo expansora C'™ sobre uma variedade conexa

compacta M. A menos de um redimensionamento, podemos supor que o didmetro de M é
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menor que 1, faremos isso de agora em diante. Consideraremos m como sendo a medida
de Lebesgue, normalizada de tal maneira que m(M) = 1.
Por tudo que foi discutido no inicio deste capitulo, em resumo, temos as duas

seguintes propriedades:

(i) Existe k£ > 1 tal que todo ponto y € M tem exatamente k pré-imagens por f;

(ii) existe py > 0 tal que, dados y1,yo € M com d(y1,y2) < po, podemos escrever
) =4{zj1, .,z b, j = 1,2, com

d(z14, T9) < o7 d(yy,y2) para cada i = 1, ..., k.

Consideraremos os dois operadores lineares £ e U sobre E = C°(M,R), definidos por

k

(Lo)(y) = > (@)l det Df ()| e (Up)(x) = ¢o f(z).

=1

Entao, podemos escrever
[(coypdm = [ oUy)dm.

Fixando py > 0 como em (ii) e, para a > 0 e 0 < v < vy, definimos C(a, ) como sendo o

cone convexo das fungoes ¢ € E satisfazendo
(1) p(z) > 0 para todo = € M,

(2) log p é (a,v)-Holder continua em pp-vizinhangas, isto é,

d(y1,92) < po = ¢(y1) < exp(ad(yr, y2)") ().
Proposigao 2.3.1 (Invariincia): Existe A\; < 1 tal que £(C(a,v)) C C(\a,v) para
todo a > 0 suficientemente grande.
Demonstragao: Dado ¢ € C(a,v), devemos mostrar que
a) Lo >0,
b) log Ly é C(A\a,v)-Holder continua em po-vizinhangas.

A parte a) segue diretamente da expressao de (L) ser uma soma de termos positivos
e da sobrejetividade de f, que garante a existéncia de pelo menos uma pré-imagem para

qualquer x € M.

Agora, demonstraremos a condi¢ao b). Sejam y;,y2 € M com d(y1,y2) < po €

denote f~'(y;) = {xj1, ..., xr}, j = 1,2, assim como fizemos em (ii). Usaremos o fato de
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que log | det D f(z)| é (ag, vp)-Holder para algum ag > 0, isto é, para quaisquer z,y € M

vale

|det Df(y)] < exp(aod(z,y)”)|det Df(x)|
= |det Df(z)|™" < |det Df(y)|~" exp(aod(z,y)™).

Logo, temos que para todo ¢ € C(a,v), vale

(Lo)(an) = D (x| det D f ()|

i=1

ng T9;) explad(z 1, 19;)") - | det D f(29;)| " explaod(21i, 22;)"°)
=1

< exp((a0™ + ao)d(y1,42)") Y p(wai)| det D f (w2:)|

=1

IN
o

Na tltima desigualdade, usamos o fato de que d(z1;, x2;)"° < d(y1, y2)"° < d(y1,y2)" (pois
v < 1y e o didmetro de M é menor que 1). Usamos também a desigualdade d(z1;, x9;) <
o~ td(y1, ).

Y —azx+ag, observe que (o) = ap >

L. Pelo Teorema do Valor Intermediario, se a > %
(1—-077) (1—-077)
entao existe A € (677, 1) tal que g(\) =0 = ac™" + ag = A\a. Segue que

Agora, considere a fungao continua g(z) = ao~

Oeg(l) <0< a>

k
(ESD) (yl) S eXp((ag_V + aO y17 y2 Z 90 X2 | det Df(x21)|
=1

= exp()\lad(yl,yg)) ( )(92) O

Denotamos por 6,, a métrica projetiva associada ao cone convexo C'(a,v). Entdo,

pelo Exemplo 1.3, 0(¢1, p2) = log(B(1, ¢2) /a1, 2)) onde a1, ¢2) é dado pelo

it {802(95) exp(ad(z,y)”)pa() — pa(y)

S01(x)’ exp(ad(ﬂv,y)y)§01($) - sﬁl(y) myeXwFy e d(x, y) = po},

e B(p1, 2) tem uma expressao similar, com o sup no lugar do inf. No que se segue, também

usaremos 0 Cone Convexo
C,={p € E:p(x)>0paratodoxr € M}.

Pelo Exemplo 2.2.3, temos que a métrica projetiva 6, associada a C, é dada por

01 (1, p2) = log(B4 (1, p2)/ai(p1, p2)) com
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o (91, 0n) = inf{:jj«c) x €M} e Bi(p1, ) = sup{:jj<x> .z € M},

Proposigao 2.3.2 (Didmetro Finito): D; = sup{f(p1,p2) : p1,p2 € C(Aa,v)} é

finito, para quaisquer a > 0,v > 0, A\; < 1.

Demonstracao: A demonstracao sera feita em dois passos: Primeiro mostraremos que
g-diametro(C'(Aia, v)) < 0 -didmetro(C(Aia,v)) + K'(A\1),
E em seguida, obteremos
6. -didmetro(C(a,v)) < K"(a),

Onde K'(-), K"(-) < +oc.

Passo 1: Dados quaisquer o1, oo € C(A\a,v),

exp(ad(z, y)”)pa(r) — ©2(y)
exp(ad(z, y)")e1(z) — p1(y)
exp(ad(z,y)”)p2(z) — pa(x) exp(atid(z,y)")
exp(ad(z,y)”)e1(z) — p1(z) exp(—aid(z, y)”)
_ Py exp(ad(z,y)”) — exp(aiid(x,y)") oL
o ) exp(ad(z, y)*) — exp(—ard(z,y)") Ei}(lwz( )

)_
)_

v

onde

[ k—kN
Kl_mf{k—k—hk>1}

Note que K; € (0, 1), pois

pela hipotese de A\ < 1, e

o k—k 11—
il T W

Segue, das expressoes para «, a, e a desigualdade obtida, que a(p1, 2) > Koy (v1,p2).
Analogamente, temos (1, ¢2) < Kof4(¢1, 2), com

k— k™

fa = sup {M

ck > 1} € (1, +00).
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Dessa forma, obtemos (1, v2) < 04 (1, p2) + log Ko — log K7 e isto conclui o primeiro

passo da demonstracgao.

Passo 2: Comegaremos mostrando que se ¢ € C'(a,v), entdo log ¢ é (b, v)-Hélder continua
sobre toda a variedade M (ndo apenas em pg-vizinhancas), para algum b > 0. Para isso,
mostraremos que existe N > 1 (dependendo apenas de M e pg) tal que
(*) Dados quaisquer z,y € M existem zy = z,21,....,2yv = y com d(z;_1,2;) < po
para todo:=1,...,N.
Considere a cobertura aberta dada por {B(z, %) : © € M}. Por compacidade, pode-
mos tomar uma subcobertura aberta finita, digamos {B; = B(xz;, %) : i = 1,...,k}. Seja 3 a
cobertura aberta formada por todas as intersecoes finitas entre By, BY, By, BY | ..., By, Bf .
Note que § tem uma quantidade finita de elementos e N = #/ satisfaz a condi¢ao (*).
Se d(z,y) < po, entdo a Holder continuidade de logy é garantida pelo fato de
¢ € C(a,v). Logo, suporemos que d(z,y) > py. Segue que

ZZ) N

ey) _ 1p el I
p() - z:l_[1 ‘P(Zz'—l) = 2:1_11 p(ad(zi-1,2)")
= exp(zad(%‘_l,zi)y) < eXp(Za'(Po)V)

i=1 i=1
N

< exp(d_ad(z,y)’") = exp(Nad(z,y)"),
i=1
e basta tomarmos b = Na.

Agora, observe que

04 (p1,02) = log Bilonea) _yop gup {%(I) o)y e M} :
ai(p1, ¢2)

A propriedade de log ¢ ser (b, v)-Holder continua implica que

©1(y)

1(7)

log <P2(l’)

<bd(x,y)’ <b e log
©a2(y) (z:9)

< b para quaisquer x,y € M.

S

Portanto, 0, (¢1,¢2) < 2logb. O
Como consequéncia do Teorema 2.2.1(Birkhoff) e das proposi¢oes 2.3.1 e 2.3.2,

temos que o operador L : C(a,v) — C(a,v) é uma A;-contragado com respeito a métrica

0 =0,,,onde Ay =1—e P,
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2.4 Medida Invariante Absolutamente Continua.

Nessa se¢ao, mostraremos que f admite uma medida invariante pg que é absoluta-
mente continua com respeito a Lebesgue. Para a construgao dessa medida, serd necessario
que L tenha algum ponto fixo ¢g. Comegaremos mostrando que o cone convexo C é

completo em relagdo a correspondente métrica projetiva 6.

Observagao 2.4.1: Dado um cone convexo C', a sua respectiva métrica projetiva 6 define
uma distdncia no quociente projetivo de C'\{0}, ou seja, no conjunto das classes de
equivaléncia da relagdo ~ definida por v; ~ vy < v; = tvy para algum t > 0. Assim,
dado algum ¢ em C/ ~, podemos considerar a normalizagao [ ¢dm = 1. De fato, basta
tomarmos t = 1/ [@dm > 0 e teremos que o representante p; = tp € P cumpre a

normalizacao.

Proposicao 2.4.1 (Completude): Toda sequéncia 6, -Cauchy (¢,,), em C é ., -convergente
em C. Além disso, se normalizarmos [ ¢,dm = 1 para todo n > 1, entao (¢, ), é também

uniformemente convergente.

Demonstracao: Seja (¢,), uma sequéncia ,-Cauchy, normalizada por [ ¢,dm = 1 para

todo n > 1. Em particular, temos que (p,), é 6,-limitada e entao

0, (¢1,0n) = logsup{m Sx,Y € X} <R
B pn(@)er(y)
= PR < enty) = TP

para todo xz,y € M e todo n > 1. Em particular,

1
<
R~

~—

n(x

n(y)

para todo z,y € M e todo n > 1, onde R; = exp(R) - sup{y1(s)/¢i1(t) : s,t € M}. Por

AS

S Rl;

AS)

outro lado, temos que inf ¢, = inf p,m(M) < [¢,dm = 1 e analogamente sup @, > 1.

Segue que

Ry 7 supy, inf ¢,

< Ry paratodoxr € M en > 1.

A condicao de Cauchy é equivalente a afirmar que, dado qualquer € > 0, existe N > 1 tal

que para quaisquer k,[ > N

SUPOL/2) ey ome < ing £ < 1 < sup £ < o, (2.5)

inf (/1) @ o1
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pois [ prdm = [ p;dm implica que existem x,y € M tais que ¢x(z) > ¢i(x) e vr(y) < @i(y)
e assim, temos inf(¢r/¢;) < 1 < sup(¢x/¢1). Segue que

< Ry(e® — 1) com Ry =supgy.

sup |k — @i < sup |gy - sup :Zk -1
!

Isto significa que (p,), é uma sequéncia de Cauchy com respeito a métrica uniforme
(supremo), e entao é uniformemente convergente. Seja o o limite uniforme, observe que
¢o > Ry' e assim ¢y € C,. Tomando o limite na desigualdade (2.5), quando [ — +oo0,
obtemos

fﬁglgsupﬂgea,

¥0 ©o

e ®<in

para todo k > N. Isto prova que ambos sup(¢x/¢o) € inf(pr/po) convergem para 1, e

dessa maneira 0, (p,, o) converge para zero, quando n — +oo. I

Aplicaremos o resultado anterior na sequéncia ¢, = L™1. Observe que as expressoes
de 64 e § = 6,, junto ao fato de que C(a,v) C Cy, implicam que §; < 6. Entao, como £
é uma f#-contracao, segue que (p,), é -Cauchy e assim é também 6, -Cauchy. Por outro

lado,
/gpndm:/(ﬁnl)-1dm:/1-(1of”):/1dm:1.

Logo, ¢, converge uniformemente para algum ¢, € C. Note que, como a sequéncia (¢, )n
estd em C(a,v) e a condigao de Holder continuidade na defini¢do desses cones é fechada
para limites uniformes, temos ¢ € C(a,v).

Como o operador £ é continuo em E em rela¢do a métrica || - ||o, entéo
Pri1 = Lon = lim @y = lim Loy, = 0o = Lo

Segue que ¢ ¢ um ponto fixo de £. Como uma consequéncia, pg = @om ¢ uma medida de

probabilidade f-invariante:
/soduo = /wwodm = /w(ﬁwo)dm = /(90 o f)podm = /(so o f)dpo

para toda ¢ € C°(M,R). Finalmente, dug/dm = @y > Ry' > 0 e entdo o é equivalente a

medida de Lebesgue m.
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2.5 Mistura Exponencial

Seja ¢ € C(A\a,v). Usando o Teorema 2.2.1(Birkhoff) e o fato de ¢y ser um ponto

fixo de L, temos que
0. (L"p,00) < 0(L™p, p0) = 0(L @, Lp0) < 0(0, po) AT < D1AY,

onde Dy = sup{0(p1, ©2) : ©1,p2 € C(a,v)} e Ay =1 — e P. Entao

M < e = e DAY < inf —L Ld <1<sup L 4 < Pt

inf(L"p/0) ~ ©o ©o
pois [L"odm = [@dm = 1 = [pedm implica que inf(L"¢p/pg) < 1 < sup(L™p/po),

analogamente ao que foi feito na secao anterior. Segue que

L’I’L
sup [L™p — @o| < sup |po| -sup| (pgp

— 1’ < Ry(eP™™M — 1) < RgAT (com Ry = sup ¢y),
0

para alguma constante R3 > 0 e todo n > 1. Isso pode ser visto como uma demonstracao
da perda exponencial de meméria no sistema: os iterados (L"p)m de uma distribui¢ao
de massa inicial ¢m converge exponencialmente rapido para a distribuicao equilibrio
wom. Mostraremos agora, que também existe um limite exponencial para as fungoes de

correlacao.

Proposigao 2.5.1: Dadas ¢ uma fun¢io v-Holder e ¢ € L'(m) sobre M, existe K, =
Ko(p,1) > 0 tal que

o smpdm — [vdus [ wim| < Kod?
para todo n > 0.

Demonstragao: Suponha primeiramente que ¢ € C(Aja,v). Sem perda de generalidade,
assuma que [ @dm = 1. Entao, denotando ||1||; = [ |¢|dpuo, temos

£TL
_ |/¢< " 1)

< (eDlA? — D[|Y] < Rsl|v][1AT-

ETL
LA

<

o smpdm — [ wdu

Al
0

Agora, seja ¢ uma fungdo v-Holder qualquer e A > 0 tal que ¢ é (A, v)-Holder. Para

B > 0 qualquer, escrevemos

1

¢ =¢h—¢p onde ¢j= el +£¢)+B.
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Claramente, ¢ sio (A, v)-Holder continuas e 5 > B. Se tomarmos B = (A/\a) teremos
g0§ € C(Ma,v) e entdo a proposic¢ao é vilida para 9035. Por linearidade a proposicao se da

para . 0

Observagao 2.5.1: Note que a constante Kq = Ky(p, 1) construida na demonstragao da

proposicao 2.5.1 tem a forma

Ko, v) < Kgll@llh((llell + Hu (),

onde H,(p) denota algum ntmero A tal que ¢ é (A, v)-Hoélder, e K > 0 é independente

de ¢ e 1. De fato, pela primeira parte da demonstracao temos

A
Ko(pp,¥) < R3|W||1/<P§dm < RB||¢H1(/ lo|dm + B) < Rsl|¥|[1(Ra|e|[1 + CLTI)-

e concluimos a afirmagao notando que Ky(p,v) < Ko(oh, ¥) + Ko(pg, V).
Corolario 2.5.2 (Decaimento exponencial de Correlagoes): Dadas as fungoes v-

Holder continuas ¢ e g, existe K = K(p1,p2) > 0 tal que

‘/(@1 o f")padpy — /QoldMO/QOQd,UO < KAY,

para todo n > 0.
Demonstracao: Basta tomar ¥ = 1 e ¢ = oo na Proposicao 2.5.1. [J

Agora vamos definir o que significa uma medida ser exata:
Sejam B, = f~"(B), para n > 0, onde B é a o-adlgebra de Borel de M. Cada B, é
claramente uma o-algebra em M. Uma funcao £ : M — R é mensuravel com respeito a B,
se e somente se £ =, o f" para alguma fungao &, mensuravel (em relagdo a B). Além
disso, By =B D> By D ---D B, D ---. Uma medida p f-invariante ¢ chamada exata se a
o-algebra

B = ) Bn

n>0

é p-trivial, no sentido de que todas as fungoes B,-mensuravel sdo constantes em u-quase
todo ponto. Note que medidas exatas sao ergodicas: Se A C M é um conjunto f-invariante,

entao x4 € By.

Corolario 2.5.3 (Unicidade e Exatidao): A medida g é exata e é a tnica medida

f-invariante que é absolutamente continua com respeito a m.
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Demonstragio: J4 mostramos que py e m sdo medidas equivalentes. Seja ¢ € L!(u)
uma funcao B.-mensuravel. Logo, para todo n > 0 existe uma funcao mensuravel 1, tal
que ¢ = ¢, o f". Note que [[¢[|1 = [ [¢|dpo = [ [¢hn 0 f"|dpo = [ |tbn|dpo = [|tbnl[1. Pela
Proposicao 2.5.1 e a Observagao 2.5.1, dada qualquer fungao v-Holder continua ¢, existe

K{/(p) > 0 tal que

[ = [vdngydm| = | o ryam— [ vuduo [ edm
< K5lnlh(llelh + H(e)AT = KE(o) 1l AT
= KY@)wlhat >0,

e entao

[ = [ wdug)pdm =o.
Segue que ¥ = [dug em quase todo ponto (com respeito a m e fig), isso equivale a dizer
que ) é constante em pp-quase todo ponto. Portanto, py é uma medida exata. Finalmente,
j& que g ser exata implica em g ser ergodica, temos que se p é outra medida f-invariante

com p <K m entao pu < g e assim, por ergodicidade, pu = po. U

Seja L%(B,,) = {£€ € L*(uo) : € é B,-mensurdvel}, para cada valor de n > 0. Observe
que L*(uo) = L*(By) D L*(By) D ... D L*(B,) D ... e
po é exata < [ L*(B,) = {constantes}.
n>0
Dado ¢ € L?(up) e n > 0, denotaremos por E(p | B,) a projecdo ortogonal de ¢ sobre
L*(B,). Analogamente, denotaremos por E(p | Br), a projecao ortogonal de ¢ sobre

L*(B,)* (onde o colplemento ortogonal ¢ tomado no espaco L?(g)).

Corolario 2.5.4: Para toda funcao ¢ v-Hoélder continua com [ @duy = 0, existe Ry =

Ry(p) tal que [|E(¢ | By)|l2 < RoA} para todo n > 0.

Demonstracao: Basta observar que

sup { [ pduo : € € LAB,) e iglla = 1} =
sup { [ €B(p | Bu)dpio : € € LX(B,) e [|¢lls =1} =
sup {IIB(2 | Bl - 1[€ll2cos 0(E(e | B).€) : € € L2(By) e Ilgll = 1},

onde §(E(p | B,), &) é o angulo entre E(p | B,) e £. Esse supremo sera atingido em

1

= EG B

E(¢ | By).
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Portanto, temos

(e | Ball: = sup{ [ €pdno s € € *(B,) e g2 = 1}
= sup{ [ f)opodm s 6 € L) e Ilyll: =1}
= KO//(907900)A7117

pois |[¢]1 < [[¥]|2 =1 e supomos que [ @duo = [ ppodm = 0. O

2.6 Teorema Central do Limite.

Baseado nas analises prévias, nessa secao mostraremos que a oscilacao das somas de
Birkhoff de uma funcao v-Hoélder em torno de seu valor esperado converge, em distribuicao,
para o processo gaussiano. Primeiro, enunciaremos o Teorema Central do Limite para
martingales, que serda muito 1til para nossas pretensoes.

Comegamos relembrando algumas nogoes de teoria da probabilidade. Dada uma
sequéncia X, n > 0, de varidveis aleatérias reais em um espago de probabilidade (M, X, u),

considere a aplicagao shift

RV - RN, (Yn)n>0 = (Yn+1)n>0,

e a medida de probabilidade v em RY dada por
v([k; Ao, ooy Am]) = (X (Ao)) - (XL, (A)),

(onde [k; Ag, ...y A] = {(Wi)iz0 : Yk € Aoy ooy Ykem € An}), para cada k > 0, m > 0 e
intervalos Ay, ..., A, C R. Entao, a sequéncia (X,,),>o ¢ dita ser estacionaria se a medida
v é T-invariante, e ergddica se v é T-ergddica. Um caso particular relevante ocorre quando
temos X,, = Xy o f" para todo n > 0, onde X, é alguma funcao mensuravel e f : M — M
é uma aplicacao mensuravel. Para este caso, temos que a sequéncia é estacionéria se u é

f-invariante, e ela é ergodica se u é f-ergddica.

Definigao 2.6.1: Seja (F,),, n > 0, uma sequéncia nao-crescente de o-algebras em M.

Entao (X, )n>0 ¢ uma diferenga martingale reversa para (F,,),>o se

(a) X, é F,-mensurével para todo n > 0;

(b) [4 Xsdu = 0 para todo A € Fp 1.

Definimos todos os conceitos necessarios para enunciar o seguinte Teorema.
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Teorema 2.6.1 (Central do Limite Para Martingales): Seja (X,,),>0 uma sequéncia
estacionaria, ergddica, diferenga martingale reversa, tal que 0% = F(X?) é estritamente

positiva e finita. Entao, para todo z € R,

1 i 1 z 2 /9,2
,u({xGM:\/ﬁjzoXj(x)<z}) — 27T/_Ooet P29%4t, quando n — oco.

o
Demonstraremos uma versao do Teorema Central do Limite para transformacoes
mensuraveis. Antes disso, é 1til fazer uma observacao que sera utilizada nessa demonstracao.

Observagao 2.6.1: Sejam V' um espago vetorial normado e A, B C V subespagos vetoriais.
Vamos mostrar que se B C A entao para todo xz € V', vale que E(z | A) — E(z | B) é a
projecao ortogonal de E(x | A) em B* (onde E(x | A) denota a projecio ortogonal de x

sobre A). De fato, = pode ser escrito de maneira tnica na forma
r=y+y, onde y=E(x|B) e y = E(x| B").

Logo,
Ex|A)=E{y|A)+EWY |A)=y+EWY|A), (2.6)

pois y € B C A. Analogamente, y' pode ser escrito de forma tinica como
Y =EWly [ A)+EY|AY) =By |A)=y - E@y | A").

Como B C A implica A+ C Bt temos E(y' | A) =y — E(y' | At) € B+, por ser a soma
de dois vetores em B*. Entdo a igualdade (2.6) exprime E(z | A) como uma soma de um
vetor em B com um vetor em B~ e, por unicidade, F(z | A) —y= E(x | A) — E(z | B) é
a projecdo ortogonal de E(x | A) sobre B+.

Teorema 2.6.2: Sejam (M, B, ;1) um espaco de probabilidade, f : M — M uma aplicacdo
mensuréavel tal que p é f-invariante e f-ergddica, e ¢ € L?(u) tal que [ ¢du = 0. Seja B,

a sequéncia nao decrescente das o-dlgebras B, = f~"(B),n > 0. Assuma que
D IE(9 | Bo)ll2 < oo.
n=0

Entao o > 0 dado por

o = [ du+2 i:: [otéo f)du 27)



37

¢ finito e 0 = 0 se e somente se ¢ = uo f — u para algum u € L*(u). Por outro lado, se

o > 0 entao, dado qualquer intervalo A C R,

p{xEM: \}ﬁnqu(f](x)) EA} — U\}%/Ae_zf'zdt,

Jj=0

quando n — 4o00.

Como uma consequéncia imediata desse Teorema 2.6.2 e do Corolario 2.5.4, obtemos

o seguinte teorema central do limite para aplicagoes expansoras:

Proposicao 2.6.3 (Teorema Central do Limite): Sejam ¢ uma fungao v-Holder

continua e
ot = [ +2Y [ 660 )dno,
j=1

onde ¢ = ¢ — [@wduy. Entao o esta bem definida e 0 = 0 se e somente se p =uo f —u

para algum u € L*(pg). Se o > 0 entdo, para todo intervalo A C R,

1

o\ 2w JA

o {:v €M : %z(w(ﬂ(w)) - /soduo) € A} — 3 dt,

quando n — +0o0.
No restante dessa secao iremos demonstrar o Teorema 2.6.2.

Demonstragao: A ideia geral é escrever ¢ =1 +¢o f — ¢, com funcoes 1, € L*(u) tais

que

1
i) %(g o f" —¢) converge para zero em medida, quando n — 400 (provaremos a

convergéncia em L*(p), que é um fato mais forte);

ii) as varidveis aleatorias n o f™ satisfazem a seguinte condic¢ao de independéncia
E(no f™| Byy1) = 0 para todo n > 0.

A primeira propriedade significa que, dado qualquer ¢ > 0,

{2 € M s TIG(@) — 6] > <) 0.

e implica que limite da distribuicao de
LS (0o ) = =0 1)+ =(corm—¢)
— ] = — T] O e (@] —
vn =0 vn =0 Vn
¢ o mesmo limite da distribuicao de ﬁ Z?;& no f.

A propriedade (ii) significa, na liguagem da teoria da probabilidade, que (no f"), é
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uma diferenca martingale reversa para (5,),>0. Com efeito, dado qualquer conjunto

A€ B, 1, temos A = f"71(Ay), onde Ay pertence a o-algebra de Borel de M. Logo,
/A no fldu = /XA(77 o f")dp = /Xf—n—1<Ao>(77 o f")dp
= [Ccano o f)dp =0,

pois x4, 0 " € L*(B,41) e E(no f™ | B,y1) = 0 para todo n > 0. A propriedade (ii) nos
permitird usar o Teorema Central do Limite pra martingales.

Apresentado o esquema geral que vamos seguir, agora comecaremos, de fato, a
demonstracao do Teorema 2.6.2.

Iniciamos introduzindo o operador U : L?(u) — L*(u) dado por Up = o f, e seja
P o seu operador adjunto [(Pv)pdu = [ (Up)du. Note que

J1eldn= [ 1ol o fdu= [ I¢lan.

Segue que U ¢ uma isometria sobre L?(B;) C L*(By) = L*(u1), e entdao P : L*(By) — L*(By)

é também uma isometria. Além disso,
U(L*(Ba)) = L*(Buy1) e P(L*(But1)) = L*(By),
para cada n > 1. Definamos
ZP] (618) e 77—27’” (618;) = E(6| Bjs1)).

Como ||P/(E(¢ | Bj)ll2 = ||E(¢ | Bj)l|2, a hipdtese do teorema garante que a série

definindo ¢ converge em L?(1). Sendo assim, temos que

(Cof"=¢)

1

—= <7(||< F"l2 +1I¢ll2) = —=lI¢ll2 = 0 quando n — +o0.
|7 7 7
Como uma consequéncia, ﬁ(g o f™ — () converge para zero em medida.

Pela Observagao 2.6.1 (com A = L*(B;) e B = L*(Bj;1)), temos que F(¢ |
B;) — E(¢ | Bj+1) coincide com a projecdo ortogonal de E(¢ | B;) em L*(B;.1)*. Logo,

|PI(E(6 | B) — B¢ | Bia))|, = 1E(@ | B)) = E(6 | B, < [[E(6 | B,

e entdo a série definindo 7 também converge em L?(u1). Observe que 1 pode ser reescrito

da forma

n = E(¢|By)+PE&|Bi)+PE(¢|Br)+
—E(¢ | B)) = PE(¢ | By) — P*E(¢ | Bs) —



39

Claramente, F(¢ | By) = ¢. Além disso, para todo j > 1,
PHE(o | B;)) = UP(E(¢ | By)) =P/ (E(¢ | By)) o

De fato, E(¢ | B;) € L*(B;) implica que P’ (E(¢ | B;)) € L*(E(By)), e UP =id | L*(B),
pois os operadores adjuntos U e P sao isometrias sobre suas imagens. Portanto, podemos

reescrever

77:@5‘1'279] (¢ ] Bj)) ZPJ (¢]Bj))o
= ¢ <+< [
Dado qualquer v € L*(By), pelo fato de que E(¢ | B;) — E(¢ | Bj11) € L*(Bjy1)*, temos
[ PHE | By — B0 By = [(B(6] B) = (6 | By o F)du =0,

pois ¢ € L*(By) = ¢ o f7 € L*(B;;1), para todo j > 0. Segue que P/(E(¢ | Bj) — E(¢ |
Bji1)) € L*(B1)*, para todo j > 0, e entao

M = 27’] (¢ | B;) = E(¢ | Bj11)) € L*(B1)*", Vk >0

= nzhinnkEL 2(By)*
& E@n|B) =0

Agora, vamos obter a propriedade martingale que mencionamos em (ii).

Comecamos observando que

n = $+&, onde E=E(n|B) e ¢ =E(n|B)
= noff=Cof"+¢&of" Vn>0.

Claramente € o f* € L*(B,11). Dado z € L*(B,11), temos
/ (€ o f™)zdy = / (P 2)du =0, pois € € L2B)* e Pz e LX(B), ¥n> 0.
Assim, concluimos que £ o f* € L*(B,,1)*. Portanto,
Eno f"|Buy1) =&o f"=E(n|By)o f*=0, paratodon > 0.
Em particular, as variaveis n o f" sao duas-a-duas ortogonais:

Jmo ) o fydu =0,
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para todo k > n > 0, pois 5o f* € L*(B,41). Isto nos d4

1n1 1n1

Inllz = Z o fI3 = *II Znof]HQ = H\/— ZnOf]Hz

Logo,
1 n—1

I 200 f - ZUijllz—ll\/—(C = Olla = 0.

A partir disso, concluimos que

Inllz = hmll\/—zq5 o flI2

= lim— (Z/géo Ydu+2 > /gzﬁo )du)

0<k<i<n—1

= lim (/¢2du+2jzl (1—i>/q§(gbofj)du)
- /¢2du+2j§/¢(¢0fj)du—211p§i/¢(¢0fj)du

A 1ltima igualdade é valida somente se as séries forem convergentes, vamos demonstrar

que isso realmente ocorre. Observe que

Jo@ofyu = [(B(6]B)+E|B)- (60 f)du
= [ B |B)(@0 f)du (pois oo f € LX(By)
< 1B B)llido 1k = 1@ | Bylal|6lla

Segue imediatamente que
13- [o(@o fdull < llollz >~ IE@ | Bl < +o.
j=1 j=1

Agora mostraremos que
n—1 .
lim 3 l/gb(gb o f)dp = 0.
Para isso, comecgaremos observando a limitagao

n—1

I z 2 [ 900 faulls < ll6ll 3 L11E( | 5o

j= 1
Logo, basta mostrar que esse ultimo somatério tende para zero quando n vai para o

infinito.
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Dado € > 0, existe k € N tal que 322, ., [|E(¢ | Bj)||2 < 5. Tome ng € N de modo
que ng > —Z? 1E(¢ | Bj)l|2. Entao

LI Bl + 3 LI1E@] B

M»

ws = 3 L1B0 Bl -

j= 1 j=1 j=k+1
k’ k
< gZHE(cﬁIB |2 + Z I1E(¢ | B))l]2
Jj=1 j=k+1
< E4E_,
2 2 7

concluindo o que queriamos mostrar. Como consequéncia, temos
o
2 2 j 2
W= [ odp+23" [o(é0 f)dp = o,
=1

relembrando que o estd definido por (2.7). Em particular, temos que ¢ < +oo. Além
disso, 0 = 0 implica em 1 = 0 e entdao ¢ = ( o f — (. Reciprocamente, se ¢ tem a forma
¢ =wuo f —u entdo podemos tomar ( = u e n = 0 e assim, pelos argumentos anteriores,
o = ||n||]2 = 0. Isto prova a primeira parte do teorema. A partir de agora suporemos ¢ > 0.

Sejam a < b fixos. Dado § > 0, tomemos £ > 0 tal que

Pla—e,b+e) = P(a,b) +P(a—e,a)+ D(b, b+5)

< ®(a,b)+6, onde D(r,s) Te 262dt

0\/_

Entao tomamos n; > 1 tal que

5} <4 para todo n > nj.

u{xeM:';ﬁ@of"—om >

Pelo Teorema Central do Limite para martingales (Teorema 2.6.1), existe ny > ny tal que

,u{xeM:\/lﬁin(fj(x)) € (a—e,b—l—s)} < ®(a—e,b+¢)+9,

para todo n > nsy. Observe que se tivermos ao mesmo tempo

1n1

Z??Of] ¢la—eb+te Cof"=()

<e,

1
) e |
entao —= oy o fl —— anofi+-L (C fr=q) ¢ (a,b). Portanto,f Lo fie

(a,b), 1mphca em

1n1

el el-sbte o Licor—0

o

> ¢,




e concluimos que

u{xEM: \;ﬁnilqb(f](x)) € (a,b)} <Pla—e,b+¢e)+26 < P(a,b) + 36,

para todo n > ns. Isto mostra que

limnsupu {x eEM: \}ﬁgé(ﬂ(m)) € (a, b)} < ®(a,b),

e um argumento similar nos dé liminf, > ®(a,b). O
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APENDICE - INTEGRACAO

Nessa secao,introduziremos a teoria de integracdo em espagos mensuraveis abstra-
tos, definiremos primeiramente a integral para fung¢oes mensuraveis simples e depois para
fungoes mensuraveis quaisquer. Os principais resultados serao os Teoremas da Convergéncia
Monoétona e da Convergéncia Dominada, que serdo ferramentas basicas para o que se
seguira.

Ao longo desta segdo consideraremos um espago de medida (X, 3, i) fixado. Deno-
taremos a colegao de todas as fungoes Y-mensuraveis em X por M = M (X, Y) e a colegao
de todas as fungdes X-mensurdveis ndo negativas por M* = M (X, X). Comegaremos

introduzindo a noc¢ao de uma funcao simples.

Definicao A.1: Dizemos que uma funcao ¢ : X — R é simples se existem constantes

ay, ..., € R e conjuntos mensuraveis Fy, ..., F, € ¥ disjuntos dois-a-dois tais que

= aXs;, (3.8)

=1
onde xg; ¢ a funcao caracteristica do conjunto Ej.

Em outras palavras, fungoes simples sao fungoes mensuraveis que tomam apenas
um nimero finito de valores em R. Observe que cada E; = ¢ *(«;), logo sao conjuntos

mensuraveis.

Proposigao A.1: Se f € M*(X,Y), entdo existe uma sequéncia crescente de fungoes

simples (p,,), em M*(X,¥) convergindo para f.

Demonstracao: Seja n um nimero natural fixo. Se k =0, 1,...,n2" — 1, tome E}, como

sendo o conjunto
B ={xe X k27" < f(z) < (k+1)27"},

e se k = n2", tome Ey, = {x € X : f(x) > n}. Observe que os conjuntos {Ey, : k =
0,1,...,n2"} sao disjuntos, pertencem a % e tem unido igual a X. Se definirmos ¢,, = k27"

em Ej,, entdo ¢, € M(X,Y) e satisfaz:
a) 0 < pn(x) < @py1(x) para todo z € X, n € N.

b) f(x) = lim, ¢, (x) para cada = € X.
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c) Cada ¢,, toma apenas um numero finito de valores em R.
Isso conclui a demonstracao. U

Definigdo A.2: Se ¢ é uma funcao simples em M1 (X,3) com a representacao padrao

(3.8), definimos a integral de ¢ com respeito a p por
/sodu = aju(E)).
j=1

Estamos usando a convencao de que 0 - (+00) = 0, logo a integral de uma funcgao
identicamente nula é igual a 0 independentemente do espago ter medida finita ou infinita.
Observe que o valor da integral de uma fungao simples em M ™ estd bem definido (podendo
ser +00), pois todos os a; sdo ndo-negativos, e assim nao ocorrem indeterminagdes do
tipo (+00) — (+00).

Agora estamos preparados para introduzir a definicdo de integral para uma funcgao

arbitraria em M.

Definicao A.3: Se f € M1 (X, Y), definimos a integral de f com respeito a p por
/fdu = Sup/sodu,

onde o supremo é tomado sobre todas as fungoes simples p € M*(X,Y) satisfazendo
0 < p(z) < f(z) para todo = € X.
Se fe Mt eE € X, entao fxg € MT e definimos a integral de f sobre E com

respeito a pu por

[ fdu= [ fxsdp.

Definimos a integral para uma funcao mensuravel positiva. Agora, estenderemos
essa definicao para uma func¢ao mensuravel qualquer. Para isso, basta observar que dada

uma fungdo f: X — [—00, 00| sempre podemos escrever f = f* — f~ onde

F* (@) = max{f(x), 0} e £~ () = max{—f(x), 0}.

Note que f* e f~ sdao nao negativas e também serao mensuraveis se f for mensuravel.

Definigao A.4: Dizemos que uma fungao mensurdvel f : X — [—oo, +0oo] é integravel
com respeito a p se ambas as partes positiva e negativa de f*, f~, de f tem integral

finita em relacdo a p. Nesse caso, definimos a integral de f com respeito a yu por

/fdu: /f*du—/f‘du-
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Se E € X, definimos

[ gdu= [ frau= [ fdn.

Denotaremos por L = L(X, X, i) a colegao de todas as fungoes integraveis.

Teorema A.2 (Convergéncia Mondtona): Se (f,), ¢ uma sequéncia mondtona cres-

cente de fungoes em M (X, X) que converge para f, entao
/fdu = 1i,gn/fndu'

Demonstracao: A funcao f é mensuravel, pois é o limite de uma sequéncia de fungoes

mensuraveis. Como f, < f,.1 < f, temos
[ fudn < [ fuidn < [ fan,

para todo n € N. Portanto,

lim/fnd,ug/fdu.

Para estabelecer a desigualdade oposta, seja o um ntimero real satisfazendo 0 <

a < 1 e seja ¢ uma funcado mensuravel simples satisfazendo 0 < ¢ < f. Seja
Ap ={z € X : fulz) = ap(z)},
de modo que A, € X, A, C A1, e X =UA,. Logo,
/ apdp < / fndp < / fndp.
Ap Ap
Como a sequéncia (A,), ¢ mondtona crescente e tem unido X, segue que

/gpdu = lim/ wdp.
n An

Portanto, tomando o limite na desigualdade anterior, obtemos
o / pdp < lim / Jndp.
J& que isso ocorre para todo a com 0 < o < 1, entao

/ pdp < lim / Jndp
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e como p é uma funcdo simples arbitraria em M™ satisfazendo 0 < ¢ < f, finalmente

concluimos que

/fdu = sup/sodu < 1im/fndu-
P n
Assim, obtemos o resultado. ]

Proposi¢ao A.3 (Lema de Fatou): Seja (f,,), uma sequéncia de fungoes em M* (X, X),

entdo a fungao f : X — [0, +00| definida por f(z) = liminf, f,(z) é integravel e vale
/ (lim inf £,)dy: < lim inf / Fudy.

Demonstracao: Sejam g, = inf{f,, fis1,...} tais que g,, < f, sempre que m < n.

Portanto,

/gmdu < /fndm m < n,

= /gmdu < limninf/fndu.

Como a sequéncia (g, )m é crescente e converge para lim inf,, f,,, o Teorema da Convergéncia

Monotona implica que
/ (lim inf £,)dy = lim / gyt < lim inf / fodp, O
Corolario A.4: Se f € M™* e X é definida em X por
NE) = [ fdp.

entdo A\ é uma medida.

Demonstragao: Como f > 0, segue que A\(E) > 0. Se E = (), entdao fxg ¢ identicamente
nula e assim A(()) = 0. Para ver que \ é o-aditiva, seja (F,), uma sequéncia de conjuntos

disjuntos em X cuja unido resulta em E, e seja f, definida por
fo= Y [ Fxmdi =3 ME).
k=1 k=1

Como (f,), é uma sequéncia crescente em M™ convergindo para fyg, o Teorema da

Convergéncia Monotona implica que

ME) = /fxEdu = li,gn/fndu = i)‘(Ek)' O
k=1
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Proposicao A.5: Uma fun¢do mensuravel f pertence a L se e somente se |f| pertence a

’/fdu' < /Ifldu-

Demonstragao: Por definicao, f € L se e somente se f7, f~ € M™ e tem integrais finitas.

L. Nesse caso,

Como |f|* = fT+ f~ e |f|” =0, a primeira afirmacao é imediata. Além disso,

[ gan] = [ rran— [ ran
< [rrau+ [ fdu= [1fldn. O

Teorema A.6 (Convergéncia Dominada): Seja f,, : X — R uma sequéncia de fungoes
mensuraveis que converge em p-quase todo ponto para uma fungao f. Se existe uma funcao

integravel g tal que |f,(x)| < g(x) para p-q.t.p. e todo n > 1, entdo f é integrével e
[ rdp=1im [ fud.

Demonstracao: Ja que |f,(z)| < g(x) para p-q.t.p. e todo n > 1, temos também
|f(z)] < g(x) em p-q.t.p., segue diretamente do Teorema 2.5 (pois g é integravel) que as
funcoes f,, e f sao integraveis para todo n > 1. Como g+ f,, > 0, podemos aplicar o Lema

de Fatou para obter
/gdu + /fdu = /(9 + fldp = /hmninf(g + fo)dp
< nmnmf/(g 4 dp = hn%mf(/ gdu + /fndu)
_ / gdp + lim inf / Fodp.

Portanto, segue que

/ fdy < lim inf / Fodys,
Como g — f, > 0, outra aplicacdo do Lema de Fatou implica que
/gdu - /fdu = /(g — f)dp = /limninf(g — fa)dp
< limninf/(g — fa)dp = limninf(/ gdu — /fndu)

= / gdp — lim sup / fndp,



do qual segue que

limsup/fnd,ug/fd,u.

Combinando as duas desigualdades obtidas, concluimos que

/ fdy = lim / fodp. 0

48
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