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RESUMO

Nesta tese ndés obtemos alguns resultados de rigidez de hipersuperficies em variedades
Riemannianas que satisfazem certas condi¢des geométricas. Na primeira parte do trabalho
noés provamos um teorema de splitting local para uma 3-variedade M tipo-espago em um
espaco-tempo M quando M possui uma MOTS esférica fracamente outermost e outer area
minimizing que satura um determinado limite superior para a area. Além disso, provamos
um resultado que caracteriza a geometria extrinseca local de M, onde nds mostramos
que esta variedade pode ser mergulhada de maneira isométrica em um Espago-tempo de
Nariai com constante cosmologica adequada. Ainda, sob uma condi¢ao de convexidade,
generalizamos nosso teorema de splitting para dois diferentes casos: o primeiro caso para
MOTSs de género maior que um e o segundo caso para MOTSs de dimensao alta com
o-constante negativa. Na segunda parte da tese demonstramos um resultado de rigidez
infinitesimal para uma superficie minima free boundary de indice um que satura um certo
limite superior para o comprimento do bordo em uma 3-variedade Riemanniana compacta
com fronteira. Além disso, sob uma hipodtese adicional, provamos um teorema de rigidez
global para a variedade ambiente. Finalizamos o trabalho com extensotes destes dois
ultimos resultados para superficies estacionarias estaveis.

Palavras-chave: MOTSs estaveis. Rigidez de superficies. Variedades Riemannianas.

Free Boundary.



ABSTRACT

In this thesis we obtain some rigidity results for hypersurfaces in Riemannian manifolds
satisfying certain geometric conditions. In the first part of this work we prove a local
splitting theorem for a spacelike 3-manifold M into a spacetime M when M has a weakly
outermost and outer area minimizing spherical MOTS which saturates an upper bound for
the area. Furthermore, we prove a result that characterizes the extrinsic local geometry
of M, where we show that this manifold can be isometrically embedded into a Nariai
spacetime with appropriate cosmological constant. More, under a convexity condition,
we generalize our splitting theorem to two different cases: the first case to MOTSs of
genus greater than one and the second case to MOTSs of high dimension with negative
o-constant. In the second part of this thesis we prove an infinitesimal rigidity result for a
free boundary minimal surface of index one that saturates a certain upper bound for the
length of the boundary in a compact Riemannian 3-manifold with boundary. Moreover,
under an additional hypothesis, we prove a rigidity theorem for the ambient manifold.
We finish the work with extensions of these two last results for stationary stable surfaces.

Keywords: Stable MOTSs. Rigidity of Surfaces. Riemannian Manifolds. Free Boundary.
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1 INTRODUCAO

Seja M3 = (M?, g) uma 3-variedade Riemanniana. E uma questdo bastante interessante
saber como a topologia de uma superficie minima %2 C M? pode influenciar na geometria
de M3, e vice-versa.

Usando o Teorema de Gauss-Bonnet, a Equacao de Gauss e a Desigualdade de Es-
tabilidade para superficies minimas, R. Schoen e S.-T. Yau observaram que se M3 tem
curvatura escalar positiva, entdo M3 ndo possui superficies minimas fechadas orientéveis

de género positivo. Além disso, eles provaram o seguinte resultado (veja [39]):

Teorema 1.1 (Schoen-Yau). Seja M? uma 3-variedade Riemanniana com curvatura es-
calar nao-negativa. Se o grupo fundamental de M possui um subgrupo abstratamente

isomorfo ao grupo fundamental do 2-toro, entdo M ¢é plana.

Para provar este resultado, Schoen e Yau primeiramente observaram que a hipdtese
sobre o grupo fundamental de M? garante a existéncia de um 2-toro minimo estével.
Depois eles usaram que se M admite uma métrica de curvatura escalar nao-negativa que
nao é plana, entdao M também admite uma métrica de curvatura escalar positiva (veja
[28]). Portanto, o resultado segue.

Como observado por D. Fischer-Colbrie e R. Schoen em [I5], se ¥? é uma superficie
minima estavel fechada orientével de género g(¥) > 1 em uma 3-variedade Riemanniana
completa orientével com curvatura escalar R > 0, entdo X2 é um 2-toro plano totalmente
geodésico, com R = 0 sobre ¥. Além disso, Fischer-Colbrie e Schoen também propuse-
ram o problema de estabelecer uma rigidez mais forte (global) se, digamos, o 2-toro é
adequadamente area-minimizante; confira [I5, Remark 4].

Parcialmente motivados por questoes relativas a topologia dos buracos negros, M.
Cai e G. J. Galloway [10] resolveram o problema proposto por Fischer-Colbrie e Schoen,
em um artigo que tem inspirado uma gama de trabalhos subsequentes nesta area (e.g.

[8, 135, B3, [1]). Cai e Galloway provaram o seguinte:

Teorema 1.2 (Cai-Galloway). Seja M? uma 3-variedade Riemanniana com curvatura
escalar ndo-negativa. Se X2 C M3 é um 2-toro merqulhado two-sided que é localmente

area-minimaizante, entao uma vizinhanca de Y em M ¢é isométrica ao produto
2
((_87 8) X Z) dt + gO)a

onde gy, a métrica sobre Y induzida de M, ¢ plana. Além disso, se M ¢ completa e %

minimiza drea em sua classe de isotopia, entdo M ¢é globalmente plana.
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Como observado por Cai e Galloway, na primeira parte do teorema acima, M nao
precisa ser globalmente plana. Também, a segunda parte permanece verdadeira se M for
uma variedade com fronteira, assumindo que sua fronteira é convexa em média.

Dois resultados similares ao Teorema foram obtidos por H. Bray, S. Brendle e A.
Neves [§] e por I. Nunes [35] sob diferentes hip6teses sobre a curvatura escalar de M? e a

topologia de X2, os quais nés parafraseamos da seguinte maneira:

Teorema 1.3 (Bray-Brendle-Neves). Seja M? uma 3-variedade Riemanniana com cur-
vatura escalar limitada inferiormente por 2c, onde ¢ > 0. Se ¥? C M3 é uma 2-esfera

merqulhada que é localmente drea-minimizante, entao a drea de Y satisfaz

A®) < 2T (1.1)

Cc

Além disso, se vale a igualdade acima, entao uma vizinhanga de X em M € isométrica
ao produto ((—e,e) x T, dt* + go), onde (X%, go) € a 2-esfera redonda de raio 1/+/c. Neste
caso, se além disso M € completa e X minimiza drea em sua classe de isotopia, entdo o

recobrimento universal de M € isométrico ao produto (R x 3, dt* + gp).

Teorema 1.4 (Nunes). Seja M?® uma 3-variedade Riemanniana com curvatura escalar
limitada inferiormente por —2c, onde ¢ > 0. Se ¥2 C M3 ¢é uma superficie de Riemann
fechada mergulhada two-sided de género g(¥) > 2 que € localmente drea-minimizante,

entdo a drea de X satisfaz

4 )—1
Ars) > o) - 1)
c
Além disso, se vale a igualdade acima, entdo uma vizinhanga de > em M € isométrica ao
produto ((—e,g) x 3, dt* + go), onde (X2, go) tem curvatura Gaussiana constante igual a
—c. Neste caso, se além disso M € completa e ¥ minimiza drea em sua classe de isotopia,

entdo o recobrimento universal de M ¢é isométrico ao produto (R X X, dt* + go).

As demonstragoes originais de Cai-Galloway, Bray-Brendle-Neves e Nunes sdo bas-
tante diferentes. Contudo, M. Micallef e V. Moraru [33] apresentaram uma demonstragao
unificada para os Teoremas [I.2] [1.3] e [1.4]

Do ponto de vista da Teoria da Relatividade, os Teoremas e[l.4 podem ser vis-
tos como resultados acerca de conjuntos de dados iniciais tempos-simétricos (totalmente
geodésicos). Na primeira parte deste trabalho (Capitulo [2)) provaremos versoes dos Te-
oremas e para conjuntos de dados iniciais gerais (nao-tempos-simétricos). Nesta
situagdo mais geral, superficies minimas sao substituidas por marginally outer trapped
surfaces (MOTSs).

Na Secao do Capitulo [2| provaremos um resultado de rigidez infinitesimal (Proposi-
¢ao para MOTSs estaveis que saturam uma estimativa de area analoga a . Isto
sera entao usado para provar um teorema de splitting (Teorema , que é o analogo
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do Teorema para espacgos-tempos. Algumas conexoes com o Espago-tempo de Nariai
serao feitas na Subsecao [2.3.1} onde classificaremos completamente a geometria extrinseca
local dos conjuntos de dados iniciais considerados na Segdo [2.3] Na Secao [2.4] obteremos
um resultado de rigidez infinitesimal (Proposigao e um teorema de splitting (Teo-
rema para MOTSs de género g > 2. Este tultimo é o andlogo do Teorema para
espagos-tempos. Na Secao estenderemos os principais resultados da Secao [2.4] para
MOTSs de dimensao n > 2 com o-constante negativa.

Abaixo enunciaremos o primeiro teorema obtido neste trabalho, onde, sob certas
condigdes, classificaremos a geometria (intrinseca) local do conjunto de dados iniciais
(M3, g, K). (Definigoes serdo apresentadas na Secio [2.2])

Teorema 1.5 (Teorema [2.3.3)). Seja (M3, g, K) um conjunto tridimensional de dados
iniciais em um espago-tempo M= (M4,§). Seja X? uma MOTS esférica fracamente
outermost e outer area minimizing em M?3. Suponha que existe uma constante ¢ > 0 tal

que i — |J| > ¢ em M,. Entao,

Além disso, se vale a igualdade, entdo uma vizinhanga exterior U = [0,€) x ¥ de ¥ em
M ¢ isométrica ao produto ([0,¢) X X, dt* + go), onde (X2, go) € a 2-esfera redonda de raio
1/y/c. Também, para cada slice 3; ~ {t} x 3, temos que K|r,x,x1,5, = 0, qualquer que

seja x € Xy. Em particular, tais slices sao MOTSs.

Acima, i e J sdo definidos em termos do tensor de Einstein de M, G = Ric —
= Gu,u) e J(-) = G(u,-)|r,m, para p € M.

Em seguida, na Subsegao[2.3.1] classificaremos a geometria extrinseca local do conjunto
de dados iniciais (M3, g, K).

59, por

Teorema 1.6 (Teorema . Seja (M3, g, K) um conjunto tridimensional de dados
inicias. Sob as mesmas hipdteses do Teoremal[l.5, se A(X) = 4r/c, entdo uma vizinhanca
exterior U ~ [0,¢) x ¥ de ¥ em M pode ser isometricamente mergulhada no Espago-
tempo de Nariai (N,h) (com constante cosmoldgica adequada) como uma hipersuperficie
tipo-espago de tal maneira que g restrita a U é a métrica induzida de N e K restrita a U

¢ a sequnda forma fundamental de U em N.

Vale ressaltar que as MOTSs apareceram em um contexto puramente matematico no
trabalho de Schoen e Yau [40] concernente a existéncia de solugoes da Equacao de Jang,
em conexao com sua demonstracdo do Teorema da Massa Positiva. A teoria matematica
das MOT'Ss tem sido bastante desenvolvida nos tltimos anos. O survey [2] descreve muitos
destes desenvolvimentos.

Outro resultado de rigidez bastante conhecido é devido ao matematico V. A. Topono-

gov [41]. Ele provou o seguinte:



CAPITULO 1. INTRODUCAO 11

Teorema 1.7 (Toponogov). Seja M? uma superficie Riemanniana fechada com curvatura
Gaussiana K > 1. Entdo, o comprimento de qualquer geodésica simples fechada v C M?

satisfaz
L(v) < 27. (1.2)
Além disso, se L(y) = 2w, entdo M?* é isométrica d 2-esfera unitdria candnica S* C R3.

Com o intuito de obter uma versao do Teorema de Toponogov em dimensao 3, H.
Bray et. al. [7] consideraram um plano projetivo real 32 mergulhado em uma 3-variedade
Riemanniana compacta M?3. Eles provaram que se ¥ tem a menor drea dentre todos os
planos projetivos em M, e M tem curvatura escalar R > 6, entdo a area de > satisfaz
A(Y) < 27, Além disso, se A(X) = 27, entdo M? é isométrica ao RPP?* munido da métrica
canonica.

Em um trabalho mais recente, F. C. Marques e A. Neves [31] consideraram o caso
de 2-esferas minimas instaveis em 3-esferas Riemannianas com curvatura escalar R > 6.

Dentre outras coisas, eles provaram o seguinte:

Teorema 1.8 (Marques-Neves). Se g é uma métrica Riemanniana sobre S®, com curva-
tura escalar R > 6, que nao possui curvatura seccional constante igual a uwm, entdo existe
uma 2-esfera minima %? mergulhada em M?® = (S®,g) satisfazendo A(X) < 4w. Além

disso, > tem indice zero ou um.

Como observado por Marques e Neves, isto pode ser visto como um resultado analogo
ao Teorema de Toponogov em dimensao 3, visto que, em geral, ndo existe limitacao de
area de 2-esferas minimas em M?3.

No Capitulo [3| desta tese provaremos uma estimativa semelhante a para curvas
que sao realizadas como o bordo 9% de uma superficie minima free boundary X2 de indice
um em uma 3-variedade Riemanniana M? com bordo OM estritamente convexo. Além
disso, provaremos um resultado de rigidez infinitesimal para as superficies minimas cujos
bordos saturam tal estimativa (Teorema [3.2.5). Como consequéncia (Corolério [3.2.8)
obteremos um resultado de rigidez global para M, assumindo uma hipotese adicional sobre
a geometria de M ao longo de M. Para finalizar, consideraremos o caso de superficies
estacionarias estdaveis em 3-variedades com fronteira estritamente convexa.

Abaixo enunciaremos o primeiro resultado obtido no Capitulo . (Definigoes serao

apresentadas na Se¢ao [3.2])

Teorema 1.9 (Teorema |3.2.5). Seja M? uma 3-variedade Riemanniana compacta com
fronteira OM ndo-vazia. Suponha Ric > 0 eIl > 1, onde Ric é o tensor de Ricci de M e
I1 ¢ a sequnda forma fundamental de OM em M. Se 2 C M3 é uma superficie minima

free boundary propriamente mergulhada de indice um, entdo

L(0%) <2m(g+71),
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onde g € o género de X2 er é o numero de componentes conezxas de 0%. Além disso, se vale
a igualdade, entdo X é totalmente geodésica em M, ¥ (com respeito a métrica induzida)

¢ isométrica ao disco Euclidiano unitdrio D e 0% é uma geodésica de OM .
Como consequéncia do Teorema [1.9] temos o seguinte:

Corolario 1.10. O unico dominio limitado Q0 C R® com fronteira suave 0S) satisfazendo
II > 1 que admite um disco minimo free boundary propriamente mergulhado ¥* C Q de

indice um com L(0X) = 2w é a bola unitdria.
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2 RIGIDEZ DE MOTSs ESTAVEIS

2.1 Introducao

Neste capitulo obteremos versoes dos Teoremas de Bray-Brendle-Neves e Nunes para
MOTSs em conjuntos de dados iniciais gerais (ndo-tempos-simétricos). Definigoes serao
apresentadas na Secao [2.2]

O primeiro resultado que gostarfamos de destacar é devido ao matematico M. Cai [9],

que estendeu o Teorema para variedades de dimensao n > 3.

Teorema 2.1.1 (Cai). Seja (M™ g) uma (n + 1)-variedade Riemanniana, n > 3, com
curvatura escalar ndo-negativa e suponha que X" C M™ é uma hipersuperficie fechada
two-sided localmente drea-minimizante. Se ¥ nao € do tipo Yamabe positivo, entao uma
vizinhanga de X em M € isométrica ao produto ((—e, ) X 3, dt*+ go), onde (X, go) € Ricci

plana.

Veja [25] para uma demonstragiao simplificada do teorema acima.
Outro resultado que devemos destacar é devido ao matematico V. Moraru [34], que

estendeu o Teorema de Nunes para variedades de dimensao n > 3.

Teorema 2.1.2 (Moraru). Seja (M™, g) uma (n+1)-variedade Riemanniana completa,
n >3, com curvatura escalar R > —2c, onde ¢ > 0. Se X® C M™ é uma hipersuperficie
fechada two-sided localmente drea-minimizante com o(¥) < 0, entdo a drea de ¥ satisfaz

A(E") > ('“g”)g |

Além disso, se vale a igualdade, entao uma vizinhanca de > em M € isométrica ao produto
((—e,e) x X, dt* + go), onde (X, go) € Einstein.

Acima, o(X) simboliza a o-constante de ¥ (invariante topoldgico introduzido por R.
Schoen [3§] e O. Kobayashi [29] independentemente).

Agora, seja M = (an’?) um espacgo-tempo de dimensao n + 2, com n > 2. Se
M™1 ¢ uma hipersuperficie tipo-espaco em MnH, podemos ver M como um conjunto de
dados iniciais M"*! = (M"*! g, K), onde g é a métrica (Riemanniana) sobre M induzida
de M e K ¢ a segunda forma fundamental de M em M. Dada uma hipersuperficie fechada
two-sided X" mergulhada em M"™*!, podemos introduzir dois vetores nulos que apontam
para o futuro e sdo normais a 3, [, = u+v el = u—wv, onde u é o campo unitario (tipo-
tempo) normal a M que aponta para o futuro e v é o campo unitario normal a ¥ em M.
Como introduzido por R. Penrose, se ambas as curvaturas médias 6, e _ de ¥ em M com

respeito a [, e [_, respectivamente, sao negativas, dizemos que ¥ é uma trapped surface.
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Se fixamos o campo de vetores v como apontando para fora de ¥, dizemos que ¥ é uma
outer trapped surface se 8, < 0, independentemente do sinal de #_. Finalmente, se 6, é
identicamente nula, dizemos que ¥ é uma marginally outer trapped surface (MOTS). Sob
circunstancias adequadas, a existéncia de uma MOTS sinaliza a presenca de um buraco
negro (veja [12]).

Em um certo sentido, a no¢ao de MOTS estende a nocao de superficie minima para
um contexto mais geral. Neste caso, alguns conceitos sobre superficies minimas podem
ser estendidos para MOTSs; por exemplo, o conceito de estabilidade (veja [3, 4]). Em um
contexto puramente matematico, MOTSs apareceram primeiramente em um trabalho de
Schoen e Yau [40] sobre o Teorema da Massa Positiva.

Por causa da sua importancia tanto no contexto fisico quanto matematico, nos tltimos
anos o estudo sobre MOTSs tem crescido significativamente (veja [13], 32]).

De maneira similar ao caso de superficies minimas, saber como a topologia de uma
MOTS pode influenciar na geometria de um conjunto de dados iniciais, e vice-versa, sao
questoes bastante interessantes.

Nosso primeiro objetivo neste capitulo é estender o Teorema de Bray-Brendle-Neves
para espagos-tempos gerais, o que serd feito na Segao[2.3] onde classificaremos a geometria
(intrinseca) local do conjunto de dados iniciais (M3, g, K). Em seguida, na Subsecdo
, classificaremos a geometria extrinseca local de (M3, g, K). Nas duas tltimas se¢oes
estenderemos os Teoremas de Nunes e Moraru para o contexto de espacos-tempos.

Vale lembrar que Galloway [20] generalizou o Teorema de Cai para espagos-tempos,
onde ele demonstrou que se (MnJrQ,g) é um espago-tempo que satisfaz a condicao de
energia dominante (CED) e X" € M™* ¢ uma MOTS fechada fracamente outermost
que nao admite métrica de curvatura escalar positiva, onde M"*! é uma hipersuperficie
tipo-espaco em MWFQ, entdo existe uma vizinhanca exterior U = [0,¢) x X de X em M
tal que cada slice ¥y = {t} x ¥ é uma MOTS. Além disso, cada um destes slices possui
segunda forma fundamental nula identicamente nula e curvatura de Ricci identicamente

Zero.

2.2 Preliminares

Seja M = (W“H,y) um espaco-tempo de dimensao n + 2, onde n > 2. Mais pre-
cisamente, A" 6 uma variedade Lorentziana conexa orientada e tempo-orientada de
dimensdo n + 2. Dada uma hipersuperficie tipo-espaco M"! C Mn+2, seja u o vetor
unitario (tipo-tempo) normal a M que aponta para o futuro. Neste caso, podemos ver M
como um conjunto de dados iniciais M" ™! = (M"*! ¢, K), onde g é a métrica (Rieman-
niana) sobre M induzida de M e K é a segunda forma fundamental de M em M com
respeito a u, ou seja, K(V,W) = g(Vyu, W), para V,W € T,M, para cada p € M, onde

V é a conexao de Levi-Civita de M.
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Dada uma hipersuperficie two-sided ¥* C M"™*!, fixamos um vetor unitério v normal
a > em M. Por convencao, diremos que v aponta para fora de 3. Podemos entao definir
dois vetores nulos normais a ¥ que apontam para o futuro, I, =u+rvel_  =u— v, que

apontam para fora e para dentro de Y, respectivamente.

Definicao 2.2.1. As sequndas formas fundamentais nulas x4+ ¢ x— de ¥ em M sdo

definidas por
x+(X,Y)=9(Vxly,Y), X,Y € T,%,

em cada ponto z € X, ou seja, x4 e Y_ sdo as segundas formas fundamentais de ¥ em M

com respeito aos vetores [ e [_, respectivamente.

Observe que
X+ = Klr,sxm,s + A, (2.1)
em cada x € X3, onde A é a segunda forma fundamental de ¥ em M com respeito a v.
Definicao 2.2.2. As curvaturas médias nulas 0 e O_ de X em M sdo definidas por
0r = trxz,

respectivamente.

Observe que

0 =trs K £ H,

onde H = tr A é a curvatura média de > em M com respeito a v.

Definicao 2.2.3. Se 6_ e 0, sao ambas negativas, dizemos que X é uma trapped surface.
Se 0, < 0 (sem nenhuma hipétese sobre 0_), dizemos que ¥ é uma outer trapped sur-
face. Finalmente, se 8, = 0, dizemos que X é uma marginally outer trapped surface ou

simplesmente uma MOTS.

De agora em diante, por simplicidade, denotaremos as entidades [, x4+ e 6, por [,y e

0, respectivamente.

Observacao 2.2.4. No caso em que M ¢é tempo-simétrica, i.e., quando K =0, x e 0 sao
apenas a segunda forma fundamental A e a curvatura média H de > em M, respectiva-

mente. Neste caso, uma MOTS nada mais é que uma hipersuperficie minima.

A seguir, apresentaremos a nogao de estabilidade para MOTSs introduzida pelos ma-
teméticos L. Andersson, M. Mars e W. Simon (veja [3, 4]).
Seja G = Ric— £7 o tensor de Einstein de (M, 7), onde Ric e R sdo o tensor de Ricci e

a curvatura escalar de (M,g), respectivamente. Defina p = G(u,u) e J(-) = G(u, )|,
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em cada p € M. Seja Ry a curvatura escalar de ¥ = (X, (, )), onde (, ) é a métrica
induzida de M. Além disso, denote por X € I'(T¥) o campo de vetores sobre 3 definido
em cada ponto x € 3 como sendo o dual a K(v,-)|z,x.

Fazendo uso das Equacoes de Gauss-Codazzi, podemos expressar u e J apenas em

termos do conjunto de dados iniciais M = (M, g, K):

1
wo= §(R+7—2_|K|2)a
J = divK —dr,

onde R é a curvatura escalar de M e 7 = tr K é a curvatura média de M em M com
respeito a u.

Agora, considere t — ¥, C M, t € (—&,¢), uma variacdo de ¥ = ¥ com campo
variacional 2|,_g = ¢v, ¢ € C>(X). Seja 0(t) a curvatura média nula de ; com respeito

a l; = u+ v, onde v é o vetor unitario normal a ¥, em M que aponta para fora de X;.

Proposicao 2.2.5. Em cada ponto x € X3,

00

. 1
E =0 = _A¢ + 2<X, V¢> + (Q - |)(|2 +div X — 5‘9(0)2 + 9(0)7’) gz57

onde A, V e div sdo os operadores Laplaciano, gradiente e divergente de X, respectiva-

mente, e
1 1,
Q= Ry — (u+ W) = 5IXI™
2 2
Demonstragio. Veja o Apéndice [A.T] O

Definig¢ao 2.2.6. O operador L : C*(X) — C°(X) definido por
Lo =—A¢+2(X,Ve) + (Q — | X|* + div X)¢ (2.2)
é conhecido como operador de estabilidade para MOTSs.

Fazendo uso da Equagdo de Gauss, Ric(v,v) + |A]? = L{(R — Ry + |A|* + H?), onde
Ric é o tensor de Ricci de M, podemos ver que no caso tempo-simétrico, L se reduz ao
operador de estabilidade para hipersuperficies minimas, —A — (Ric(v, v) + | 4]?), quando

¥ é uma MOTS (neste caso, uma hipersuperficie minima).

Definigao 2.2.7. Se ¥ é fechada (compacta sem bordo), dizemos que ¢ € C>(X,C) é
uma autofuncao de L se existe A € C tal que Lo = A, onde L(u + iv) := Lu + iLv para
u,v € C®(X) = C°(X,R). Neste caso, A é chamado um autovalor de L e ¢ é dita uma

autofuncdo associada ao autovalor .

Mesmo no caso compacto sem bordo, o operador L nao é auto-adjunto em geral.

Contudo, ele possui as seguintes propriedades:
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Lema 2.2.8. Se ¥ é uma MOTS fechada, entao:

(i) Existe um autovalor real \y = A\ (L) de L, chamado autovalor principal, tal que
qualquer outro autovalor X de L satisfaz Re(\) > A\i. A autofuncao ¢1 associada a
A1 € unica a menos de multiplicacao por constante e pode ser escolhida estritamente

positiva,

(ii) Ay > 0 (respectivamente, Ay > 0) se, e somente se, existe 1 € C*(X) tal que ¥ > 0
e Ly > 0 (respectivamente, L) > 0);

(iii) O operador adjunto formal L* de L (com respeito ao produto interno L?) possui o

mesmo autovalor principal que L.
Demonstragio. Veja o Apéndice [A.2] O

Definigao 2.2.9. Uma MOTS fechada X é dita estdvel se existe uma fungao 1 € C*°(%)
tal que ¢ > 0 e Lip > 0. Segue diretamente do item (ii) do lema anterior que 3 é estavel

se, e somente se, A;(L) > 0.

Observagao 2.2.10. Se X é fechada, o operador adjunto formal L* : C*®(X) — C*(X)
de L é dado por

L*'¢ = —A¢ —2(X, Vo) + (Q — | X|* — div X)¢.
De fato, dadas ¢, 9 € C*°(%),
/ S(X, Vi)dA = / div($oX) — o div(pX)dA
> >
_ /Z¢(—<X, Vo) — ¢ div X)dA.
Portanto, tomando ¢ = Q — | X |*> + div X,
/ SLYdA — / S(— AW + 2(X, V) + qib)dA
> >
. /E¢(—A¢ C (X, V) + (q — 2div X)¢)dA.

Observagao 2.2.11. O lema anterior é verdadeiro para qualquer operador da forma
—A+2(X,V(:)) + ¢, onde X € T(TX) e ¢ € C*(X2) (veja o Apéndice B de [4]). Em

particular, o mesmo vale para o operador L*.

Agora, considere o operador “simetrizado” Ly : C®(X) — C*(X),

Lop = —A¢ + Q9,

obtido formalmente de (2.2) tomando X = 0. O préximo lema foi obtido como parte do
principal resultado em [24] (veja também [4] 21]). Por questdo de completude, apresen-

tamos sua demonstracao aqui.
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Lema 2.2.12. Se X ¢é fechada, entio \i(Lo) > M (L). Em particular, se \(L) > 0,

temos

LUV s+ @rHaa o, (2.3)
qualquer que seja f € C*(X).

Demonstragio. Seja ¢ uma autofungao de L associada ao autovalor principal A = A\;(L).

Sem perda de generalidade, podemos assumir que ¢ > 0. Entao, de (2.2)),

A= —i?+mx¢vw | X2 4 divX +Q
2
= ¢ + ’vﬁ |X—;V¢|Q+divX+Q

= —Aln¢—|X —VIng)? +divX +Q
= divYy — Y+ Q,

onde Y = X —VIn¢. Desta forma, dada f € C*(X) \ {0}, segue das identidades acima,

AP=Qf = vy - Y]
= div(f?Y) = 2f(VL.Y) = fA]Y]?
< le( PY)+2Af VY] = Y]
< div(fPY) + (VP + Y P) - £YP
= div(f*Y) + V[

Finalmente, o resultado segue das ultimas desigualdades acima, do Teorema da Divergén-

cia e da Férmula de Rayleigh,

V£|? HdA
Fec=()\{0} Js f2dA
que caracteriza o autovalor principal do operador L. O

Abaixo enunciaremos um lema que aparece como parte da demonstragao do principal
resultado de [20].

Lema 2.2.13. Seja ¥ uma MOTS fechada em um conjunto de dados iniciais (M, g, K).
Se M\ (L) = 0, entao existe uma varia¢io t — Xy C M, t € (—e,¢e), de ¥ = ¥ tal
que ¥ € uma hipersuperficie de curvatura média nula constante 0 = 60(t), para cada
t € (—¢e,e). Além disso, {E:}ie(—c) € uma folheagio de uma vizinhanga de X em M com
campo variacional % = ¢y, onde vy € o vetor unitario normal a >y em M que aponta

para fora de Xy e ¢y : 3y = {t} x ¥ — R € uma fungdo positiva.

Antes de passarmos para a préxima secao, fixaremos algumas terminologias.
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Definicao 2.2.14. Se ¥ é uma MOTS em M que separa, denotamos por M, a regiao
de M consistindo de ¥ e da regiao fora de . Dizemos que ¥ é fracamente outermost
se nao existe uma outer trapped surface em M, homoéloga a . Além disso, X é outer
area minimizing se sua area ¢ menor ou igual a adrea de qualquer hipersuperficie em M,

homologa a .

Observagao 2.2.15. Segue da Proposicao e do Lema que se ¥ é uma MOTS
fechada fracamente outermost, entao X é estavel. Caso contrario, tomando uma variacao
de ¥ com campo variacional ¢, onde ¢ > 0 é a autofun¢ao de L associada ao autovalor
principal \; < 0, teremos hipersuperficies (arbitrariamente proximas de ¥) em M, homo-
logas a > com curvatura média nula estritamente negativa. Da mesma maneira, usando a
Férmula da Primeira Variacdo de Area, se ¥ é outer area minimizing, entdo a curvatura

média de ¥ em M é nao-negativa.

2.3 O Caso Esférico

Nesta secao estudaremos uma estimativa de area para MOTSs esféricas bidimensionais
estdaveis sob uma hipétese geométrica no conjunto de dados iniciais. Além disso, provare-

mos a rigidez local do conjunto de dados iniciais quando esta estimativa é atingida.
Esta secao faz parte do trabalho [22] em colaboragao com G. J. Galloway.

Nesta secdo, X2 denotard uma MOTS fechada de dimensao 2.

Proposigao 2.3.1. Seja X% uma MOTS esférica (topologicamente S*) estdvel em um
conjunto tridimensional de dados iniciais (M3, g, K). Suponha que existe uma constante
¢ > 0 tal que p+ J(v) > ¢ sobre ¥, onde v é o vetor unitdrio normal a ¥ em M que

aponta para fora de . Entdo, a drea de ¥ satisfaz

47
<7

A(D) (2.5)

o
Além disso, se vale a igualdade, entio Y* € a 2-esfera redonda com curvatura Gaussiana

Kk = ¢, a sequnda forma fundamental nula x (com respeito ao vetor nulo que aponta para
fora) de ¥ € identicamente nula, p+ J(v) = ¢ sobre ¥ e A(Lo) = A\ (L) = 0.

Demonstragao. Por hipétese, A\j(L) > 0, onde L é o operador de estabilidade para
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MOTSs. Entao, usando (2.3) com f =1 e o Teorema de Gauss-Bonnet, temos
0 < / QdA
)
1
= [ (= (ut Tw) - 51?) aa
pX 2

1
< / </€—C—’X|2> dA
by 2

< /E(Fd —¢)dA
= 41 — cA(Y),

o que prova ([2.5)).

Agora, se vale a igualdade em , entdo todas as desigualdades acima devem ser
igualdades. Desta forma, x = 0, u+ J(v) = ¢ sobre ¥ e [ QdA = 0. Observe que
@ = k — c¢. Usando novamente ,

0 < [(Via+)P+Qa+w)?)dA
= [OVeP+QuAda + 20 [ Quda,
b 2

quaisquer que sejam « € R e ¢ € C*(X). Isto implica que [y QdA = 0 para toda
P € C®(X), e assim Q = kK — ¢ = 0. Finalmente, \j(Lg) = A\i(L) = 0 segue do Lema
2.2.12| e de ({2.4), lembrando que A;(L) > 0. O

Observacgao 2.3.2. Supondo apenas que X é orientavel, a hipotese topologica sobre ¥ na
proposicao anterior nao é necessaria. De fato, usando a estabilidade de X e procedendo

exatamente como na primeira parte da demonstracao da proposicao, temos que
0 < 2m(5) — cA(S),
o que implica x(3) > 0. Logo, ¥? ¢ topologicamente S?.
Abaixo demonstraremos um dos principais resultados deste capitulo.

Teorema 2.3.3. Seja (M3, g, K) um conjunto tridimensional de dados iniciais. Seja 2
uma MOTS esférica fracamente outermost e outer area minimizing em M3. Suponha que

existe uma constante ¢ > 0 tal que p — |J| > ¢ em M. Entdo,

AD) < 4T

Cc

Além disso, se vale a igualdade, entdo uma vizinhanga exterior U =~ [0,€) x ¥ de ¥ em
M ¢é isométrica ao produto ([0,e) x X, dt* + go), onde (X2, go) € a 2-esfera redonda de raio
1/y/c. Também, para cada slice ¥y = {t} x X, temos que K|1,5,x1,%, = 0, qualquer que

seja x € ¥y. Em particular, tais slices sao MOTSs.
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Demonstracao. Tendo em vista que X é fracamente outermost e fechada, segue da Obser-
vagao que X é estével. Portanto, observando que p+ J(v) > p— |J| > ¢, segue da
Proposigao que A(X) < 4m/c. Além disso, se A(X) = 4m/c, entdo A\ (L) = 0. Neste
caso, sejam {3 }re(—cq), 0 = 0(t) e ¢ = ¢, dados pelo Lema . Segue da Proposicao
2.2.5] que

de

1
- =00+ 2(X, Vo) + <Q — | X]? +divX — 592 +07) ¢,

onde A = Ay, (,)={(, ), X =X}, V=V, (operador gradiente), Q = @, e div = div,

sao as respectivas entidades associadas a ¥, para cada t € (—¢,¢). Entao,
1

0’ A¢ 1 2 . 2
- 2P 42X, V) — [ XP 4 divX +Q — =6+ 607
; S+ 2(X. 5 V0) - |X] ;
1
= divY—yY]2+Q—§92+0¢

< divY +Q+0r,

onde Y = X —VIn¢. Assim, observando que ¢'(¢) também é constante sobre ¥; e usando

o Teorema da Divergéncia, para cada t € [0,¢), temos
0] / Laa, o / rdA, < / QdA,
Zt Qb Et Et
Lo
= — - = A
L (k= a0 = S a4y
1
< [ (k= =10 = 5?) da,
R 2
< [ = (u= 1A,

t

< /E(/{—C)dAt

= dm — cA(%y)
= CcA(X) — cA(%y)
< 07

ie.,

0 /E ;dAt < 0(t) /E rdA,,

onde acima nés usamos o Teorema de Gauss-Bonnet e a hipdtese de que X € outer area mi-
nimizing. Definindo h(t) = [s, TdA¢/ [5, édAt, segue diretamente da iltima desigualdade
que

d — ft h(s)ds

2 <9(t)e o ) <0, Vieo,e).

dt
Portanto, 0 < 0(t) < 6(0) =0, i.e., 8(t) = 0 para todo t € [0, ). Isto prova que cada slice
Yy~ {t} x 3, t€]0,¢), ¢ uma MOTS.
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Visto que #(t) = 0 para todo t € [0,¢), todas as desigualdades acima devem ser
igualdades. Entdo, Y = X —VIng =0, x = 0e p+ J(v) = u— |J| = ¢ sobre
U =~ [0,e) x ¥. Além disso, A(3;) = A(X) = 4x/c para todo t € [0,e). Visto que
0'(t) = 0, segue da Proposigao e do Lema que X; é estavel. Assim, usando a
Proposicao [2.3.1] temos que ¥; é uma esfera redonda com curvatura Gaussiana r; = c,
i.e., uma esfera redonda de raio 1/4/c, para cada t € [0,¢).

Agora, visto que A(X;) = A(X), X é outer area minimizing e ¥; C M, é homdloga a
¥, segue que X, também é outer area minimizing, para cada t € [0,¢). Entdo, a curvatura
média H; de X; em M é ndo-negativa, para cada ¢ € [0,¢) (veja a Observacio [2.2.15).
Segue entao da Férmula da Primeira Variacao de Area que

d
0=
o que implica H; = 0 para cada t € [0,¢), pois ¢ = ¢ > 0.

A<Et) = /Et Ht¢dAt7

Tendo em vista que 3; ¢ uma MOTS minima, segue que try, K = 0 para cada t € [0,¢).
Entao, a curvatura média nula 6_(t) = try, K — H; de ¥; com respeito a [_(t) = u — 1y
também se anula. Desta forma, aplicando a Proposicao [2.2.5| para 6_ e ¢_ = —¢ no lugar

de 8 = 0, e ¢, respectivamente, temos

0=0_=-A¢_ +2(X_,Vo_ )+ (Q_ — |X_P+divX_ )p_, (2.6)
onde
1 2
Q- = K= (n+J(=v)) = 5lx-|
1
= c=(p+ D) =3P
1
= 2 P (2.7
1
X = (K(-w,)|nx) = —X = —gvfb, (2.8)
em cada x € ¥;. Substituindo (2.7)) e em ([2.6)) (e lembrando que ¢_ = —¢), obtemos
[Vg|?

Ap +

S+ (114 e F) o =o

0 que, apoés integracao sobre ¥J;, implica
Vol =|x_|=1]J] =0 sobre U.

A equacao implica que K|r,5,x1,5, = 0 e que (2, g;) é totalmente geodésica em
M para cada t € [0,e), onde g; é a métrica sobre ¥; ~ {t} x ¥ induzida de (M, g).
Escrevendo g = ¢?dt* + g; sobre U ~ [0,£) x ¥ e observando que ¢ = ¢; depende apenas
de t € [0,¢), segue que g; ndao depende de t € [0,¢). Com a simples mudanca de varidvel
ds = ¢(t)dt, ¢(t) = ¢, obtemos que g tem a estrutura de produto ds® + gy sobre U,

onde (X, go) é a esfera redonda de raio 1/4/c. Isto completa a demonstragio do Teorema

233 O
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Observacao 2.3.4. Continuando com a notagao acima, uma vez que J = div K —7 =0,
Kl|rs,xrs, = 0, K(v,-)|r,s, = 0 e ¥; é totalmente geodésica em M, segue que 7 nao
depende de z € Y, i.e., 7 depende apenas de t € [0,g). De fato, seja z = (2!, 2?) um
sistema local de coordenas em ¥ e considere a mudanca de variavel anterior ds = ¢(t)dt.
Observando que Vy,0s = 0, g(0s,05) =1 e (05, 0,i) = 0, temos

Ot = (divK)(0)
= g9 (VoK) (0, 0;) + (VoK) (O, 0y)
= ¢0K (0, 0;) — K(V,00,0;) — K (0, V5,0;))
+05K (Ok, 05) — K (V,0k, 05) — K (O, V,05)
= K(Vy,0s,0s)
= 0.

2.3.1 Espacgo-tempo de Nariai

Nesta subsegdo caracterizaremos a geometria extrinseca local de (M3, g, K) quando, sob
as mesmas hipéteses do Teorema [2.3.3] vale a igualdade A(X) = 47 /c.
Dado A € R, dizemos que um espago-tempo M = (M,q) é solugio da Equacdio de

Einstein no vdcuo com constante cosmoldgica A se
G+ Ag=0,

onde G = Ric — ?g é o tensor de Einstein de (M,g). O Espago-tempo de Nariai de
dimensao 4 é a solucao da Equacao de Einstein no vacuo com constante cosmoldgica
A > 0 dada por

_ — 1
N=RxS'xS§% h= K(—dt2 + cosh? td#* 4 dQ?),

onde df? e d)? sdo as métricas candnicas de S! e S?, respectivamente. Observe que (N, h)

¢ localmente isométrica a
- = 1
N=RxRxS? h= K(—dt2 + cosh? tdr® 4 dQ?). (2.9)
Nosso resultado é o seguinte:

Teorema 2.3.5. Seja (M3, g, K) um conjunto tridimensional de dados inicias. Sob as
mesmas hipéteses do Teorema m se A(X) = 4rn/c, entdo uma vizinhanga exterior
U= [0,e) X X de XX em M pode ser isometricamente mergulhada no Espago-tempo de
Nariai (N, h) (com constante cosmoldgica adequada) como uma hipersuperficie tipo-espaco
de tal maneira que g restrita a U é a métrica induzida de N e K restrita a U é a sequnda

forma fundamental de U em N.

Antes de demonstrarmos este teorema, vejamos um exemplo bastante ttil.
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Exemplo 2.3.6. Seja N = (N, B) definida por (2.9) com A = 1. Dada uma funcao suave
t:[0,e) = R, considere a hipersuperficie N = {(t(s),r(s),2) : s € [0,¢),z € S*} C N,
onde

1 + t’ w
/ cosht (2.10)

Seja ®(t,r,x,y) = (t,r,¢(x,y)) uma parametrizacao local de N, onde ¢ é uma parametri-
zacio local de S2. Agora, considere a parametrizacio local ®(s, x,y) = ®(t(s),r(s), z,y)

de N. Os campos coordenados {0, 0,,0,} em N (em relacao a ®) sao dados por

Oy =10, +1'0,, 0, = 0,, 0, = 0, (2.11)

onde {0, 0y, 0, éy} s0 os campos coordenados em N (em relacio a ®). Segue diretamente

de (2.9) (com A = 1), (2.10) e (2.11)) que
h(0s,0s) = —(t')* + ()2 cosh? t = 1,
h(ds, 0,) = h(ds,0,) = 0,
B’TZS?XTZS? - dQ27

para cada z € S%. Disto, temos que ([0,¢) x S?, ds? + dQ?) é isométrica a (N, h), onde h é
a métrica induzida de N, com isometria dada por (s, z) — (t(s), 7(s), z). Em particular,
N é uma hipersuperficie tipo-espaco em N.

Fixe 5t como uma tempo-orientacao positiva em N , ou seja, por definicao, 5t aponta
para o futuro. Denote por P a segunda forma fundamental de N em N e por u o vetor
unitario (tipo-tempo) normal a N que aponta para o futuro. Podemos ver que

t/
cosht’
Usando a Formula de Koszul, 25(&,@@5]’) = &ﬁ 5 R 5kﬁij, para os campos
coordenados 9;, 5j, O € {0, 0y, Oy, 5y}, segue que

u = ad; + bd,, onde a = /14 (t)2 e b=

P(@x,&r) = —iL u,@a

Analogamente, P(0,,0,) = P(9,,0,) = 0. Também,

P(0.,0:) = —h(u, Vo,0:)
—= —il(aét + bé?”? @tlét—‘r'f'/ér 5x)
= - oh0.8) - 2000, 5)
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Da mesma maneira, P(0s,0,) = 0. Assim, a curvatura média o = tr P de N em N é dada
por P(0s,0s). Neste caso,

o = P(0s,0)
= (U Va,0s)
= —h(ad; + b0, Va,(t'0; +1'0,))
= —h(ady 4 b0y, t"0y + 10, + /N 9,0, + 1"V 5,0,
= —[—at" + br" cosh?t + h(a@t + b0, t Vaﬁt +r 68557‘)]-

Observe que

(8, ¥0,0) — ;ajz(ét,ét) o,
W0, V0,00) = 1D Vg,sms,00)
= La#0.0) - L ah@,.0)
= —r’senhtcosht,

WDy, Vo.0)) = —h(d;,Vp,0,)=r"senhtcosht,
hd,, V. 0,) = ;855(57«,&):t'senhtcosht.

Usando (2.13)), (2.14), (2.15)) e (2.16) em ({2.12)), obtemos

Observando que ' =

Também,

o = —[—at" +br" cosh’t — a(r’')* senh t cosh t + 2bt'r" senh t cosh ¢]
= at” — br" cosh®t + (ar’ — 2bt')7’ senh t cosh t.

a ,
e a’ = —, podemos escrever
cosht a
t/ /
at” — br" cosh’t = at’ — ( > cosh?t
cosht \cosht
141!
" ——cosht — at’senh t
= at’ — a 5 cosh? t
cosht cosh” ¢
t/ 2t//
= at" — (G + a(t')? tanh t
a

2 t/ 2 t//
I Gl G L + a(t')? tanh t
a
"

= — +a(t)*tanht.
a

a 9 t
cosht cosht
= (a® —2(t)*atanht.

(ar’ — 2bt")r'senhtcosht = |(a ) —% senhtcosht
cosht

(2.12)

(2.13)

(2.14)
(2.15)
(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)
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Finalmente, usando ([2.18]) e em ([2.17]), obtemos

t” t” 2t ht
o=—+((t')*+a®—2(t)*)atanht = &,
a a

ie.,

_ t"+ (14 (¢')*) tanht

°T T
Demonstragio do Teorema[2.3.5 Apds um possivel escalonamento, podemos assumir que
A = ¢ = 1. Usando o Teorema , uma vizinhanga exterior U =~ [0,e) x ¥ de ¥ em
M ¢ isométrica ao produto ([0,g) x §?,ds* + d2?). Além disso, pela Observacio a
curvatura média 7 de U em M depende apenas de s € [0,¢). Entdo, escolhendo ¢ > 0

possivelmente menor, podemos tomar uma solugao ¢ : [0,) — R para o problema

Pt E)tanht ) = o)
1+ (t/)2 ’

Assim, definindo ¥ : [0,¢) x ¥ — N por W(s,2) = (t(s),7(s),2), onde r é dada por
(2.10) como no Exemplo [2.3.6} temos um mergulho isométrico de U em N. Aqui estamos
identificando ¥ com S2?. E claro que K restrita a U é a segunda forma fundamental de
N ~ U em N. De fato, basta lembrar que, neste caso, K é determinada pela curvatura
média 7 = K(v,v), pois K|rs.xr.x. = 0 e K(vs,")|r.s, = 0, para cada z € ¥, e a
segunda forma fundamental P de N em N é determinada pela curvatura média o = 7.
Isto garante o resultado, tendo em vista que (R x [0,8) x S, h) pode ser isometricamente

mergulhada em (N, h), se § > 0 é suficientemente pequeno. O

2.4 0O Caso de Género Alto

O objetivo desta segdo é desenvolver resultados similares aqueles obtidos na Segao [2.3]
para MOTSs bidimensionais fechadas orientaveis ¥ de género g(X) > 2.

O proximo resultado é bastante conhecido (veja [26] para o caso tempo-simétrico
e [43] para o caso geral). Contudo, por questdao de completude, apresentaremos sua

demonstragao aqui.

Proposigao 2.4.1. Seja X2 uma MOTS fechada estdvel orientdvel de género g(X) > 2
em um conjunto tridimensional de dados iniciais (M3, g, K). Suponha que existe uma
constante ¢ > 0 tal que pu+ J(v) > —c sobre X, onde v € o vetor unitdrio normal a ¥ em
M que aponta para fora de 3. Entdo, a drea de X satisfaz

4 ¥)—1
A > ) =D (2.20)
c
Além disso, se vale a igualdade, entdo X tem curvatura Gaussiana constante Kk = —c, a
sequnda forma fundamental nula x (com respeito ao vetor nulo que aponta para fora) de

Y. € identicamente nula, p+ J(v) = —c sobre ¥ e A(Lo) = A (L) = 0.
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Demonstragao. Por hipétese, A(L) > 0, onde L é o operador de estabilidade para
MOTSs. Entao, usando (2.3) com f =1 e o Teorema de Gauss-Bonnet, temos

0 < /EQdA
= [ (5= e+ I0) - 5IxP) aa

1
< | (K:—i—c— |X\2> dA
) 2

< /2(11 +c)dA
= Ar(1 —g(%)) + cA(%),

o que prova ([2.20)).
Agora, se vale a igualdade em ([2.20)), entdo todas as desigualdades acima devem ser
igualdades. Desta forma, y = 0, u+ J(v) = —c sobre ¥ e [y, QdA = 0. Observe que

@ = k + ¢. Usando novamente ({2.3)),

0 < [(V(a+v)P+Qla+v))dA
= [(V0P + QuA)da+2a [ Quaa,
by by

quaisquer que sejam « € R e ¢ € C*(X). Isto implica que [; QdA = 0 para toda
€ C®(X), eassim @ = k+ ¢ = 0. Finalmente, A\;(Ly) = A\i(L) = 0 segue do Lema
2.2.12| e de (12.4), lembrando que A\;(L) > 0. O

Antes de passarmos para o principal resultado desta se¢ao, demonstraremos um lema
de Calculo e apresentaremos a definicao de n-convexidade para K.

A demonstragao seguinte esta baseada nas técnicas apresentadas em [33].

Lema 2.4.2. Sejam f € C'([0,¢)) e n, &, p € C°[0,¢)) tais que max{f,p} >0, & > 0,
n>0,f(0)=0c¢

Flome) < [ F6)EG)s + F@pl), vt e [0.9)
Entao, f < 0. Em particular, se f > 0, entao f é identicamente nula.
Demonstracao. Defina
I={6€(0,e): f<0 em [0,0]}.
Afirmagdo 1. T # 0.

Demonstracao da Afirmacao 1. Por continuidade, existe uma constante C' > 0 satisfa-

zendo

B € g <
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Escolha § € (0,¢/2] tal que 0 < 1 —2C§. Afirmamos que 6 € I. Caso contrario, tome
to € (0,0] tal que f(tg) > 0 e defina

t, = inf{t € [0,t] : f() > f(to)}.

Por continuidade, f(t1) = f(to) > 0. Além disso, por defini¢ao, f(t) < f(¢1) para todo
t € [0,t1] (observe que t; > 0, visto que f(0) = 0). Entao, pelo Teorema do Valor Médio,
existe t* € (0,¢1) tal que f(t1) = f'(t*)t;. Desta forma,

1t NI
< iy FOGs RS
f(t1) o PE)
< 20 o )

< Cft) +f(7f*)77

Agora, observe que f(t*)p(t*)/n(t*) < Cf(t1). De fato, se f(t*)p(t*) < 0, ndo ha o que
demonstrar. Caso f(t*)p(t*) > 0, entdo f(t*) > 0 e p(t*) > 0, pois max{f(t*), p(t*)} >0
por hipétese. Portanto, f(t*)(p(t*)/n(t*)) < f(t*)C < f(t1)C. Segue entao que

ft)

< 20f(t1),
ty

o que implica 1 < 2Ct; < 2C'6. Isto é uma contradicao, pois 0 < 1 — 2C. O]
Afirmagdo 2. supl = ¢.

Demonstracio da Afirmagdo 2. Defina 6y = sup I. Observe que g > 0, visto que I # {).
Se do < e, defina f(t) = f(t+0do), i(t) = n(t +0o), £(t) = £(t+) e p(t) = p(t + &), para
t €0, —dp). Observando que f <0 em [0, ] (i-e., dy € I), temos

i = £+l +o)
t+do
[ R s+ e+ dulpe+ 00

8o t+00 ~
[ H@esds + [ FE(s)ds + F0a()
[ r)ets)as + Foat

do

IN

IN

_ /Ot Fw)é(w)dw + F(£)3(t), Vi€ [0, — b),

onde acima usamos a substituicdo s = w+dy. Segue da definicdo de &, que f(0) = f(dy) =
0. Entdo, usando a Afirmacao 1 para estas novas fungoes, existe 0; € (0, — dg) tal que

f <0em [0,8], 0 que implica f < 0 em [0, 8 + 1], contradizendo a definicdo de d,. [

O resultado segue diretamente da Afirmacao 2. m
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Definigdo 2.4.3. Seja (M"™! g, K) um conjunto de dados iniciais de dimensdo n + 1.
Dizemos que K é n-convezo (sobre M) se tr, K > 0 quaisquer que sejam © C T,M e
p € M, onde m é um subespago vetorial de dimensao n. Dizer que K ¢é n-convexo é

equivalente a dizer que a soma dos n menores autovalores de K é sempre nao-negativa.

Teorema 2.4.4. Seja (M3, g, K) um conjunto tridimensional de dados iniciais. Seja
2 uma MOTS fechada fracamente outermost orientdvel de género g(¥X) > 2 em M>.
Suponha que existe uma constante ¢ > 0 tal que p—|J| > —c e que K é 2-convexo, ambos
sobre M, . Entado,

- c

Além disso, se vale a igualdade, entdo uma vizinhanga exterior U = [0,&) x X de 3 em
M € isométrica ao produto ([0,) x 3, dt? + go), onde (3, go) tem curvatura Gaussiana
constante Kk = —c. Também, para cada slice ¥y ~ {t} x X, temos que K|r,v,x1,5, = 0,

qualquer que seja x € ¥y. Em particular, tais slices sao MOTSs.

Observacgao 2.4.5. Apesar de termos assumido que K é 2-convexo sobre M, , no Teorema

nao supomos que Y é outer area minimizing, diferentemente do Teorema [2.3.3]

Demonstragio do Teorema[2.4.4. A desigualdade segue diretamente da Proposicao [2.4.1
Suponhamos entdo que A(X) = 47(g(X) — 1)/c. Segue mais uma vez da Proposicao [2.4.1]

que A(L) = 0. Neste caso, sejam {¥;}e(—c), 0 = 0(t) e ¢ = ¢, dados pelo Lema [2.2.13]
Segue da Proposi¢ao que

1
flf = —A¢+2(X, Vo) + (Q — | X[* + div X — 592 +07> o

onde A = Ay, (,)={(, ), X = X;, V=V, (operador gradiente), Q@ = @, e div = div,

sao as respectivas entidades associadas a ¥, para cada t € (—¢,¢). Entao,

o Ao 1 , 1,
Z B2 X, SV — X divX Q- 6%+ o7
C = R lve - ix Q-1

= diVY—]YF—i-Q—;QQ—i-QT

< divY + Q + 0T,

onde Y = X —VIn¢. Assim, observando que #'(t) também é constante sobre ¥; e usando
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o Teorema da Divergéncia, para cada t € [0,¢), temos
0'(t) / Laa, o / rdA, < [ Qda,
Zt ¢ Et Et
_ Lo
= [ (o= e+ T = G ay
1
< [ (k== 1) = 5?) da,
o8 2
< [ = (u=1I))dA
< / (5 + €)dA,
3t

— (1 - g()) + cA(D)
= —CcA(Xy) + cA(%),
onde acima nés usamos o Teorema de Gauss-Bonnet. Segue do Teorema Fundamental do

Célculo, da Férmula da Primeira Variacdo de Area e de 6(t) = try, K + H, > H, para
t €[0,¢), que

o) | ;dAt—Q(t) [ i, < OtciA(zgds
- (e
<

/Ote(s) (/E ¢dAs> ds.

20, /E ;dAt < /Ote(s) (/E quAS) ds + 0(t) /Z rdA, Ve 0,e).

Segue do Lema que 0(t) =0, i.e., ¥; é uma MOTS, para cada t € [0,¢).

Visto que 0(t) = 0 para todo t € [0,¢), todas as desigualdades acima devem ser
igualdades. Entdao, ¥ = X —VIng =0, x = 0e p+ J(v) = p— |J| = —c sobre
U=~ [0,e) x X. Além disso, A(X;) = A(Xo) = 4m(g(X) — 1)/c para todo t € [0,¢). Visto
que 6'(t) = 0, segue da Proposicao e do Lema que X, é estavel. Assim, usando
a Proposigao [2.4.1] temos que ¥; tem curvatura Gaussiana constante x, = —c, para cada
t€0,¢e).

Agora, como t — A(X,;), t € [0,¢), é constante,

0= CZA(Et) - /E H,pdA,.
O que implica H; = 0 para cada t € [0,¢), visto que 0 = 0(t) > H; e ¢ = ¢, > 0. Uma

ie.,

vez que ¥; é uma MOTS minima, try, K = 0 para cada t € [0,¢). Entdo, a curvatura
média nula 0_(t) = try, K — Hy de 3; com respeito a [_(t) = u — 1, também se anula.
Desta forma, aplicando a Proposicao [2.2.5| para §_ e ¢_ = —¢ no lugar de § = 6, e ¢,

respectivamente, temos

0=0"=—-Ad_+2(X_,Vo_)+ (Q- — | X_|* + divX_)¢_, (2.21)
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onde
Lo
Q- = £=(n+J(=v) = x|
1
= —e—(u+ )= gh-P
1
= —2lJ[- §|Xf|2, (222)
X - —x--lve (2.23)
¢
Substituindo (2.22)) e (2.23) em (2.21]) (e lembrando que ¢_ = —¢), obtemos
Vo|? 1
86+ 4 (114 ) 6=,

0 que, apos integracao sobre X, implica
Vol =|x-| =1]J] =0 sobre U.

A equacao implica que K|r,5, x5, = 0 e que (X, g¢) é totalmente geodésica em
M para cada t € [0,¢), onde ¢, é a métrica sobre ¥; ~ {t} x ¥ induzida de (M, g).
Escrevendo g = ¢?dt? + g; sobre U = [0,£) x ¥ e observando que ¢ = ¢; depende apenas
de t € [0,¢), segue que g; ndo depende de t € [0,¢). Com a simples mudanga de varidvel
ds = ¢(t)dt, ¢(t) = ¢4, obtemos que g tem a estrutura de produto ds® + gy sobre U, onde
(X, go) tem curvatura Gaussiana constante x = —c¢, garantindo o Teorema . [

2.5 O Caso de Dimensao Alta com o-Constante Negativa

Nesta secao estenderemos os principais resultados da secao anterior para MOTSs de di-
mensao alta com o-constante negativa. Porém, antes de enunciarmos nossos resultados,
apresentaremos algumas terminologias.

Seja X" uma n-variedade fechada (compacta sem bordo), com n > 3. Denote por
M(X) o conjunto de todas as métricas Riemannianas sobre X. O funcional de Hilbert-
Finstein € : M(X) — R é definido por

onde R, é a curvatura escalar de (3, g). Denote por [g] := {e*g: f € C®(X)} C M(E)
a classe conforme de g € M(X). O invariante de Yamabe de (3, [g]) é definido como o
seguinte invariante conforme:

V(% [g]) = inf £(g).

G€lg]
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Dada u € C*°(X") positiva, sabemos que se § = uﬁg, entao

R; = = (—(:_Q)Agu + Rgu> ,

onde A, é o operador Laplaciano de (X, g). Portanto, usando o Teorema da Divergéncia

e a Desigualdade de Holder, temos

4(n —1)
/ERgd’Ug = /ZU <—n_2AgU + RgU) dUg

4(n—1
= /2 <<”2>\vgu|§ + Rgu2> dv,

n —

> — [ |R,|u?d
—/E’g’uvg

> — ([ IR, %dv,)

= _</E|Rg|gdvg) Vol(%, 9)

n

5d >"
(/EU ’Ug

n—2
n

S

S

Logo,

2
n

n
2 dvg> ,

e =~ ([ Ik,

qualquer que seja g € [g]. Isto implica

2

YE" g]) > — (/E |Rg|3dug>" > —o0.

A solugao classica do Problema de Yamabe dada por H. Yamabe [45], N. Trudinger
[42], T. Aubin [5] (veja também [6]) e R. Schoen [37] diz que toda classe conforme [g]

contém métricas ¢, chamadas métricas de Yamabe, que realizam o minimo
E(g) = V(% [g)).
Tais métricas possuem curvatura escalar constante dada por
Ry = V(" [g)) Vol(S", §) .
Além disso,

Y(E" [g]) < V(S [gean])

e vale a igualdade se, e somente se, (X", [g]) é conformemente difeomorfa & n-esfera Eu-
clidiana S* ¢ R™"! munida da métrica candnica gean.
R. Schoen [38] e O. Kobayashi [29] introduziram de maneira independente o seguinte

invariante topolégico:
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Definicao 2.5.1. Dada uma n-variedade diferenciavel fechada X", n > 3, a o-constante
de X" ¢é definida por

o(X") = sup V(X" [g]).

gEM(E™)

Observagao 2.5.2. Nao é dificil demonstrar que o(¥X") > 0 se, e somente se, ¥." admite
uma métrica Riemanniana de curvatura escalar positiva. De fato, suponha que o(X) > 0.
Entao existe g € M(X) tal que Y(3,[g]) > 0. Portanto, tomando uma métrica de
Yamabe § € [g], temos que R; = Y(X", [g]) Vol(¥",§)~# > 0. Reciprocamente, suponha
que g € M(X) possui curvatura escalar positiva. Seja § = uiz g uma métrica de Yamabe,
onde u € C*°(X") é positiva. Assim,
4(n

—1
n_2>]V9u\§ -+ Rg'LL2> dUg > 0.

R, Vol(2", §) = /E (

Observagao 2.5.3. Se Y(X",[g]) < 0, dado ¢ > 0 existe uma unica métrica § € [g]
tal que R; = —2c. A existéncia segue diretamente da solugao do Problema de Yamabe.
Vamos provar a unicidade. Suponha que existem g1, g2 € [g] tais que R,, = —2¢ = R,,.

Como go € [g1], temos que go = uﬁgl para alguma u € C*°(X) positiva. Assim,

n+42 4(77, — 1)

—2cunr—2 = — 5 Agu — 2cu,
n —
ou seja,
2C’LL”71_g = (7:/1_2)Aglu + 2cu.

Tomando zy € ¥ tal que u(xy) = minu, temos que

2c(u(a:0))vfg = 4(:__21>Ag1u(.7c0) + 2cu(zo) > 2cu(xy),

3

o que implica u(zg) > 1. Analogamente, tomando z; € ¥ tal que u(x;) = maxwu, temos

que u(z1) < 1. Portanto, u = 1, como queriamos demonstrar.

A desigualdade ([2.24)) abaixo foi demonstrada em [23]. Nossa contribuigao consiste na
rigidez infinitesimal obtida quando a igualdade acontece. A demonstracao da Proposicao
abaixo esta baseada em [34].

Proposicao 2.5.4. Seja X" uma MOTS fechada estdvel com o(3) < 0 em um conjunto
de dados iniciais (M™, g, K), onde n > 3. Suponha que existe uma constante ¢ > 0 tal
que p+ J(v) > —c sobre &, onde v é o vetor unitdario normal a ¥ em M que aponta para

fora de . Entao, a drea de X satisfaz

A > ('“f;”) | (2.24)

w3
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Além disso, se vale a igualdade, entao a métrica gs; sobre X induzida de M € Finstein
com curvatura escalar Ry, = —2c¢, a sequnda forma fundamental nula x (com respeito ao

vetor nulo que aponta para fora) de Y. é identicamente nula, p+ J(v) = —c sobre ¥ e

At(Lo) = M(L) = 0.

Demonstragio. Visto que X é fechada e estavel, temos que A;(L) > 0, onde L é o operador
de estabilidade para MOTSs. Portanto, segue de (12.3)) que

0 < 2/(|Vu|2+Qu2)dA (2.25)
b
= [@IVUl + (g =2+ () — [xPu?)dA
< / 2|Vl + (R + 2¢)u?)dA, (2.26)
)
para toda u € C*°(X) positiva. Usando 2 < % e a Desigualdade de Holder em (|2.26)),
temos
4(n—1
0 < / <(n)|Vu|2 +R2u2> dA + 2 / W2dA (2.27)
»\ n—2 b
4(n —1 n e
< (”ywy? + Rgu2> dA + 2cA(X)% ( / un2—2dA> (2.28)
2 — b

= </2 uf—nsz>n"2 (S(Uﬁgz) + QCA(E)%) ’

para toda u € C*°(X) positiva. Entao,

2
n

0 < E(unzgs) + 2cA(D)7, (2.29)
para toda u € C*°(X) positiva, o que implica
0 < V(S [gs]) + 2€A(E) " < o(8) + 2¢A(S)7, (2.30)

e isto prova ([2.24]).
Agora, suponha que vale a igualdade em (2.24]). Entao valem as igualdades em ([2.30)).

Escolha ug € C*(X) positiva tal que § = uj *gs é uma métrica de Yamabe. Assim, as

igualdades em ((2.25)), (2.26)), (2.27), (2.28)) e (2.29) devem ocorrer quando u = ug. Desta
4(n—1)
n—2 -

que uy é constante (em particular gy, também é de Yamabe) e que [, QdA = 0. De
maneira andloga as demonstragoes das Proposi¢oes e temos que Ry, = —2c e
M(Lo) = M (L) = 0. Finalmente, as igualdades em implicam que gs, realiza o(%),
ie, E(gs) = V(X, [gs]) = o(X). Entao, por [38, pp. 126-127], g5 é Einstein. O

forma, y = 0, p + J(v) = —c sobre ¥ e |Vug| = 0, visto que 2 < Isto implica

O principal resultado desta se¢ao é o seguinte:

Teorema 2.5.5. Seja (M™ g, K) um conjunto de dados inicias de dimensdo n + 1,
onden > 3. Seja X" uma MOTS fechada fracamente outermost em M™™ com o (%) < 0.
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Suponha que p — |J| > —c e que K € n-convero, ambos sobre M. Entdo, a drea de ¥

satisfaz

A(E") > (“”;?”)g. (2.31)

Além disso, se vale a igualdade, entdo uma vizinhanga exterior U = [0,&) X ¥ de 3 em
M ¢é isométrica a ([0,e) X X, dt* + gx), onde (2, gs) é Einstein com curvatura escalar
Ry, = —2¢. Também, para cada slice 3y = {t} x 3, temos que K|r,x, 7,5, = 0, qualquer

que seja x € 3. Em particular, tais slices sao MOTSs.

Demonstracio. Tendo em vista que MOTSs fechadas fracamente outermost sao estaveis

(vide Observagao [2.2.15)), a desigualdade ([2.31) segue da Proposigao [2.5.4, uma vez que
w+ J(w) > p—1|J| > —csobre M, (em particular sobre X).

Suponha que a igualdade em (2.31)) acontece. Segue da Proposicao que A\ (L) = 0.
Portanto, podemos tomar {3 }¢c(—c), 0 = 0(t) e ¢ = ¢ como no Lema 2.2.13] Usando a

Proposigao temos
1
0 = —A¢+MXW%%+G}ﬂXF+&vX—2W+00¢
1
:(AHMAWY+Q—f”ﬂ0¢
< (<IYP+divy +Q+07) ¢, (2.32)

onde Y = X —ViIng. Aqui, A=A, (,)=1{(, ), X =X;, V=V, (operador gradiente),
Q = Q; e div = div, sdo as respectivas entidades associadas a ¥, para cada t € (—¢,¢).

Segue de (2.32) que

x
~~
~~
~—
I
>
~~
~~
~—
ﬁ
N

[\
IA

—?|Y)? +u?divY + Qu?

= —?|Y]? +div(v®Y) — 2u(Vu,Y)
1 1

+ (3B = (a4 Iw) = SIP) w?

—?|Y |2 + div(u?Y) + 2[u||Vul|Y|
1 15\ o

+ (5B = (= 1) = 5P w

1
—?|Y)? + div(u?Y) + |Vu|* + ?|Y]* + <2th + c) u?

IN

IN

1
= div(«®Y) + |Vul* + ERgtUQ + cu?,

quaisquer que sejam u € C*(%;) et € [0,¢e). Acima usamos o fato de u — |.J| > —c sobre

M. . Integrando sobre ¥, observando que ¢'(¢) também é constante sobre ¥, e usando a
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Desigualdade de Holder, obtemos
2
2(9/(15) / Y aA, — o) / Tu2dAt> < / (2|Vaul? + Reu?)dA, + 2 / WPdA,
3t ¢ P p3M o
4(n—1
/ <("2)|vu|2+thu2> dA,
Et -

n

IN

n—2

+2CA(Et)% (/E Uf%dAt) N )

t

quaisquer que sejam u € C*°(%;) positiva e t € [0,¢). Segue da Observagao que para
cada t € [0,¢) existe uma tnica u; € C*(%;) positiva tal que u,f”%2 gs, ¢ uma métrica de
Yamabe com curvatura escalar constante igual a —2¢, visto que Y (¥, gs,) < 0(X) < 0,
onde gy, € a métrica sobre ¥; induzida de M. Segue da unicidade da solugao do Problema

de Yamabe, que u; depende continuamente de ¢ € [0,¢). Assim,

2 (ef(t) /E w261 dA, — (1) /2 TufdAt> N 2
t t < E(uigs,) + 2¢A(S)n

n—2 —

( /. o QdAt)
= V(% 9s,) + QCA(Et)%
< o)+ QCA(Et)%
= (—2cA(D)" +2¢A(S)" )

4Ct 2—nd
= AE) T AT, )ds,
(£0)F S A(S.)ds

n Jo

para cada t € [0,¢). Usando que 6(t) = trs, K + H; > H; para t € [0,¢), visto que K ¢é

n-convexo sobre M, juntamente com a Formula da Primeira Variacao de Area, obtemos

20, /E w2oNdA, — 6(t) / ruldA,

t 2—n
= < X A(E) (/ HscbdAs) s
2n_ o n Jo s
(/ U[L_Q dAt)
P
2C t 2—n
< = [ o) (A(Zs) - qﬁdAs) ds.
n Jo s
Entao, usando o Lema [2.4.2] com
70y =00, 0t = ([ wioTan) ([ uiZda) T
i ot

2—n

o(t) = ( / | TufdAt> ( / | uf%dAt) T e () = 2;,4@) = oA,

temos que (t) = 0 para todo t € [0,e). De maneira totalmente andloga ao que fizemos
nas demonstragoes dos Teoremas [2.3.3] e [2.4.4] obtemos o resultado. O
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3 RIGIDEZ DE SUPERFICIES FREE
BOUNDARY

3.1 Introducao

Nosso objetivo neste capitulo é obter uma versao do Teorema de Toponogov em dimensao
3 para variedades compactas com fronteira nao-vazia. Contudo, antes de enunciarmos
nossos resultados, deixe-nos lembrar um importante resultado neste cenario.

Seja M? uma 3-variedade Riemanniana compacta com fronteira M nao-vazia. De-
note por Fj; o conjunto de todos os discos imersos em M cujas fronteiras sdo curvas
homotopicamente nao-triviais em M. Se Fy; # (), defina

AM) = inf A(X) e L(M) = _inf L(9%).

YeFm YeFm

Teorema 3.1.1 (Ambrozio, [1]). Seja M?® uma 3-variedade Riemanniana compacta com

fronteira OM nao-vazia. Assuma que OM € convexa em média e que Fyr # (. Entao,
1
—A(M)inf R+ L(M)inf H?™ < 27,
2 M oM

onde R é a curvatura escalar de M e H™ ¢ a curvatura média de OM em M. Além disso,
se vale a igualdade, entdo o recobrimento universal de M € isométrico a (R x Xg, dt?+ go),
onde (3o, go) € um disco com curvatura Gaussiana constante igual a infy R/2 e 0%y tem

curvatura geodésica constante igual a infgyy HO™ em 3.

Como consequéncia imediata do Teorema de Ambrozio temos que se infgy, HOM =1,
inf,y R =0 e £L(M) = 2w, entdo o recobrimento universal de M ¢ isométrico ao cilindro
sélido R x D, onde D é o disco unitério em R? munido da métrica canonica.

Observe que o Teorema de Ambrozio é um resultado andlogo ao Teorema de Bray-
Brendle-Neves (Teorema para 3-variedades com fronteira. Assim como Marques e
Neves consideraram o caso de 2-esferas minimas instaveis em 3-variedades fechadas [31],
nos consideraremos o caso de superficies minimas instaveis em 3-variedades com fronteira
nao-vazia.

Agora enunciaremos nossos resultados. Defini¢oes serao apresentadas na Segao |3.2

Teorema 3.1.2 (Teorema [3.2.5)). Seja M? uma 3-variedade Riemanniana compacta com
fronteira OM nao-vazia. Suponha Ric > 0 e Il > 1, onde Ric € o tensor de Ricci de M e
I1 é a sequnda forma fundamental de OM em M. Se X2 C M3 é uma superficie minima

free boundary propriamente mergulhada de indice um, entao

L(0Y) < 2m(g+ ), (3.1)
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onde g € o género de X2 er é o numero de componentes conezxas de 0%. Além disso, se vale
a igualdade, entdo X é totalmente geodésica em M, ¥ (com respeito a métrica induzida)

¢ isométrica ao disco Fuclidiano unitdrio D e 9% é uma geodésica de OM .

Em [18], A. Fraser e R. Schoen provaram que se $? é uma superficie compacta orien-
tavel com fronteira nao-vazia, entao o1(X)L(0%) < 27w(g + ), onde 01(X) é o primeiro
autovalor ndo-nulo de Steklov de . Por outro lado, A. Fraser e M. M.-C. Li [17] prova-
ram que se Ric > 0, IT > 1 e ¥? é uma superficie minima propriamente mergulhada em
M?3 com fronteira livre em OM, entao o1(X) > 1/2. Como corolério, eles obtiveram que
L(0%) < 4m(g + r). Contudo, esta estimativa nao é sharp. Portanto, o Teorema é
uma melhoria no resultado de Fraser e Li para uma estimativa sharp quando assumimos
que X tem indice um.

Segue do trabalho de J. Chen, A. Fraser e C. Pang [I1] que sob as mesmas hipdteses
do Teorema temos que g +r < 3segépareg+r < 4segéimpar. As mesmas
estimativas foram obtidas por A. Ros e E. Vergasta [36] para superficies estacionarias es-
taveis na bola unitaria de R3. Nao é dificil demonstrar que tanto no caso minimo de indice
um quanto no caso estaciondrio estavel é suficiente supor que H?> > —2infy Ric(N, N)
e infgs IT > 0, onde H é a curvatura média de ¥ e N é um campo de vetores unitarios
normais a .

Se assumirmos uma hipétese adicional sobre a geometria de M ao longo de OM,
seremos capazes de caracterizar a geometria global de M quando a igualdade em (3.1])

ocorrer.

Teorema 3.1.3 (Corolario |3.2.8). Sob as mesmas hipdteses do Teorema se vale a
tqualdade em e, adicionalmente, Ky (T,0M) > 0 para todo x € OM, onde Ky € a

. . .. T . . 3
curvatura seccional de M, entio M? é isométrica a 3-bola Euclidiana unitdria B~ e Y? é

isométrica ao disco unitirio D.
Como consequéncia do Teorema [3.1.3] temos que:

Coroléario 3.1.4. O 1inico dominio limitado Q C R3 com fronteira suave O satisfazendo
I1 > 1 que admite um disco minimo free boundary propriamente mergulhado ¥* C Q de

indice um com L(0Y) = 271 é a bola unitdria.

Seria muito interessante saber se quando M? satisfaz Ric > 0 e IT > 1, mas M? nao
L L =3 . . .
¢é isométrica a B", existe uma superficie minima free boundary propriamente mergulhada
2 C M3, de indice um, satisfazendo L(9Y) < 27m(g + r).

Na Secao apresentaremos resultados similares aos Teoremas e e ao

Corolario para superficies estaciondrias estaveis.
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3.2 Superficies Minimas Free Boundary de Indice Um

Seja M? uma 3-variedade Riemanniana compacta com fronteira M nao-vazia. Ao longo
deste capitulo, assumiremos que M tem curvatura de Ricci ndo-negativa e que M é
estritamente convexa, i.e., II(V, V) = (Dy X, V) > 0 quaisquer que sejam V' € T,,0M \ {0}
ep € 0M, onde X é o campo de vetores unitarios normais a M que apontam para fora
de M e D é a conexao de Levi-Civita de M. Aqui, II é a segunda forma fundamental de
OM em M. Neste caso, pelo Teorema 2.11 de [I7], M? ¢ difeomorfa & 3-bola Euclidiana
unitéria B°. Em particular, M3 é orientavel.

Seja Y2 uma superficie compacta com fronteira % nio-vazia. Suponha que X2 estd
propriamente mergulhada em M3, ie., ¥? estd mergulhada em M? e X N OM = 9%.
Visto que M?3 ¢ difeomorfa & bola unitaria Eg, que ¢ simplesmente conexa, temos que
Y} é orientavel. Fixe um campo de vetores unitarios normais a > em M, digamos N, e
denote por A a segunda forma fundamental de > em M. Mais precisamente, A(Y, Z) =
(DyN,Z), Y, Z € T,2, v € X. Além disso, denote por v o conormal de 9% em ¥ que

aponta para fora de .

Definicao 3.2.1. Dizemos que ¥ é free boundary se ¥ intersecta M ortogonalmente.

Em outras palavras, X é free boundary se v = X ao longo de 0.

Seja t — Xy, t € (—e,€), uma variacdo de ¥ = ¥ em M. E bastante conhecido que

a Férmula da Primeira Variacdo de Area é dada por

d

= Az = /E divs (€)dA = /E HodA + /8 (& v)ds, (3.2)

t=0

onde ¢ = 2|_g é o campo variacional, ¢ = ({,N) e H = tr A é a curvatura média de
Y. Segue de que Y é um ponto critico para o funcional area para variagoes que
preservam a propriedade X N OM = 0¥ se, e somente se, X2 é minima e free boundary.
Também, se ¥ é minima e free boundary e £ = ¢N, entao a Formula da Segunda Variacao

de Area é dada por

A% = Z(¢, 9),

t=0

onde Z: C®(X) x C*(X) — R é a forma de indice de ¥ dada por

d¢

Z(Y, ) = —/E@D{AgM— (Ric(N, N) + |A]*)¢}dA + /@@b {81/ —II(N, N)(b} ds.

Aqui, Ric é o tensor de Ricci de M e A é o operador Laplaciano de ¥ com respeito
a métrica induzida. (Veja o Apéndice B de [16] para demonstragdes das Férmulas da

Primeira e Segunda Variagoes de Area.)
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Definigao 3.2.2. Dizemos que ¢ € C*(X) é uma autofuncio de Z associada ao autovalor
A€ RseZ(,¢) = N, @) 2(x) para toda i € C*(X). Isto é equivalente a dizer que ¢

resolve o problema de fronteira do tipo Robin

Lo = Ao em Y,
9 _ II(N,N)¢ bre 0%
9 , sobre ,

onde L = —A — (Ric(N, N) + |A|*) é o operador de Jacobi de ¥. Se 3 é minima free
boundary, o indice de ¥ é definido como o niimero de autovalores negativos de Z contados

com multiplicidades. O indice de ¥ é denotado por ind(X).

Observacao 3.2.3. E bastante conhecido que o primeiro autovalor \; de Z é caracterizado

pela Férmula de Rayleigh

: Z(¢,9)
A = inf — 3.3
L™ sec=(m)\ {0} Js *dA (3.3)
Portanto, segue diretamente de (3.3]) que, sob as hip6teses Ric > 0 e I > 0, toda superficie

minima free boundary tem indice pelo menos um, visto que Z(1,1) < 0.

Antes de demonstrarmos nosso primeiro resultado, vejamos um lema bastante ttil.

Este lema estd baseado em um argumento apresentado em [27] (veja também [30]).

Lema 3.2.4. Sejam X? uma superficie Riemanniana compacta com fronteira O ndo-
vazia e F: 3 — D e ¢y : ¥ — [0,00) fungoes continuas. Suponha que F(X\ 0%) C D.
Entao, existe h € Aut(D) tal que [s(ho F)p;dA = 0.

Demonstracao. Se ¢; = 0, o resultado ¢ imediato. Entao, sem perda de generalidade,

podemos assumir que [y, $1dA = 1. Sejam m, € Aut(D) dadas por

a N
, zeD cC,

M) =1

para cada a € D. Defina f : D — C por
fla) = [ (mao F)odA
\OS

Segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que f é continua. Nosso
objetivo é estender f a todo o disco D de maneira continua. Para isto, primeiro observe

que se a € S, entdo

para todo z € D. Entao,

/E F_“¢1dA:—a/ $1dA = —a,

oz 1 —akl T\0%
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onde acima usamos que F(X\ %) C D. Depois, se a, — a € S' com a, € D\ {0},

temos
) Z—ap, Z—ap, _,_%—a
m Z) = = _— = —qQ
o 1—anz  a;Y(an — |an|?2) al(a - z) ’
para todo z € D. Entao, definindo f(a) = —a para a € S', segue mais uma vez do

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que f : D — C é continua.

Agora, observe que |f(a)| < 1 para todo a € D. Entdo, f : D — D ¢ uma funcio
continua satisfazendo f(a) = —a para a € S'. Logo, f é sobrejetiva. Caso contrério, seja
Yo € D tal que f(z) # yo para todo z € D. Defina g : D — S! por

Y — f(Z)
9 = 1 )]

e seja i : S! — D a imersdo candnica. Entdo,

(1—t)yo+a

Hy:goi~idg, onde Hi(t,a) = (1 —t)yo+al
—1)yo

Além disso,

Yo — f(2)
1o — f(2)]

Desta forma, S! e D tém o mesmo tipo de homotopia, o que é uma contradicio. Portanto,

H, :iog~idg, onde Hs(t, z)=(1—1) +tz.
existe ag € D tal que f(ap) = 0. Tome h = my,. O
O primeiro resultado é o seguinte.

Teorema 3.2.5. Seja M3 uma 3-variedade Riemanniana compacta com fronteira OM
nao-vazia. Suponha Ric > 0 e II > 1. Se X2 C M3 ¢é uma superficie minima free

boundary com ind(X) = 1, entdo
L(0%) <2m(g+71), (3.4)

onde g € o género de X e r é o numero de componentes conezras de 0%. Além disso, se
vale a igualdade, entio X é totalmente geodésica, ¥ (com respeito a métrica induzida) é

isométrica ao disco Euclidiano unitdrio D e 0¥ é uma geodésica de OM.

Demonstracdo. Seja ¢1 : ¥ — R a primeira autofuncao de Z. Sabemos que ¢; nao muda
de sinal. Entao, sem perda de generalidade, podemos assumir que ¢; > 0. Visto que
ind(X) = 1, segue que Z(f, f) > 0, ou seja,

/E{|Vf\2 ~ (Rie(N, N) + |A?) f2}dA — /82 TI(N, N) f2ds > 0, (3.5)

para toda f € C*°(X) com [y, f¢1dA = 0. Por outro lado, pelo Teorema 7.2 de [19], existe

um recobrimento préprio ramificado F : ¥ — D satisfazendo grau(F) < g + r. Usando
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o Lema podemos assumir que [s fip1dA = 0, onde F = (f1, f2). Entdo, usando as
fi’s como fungbes-testes em (3.5)), temos

0

IN

JAVEE = (Rie(N, N) + |AR)f71dA = [ TN, V) f2ds

< /E\VfiPdA—/aszds,

onde acima usamos que Ric > 0 e I > 1. Logo, tendo em vista que F(9%) C S* (uma

vez que F' é prépria) e que F' é conforme,

2

0 <Y (/E \VfiPdA—/az ffds> - 2/EdF*gcan —L(0%)

i=1

= 2mgrau(F) — L(0Y) < 2n(g+r) — L(0Y),

o que garante ({3.4)).

Se a igualdade em acontece, todas as desigualdades acima também sao igualdades.
Entao, A =0, Ric(N, N) = 0 sobre X e II(N, N) = 1 ao longo de 9X. Usando a Equagao
de Gauss, R+ H? — |A]> = 2(Ric(N, N) + K), onde K ¢ a curvatura Gaussiana de ¥ e
R é a curvatura escalar de M, temos que 2K = R > 0. Por outro lado, uma vez que ¥
é free boundary (v = X ao longo de 9%), a curvatura geodésica de 9% em ¥ é dada por
k= g(Drv,T) = g(Dr X, T) =1I(T,T) > 1, onde T é um vetor unitario tangente a 0%.

Logo, pelo Teorema de Gauss-Bonnet,

2n(2—2g—r) = 2mx(X) = /2KdA+ /82 Kds
> L(0%) =2m(g+7),

ie.,
22>3g+2r.

Isto implica r = 1 e g = 0. Portanto, todas as desigualdades acima devem ser igualdades.
Assim, K =0 e k = 1. Para concluir a demonstracao do teorema, observe que a curvatura
geodésica & de 0% em OM (com respeito a N) satisfaz & = g(DrN,T) = A(T,T) = 0, ou
seja, 0% é uma geodésica de OM. O

Observacao 3.2.6. Observe que o Teorema [3.1.2] continua verdadeiro para superficies

two-sided propriamente imersas.

Agora, vamos relembrar um resultado bastante 1til devido ao matemético C. Xia (veja

[44] para a demonstracao). Usaremos este resultado no corolario subsequente.

Teorema 3.2.7 (Xia). Seja M™! wma (n + 1)-variedade Riemanniana compacta com

fronteira OM ndao-vazia. Suponha Ric > 0 e II > ¢ > 0, onde Ric é o tensor de Ricci
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de M eIl é a sequnda forma fundamental de OM em M. Entao, o primeiro autovalor

ndao-nulo do operador de Laplace de OM (com respeito a métrica induzida) satisfaz
A\ > ne.

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, M é isométrica a (n+1)-bola Fuclidiana

de raio 1/c.
Temos a seguinte consequéncia do Teorema |3.2.5]

Corolario 3.2.8. Seja M3 uma 3-variedade Riemanniana compacta com fronteira OM
nao-vazia. Suponha Ric > 0, II > 1 e K/ (T,0M) > 0 para todo p € OM, onde Ky €
a curvatura seccional de M. Seja X? C M? uma superficie minima free boundary com
ind(X) = 1. Se L(0X) = 27(g + ), entdo M? ¢é isométrica d 3-bola Euclidiana unitdria

—3 .. L . .. =
B e X2 ¢ isométrica ao disco unitdrio D.

Demonstracio. Denote por Ky, a curvatura Gaussiana de OM. Também, denote por k;

e ko as curvaturas principais de M. Pela Equacao de Gauss,
K(?M - KM(TpaM) + k'lk'Q Z 1

Agora, se L(0Y) = 27 (g+r), pelo Teorema[3.2.5, 2 é isométrica a D e 9% é uma geodésica
de OM. Em particular, 0% é uma geodésica simples de OM (pois X estd mergulhada em
M) com L(0%) = 27. Entao, pelo Teorema de Toponogov, M ¢é isométrica a 2-esfera

ol o . , . . =3
unitaria canodnica S? C R3. Portanto, pelo Teorema de Xia, M? é isométrica a B”. ]

3.3 Superficies Estacionarias Estaveis

Nesta secao noés obtemos resultados similares ao Teorema [3.2.5| e ao seu Corolério [3.2.8
para superficies estacionarias estaveis.

Assim como na Secao seja M3 uma 3-variedade Riemanniana compacta com fron-
teira OM nao-vazia. Assumimos Ric > 0 e II > 1. Também, Y? C M? é uma superficie
compacta propriamente mergulhada com fronteira 9% nao-vazia. Dizemos que X é esta-
ctondria se ela € um pronto critico para o funcional drea para variagoes que preservam
a propriedade ¥ N OM = 0¥ e que preservam volume (veja [36]). Tais varia¢oes sao
chamadas admissiveis. Equivalentemente, > é estacionaria se ela tem curvatura média

constante e é free boundary.

Definicao 3.3.1. Uma superficie estacionaria > ¢é dita estdvel se sua segunda variagao

de 4rea for nao-negativa para todas as variacoes admissiveis. O que equivale a dizer que

Z(¢,¢) = 0 (3.6)

para toda ¢ € C*(X) satisfazendo [y, pdA = 0.



Capitulo 3. Rigidez de Superficies Free Boundary 44

Teorema 3.3.2. Seja M? uma 3-variedade Riemanniana compacta com fronteira OM
nao-vazia. Suponha Ric >0 e Il > 1. Se X2 C M3 ¢é uma superficie estaciondria estdvel,

entao
L(0%) <2m(g+71), (3.7)

onde g € o género de X2 e r é o numero de componentes conexas de 0%. Além disso, se vale
a igualdade, 3 € totalmente geodésica, 3 (com respeito a métrica induzida) é isométrica

ao disco Euclidiano unitdrio D e 0% é uma geodésica de OM .

Demonstragio. Visto que X é estacionaria e estavel, por (3.6[), temos que
/{\Vf|2 — (Rie(N, N) + |AP?) f2}dA _/ TI(N, N)f2ds > 0
b %

para toda f € C*(X) satisfazendo [ fdA = 0. Seja F' = (f1, f2) : ¥ — D um reco-
brimento préprio ramificado como na demonstracao do Teorema Usando o Lema
3.2.4] podemos assumir que [y, f;dA = 0. Entao,

o
IA

; {A{’Vfi\z — (Ric(N, N) + |A]A) fAYdA — /az II(N, N)ffds}
< 2m(g+r)— L(OY).

Isto demonstra ([3.7).

Se ocorre a igualdade em ({3.7)), seguindo exatamente como na demonstragdo do Teo-
rema temos o resultado. O

Corolario 3.3.3. Seja M3 uma 3-variedade Riemanniana compacta com fronteira OM
nao-vazia. Suponha Ric > 0, II > 1 e Kp(T,0M) > 0 para todo p € OM, onde Ky
é a curvatura seccional de M. Seja ¥? C M? uma superficie estaciondria estdvel. Se
L(0Y) = 27w(g + 1), entao M?> € isométrica a 3-bola unitdria B’ C R® ¢ X2 € isométrica

ao disco unitdrio D.

Corolario 3.3.4. O unico dominio limitado Q2 C R3 com fronteira suave O) satisfazendo
I > 1 que admite um disco estaciondrio estdvel ¥* C Q com L(0X) = 27 é a bola

unitaria.
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A APENDICE

A.1 Demonstracao da Proposicao

Seja z = (2',...,2") um sistema local de coordenadas em Y. Sem perda de generalidade,

podemos supor que {0; = %} ¢ ortonormal e geodésico em x € . Portanto, em = € 3,

00

il — =N )
ot o at(g g(Vall,ﬁj))

= —9™(Bugn)g"5(Va,l, ;) +5(Va,Vo,l,0:) +3(Val, Vo,0;)
= —20A;xi; + (RO, 0:)1,0;) + §(Va,Va,l, 0:) + §(Va,l, Vs, 0)
= —2¢(A,x) — Ric(d;, 1) + g(R(0, u)l,u) + divs(V,l)
+3(Va,l, Va.0;).
= —2¢(A, x) — ¢Ric(v,u) — ¢Ric(v,v) + ¢g(R(v,u)v, u)
+dive (V1) + 5(Val, Vo, 0,).
= —2¢(A,x) — ¢J(v) + ¢(—Ric(v,v) + K(v, u))

+diV§;(Vatl) +§(Vail,vaiat), (Al)
onde K é a curvatura seccional de (M,g). Observe que

K> = ZK% +2ZK(V’8i)2 + K(v,v)?
1,7 7
= |Ks|? +2|X|? + K(v,v)% (A.2)
Acima, Ky significa K|r, sx7,5. Entéo, por (A.2),
—2(A,x) = [x— AP = xP* - 1AP

= |Ke" =[x - 4]

= |K" = 21X|* = K(v,v)* = Ix|* — |A]". (A.3)
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Agora, denote por K e Ric a curvatura seccional e o tensor de Ricci de (M, g), respecti-

vamente. Entao, pela Equagao de Gauss,

Ric(v,v) = Z’C(Vaai)
= Y (K(v,0) — K(v.v) K (9:,0) + K(v,0)%)
= Y K,0) - K(v,v)trs K + X

= Ric(y,v) — K(v,u) — K(v,v)trs K + | X%, (A.4)
Também pela Equacao de Gauss,

1
po= SR |KP), (A.5)

(I . 1, 1,
§RE = 2R—Rlc(y,u)—2|A| +2H, (A.6)

onde R é a curvatura escalar de (M, g). Entao, por (A.4), (A.5) e (A.6),

— — 1
—Ric(v,v) + K(v,u) = §R2 —p—K,v)trs K + | X|?

(AP — 47— |KP?). (A7)
Por outro lado,
Vol = 9(Val,0:)0; + 9(Val,v)v —g(Ve,l,u)u
= —g(u+v,V,(00)0; + ¢9(V, (u+v),v)v — 6g(V, (u+v), u)u
= —0i(0)0; — ¢9(u, Vo,v)0; + ¢5(Vou,v)v — ¢g(V, v, u)u
= —Vo+¢K(v,0;)0; + oK (v,v)v + ¢K(v,v)u
= —Voé+ oX + 6K (v, v)v + oK (v,v)u. (A.8)
Tendo em vista que divs(fv) = fH e divs(fu) = f trs K, por (A.8), temos
dive(Va,l) = —A¢+ (X, Vo) + ¢(divX + K(v,v)6). (A.9)
Agora,
9(Vo,l,Va,0r) = g(Va,(u+v),Va(ov))
= g(Vau+ Vav),0i(¢)v + ¢Vsv)
= 0/(0)K(v,0;) + ¢5(Vou,Vav) + ¢5(Vav, Vo,v)

= <X7 V¢> =+ (bg(v&ua v&‘l/) + ¢§(vai% v@iy)a (AlO)
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onde V denota tanto o operador gradiente quanto a conexao de Levi-Civita de (M, g).

Uma vez que Vv = A;;0; e Vov = Vav — g(Vav,u)u = A;0; + K(v,0;)u, segue de
(D) e (A10) que

(Vo l,.Vo,0i) = (X,Vo)+ 0A; Ky + AL — 0K (v,8;)?

= (X,V9¢) + ¢(A, Ks) + ¢| AP — o] X

= (X.V0) + So(|Ks + AP~ |Ksf — |AP)
+9]A4] - 0|XP

= (X,V6) + S0l — K + 2AXP + K(v,9)? +|AP)
~IX]

= (X,96) + S0P~ K + K0 + AP, (A1)

Segue de (A.1)), (A.3), (A.7), (A.9) e (A.11)),

9
ot

—6J () + SKT — 2AXP = K(v,0)? = x| = |4P)

+0 (3P — 1= K@) s K+ |XP + S(AP = B2 + 7%~ [KP?))
—A¢p+ (X, Vo) + ¢(divX + K(v,v)0)

HX, V) + S0P — K+ K () + |AP)

86+ 20X, V6) + 6 (3B — (u+ T(w)) = 3 Id? ~ X7 + v X)
é (—;K(y, V)2 — K(,v) trs K — ;H2 + ;# v K (v, y)e)
~A¢+2(X, V) + ¢ (Q — | X[* + div X)

46 (572 = S ) + s KP + (s K = 12+ K(4)6)

Finalmente, visto que 0 = trss K + H,

1

1 1
§(trgK)2 — §H2 + K(v,v)0 = (trg K)* — E(trgK+H)2+HtrgK+K(1/, v)6

1
= —592 +try K(trs K + H) + K(v,v)0

= —;92 + (try K + K (v, v))#,

e o resultado segue pois 7 = try K + K(v,v).
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A.2 Demonstragdo do Lema

Um sketch da demonstracao do item (i) pode ser encontrado no Apéndice B de [4]. Um
resultado andlogo para o caso de dominios limitados do espaco Euclidiano pode ser en-
contrado em [I4], Capitulo 6, Teorema 3].

Considere 1) € C*(X) e defina u = ¢; 9. Tomando ¢ = Q — | X|? + div X, temos

2N, V) +q — L = AW
= Augy)
= ulA¢y + ¢1Au+ 2(Ver, V)
= u(2(X, V1) + qé1 — M) + dr1du+ 2Vey, V)

= 2<X, qub1> + QQ/J — )\1’¢ + ¢1Au + 2<V¢1, VU),
o que implica,
Au = 2(Y,Vu) + ¢ (\y) — Lip),

onde Y = X — VIn¢,, tendo em vista que Vu = ¢7' (Vi — uV¢,). Portanto, tomando

xo € X tal que u(zg) = mzin u, segue da ultima identidade acima,

0 < Au(zo) = ¢ (o) (Mb(0) — Lip(x0)).

Logo, se ¢ > 0 (e lembrando que podemos escolher ¢; > 0), temos

Lap ()
zﬂ(l'o) 7

A1 >

o que garante uma parte do item (ii). A outra parte segue diretamente escolhendo 1) = ¢;.
Segue da Observagao [2.2.11] que o item (i) é verdadeiro para o operador L*. Neste
caso, denote por ¢f a autofungdo de L* associada ao autovalor principal \j = A\;(L*).

Assim,
M1, )2y = (Lo1, d1) 2

= (o1, L"¢7)r2(x)

= A (01, 07)12(x),
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ou seja,

(A1 = AD)(01, 1) 12(s) = 0.

O resultado segue do fato que duas fungoes positivas nao podem ser ortogonais.
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