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RESUMO

Técnicas de otimizacdo buscam obter o melhor projeto possivel para um determinado
produto, sendo estabelecido um objetivo, assim como restricbes ao problema de otimizagéo.
No &mbito da otimizacdo topoldgica de estruturas, visa-se obter a melhor distribui¢do possivel
de material dentro de um dominio de analise dada uma funcédo objetivo, que normalmente visa
minimizar a flexibilidade ou maximizar a rigidez da estrutura, e restricdes mecanicas ao
problema. O interesse de um algoritmo de otimizacao topoldgica esta em definir quais pontos
devem ter material e quais devem ser vazios, levando a um problema de programacéo inteira
do tipo “0-1” (binaria). Com o intuito de evitar problemas de otimizacao discreta, empregam-
se métodos de homogeneizacéo, tais como a metodologia SIMP (Solid Isotropic Material with
Penalization). Neste caso, as propriedades do material sdo assumidas como constantes dentro
de cada elemento do dominio discretizado da estrutura, e as varidveis de projeto, ou
densidades relativas, podem assumir qualquer valor real entre 0 e 1. Além do mais, as
propriedades do material sdo modeladas a partir das densidades relativas do material elevadas
a um determinado expoente. Normalmente, nos algoritmos de otimizagdo topoldgica baseados
em técnicas de homogeneizagdo, costumam ocorrer alguns problemas associados a
instabilidades numéricas, tais como o efeito do padréo de tabuleiro de xadrez, a dependéncia
de malha e minimos locais. O efeito do padrdo de xadrez esta diretamente relacionado as
premissas da solucdo baseada no método dos elementos finitos, como a satisfacdo do
equilibrio e das condi¢cbes de compatibilidade entre elementos adjacentes serem estabelecidas
somente nos nds. Por outro lado, a teoria de volumes finitos satisfaz as equacdes de equilibrio
no nivel do subvolume, e as compatibilidades estatica e cinematica sdo estabelecidas por
intermédio das interfaces de subvolumes adjacentes, como esperado do ponto de vista da
Mecénica do Continuo. Assim, neste trabalho, sdo propostas diferentes abordagens da
otimizacdo topoldgica de estruturas elasticas continuas baseadas nas trés versdes da teoria
generalizada de volumes finitos, resultando em modelos computacionalmente eficientes e
capazes de produzir topologias 6timas livres do efeito do padrdo de xadrez.

Palavras-chaves: teoria de volumes finitos; método dos elementos finitos; otimizagdo
topoldgica; efeito do padrdo de xadrez; estruturas elasticas continuas.



ABSTRACT

Optimization techniques generally search for the best possible design for a given product,
being established an objective as also restrictions to the problem. In the scope of topology
optimization of structures, the aim is to obtain the best material distribution inside a design
domain given an objective function, which normally wishes to minimize the structure
compliance or maximize the structure stiffness, and mechanical constraints to the problem.
The interest of a topology optimization algorithm is to define which point in the design
domain must be void or contain material, which leads to a “0-1” binary integer programming
problem. In order to avoid problems of discrete optimization, it's employed homogenization
methods, such as the SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization) approach. In this
case, the material properties are assumed to be constants inside each element of the
discretized structure, and the design variables, or relative densities, can take any real value
between 0 and 1. In addition, the material properties are modeled from the relative densities
raised to a given exponent. Normally, in the gradient based topology optimization algorithms,
it's common to happen some problems associated to numerical instabilities, such as
checkerboard effect, mesh dependency and local minima. The checkerboard effect is directly
related to the solution assumptions based in the finite element method, as the satisfaction of
equilibrium equations and the compatibility conditions established by the nodes. On the other
hand, the finite volume theory satisfies the equilibrium equations in the subvolume level, and
the kinematic and static compatibilities are established through the subvolume adjacent
interfaces, as expected from the Continuum Mechanics point of view. Thus, in this thesis,
different approaches are proposed for the topology optimization of continuum elastic
structures based on the three versions of the generalized finite volumes theory, resulting in
computational efficient models and leading to obtaining of checkerboard-free topologies.

Keywords: finite volume theory; finite element method; topology optimization; checkerboard
effect; continuum elastic structures.



LISTA DE FIGURAS

Figura 01 - Diferentes tipos de otimizacao: a) otimizacdo dimensional de
uma trelica, b) otimizacédo de forma e c) otimizacao topoldgica no

(070] 1 1 0 11 o SRS PSPRUSPSPSI
Figura 02 - Analise de deformagdes: a) Configuragdo indeformada e b)
Configuracao deformada............ccooveieeiiiiiicc e
Figura 03 - Corpo seccionado submetido a um carregamento externo...........
Figura 04 - Componentes do tensor de teNSE0..........cccvverererienenenesieeeeeen,
Figura 05 - Vetor de tensdo em um plano obliquo...........ccccocieiiiiiniinciee,
Figura 06 - Forcas superficial e de corpo atuando numa porc¢éo arbitraria
A& UM CONTINUO. ..ottt

Figura 07 - Representacgdo do estado plano de tensao no plano x; —

Figura 08 - Representacdo do estado plano de deformacéo no plano x4 —
X3...

Figura 09 - Dominio de um corpo arbitrario............ccccooveiniiieniicinice,
Figura 10 - Malha de elementos finitos em duas dimensoes............ccccvevveeinnens
Figura 11 - Malha bidimensional com 3 elementos finitos.............cc.cccooveveennene
Figura 12 - Elemento retangular bilinear............cccccovoveiieii i
Figura 13 - Representacdo da compatibilidade cinematica.............cccccoveenee.
Figura 14 - Representacgdo da influéncia da terceira lei de Newton na
compatibilidade eStAtiCa.............cccveeiiiie e
Figura 15 - Forcas atuantes NOS NOS P € P'....cvevveveiiiiciieceece e
Figura 16 - Elemento retangular quadratiCo............ccccceeveivieieeveciccece e
Figura 17 - Discretizacdo do dominio de andlise e o sistema de coordenadas
globais (a esquerda) e o subvolume e o sistema de coordenadas locais (a
TIFRITA). ..o
Figura 18 - Quantidades cinematicas avaliadas em termos medios nas faces
(o [ IS U] 0V 0] (U] 4 L= USSR
Figura 19 - Quantidades estaticas avaliadas em termos médios nas faces do
SUDVOIUME ..ttt
Figura 20 - Dominio do problema de otimizag&o topoldgica..........cccccceruenee

Figura 21 - Microestrutura do material periédico idealizado obtido pelo



método SIMP com p = 3 e para um material base comv = 1/3................. 85
Figura 22 - Layout da otimizagao estrutural............c.ccoceveiinencncneninieee, 87
Figura 23 - Influéncia do par@metro g em Bl.........cccccoovvveverieiercneeeenn, 90

Figura 24 - Regido acinzentada de metade de uma viga MBB com topologia

Figura 25 - Exemplo de resultado 6timo com a instabilidade numérica do

padrao de tabuleiro de XadrezZ.........ccccveviiiiie it 93
Figura 26 - Viga MBB: a) solucdo 6tima para uma discretizacdo com 600
elementos, b) solugcdo 6tima para uma discretizagdo com 9600 elementos...... 94
Figura 27 - Gréfico da intensidade da forca aplicada versus deslocamento... 98
Figura 28 - Deformacé&o causada por tensao uniaxial...........ccccevvvinnieinnnnnne 98
Figura 29 - Deformacao causada por tensdes de cisalhamento..............c......... 99
Figura 30 - Deslocamento horizontal na face vertical de um subvolume na

teoria generalizada de vOlUMES fINITOS...........cooiiiiiiiiiiiecce e 103
Figura 31 - Componente horizontal do vetor de tensdes atuante na face

vertical de um subvolume na teoria generalizada de volumes finitos.............. 104
Figura 32 - Viga engastada na extremidade esquerda com uma carga
concentrada aplicada no meio do bordo direito...........cccccevvveveicniiere s 111
Figura 33 - Topologias 6timas obtidas via TVF de ordem zero para viga
engastada submetida a uma carga concentrada na direcgéo vertical............... 112
Figura 34 - Graficos da funcdo objetivo em relacdo ao nimero de iteracbes

para a TVF de Ordem ZEK0.........ccoeiieieiie e 113
Figura 35 - Topologias 6timas obtidas via TVF de primeira ordem para

viga engastada submetida a uma carga concentrada na vertical..................... 113
Figura 36 - Graficos da funcdo objetivo em relacdo ao nimero de iteracdes

paraa TVF de primeira Ordem.........cccccveiiiieieeie e 114
Figura 37 - Topologias 6timas obtidas via TVF de segunda ordem para viga
engastada submetida a uma carga concentrada na vertical...............cccocveeene. 114
Figura 38 - Gréficos da funcéo objetivo em relacdo ao numero de iteracoes

para a TVF de segunda Ordem..........ccoovieiieiiiieieece e 115
Figura 39 - Topologias 6timas obtidas via elemento finito Q4 para viga

engastada submetida a uma carga concentrada na vertical...............cccoveenne. 115

Figura 40 - Gréficos da funcéo objetivo em relacdo ao numero de iteracbes 116



para o método dos elementos finitos empregando o elemento Q4...................
Figura 41 - Topologias 6timas obtidas via elemento finito Q8 para viga

engastada submetida a uma carga concentrada na vertical...............c.cccocue.... 116
Figura 42 - Gréficos da funcéo objetivo em relacdo ao numero de iteracGes

para o método dos elementos finitos empregando o elemento Q8................... 117

Figura 43 - Efeito do padréo de xadrez na topologia 6tima obtida para

malha 162x81 aplicando-se 0 elemento Q8............cccveiiiievi i 117
Figura44 - Viga do tipo MBB..........ccooiiiiii e 122
Figura 45 - Topologias 6timas obtidas via TVF de ordem zero para viga do

TIPO IMBB......oiec e ettt 123

Figura 46 - Graficos da funcdo objetivo em relacdo ao nimero de iteracoes

para versao de ordem zer0o da TV ... 123
Figura 47 - Topologias 6timas obtidas via TVF de primeira ordem para

VIga dO tIPO MIBB.......ooiii e 124
Figura 48 - Graficos da funcéo objetivo em relacdo ao niumero de iteracoes

para versao de primeira ordem da TVF ... 124
Figura 49 - Topologias 6timas obtidas via TVF de segunda ordem para viga

O TIPO MBB.... .o 125
Figura 50 - Gréficos da funcéo objetivo em relacdo ao numero de iteracoes

para versao de segunda ordem da TVF ... 125
Figura 51 - Topologias 6timas obtidas via elemento finito Q4 para viga do

TIPO IMBB....cc et 126
Figura 52 - Graficos da funcdo objetivo em relacdo ao nimero de iteracoes

para 0 elemento fiNito Q4........ccocii i 126
Figura 53 - Topologias 6timas obtidas via elemento finito Q8 para viga do

TIPO MIBB......ce s 127

Figura 54 - Gréficos da funcéo objetivo em relacdo ao numero de iteracoes

para 0 elemento finito QB8..........ccoviiiiiii i 127
Figura 55 - Estrutura MiChell...........ccooiiiiec e 131
Figura 56 - Topologias o6timas obtidas via TVF de ordem zero para

ESTrULUNa MICNEIL. ... s 132

Figura 57 - Gréficos da funcéo objetivo em relacdo ao numero de iteracoes

para TVF de Ordem ZEF0........cccveuiiieieeie ettt 132



Figura 58 - Topologias 6timas obtidas via TVF de primeira ordem para
estrutura MIChell.............cooi e
Figura 59 - Graficos da funcdo objetivo em relacdo ao nimero de iteracoes
para TVF de primeira OrdemM.. ...
Figura 60 - Topologias 6timas obtidas via TVF de segunda ordem para
eStrutura MIChell...........ccooi i e
Figura 61 - Graficos da funcdo objetivo em relacdo ao nimero de iteracoes
para TVF de segunda Ordem.........ccoooiiiiiiiiniiiiiee e
Figura 62 - Topologias 6timas obtidas via elemento Q4 para estrutura
IMHCREIL. ...t
Figura 63 - Graficos da funcdo objetivo em relacdo ao nimero de iteracoes
para técnica de elementos finitos empregando o elemento Q4............cccceue.ee.
Figura 64 - Topologias 6timas obtidas via elemento Q8 para estrutura

1 Tod T I P URUPUPUSPTROPR
Figura 65 - Graficos da funcdo objetivo em relacdo ao nimero de iteracbes

para técnica de elementos finitos empregando o elemento Q8................cc......



LISTA DE QUADROS E TABELAS

Tabela 01 - Coordenadas reais do elemento Q4.........cccceevvveveeiiieecee e,
Tabela 02 - Coordenadas reais do elemento Q8...........cccccveeveiiieecie e,
Quadro 01 - Analise de convergéncia da viga engastada para versao de
Ordem ZErO da TV ... .t
Quadro 02 - Andlise de convergéncia da viga engastada para versao de
pPrimeira ordem da TV ...
Quadro 03 - Analise de convergéncia da viga engastada para versao de
5egunNda Ordem da TV . ......ooi e
Quadro 04 - Andlise de convergéncia da viga engastada para o elemento Q4
Quadro 05 - Andlise de convergéncia da viga engastada para o elemento Q8
Quadro 06 - Analise de convergéncia da viga do tipo MBB para versao de
OFrdemM ZErO da TV ...t enes
Quadro 07 - Andlise de convergéncia da viga do tipo MBB para verséo de
primeira ordem da TVF ...
Quadro 08 - Analise de convergéncia da viga do tipo MBB para versao de
5egunda ordem da TV .. ..o s

Quadro 09 - Analise de convergéncia da viga do tipo MBB para o elemento

Quadro 11 - Analise de convergéncia da estrutura Michell para verséo de
OFrdem ZErO da TV . ... e
Quadro 12 - Andlise de convergéncia da estrutura Michell para verséo de
primeira ordem da TVF ... ..o
Quadro 13 - Analise de convergéncia da estrutura Michell para versdo de
segunda ordem da TV ... ..o

Quadro 14 - Andlise de convergéncia da estrutura Michell para o elemento

49
53

119

119

120

120

121

129

129

130

130

130

138

138

139

139



CONLIN
FVDAM
KKT
MBB
MEF
MMA
NGL
oc
SIMP
SLP
SQP

TVF

LISTA DE ABREVIATURAS

Convex Linearization

Finite-Volume Direct Averaging Micromechanics
Karush-Kuhn-Tucker
Messerschmitt-Bolkow-Blom

Método dos Elementos Finitos

Method of Moving Asymptotes

Numero de Graus de Liberdade
Optimality Criteria

Solid Isotropic Material with Penalization
Sequential Linear Programming
Sequential Quadratic Programming

Teoria de VVolumes Finitos



LISTA DE SIMBOLOS

CAPITULO 1

x Vetor contendo as variaveis de projeto

Jo Funcéo objetivo

Ji RestricOes de desigualdade

h; Restri¢des de igualdade

l Quantidade de restrigdes de desigualdade

m Quantidade de restri¢fes de igualdade

q,7,S Valores escalares que definem o nimero de varidveis de projeto

x* Ponto 6timo de projeto

CAPITULO 2

u Vetor deslocamento

U; Componentes do vetor deslocamento

X; Componentes do vetor posi¢do na configuracdo indeformada

X; Componentes do vetor posi¢do na configuracdo deformada

ax® Vetores posicdo de um elemento infinitesimal na configuracdo indeformada
dL; Componentes ndo nulos dos vetores infinitesimais na configuragdo indeformada
dx® Vetores posi¢cdo de um elemento infinitesimal na configuracao deformada
F Tensor gradiente de deformacao

du Variacdo infinitesimal do vetor deslocamento

H Tensor gradiente de deslocamento

bij Operador delta de Kronecker

& Componentes do tensor de deformacao

Yij Deformac6es angulares

P; Cargas concentradas

P Carregamento distribuido

AA Area infinitesimal

n Vetor normal a um plano

n; Componentes do vetor normal a um plano

AF Forca resultante atuante em AA



t Vetor de tensao

e; Vetores candnicos

o Tensor de tensdo

0;j Componentes do tensor de tenséo

0ji Componentes do tensor de tensdo transposto

t; Componentes do vetor de tensdo

%4 Volume de uma regido genérica

S Superficie de contorno de uma regido genérica

b Vetor formado pelas forgas de corpo

b; Componentes do vetor formado pelas forgas de corpo

Cijki Componentes do tensor constitutivo do material

E Madulo de elasticidade

v Coeficiente de Poisson

U Mddulo cisalhante do material

CAPITULO 3

Sy Superficie externa ao corpo em que as tensdes sao prescritas
Su Superficie externa ao corpo em que os deslocamentos sdo prescritos
S Superficie de contorno de um corpo genérico

%4 Volume ocupado por um corpo arbitrario

t; Condigdes naturais de contorno atuantes na superficie S,

U; Condicdes essenciais de contorno prescritos na superficie S,

é Expressa a caracteristica virtual de um campo de deslocamento
w;j Tensor de rotacédo

d Vetor de deslocamento nodal global

d® Vetor contendo os valores nodais do campo de deslocamentos
di(p) Componentes nodais do campo de deslocamentos

n Numero de elementos de uma malha estruturada em elementos finitos
N, Funcoes de forma

N Vetor contendo as func¢des de forma de um elemento

d Operador gradiente

€ Vetor deformacéo



B Matriz cinematica
C

Matriz constitutiva de rigidez

b Vetor contendo as forgas de corpo prescritas

t Vetor contendo as tensdes superficiais prescritas
K Matriz de rigidez local

f Vetor de forcas local

f(i,) Vetor de forcas local referente as forcas corpo
f Vetor de forgas local referente as tensGes superficiais
K, Matriz de rigidez global

K;; Coeficientes da matriz de rigidez global

x? Coordenadas nodais iniciais do elemento Q4

l Dimensdao horizontal de um elemento finito

h Dimensdo vertical de um elemento finito

A, Area de um elemento finito

qeq’ Elementos adjacentes

Fl.(p) Componentes do vetor global de forgas

res Variaveis auxiliares

CAPITULO 4

Posicdo na horizontal de um subvolume genérico

y Posicdo na vertical de um subvolume genérico

Ng Ndmero de subvolumes na horizontal

N, NUmero de subvolumes na vertical

L Dimensé&o horizontal da estrutura discretizada

H Dimenséo vertical da estrutura discretizada

lg Dimensé&o horizontal dos subvolumes

h, Dimensao vertical dos subvolumes

q Numero identificador do subvolume

N, Namero total de subvolumes

Vl/i((fr)m) Coeficientes desconhecidos do campo de deslocamentos

x# Componentes do vetor posicédo local



ﬁi(ﬁ,y)

BY)
By)
a@

8@

x@

w@

(mxm)

Ul gix1)

Tvgix1)

(@)
L(megl)

Componentes em termos médios do campo de deslocamento associado ao

subvolume (B,v)

RotacBes médias superficiais associadas ao subvolume (3,y)

Curvaturas médias superficiais associadas ao subvolume (8,y)

Vetor contendo os deslocamentos médios nas faces de um subvolume g

Vetor contendo as rotacdes médias nas faces de um subvolume q

Vetor contendo as curvaturas médias nas faces de um subvolume g

Vetor formado pelos coeficientes de primeira e segunda ordem associados a
versdo de ordem zero da teoria de volumes finitos

Vetor formado pelos coeficientes cruzados de primeira e segunda ordem
associados a versdo de primeira ordem da teoria de volumes finitos

Vetor formado pelos coeficientes cruzados de primeira e segunda ordem

associados a versdo de segunda ordem da teoria de volumes finitos

Vetor formado pelos coeficientes de ordem zero

Tensdes médias atuantes nas faces de um subvolume (B8, y)

Derivada primeira das tensGes médias atuantes nas faces de um subvolume

B,v)

Derivada segunda das tensdes médias atuantes nas faces de um subvolume

B.7v)

Vetor composto pelas tensGes médias atuantes nas faces de um subvolume
Vetor composto pelas derivadas primeiras das tensdes médias atuantes nas
faces de um subvolume

Vetor composto pelas derivadas segundas das tensées médias atuantes nas faces

de um subvolume

Comprimentos das faces de um subvolume
Matriz de rigidez local

Numero total de graus de liberdade

Vetor cinematico global

Vetor estatico global

Matriz de incidéncia



K(v,xn,)  Matriz de rigidez global

T, Vetor com as variaveis estaticas conhecidas
Ty Vetor com as variaveis estaticas desconhecidas
U, Vetor com as variaveis cinematicas conhecidas
Uq Vetor com as variaveis cinematicas desconhecidas
Submatriz de rigidez associando as varidveis estaticas conhecidas as variaveis
Ked cinematicas desconhecidas
Submatriz de rigidez associando as varidveis estaticas conhecidas as variaveis
KCC - ) .
cinematicas conhecidas
Submatriz de rigidez associando as variaveis estaticas desconhecidas as
Kaa L .
variaveis cinematicas desconhecidas
Submatriz de rigidez associando as varidveis estaticas desconhecidas as
Kae variaveis cinematicas conhecidas
CAPITULO 5
p Funcéo de densidade relativa
Qg4 Subdominio delimitando a estrutura 6tima
Q Dominio de referéncia
v Volume limite para estrutura 6tima
N Numero total de elementos de uma malha discretizada
%4 Volume final da estrutura 6tima
Pi Densidade relativa do elemento
v; VVolume do elemento
SWine Trabalho interno virtual de um corpo elastico
Wt Trabalho externo virtual de um corpo elastico
U Energia de deformagao
C Tensor de rigidez
Uy Campo de deslocamento cinematicamente admissivel
u Campo de deslocamentos da estrutura
d Vetor global de deslocamentos
f Fracdo volumétrica

Pmin Densidade relativa minima



p Vetor formado pelas densidades relativas de cada elemento

p Fator de penalizacédo

Ci‘}kl Tensor constitutivo do material sélido

f Vetor global de forgas

d, Vetor local de deslocamentos

q Varidvel que controla o nivel de penalizagdo

KY Matriz de rigidez para um elemento com densidade relativa unitéaria

Funcdo de Lagrange

Ai Multiplicadores de Lagrange

o~

Quantidade de restricdes de desigualdade

7 Funcgéo dual de Lagrange

X Conjunto de solugdes admissiveis

A Vetor contendo os multiplicadores de Lagrange

c Funcéo de flexibilidade da estrutura

, Volume do elemento

B, Variavel auxiliar

n Fator de amortecimento

k Iteracdo

m Pardmetro move

Aing Limite inferior do intervalo de procura do multiplicador de Lagrange
Asup Limite superior do intervalo de procura do multiplicador de Lagrange
Ptmp Densidades relativas temporéarias

Atmp Multiplicadores de Lagrange temporarios

€ Numero real suficientemente préximo a zero

CAPITULO 6

dw Trabalho infinitesimal

F Vetor forca

dv Vetor deslocamento infinitesimal

Valor limite para intensidade de F

Valor limite para o deslocamento da carga F

§I>“U

Trabalho realizado
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H1(m)

T1(m)

Dominio de uma regido de um sélido elastico

Energia total de deformagéo

Energia de deformacéo especifica

Energia infinitesimal de deformacdo armazenada

Energia de deformagao

Vetor contendo os deslocamentos

Vetor contendo os valores para variavel de projeto

Coeficientes desconhecidos do campo de deslocamentos na direcdo e nas faces
verticais de um subvolume

Coeficientes a serem determinados do campo de tensdes na dire¢do x, e nas
faces verticais

Numerag&o de um subvolume genérico

Componentes da forca resultante atuante na face vertical de um subvolume
Momento resultante atuante na face vertical de um subvolume

Momento resultante de segunda ordem atuante na face vertical de um
subvolume

Vetor local formado pelas forcas resultantes atuantes nas faces de um
subvolume

Vetor local formado pelos momentos resultantes atuantes nas faces de um
subvolume

Vetor local formado pelos momentos resultantes de segunda ordem atuantes nas
faces de um subvolume

Trabalho realizado no subvolume g

Comprimentos das faces de um subvolume g

Vetor global de deslocamentos médios nas faces

Vetor global de rotacbes médias nas faces

Vetor global de curvaturas médias nas faces

Densidade relativa do subvolume g

indice associado & face horizontal do contorno com carregamento prescrito
indice associado a face vertical do contorno com carregamento prescrito
Numero de faces horizontais do contorno com carregamento prescrito

Numero de faces verticais do contorno com carregamento prescrito



lg Dimensao horizontal do subvolume do contorno

hy Dimenséo vertical do subvolume do contorno
CAPITULO 7
TOL Tolerancia para o critério de convergéncia

Espessura
Intensidade da carga concentrada aplicada
k Vetor formado pelas densidades relativas do material do passo anterior

fe+1 Vetor formado pelas densidades relativas do material do passo atual

=S ™ " v

Fator de amortecimento
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1 INTRODUCAO

Em uma industria competitiva, a selecdo e o dimensionamento de uma tipologia
estrutural revelam-se muito importante. Com o intuito de atender esta nova exigéncia da
industria, técnicas de otimizacdo vém sendo inseridas no processo produtivo industrial. Estes
projetos estruturais otimizados devem atender, inicialmente, requisitos minimos de resisténcia
e durabilidade. Apesar dos conceitos matematicos empregados pela otimizacdo estrutural
estarem bem estabelecidos, a aplicacdo desses na industria ainda precisa ser melhor

estabelecida.

Segundo o dicionario Oxford English (WAITE, 2012), a palavra otimizacdo, de
maneira geral, pode ser definida como o ato de se fazer o melhor de uma determinada
situacéo ou recurso. Basicamente, a otimizagéo visa obter o melhor projeto de um produto em
relacdo a um dado objetivo, de modo que este produto atenda a determinadas condi¢cfes que

séo impostas. Sendo assim, o problema de otimizacao pode ser definido como

Achar x € R? que minimize ou maximize gy(x) = fungéo objetivo
tal que:

{gz(x) <0comxeR" (1.1)

hj(x) =0comxe ]RS} = restrigdes do problema

em que x € R? é o vetor que representa as variaveis de projeto, g, € denominada de funcéo
objetivo, g; e h; sdo, respectivamente, as restricdes de desigualdade e de igualdade de um
problema, comi=1,..,l e j=1,..,m, sendo |l e m as quantidades de restriches de
desigualdade e igualdade, respectivamente, e q, r € s valores escalares que definem o nimero
de variaveis de projeto consideradas no problema, uma vez que as restricdes ndo precisam ser
necessariamente impostas a todas as variaveis de projeto. O ponto 6timo de projeto x* para o
problema é dado por x* € RY, em que go(x*) < go(x), para todo x pertencente a regido

viavel de projeto.

A otimizacdo estrutural nada mais € do que um processo numérico que tem como
finalidade se obter uma configuracdo estrutural que leve a um desempenho 6timo da estrutura
considerando medidas de desempenho pré-estabelecidas, tais como flexibilidade minima,
rigidez maxima, carga maxima de flambagem, dimensdes minimas, etc. Além do mais,
algumas restricdes devem ser atendidas, tais como tensdo de falha, dimensdes minimas,
deslocamentos maximos, etc. O principal objetivo da otimizagdo estrutural € encontrar a

melhor configuragdo possivel na concepcdo de uma estrutura desde que os estados limites
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sejam atendidos. Atualmente, a concepcdo de projetos econdmicos e eficientes esta

diretamente ligada a experiéncia do projetista. Quando do emprego da otimizacdo estrutural,

visa-se a criacdo de um método sistematico com o intuito de obter o melhor projeto

independentemente da experiéncia do projetista.

Figura 01 - Diferentes tipos de otimizac&o: a) otimizagdo dimensional de uma trelica,

b) otimizagdo de forma e c) otimizagéo topoldgica no continuo.

a) ::>

P[000C000 = Ty

AN

o]
AN

! ~ [INESFN

Fonte: Adaptado de Bendsge e Sigmund (2003).

De forma geral, os métodos de otimizacdo em estruturas se dividem em duas

categorias principais: otimizacdo material e otimizacdo da distribuicdo do material. A

primeira categoria pretende obter propriedades 6timas para 0s materiais, enquanto que a

segunda visa obter a melhor distribuicdo do material no dominio de analise da estrutura. Os

métodos de otimizacao da distribuicdo do material, por sua vez, se subdividem em outras trés

categorias:

Otimizacdo dimensional: as variaveis de projeto x representam uma medida de
densidade estrutural, tais como as dimensdes de uma viga ou a &rea da segdo
transversal das barras de uma trelica. A densidade Otima normalmente minimiza
algumas quantidades fisicas, tais como a energia de deformacdo ou a deflexao,
enguanto que as restricdes de equilibrio devem ser satisfeitas (LARSSON, 2016). A
Figura 01(a) ilustra um processo de otimizacdo dimensional de uma trelica, em que se
observa uma variacdo consideravel nas areas transversais das barras.

Otimizacdo de forma: neste caso, 0 processo de otimizacdo leva em consideragao
parametros especificos de dimensionamento de um modelo e varia estes até que as
respostas obtidas sejam as desejadas e as restrices sejam atendidas. Isto inclui mudar
a moldura, os chanfros, o raio, a espessura, etc. Os algoritmos de otimiza¢do ndo
acrescentam ou removem furos, apenas ajusta aqueles especificados na analise
(JOHNSEN, 2013). A Figura 01(b) mostra um processo de otimizacdo de forma de
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uma viga modelada bidimensionalmente, em que foi proposta a abertura de seis furos
transversais circulares e o resultado 6timo manteve a quantidade de furos, porém a
forma dos furos foi alterada de modo a se obter o melhor resultado para funcdo
objetivo do problema.

e Otimizacéo topoldgica: neste caso, o0s algoritmos de otimizagdo tém como finalidade
estabelecer da melhor forma possivel a distribuicdo de material em um dominio
previamente definido, diante de uma determinada funcdo objetivo e de restriches
mecanicas ao problema. A varidvel de projeto, neste caso, € o proprio dominio, no
qual se pode inserir ou retirar furos (CORDEIRO, 2007). A Figura 01(c) apresenta um
caso tipico de otimizacdo topoldgica no continuo.

1.1 Otimizacao topoldgica

A otimizacdo topoldgica trata-se de uma metodologia proposta inicialmente por
Bendsge e Kikuchi (1988), e atualmente € um método que podemos considerar devidamente
estabelecido para o dimensionamento mecénico de estruturas. Esta metodologia foi
desenvolvida para trabalhar de forma eficiente com funcbes baseadas na minimizacdo da
energia de deformacéo, ou da flexibilidade da estrutura, ou ainda na maximizacédo da rigidez.
Segundo Bendsge e Sigmund (2003), na definicdo da topologia 6tima de uma estrutura, o
interesse esta na determinacgédo da distribuicdo 6tima de um determinado material isotrépico
em um dado dominio. Em outras palavras, o interesse esta em definir quais pontos do dominio
devem ter material e quais devem ser vazios, gerando, assim, o que se denomina de projeto
“preto e branco”. Por esta razdo, a distribuicdo de material da estrutura é obtida a partir do
binario “0-1”, o que leva a um problema de programacao inteira. A solucao 6tima, neste caso,
é definida como a unido de todos os elementos que tiverem o valor 1. Para problemas de
otimizagdo do tipo “0-1”, € necessario o emprego de algoritmos de otimizacao discreta, o que

torna essa abordagem praticamente inviavel.

Assim, a distribuicdo de material no dominio costuma ser descrita em termos de uma
funcdo continua, que define a densidade relativa de material e que assume todos os valores
possiveis entre dois limites discretos: aproximadamente 0 (que indicam pontos vazios) e 1
(que indicam pontos sélidos). Todavia, agora é necessario definir qual a resposta estrutural
para os valores intermediarios de densidade relativa de material. Tradicionalmente, esta
questdo vem sendo resolvida pela aplicacdo de técnicas de homogeneizacdo, conforme

abordagem proposta pelo trabalho pioneiro de Bendsge e Kikuchi (1988) (PARIS et al.,
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2009). Tal abordagem trata-se de uma representacdo geométrica de uma estrutura por meio de
uma renderizacdo em diferentes escalas de cinza de uma imagem, e na forma discreta por uma
representacdo quadricular da geometria do problema (BENDS@E; SIGMUND, 1999).

Na literatura pode-se encontrar outras abordagens para a solucdo desse tipo de
problema de otimizacdo. Uma abordagem alternativa para o problema de otimizagéo
topolégica é o método SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization), adotado por
Bendsge (1989), Zhou e Rozvany (1991) e Mlejnek (1992). Neste caso, as propriedades do
material sdo assumidas como constantes dentro de cada elemento do dominio discretizado de
analise, e as variaveis de projeto sdo as densidades relativas dos elementos. Assim, as
propriedades s&o modeladas a partir da densidade relativa do material elevada a uma
determinada poténcia, com o intuito de penalizar os valores intermediarios para as densidades
relativas do material. Esta abordagem foi criticada por alguns autores, visto que ndo existe
nenhum material fisico com as propriedades determinadas desta forma. Porém, outros autores,
tais como Bendsge e Sigmund (1999), tém mostrado que essa abordagem é fisicamente
admissivel desde que o expoente adotado seja superior a 3 em materiais cujo coeficiente de
Poisson é igual a 1/3. Na otimizacdo topoldgica, essa abordagem vem sendo aplicada em

problemas com restricdes multiplas, fisica multipla e materiais maltiplos (SIGMUND, 2001).

A otimizacdo topoldgica surgiu como um método poderoso e robusto para o projeto de
estruturas, mas ainda existem algumas dificuldades na aplicacdo do método relacionadas a
instabilidades numéricas. Segundo Sigmund e Petersson (1998), os problemas numéricos

comuns podem ser divididos em trés categorias:

e Padrdo do tabuleiro de xadrez, que se refere & formagdo de regides que alternam
elementos solidos e vazios ordenados como em um tabuleiro de xadrez.

e Dependéncia de malha, que se refere ao problema de ndo se obter qualitativamente a
mesma solucdo para diferentes discretizagdes da estrutura.

e Minimo local, que se refere ao problema de se obter diferentes solu¢es para a mesma

discretizacdo do problema quando séo adotados diferentes parametros de entrada.

Dessa forma, € indesejavel ter qualquer uma destas instabilidades numeéricas,

especialmente quanto a ocorréncia do padrdo de tabuleiro de xadrez.

A partir da funcdo objetivo e das restricdes, o0 processo de otimizacdo topoldgica
determina a melhor dimensdo, forma e topologia da estrutura analisada. As técnicas de

otimizacdo topologica mais utilizadas normalmente se baseiam numa analise numérica pelo
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MEF, dentre elas, podemos citar: método dos Critérios de Otimizacdo (OC — Optimality
Criteria), Linearizacdo Convexa (CONLIN — Convex Linearization), Método das Assintotas
Moveis (MMA — Method of Moving Asymptotes), Algoritmo Genético, Programacao Linear
Sequenciada (SLP — Sequential Linear Programming) e Programacdo Quadratica
Sequenciada (SQP — Sequential Quadratic Programming). Nesta dissertacdo, adota-se 0

método OC, por conta da sua simplicidade e facil aplicac&o.
1.2 Métodos para analise elastica de tensoes

Para aplicacdo das técnicas de otimizacdo estrutural, faz-se necessario primeiro
resolver o problema estatico de uma estrutura que esta sujeita a agdes em geral e a condi¢Bes
de contorno especificas. Na analise de tensbes e de deslocamentos é considerado o regime
elastico linear, ou seja, possiveis efeitos ocasionados por conta da ndo linearidade geométrica
ou do material s&o desconsiderados. Para solugdo de um problema estrutural baseado na teoria
da elasticidade linear podem ser utilizadas algumas técnicas de andlise estrutural, como o
Método dos Elementos Finitos (MEF), o Método das Diferengas Finitas, o Método dos
Elementos de Contorno, 0 Método dos VVolumes Finitos, 0 Método dos Minimos Quadrados e,

mais recentemente, a Teoria de VVolumes Finitos (TVF).

Certamente, 0 MEF é o método mais empregado entre os citados, existindo diversos
softwares consolidados no mercado baseados no mesmo. Consequentemente, as suas
vantagens e desvantagens ja sdo bem conhecidas, especialmente, quanto ao emprego deste na
otimizacdo topologica. De forma geral, o método subdivide o dominio da estrutura em
subdominios menores que possuem forma geométrica mais simples e bem definida. Dessa
forma, as equagdes diferenciais de equilibrio da teoria da elasticidade, que eram resolvidas de
forma analitica, como parte de um problema de valor de contorno, agora sao substituidas por
um sistema de equac0es lineares que descrevem o comportamento linear da estrutura em um

dominio discretizado.

Uma técnica alternativa & aplicacdo do MEF € a TVF, proposta inicialmente por
Bansal e Pindera (2003). Segundo Cavalcante (2006), esta técnica utiliza a média volumétrica
dos varios campos que definem o comportamento do material, e impde condi¢bes de contorno
e continuidade em termos médios, relativas ao fluxo de calor e temperatura ou as tensdes e
deslocamentos, a depender do tipo de analise, entre os subvolumes (termo equivalente a

subdominios no MEF) usados para caracterizar o sistema discretizado.
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A TVF mostrou ser um método bastante adequado para a analise eléstica de tensdes.
Comparacdo de resultados utilizando esta teoria com solugdes analiticas e analises baseadas
no MEF forneceram rigorosas verificacdes da eficiéncia deste método, conforme abordado em
Cavalcante et al. (2007a, 2007b, 2008) e Cavalcante e Pindera (2012a,b). A satisfacdo das
equacdes de equilibrio no nivel do subvolume, concomitantemente com as continuidades
cineméticas e estaticas, forcadas em termos médios nas faces comuns de subvolumes

adjacentes, sdo caracteristicas que se destacam em relacdo ao MEF.

As instabilidades numéricas mostradas na secao anterior, especialmente o padrdo do
tabuleiro de xadrez, estdo intimamente relacionadas as consideracdes assumidas no MEF,
visto que esse forca a satisfacdo do equilibrio e das condi¢fes de compatibilidade cinematica
e estatica apenas nos nos dos elementos finitos que compdem o dominio discretizado de
analise. Além do mais, as equacdes de equilibrio ndo sédo satisfeitas no nivel do elemento,
sendo estas satisfeitas somente quando uma malha suficientemente refinada é empregada.
Diferentemente, a TVF satisfaz as equacBes de equilibrio no nivel do subvolume e as
condi¢Bes de compatibilidade cinematica e estatica nas interfaces comuns de subvolumes
adjacentes. Assim, na TVF as conex0es entre subvolumes ocorrem por meio das faces dos
subvolumes, como esperado do ponto de vista da mecénica do continuo. Ao mesmo tempo,
isto ndo é observado na formulacdo em deslocamentos do MEF, em que as conexdes entre
elementos vizinhos ocorrem por meio dos nds, levando a obtencéo de geometrias 6timas com

padrédo do tabuleiro de xadrez, as quais ndo sdo adequadas para manufatura.

Com a motivacdo de solucionar essas instabilidades associadas ao algoritmo de
otimizacdo topologica baseadas no MEF, este trabalho propde uma abordagem da otimizacao
topoldgica baseada na TVF. Assim, faz-se uma adaptacdo ao método SIMP tradicional, em
que o MEF é substituido pela TVF, para otimizacdo topoldgica de vigas modeladas
bidimensionalmente submetidas a carregamentos estaticos. Os resultados obtidos pelo
acoplamento entre SIMP e TVF sdo comparados com aqueles obtidos mediante a aplicacdo da
abordagem SIMP tradicional, mostrando a eficiéncia da nova técnica numerica em problemas

relacionados a otimizacao topoldgica de estruturas.
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2 TEORIA DA ELASTICIDADE

A teoria classica da elasticidade foi desenvolvida para materiais isotropicos,
linearmente elasticos sujeitos a pequenas deformacgdes. Porém, algumas estruturas possuem
grandes dimens0es, as quais produzem grandes deslocamentos que podem ser percebidos a
olho nu. Na prética, as deformacdes devem ser da ordem de 102 em relagdo as dimensdes de
um corpo para que a analise linear de tensbes possa ser empregada. Geralmente, 0s termos
quadraticos das deformacbes sdo da ordem de 1072, dessa forma, os erros gerados pela
consideracdo da linearidade giram em torno de 1% (FISH; BELYTSCHKO, 2007). De modo
geral, se a aplicacdo das cargas ndo variar de modo significativo a configuracdo do sélido,

entdo a analise linear elastica de tensdes pode ser empregada.
2.1 Relagbes cinematicas

Em um sistema de coordenadas cartesianas, o vetor deslocamento tridimensional é

definido por trés componentes e pode ser escrito como

U
u= [uzl (2.1.1)
Us
Figura 02 - Andlise de deformac6es: a) Configuracao indeformada e b) Configuracgao
deformada.
X K
- .—) :
X X,
X; X;
(a) (b)

Fonte: Elaborada pelo autor (2018).

A Figura 02 ilustra a deformacdo de um corpo arbitrario em trés dimensdes, sendo que

o0 lado esquerdo apresenta o corpo em sua configuracédo inicial ou indeformada, enquanto que
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no lado direto 0 mesmo é apresentado em sua configuracdo final ou deformada. Os vetores

dX®W, dX®@ e dX® podem ser escritos como

dX® = [dL,,0,0]"

dX® =10,dL,,0]" (2.1.2)
dX® =1[0,0,dL3]"

em que dL; (i =1,2,3) sdo os componentes ndo nulos de cada vetor infinitesimal na
configuracdo indeformada, assim como os seus comprimentos. Da mesma forma, os vetores

dx®, dx®@ e dx® na configuracio deformada sdo escritos como

- 1T
dx@® = dxil), dxgl), dxgl)
- 1T
dx® = [dx®, dx®, dx{? (2.1.3)
PROFROFRCOIE
dx® = |dx;¥, dx;>, dxg

em que dxj(l) sdo os valores dos componentes de cada vetor infinitesimal na configuracdo

deformada. O vetor dx pode ser escrito em funcdo do vetor dX a partir da seguinte relacédo
matricial:
dx = F-dX (2.1.4)

em que F é o tensor gradiente de deformacdo, que relaciona o elemento diferencial na
configuracdo deformada com o elemento diferencial na configuracdo indeformada, sendo
Fij = axl/aX]

Em uma descrigdo lagrangiana do movimento, os componentes do vetor deslocamento

u podem ser avaliados pela seguinte relacéo:
Ui (X1, X2, X3) = x;(X1, X5, X3) — X; (2.1.5)

Assim, a variacao infinitesimal do vetor de deslocamentos du pode ser avaliada em

funcdo do vetor infinitesimal dX a partir da seguinte relagdo matricial:
du=u(X; +dX;, X, +dX,, X3 +dX3) —u(Xy,X,,X;) = H-dX (2.1.6)
em que os componentes da matriz H sdo dados por

_ aui d axi GXL

= - —X) = — - =F; — §; (2.1.7)

Hij = oX;  0X;
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em que §;; € o operador delta de Kronecker, sendo definido como

(1 sei=j
Sij—{o sei#j (2.1.8)

Consequentemente, os elementos da matriz F podem ser reescritos como F;; = H;; + 6;; € 0s

vetores dx sdo dados por

dx® = +1,—=,
ox, T b ax, ax,

rou, du, Ous T
| oL

dx®@ = 0wy Oy +1 au3]T dL 21.9
0x,’0X, = aX,] 2 (2.1.9)

0u, O0u, OJus
[0X5' 0X3 0X5

T
dx® = + 1] dLs

Tomando como exemplo o vetor dx), tem-se que a norma desse vetor é dada por

|ax@]| = 1, = 1+zaul+(aul)2+(au2)2+(au3)2u 2110
== ax, ' \ax, X, ox,) (2.1.10)

Considerando-se a teoria de pequenos deslocamentos, rotacdes e deformagdes, a

Equacdo (2.1.10) pode ser linearizada e a norma do vetor dx™ pode ser expressa como

Ju
W = - —1
lax® = an, = (1+ axl) dLy (2.1.11)
A deformacdo normal em relacdo a dire¢do do eixo X; é definida como a mudanga no
comprimento por unidade de comprimento das fibras orientadas na dire¢do do eixo X;. Esta
deformacéo é geralmente positiva, caso as fibras se alonguem, e negativa, caso as fibras se

encurtem. Assim, a deformacgéo normal na direcao do eixo X; pode ser definida como

dly —dL,
€11 = d—Ll (2.1.12)

Substituindo-se o resultado apresentado na Equacéo (2.1.11) em (2.1.12), tem-se que a

deformacéo longitudinal na direcdo do eixo X, é dada por

ou,
&1 = 6_X1 (2.1.13)

Seguindo-se esse mesmo processo para as demais direcOes, chega-se a
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Jduy du, dus
&1 = X, €22 = X, €33 = X, (2.1.14)

Outro tipo de deformacéo avaliada pela Teoria da Elasticidade Linear é a deformagéo
angular, a qual é definida pela variagdo angular entre os elementos infinitesimais que definem
o paralelepipedo infinitesimal, Figura 02(b). Geralmente, esta deformacdo é medida em
radianos, sendo positiva quando o angulo entre os elementos infinitesimais diminui. A

deformacéo angular de engenharia no plano X; — X, pode ser definida como

s
Yiz=75-~ 012 (2.1.15)

Aplicando as propriedades da geometria analitica, o produto escalar entre os vetores

dx® e dx® pode ser expresso como
dx® - dx® = [|dxD||[|dx®| cos 61, (2.1.16)

sendo que as normas dos vetores infinitesimais na configuracdo deformada podem ser obtidas

a partir de expressdes semelhantes a apresentada na Equacéo (2.1.12), logo
dX(l) * dX(Z) = (1 + 811 + 822 + Sllgzz)dleLz CoS 912 (2117)

Considerando-se o regime de pequenos deslocamentos e deformacdes, a Equacédo

(2.1.17) pode ser reescrita como
T
dX(l) - dX(Z) = dleLZ sen (E - 012) = dleLz Sen(ylz) = ylZdleLZ (2118)

O produto escalar entre os vetores infinitesimais dx™ e dx® pode ser também

expresso por

dx@ - dx@ = [(1 + aul) Ou, | 0u; (auz 1) dus dus

0X,) 90X, 90X, \oX, +6_X16_X2] dL,dL, (2.1.19)

Desprezando-se os termos quadraticos da Equacdo (2.1.19), chega-se na seguinte

expresséo:

ou du
@ . 3@ _ (¥ _2)
dx® - dx (axz + X, dL,dL, (2.1.20)

Substituindo-se a Equacdo (2.1.20) em (2.1.18), observa-se a seguinte relacédo
cinematica para o componente de deformacéo angular

0y 4 du,
)/12 - aXZ axl (2.1.21)
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Partindo-se da consideracdo de um comportamento similar para os demais planos
cartesianos, tém-se 0s seguintes resultados para os componentes de deformacéo angular:

Jdu; Jdu, Ju; Odus Ju, OJdus

Y12:6_)(2+6_X1 y13:6_X3+6_X1 V23:a_)(3+a_xz (2.1.22)

No entanto, costuma-se adotar na Teoria da Elasticidade Linear o tensor de
deformacdo ¢;;, definido na Equagdo (2.1.23), em que os meétodos de transformagdo de
sistemas de coordenadas e avaliagdo do problema de valor principal se aplicam. Este tensor
apresenta uma pequena alteracdo em relacdo aos resultados demonstrados na Equacdo
(2.1.22), em que as deformacGes angulares €,,, €3 € &,3 diferem das deformagdes angulares
Y12, Y13 € V23 por um fator igual a 1/2.

_ 1 aui n au]
81']' = > ax] axi (2123)

Figura 03 - Corpo seccionado submetido a um carregamento externo.

P

Fonte: Saad (2009).
2.2) Andlise de tensdes

A Figura 03 mostra um corpo sujeito a carregamentos externos, expressos pelas cargas
concentradas P4, P, e P4 e pelo carregamento distribuido P. Para se investigar a distribuicéo
interna das forcas, realiza-se um seccionamento no corpo, cuja secdo de corte € mostrada a
direita na Figura 03. Esta secdo possui uma area infinitesimal dada por AA, cujo vetor normal
unitario é representado por n. A forga resultante atuante em AA é AF e 0 vetor de tensdo
associado a mesma pode ser definido como

_AF
t(x,n) = Aljlr_r)loﬂ (2.2.1)
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Deve-se notar que o vetor de tenséo depende tanto da localizacdo espacial como do

vetor unitario normal a superficie em analise (SAAD, 2009).

Figura 04 - Componentes do tensor de tensao.

xp a,,
AT

0,
S

UIE

o
}——» n
O-_'H
g5

Xy

Fonte: Adaptado de Saad (2009).

Considerando-se 0s casos especiais em que a superficie AA pertence a cada um dos
trés planos cartesianos, com 0s vetores normais unitarios sendo 0s vetores candnicos
associados aos eixos cartesianos, como mostrado na Figura 04, tem-se que 0 vetor de tensao

pode ser avaliado como
t(x,e1) = 01181 + 0y2€; + 013€3

t(x,e;) = 0161 + 0263 + 0z3€3 (2.2.2)
t(x,e3) = 0311 + 03z€; + 03363

em que eq, e3, e3 SA0 0S vetores candnicos, que apresentam a mesma direcdo e sentido dos
eixos coordenados, € gy1, 0,5, 033, 012, 021, 023, 032, 013, 031 SA0 0S hove componentes do
tensor de tensdo. Estes nove componentes sdo classificados em tensées normais (oy1, 022,
033) € tensdes cisalhantes (075, 021, 023, 032, 013, 031) (SAAD, 2009). Os componentes de
tensdo o;; sdo normalmente escritos em notagdo matricial da seguinte forma:

011 012 013

g = |021 Oz 0323 (2.2.3)
031 032 033

A Figura 05 mostra um vetor de tensdo atuante em um plano obliquo com orientacéo

arbitraria. Neste caso, o vetor normal a este plano pode ser escrito como

n=mne; +ne; +nsze; (2.2.4)
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em que n,, n,, nz S80 0S cossenos diretores do vetor unitario n relativo ao sistema de
coordenadas adotado. Realizando-se o equilibrio de forgas das tragGes atuantes no plano
obliquo e nas faces orientadas segundo os planos coordenados, tem-se

t(x,n) = n t(x, e1) + n,t(x, ez) + nzt(x, e3) (2.2.5)
e utilizando-se as relagdes apresentadas em (2.2.2), pode-se escrever que
t(x,n) = (01111 + 0211, + 03113) €4

+(01214 + 0221, + 033n3) €2 (2.2.6)

+(013n1 + 0230, + 03313)e3

ou, em notacéo indicial

Estas relacdes estabelecem um método simples e direto para o céalculo de forcas em
planos obliquos e em superficies (SAAD, 2009). Esta técnica mostra-se bastante atil na

determinacdo de condi¢bes de contorno durante o processo de formulacdo dos metodos

numeéricos e solucao de problemas lineares elasticos.

Figura 05 - Vetor de tensdo em um plano obliquo.

X,

X

Fonte: Adaptado de Saad (2009).
2.2.1 Equilibrio

O campo de tens6es em um sélido eléstico é distribuido continuamente dentro do
corpo e definido pelo carregamento aplicado. Se todo o corpo estd em equilibrio, entdo toda e

qualquer parte do mesmo tambeém deve estar em equilibrio. Partindo-se desse principio da
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Mecénica dos Solidos, podem ser desenvolvidas as equagdes de equilibrio em termos de

forcas e de momentos em um ponto continuo do material (SAAD, 2009).

Figura 06 - Forcas superficial e de corpo atuando huma porc¢ao arbitraria de um continuo.

Fonte: Adaptado de Saad (2009).

Considerando-se um subdominio com volume V e contorno S dentro de um corpo em
equilibrio, além das forcas superficiais t e de corpo b, como mostrado na Figura 06, a
conservacdo de momento linear, desprezando-se as forgas iniciais, ou seja, considerando-se
um carregamento quase estatico, implica que as forcas agindo nesta por¢do do corpo séo
balanceadas e, consequentemente, a forca resultante deve ser nula (SAAD, 2009). Este

conceito pode ser escrito da seguinte forma:

g t; dS+fo b;dV =0 (2.2.8)

Utilizando-se a Equacdo (2.2.7) para o vetor de tensdo, tem-se

ff gjn; dS + fff b dV =0 (2.2.9)
S |4

Aplicando-se o teorema da divergéncia, apresentado no Apéndice A, tem-se

fvﬂ <??Zi * bl’) dv=0 (2.2.10)

Como o volume V € arbitrario e o integrando é continuo, logo o integrando da

Equacéo (2.2.10) deve ser nulo

aO}'i
—L 4 p =0 (2.2.11)

an
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Por fim, todos os campos de tensdes numa analise linear geométrica devem satisfazer

a Equacdo (2.2.11), de modo a garantir o equilibrio estatico do corpo.
2.3 Relagbes constitutivas

Até o presente momento, as tensdes foram definidas como grandezas que quantificam
a transmissdo dos esfor¢os em cada ponto de um sélido sujeito a agdes externas, enquanto que
as deformacgOes foram estudadas como quantificadoras das mudangas de geometria que
podem ocorrer durante o processo de deformacdo de um elemento paralelepipédico
infinitesimal. Por conseguinte, deve-se salientar que estas grandezas se relacionam por meio
de leis naturais, chamadas de leis constitutivas. Além do mais, 0 modo como estas grandezas
se relacionam depende do material estudado. De forma geral, pode-se agrupar o
comportamento dos materiais em modelos constitutivos, oriundos de diferentes teorias, tais
como: Elasticidade, Plasticidade, Viscoelasticidade e Viscoplasticidade. Para materiais

elasticos lineares, utiliza-se a lei de Hooke generalizada, dada por
0ij = Cijrin (2.3.1)

Para o caso de materiais elasticos lineares isotrépicos, observa-se a seguinte relagdo

matricial compacta entre os vetores de tensdes e de deformacgdes:

‘711\ C11 Ciz Ciz 0 0 07 (511 \
| 922 | Ciz €1 Cz 0 0 0 || €22 |
o33 _|Ciz Ciz2 Ci1x O 0 0 4 €33 }
o310 0 0 Cu O 0])2e3 (2.3.2)
031 0 0 0 0 C4yu O l2531J
012 | 0 0 0 0 0 Cyqd \2&q5
em que
E(1-v) vE E

= Ao wmarw T A marw T T 3d ) (233)

sendo E 0 modulo de elasticidade, v o coeficiente de Poisson e u 0 modulo cisalhante do

material.

Em problemas bidimensionais, a matriz constitutiva C depende se o problema em
analise assume um estado plano de tensdes ou de deformac@es. Para o caso do estado plano de
deformacdes, assume-se que 0 corpo é espesso em relacdo ao plano x; — x, no qual o modelo
é construido. Dessa forma, as deformag6es que acontecem fora do plano de anélise (&35, €13 €

£,3) sd0 assumidas como nulas. No caso do estado plano de tensdes, o objeto apresenta uma
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espessura muito pequena quando comparada as dimensGes no plano x; — x,. Neste caso,
assume-se que nenhum carregamento é aplicado perpendicularmente ao plano de analise x; —
X5, assim, as tensdes fora do plano (o33, 0,5 € 0,3) sdo assumidas como nulas (FISH;
BELYTSCHKO, 2007).

2.3.1 Estado plano de tenséo

Se uma chapa é carregada por fogas aplicadas em suas bordas, paralelas ao plano da
chapa e distribuida uniformemente ao longo da sua espessura, como mostrado na Figura 07,
tem-se que os componentes de tensdo sdo nulos em ambas as faces da chapa e,
consequentemente, pode-se assumir que eles também séo nulos no interior da chapa. Dessa
forma, o estado de tensdo é definido pelos componentes o;4, 05, € g;,, que sdo independentes
do eixo x;, variando apenas com x; e x, (TIMOSHENKO; GOODIER, 1951).
Consequentemente, os componentes de deformacéo ¢,5 € £5; também sdo nulos. Na Figura

07, h indica a espessura da chapa e . € uma dimensao representativa da secao transversal.

Figura 07 - Representacgdo do estado plano de tensdo no plano x; — x5.

o

Fonte: Elaborada pelo autor (2018).
Para o caso de estado plano de tensdes, a relagdo constitutiva pode ser escrita como
&
011 Ci1 Cz Cp O g;
Oy = Clz Cll ClZ 0 (234)

&
012 0 0 0 Cyy 2 5132
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Partindo-se do pressuposto que as tensdes os3, 0,3 € 03, S80 nulas, podem ser

encontradas as seguintes expressoes:

033 = (12811 + C1855 + (11833 =0 (2.3.5)
12 2.3.6

€33 = T (e11 + &22) ( )
11

Por conseguinte, a relagdo constitutiva pode ser reescrita da seguinte forma:

0-11 C1,1 C1,2 0 811
0-22 == C:{Z Ci{l 0 822 (237)
012 0 0 Cuq|\2812
em que
Cf — C, E C11C12 — Cf, VE
C’ = = B C’ = e
11 Cis 1-2 12 Ciy 1 -2 (2.3.8)

Porém, deve-se salientar que a hipdtese de estado plano de tensdo viola algumas
condi¢des de compatibilidade cinematica, tornando-se uma boa aproximacao apenas quando
da analise de chapas finas submetidas a carregamentos com componentes apenas no plano da

chapa.
2.3.2 Estado plano de deformacéo

Se um corpo prismatico é carregado por forcas que sdo perpendiculares ao eixo
longitudinal e ndo varia ao longo do mesmo, como mostrado na Figura 08, assim, pode-se
assumir que todas as secOes transversais estdo sob as mesmas condicdes. As sec¢des finais
estdo confinadas entre planos rigidos fixos e lisos, logo, o deslocamento na direcdo axial é
impedido. Uma vez que néo existe deslocamento axial nos extremos e, por simetria, na se¢éo
do meio, pode-se assumir que 0 mesmo acontece para todas as secdes transversais
(TIMOSHENKO; GOODIER, 1951).

Neste caso, 0s componentes de tensdo og,3 € 037 S80 nulos, e 0s componentes de
deformacéo &33, €53 € €31 também sdo nulos. Dessa forma, a relagdo constitutiva para um

estado plano de deformagdes pode ser escrita como

011 Ci1 C2 O £11
O22( _ Ci2 C1 O €
033 Ci2 Ciz 0 {252122 (2.3.9)

012 0 0 C4_ 4
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Existem varios problemas importantes que podem ser analisados a partir de um estado
plano de deformacdes, tais como um muro de contencdo submetido a uma pressdo lateral, um
bueiro ou um tdnel, um tubo submetido a presséo interna, um cilindro comprimido por forcas
no plano diametral, como em um rolamento cilindrico. Em todos estes casos, o carregamento
ndo pode variar ao longo do comprimento (TIMOSHENKO; GOODIER, 1951).

Figura 08 - Representac¢do do estado plano de deformacéo no plano x; — x.

bbb bbbl

X2

X3

A A A A O

Fonte: Elaborada pelo autor (2018).
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3 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS
3.1 Principio dos deslocamentos virtuais

Para formulacdo do sistema linear elastico, esta prevista a existéncia de dois tipos de
condigdes de contorno: natural e essencial. A primeira se refere a porgdo do contorno na qual
a tracdo superficial é prevista e a segunda refere-se a porcdo do contorno em que 0
deslocamento é prescrito. Considerando-se o corpo arbitrario apresentado na Figura 09, em
que S, e S, sdo superficies externas do corpo e VV é o volume ocupado pelo corpo na

configuracéo indeformada, tém-se as seguintes condigdes de contorno:

Condicdes Naturais de Contorno:

o;n; = t; na superficie S, (3.1.1)

Condicdes Essenciais de Contorno:

u; = u; na superficie Sy, (3.1.2)

Deve-se observar que as condi¢fes naturais e essenciais ndo podem ser prescritas ao

mesmo tempo na mesma porc¢do do contorno, logo

SuNS;, =0 (3.1.3)
Outra observagdo importante é que em qualquer porcdo do contorno, ou a condigdo

essencial ou a condicdo natural deve estar prescrita, sendo assim, observa-se a seguinte

relacao:

Sy USs=S§ (3.1.4)

Deslocamento virtual corresponde a qualquer deslocamento ndo real, que pode ndo
existir e ndo € provocado pelo carregamento aplicado. A principal propriedade deste é que ele
é cinematicamente admissivel, ou seja, ele € compativel com as restricdes impostas pelos
apoios externos e pelas ligagdes internas. Os deslocamentos virtuais podem ter valores finitos
(grandes) ou infinitesimais (elementares) (DIMITROVOVA, 2016). Agora, considerando-se

deslocamentos virtuais continuos e arbitrarios que satisfazem a seguinte condig&o:
du; = 0 na superficie S, (3.1.5)

em que & representa uma variacdo qualquer e expressa a caracteristica virtual do
deslocamento. Multiplicando-se essa parcela de deslocamento em ambos os lados das
equacdes diferenciais de equilibrio, obtém-se



42

aO'jl'
ax +b; |6u; =0 (3.1.6)

Integrando-se no volume

aO'jl'
j =+ bi)oudv =0 (3.1.7)

7 j
como Su; assume valores arbitrérios, entdo as equagdes integrais em (3.1.7) séo satisfeitas se

e somente se as expressdes entre parénteses forem nulas. Consequentemente, as equacgoes

integrais (3.1.7) sdo equivalentes as equagdes diferenciais de equilibrio.

Figura 09 - Dominio de um corpo arbitrario.

sz’ u, Sﬂ

S

-xj,u u3 u
Fonte: Elaborada pelo autor (2018).

Sabendo-se que a derivada espacial do produto entre o tensor de tensdo e 0s

deslocamentos virtuais é dada por

9 y .
% (0j:6u;) = ox; M T Uiy (3.1.8)

logo, o primeiro termo da Equacéo (3.1.6) pode ser escrito como

9 d6u;
Su; = a—xj(ffﬁ‘?ui) "% (3.1.9)

9
an

Dessa forma, a Equacao (3.1.7) pode ser reescrita como

9 95y,
f a—xj(Ujifsui) - Ujia—xj + b;jéu;|dV =0 (3.1.10)
v
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Aplicando-se o teorema da divergéncia, apresentado no Apéndice A, no primeiro

termo da Equacéo (3.1.10), encontra-se

9
j%(ffﬁ&ii) av = j(aji6ui)nj ds (3.1.11)
174 7 S

Uma vez que ¢; = gj;n; em S, € u; = 0 em S, entdo a Equagdo (3.1.11) pode ser

reescrita da seguinte forma:

S So

O segundo termo do integrando da Equacdo (3.1.10) pode ser expresso da seguinte

forma:

66ui_ 1 66ul+65u] +1 66ui 66uj
& 0x; ~ 92 Jx; = 0x; 2\ 0x;  Ox (3.1.13)

em que o primeiro termo da expressao entre colchetes pode ser interpretado como

+ —_—

e 0 segundo como
S, = L[99 _99Y
U= 9 dx; ox; (3.1.15)

sendo §¢;; € Sw;; 0s tensores de deformacdo e de rotagdo, respectivamente, definidos em
termos dos componentes dos deslocamentos virtuais. O primeiro é um tensor simétrico, ou

seja, 8¢;; = d¢j;, enquanto o segundo € antissimétrico, ou seja, dw;; = —Swj;. Assim,

66ui
0ji o, = 0;;0¢;j + 050wy (3.1.16)

Sabendo-se que o tensor de tensdo € simétrico, ou seja, gj; = g;;, 10go, 0j;;6w;; = 0 €

a Equacéo (3.1.16) pode ser reescrita como

68ui
O P (3.1.17)

Por fim, substituindo-se as Equacdes (3.1.12) e (3.1.17) na Equacéo (3.1.10), chega-se

a equacdo associada ao principio dos deslocamentos virtuais
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j 0;;0¢;; dV = J b;6u; dV + f t;0u; dS (3.1.18)
14 4 So

na qual o lado esquerdo representa o trabalho virtual interno, enquanto que o lado direito da
mesma apresenta o trabalho virtual externo. Este principio pode ser enunciado da seguinte
forma: se um deslocamento virtual é aplicado a um corpo sujeito a um sistema de forcas em
equilibrio, o trabalho virtual realizado pelas forgas externas € igual ao trabalho virtual

realizado pelas forgas internas ao corpo.

3.2 Formulacéo do método dos elementos finitos para analises elasticas lineares

bidimensionais

Considerando-se um problema com dominio V e contorno S, cuja malha em elementos
finitos bidimensionais esta ilustrada na Figura 10, com um numero total de elementos igual a
N, tem-se que os componentes u, e u, do campo de deslocamentos u = [U1  Uz]T sdo
geralmente aproximados por funcdes de forma, porém, a priori, diferentes funcdes de forma

podem ser utilizadas para cada um dos componentes.
Figura 10 - Malha de elementos finitos em duas dimensdes.

A -

Fonte: Elaborada pelo autor (2018).

Existem dois graus de liberdade por nd, que correspondem aos dois componentes

globais de deslocamento, entéo, o vetor de deslocamento nodal global pode ser escrito como
T
d={d® 4@ g .. dW} (3.2.1)

em que d® sdo os valores nodais dos componentes de deslocamento e podem ser expressos

por
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T
4P = (@ P} (32.2)

e n é o nimero de nés da malha discretizada de elementos finitos. O campo de deslocamento

do método dos elementos finitos pode ser expresso da seguinte forma:
n
u; (X1, %2) = Z Np(xpxz)di(p) (3.2.3)
p=1

em que N, (xq, x,) sdo as funcdes de forma. Empregando-se notagdo matricial, segue:

u(xy, x2) = N(xy, x2)d (3.2.4)
em que
NG, x2) = [ND (g, x) N®(xg,x5) - Ny, x5)] (3.2.5)

sendo que N® (x,, x,) é dado por

Np(xpxz) 0

N(p) (xl’ xz) = 0 Np (xl, xz) (326)

3.2.1 Matriz cinematica

As deformacdes também podem ser expressas em termos das funcdes de forma e dos
deslocamentos nodais. Dessa forma, a relacdo apresentada na Equacdo (2.1.23) pode ser

reescrita empregando-se o operador gradiente 9@, que resulta em
e={&1 & 2&3} =0u=Bd (3.2.7)

em que a matriz cinematica B é definida como

B=0N=[gN® gN@® oN® ... gNM™] (3.2.8)
sendo

[ON.

—P

d0x,

JN.

IN® = —L

0 o, (3.2.9)

dN, ON,

[ dx, Ox,]
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9=10 == (3.2.10)

3.2.2 Principio dos deslocamentos virtuais em notacdo matricial

Substituindo-se o termo a esquerda da Equacdo (3.1.18) pela relacdo constitutiva
apresentada em (2.3.1), obtém-se a seguinte expressao:

jCijklgkl6€ij dv = j EiSui dv + f fi6ui ds (3211)
4 4

Sa

Empregando-se notagdo matricial e a matriz constitutiva de rigidez C para anélises
elasticas lineares bidimensionais, seja para Estado Plano de Tensdes ou de Deformacdes, tem-

Se

szTCSdV=f6uTBdV+ f6qudS (3.2.12)
v v

So

O vetor de deformacéo € pode ser substituido pela expressdo apresentada na Equacdo
(3.2.7), enquanto que o vetor dos deslocamentos u pode ser tratado como apresentado na

Equacédo (3.2.4), sendo assim
j 5d"BTCBd dV = j S[Nd]"bdV + J 5[Nd]Ttds (3.2.13)
%4 14 Sa

Podendo-se reescrever a Equacdo (3.2.13) da seguinte forma

i f B'CBdVd = &d” f N'bav + &d” f NTtds (3.2.14)

14 v Sy

A Equagcéo (3.2.14) pode ser reescrita da seguinte forma
5dTKd = 5d7f (3.2.15)

em que K é conhecida como a matriz de rigidez e é dada por
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K= f BTCBdV (3.2.16)
174

e f € o vetor de forgas expresso por

fszTBdV+ fNdeS (3.2.17)

v Sy

Neste caso, o primeiro termo desta soma refere-se as forcas de corpo do problema
analisado e pode ser denotado por f(i,), enquanto que o segundo termo refere-se as forcas de
superficie que atuam no sistema estudado, podendo ser denotado por f. Por fim, como éd

pode assumir qualquer valor admissivel, assim, a Equacdo (3.2.15) resulta na seguinte

expressao:
Kd =f = f) +fp (3.2.18)
3.2.3 Montagem do sistema global

Para um dominio de analise discretizado em varios elementos finitos, o sistema global
é definido pela matriz de rigidez global, pelos deslocamentos globais e pelas for¢as globais da
estrutura. A matriz de rigidez global estabelece a relacdo entre forgcas e deslocamentos
definidos em coordenadas globais. Estas relagfes podem ser expressas como um produto de

matrizes

Kgd =f (3.2.19)
em que K, € a matriz de rigidez global. Na obtengdo dos elementos da matriz de rigidez
global, emprega-se 0 metodo da rigidez direta. Dessa forma, a obtencéo dos coeficientes K;;
da matriz de rigidez global se da pela soma das contribuicdes de rigidez de cada elemento que

compdem o dominio de anélise, levando-se em consideracdo as incidéncias cinematicas e

estaticas.

A Figura 11 apresenta um dominio discretizado em trés elementos finitos
bidimensionais triangulares. A matriz de rigidez global do sistema proposto pode ser expressa

como

K, = f BTCBaV = fBTCB dv + f BTCBav + fBTCB av (3.2.20)
14 Vi

V2 V3



48

em que sdo somadas as contribuicdes de cada um dos trés elementos, nos quais a estrutura é
discretizada, empregando-se a propriedade da aditividade da integral. Esta propriedade

também se aplica na montagem dos vetores globais de forca f(B) e fp. Séo estes vetores e a

matriz resultante do método da rigidez direta que compdem o sistema global, junto com o

vetor global d, formado pelos deslocamentos nodais globais.

Figura 11 - Malha bidimensional com 3 elementos finitos.

X,
A -

:XI
Fonte: Elaborada pelo autor (2018).

Figura 12 - Elemento retangular bilinear.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2018).
3.2.4 Elemento retangular bilinear

O elemento retangular bilinear (Q4) é composto por quatro linhas retas e quatro nds,
sendo um nd em cada canto que compdem o retangulo, como mostrado na Figura 12. Esta
simplificacdo da geometria do elemento finito é introduzida com a finalidade de facilitar a
discretizacdo do dominio de anélise, a definicdo das condi¢des de contorno, a avaliacdo da
matriz de rigidez e dos vetores de forca locais e a montagem do sistema global. Assim, o
dominio de projeto adotado € retangular e este € discretizado em elementos retangulares,

gerando uma malha estruturada. Por conseguinte, a numeracéo dos elementos é feita linha por
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linha, iniciando-se no canto inferior esquerdo, 0 mesmo acontecendo para os nos da estrutura,
enguanto que a numeracao dos nds nos elementos é no sentido anti-horario, iniciando-se pelo
canto inferior esquerdo cujas coordenadas nodais sdo (x?9,x9). As coordenadas dos demais
nos podem ser obtidas a partir das coordenadas do n6 1, adicionando-se a altura e/ou a largura
do elemento, conforme ilustrado na Figura 12. A Tabela 1 apresenta as coordenadas

cartesianas de cada um dos quatro n6s que compdem o elemento Q4.

Tabela 01 - Coordenadas reais do elemento Q4.

NO  xq Xy
1 x? x3
2 xXN+1 2
3 xXN+1 x2+h
4  x) x¥+h

Fonte: Elaborada pelo autor (2018).

As funcbes de forma para este elemento foram construidas com base no método do
produto tensor. Esta abordagem baseia-se nos produtos de fungdes de forma inferiores e na
exploracdo da propriedade do delta de Kronecker das funcdes de forma (FISH;
BELYTSCHKO, 2007). Em outras palavras, as fungdes de forma bidimensionais foram
obtidas pelo produto de fung6es de forma unidimensionais, levando-se em consideracéo o fato
deste produto ser igual a um em seu respectivo no e nula para os demais nos do elemento. As
funcdes de forma para o elemento Q4 encontram-se na Equagdo (3.2.21), em que 4, é a
respectiva area do elemento.

1
Ny (xq,x3) = A_(xi) +1- x1)(xg +h—x)
e

1
Ny(x1,x3) = A_(xl - x?)(xg +h—x3)
e

(3.2.21)
1
Ns(xpxz) = A_(x1 - X?)(xz - xS)
e
L % 0
Ny(xq1, %) = A_(xl + 1= x1)(x — x3)
e

A partir das fungOes de forma, o campo de deslocamento pode ser escrito como

up(xq,x3) = N1(x1:x2)d§1) + Nz(X1,x2)d§2) + N3 (x4, xz)df) + Ny(xy, Xz)d§4) (3.2.22)
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uy (%1, x2) = Ny(x4, xz)dgl) + Nz(xpxz)dgz) + N3(xy, xz)d§3) + N4(x1,x2)d§4)

Empregando-se a Equacéo (3.2.16) e a relacdo constitutiva para um Estado Plano de
TensOes, Equacdo (2.3.7), chega-se na matriz de rigidez deste elemento, apresentada no
Apéndice B.1.

3.2.4.1 Compatibilidade cinematica

A compatibilizacdo cinematica nada mais é do que garantir que os deslocamentos nos
noés que conectam dois ou mais elementos sejam iguais. Uma vez que o campo de
deslocamento para o elemento Q4 € bilinear, a conectividade por meio dos cantos de cada
elemento garante que haja compatibilidade também em toda a aresta que conecta dois
elementos adjacentes. A Figura 13 mostra uma representacdo de como a compatibilidade
cinematica se da para este tipo de elemento. Partindo da analise da Figura 13 tém-se as

seguintes relac@es entre os elementos adjacentes g e q':

(2, 5(1,q7 5@, &aqr !
40 = a0 — g® o B - g - g0 (3.2.23)

em que &l.(p‘q) e di(p) sdo os deslocamentos associados aos graus de liberdade locais e globais,

respectivamente, p e p sdo identificadores local e global do no, respectivamente, e g é 0

identificador do elemento finito.

Figura 13 - Representacédo da compatibilidade cinematica.

N(4,9) A (3,9) ) N (4, 9) A (3,9)
dZA dzA d2 d2A dzA
N(4.q) ZT 3 4, 9)
- di o E5,(3»1) o > (» © >4 ® Ec;,e,q')
1 (p V) dl 1
(q) NCY R . (g) A @.q)
A (Lg) A (Lg)
dzlr Zrdz dZZT dzlr dz
® o > e— »n @ o LDA @.4)
—DAraa & — A &
dl ' d’ (p) d1 d] d]

Fonte: Elaborada pelo autor (2018).
3.2.4.2 Compatibilidade estatica

No que diz respeito a compatibilidade estatica, ha o envolvimento da terceira lei de

Newton e a imposicdo do equilibrio nos nés da malha de elementos finitos. Na
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compatibilizagdo estética, a aplicacdo da terceira lei de Newton e a imposicdo do equilibrio
estatico ocorrem somente nos nos. Na Figura 14, Fi(p"’) é a componente do vetor de forcas

local atuante no elemento e Fl.(p) é a componente do vetor de forgas global atuante no n6 da

malha de elementos finitos.

Figura 14 - Representacdo da influéncia da terceira lei de Newton na compatibilidade estéatica.

A (4, 9) A (3, 9) (4, q) A3 q)
Fon Fon Fz(p : 2N 2\
A (4, q) ZT A (4, q)
® ok o AG) @i v @ ! ® P
! (p ) FI i
A (q) N R o) () N
(L q) . F’2 F’2
FZ F2
[ @ > o— (»n @ @ LD ,
—T A9 fo (p) F, —T> A4 )
1 F]
Fonte: Elaborada pelo autor (2018).
Figura 15 - Forcas atuantes nos nésp e p'.
® @)
F. F
VAN VAN
A (L q) A (4, 9"
vF ; VFZ
A (2, ) ®) A (3,9) )
) < (p)o Saay UF,  Fi< v )o Dras UF,
1 1
A (2, 9) A (3, q)

Fonte: Elaborada pelo autor (2018).

A Figura 15 ilustra as forcas atuantes nos nds p e p’, decorrentes da aplicacdo da

terceira lei de Newton e utilizadas na avaliacdo do equilibrio estatico de cada né da malha de

elementos finitos. Assim, a partir da analise de equilibrio dos nés p e p’, sdo obtidas,
respectivamente, as seguintes expressdes:

Fi(Z'Q) + Fi(qu’) — Fi(p) (3224)
Fi(3‘q) + Fi(4,tI’) — Fi(p’) (3225)
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Por fim, vale ressaltar que as compatibilidades cinematica e estética da formulagdo em
deslocamentos do método dos elementos finitos ocorrem exclusivamente nos nos e isto pode
levar a obtencdo de topologias 6timas que apresentam o padrdo de tabuleiro de xadrez,
instabilidade numérica que serd melhor estudada no Capitulo 5 desta dissertacdo. Em outras
palavras, estas duas compatibilizacBes garantidas apenas nos ndés da malha de elementos
finitos, quando do emprego de elementos quadrilaterais com quatro nds, levam a

configuracBes com manufatura inviavel.

Figura 16 - Elemento retangular quadratico.

Lo o -

5
1 [ i [ 2
44
Fonte: Elaborada pelo autor (2018).

3.2.5 Elemento retangular quadratico

O elemento retangular quadratico (Q8) é também composto por quatro linhas retas,
mas neste caso, as funcdes de forma séo interpoladas por meio de oito nés, sendo quatro em
cada canto e outros quatro no meio das arestas do retangulo, como mostrado na Figura 16.
Neste caso, a numeracdo dos nds é feita no sentido anti-horario, sendo enumerados primeiro
0s nos dos cantos e em seguida 0s n6s dos meios das arestas. As coordenadas dos nds podem
ser escritas a partir das coordenadas do ponto de origem 0(0,0), e das dimensdes do

elemento. A Tabela 02 apresenta as coordenadas de cada n6 do elemento Q8.

As funcdes de forma para o elemento Q8 foram obtidas por meio do método do
produto tensor, assim como feito para o elemento Q4. A Equacdo (3.2.26) apresenta as
funcOes de forma obtidas para cada um dos oito nés do elemento analisado, sendo s = 2x; /1
er =2x,/h.
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Tabela 02 - Coordenadas reais do elemento Q8.

N() X1 X2

1 L R
2 2
o L R
2 2
3 L
2 2
4 _L o0
2 2
s o
2
o Lo
2
;o
2
s L
2

Fonte: Elaborada pelo autor (2018).

Ny(x1,%5) = —%(1 —-s)1-r)(A+s+7)
Ny(x1,%5) = —%(1 +s)(1—-r)(1-s+71)
N3(x1,%x3) = —%(1 +s)(1+r)(1—-s—71)
Ny(x1,%,) = —%(1 —s)1+r)(A+s—71)
(3.2.26)
1
N5Cor,x2) = 5 (1= 1)(1 = 5)
1
Ng(x1,%3) = 5(1 +5)(1—r?)

1
Ny (x1,%7) = 5(1 —sH)(1+71)

1
Ng(x1,%2) = 5(1 —s)(1—r?)

O campo de deslocamentos pode ser escrito como
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ug(x1,x;3) = N1(x1'x2)d§1) + Nz(xl,xz)df) + N3(xy, xz)d?) + Ny(xy, xz)d§4)
+ Ns(xl,xz)df’) + Ng (x4, xz)d§6) + N7(x1,x2)d§7)
+ Ns(xpxz)d?)

(3.2.27)
U, = Nl(xl,xz)dgl) + Nz(xl,xz)dgz) + N3(x1,x2)dg3) + N4(x1,x2)d§4)

+ Ne (xl,xz)dgs) + Ng(xq, xz)dgm + N7(x1,x2)dg7)

+ Ng(x4, xz)dgs)

Seguindo-se 0s mesmos passos descritos na secdo anterior, chega-se na matriz de

rigidez local deste elemento, apresentada no Apéndice B.2.
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4 TEORIA DE VOLUMES FINITOS

Uma técnica alternativa ao emprego do método dos elementos finitos é apresentada
em Aboudi et al. (1999) e foi originalmente denominada de teoria de alta ordem (Higher-
Order Theory). Segundo Cavalcante (2006), esta técnica emprega a média volumétrica dos
diversos campos que definem o comportamento do material e imp&e condi¢des de contorno e
de continuidade em termos médios entre 0s subvolumes (células ou subcélulas) utilizados na
discretizacdo da estrutura. Os primeiros trabalhos a tratarem desse método foram publicados
no comeco da década de 1990 e geralmente apresentam a teoria de alta ordem aplicada a
analise de materiais funcionalmente graduados. Por exemplo, Aboudi et al. (1993)
apresentaram uma formulagdo térmica e outra termomecénica da teoria de alta ordem com a
finalidade de capturar os efeitos locais da microestrutura de materiais compdsitos com matriz
metélica gerados por gradientes térmicos, assim, eles empregaram uma expansao quadratica
no problema térmico e uma expanséo linear para o problema mecanico. Entre os anos de 1993
e 1999, este método continuou a ser desenvolvido. Pindera et al. (1995 e 1998) forneceram
resumos dos diferentes estagios de desenvolvimento da teoria durante esse periodo. Por fim,
Aboudi et al. (1999) apresentaram uma generalizacdo para a teoria de alta ordem baseada em
coordenadas cartesianas, para analise de materiais compositos funcionalmente graduados,

com o intuito de realizar um acoplamento entre micro e macroestrutura.

A teoria de volumes finitos, denominacédo sugerida originalmente por Bansal (2005) e
Cavalcante (2006), surge a partir de uma simplificacdo da teoria de alta ordem. Segundo
Bansal e Pindera (2002), as principais mudancas envolvem a simplificacdo da discretizacdo
do dominio e a substituicdo da media volumétrica dos campos de deslocamento e tensdo por
médias superficiais associadas a cada interface de uma célula. Sendo assim, esta teoria
apresenta algumas semelhancas com o Método dos VVolumes Finitos aplicado na Mecanica de
Fluidos e apresentado em Versteeg e Malalasekera (1995), razdo pela qual foi sugerida a

denominagdo Teoria de Volumes Finitos para este método.

A teoria de volumes finitos e 0 método dos volumes finitos apresentam, basicamente,
dois pontos em comum. Um deles refere-se ao fato de ambos partirem de uma abordagem
Newtoniana na concepcdo do modelo. Diferentemente do método dos elementos finitos, que
utiliza uma abordagem lagrangiana na elaboracao das formulacdes para analises mecanicas. O
segundo ponto refere-se ao fato das condi¢gdes de contorno em ambos os métodos, teoria de

volumes finitos e método dos elementos finitos, serem atribuidas de forma semelhante.
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Os primeiros trabalhos que levaram ao desenvolvimento dessa nova técnica datam
desde o ano de 2002. O primeiro trabalho a sugerir esta simplificacdo a teoria de alta ordem
foi Bansal e Pindera (2002), seguido por Cavalcante (2006) e Cavalcante et al. (2007a,b) que
contribuiram com uma formulacdo paramétrica bidimensional mais apropriada para a analise
termomecénica de estruturas com contorno curvo. Em seguida, Gattu et al. (2008) e Khatam e
Pindera (2009 e 2010) seguiram Cavalcante et al. (2007a,b) e introduziram um mapeamento
paramétrico a versao homogeneizada da teoria de volumes finitos, conhecida como FVDAM
(finite-volume direct averaging micromechanics). A generalizacdo para a Vversdo
homogeneizada da teoria de volumes finitos para materiais periddicos submetidos a
deformacgOes finitas foi apresentada por Cavalcante e Pindera (2014a,b). De forma
semelhante, Cavalcante e Pindera (2012a,b) apresentaram a teoria generalizada de volumes
finitos, que incorpora, além dos deslocamentos médios, rotacGes e curvaturas a formulagéo

mecanica para analise eléstica de sdlidos.

Basicamente, Cavalcante e Pindera (2012a,b) generalizaram a teoria de volumes
finitos para materiais funcionalmente graduados baseada em uma discretizacdo do dominio de
analise em subvolumes retangulares e em uma representacdo quadratica incompleta do campo
de deslocamentos, originalmente desenvolvida por Bansal e Pindera (2003), pela adicdo de
termos de ordem superior. A generalizacdo da teoria é alcancada de forma sistémica para
diferentes ordens, assim, a teoria de volumes finitos de ordem zero corresponde a versao
original, apresentada por Bansal e Pindera (2003). Cada ordem corresponde a um aumento na
complexidade do campo de deslocamentos acompanhado pela adicdo de quantidades
cineméticas avaliadas em termos médios e baseadas em consideracdes da teoria da
elasticidade, as quais introduzem uma significancia mecanica ao problema (CAVALCANTE;
PINDERA, 2012a). Assim, a teoria de volumes finitos de primeira ordem incorpora a versao
original as rotacdes, enquanto que a teoria de segunda ordem incorpora além das rotacgdes, as

curvaturas.

Este trabalho visa contribuir com a aplicagdo da teoria generalizada cartesiana de
volumes finitos na otimizag&o topoldgica de estruturas continuas. Tradicionalmente, 0 método
para analise mecanica elastica empregado na otimizacao topoldgica é o0 método dos elementos
finitos. Geralmente, a aplicacdo deste método leva ao surgimento de problemas numericos
indesejaveis na estrutura otimizada, entre eles podem ser destacados: o efeito do padréo
xadrez e a dependéncia de malha. Além do mais, muitas solugdes alternativas, que veem

sendo propostas por diferentes autores para superar estes problemas, tém levado a um maior
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custo computacional ou modificado o problema de otimizacdo de tal maneira que a solucdo
obtida muitas vezes ndo corresponde a solucdo 6tima do problema, ver Jang et al. (2003),
Pereira et al. (2010), Araujo et al. (2017) e Balogh e L6g0 (2017).

Grande parte dos problemas numéricos na otimizacao topolégica surge em virtude das
condigdes de continuidade cinematica e esttica serem estabelecidas nos nos que conectam
dois ou mais elementos finitos. Em certos casos, apos 0 processo de otimizagdo, os elementos,
gue formam a estrutura 6tima, podem estar conectados entre si de uma maneira semelhante a
um tabuleiro de xadrez, resultando numa estrutura com uma rigidez artificial, além de
inviabilizar a manufatura da mesma. Por outro lado, a teoria de volumes finitos apresenta
algumas vantagens em relagdo ao método dos elementos finitos, entre elas, hd o fato das
condices de continuidade serem estabelecidas nas interfaces dos subvolumes adjacentes.
Sendo assim, topologias 6timas obtidas pela aplicacdo desta teoria ndo apresentam o efeito do

padrdo xadrez, viabilizando a manufatura das topologias obtidas, ver Araujo et al. (2017).

Figura 17 - Discretiza¢cdo do dominio de anélise e o sistema de coordenadas globais (& esquerda)

e 0 subvolume e o sistema de coordenadas locais (a direita).
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Fonte: Adaptado de Cavalcante e Pindera (2012a).

4.1 Formulagéo generalizada da teoria de volumes finitos para analise mecénica

de sélidos

A formulagdo apresentada aqui tem como base a formulacdo generalizada cartesiana
bidimensional da teoria de volumes finitos apresentada em Cavalcante e Pindera (2012a). A
Figura 17 apresenta o dominio de referéncia adotado, neste caso, € considerado um dominio

retangular ocupando o plano x; —x, com 0 <x; <L e 0<x, <H. Este dominio €
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discretizado em Ng subvolumes na horizontal e N, subvolumes na vertical designados pelos
pares ordenados (f,y), como mostrado na Figura 17. As dimensdes dos subvolumes sdo
expressas por lg e h, (para p=1,..,Ng e y=1,..,N,) ao longo dos eixos x; e x;,
respectivamente. Cada subvolume pode também ser denotado por um Unico namero inteiro

q = B + (¥ — 1)Ng, sendo que o numero total de subvolumes na estrutura discretizada é dado
por N, = NgN,,.

Figura 18 - Quantidades cinematicas avaliadas em termos médios nas faces do subvolume q.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2018).

O campo de deslocamentos de um subvolume (8,y) no plano x; — x, é aproximado
por polinémios de segundo de grau, expresso em funcdo das coordenadas locais de cada
subvolume (CAVALCANTE; PINDERA, 2012a). Estes polindmios podem ser expressos por

1 2 12
uBV = BN L By BN | B (B 0y B +_<3x§ﬁ> _ f) W B

i(00) i(10) i(01) i(11) 2 i(20)
1 2 h? 1 2 1
2] 14 BY) (B) B\ ., Wy By
+ E <3X2 - Z) M/i(OZ) + E (3)(1 - Z) Xy VVL'(ZI) (411)

1 2 h? 1 2 13 2 h?
) Y. By, BY) ()] B 62) 14 BY)
+ E <3X2 — T) X1 VVi(lZ) + Z <3X1 — Z) <3x2 — T) VVi(ZZ)

emquei=12e ngfn?) sdo os coeficientes desconhecidos do campo de deslocamentos. Em

cada subvolume existem um total de 18 coeficientes a serem determinados. Estes coeficientes

sdo expressos em funcdo das seguintes quantidades fisicas: deslocamentos, rotagdes e
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curvaturas avaliadas em termos médios nas faces dos subvolumes. Assim, sdo determinadas
as matrizes de rigidez generalizadas (CAVALCANTE; PINDERA, 2012a). A Figura 18
ilustra essas quantidades associadas a cada face do subvolume (8,y), em que a convencgdo

adotada para indexac¢do se inicia na face inferior e prossegue no sentido anti-horério.
4.1.1 Variaveis cinematicas em termos médios nas faces

Assim como apresentado na formulacdo de Bansal e Pindera (2003), os valores

médios dos componentes do campo de deslocamentos nas faces sdo avaliados pelas seguintes

expressoes:
lﬁ/Z
1 _h
aY = T f u; (xilg ), +7y> dx P
g _lB/Z
oy (4.1.2)
—(2,4) 1 lﬁ’ €% 62
u” == u | £—=,x,"7 |dx,
h, 2
~hy /2

em que o sobrescrito indica o nimero da face do subvolume, conforme ilustrado na Figura 18.
O préximo passo refere-se a compatibilizacdo das variaveis cinematicas em termos médios, a

qual é motivada pelas condi¢cdes de continuidade pontual nas faces entre subvolumes
adjacentes (CAVALCANTE; PINDERA, 2012a). Assim, 0 deslocamento u, (x{”, x{"”) na

terceira face do subvolume (B, y) deve ser equivalente ao deslocamento na primeira face do
subvolume (B,y + 1) para que haja continuidade pontual. Além do mais, as derivadas de
primeira e segunda ordem também devem ser iguais nessas faces, garantindo, assim, a
continuidade pontual nas interfaces comuns entre os subvolumes. A compatibilizacdo
cinematica na terceira e primeira face de cada subvolume na estrutura discretizada se traduz

em

h h
DB Y _ . .B y+1
u2 (xl ;?) - uZ <x1 ) —T>

h h
7 (xiﬁ)’%) aV (xiﬁ)'_ )/2+1>

= 413
xP ox® (4.1.3)

h h
925 (xiﬂ), %> 92 (xyn’_ )/2+1)

2(By) - 2(8)
axl axl
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Da mesma forma, o deslocamento u, (xiﬁ),xé”)) também deve ser compatibilizado entre a

segunda e a quarta face de subvolumes adjacentes para que haja continuidade pontual. A

seguir, sdo definidos os componentes de rotacdo em termos médios

1g/2 _h
1 B du, (xiﬁ), + %)
9-(1,3) — dx(ﬂ)
21 lﬁ ax(p) 1
—13/2 1
l (4.1.4)
1 /2 ouy (i 73, xéy)>
ges 1 dx
12 A ax(y) 2
4 —hy/2 2

e, finalmente, os componentes de curvatura em termos médios podem ser definidos como

_%3)=1 f 2 dxP
l 2(B) 1
_lB/Z axl
) , (4.1.5)
h.,/2
L 62u1<i§,x§”)
cen -1 f dx V)
12 2(y) 2
hy dx
—hy/Z 2

Substituindo-se 0os componentes do campo de deslocamentos, apresentados na
Equacdo (4.1.1), nas Equacbes (4.1.2), (4.1.4) e (4.1.5) sdo obtidas 16 expresses para oS
deslocamentos, rotacOes e curvaturas médias nas faces de um subvolume. Por sua vez, essas
expressoes sdo dadas em funcao dos coeficientes desconhecidos do campo de deslocamentos.

As expressdes podem ser organizadas em notacdo matricial da seguinte forma:

@ w@

u @ |w@l..@ w

0| = Aiexie) |V [T A(1ex2 W0 (4.1.6)
x@ Wég)

T
em que U@ = [agq'ﬂ,agq'ﬂ,agq'”,agq'”,agqﬁ),agq'”,agq"”,agq"”] é o vetor local formado
pelos deslocamentos médios nas faces de um subvolume genérico q, 8@ =
_ _ _ _ T
[92(‘}'1),91(3'2),92(‘11'3), 91(3'4)] é o vetor local formado pelas rotagdes médias nas faces do

T
subvolume genérico g, k@ = [Kg‘i'l),ﬁg‘z),ﬁg‘i"?’),ﬁg"”] é vetor formado pelas curvaturas

médias nas faces do subvolume genérico a, W@ =
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T
(@) (@ (@) (@) (@) (@) (@) (@) A
[W1(10)'W1(01)'W1(20)'W1(02)'W2(10)'W2(01)'Wz(zo)'Wz(oz)] ¢ o vetor composto pelos

coeficientes de primeira e segunda ordem e que estdo diretamente relacionados a versao de

ordem zero da formulacdo generalizada da teoria de volumes finitos, WV(")=

T
[Wl(&)l),wz(gl)l), W1((qz)1)' Wz((qu)] é o vetor formado pelos coeficientes cruzados de primeira e

segunda ordem e que sdo incorporados para obtencdo da versdo de primeira ordem da

formulacéo generalizada da teoria de volumes finitos, Wv(é’) =

T
[Wl((ql)z), WD Wi, WZ((‘IZ)Z)] é 0 vetor composto pelos coeficientes cruzados de primeira e

segunda ordem e sdo incorporados na obtencao da formulacao de segunda ordem da teoria de

T
volumes finitos e W%, = [W(q) w D ] é 0 vetor composto pelos coeficientes de ordem

(00) 1(00)’ "¥2(00)
zero. As matrizes A((‘i)f)xm) e ag‘jéxz) encontram-se definidas no Apéndice C.

O vetor composto pelos coeficientes de ordem superior pode ser escrito em funcéo do
vetor composto pelas variaveis cinematicas e do vetor formado pelos coeficientes de ordem

zero da seguinte forma:

w@ @
W2~ (a@ Y'la@l-(a@ Y 'i@ w@

v _( (16><16)) 0 _( (16><16)) A(16x2) W(00) (4.2.7)
w9 K@

VZ

4.1.2 Variaveis estaticas em termos médios nas faces

Agora, € necessario avaliar os valores dos componentes do vetor formado pelas
variaveis estaticas, que atuam em termos medios nas faces do subvolume. Seguindo
Cavalcante e Pindera (2012a), inicialmente, definem-se os componentes de tracdo em termos

médios em cada uma das quatro faces do subvolume, os quais podem ser expressos como

l/g/Z
_ 1 _h
(0= [ a5 75l
ﬁ—lﬁ/Z
2 (4.1.8)
_ 1 l
=i [ u(e2a)ast
Y
-h,/2

As tracfes médias nas faces estdo relacionadas com as tensdes atuantes nos
subvolumes, que podem ser determinadas pela relacdo de Cauchy, apresentada na Equacéo
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(2.2.7). Como se trata de uma discretizacdo retangular do dominio de analise, os vetores
unitarios normais para cada face de um subvolume sdo expressos por n = [+1,0] ou n =
[0, +1] (CAVALCANTE; PINDERA, 2012a). Assim, os componentes de tracdo em termos

médios nas faces sdo dados por
£19) (2 = 0, (P 7 =hy
tl (xl ) = +O-12 ) ?
~(1,3 - =y

£49 (xP) = Fop, (xgm, +7)
09 () = o (2,17

z
579 (x) = o1 (J_r = xgw)

O préximo passo surge da necessidade de se garantir que os componentes de tracdo

>

(4.1.9)

devem ser continuos em faces comuns entre dois subvolumes adjacentes. Como no caso das
variaveis cinematicas, as derivadas de primeira e segunda ordem devem ser equivalentes para
que as condicdes de continuidade pontual sejam atendidas. Sendo assim, para tragfes normais

atuando na terceira face do subvolume (83,y) e na primeira face do subvolume (B8,y + 1),

deve-se observar £5°) (xfﬁ ))|(ﬁ'y) + &M (xfﬁ ))|(ﬁ'y+1) =0, ou

hy hy+1
022 (xiﬁ); 2 ) = 022 <xiﬁ), )/2 >

h h
60_22 ( iﬁ) %) 60-22 (xiﬁ)) - ]/2+1)
x® 25 (4.1.10)

h h
K oy (Xiﬁ) %) 02 022 (xiﬁ), )/2+1>

2(B) = 2(p)
0x; dx;

Além do mais, deve-se também garantir a continuidade pontual entre 0s componentes normais

de tracdo entre a segunda e a quarta face.

Uma vez que a representacdo do campo de deslocamentos utiliza coeficientes de
ordem superior, existe também a necessidade de garantir a continuidade interfacial das

derivadas primeira e segunda dos componentes de tracdo entre subvolumes adjacentes,
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conforme apresentado na Equacdo (4.1.10). Devido a representagdo do campo de

deslocamentos escolhida, somente a continuidade das derivadas em termos médios dos
componentes de tracdo normal é satisfeita (CAVALCANTE; PINDERA, 2012a). As

derivadas dos componentes de tracdo normal em termos médios sao definidas por

_(2'4) —
Ly =

_(113) i
2/11 —

_(2;4) j—
Ly =

lg/2 _h
1 k dt, (xfﬁ), +7y)
- dx(ﬂ)
lﬁ ax(ﬁ) 1
—lB/Z 1
h,/2 l
1 "oty (ijﬁ,xéw) -
— = dx,’
h Y
y K2 axz
lg/2 _h
1 0 (xiﬁ)’ +7y> ®)
A @) dx
l 2
B /2 dx;
h,/2 l
1 'V/ aztl (i g'xgy)> ( )
— f = dx,”’
h 2y
14 —hy/2 axZ

(4.1.11)

A Figura 19 ilustra as varidveis estaticas avaliadas em termos médios nas faces do subvolume

e que sdo empregadas na presente formulagéo.

Figura 19 - Quantidades estaticas avaliadas em termos medios nas faces do subvolume q.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2018).
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Considerando-se um material eléstico linear, tem-se a lei Hooke generalizada,
apresentada na Equacdo (2.3.1). Assim, o tensor de tensdes do subvolume (8,y) pode ser

obtido pela seguinte relacéo:

g BY) = cBY) (BY)
l] - Cukl €kl (4-1-12)
em que ¢ si0 os elementos do tensor de rigidez do material que preenche o subvolume e

ijkl
g,gf ") 540 0s componentes do tensor de deformacéo, que podem ser obtidos substituindo-se o
campo de deslocamentos, apresentado na Equacdo (4.1.1), nas relagcdes cinematicas,

apresentadas na Equacgéo (2.1.23). Dessa forma, os componentes de tensdo podem ser escritos

em funcdo dos coeficientes desconhecidos ngily)) a partir da Equacéo (4.1.12) e, por sua vez,

as variaveis estaticas podem ser obtidas mediante a substituicdo dos componentes de tenséo
nas Equagdes (4.1.9) e (4.1.11). Consequentemente, chega-se em 16 expressdes em funcéo
dos coeficientes desconhecidos do campo de deslocamentos. Estas expressdes podem ser

organizadas matricialmente da seguinte forma:

t@ w@
(@) (@ ()

t( =B ex16) Wy ) (4.1.13)
£y W

em que t@ = [ (@1 gav) $a2) §la2) $a3) plas) plas) (q‘”] é o vetor local formado

(¢ 1) §(a2) £(3) (q4)] é

pelas trages medias atuantes nas faces de um subvolume, t(‘” [tz/1 ittty

o vetor local formado pelas derivadas primeiras dos componentes normais das tracdes médias

atuantes nas faces de um subvolume e t9 = [t(q D §a2) £a3) $a4)

S e 1/22] é o vetor local

formado pelas derivadas segundas dos componentes normais das tracbes médias atuantes nas

(@)

faces do subvolume. A matriz B (16x16

) encontra-se definida no apéndice C.

Substituindo-se a Equacdo (4.1.7) na Equacdo (4.1.13), os coeficientes de ordem
superior sdo descartados, deixando-se o vetor local de variaveis estaticas em funcéo do vetor
local de variaveis cinematicas e do vetor composto pelos coeficientes de ordem zero,

conforme mostrado na Equacéo (4.1.14).

tl@ @

£@| _ o @ 2 @ @ 2@ W@

ty B(16><16) (A(16><16)) GICY B(16><16) (A(16><16)) (16><2)W(00) (4.1.14)
f(g) x(@

v
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4.1.3 Equilibrio local no subvolume

Na auséncia de forcas de corpo atuando em um subvolume, a satisfacdo das condigdes

de equilibrio é alcancada a partir da seguinte expressao:

lp/2 hy/2 1g/2
f ajimny dS—f t; dS — f tD dx® + f t? dxd + J t® dx P
Sq Sq ~lg/2 ~hy,/2 ~lg/2
2 (4.1.15)
N
—hy/2

ou, partindo-se da definicdo adotada para tracdes avaliadas em termos medios nas faces do

subvolume, a Equacéo (4.1.15) pode ser reescrita como
(1 (2 (3 (4
LED + hy 82 + 15ED + b £ = 0 (4.1.16)

Esta expressao pode ainda ser reescrita da seguinte forma em notacdo matricial:

4

£ (@) _
Et(q'p)qu = 0zx1) (4.1.17)
p=1
em que LP =1, IP =h,, 1P =1, e I'P = h, s os compri das f d
1 =l Ly =hy, L7 =lg €L, =h,y, primentos das faces de um

subvolume genérico g, enquanto t(¢?) pode ser escrito da seguinte forma:

f(q,p) — B(q,p) (A(Q)

-1 -1
= (a.p) (@ (@) (@
(2x16) 16><16) al® — B(2x16) (A16><16) A(16x2) W00) (4.1.18)

(@)

(16x16) dUe seleciona os elementos da matriz que

em que Bg’fl)G) sdo submatrizes da matriz B

estdo relacionados as tragfes médias atuantes na face p do subvolume q.

Substituindo-se 0s vetores médios de tracdes atuantes nas faces, apresentado na
Equacdo (4.1.18), na equacao de equilibrio local de um subvolume, Equacéo (4.1.17), resulta

a seguinte expresséo:

4 a@ 4
_1|u -1
(ap) ;@ (@ P _ (ap) ;@ (@) (@) )
z B2 ki6)lp (A16><16) [eiqﬂ = Z B2 xie)ly (A(16><16)) A(16x2) W(00) (4.1.19)
p:l E q p:l

4.1.4) Montagem da matriz de rigidez local
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A partir da Equacdo (4.1.19), pode-se isolar o vetor formado pelos coeficientes de

ordem zero. Dessa forma, o vetor W((gg) pode ser escrito em fungdo do vetor local formado
pelas variaveis cinematicas, gerando:
W _ s |
) _ 3\q
Wioo) = Azxae) |89 (4.1.20)
K@

em que

2@ @ ;@ \(a@ @ @ ;@ | (a@ Y
(‘z’m) ZB(me)Lq A(16><16)) A16x2) ZB(les)Lq A16><16) (4.1.21)

Inserindo a Equacdo (4.1.20) na Equacéo (4.1.7), pode-se chegar ao seguinte resultado:

WE"; 5@
q )
Wl = Adigxas) [9(‘”] (4.1.22)
em que
1
@ (@) (@) @ @
Aiex16) = (A(16><16)) (A(16><16)) A(16x2)A(2x16) (4.1.23)

Assim, os valores dos coeficientes desconhecidos do campo de deslocamentos podem ser
obtidos, desde que os valores numéricos para o vetor formado pelas variaveis cinematicas
avaliadas em termos médios nas faces de um subvolume sejam conhecidos. Substituindo-se as
Equacdes (4.1.20) e (4.1.22) na Equacdo (4.1.14), obtém-se um sistema de equacdes lineares
que relacionam as variaveis estaticas com as variaveis cinematicas dentro de um subvolume.

Esse sistema de equagdes pode ser escrito da seguinte forma em notagdo matricial:

t@ 5@
f@) _ (@ —
v | =Kexie) [9(‘”] (4.1.24)
tg%) x(@
em que Kg‘jéxm) = BE%XM)A(&)&K) é a matriz de rigidez local de um subvolume genérico gq.

4.1.5 Montagem da matriz de rigidez global

Assim como no método dos elementos finitos, a montagem da matriz de rigidez global
se d& pela soma das contribui¢Bes de todas as partes nas quais a estrutura é discretizada. Este

procedimento € tratado na literatura como método da rigidez direta. Dessa forma, a montagem
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do sistema global é o mecanismo responsavel por estabelecer a conectividade entre os
diversos subvolumes que compdem a estrutura como um todo, por meio da imposicdo das
condi¢cbes de continuidade cinemética e estatica nas interfaces compartilhadas por dois
subvolumes adjacentes. Segundo Cavalcante e Pindera (2012a), as condi¢Ges de continuidade
em termos medios das variaveis cinematicas, que compreendem os deslocamentos, as

rotacOes e as curvaturas, séo dadas por

By By+1) By B+1y)

ﬂi(g) _ alg) o ﬁi(Z) _ al§4)|

—21|(BY) —_c1y|(By+1) —con1BY) _ean|(B+LY)

3) ) 2 _ @

0,1 = 01 e 65 =0, (4.1.25)
BY) By+1) BY) B+1y)

—(3) _ =0 —(2) )]

K1 = K1 € Ky, = Kiy

Da mesma forma, as condicGes de continuidade das variaveis estaticas em termos médios sao

estabelecidas como

| BY) oy BYHD) (B (BHLY)
tl-(3)| +ti(1)| =0 ti(z)| +tl.(4)| =0

€
BY) (By+1) BY) (B+1y)
~(3) (1) — 7(2) 7(4) —
ta 2/1 =0 e t; T4 =0 (4.1.26)
B.Y) (By+1) BY) (B+1y)
=(3) (1) — #(2) 7(4) —
ta11 /11 =0 & typ Tl =0

tratando-se da aplicacédo da terceira lei de Newton.

Outra etapa importante no processo de montagem do sistema global de equacfes
refere-se a definicdo das condicBes de contorno. Neste caso, qualquer quantidade em termos
médios de varidvel cinematica ou estatica pode ser prescrita nas faces externas de um
subvolume localizado no contorno (CAVALCANTE; PINDERA, 2012a). Por exemplo, na
borda esquerda do dominio retangular de anélise, ilustrado na Figura 16, pode-se especificar

qualquer uma das seguintes variaveis em cada face externa do subvolume do contorno:

Ly _(4)| 1Y)
7 ou ti(4)| paray = 1,.., N,
—(a)|LY) @y)
(4) 7(4) —
01, ou ty,, paray =1,...,N, (4.1.27)
a1y _ @y
g ou %), paray = 1,..,N,
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De forma similar, sdo também especificadas condi¢es de contorno nos bordos inferior,

direito e superior do dominio de analise.

Apos a aplicacdo das condicdes de continuidade e de contorno em termos médios,
tem-se o0 sistema global de equagdes para as variaveis cinematicas desconhecidas
(CAVALCANTE; PINDERA, 2012a). Considerando-se uma estrutura discretizada em N, =

NgN,, células, com quatro graus de liberdade por face, tem-se que o nimero de graus de
liberdade da estrutura é dado por Ny, = 4Ng(N, + 1) + 4(Ng + 1)N,. Assim, os vetores

formados pelas varidveis cinematicas e pelas variaveis estaticas globais nas faces podem ser

€Xpressos como

U _[a® g0 g® g g® 0 @ W]
(Ngix1) = [U1 Uz ey Uy 50507 ey U157, Koy v Ky oo K
( . (4.1.28)
_[f® 21 2@ (1) () ) 7(4) Fr
T(Ngl><1) - [t1 b e by by e Uy o by 10 e Ly g e 1/2;“5 ]

em que Nrgees = Np(N, + 1) + (Ng + 1)N, é o nimero de faces globais da estrutura. O
vetor local composto pelas variaveis cinematicas em termos medios de cada subvolume pode
ser descrito em fungdo do vetor global formado pelas varidveis cinematicas da estrutura da

seguinte forma:

T

[9&‘11] (16><Ngl) (Nglxl) (4.1.29)
K'\4

em que L é a matriz de incidéncia cinematica de um subvolume genérico q, sendo

(16xNg;)
composta essencialmente por zeros e por valores unitarios que indicam a posicdo geométrica
do subvolume dentro da estrutura discretizada. Da mesma forma, o vetor composto pelas
variaveis estaticas locais pode também ser obtido em funcéo do vetor global formado pelas

variaveis estaticas da estrutura, como apresentado na Equacédo (4.1.30).

t@

tlo (@)

ty L(16><Ngl) (Ngix1) (4.1.30)
£(@

L2

Aplicando-se propriedades da algebra linear, a Equacdo (4.1.30) pode ser reescrita como

t¢

ql[ ) ]l
L@ T (@)
Twgix1) = ZI[ (Z6XN91) t(q) JI (4.1.31)
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Substituindo-se as Equacdes (4.1.24) e (4.1.29) em (4.1.31), é possivel expressar o vetor das
variaveis estaticas globais em funcdo do vetor das variaveis cinematicas globais da seguinte

forma:
T(Nglxl) = K(NglxNgl)U(Nglxl) (4.1.32)

_yNa [(1@ @ @ / i -
em que Koy xn,,) = 2 [( (16XNgl)) K(lexle)L(mwgl) € a matriz de rigidez global da

estrutura. A partir da solugdo do sistema de equagOes apresentado em (4.1.32), os coeficientes
desconhecidos do campo de deslocamentos podem ser determinados por meio das seguintes

equacBes matriciais:

w@
(@] _ z@ @

Wy _A(16><16)L(16><1vgl)U(Nng1)

w (4.1.33)
@ _ 3@ (@)

Woo) = a(2><16)L(16xNgl)U(Nng1)

4.2 Formulagéo de primeira ordem da teoria de volumes finitos para analise

elastica de s6lidos

Na versdo de primeira ordem da formulagéo generalizada da teoria de volumes finitos
ndo sdo contempladas as curvaturas no conjunto de variaveis cinematicas, como ocorre para a
versdo de segunda ordem. Da mesma forma, as derivadas segundas das tragdes normais
médias nas faces também ndo sdo contempladas nesta formulagdo. Assim, o campo de

deslocamentos pode ser obtido retirando-se os termos associados aos coeficientes Wl(([i'z”)),

w, b1, w1 e w Y, ou seja, o campo de deslocamentos apresentado na Equagéo (4.1.1)

pode ser reescrito como

1 2 13
BY) _ y,BY) By, By) Wy, BY) B, Wy, BY) ()] B BYy)
up =Wy X1 Wigey X2 Wiy X1 % Wiy + 2 <3x1 - Z) W, 20y

1 2 h? 1 2 13
2] 4 By (3] BY. W)y, BY)
t3 <3x2 - Z) Witozy * 2 <3x1 - Z) X Wiz
. 2 (4.2.1)
BY) _ y,BY) By, BY) WMy, BY) B,y By) ®?* _'B BY)
Uz =Wy T X1 Woigy X2 Woory + X1 x5 Woihy + 2 <3x1 - Z) W, 209

1 2 h? 1 2 h?
) 14 ®BY) ) V). B BY)
+ > <3x2 2 > Wz(oz) + > <3x2 ~2 >x1 VV2(12)
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O campo de deslocamentos apresentado na Equacédo (4.2.1) possui ao todo 14 coeficientes a

serem determinados, sendo dois coeficientes de ordem zero (Vlll((ﬁby)) e VVZ((fé‘g)) ), seis

coeficientes de primeira ordem (Wl(g'g)), Wz(ég)) Wl((%ly)), I/I/z(([é}’)) Wl(([i'}’)) e I/I/Z(g’l’))), quatro

coeficientes de segunda ordem (Wl(é'g,’)), VI/Z(([;'(Q, I/Vl((ﬁ'z”)) e WZ((%ZV))) e dois coeficientes cruzados

de segunda ordem (Wl((g'l/)) e V'/z(([i'zy)))-

4.2.1 Avaliagdo das variaveis cinematicas e estaticas

Na formulacdo de primeira ordem da teoria de volumes s&o contempladas apenas duas
variaveis cinematicas avaliadas em termos médios nas faces do subvolume: os deslocamentos
e as rotacGes. Neste caso, a continuidade cinematica se da pela compatibilizacdo dos
deslocamentos e das derivadas primeiras de suas componentes normais entre subvolumes

adjacentes:
h h
o (xiﬁ)’%> = a® <x§ﬁ), _ y2+1)

h h
7l (xiﬁ)’%) aV (xiﬁ)'_ )/2+1>

B - B
6x1 6x1

[ l
a <§,x§V)> =7 <——B - ,x§V)>

l [
0w ($.1)  ou® (-2 +)

) - @)
axz axz

(4.2.2)

Dessa forma, reorganizando as expressdes para o campo de deslocamentos apresentadas na
Equacdo (4.2.1) em notagdo matricial, tem-se a seguinte relagdo para 0s componentes
cinematicos:

(@) W@
u _ Al (@) (@)
I:é(q) = A(12x12) wv(q)l + a5 Wo) (4.2.3)

(@)
(12x12

(@)

em que A (12x2)

yea sd0 matrizes que se encontram definidas no Apéndice C.

Consequentemente, a Equacéo (4.2.3) pode ser reescrita da seguinte forma:

w@ @ \[a@ @ \Y'.@ w@
Wv(q)l :(A(12x12)> [ﬁ(q) _(A(12><12)) a(12x2)Wi00) (4.2.4)
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No que concerne a continuidade estética entre subvolumes adjacentes, exigisse que as

tragdes atuando na terceira face do subvolume (B,y) e na primeira do subvolume (8,y + 1)

_ ®By) _ By+1) ) . .
satisfacam tl.(3) (xiﬁ))| +tl.(1) (xiﬂ))| =0, ou que as seguintes relagbes sejam

satisfeitas:
h h
3(.B _ (. B y+1
Jy) <x1 '2>—‘722 <x1 Ty )
h h
95 (xfﬁ), TY) do D (xi‘”,— ]/2+1) (4.2.5)
axiﬁ) - axif”

CondigOes semelhantes devem ser atendidas para 0s componentes de tensdo atuantes nas
segunda e quarta faces. Na presente formulacdo, sdo consideradas apenas duas variaveis
estaticas avaliadas em termos médios nas faces do subvolume: as tracGes e as derivadas
primeiras de suas componentes normais. Assim, considerando um material elastico linear,
conforme demonstrado na Segdo 4.1.2, o vetor local estatico para formulagdo de primeira

ordem da teoria de volumes finitos pode ser escrito como

t(q) w@
—(q) (12><12) w(q) (4.2.6)

)

em que B(i’lez)

é a matriz que relaciona os componentes estaticos de um subvolume com os

coeficientes desconhecidos do campo de deslocamentos, e encontra-se definida no Apéndice
C. Substituindo-se a Equacdo (4.2.4) na Equacdo (4.2.6), obtém-se a seguinte expressao

matricial para o vetor local estatico:

t9] _ @ @ '@ L@ @ @ @

l (q)l B(12><12) A(12><12)) I:é(q):l B(12><12) (A(12><12)) a(12><2)Vv(00) (4.2.7)
4.2.2 Equilibrio local no subvolume

Assim como apresentado na Secdo 4.1.3, na auséncia de forcas de corpo, o equilibrio

local pode ser estabelecido pela Equacéo (4.1.17), sendo t(4?) avaliado como

_ -1 g@
, (a.p) (@) u (gap) (@) (q) (@)
tar) = B(2><12) (A 2><12) I:é(q)] B(2><12) (A 2><12) (12><2)W(00) (4.2.8)



72

)

B{9P) ' sdo submatrizes que subdivide as oito primeiras linhas da matriz B(gmz) em

em que B (2x12)

guatro matrizes com duas linhas e doze colunas. Substituindo-se a Equacao (4.2.8) na equacao

de equilibrio local de um subvolume, Equacéo (4.1.17), chega-se na seguinte expressao:
@p) (@ | (@ u@ @p) ;@ |(a@ 2@ @
Z B(z><12)l‘p A12x12 [e(q) z B(2><12)Lp A(12x12)) (12><2)w(oo) (4.2.9)

Isolando o vetor W((gg) na Equacéo (4.2.9), encontra-se:

@ _ 5@ u@
W(oo) A5%12) 8@ (4.2.10)
em que

500 @p) (@ | (@ (@ @n) ;@ |(q@
Arx12) = l 2 B(lez)l‘p A(12><12)) a(12><2)] Z B(lez)Lp A12><12) (4.2.11)
Substituindo-se a Equacéo (4.2.10) na Equagéo (4.2.4), tem-se a seguinte expressao:

W(")l A@) [ﬁ(‘ﬂ

Wv(q) = A(12x12) 8@ (4.2.12)
em que

(@ @ -1 @ @ 2@

Aoz = (A(12><12)) (A(12><12)) A(15x2)A(2x12) (4.2.13)

Finalmente, substituindo-se as Equacdes (4.2.12) e (4.2.10) na Equacéo (4.2.7), pode-se obter
o sistema local de equaces, que relacionam as variaveis estaticas e cinematicas, ou seja, este

sistema pode ser escrito como

€l _ @ u@
I (q)l K(12x12) e(q) (4.2.14)

em que K(Q) — B(CI) A(Q)

(12x12) = B(12x12)A(12x12) € chamada de matriz de rigidez local para formulacao

de primeira ordem da teoria de volumes finitos.
4.2.3 Montagem do sistema global

Na formulagdo de primeira ordem da teoria de volumes finitos, as condigdes de

continuidade cinemaética e estatica sdo dadas por
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By By+1) BY) (B+1y)
i@ a7 e a7 <)

D

D

—can|(BY) —_c1y|(By+1)
3) _ @
021 0 1

—en | BY) _cay | (B+LY)
(2 —_ @
- Y2 912 9 2

-1

4.2.15)
LBy By By (BLY) (
ti(3)| + ti(1)| =0 e t§2)| + tl-(4)|

=(3) BY) n f(l) By+1) —0

BY) B+1,y)
7(2) 7(4) _
ty 2/1 t 0

e t); 1/2

Ao mesmo tempo, a titulo de ilustracdo, as condi¢des de contorno que podem ser impostas

nas faces externas de cada subvolume localizadas no bordo esquerdo do contorno séo

y) _()|LY)
al.(4)| ou ti(4)| paray = 1,..., N,
4.2.16)
)| (4 | (
6 ou &%) paray = 1,..., N,

Assim, o sistema global de equacdes para teoria de volumes finitos de primeira ordem pode
ser produzido considerando-se uma discretizagdo da estrutura em N, = NgN, subvolumes,
em que existem trés graus de liberdade para cada face de um subvolume, ou seja, 0 nimero
total de graus de liberdade da estrutura pode ser avaliado por Ng = 3Ng (Ny + 1) +
3(N3 + 1)Ny. Os vetores globais formados pelos deslocamentos e rotagdes e pelas tracoes e

as derivadas primeiras de suas componentes normais podem ser expressos por

T
_ |50 s —(4) 71 7(4) —(5) —(8) 5(5) 5(Nfaces)

U(Ngl><1)— [ul JUy 7y, Uy 0, 0577, 00,007, U777, 0, Uy ,921,...,912

( ) T (4.2.17)
_ 7@ z(» #(4) (1) 7(4) =(5) #(8) =(5) Nraces

T(Ngm)_[t1 e B By e G B B e B

Os vetores locais cinematico e estatico podem ser escritos, respectivamente, como

T
u _ 1@
[ﬁ(q) N L(12><Ngl)U(Nng1)
0] (4.2.18)
E(VCI) - L(lszgl)T(Nglxl)
em que ¢ a matriz de incidéncia cinematica do subvolume g. Por fim, o sistema
L{ s, ) & @ matriz de incid tica do subvol Por f t
g

global da estrutura pode entéo ser escrito como

T(Ngl><1) = K(Ng,xNgl)U(Nglm) (4.2.19)
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— vyl [(L@ Tk@ (@ ' v de riai
em que Ky xn,) = Zq21 [(L(lszgl)) K(12><12)L(1zx1vgl)] € a matriz de rigidez global para

versdo de primeira ordem da teoria de volumes finitos da estrutura discretizada.

4.3 Formulacéo de ordem zero da teoria de volumes finitos para analise eléstica

de solidos

Na formulacdo de ordem zero da teoria de volumes finitos sdo contemplados apenas 0s

deslocamentos e as tracBes avaliados em termos médios nas faces do subvolume. O campo de

deslocamentos nesta formulacéo pode ser obtido pela retirada dos coeficientes Vl/l((g'f)), Wz((’i;’)) :

Vlll((’i'ly)) e Vllz(g’l’)) das expressoes apresentadas na Equacéo (4.2.1), assim, tem-se

1 2 13
BY) _ By By, BY) Wy, BY) B B ®BY)
u; = W00y T %1 Woy Tx2 Wiory + P <3x1 - Z) W, 20)

(4.3.1)
1 2 h?

2] 14 BY)

+ P <3x2 - Z) Wi(oz)

em que i = 1, 2. Ao todo, tem-se 10 coeficientes a serem determinados, sendo dois de ordem

zero (VI/1(£’O”)) e Wz(([f)'(’)’))), quatro de primeira ordem (Wl((/i'(’)’)), VI/Z(([i‘g)) , VI/l((g}’)) e WZ((%I))) e quatro

BY) By y By BY)
de segunda ordem (W 507+ W50y Wico2) € Waioa))-

4.3.1 Avaliagdo das variaveis cinematicas e estaticas

Na formulacdo de ordem zero da teoria de volumes finitos, sdo contemplados apenas
os deslocamentos médios nas faces do subvolume como variaveis cinematicas. Assim, a
continuidade cinematica ocorre pela compatibilizacdo dos deslocamentos entre subvolumes

adjacentes:

h h
DB Y _ . .B y+1
“ ("1 '7>‘“i <"1 "T)

l l
a® (g,xgw) _ @ (-—ﬂ; ,xgw)

Os deslocamentos médios nas faces de um subvolume g, conforme apresentado na

(4.3.2)

Equacdo (4.1.2), podem ser escritos em funcdo dos coeficientes desconhecidos do campo de

deslocamentos

(@) — Al@ (@) (@)
u@ = AL WD +ad W (4.3.3)
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em que A((Z)Xs) e aggiz) sdo matrizes definidas no Apéndice C. A Equacdo (4.3.3) pode ser
reescrita como

_(a@ Y 's @ Y '@ w@
W@ = (Al ) u@ - (a,) ald, W, (4.3.4)

Quanto a continuidade estatica entre subvolumes adjacentes, deve-se observar se as

tracOes atuantes na terceira face do subvolume (B,y) e na primeira face do subvolume

i

h h
.Y\ _ _@f._.® y+1
O-Zi <x1 I?) - O—Zi <x1 ) 2 ) (435)

Também devem ser satisfeitas estas condi¢cGes para 0os componentes de tracdo atuantes nas

By By+1)
x x~ 73) (,.(B) (1) (, (B)
(B, + 1) estdo obedecendo a relagao >’ (xlﬁ )| + tl.( ) (xlﬁ )| =0, ou

segunda e quarta faces de subvolumes adjacentes.

Nesta formulacdo, as variaveis estaticas contempladas no problema sdo as tracGes
médias atuantes nas faces dos subvolumes. Dessa forma, considerando-se um material

elastico linear, o vetor local formado pelas tracdes médias nas faces pode ser expresso como

@) — pl@
t@ =B, W@ (4.3.6)
em que ng)xs) encontra-se definida no Apéndice C. Substituindo-se a Equacéo (4.3.4) na

Equacéo (4.3.6), chega-se na seguinte expressao:

i@ = B(q) A(q)

-1 -1
= (@) (@) (q) (@)
(8x8) ( (8><8)) u@ — B gxs) (A(SXS)) a5 W0 (4.3.7)

4.3.2 Equilibrio local no subvolume

Na formulag&o de ordem zero da teoria de volumes finitos, o vetor local (P pode ser
avaliado como

“ap) — @D (A@ \ ' @) (A@ \ '@ w@
tar) = B(>xs) (A8x8) u@ — B(>xs) (A8><8) g% 2)Wio0) (4.3.8)

em que BYP) sdo submatrizes que dividem a matriz B'?)

(2x8) (8xg) €M quatro matrizes com duas

linhas e oito colunas. Assim, substituindo-se a Equacdo (4.3.8) na Equacéo (4.1.17), que

define o equilibrio local em um subvolume, tem-se a seguinte expressao:
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(a.p) ;1(@ (q) (a.p) (@) (@) (@) (@)
ZB(ZXS)L A8><8 “(Q) ZB(ZXB)L A(sxs)) ag%2)Wio0) (4.3.9)

A partir da Equagdo (4.3.9), o vetor W(‘”) pode ser escrito como

(00
(@) ()
Weooy = a(zxs)“(q) (4.3.10)
em que
3@ @») (@ | (A@ L @ @m ;@ \(x@ \*
Aoxg) = ZB(zxu)Lp A(12><12)) A12x2) ZB(zxn)Lp A12><12) (4.3.11)

Substituindo-se a Equacéo (4.3.10) na Equagéo (4.3.4), tem-se:

(@)
W@ = A1z 0@ (4.3.12)
em que
A(@) @ \! (@) @ =@
Aliax12) = (A(12><12)) (A(12><12)) A(12x2)q(2x12) (4.3.13)

Por fim, o vetor formado pelas traces medias nas faces pode ser expresso em funcéo do vetor

formado pelos deslocamentos médios nas faces da seguinte forma:

fq) — gl@
t@ =K qu? (4.3.14)
em que Kgglg) ngig)A((‘g(s) ¢ a matriz de rigidez local empregada na formulagéo

cartesiana de ordem zero da teoria de volumes finitos.
4.3.3 Montagem do sistema global
As condi¢es de continuidade cinematica e estatica, nesta formulacédo, sdo dadas por
l_li(3)|(ﬁ,1/) _ ﬁi(l)|(ﬁ,y+1) . l_li(z)|(ﬁ,y) _ ﬁi(4)|(ﬁ+1,y)

By By+1) By B+1Y) (43.19)
EOT e =0 e 82T HEP]T T =

Enquanto que as condi¢Ges de contorno podem ser prescritas da seguinte forma:

6.1) 1)
—(1) (1) —
| ou EV|TT parap =1,..,Np (4.3.16)
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(Ngy) _2)|(Ng¥)

a@""" ou ti(z)| 7 paray =1, N,
(B.Ny) _3)|(BNy)

a1 ou tl.(3)| " paraB=1,..,Ng
1Y) _an | (1Y)

T ou ti(4)| paray = 1,.., N,

O sistema global de equagbes para uma estrutura discretizada em N, = NgN,

subvolumes e com Ny; = 2Ng(N, + 1) + 2(Ng + 1)N, graus de liberdade é obtido a partir

da seguinte expresséo:

T(Nglxl) = K(NglxNgl)U(Nglxl) (4.3.17)
T
em que T(y 1) = [Ef), £, E2, 1, o B ““es_l),ngf aces=1) ¢(Nraces) EéNf ““5)] é vetor

global formado pelas trages médias atuantes nas faces de cada subvolume, U(Nglx1) =

(1) =(1) =(2) =(2)

_(N -1) _(N -1
[ul ’uZ 'u]_ !uz ,-..,u( faces )u( faces )

(Nfaces) —(Nfaces)
1 ’r2 u

T
T y Uy ] ¢ o vetor global

formado pelos deslocamentos médios avaliados nas faces de cada subvolume, Kn,xng) =

N [(o Y g@ p@ ] ; - S
% (L ) K(gxg)L € a matriz de rigidez global da estrutura discretizada e

q=1 |\ ™(8xNg) (8xNg1)
L((‘é)XN ) € a matriz de incidéncia cinematica do subvolume q.
g

4.4 Solugéo do sistema global

Os sistemas globais de equacdes apresentados em (4.1.32), (4.2.19) e (4.3.17) podem
ser reescritos conforme apresentado na Equacgdo (4.4.1), apds a inser¢do das condigdes de
contorno e continuidade no problema. Para solugcdo dos sistemas globais, as Equacdes
(4.1.32), (4.2.19) e (4.3.17) podem ser divididas em submatrizes e subvetores da seguinte

forma:

Tc _ ch ch Ud

{Td} ~ Kgq ch] {Uc} (4.4.1)
em que T, e T; sdo 0s vetores com as variaveis estaticas conhecidas (especificadas pelas
condigdes naturais de contorno) e desconhecidas, respectivamente, U, e U, sd@o 0s vetores
composto pelas variaveis cineméticas conhecidas (prescritas pelas condi¢bes essenciais de
contorno) e desconhecidas, respectivamente, K.; € a submatriz de rigidez que associa as

variaveis cinematicas desconhecidas as varidveis estaticas conhecidas, K., € a submatriz de
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rigidez que associa as variaveis cinematicas conhecidas as variaveis estaticas conhecidas, K ;4
é a submatriz de rigidez que associa as variaveis cinematicas desconhecidas as variaveis
estaticas desconhecidas e K. € a submatriz de rigidez que associa as variaveis cinematicas
conhecidas as variaveis estaticas desconhecidas. Finalmente, o interesse esta na determinacéo
das variaveis estaticas e cinematicas ndo conhecidas de cada subvolume, assim, os vetores
formados pelas varidveis cinematicas e estaticas desconhecidas podem ser determinados a

partir das seguintes expressoes:

Uy = (ch)_ch - (ch)_chcUc

4.4.2
Ty = KgqUg + Ky U ( )
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5 PROBLEMA DE OTIMIZACAO TOPOLOGICA

Esta secdo da dissertacdo divide-se em trés partes principais. A primeira parte refere-
se a0 modelo SIMP com uma abordagem que objetiva a minimizacdo da energia de
deformacédo de uma estrutura carregada estaticamente. Esta abordagem baseia-se no modelo
apresentado em Sigmund (2001). Na segunda parte é apresentado o método OC, que nada
mais é do que um esquema heuristico utilizado na atualizacdo das variaveis de projeto durante
0 processo de otimizacao topoldgica. Finalmente, a terceira parte € constituida por uma secéo
que apresenta as instabilidades numéricas normalmente presentes em problemas de

otimizacdo topoldgica, sendo dado um enfoque especial ao problema do tabuleiro de xadrez.

O problema de otimizacgéo topoldgica consiste em encontrar o subdominio Q,; com um
volume limite de V incluido em um dominio de dimensionamento pré-estabelecido Q, que
otimiza uma determinada funcdo objetivo g, (por exemplo, a energia de deformacdo),
conforme ilustracdo apresentada na Figura 20. Encontrar a topologia étima do problema
significa achar as conectividades, a forma e o nimero de furos que leva a funcdo objetivo ao
valor extremo (SIGMUND; PETERSSON, 1998). Introduzindo uma funcdo de densidade p,
definida em Q, que devera assumir o valor 1 em Q, e 0 nos demais pontos do dominio, assim,

0 problema de otimizacdao topologica pode ser definido da seguinte forma
min go(p)

p
sujeito a

_ (5.1)
f pdQ <V,

Q
p(x) =00ul, VxeQ

Geralmente, o problema de otimizacdo topoldgica é tratado pela discretizacdo do
problema apresentado em (5.1), dividindo-se o dominio Q em N elementos finitos. Tomando-
se p como uma funcdo constante no elemento finito, o problema de otimizacdo topoldgica

discretizado pode ser definido como
min go(p)
p

sujeito a

N (5.2)
V= zpivi < ]7,
i=1
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pi=0oul, i=1,..,N

em que, p; e v; sdo as densidades relativas e os volumes dos elementos finitos,
respectivamente, e V é o volume final da estrutura otimizada (SIGMUND; PETERSSON,
1998).

Figura 20 - Dominios do problema de otimizagéo topoldgica.

Fonte: Silva (2003).

5.1 Problema de minimizacéo da energia de deformacéo

Para formulacdo do problema de otimizagdo topoldgica bidimensional, cuja fungédo
objetivo é a energia de deformacdo da estrutura, que deve ser minimizada, considera-se um
corpo sélido que ocupa um dominio Qg , 0 qual faz parte de um dominio de referéncia maior
Q em R?. A partir do dominio de referéncia Q, pode-se definir o problema de
dimensionamento 6timo da estrutura como o problema que busca a melhor escolha para o
tensor de rigidez C;j,,;(x), 0 qual é variavel ao longo do dominio de analise. Dessa forma,
introduzindo-se o trabalho interno virtual de um corpo elastico em equilibrio para um

deslocamento u e para um deslocamento virtual arbitrario du:

SWine(u, 6u) = J Cijia ()€ (w) gy (Su) dQ (5.1.1)
Q

com o trabalho externo virtual avaliado por

SW e (6U) = j b;6u; dQ + f tiu; dS (5.1.2)
Q So

Assim, o problema da minima energia de deformacao pode ser expresso como
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_ 1
ueuglcriljkl(x)U = EJ Cijra(x)€;j(W) g (6u) dQ

o (5.1.3)

sujeito a
SWipe(u, 6u) = SW,, (6u), Voéueuy,

Neste caso, as equacOes de equilibrio sdo escritas na sua forma variacional fraca, com
u,4 denotando os campos de deslocamento cineticamente admissiveis, b as forgas de corpo e
t as tracOes superficiais na regido tensionada S, c S da superficie do corpo (BENDS@E;
SIGMUND, 2003).

Na solucéo de problemas da forma apresentada em (5.1.3), utiliza-se normalmente
uma abordagem mecénica computacional, em que o problema é discretizado em elementos
finitos. Além do mais, a variavel de projeto do problema é considerada como sendo a
densidade artificial do material em cada elemento, que define a fracdo volumétrica de um
material poroso e afeta diretamente o tensor constitutivo do material, segundo o modelo de
Voigt, Ciji(x) = p(x)Cy, (x), que superestima a rigidez efetiva do material, uma vez que
assume a uniformidade do tensor de deformacdes, (DVORAK, 2013). Assim, o modelo de
Voigt define o limite superior para o tensor de rigidez de um material compdsito. Por fim,
levando em consideracdo uma abordagem baseada na micromecanica de materiais

compositos, o problema (5.1.3) pode ser entdo atualizado da seguinte forma:
minc(p) = d"K(p)d
sujeito a

vip) _
v -/

0<pminSpiS1

(5.1.4)

em que c(p) é a funcédo de flexibilidade da estrutura, d é o vetor global de deslocamentos da
estrutura, V(p) e V sdo o volume de material e o volume do dominio de referéncia,
respectivamente, f é a fracdo de volume prescrita, pi, € @ densidade relativa minima
(basicamente ndo nula para evitar singularidade) e p é o vetor com as densidades de todos os
elementos. A formulacdo apresentada em (5.1.4) possui como desvantagem o fato de o0s

resultados obtidos apresentarem elementos com valores intermediarios de densidade.

Numa modelagem mecanica baseada no Método dos Elementos Finitos, a fungdo de
flexibilidade representa o dobro da energia de deformacao, tal como demonstrado a seguir
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c(p) = 20(p) = | "C(p)eda = [ (BATC(pIBAdA = o [ BTC(pIBAAd = 'K (p)  (5.15)
Q Q Q

5.2 Solid isotropic material with penalization (SIMP)

Visto que o problema apresentado em (5.1) apresenta uma elevada complexidade,
existem duas possibilidades para encontrar uma solucdo para 0 mesmo. A primeira consiste
em modificar o problema e a segunda em realizar uma discretizagdo do mesmo. A primeira se
subdivide em dois caminhos: relaxacdo ou restricdo ao dimensionamento (SIGMUND;
PETERSSON, 1998).

5.2.1 Relaxagéo

A relaxagédo consiste no aumento do conjunto de dimensionamento, assim, a densidade
relativa, que no problema de otimizacdo topologica original s6 pode assumir os valores
inteiros 0 e 1, de acordo com a presenca ou ndo de material, passa a assumir qualquer valor

real entre 0 e 1 (0 < p < 1), resultando em um projeto com diferentes escalas de cinza.

Alguns autores questionam o fato de ndo ser possivel obter materiais com as
densidades intermediarias sugeridas pela relaxacdo do problema de otimizacdo topoldgica.
Porém, alguns estudos tém apontado para aplicacdo de materiais porosos, com o auxilio de
impressoras 3D, o que possibilitaria a fabricacdo dessas pecas estruturais. Os Ultimos avangos
nessas tecnologias tém possibilitado a aplicacdo de estruturas com topologias 6timas porosas,

especialmente na industria mecanica e aeroespacial.

Outra possibilidade para obter um problema melhor comportado, por meio da
relaxacdo do conjunto admissivel, € tratar o problema de otimizacao topolégica bidimensional
como o problema de uma chapa com espessura variavel, conforme modelo sugerido em
Christensen e Klarbring (2009). Neste caso, o0 problema de minimizacdo da flexibilidade da
estrutura € tomado como um problema que envolve a variabilidade da espessura de uma
chapa. Aqui, a variavel de projeto p pode ter qualquer valor real entre 0 e 1, e define a
espessura final relativa a espessura inicial do dominio de referéncia, t(x) = p(x)t,. Este
procedimento converte o problema de otimizacdo topolégica num outro problema em que a
energia de deformacédo especifica avaliada no plano depende linearmente de p (SIGMUND;
PETERSSON, 1998).
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5.2.2 Restricao

Os métodos de restricio propdem que seja feita algum tipo de restricdo ou
modificacdo no problema de otimizacdo topoldgica original, de forma que o conjunto de
solugdes se torne mais compacto. Isto pode ser alcancado pela introducéo de restri¢cGes extras
ao problema, com a finalidade de delimitar as oscilacbes da varidvel de projeto p
(SIGMUND; PETERSSON, 1998). De acordo com Sigmund (2001), devem ser inseridas
algumas restricdes aos resultados do dimensionamento, por meio do emprego de técnicas de

filtragem, como, por exemplo, uma restricdo ao perimetro da estrutura.
5.2.3 Penalizacéo dos valores intermediarios

Segundo Sigmund e Petersson (1998), existem duas razdes para penalizar os valores
intermediarios de densidade relativa. A primeira razdo refere-se ao pos-processamento dos
resultados oriundos de problemas com relaxacdo, e a segunda é para evitar a aplicacdo de
técnicas de programacéo inteira para solucdo do problema de otimizagdo. Vérias técnicas de
penalizacdo foram sugeridas por diversos autores. Por exemplo, Haber et al. (1996) sugeriram
substituir go(p) por go(p) +p - [ p- (1 — p)dx, em que p é o parametro que define o nivel
de penalizacdo. Christensen e Klarbring (2009) sugeriram também a substituicdo de p por
uma funcdo definida como é(p) = p/[1+ (¢ — 1) - (1 — p)], em que q deve ser maior que

um, e é uma varidvel que controla o nivel de penalizag&o.

O método mais popular de penalizagdo é o SIMP, introduzido por Zhou e Rozvany
(1991), que se baseia na penalizacdo das densidades intermediarias, a fim de que estas ndo
aparecam no projeto final otimizado (OLINQUEVICZ, 2015). Neste método, as propriedades
do material sdo assumidas constantes em cada elemento da estrutura discretizada, e as
varidveis de projeto sdo as densidades relativas artificiais dos elementos, podendo ser
interpretadas como as fragBes volumétricas dos materiais porosos que preenchem os
elementos. No entanto, o tensor de rigidez efetivo de cada elemento ¢é avaliado pela densidade
relativa elevada a uma determinada poténcia e multiplicada pelo tensor de rigidez do material
solido. Assim, diferentemente do problema originalmente proposto em (5.1.4), que utiliza o
modelo de Voigt na avaliagdo do tensor de rigidez efetivo do material (DVORAK, 2013), no

método SIMP o tensor constitutivo efetivo do material é avaliado por
Ciji(p) = p? * Cljiy (5.2.1)

em que C;},; é o tensor constitutivo do material sélido e p é o fator de penalizagao.
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Para a interpolacdo apresentada na Equagédo (5.2.1), observa-se que cijkl(o) =0e
Cijra(1) = C{}kl, 0 que significa que a solucéo final tende a apresentar densidades zero ou um
em todos os elementos, dentro de um contexto de penalizacdo dos valores intermediarios da
densidade relativa, resultando num projeto “preto e branco”. De acordo com Bendsge e
Sigmund (1999), para problemas de otimizacdo topoldgica com restricdo de volume, o valor
para p deve ser suficientemente grande, normalmente se requer p > 3, para gque se tenha um
projeto 0-1. A razdo para isto é que o volume € proporcional a p, a0 mesmo tempo em que a
rigidez ndo cresce proporcionalmente em relacdo a p com a mesma velocidade do volume,
consequentemente, a penalizacdo das densidades intermediarias produz resultados melhores
sem que haja a singularidade da matriz de rigidez.

Mesmo com emprego do SIMP podem aparecer densidades relativas intermediarias no
projeto final. Segundo Bendsge e Sigmund (1999), os valores de densidade intermediarios
podem ser idealizados como um material compdsito constituido por vazios (material poroso).
Assim, partindo-se dessa idealizacdo o0s autores chegaram a seguinte inequagdo para
estruturas bidimensionais

> p*(v) = { 2 4 }
p=p V) =max T (5.2.2)
a qual implica em p > 3. Na Equacdo (5.2.3) foram aplicados diferentes valores para o
coeficiente de Poisson v, constatando-se que o fator de penalizagcdo encontra-se geralmente

dentro do intervalo [3,4].

p'(v=0) =4 p* (v = %) =3 P’ (v = %) =4 (5.2.3)

A Figura 21 mostra a curva que representa a parametrizacdo do modulo de
elasticidade E pelo método SIMP, para um fator de penalizacdo p = 3 e um coeficiente de
Poisson v = 1/3. Além do mais, a figura também mostra a geometria de um meio periddico

que idealiza 0 mddulo de elasticidade correspondente do material compdsito.

Independentemente do valor adotado para o coeficiente de Poisson, varios trabalhos
adotaram e vem adotando um fator de penalizacdo p = 3, tais como Sigmund (2001),
Sigmund (2007), Bruggi e Venini (2008), Torii (2007) e Andreassen et al. (2011).

Finalmente, o problema de otimizacgéo topoldgica pode ser definido como
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N
minc(p) = d"K(p)d = ) (p)P LKL,

e=1
sujeito a
Kd=f (5.2.4)

V(p)
v - f(p)

0< Pmin < Pe = 1
em que d e f sdo os vetores globais de deslocamento e de forca, respectivamente, p, € a
densidade relativa associada a cada elemento, p é o fator de penalizacdo adotado, d, é o vetor

de deslocamentos do elemento, K9 é a matriz de rigidez para um elemento com densidade

relativa unitaria e N € o nimero de elementos utilizados na discretizacdo do dominio de

analise.

Figura 21 - Microestrutura do material periddico idealizado obtido pelo método SIMP com p =

3 e para um material base comv = 1/3.

Moédulo de Elasticidade, £

0 0,2 0.4 0.6 0.8 1,0
Densidade, p

Fonte: Adaptado de Bendsge e Sigmund (1999).

Tradicionalmente, existem duas formas diferentes de buscar uma solugdo 6tima para o
problema de otimizagdo topoldgica apresentado na Equacdo (5.2.4). A primeira sdo as
condigdes necessarias de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), que nada mais é do que as condicdes
necessarias para que um determinado ponto do conjunto solucdo seja realmente um minimo

global de um problema. Em outras palavras, todas as solugfes 6timas devem satisfazer essas
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condicBes. Dessa forma, é possivel encontrar a topologia 6tima de uma estrutura a partir do

emprego dessas condicdes.

Porém, segundo Christensen e Klarbring (2009), o emprego das condi¢des de KKT
pode ser muito complicado, devido a necessidade de resolver as equacfes ndo lineares e as
desigualdades que compdem as condi¢Ges de KKT. Dessa forma, o autor propée o emprego
da dualidade lagrangiana para a obtencdo da solucdo 6tima, uma vez que este método se

apresenta mais amigavel, especialmente para problemas de otimizacéo estrutural.
5.3 Dualidade de Lagrange

Iniciando pelo seguinte problema de otimizacéo geral:

min g (x)

sujeitoa g;(x) <0 (5.3.1)

em que foram desprezadas as restricOes de igualdade, sendo entdo um problema que pretende
minimizar a funcdo objetivo g, sujeito apenas a restricdes de desigualdade g;. Além do mais,
0 problema (5.3.1) é assumido como convexo e o resultado 6timo é dado por p*. A funcéo

lagrangiana para o problema é definida como

l
L(x,4) = go(x) + Z A:9; (5.3.2)

em que 4; séo os multiplicadores de Lagrange para cada uma das restrigdes g; do problema e

[ € o nimero de restri¢Oes de desigualdade. A funcdo dual de Lagrange é definida como

¢(A) = min £(x,2) (5.3.3)

em que y € o conjunto de solugBes admissiveis para o problema. A ideia principal da

dualidade lagrangiana origina-se a partir da seguinte observacao:

para qualquer 4 > 0, ¢(4) < p* (5.3.4)

ou seja, para qualquer valor ndo negativo de 4, ¢(A4) € o limite minimo para a solucéo étima.

Assim, se x* € um ponto de minimo para o problema original, entéo

p(Q) = 21615(113(26, ) < L(x",4) =p" (5.3.5)

Visto que a funcdo dual de Lagrange fornece limites inferiores para Vv 4 > 0, pode-se

rescrever o problema (5.3.1) da seguinte forma:
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max go(x)

sujeitoad >0 (5.3.6)

0 qual é chamado de problema dual de Lagrange (DOMKE, 2013).

Para que o problema (5.3.6) seja equivalente ao problema apresentado em (5.3.1) é
necessario que o teorema de Slater seja atendido. Segundo Christensen e Klarbring (2009), o
teorema de Slater estabelece que se o problema (5.3.1) é convexo e existe um ponto X € y tal
que g;(x) < 0,i=1,..,I. Se x* € um minimo local de (5.3.1). Entdo existe um A" tal que
(x*, A*) é um ponto de KKT de (5.3.1).

Ao invés de resolver o problema (5.3.1), pode-se resolver (5.3.6), que no caso possui
restricdes mais simples: x € y e 4 > 0. Esta € a maior vantagem da teoria da dualidade, uma
vez que em (5.3.1) existem varias restricdes que podem ser complicadas de lidar diretamente
(CRISTENSEN; KLARBRING, 2009). Além do mais, o problema dual de Lagrange tem a
vantagem da fungdo ¢ ser sempre cOncava, evitando-se, assim, o emprego de técnicas de

aproximacdo durante a solu¢édo do problema de otimizacéo.

Figura 22 - Layout da otimizagao estrutural.

Otimizacio)

"% Métodos Otimizac¢io
Topolégica Baseados Baseada em
no Operador Técnicas de
Otimizacio Otimizagio I Gradiente Homogeneizaciio
MEF
Estrutural de Forma

Métodos
Nio Baseados

Método
0C

Otimizac¢io
Dimensional

Fonte: Adaptado de Shukla e Misra (2013).

no Operador
Gradiente

Programacio Convexa
Sequenciada

5.4 Método OC

Uma abordagem classica para a solucdo de um problema de otimizacdo estrutural com
dominio discretizado ¢ o método OC. Este tem se tornado uma ferramenta eficiente para a
solucdo de problemas de otimizacdo topoldgica. A Figura 22 mostra o fluxograma para
otimizacdo estrutural, em que o SIMP é um método de distribuicdo de densidade com base no
operador gradiente e 0 método OC é um dos modelos matematicos que pode ser empregado
para obtencdo da solucdo 6tima do SIMP (SHUKLA; MISRA, 2013). Conforme apresentado
na Figura 22, outros modelos matemaéticos podem ser empregados para solugdo do SIMP, tais
como o Método das Assintotas Mdveis ou MMA e a programagdo convexa sequenciada.
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Porém, segundo Shukla e Misra (2013), o método OC tem provado ser mais eficiente para 0s
casos de otimizacdo de forma e topoldgica, em que hd uma grande quantidade de varidveis de
projeto. Além do mais, a velocidade de convergéncia no modelo OC independe do nimero de

variaveis de projeto.
5.4.1 Obtencdo do passo iterativo da variavel de projeto

O método OC é um procedimento frequentemente utilizado para atualizar de forma
interativa tanto as variaveis de projeto como os multiplicadores de Lagrange. Seguindo o
esquema sugerido em Montes (2016), pode-se definir a seguinte funcdo de Lagrange para o

problema de otimizagéo apresentado na Equacdo (5.2.4):

Lp, 1) = c(p) +2Af (p) (5.4.1)

em que A é multiplicador de Lagrange associado a restricdo de volume do problema. A

derivada da funcéo (5.4.1) é dada por

oL dc _of
=-—+41 (5.4.2)

em que a derivada do primeiro termo da Equacéo (5.4.2) é estabelecida como

dc

— = —ppt " dlKOd
ape PPe e*rete (543)

Como K¢ é uma matriz semidefinida positiva, logo, a derivada parcial apresentada em
(5.4.3) ndo pode ser positiva. Sendo assim, o resultado da derivada parcial da energia de

deformacéo c(p) em relacédo as variaveis de projeto p é multiplicado por —1.

A derivada do segundo termo da Equacéo (5.4.2) pode ser estabelecida como

af Ve
F T (5.4.4)
que advém do fato de f(p) poder ser expresso como
N
—1PVe
flp) = %p” (5.4.5)

sendo, V, o volume de cada elemento e VV 0 volume do dominio de referéncia. Igualando-se a

Equacdo (5.4.2) a zero, chega-se na seguinte equagéo:

_ v
ppy 'diKd, = A (5.4.6)
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que pode ser simplificada pela seguinte expressao:

_ ppl'dIKd,
Pe = Pe Ve (547)

37 = peF. (5.4.8)

De acordo com Montes (2016), deve-se fazer as seguintes observacdes a respeito da

fungéo de atualizacdo apresentada na Equagéo (5.4.8):

] - . . .
e O numerador de B, (—# = pp? 1dZ;K2de) ¢ sempre um ndmero escalar positivo,
e

devido ao fato de p, € (pin, 1] € d7K2%d, > 0 para qualquer d, # 0
e O denominador de B, (/1 %) é também sempre positivo, visto que A é um

of

dpe

multiplicador positivo de Lagrange e — resulta da divisao entre medidas de volumes.

Dessa forma, a Equacdo (5.4.8) atualiza valores positivos nas densidades relativas dos
elementos, ainda assim, ndo ha garantia de que as restricdes limites de p, (0 < ppin < Pe <

1), prescritas na Equacao (5.2.4), sejam atendidas.
5.4.2 Abordagem heuristica

Segundo Montes (2016), o préximo ajuste a ser aplicado a relagdo obtida na Equacéo
(5.4.8) é a parametrizacdo por meio do parametro n, normalmente chamado de fator de
amortecimento. Este fator € empregado com a finalidade de regularizar possiveis oscilaces
que venham ocorrer durante o processo de convergéncia do problema de otimizacdo. Assim, a

Equacdo (5.4.8) pode ser atualizada por meio do seguinte passo iterativo:

_0c\’
)
pktt = p& a?e = psB; (5.4.9)
A
0pe

em que k representa a iteracéo atual.

O uso do parametro n esta diretamente relacionado com uma melhora no desempenho

do método, uma vez que este torna mais suave os valores obtidos por B, (MONTES, 2016).
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A Figura 23 mostra como o fator n muda os valores obtidos para a expressdo B, , fazendo

com que esta se aproxime de 1.

Figura 23 - Influéncia do parametro n em B,

2
n
-
L5,
= o _m
m -4
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Fonte: Adaptado de Montes (2016).

De forma geral, no método OC, o fator de amortecimento desempenha um papel muito
importante. Um valor muito alto de n pode acelerar a convergéncia do problema para a
solucdo final 6tima desejada, porém, isto pode causar oscila¢cdes no processo iterativo (MA;
KIKUCHI; HAGIWARA, 1993). Essas dificuldades no processo de convergéncia sao
normalmente causadas por oscilacdes nos deslocamentos dos nds que se encontram nas
regiées menos densas da estrutura no passo iterativo (HE; KANG; WANG, 2014). Segundo
Ma et al. (1993), a adogdo de valores pequenos de n podem prevenir a divergéncia do
algoritmo de otimizagdo, porém, isto resultara em pequenas mudangas nas varidveis de
projeto, 0 que tornard o processo de convergéncia mais lento. Ainda, segundo os autores, 0
método OC ndo oferece um guia tedrico a respeito de qual € o melhor valor para o parametro

n. Porém, eles sugerem que este seja mantido o mais proximo possivel de 1/2.

Ainda como parte do método OC, deve-se definir um parametro m, que estabelece um
intervalo de variagdo [p, — m, p, + m] para cada densidade relativa p,. Caso a Equacédo
(5.4.9) gere um valor fora deste intervalo, a variavel é entdo atualizada para o valor limite
mais proximo determinado neste intervalo. Segundo Montes (2016), esta abordagem

heuristica destina-se a:

e Evitar mudancas abruptas durante o processo iterativo.
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e Garantir que as densidades relativas ndo ultrapassem o intervalo (pmin, 1],

estabelecido como restricdo na Equacéo (5.2.4).

Considerando-se entdo o intervalo de variacdo, a Equacdo (5.4.9) pode ser entdo

redefinida como

(max(Pmin, Pe — M),
se ,Dé(BZ = max(pmin: Pe — m)
pk+1 = pé{Bg'
¢ se max(Pmin, pe — M) < p&B; < min(1, p, +m)

min(]-! pe + m))

(5.4.10)

\ se min(1,p, + m) < p*B]

Segundo a teoria da dualidade de Lagrange, apresentada na Secéo 5.3, se 0 problema
de otimizacdo é convexo e existe a0 menos um ponto que atende a todas as restri¢des, entdo
existe também um valor 6timo para o conjunto de multiplicadores de Lagrange A* tal que
(x*,A*), sendo x* um minimo local, o que resulta num ponto de minimo global pelas
condigdes de KKT. De acordo com Montes (2016), o parametro A pode ser calculado pelo
método da bissecdo, o qual procura um valor que atende a restricio de volume, como

estabelecido no algoritmo a seguir:

1. Um intervalo de procura é estabelecido como [A;, s Asyp]-
2. Enquanto Ag,;, — Aipns > € faca.

Aing tAsup

a. Atmp = 5

b. As densidades relativas temporarias p;n,, sd0 entdo atualizadas utilizando
Aemyp € O VOlume para esta estrutura é dado por V(pemp)-
c. SeV(pemp) >V : ding = Aemp-
d. SeV(pemp) <V : dsup = Aemp-
3. Finaliza a fungéo enquanto.
4. A= Aemp.

O problema apresentado em (5.2.4) poderia ter sido resolvido pelo MMA, ou, ainda,
por outros métodos amplamente utilizados na otimizacdo estrutural. Porém, neste trabalho,
optou-se pelo método OC por conta da sua simplicidade e facilidade de aplicacdo,
possibilitando-se, assim, realizar a comparagdo de forma mais eficiente entre os métodos
numéricos empregados no processo de otimizacdo de estruturas elasticas continuas (MEF e

TVF), que séo objeto de estudo dessa pesquisa.
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5.5 Instabilidades numéricas

Apesar da otimizacao topoldgica ser um método robusto e popular, ainda existem uma
variedade de problemas relacionados as instabilidades numéricas. Frequentemente, alguns
desses problemas surgem devido a modificacdo do problema geral de otimizacdo topol6gica
por meio da relaxacdo e penalizagdo das variaveis de projeto. Além do mais, outra causa
bastante apontada advém da discretizacdo do dominio de referéncia pelo método dos
elementos finitos. Segundo Zhang (2014), os fatores que prejudicam a qualidade dos
resultados Otimos sdo: regides acinzentadas, padrdo do tabuleiro de xadrez, dependéncia de

malha, fronteira irregular, minimos locais e calculos onerosos.
5.5.1 Regides acinzentadas

Idealmente, a densidade relativa p, de cada elemento deve assumir os valores 0 ou 1,
porém, na pratica, este parametro assume qualquer valor real dentro do intervalo [0,1]. Assim,
os valores intermediarios entre 0 e 1 podem gerar materiais cujas propriedades nao possuem
nenhum significado fisico. As regides em que ha a presenca desses materiais sdo chamadas de
regibes acinzentadas, a qual delimitam de forma imprecisa os limites da estrutura Gtima
(ZHANG, 2014). A Figura 24 ilustra regiGes acinzentadas em resultados 6timos. De acordo
com Zhang (2014), varias técnicas podem ser empregadas para eliminar a regido acinzentada
de uma topologia Otima, entre elas, destacam-se: os métodos de projecdo, os filtros

morfoldgicos e os filtros de controle de densidade.

Figura 24 - Regido acinzentada de metade de uma viga MBB com topologia 6tima.

Fonte: Zhang (2014).

5.5.2 Padrao do tabuleiro de xadrez

Segundo Shukla et al. (2013), a instabilidade numérica do tabuleiro de xadrez é
definida como um padrdo periddico de valores altos e baixos de densidades artificiais,

formando uma regido em que esses elementos se dispdem como num tabuleiro de xadrez. A
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Figura 25 mostra uma viga MBB (Messerschmitt-Bolkow-Blom), na qual foram observadas
regides que apresentam este padrdo na solucao 6tima de problemas de minimizacao da funcéo
de flexibilidade da estrutura. Este € um tipo de instabilidade indesejavel no resultado final e
ndo corresponde a uma distribuicdo 6tima do material no dominio de referéncia. Além do
mais, as estruturas em que se observa este tipo de padrdo possui uma rigidez artificial e a sua

configuracdo € muito dificil de ser manufaturada (SHUKLA et al., 2013).

Figura 25 - Exemplo de resultado 6timo com a instabilidade numérica do padrao de tabuleiro de

xadrez.

Fonte: Elaborada pelo autor (2018).

Diaz e Sigmund (1995) mostraram que o aparecimento do padrdo do tabuleiro de
xadrez se deve a aproximagdes numéricas oriundas do meétodo dos elementos finitos. Estas
aproximagOes podem levar o elemento estrutural, com uma configuragéo de tabuleiro de
xadrez, a apresentar uma rigidez artificial. Quando isto acontece, essas regides de tabuleiro
aparentam ser localmente mais rigidas do que as outras partes da estrutura. Assim, Diaz e
Sigmund (1995) sugeriram adotar elementos finitos de ordem superior, de modo a evitar
problemas numéricos causados pelo padrdo do tabuleiro de xadrez. Os autores observaram
que os elementos bidimensionais quadraticos com 9 nds tendem a obter distribui¢cbes mais
homogéneas, ao passo que os elementos bidimensionais lineares com 4 noés tendem a produzir

uma rigidez artificial elevada, levando a formacéo do tabuleiro de xadrez.

Segundo Sant’ana e Fonseca (2002), a adogdo de elementos finitos de ordem superior
deixa o problema com um custo computacional ainda maior e, em alguns casos, este ndo
consegue convergir para uma solucdo 6tima, especialmente quando o fator de penalizacdo do

SIMP é maior que 3.
5.5.3 Dependéncia de malha

Segundo Olinquevicz (2015), a dependéncia de malha consiste na alteracdo dos
resultados do problema de otimizacdo a medida em que a malha do modelo vai sendo

refinada, mantendo-se o dominio de referéncia e as condi¢cGes de contorno. O problema da
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dependéncia de malha é exemplificado na Figura 26, em que é apresentada a topologia 6tima
para uma viga MBB discretizada em 600 e 9600 elementos. Assim, percebe-se que 0
resultado do refinamento da malha leva a uma estrutura diferente e com elementos mais

esbeltos.

Figura 26 - Viga MBB: a) solucdo 6tima para uma discretizagcdo com 600 elementos, b) solugéo

6tima para uma discretizagcdo com 9600 elementos.

Fonte: Elaborada pelo autor (2018).

De acordo com Sigmund e Petersson (1998), o problema da dependéncia de malha
pode ser dividido em duas categorias: a) o problema de se obter estruturas mais esbeltas com
o refinamento da malha, o qual indica a inexisténcia de solucéo, e b) problemas com varios
pontos 6timos, os quais indicam a ndo unicidade de solugdo. Na categoria a) o refinamento
em estruturas mais esbeltas gera um valor estritamente melhor da fungédo objetivo, enquanto
que na categoria b) uma estrutura mais refinada é sempre possivel, mas ndo é necessaria.
Geralmente, os engenheiros de projeto estdo mais interessados nos resultados mais precisos,
desprezando-se, assim, possiveis resultados oriundos de malhas menos refinadas (ZHANG,
2014).

5.5.4 Fronteira irregular

Alguns métodos na otimizacao topoldgica, tais como o método level set e aqueles que
aplicam programacdo matematica inteira, sdo capazes de produzir formas geométricas bem
delimitadas. Porém, métodos baseados em critérios de relaxacdo, como o método SIMP,
possuem uma maior dificuldade de produzirem topologias 6timas com fronteiras bem
delimitadas. Varios métodos graficos vém sendo desenvolvidos e empregados para detectar e

representar os limites da estrutura 6tima. Porém, na maioria dos casos, uma malha bem
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refinada e a aplicacdo do método SIMP mostram-se suficientes para obtencdo de formas

regulares da estrutura otimizada.
5.5.5 Minimos locais

Segundo Sigmund e Petersson (1998), o problema dos minimos locais esta associado a
caracteristica de se obter diferentes solu¢des para 0 mesmo problema discretizado, quando 0s
parametros de entrada do algoritmo s&o alterados. Assim, pequenas variagdes em parametros,
como limites moveis, geometria do dominio de referéncia, niUmero de elementos, valor da
primeira iteracdo, etc. podem resultar em grandes mudancas na solucdo Otima obtida
(SIGMUND; PETERSSON, 1998). Geralmente, estes problemas ocorrem devido a néo
convexidade do problema de otimizacdo topoldgica, podendo entdo possuir indmeros
minimos locais. Esta variedade de minimos locais ndo pode ser negligenciada pelos
engenheiros de projeto em funcdo do minimo global, pois esses pontos também representam

solucgdes que atendem as restri¢cdes do problema.

Segundo Sigmund e Petersson (1998), algoritmos, que utilizam processos iterativos,
sdo comuns na solucdo de problemas convexos, enquanto que para o caso de problemas nao-
convexos, 0s algoritmos iterativos normalmente convergem para o0 ponto estacionario mais
proximo, o qual ndo é necessariamente a solucdo global do problema. Assim, os autores
sugeririam o esquema continuado de penalizacdo, visto que este é construido considerando-se
informac0es globais do processo e, assim, esta mais suscetivel a garantir uma convergéncia

global para o problema.

A ideia do método continuado de penalizacdo ¢ modificar gradualmente o problema de
otimizagdo a partir de um problema convexo “artificial” até um problema ndo convexo
“original” por meio de um determinado nimero de passos sucessivos. Em cada passo €
utilizado um algoritmo baseado no operador gradiente até a convergéncia global do problema.
Em outras palavras, no método SIMP, o método da continuacdo consiste em aumentar
gradualmente o valor do fator de penalizagdo de p = 1 no inicio do problema até o valor final
desejado (OLINQUEVICZ, 2015).

5.5.6 Custo computacional

O custo computacional esta diretamente ligado ao tempo de processamento de uma
determinada simulacdo no computador. Assim, essa é uma questdo primordial no emprego de

técnicas computacionais que fazem uso de simulagdes, como no caso da otimizacdo



96

topoldgica de estruturas. Segundo Zhang (2014), nos algoritmos de otimizagdo topoldgica, a
analise iterativa amplia a desvantagem de certos algoritmos, tais como aqueles que empregam
algoritmos genéticos, programacfes matematicas inteiras e o método continuado de
penalizacdo. Além do mais, deve-se observar que o emprego de elementos finitos de ordem
superior, tais como elementos bidimensionais quadraticos com 8 e 9 nos, elevam também o

custo computacional do problema de otimizagao.
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6 AVALIACAO DA FUNCAO DE FLEXIBILIDADE

Neste capitulo, propde-se avaliar e discutir a funcdo de flexibilidade e seu gradiente
em relacdo a densidade relativa artificial do material, uma vez que se pretende utilizar a
minimizacdo da flexibilidade da estrutura como funcdo objetivo para o processo de

otimizacg&o topoldgica.
6.1 Trabalho externo realizado e energia de deformacéo

Na Mecanica dos Solidos, uma forca realiza trabalho quando provoca um
deslocamento infinitesimal na direcdo de aplicacdo da carga. Logo, o trabalho é uma grandeza

escalar e pode ser definido como
dw =F -dv (6.1.1)

ou seja, se a intensidade de F for aumentada gradualmente a partir de zero até um valor limite

de P, se o deslocamento final do sélido na direcdo de F é A e se o material apresenta um
comportamento elastico linear, entdo o trabalho realizado pode ser obtido integrando-se a

Equacdo (6.1.1) de 0 a A, o que resulta na seguinte expressao:
1
W=2PA (6.1.2)

Em resumo, quando uma forga com intensidade P é aplicada a um corpo, o trabalho
total realizado é representado pela area do grafico abaixo da curva que relaciona forca e
deslocamento, conforme ilustrado na Figura 27 (HIBBELER, 2010).

O trabalho realizado pelas forcas superficiais e de corpo em um sélido el&stico é
armazenado no interior do corpo na forma de energia de deformacgdo (SAAD, 2009). Para um
corpo idealmente elastico, a energia armazenada pode ser completamente recuperada desde
que o solido retorne a configuracdo indeformada. De modo a quantificar este comportamento,
a energia total de deformacdo armazenada em um sélido eléstico ocupando uma regido Q é

dada pela seguinte integral avaliada no dominio:

Up = ﬂfﬂ 7 da (6.1.3)

em que U é a energia de deformagcao especifica.
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Figura 27 - Gréfico da intensidade da forca aplicada versus deslocamento.

Fa

Fonte: Elaborada pelo autor (2018).
Figura 28 - Deformacéao causada por tenséo uniaxial.
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Fonte: Adaptado de Saad (2009).

Considerando-se, inicialmente, o trabalho realizado por uma tensdo uniaxial sem a
presenca de forcas de corpo, conforme mostrado na Figura 28. Durante o processo de
deformacéo, assume-se que a tenséo aumenta gradualmente de zero a oy, de tal forma que os
efeitos inerciais possam ser desprezados. Assim, a energia infinitesimal armazenada € igual ao

trabalho realizado no elemento e esta pode ser expressa como

011

_ o11 d
dU = j od (ul + ﬂd_xl) de dX3 - J o du1 de dX3 (6 1 4)
0 0x; 0 o

Aplicando-se as relacbes de deformacdo-deslocamento, apresentadas na Equacédo
(2.1.23), e a lei de Hooke para materiais elasticos isotropicos, apresentada na Equacéo (2.3.1),

a Equacéo (6.1.4) pode ser reescrita como
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do oty
O'F dx1 de dX3 = ﬁdxl de dx3 (615)

011

011
dU = j odey; dx; dx, dx; =J
0 0

A energia de deformacdo por unidade de volume é dada por

dUu

v= dx; dx, dx; (6.1.6)

Assim, tem-se que a energia de deformacéo especifica para um material eléstico linear sujeito

a uma tensao uniaxial é dada por

_ o4 1
U= ﬁ = 50_11811 (617)

Figura 29 - Deformacéao causada por tensdes de cisalhamento.
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Fonte: Adaptado de Saad (2009).

Na anélise da energia de deformacdo causada por tensGes de cisalhamento, considera-
se 0 mesmo elemento paralelepipédico mostrado na Figura 28, e o caso aqui analisado
considera que o paralelepipedo esta submetido as tensbes de cisalhamento gy, € 05,
conforme apresentado na Figura 29. Seguindo procedimento similar ao apresentado acima, a
energia de deformacéo para o caso de cisalhamento puro é encontrada como

—_ 1 Ju, 1 ouy
dU = > 012 dx; dxs (6_961 dxl) + 5021 dxy dxs (a_x2 dxz) (6.1.8)

Como g;; = gj; € uma propriedade do tensor de tensGes, advinda da satisfacdo do equilibrio

de momentos, entdo a Equacgéo (6.1.8) pode ser expressa como

40 = <6u2+6u1)d dx, d 6.1.9
—2012 ax, 0%, X1 aXp AXx3 (6.1.9)



100

Assim, a energia de deformacdo especifica para o caso de cisalhamento puro pode ser escrita

como
1
U= 5 012812 (6.1.10)

Segundo Saad (2009), os resultados originados das Equagdes (6.1.7) e (6.1.10)
mostram que a energia de deformacdo ndo é uma funcéo linear das tensbes ou deformacdes,
assim, o principio da superposicdo dos efeitos ndo pode ser aplicado diretamente no
desenvolvimento da energia de deformacédo para um estado multiaxial de tens6es. Porém, de
acordo com o principio da conservacdo da energia mecanica, o trabalho realizado nao
depende da ordem de aplicacdo da carga, mas somente da intensidade final das tensdes e das
deformacBes (SAAD, 2009). Assim, este principio permite que as tensGes normais e
cisalhantes sejam aplicadas uma de cada vez e produzam uma energia especifica de

deformacéo total para um caso geral avaliada por

— 1
U= EO’USU (6111)
Finalmente, a energia de deformacéo total pode ser definida como (redefinicdo da Equacgéo
(6.1.3)

1
Ur fof > 0ijéij aq (6.1.12)
Q

6.2 Funcéao de flexibilidade

A otimizacdo topoldgica foi formulada, desde o principio, como um problema que
busca a melhor distribuicdo de uma determinada quantidade de material dentro de um
dominio de referéncia. Desde o primeiro trabalho, apresentado por Bendsge e Kikuchi (1988),
grande parte dos avancos na otimizagdo topoldgica vem sendo obtidos por meio de
metodologias baseadas na minimizacdo da energia de deformacdo elastica da estrutura
relacionada com o trabalho das cargas externas (COLLET et al., 2017). Este problema é
normalmente denominado de minimizacédo da flexibilidade estrutural, ou, ainda, maximizacao

da rigidez global da estrutura.

Os conceitos que envolvem a otimizagdo topoldgica baseada na minimizacdo da
flexibilidade estdo bem compreendidos e existem varios resultados que obtiveram sucesso
(COLLET et al, 2017), como podem ser vistos em Eschenauer e Olhoff (2001), Rozvany
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(2009) e Bendsge e Sigmund (2003). A funcédo de flexibilidade pode entéo ser definida como
duas vezes a energia de deformacao provocada pelo deslocamento u. Assim, esta funcdo pode

SEr expressa como

c(u) =2U(u) = Jffﬂ 20(u,x) dQ = ﬂjﬂ 0;j(u,x)g;;(u,x) dQ (6.2.1)

em que c(u) € a funcdo de flexibilidade, U(u) é a energia de deformacéo, U(u,x) é a energia
de deformacéo especifica, g;;(u, x) € 0 tensor de tenséo de engenharia, &;;(u,x) € o tensor de
deformacdo de engenharia, u é o vetor contendo os deslocamentos e x é 0 vetor que contem

os valores para a variavel de projeto do problema.

O trabalho realizado pelas forcas externas de superficie, na auséncia de forcas de

corpo, pode ser expresso como

2W = ff tiui as = ff tiul- as — ff tiui ds (622)
So S Su

em que t; é o vetor de tensdes, u; € o vetor de deslocamentos, S,; € a regido do contorno da
estrutura em que os vetores de tensao sdo prescritos, S,, € a regido do contorno da estrutura em
que os deslocamentos sdo prescritos e S = S, U S,,. Assumindo-se que na superficie S,, existe

uma vinculacdo perfeita e u; = 0, entdo a Equacéo (6.2.2) é reescrita como

2W = ﬂ tiu; dS (6.2.3)
S

Aplicando-se a relacdo de Cauchy na Equacéo (6.2.3), obtém-se a seguinte expressao:

2W = ff ojinju; dS (6.2.4)
s

Aplicando-se o teorema da divergéncia, que se encontra no Apéndice A, chega-se na seguinte

equacao:

00
2W=UJ ax]'luidﬂ+jff ajieijdﬂ+jﬂ ojiw;;j dQ (6.2.5)
o 0% Q Q

em que w;; = 1/2 (aui/axj - auj/axi) é o tensor de rotacOes de engenharia. Considerando-

se as leis que governam a teoria da elasticidade, observam-se as seguintes propriedades dos

tensores apresentados na Equacdo (6.2.5): g;; = 0;; € wj; = —w;;. Consequentemente, as
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seguintes relacbes podem ser obtidas: gj;¢;; = 0;j¢;; € oj;w;; = 0. Assim, a Equagdo (6.2.5)

pode ser entdo simplificada, resultando na seguinte expressao:

aaﬁ
2W = JUQ T, dQ + 2U(u) (6.2.6)

Admitindo-se que o equilibrio é satisfeito pontualmente e que ndo ha forcas de corpo,

observa-se que a seguinte equacao € satisfeita:

aO}'i _

a_xj = (6.2.7)

Dessa forma, a funcdo de flexibilidade pode ser obtida pela seguinte expressao:

cw = 20w = 2w(w = || twas 628)
So

Deve-se salientar que a Equacdo (6.2.7) é satisfeita somente para formulacdo em
elementos finitos cujo elemento adotado é o trilateral com trés nos e para formulagdo de
ordem zero da teoria de volumes finitos. Porém, esta consideracdo é estendida para as demais
formulagdes, com o intuito de simplificar e facilitar a convergéncia da funcéo objetivo.

6.3 Funcéao de flexibilidade aplicada a teoria generalizada de volumes finitos

6.3.1 Avaliacéo do trabalho realizado em funcéo das grandezas cinematicas e

estaticas

O deslocamento na direcdo x; na face vertical de um subvolume pode ser definido
pela superposicdo dos efeitos apresentados na Figura 30. Nesta ilustracdo, sdo apresentados
trés polindmios de Legendre que compBem o componente horizontal do campo de
deslocamentos na face vertical do subvolume. Assim, o deslocamento na dire¢do x, pode ser

definido como

1 h?
ur(x2) = () + %2ty + 3 (396% - Z) H12) (6.3.1)
em que p ) Sdo coeficientes desconhecidos que definem o deslocamento horizontal nas
faces verticais de um subvolume.

A rotacdo anti-horaria da face vertical é representada pela derivada primeira do

deslocamento u; (x,) em relagdo a x,. Assim, esta pode ser expressa Como
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du
012(xz) = _d_x:(xz) = —H1(1) — 3%2M1(2) (6.3.2)

Ao mesmo tempo, a curvatura da face vertical é representada pela derivada segunda do

deslocamento u; (x,) em relacdo a x,, logo, tem-se

d*u
K12(x2) = —szl(xz) = —3U;(2) (6.3.3)

Figura 30 - Deslocamento horizontal na face vertical de um subvolume na teoria generalizada de

volumes finitos.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2018).

De forma semelhante, a tracdo na diregdo x,; atuante na face vertical pode ser definida
pela superposicdo dos efeitos apresentados na Figura 31. Nesta ilustracdo, sao apresentados 0s
trés polinbmios de Legendre que compdem o componente horizontal do vetor de tensbes
atuante na face vertical do subvolume. Dessa forma, a tracdo na direcdo x, atuante nas faces

verticais de um subvolume é definida pela seguinte expressao:

1 h?
t1(x2) = T100) + X2Ty1) + 5 <3x§ - I) T1(2) (6.3.4)

em que 74, Sao coeficientes a serem determinados.

A derivada primeira do componente normal do vetor de tenséo € representada por

dt,

t1/2(x2) = —d_xz(xz) = —Ty(1) — 3X2T1(2) (6.3.5)

enquanto que a derivada segunda do componente normal do vetor de tensdo pode ser expressa

como
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d*t
t1/22(x2) = _d_zl(xz) = —371(2) (6.3.6)
X2

Figura 31 - Componente horizontal do vetor de tensdes atuante na face vertical de um

subvolume na teoria generalizada de volumes finitos.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2018).

Os valores médios das grandezas cinematicas e estaticas atuantes nas faces verticais de

um subvolume podem ser expressos da seguinte forma:

h/2
up = _J uy (x3) dx, = H1(0)
h)_n/

h/2
t, = _f t1(x2) dxy = Ty1(0)
h —h/2

B 1 h/2
012 = Ef w12 (x) dx,; = —H1(1)
-h/2

. (6.3.7)
_ 1
ti/2 = Ef h/2t1/2(x2) dx; = —Tq(1)

1 h/2
Kiz = _j Ki2(x2) dxy = —3U1(2)
h)_n/

_ 1 (2
t1/22 = Ef h/2t1/22(x2) dx; = —37y(2)

Assim, as Equacdes (6.3.1) e (6.3.4) podem ser reescritas como



105

_ _ 1 , h*\ _
uy () = Uy — X045 — g 3x; — Z K12
(6.3.8)

_ _ 1 5 h?\ _
ti(x) =t; —xt1/5 — g 3x3 — T t1/22

enquanto que o trabalho realizado pelo componente horizontal do vetor de tensdo na face

vertical do subvolume, expresso na Equacdo (6.3.8), pode ser avaliado da seguinte forma

jh/z _ h3 5
t1(x)uq (xp) dxy = Uyt h + 015t = + Kot /22 55 6.3.9
_n/2 T R 7T (6.3.9)

em que t;h = R; € 0 componente horizontal da forca resultante atuante na face vertical do
subvolume, £;,,(h3/12) = My é 0 momento resultante atuante na face vertical do subvolume
e t1/2,(h/720) = Sz € 0 momento resultante de segunda ordem atuante na face vertical do
subvolume. As grandezas estaticas R,, My e S sdo energeticamente conjugadas as grandezas

cinematicas 11,, 0;, € K;,, respectivamente.

As grandezas estaticas resultantes atuantes nas faces verticais de um subvolume sao

definidas pelas seguintes expressoes:

h/2
Ry =f t1(x2) dx; = t1h
-h/2

h/2
R, = f t,(xy) dx, = t,h
—h/2

(6.3.10)

h/2 _ h3
Mg = _j ti(x2)xdx; = t1/2§
—-h/2

h/2 1 , hZ ~ hS
Sgp = f—h/z t1(x2)g 3x; — T dx, = t1/zzﬁo

Assim, o trabalho total realizado na face vertical de um subvolume pode ser avaliado por

h/2 1 h/2
W= E] t1(x)uq (x2) dx, + Ej ta(xz)u,(x2) dx; (6.3.11)
-h/2 —-h/2
resultando em
_ _ - _ h? _ h®
W =t tih + Uytyh + 015t 1 + Ki2t1/22 720 (6.3.12)
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Seguindo processo semelhante ao apresentado nas Equacbes (6.3.11) e (6.3.12), o

trabalho realizado em um subvolume q pode ser estabelecido como

2W,(u@,0@, k@) = RDu@ + Ml({I)g(q) + S}gQ)K(q) (6.3.13)

em que R@ = [Rgl'q),Rél'q),Rgz'q),Rgz'q),Rf'q),R§3'q),R§4’Q),R§4'q)]T é o vetor local
formado pelas forcas resultantes atuantes nas faces do subvolume, M](f) =
[M,E,l"’),M,gz"’),Mf‘q),M,g“'Q)]T é o vetor formado pelos momentos resultantes atuantes nas
faces do subvolume e S = [s,gl*q),s}gm,5,23’q>,5,§4'q>]T é o vetor formado pelos momentos
resultantes de segunda ordem que atuam nas faces de um subvolume.

A partir da Equacédo (6.3.13), pode-se chegar a seguinte expressdo para o trabalho

realizado no subvolume g de uma estrutura discretizada em volumes finitos:

_ [1@¢@]" @ @] @ @]
2, (u@, 0@, @) = [L(O)tm)] u(q)+[L(1)tv ] e<Q>+[L(2)tV2] K@ (6.3.14)
em que
Ly o 0 0]
(2,9)
@_| % o 0 0
@ 1o 0o 13 o
[0 0o o L3O
Ly 0 0 0
w_| 0 Ly oo o
L = 1
(1) 0 0 L((31')q) 0 (6.3.15)
o 0 0 L%
Ly 0 0 0
@9
@ | & 0 0
@ 1o 0o &P o
0o 0 0 LGP
sendo
(@)
L 0
e _ [ p ]
LPD = (6.3.16)
) (@)
0 L
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em que Lg,q) é a dimensdo da face p do subvolume g, conforme apresentado anteriormente na

Equacdo (4.1.17), e

oo (q)3

r.q

L™ = 12
e (6.3.17)
q

o _

lay = 720

6.3.2 Avaliacdo da funcéo de flexibilidade

A funcéo de flexibilidade para formulacdo generalizada da teoria de volumes finitos
pode ser apresentada como
Nq

c(U,0,%, p) = Z 20, (0@, 8@, k@, p,) (6.3.18)
q=1

em que U é o vetor global formado pelos deslocamentos médios nas faces, 0 é o vetor global
formado pelas rotagGes médias nas faces, k € o vetor global formado pelas curvaturas médias

nas faces, p € o vetor formado pelas densidades artificiais de cada subvolume da estrutura

discretizada e p, € a densidade artificial relativa (variavel de projeto) associada ao subvolume

q. Com base na Equacéo (6.3.14), a Equacdo (6.3.18) pode ser reescrita como

Nq Nq
T
c(U,0,x,p) = 2(%)1’ [L((%%t(q)] u@ + E(Pq) [L((‘Bt@] 0@
q=1 q=1
(6.3.19)

Nq
# 2 (00)" LB @
q=1

em que p € o fator de penalizac&o utilizado na abordagem SIMP.

A anélise sensitiva da funcdo objetivo pode ser feita pelo gradiente da funcdo de
flexibilidade em relacdo as densidades artificiais. Neste caso, a sensibilidade da fungéo
objetivo pode ser expressa cComo

@ 0@ (@
apq (u 00,k p)

. (6.3.20)
=—p(pg)"~ {[L(cﬂ)t(q)] u(q)_,_[L(q)t(q)] e(q)+[L((Q))t(q)] K(q)}
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6.4 Forma alternativa para avaliagio da funcéo de flexibilidade

Além da formulacdo apresentada na Secdo 6.3.2, existe outra forma mais eficiente de
se avaliar a flexibilidade de uma estrutura discretizada em volumes finitos. Esta alternativa
baseia-se na obtencdo da flexibilidade da estrutura a partir do trabalho realizado nas faces
externas dos subvolumes que se encontram no contorno do dominio de andlise. Assim, a

funcéo de flexibilidade pode também ser expressa como

E 5

SR £

wor= 3 [ i Py D 010
B=1

(6.4.1)

h h2
§ 62) (y) 62) (y) 2162 (V) - Y
+ [u h +u h +921 2/1 12+K21 2/11m]

em que S é o indice associado & face horizontal do contorno (inferior ou superior) com
carregamento prescrito, Nz € o nimero de faces horizontais do contorno com carregamento
prescrito, ¥ € o indice associado a face vertical do contorno (esquerda ou direita) com
carregamento prescrito, Ny € o numero de faces verticais do contorno com carregamento

prescrito, Iz € a dimensdo vertical do subvolume e hy € a dimensdo vertical do subvolume.

Neste caso, a penalizacdo do método SIMP a densidade relativa do material (pq)p deve ser
aplicada posteriormente em cada subvolume da estrutura, sendo que o indexador g é dado por
g =B+ {—1Ng.

No caso da versdo de primeira ordem da formulacdo generalizada da teoria de
volumes finitos, a funcdo de flexibilidade pode ser obtida pela desconsideracdo dos efeitos

provocados pelas grandezas cinemaéticas e estaticas de segunda ordem. Assim, a Equacédo
(6.4.1) pode ser atualizada para

Np
cw =Y [P+ P oD 2

(6.4.2)

h
+Z [u(y) (D, + 7P h, + 9D 12]

No que diz respeito ao gradiente da funcédo objetivo, 0 mesmo pode ser atualizado para
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a_pq(“ 89, p,) = —p(p,) {[L(o)t ] u +[L(1)tv ] 9 } (6.4.3)

No caso da versdo de ordem zero da formulacdo generalizada da teoria de volumes
finitos, a funcdo de flexibilidade pode ser obtida pela desconsideracdo das grandezas estaticas

e cinematicas de primeira e segunda ordem. Dessa forma, a flexibilidade pode ser atualizada

para
Np

c(U) = z[ (B) (ﬁ)l +ﬁ(ﬁ) (ﬁ’)l ] z aPEPh, + 1) (y)h_] (6.4.0)
B=1

Enquanto que o gradiente da funcdo objetivo pode ser atualizado para a seguinte expressao:
P=1{[(a)
a o —(u@,p,) = —p(p,) {[L q)t(q)] u(‘”} (6.4.5)

6.5 Método OC e a teoria de volumes finitos

Na Secdo 5.4 desta dissertacdo, foi observado que a definicdo do método OC esta
intimamente relacionada com a funcdo objetivo (minimizacdo da funcdo de flexibilidade da
estrutura) e com as restricfes associadas ao problema de otimizacdo. Para o caso da teoria
generalizada de volumes finitos observou-se que a funcdo de flexibilidade da estrutura é
diferente daquela apresentada inicialmente na Equacdo (5.2.4). Porém, deve-se salientar que
apesar desta diferenca, ndo ha a necessidade de se atualizar o passo iterativo para 0 método
OC apresentado na Equacdo (5.4.10), visto que este estd associado diretamente com a
sensibilidade da funcdo objetivo, conforme apresentado na Equacdo (5.4.9). Dessa forma,
para aplicacdo do método OC, baseado na teoria generalizada de volumes finitos, deve-se
substituir a sensibilidade da funcéo objetivo, originalmente definida na Secao 5.4, por aquelas
definidas nas EquacGes (6.3.20), (6.4.3) e (6.4.5), e que estdo respectivamente associadas as

versOes de segunda, primeira e zero ordem da teoria generalizada de volumes finitos.
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7 RESULTADOS NUMERICOS

Nesta secdo sdo analisados trés exemplos bidimensionais distintos, em que se aplicam
tanto as trés versdes da teoria generalizada de volumes finitos como os elementos Q4 e Q8 do
método dos elementos finitos, considerando-se um estado plano de tensbes. Dessa forma,
permite-se comparar a eficacia da nova técnica numérica em relagdo ao método dos elementos
finitos, técnica tradicionalmente empregada na otimizacéo topoldgica de estruturas elasticas
continuas. Os exemplos estudados sdo 0s seguintes: uma viga engastada submetida a uma
carga concentrada no meio do bordo direito, uma viga do tipo MBB e uma estrutura Michell.
Entre os aspectos numéricos que sdo investigados, encontram-se: nimero de iteracbes, tempo

de processamento e convergéncia geral do processo de otimizacao.

Com o intuito de se ter uma comparacdo mais justa e transparente entre as técnicas
numéricas empregadas, bem como mostrar as instabilidades numéricas que envolvem o0s
algoritmos de otimizacdo baseados em técnicas de homogeneizagédo via MEF, os resultados a
serem apresentados sdo obtidos sem a aplicagdo de filtros, ou seja, sem nenhum tipo de
processamento de imagem. Além do mais, para se evitar problemas numéricos causados por
minimos locais, 0 esquema continuado de penalizacdo é adotado. Neste caso, o fator de
penalizagdo p aumenta gradualmente, assumindo os valores de 1, 2, 3 e 4, procurando-se,
desta forma, evitar possiveis minimos locais, com uma convergéncia gradual para o projeto

“preto e branco” almejado.

O critério de convergéncia adotado é baseado na méaxima diferenga entre passos
sucessivos da funcdo de densidade “artificial” relativa do material, assim, 0 loop finaliza

quando o seguinte critério é satisfeito:

max(|p**tt — p¥|) < TOL (7.1)

em que p* é o vetor de densidades “artificiais” relativas do material do passo anterior e p**1

é o0 vetor de densidades do passo atual. Os valores adotados para 0s parametros numéricos do
modelo sdo os seguintes: TOL = 0,01, i, = 0,001, m = 0,2, e = 107*, A =0 e
Aisial = 105, Com relagdo ao pardmetro n do método OC, este varia para cada modelo
analisado, buscando-se sempre o valor mais proximo a 1/2, que evite a ndo convergéncia do

problema por conta da ocorréncia de fendmenos oscilatorios durante o processo iterativo. O

ambiente computacional empregado, em termos de linguagem de programacéo e computador,
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pode ser descritos como: MatLab R2016a (64-bits)/Intel® Core™ i5-4200U CPU @ 1.60
GHz 2.30 GHz/8.0 GB RAM/64-bits.

7.1 Estudo de caso 1: viga engastada.

O primeiro exemplo estudado é uma viga engastada no bordo esquerdo com uma
carga concentrada aplicada no meio do bordo direito, conforme apresentado na Figura 32. Na
concepgdo do modelo, sdo adotadas unidades consistentes para 0s pardmetros geométricos e
fisicos de entrada. A Figura 33 mostra as topologias 6timas obtidas aplicando-se a versdo de
ordem zero da TVF, enquanto que as Figuras 35 e 37 apresentam, respectivamente, as
mesmas topologias obtidas empregando-se as versdes de primeira e segunda ordem da TVF.
Por conseguinte, as Figuras 39 e 41 mostram as topologias obtidas aplicando-se os elementos
Q4 e Q8 do método dos elementos finitos, respectivamente. As Figuras 34, 36, 38, 40 e 42
apresentam os respectivos graficos, para cada topologia 6tima obtida, para as versbes de
ordem zero, um e dois da teoria de volumes finitos e para os elementos Q4 e Q8, que

descrevem a evolucéo da fungdo objetivo ao longo de todo o processo iterativo.

Figura 32 - Viga engastada na extremidade esquerda com uma carga concentrada aplicada no

meio do bordo direito.

L

{ v

LAV

Fonte: Elaborada pelo autor (2018).

O problema de otimizagdo proposto consiste em encontrar o menor valor possivel para
funcdo de flexibilidade da estrutura, cujo dominio de analise e condi¢cbes de contorno
encontram-se na Figura 32. O problema também visa encontrar a estrutura mais rigida
possivel, dada a restricdo de volume de 40% do volume total da estrutura. Além do mais,

nenhuma técnica de filtragem dos resultados ou processamento de imagem € empregada, com
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0 intuito de se produzir compara¢Ges mais justas e transparentes entre 0s métodos numeéricos

empregados.

Figura 33 - Topologias 6timas obtidas via TVF de ordem zero para viga engastada submetida a

uma carga concentrada na direcao vertical.

1
Malha 22x11 (n=52) Malha 42x21 (n=5)
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Malha 82x41 <77 = ) Malha 162x81 (n = )

Fonte: Elaborada pelo autor (2018).

Com base nas topologias 6timas apresentadas nas Figuras 33, 35 e 37, observa-se que
a aplicacdo da teoria de volumes finitos leva a obtencdo de estruturas otimas livres do efeito
do padrdo de xadrez. Este fato pode ser observado inclusive para a malha menos refinada
(malhas discretizada em 22x11 subvolumes). Por outro lado, os resultados 6timos obtidos
mediante a aplicacdo do método dos elementos finitos, Figuras 39 e 41, mostram a presenca
do efeito do padrdo de xadrez. No caso das topologias Otimas obtidas via aplicacdo do
elemento Q4, o efeito do padréo xadrez ocorreu na estrutura como um todo, como pode ser
observado nas topologias apresentadas na Figura 39. No caso do elemento Q8, o efeito do
padrdo de xadrez é observado apenas localmente, tal como ilustrado na Figura 43, que destaca
a regido da estrutura étima em que € observada a presenca do efeito do padrdo de xadrez para

malha mais refinada.
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Figura 34 - Gréficos da funcao objetivo em relagdo ao numero de iteracdes para a TVF de

ordem zero.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2018).

Figura 35 - Topologias 6timas obtidas via TVF de primeira ordem para viga engastada

submetida a uma carga concentrada vertical.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2018).
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Figura 36 - Gréficos da funcao objetivo em relacdo ao numero de iteragdes para a TVF de

primeira ordem.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2018).

Figura 37 - Topologias 6timas obtidas via TVF de segunda ordem para viga engastada

submetida a uma carga concentrada vertical.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2018).



115

Figura 38 - Gréficos da funcao objetivo em relacdo ao numero de iteragdes para a TVF de

segunda ordem.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2018).
Figura 39 - Topologias 6timas obtidas via elemento finito Q4 para viga engastada submetida a

uma carga concentrada vertical.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2018).
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Figura 40 - Gréficos da funcao objetivo em relagcdo ao numero de itera¢fes para o método dos

elementos finitos empregando o elemento Q4.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2018).

Figura 41 - Topologias 6timas obtidas via elemento finito Q8 para viga engastada submetida a

uma carga concentrada vertical.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2018).
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Figura 42 - Gréficos da funcéo objetivo em relacdo ao niumero de iteracdes para o método dos
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elementos finitos empregando o elemento Q8.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2018).

Figura 43 - Efeito do padrao de xadrez na topologia 6tima obtida para a malha 162x81

aplicando-se o elemento Q8.

Fonte: Elaborada pelo autor (2018).

Outro problema numérico associado a otimizagdo topoldgica de estruturas continuas é
a dependéncia de malha, discutida previamente na Secdo 5.5.3. Este problema é observado
tanto nos modelos empregando a teoria de volumes finitos como naqueles que empregam o
método dos elementos finitos. Inicialmente, pode-se cogitar a utilizacdo de filtros ou
restricbes, que sdo tradicionalmente empregados para resolver essa questdo. Porém, este

problema pode ser resolvido de outra maneira, visto que essas técnicas sdo desenvolvidas para
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lidar com aproximacdes oriundas do método dos elementos finitos, dessa forma, ndo seria

interessante simplesmente replica-las e aplica-las no ambito da teoria de volumes finitos.

De modo geral, os demais graficos apresentados nas Figuras 34, 36, 38, 40 e 42
mostram uma convergéncia gradual para o0s problemas de otimizacdo estudados,
especialmente para as malhas mais refinadas (82x41 e 162x81). Certamente, 0 esquema de
penalizagdo continuado produz as assintotas bem definidas, obtidas nos gréaficos das funcdes
objetivos para essas malhas. Outro ponto importante observado nesses graficos é que o ponto
de minimo global para o processo de otimizacdo é atingido quando o fator de penalizacao é
igual a 1. Nos graficos apresentados nas Figuras 34, 36, 38, 40 e 42, para as malhas de 82x41
e 162x81, observam-se dois patamares de energia bem definidos, os quais correspondem ao
fator de penalizacdo 1 e aos demais coeficientes de penalizacdo adotados. Na andlise desses
graficos, observa-se que a minimizacdo da fungédo de flexibilidade da estrutura ocorreu para
p = 1 e ndo ao final do processo iterativo quando p = 4. Assim, pode-se inferir que a melhor
distribuicdo de material dentro do dominio de analise € justamente a nuvem de cinzas obtida
quando sdo adotados fatores de penalizacdo unitarios, ou seja, sem penalizacdo das
densidades intermedidrias, que correspondem & ocorréncia de materiais com diferentes indices

de porosidade.

Uma vez que ndo é empregada nenhuma técnica de filtragem e restricdo no processo
de otimizacdo topoldgica, observa-se a necessidade de utilizar o fator de amortecimento n
para regularizar as oscilagfes de deslocamentos nas regides menos densas durante o processo
iterativo. Sendo assim, para cada malha estudada procura-se obter o valor de n mais préximo
a 1/2 sem que se observe a ocorréncia de fendmenos oscilatdrios. Os valores adotados para o
fator de amortecimento estdo apresentados em suas respectivas topologias, conforme ilustrado
nas Figuras 33, 35, 37, 39 e 41. De modo geral, observa-se uma grande variabilidade no valor
de n empregado, especialmente para os casos das versdes de primeira e segunda ordem da
TVF. Todavia, a Unica exce¢do a essa variabilidade no fator de amortecimento € justamente a
versdo de ordem zero da TVF, que apresenta para todos 0S casos 0 mesmo parametro n =
1/2,6.

Os Quadros 01, 02, 03, 04 e 05 mostram os resultados obtidos para a analise de
convergéncia empregando, respectivamente, as versoes de ordem zero, primeira e segunda da
teoria de volumes finitos e os elementos Q4 e Q8 do método dos elementos finitos. O nimero
de iteracbes ndo mudou substancialmente quando sdo comparados os elementos Q4 e Q8, com

a versdo de ordem zero da teoria de volumes finitos. Porém, diferencas substanciais sdo
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percebidas quando se compara com o numero de iteracGes observadas para 0os modelos
empregando as versdes de primeira e segunda ordem da teoria de volumes finitos. Nesses
casos, chega-se a obter mais de 400 iteracGes para as malhas mais refinadas, que corresponde
a quase o dobro de iteracGes em relacdo a versdo de ordem zero (problema melhor
comportado e que apresentou um menor nimero de iteracGes). Um fator que explica isso € o
parametro n, o qual destoou bastante do valor ideal de 1/2 nesses casos, levando esses

problemas a necessitarem de um maior nimero de iteragdes para garantia da convergéncia.

Quadro 01 - Analise de convergéncia da viga engastada para versao de ordem zero da TVF.

Malha 22x11 | 42x21 | 82x41 | 162x81
p=1 10 18 21 30
NGMero de p=2 40 88 125 121
iteracdes p=3 25 25 33 44
p=4 33 30 29 33
Total | 108 161 208 228

p=1 | 0,29 | 542 | 59,27 | 1606,20
Tempo de p=2 | 1,05 | 22,88 | 360,16 | 6408,39
processamento | p=3 | 0,67 | 6,39 | 95,21 | 2365,07
(segundos) p=4 | 0,87 | 7,76 | 89,81 | 1756,21
Total | 2,88 | 42,45 | 604,45 | 12135,87
Numero de
Graus de Liberdade | 1034 | 3654 | 13694 | 52974
(NGL)

Fonte: Elaborado pelo autor (2018).

Quadro 02 - Analise de convergéncia da viga engastada para versao de primeira ordem da TVF.

Malha 22x11 | 42x21 | 82x41 | 162x81
p=1 16 23 26 35
NGmero de p=2 37 173 194 260
iteracdes p=3 35 79 84 93
p=4 11 60 25 80
Total | 99 335 329 468
p=1 | 0,98 | 2526 | 273,94 | 4146,90
Tempo de p=2 | 2,20 | 186,88 | 2020,01 | 28969,94
processamento | p=3 | 2,09 | 84,74 | 913,50 | 10944,07
(segundos) p=4 | 0,67 | 64,97 | 272,00 | 9527,94
Total | 5,94 | 361,85 | 3479,45 | 53588,85
NGL 1551 | 5481 | 20541 79461

Fonte: Elaborado pelo autor (2018).

O tempo de processamento também variou dependendo do tipo de abordagem, por
exemplo, o custo computacional para o algoritmo de otimizagcdo empregando o elemento Q8,

para a malha mais refinada, é 3,4 vezes superior a mesma analise empregando a versdo de
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ordem zero da teoria de volumes finitos. Ao passo que a analise empregando o elemento Q4 é
1,5 vezes mais rapido que o modelo que emprega a versdo de ordem zero da teoria de
volumes finitos, no caso da malha mais refinada. Certamente, 0 nimero de graus de liberdade
explica a maior eficiéncia numérica das abordagens baseadas na versdo de ordem zero da
teoria de volumes finitos e no elemento Q4, uma vez que este define o tamanho do sistema

global de equagGes, resolvido diversas vezes durante o processo de otimizacao.

Quadro 03 - Analise de convergéncia da viga engastada para versdo de segunda ordem da TVF.

Malha 22x11 | 42x21 | 82x41 | 162x81
p=1 16 25 29 35
NGmero de p=2 34 183 199 294
iteracoes p=3 34 63 75 67
p=4 13 18 56 39
Total | 97 289 359 435
p=1 | 161 | 22,77 | 338,74 | 545259
Tempo de p=2 | 3,42 | 172,70 | 2398,94 | 46886,24
processamento | p=3 | 3,50 | 58,97 | 915,94 | 10862,31
(segundos) p=4 | 1,41 | 16,59 | 676,65 | 5999,92
Total | 9,94 | 271,03 | 4330,27 | 69201,06
NGL 2068 | 7308 | 27388 | 105948

Fonte: Elaborado pelo autor (2018).

Quadro 04 - Analise de convergéncia da viga engastada para o elemento Q4.

Malha 22x11 | 42x21 | 82x41 | 162x81
p=1 12 20 23 31
. p=2 51 75 125 150
l\llijer?:gege p=3 | 18 | 36 | 21 29
p=4 3 27 46 34
Total | 84 158 215 244
p=1 | 0,29 | 3,49 | 47,78 | 1097,90
Tempo de p=2 | 0,92 | 11,16 | 246,29 | 4896,18
processamento | p=3 | 0,87 | 5,38 | 39,21 | 922,09
(segundos) p=4 | 0,05 | 4,10 | 86,69 | 1045,10
Total | 2,13 | 24,13 | 419,97 | 7961,27
NGL 552 | 1892 | 6972 | 26732

Fonte: Elaborado pelo autor (2018).

Com relacéo as versdes de ordem superior da teoria de volumes finitos, observa-se um
custo computacional um pouco mais elevado, sendo a versdo de primeira ordem 1,3 vezes
mais lenta em relacdo a abordagem empregando o elemento Q8 para malha mais refinada, e a
versdo de segunda ordem 1,7 vezes mais lenta em relacdo a mesma abordagem. Porém, ao se

observar o tempo de processamento em relacdo ao nimero de iteracGes, tem-se que 0 custo
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computacional do passo iterativo, para a malha mais refinada, para as versoes de primeira e
segunda ordem da teoria de volumes finitos sdo, respectivamente, de 114,48 e 159,18
segundos, enquanto que a abordagem empregando o elemento Q8 € de 172,79 segundos.
Dessa forma, o que prejudica a eficiéncia dos modelos empregando as versdes de primeira e
segunda ordem da teoria de volumes finitos sdo os valores adotados para o fator de
amortecimento, visto que 0s passos iterativos para essas abordagens sdo mais rapidos que

aqueles obtidos empregando o elemento Q8.

Quadro 05 - Analise de convergéncia da viga engastada para o elemento Q8.

Malha 22x11 | 42x21 | 82x41 | 162x81
p=1 10 13 20 29
NGmero de p=2 57 99 148 139
iteracdes p=3 16 21 23 57
p=4 94 3 11 13
Total | 177 136 202 238
p=1 | 2,01 | 17,36 | 296,00 | 5030,20
Tempo de p=2 | 11,01 | 135,77 | 2062,91 | 24374,36
processamento | p=3 | 3,06 | 27,57 | 319,84 | 9527,46
(segundos) p=4 | 17,74 | 3,93 | 143,48 | 2169,10
Total | 33,82 | 184,63 | 2822,23 | 41101,12
NGL 1586 | 5546 | 20666 79706

Fonte: Elaborado pelo autor (2018).
7.2 Estudo de caso 2: viga do tipo Messerschmitt-Bolkow-Blom (MBB)

A viga do tipo MBB é mostrada na Figura 44, para a qual sdo adotadas unidades
consistentes para 0s parametros geométricos e fisicos na concep¢do do modelo. Tomando-se
vantagem da simetria da estrutura, somente metade do dominio de referéncia é analisada,

empregando-se, assim as devidas condic¢Bes de contorno que refletem essa simetria.

As Figuras 45, 47, 49, 51 e 53 mostram, respectivamente, as topologias 6timas obtidas
para as malhas de 30x5, 60x10, 120x20 e 240x40 (na analise as malhas adotadas sdo 15x5,
30x10, 60x20 e 120x40, respectivamente) para as analises empregando as versdes de ordem
zero, primeira e segunda da teoria de volumes finitos e os elementos Q4 e Q8 do método dos
elementos finitos. As Figuras 46, 48, 50, 52 e 54 apresentam o0s respectivos graficos da
evolucéo das funcgdes objetivos ao longo do processo iterativo. Neste caso, o problema de
otimizacdo consiste em buscar o menor valor para funcdo de flexibilidade da estrutura
submetida a uma restricdo de 50% do volume total da mesma, ndo sendo empregada nenhuma

técnica de filtragem dos resultados ou de processamento de imagem.
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Figura 44 - Viga do tipo MBB.
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A '

Fonte: Elaborada pelo autor (2018).

As Figuras 45, 47 e 49 mostram topologias livres do efeito do padrédo de xadrez. Por
outro lado, as topologias apresentadas na Figura 51 mostram a presenca do efeito do padréo
de xadrez em toda a estrutura, enquanto que as topologias apresentadas na Figura 53 mostram
a ocorréncia do padrdo de xadrez apenas localmente. Para as topologias obtidas empregando-
se a teoria de volumes finitos, observa-se de uma forma geral que ndo ocorre o efeito do
padrdo de xadrez. Ao passo que aquelas topologias étimas obtidas empregando-se o método
dos elementos finitos apresentam o efeito do padrdo de xadrez. Quanto a instabilidade
numérica associada a dependéncia de malha, esta é observada em todas as abordagens,
empregando-se tanto a teoria de volumes finitos como o método dos elementos finitos, assim,

este € um ponto que deve ser tratado em pesquisas futuras.

Na auséncia de técnicas de filtragem dos resultados e de processamento de imagem,
observa-se a necessidade de utilizar o fator de amortecimento para regularizar as oscilagdes
de deslocamentos nas regides menos densas da estrutura durante o processo de otimizacao.
Dessa forma, para cada malha estudada é adotado o valor de  mais préximo possivel de 1/2,
sem que sejam verificadas oscilacbes no processo iterativo. Assim, os valores de 7
apresentam uma alta variabilidade dependendo da malha empregada, como pode ser
observado nas Figuras 45, 47, 49, 51 e 53, a Unica excecdo a este caso é justamente a versdo
de ordem zero da teoria de volumes finitos, a qual mantém um valor n = 1/2,6 constante

para todas as simulagdes.
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Figura 45 - Topologias 6timas obtidas via TVF de ordem zero para viga do tipo MBB.

1
Malha 30x5 (n - —)

Malha 120x20

2,6

Malha 60x10 n=-—

Fonte: Elaborada pelo autor (2018).

Figura 46 - Gréaficos da funcéo objetivo em relagdo ao nimero de iteragcbes para versao de
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Figura 47 - Topologias 6timas obtidas via TVF de primeira ordem para viga do tipo MBB.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2018).

Figura 48 - Gréaficos da funcéo objetivo em relagdo ao nimero de iteragcbes para versao de

primeira ordem da TVF.
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Figura 49 - Topologias 6timas obtidas via TVF de segunda ordem para viga do tipo MBB.
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Figura 50 - Gréaficos da funcéo objetivo em relagdo ao nimero de iteragcbes para versao de

segunda ordem da TVF.
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Figura 51 - Topologias 6timas obtidas via elemento finito Q4 para viga do tipo MBB.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2018).
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Figura 52 - Graficos da funcéo objetivo em relagdo ao nimero de iteragbes para o elemento
finito Q4.
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Figura 53 - Topologias 6timas obtidas via elemento finito Q8 para viga do tipo MBB.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2018).
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Figura 54 - Graficos da funcéo objetivo em relagdo ao nimero de iteragfes para o elemento

finito Q8.
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Os graficos apresentados nas Figuras 46, 48, 50, 52 e 54 mostram uma convergéncia
lenta e gradual para as malhas mais refinadas. Além do mais, pode-se observar quatro
patamares de energia bem definidos, especialmente para as abordagens empregando a teoria
de volumes finitos. Esses patamares correspondem aos fatores de penalizacdo adotados ao
longo do processo iterativo, visto que é adotado o esquema continuado de penalizacéo,
visando evitar a ocorréncia de minimos locais. Além disso, esses patamares revelam que a
minimizacdo da funcdo de flexibilidade da estrutura ocorreu logo no inicio do processo de
otimizacdo, quando o coeficiente de penalizacdo € igual a 1. Assim, pode-se inferir que a
topologia, que resulta na minimizacdo da funcdo de flexibilidade da estrutura, é a que
apresenta regides acinzentadas quando o fator de penalizagdo é igual a 1, diferindo totalmente
das topologias 6timas apresentadas nas Figuras 45, 47, 49, 51 e 53. Essas regides acinzentadas

correspondem a materiais com diferentes indices de porosidade.

Os Quadros 06, 07, 08, 09 e 10 mostram os resultados numéricos obtidos para a
anélise de convergéncia dos modelos baseados, respectivamente, nas verses de ordem zero,
um e dois da teoria de volumes finitos e nos elementos Q4 e Q8 do método dos elementos
finitos. O ndmero de iteracBes ndo variou substancialmente entre os modelos empregando a
versdo de ordem zero da teoria de volumes finitos e os elementos Q4 e Q8. Porém, para as
versoes de primeira e segunda ordem da teoria de volumes finitos, observa-se um aumento
acentuado no numero de iteragdes, chegando a mais que o dobro para a malha mais refinada
empregando-se a versao de segunda ordem. Os valores adotados para o fator de
amortecimento explicam essa elevada quantidade de iteracdes para garantia da convergéncia.
Nesses casos, os valores de n chegam a ser 6,8 vezes inferior ao adotado para os demais

modelos, o que certamente prejudica o desempenho dessas abordagens.

O tempo de processamento também varia dependendo do tipo de abordagem
empregada. Por exemplo, o custo computacional da malha mais refinada empregando o
elemento Q8 é 3,4 vezes superior a mesma analise empregando a versdo de ordem zero da
teoria de volumes finitos. A abordagem baseada no elemento Q4 é 1,7 vezes mais rapida que
aquela empregando a versao de ordem zero da teoria de volumes finitos para a malha mais
refinada. Porém, em relacdo as versbes de ordem superior da teoria de volumes, observa-se
um custo computacional mais elevado quando comparado com as demais abordagens. No
caso da versdo de primeira ordem, esta é 1,1 vezes mais lenta que o elemento Q8 para a malha
mais refinada, enquanto que a versdo de segunda ordem apresenta um custo computacional

1,7 vezes superior ao elemento Q8 para a malha mais refinada. Porém, os tempos de
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processamento por iteragdo para as versoes de primeira e segunda ordem séo de 14,43 e 20,50

segundos, respectivamente, para malha mais refinada, enquanto que o tempo de
processamento por iteracdo para o elemento Q8 é de 20,52 segundos. Dessa forma, pode-se
inferir que os valores adotados para o fator de amortecimento levam a perda de eficiéncia
computacional das abordagens baseadas nas versdes de primeira e segunda ordem da teoria de

volumes finitos, prejudicando, assim, o desempenho geral dessas abordagens.

Quadro 06 - Analise de convergéncia da viga do tipo MBB para versdo de ordem zero da TVF.

Malha 15x5 | 30x10 | 60x20 | 120x40
p=1 9 11 18 26
. p=2 7 85 121 138
Nlltje”;‘:gge‘ie 0=3 | 18 | 26 | 20 | 42
p=4 | 34 35 31 38
Total | 68 157 190 244
p=1 | 0,20 | 0,67 | 10,65 | 203,25
Tempo de p=2 | 0,06 | 4,44 | 73,37 | 1084,53
processamento | p=3 | 0,12 | 1,35 | 12,45 | 341,57
(segundos) p=4 | 0,24 | 1,88 | 18,85 | 308,29
Total | 0,62 | 8,34 | 115,32 | 1937,64
NGL 340 | 1280 | 4960 | 19520

Fonte: Elaborado pelo autor (2018).

Quadro 07 - Analise de convergéncia da viga do tipo MBB para versao de primeira ordem da

TVF.
Malha 15x5 | 30x10 | 60x20 | 120x40
p=1 | 12 23 27 35
NGmero de p=2 9 19 187 264
iteracdes p=3 | 35 99 62 113
p=4 | 12 30 64 79
Total | 68 171 340 491
p=1 | 0,17 | 2,56 | 21,43 | 503,96
Tempo de p=2 | 0,12 | 2,07 | 157,44 | 3835,33
processamento | p=3 | 0,41 | 10,89 | 50,28 | 1598,60
(segundos) p=4 | 0,15 | 3,33 | 51,82 | 1148,15
Total | 0,85 | 18,85 | 280,97 | 7086,04
NGL 510 | 1920 | 7440 | 29280

Fonte: Elaborado pelo autor (2018).




Quadro 08 - Andlise de convergéncia da viga do tipo MBB para versédo de segunda ordem da

TVF.
Malha 15x5 | 30x10 | 60x20 | 120x40
p=1 | 14 30 28 39
NGmero de p=2 | 10 22 180 320
iteracdes p=3 | 46 142 83 145
p=4 | 30 67 64 52
Total | 100 | 261 355 556
p=1 | 0,25 | 453 | 32,22 | 791,05
Tempo de p=2 | 0,17 | 3,38 | 213,32 | 6587,70
processamento | p=3 | 0,76 | 22,03 | 97,72 | 2964,03
(segundos) p=4 | 0,47 | 10,34 | 74,71 | 1051,67
Total | 1,65 | 40,28 | 417,97 | 11394,45
NGL 680 | 2560 | 9920 39040

Fonte: Elaborado pelo autor (2018).

Quadro 09 - Analise de convergéncia da viga do tipo MBB para o elemento Q4.

Malha 15x5 | 30x10 | 60x20 | 120x40
p=1 9 13 21 29
. p=2 | 30 70 97 118
'\:‘tjer?ae;geie p=3 | 22 | 27 | 33 56
p=4 | 51 20 32 69
Total | 112 | 130 183 272
p=1 | 0,08 | 0,38 | 10,04 | 162,87
Tempo de p=2 | 0,17 | 1,64 | 44,16 | 629,61
processamento | p=3 | 0,11 | 0,62 | 15,47 | 307,04
(segundos) p=4 | 0,25 | 0,47 | 14,49 | 370,16
Total | 0,61 | 3,11 | 84,16 | 1469,68
NGL 192 | 682 | 2562 | 9922

Fonte: Elaborado pelo autor (2018).

Quadro 10 - Analise de convergéncia da viga do tipo MBB para o elemento Q8.

Malha 15x5 | 30x10 | 60x20 | 120x40
p=1 9 11 18 29
NGMero de p=2 | 10 73 134 195
iteracoes p=3 | 42 22 35 78
p=4 | 42 45 37 23
Total | 103 | 151 224 325
p=1 | 0,26 | 1,12 | 22,30 | 625,71
Tempo de p=2 | 0,21 | 7,49 | 158,73 | 3977,44
processamento | p=3 | 0,85 | 2,26 | 39,29 | 1596,62
(segundos) p=4 | 0,84 | 432 | 41,72 | 471,32
Total | 2,16 | 15,19 | 262,04 | 6671,09
NGL 532 | 1962 | 7522 | 29442

Fonte: Elaborado pelo autor (2018).
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7.3 Estudo de caso 3: estrutura Michell

A Figura 55 ilustra o dominio de andlise, bem como as condicGes de contorno, da
estrutura Michell empregada na andlise. Na analise do modelo proposto, sdo adotadas
unidades consistentes para 0s parametros geométricos e fisicos. Levando-se em consideracao
a simetria da estrutura, analisa-se somente metade do dominio de referéncia, assim, séo
empregadas as condi¢bes de contorno que garantem a ocorréncia dessa Simetria.

Posteriormente, as topologias 6timas obtidas sdo espelhadas.

Figura 55 - Estrutura Michell.

L '

A I A

Fonte: Elaborada pelo autor (2018).

As Figuras 56, 58, 60, 62 e 64 apresentam as topologias 6timas obtidas para as malhas
de 20x10, 40x20, 80x40 e 160x80, que correspondem, respectivamente, as malhas analisadas
de 10x10, 20x20, 40x40 e 80x80, resultantes das analises empregando as versfes de ordem
zero, um e dois da teoria de volumes finitos e os elementos Q4 e Q8 do método dos elementos
finitos, respectivamente. Os graficos apresentados nas Figuras 57, 59, 61, 63 e 65 representam
a evolucdo da funcdo objetivo ao longo do processo de otimizagéo para as respectivas malhas
resultantes de diferentes abordagens. Neste caso, o problema de otimizacdo busca minimizar a
funcdo de flexibilidade da estrutura dada uma restricdo volumétrica de 40% do volume total
da estrutura, ndo sendo empregada nenhuma técnica de filtragem dos resultados ou de

processamento de imagem.



Figura 56 - Topologias 6timas obtidas via TVF de ordem zero para estrutura Michell.
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Figura 57 - Gréficos da funcao objetivo em relagdo ao nimero de iteragdes para TVF de ordem
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Figura 58 - Topologias 6timas obtidas via TVF de primeira ordem para estrutura Michell.
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Figura 59 - Gréaficos da funcéo objetivo em relagdo ao nimero de iteracbes para TVF de

primeira ordem.
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Figura 60 - Topologias 6timas obtidas via TVF de segunda ordem para estrutura Michell.
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Figura 61 - Gréficos da funcao objetivo em relagdo ao numero de iteragdes para TVF de

segunda ordem.
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Figura 62 - Topologias 6timas obtidas via elemento Q4 para estrutura Michell.
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Figura 63 - Gréficos da funcdo objetivo em relagdo ao nimero de iteragdes para técnica de

elementos finitos empregando o elemento Q4.
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Figura 64 - Topologias 6timas obtidas via elemento Q8 para estrutura Michell.
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Figura 65 - Gréficos da funcdo objetivo em relagdo ao nimero de iteragdes para técnica de

elementos finitos empregando o elemento Q8.
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As Figuras 56, 58 e 60 apresentam topologias étimas que sdo livres do efeito do
padrdo de xadrez. Por outro lado, as estruturas 6timas apresentadas na Figura 62 mostram a
ocorréncia generalizada do efeito do padrdo xadrez. Nas topologias apresentadas na Figura 64
é possivel perceber a ocorréncia do fendmeno do padrdo de xadrez apenas localmente para a
malha de 40x20. Assim, os resultados 6timos obtidos empregando-se a teoria de volumes
finitos mostram a auséncia do fendmeno do padrdo do tabuleiro de xadrez, inclusive para as
malhas menos refinadas. Ao passo que para os resultados 6timos obtidos pelas abordagens
empregando o método dos elementos finitos € observada a ocorréncia do efeito do padrdo do
tabuleiro de xadrez. Em relagdo & instabilidade numérica associada a dependéncia de malha,

esta é observada nas cinco abordagens empregadas durante a analise.

O fator de amortecimento € utilizado para regularizar possiveis oscilacbes do campo
de deslocamentos durante o processo de otimizagdo, uma vez que ndo € empregada nenhuma
técnica de filtragem no algoritmo de otimizagdo. Assim, para cada malha é adotado um valor
para o fator de amortecimento mais proximo possivel de 1/2, desde que ndo fossem
verificados fendmenos oscilatorios durante o processo de iteracdo. Os valores adotados
encontram-se descritos nas Figuras 56, 58, 60, 62 e 64. De modo geral, hd& uma alta
variabilidade no valor adotado para n, tendo como Unica excecdo a versao de ordem zero da

teoria de volumes finitos, a qual sempre mantém um valor n = 1/2,6.

A aplicacdo do esquema continuado de penalizagdo levou a uma convergéncia lenta e
gradual do processo de otimizacdo, especialmente para as malhas mais refinadas, conforme
apresentado nos graficos das Figuras 57, 59, 61, 63 e 65. Nos graficos das malhas 80x40 e
160x80, observa-se a formacdo de dois patamares bem definidos de energia. E possivel
também observar que a minimizacdo da funcéo de flexibilidade da estrutura ocorre quando o
fator de penalizacdo € igual a 1, ou seja, o primeiro patamar de energia encontra-se abaixo do
segundo, indicando que a melhor topologia para a estrutura analisada € aquela que apresenta

diferentes escalas de cinza, correspondentes a diferentes indices de porosidade do material.

Os resultados numéricos obtidos para analise de convergéncia da estrutura Michell
encontram-se apresentados nos Quadros 11, 12, 13, 14 e 15, os quais sdo obtidos para as
abordagens baseadas nas versdes de ordem zero, um e dois da teoria de volumes finitos e nos
elementos Q4 e Q8 do método dos elementos finitos, respectivamente. O numero de iteracdes,
para este exemplo, tem um comportamento um pouco atipico para 0s modelos aplicando o
método dos elementos finitos. Por exemplo, para o elemento Q4, observa-se que o nimero de

iteracBes necessario para a malha mais refinada (80x80) é inferior aquele observado para a
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malha menos refinada (10x10). Da mesma forma, pode-se observar que o numero de iteracoes
para abordagem baseada no elemento Q8 para malha de 40x40 € inferior ao obtido para malha
de 10x10, e o numero de iteracdes da malha de 80x80 também € inferior aquele observado
para malha de 20x20. Normalmente, o refinamento da malha leva a um aumento no nimero
de iteracOes, porém, nesse caso, para as abordagens empregando o método dos elementos

finitos, isso ndo é observado.

Quadro 11 - Analise de convergéncia da estrutura Michell para versao de ordem zero da TVF.

Malha 10x10 | 20x20 | 40x40 | 80x80
p=1 11 16 24 33
. p=2 9 54 96 91
'\:i’er:‘:ége‘:e p=3 | 24 | 23 | 37 49
p=4 34 35 30 33
Total | 78 128 187 206
p=1 | 0,19 | 1,04 | 17,87 | 489,42
Tempo de p:2 0,14 3,33 60,25 | 1357,26
processamento | p=3 | 0,36 | 1,47 | 24,08 | 686,74
(segundos) p=4 | 0,49 | 2,22 | 19,14 | 449,75
Total | 1,18 | 8,06 | 121,34 | 2983,17
NGL 440 | 1680 | 6560 | 25920

Fonte: Elaborado pelo autor (2018).

Quadro 12 - Analise de convergéncia da estrutura Michell para versado de primeira ordem da

TVF.
Malha 10x10 | 20x20 | 40x40 | 80x80
p=1 13 17 30 47
NGmero de p=2 63 77 106 152
iteracdes p=3 44 33 33 63
p=4 48 21 20 24
Total | 168 148 189 286
p=1 | 0,24 | 197 | 36,49 | 124199
Tempo de p=2 | 1,05 | 9,16 | 127,63 | 3969,53
processamento | p=3 | 0,76 | 3,81 | 39,45 | 1650,88
(segundos) p=4 | 0,87 | 2,53 | 24,23 | 639,11
Total | 2,92 | 17,47 | 227,80 | 7501,51
NGL 660 | 2520 | 9840 | 38880

Fonte: Elaborada pelo autor (2018).

Nesse exemplo, como o valor adotado para o fator de amortecimento para as versoes
de primeira e segunda ordem da teoria de volumes finitos é relativamente menor que aqueles
adotados nos exemplos anteriores, pode-se observar um numero relativamente menor de

iteracbes quando comparado com os exemplos anteriores (viga engastada e viga do tipo
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MBB). No caso da versdo de primeira ordem da teoria de volumes finitos, o nimero de
iteracBes para malha mais refinada é apenas 37,5% maior que o observado para o elemento
Q8. No caso da versdo de segunda ordem, o numero de iteragdes para malha mais refinada é
aproximadamente 68% superior que aquele observado para o elemento Q8. Nos exemplos

anteriores, esses valores chegam a ser superior a 100%.

Quadro 13 - Analise de convergéncia da estrutura Michell para versdo de segunda ordem da

TVF.
Malha 10x10 | 20x20 | 40x40 | 80x80
p=1 13 17 35 45
NGmero de p=2 71 98 117 165
iteracdes p=3 37 23 23 80
p=4 34 17 22 60
Total | 155 155 197 350
p=1 | 0,34 | 2,92 | 73,38 | 1717,52
Tempo de p=2 | 1,68 | 18,06 | 250,20 | 6294,77
processamento | p=3 | 0,93 | 4,40 | 49,02 | 3075,35
(segundos) p=4 | 0,87 | 3,29 | 47,45 | 2270,46
Total | 3,82 | 28,67 | 420,05 | 13358,10
NGL 880 | 3360 | 13120 | 51840

Fonte: Elaborado pelo autor (2018).

Quadro 14 - Analise de convergéncia da estrutura Michell para o elemento Q4.

Malha 10x10 | 20x20 | 40x40 | 80x80
p=1 11 16 24 33
. p=2 55 81 77 92
'\:;‘eTae;ge‘:e 0=3 | 38 | 20 | 45 | 27
p=4 75 48 14 17
Total | 179 174 160 169
p=1 | 0,13 | 0,52 | 10,41 | 252,63
Tempo de p=2 | 0,44 | 2,55 | 30,25 | 557,94
processamento | p=3 | 0,25 | 0,91 | 16,71 | 154,94
(segundos) p=4 | 0,47 | 148 | 6,39 | 97,20
Total | 1,29 | 546 | 63,76 | 1062,71
NGL 242 882 | 3362 | 13122

Fonte: Elaborado pelo autor (2018).

O tempo de processamento variou bastante a depender do tipo de abordagem
empregada. O custo computacional do elemento Q8 é 2,6 vezes superior ao observado para
versdo de ordem zero da teoria de volumes finitos. A abordagem baseada no elemento Q4 é
2,8 vezes mais rapida que aquela empregando a versdo de ordem zero da teoria de volumes

finitos. Neste exemplo, a versdo de primeira ordem da teoria de volumes finitos apresentou
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um custo computacional inferior em relacdo ao elemento Q8, enquanto que a versao de
segunda ordem é 1,7 vezes mais lenta, porém, quando o tempo de processamento por iteracao
¢ analisado, percebe-se que 0s custos computacionais dos passos iterativos destas Gltimas
abordagens sdo muito semelhantes. Dessa forma, pode-se inferir que os valores adotados para
o fator de amortecimento nas abordagens baseadas nas versdes de primeira e segunda ordem
da teoria de volumes finitos levam a perda de eficiéncia das mesmas, prejudicando, assim, o

desempenho das abordagens baseadas nessas metodologias.

Quadro 15 - Analise de convergéncia da estrutura Michell para o elemento Q8.

Malha 10x10 | 20x20 | 40x40 | 80x80
p=1 9 14 22 33
. p=2 84 95 66 122
'\f‘tje”:aeége‘:e p=3 | 14 | 26 | 23 34
p=4 28 81 7 19
Total | 135 216 118 208
p=1 | 0,18 | 2,28 | 51,18 | 1330,62
Tempo de p=2 | 1,43 | 15,02 | 142,03 | 4505,50
processamento | p=3 | 0,25 | 4,90 | 45,28 | 1197,15
(segundos) p=4 | 0,49 | 13,26 | 13,80 | 688,35
Total | 2,35 | 35,46 | 252,29 | 7721,62
NGL 682 | 2562 | 9922 | 39042

Fonte: Elaborado pelo autor (2018).
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CONCLUSOES

O algoritmo de otimizacdo topoldgica baseado na teoria de volumes finitos
demonstrou ser eficiente para os exemplos analisados em comparacdo com a mesma técnica
empregando o metodo dos elementos finitos. Aléem do mais, a auséncia de algumas
instabilidades numéricas, tais como o efeito do padrdo de xadrez, demonstra a eficacia da
nova técnica numérica no ambito da otimizacdo topologica de estruturas elasticas continuas.
Credita-se grande parte da eficiéncia da teoria de volumes finitos em produzir topologias
oOtimas livres do efeito do padrdo de xadrez ao fato desta satisfazer as continuidades estaticas
e cinematicas em termos médios nas faces comuns entre subvolumes adjacentes, o que
representa que as conexdes entre subvolumes ocorrem por meio das faces e ndo por meio dos

ndés, como no método dos elementos finitos.

O efeito do padrdo de xadrez é definitivamente um problema em topologias 6timas
obtidas empregando o elemento Q4, podendo também ocorrer localmente quando o elemento
Q8 é empregado. Além do mais, o uso de técnicas de filtragem ou processamento de imagem,
para melhorar os resultados obtidos via método dos elementos finitos, foi evitado com o
intuito de proporcionar uma comparacdo mais justa e transparente entre as diferentes
abordagens analisadas. Assim, uma analise livre das técnicas de filtragem proporcionou a
verificagdo de algumas instabilidades numéricas, apresentadas na Secdo 5.5, entre elas
destaca-se a ocorréncia do efeito do padrdo de xadrez.

As instabilidades numéricas apresentadas na Secdo 5.5, especialmente o efeito do
padrdo de xadrez, estdo intimamente relacionadas as consideracdes assumidas pelo método
dos elementos finitos. Segundo Diaz e Sigmund (1995), o surgimento do padrao do tabuleiro
de xadrez em uma topologia Otima, se deve a aproximagdes oriundas do método dos
elementos finitos, levando a estrutura étima a apresentar uma rigidez artificial. O método
forca a satisfacdo das equacdes de equilibrio e das condi¢cdes de compatibilidade estatica e
cinematica apenas nos nds dos elementos que compdem o dominio discretizado de analise.
Por outro lado, a teoria de volumes finitos satisfaz as equacdes de equilibrio no nivel do
subvolume e as condi¢Bes de compatibilidade estatica e cinemética sdo estabelecidas nas
interfaces comuns entre subvolumes adjacentes. Dessa forma, nas abordagens empregando a
TVF, as conexdes entre subvolumes adjacentes se da por intermédio das faces dos

subvolumes, garantindo, assim, a producdo de topologias livres do efeito do padréo de xadrez.
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Apesar da eficicia comprovada da teoria de volumes finitos em se evitar a ocorréncia
de configuracbes de tabuleiro de xadrez em partes de estruturas continuas étimas, deve-se
salientar que em nenhum momento pretende-se sugerir a substituicdo do método dos
elementos finitos no ambito da otimizagdo topoldgica de estruturas baseadas na aplicagdo da
metodologia SIMP, uma vez que existem diversas técnicas de otimizacdo topoldgica de
estruturas elasticas continuas baseadas no método dos elementos finitos, que também sdo
capazes de produzir topologias 6timas livres do padrdo de xadrez, ver Poulsen (2002), Jang et
al. (2003), Bruggi (2008), Pereira et al. (2010) e Balogh e L6gd (2017). Neste trabalho, o
método dos elementos finitos foi empregado com o intuito de se ter resultados de referéncia
que possibilitassem a validagcdo dos resultados obtidos empregando-se a teoria de volumes

finitos, além de permitir uma analise comparativa de desempenho computacional.

A dependéncia de malha € outro tipo de instabilidade numérica associado a otimizacgao
topoldgica de estruturas, conforme descrito na Secdo 5.5. Normalmente, quando ndo ha
aplicacdo de nenhuma técnica de filtragem de resultados, observa-se a ocorréncia desse
problema numérico. Fato observado em todos os resultados obtidos nessa dissertagdo, tanto
para as abordagens empregando o método dos elementos finitos como para aquelas

abordagens que empregaram a teoria de volumes finitos.

Sigmund e Petersson (1998) sugerem trés técnicas distintas para solucionar problemas
relacionados a dependéncia de malha: filtros de controle do perimetro e de malhas
independentes, bem como a adicéo de restricdes ao gradiente da funcdo de densidade relativa.
Porem, estas solucfes sdo tradicionalmente empregadas em abordagens baseadas no metodo
dos elementos finitos. Assim, no ambito da otimizacdo topoldgica baseada na teoria de
volumes finitos, uma possibilidade seria tratar os filamentos delgados que aparecem nas
topologias 6timas, oriundas de malhas mais refinadas, por meio de técnicas que restringem a
tensdo efetiva de von Mises. Esses resultados podem ser obtidos adicionando-se restricdes de
tensdo ao problema de otimizacdo topoldgica apresentado na Equacdo (5.2.4), evitando-se,
dessa forma, a formacdo de filamentos delgados que sdo de dificil manufatura e provocam o

problema da dependéncia de malha.

O esquema continuado, em que o fator de penalizacdo aumenta gradualmente a partir
de 1, foi adotado durante o processo de otimizacgdo, garantindo-se, assim, uma convergéncia
gradual para o processo e evitando-se possiveis problemas ocasionados pela presenca de
minimos locais. Além do mais, 0 emprego do esquema continuado revelou que durante o

processo de iteracdo, o0 minimo global ocorre quando o fator de penalizacdo assume o seu
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primeiro valor, o que nos leva a crer que a melhor distribuicdo de material dentro do dominio
de andlise é justamente aquela que resulta em regiGes acinzentadas associadas a diferentes

indices de porosidade do material.

Apesar desta topologia ndo poder ser obtida na inddstria convencional, nem por
intermédio de impressoras 3D, ela pode ser explicada do ponto de vista teérico pela teoria de
materiais compadsitos. Ou seja, nesse caso, cada elemento ou subvolume da estrutura étima é
definido como sendo parte sélida e vazia, a parte sélida esta diretamente relacionada a fracédo
volumétrica da matriz, enquanto a parte vazia esta diretamente relacionada com a fragdo de
poros de um material compdsito. Certamente, esse aspecto pode ser objeto de pesquisas
futuras, especialmente com o intuito de obter o melhor fator de penalizagcdo para as
abordagens que empregam a teoria de volumes finitos, assim como foi feito por Bendsge e

Sigmund (1999) no contexto do método dos elementos finitos.

O fator de amortecimento do método OC variou a depender do tipo de abordagem e do
refinamento da malha, com o intuito de se evitar a ocorréncia de oscilagbes indesejadas
durante o processo de iteracdo. O Unico modelo empregado em que ndo se observou nenhuma
variacdo, independentemente do tipo de malha e do exemplo analisado, foi a versao de ordem
zero da teoria de volumes finitos, para todos os casos o valor de n se manteve constante e
igual a 1/2,6 . Para as demais abordagens, observa-se uma variacdo no fator de
amortecimento. Porém, dentre essas, as mais prejudicadas foram as versdes de primeira e
segunda ordem da teoria de volumes finitos. Os valores de n empregados nessas abordagens
levaram a uma perda de eficiéncia computacional muito grande, levando, em certos casos, a
um namero de iteracGes de aproximadamente o dobro daquele observado para o elemento Q8.
Dessa forma, para as versoes de ordem superior da teoria de volumes finitos, sugere-se adotar

uma estratégia alternativa para evitar possiveis oscilacdes no processo iterativo.

Segundo Montes (2016), o critério de convergéncia baseado na méaxima diferenca
entre iteragfes consecutivas considera somente duas iteragdes consecutivas, ndo evitando o
fendmeno oscilatério e complicando o processo de convergéncia. Dessa forma, o autor sugere
adotar um critério de convergéncia alternativo, tais como critérios de parada baseados na
diferenca dos fatores de seguranca da estrutura de duas iteracGes consecutivas ou na variancia
da funcdo objetivo. Além desses critérios, pode-se sugerir também a adogdo de um critério
alternativo baseado na diferenca da funcdo objetivo de duas iteragdes consecutivas. Para o

método de penalizacdo fixa, esses critérios de convergéncia funcionam bem e sdo capazes de
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evitar a ocorréncia de fenbmenos oscilatérios, possibilitando-se, assim, uma comparagao mais

justa entre as abordagens empregadas.

O baixo custo computacional da versdo de ordem zero da teoria de volumes finitos,
em relacédo as versdes de ordem superior da mesma, justifica a sua aplicacdo em detrimento
das outras. O numero de graus de liberdade explica, em grande parte, a sua eficiéncia, uma
vez que este define o tamanho do sistema global de equagOes. Em relagdo as topologias
Otimas obtidas pelas diferentes versdes da teoria de volumes fintos, ndo se observa uma
diferenca substancial que justifique o aumento do custo computacional causado pela aplicacdo
das versdes de ordem superior. Dessa forma, a aplicacdo da verséo de ordem zero da teoria de
volumes finitos na otimizagdo topoldgica de estruturas elasticas continuas € suficiente para
obtencdo de topologias 6timas livres do efeito do padrdo de xadrez e com um custo

computacional satisfatorio.

Com base nos resultados até entdo obtidos, pode-se justificar a continuacdo desta
investigacdo, explorando os variados aspectos da teoria de volumes finitos. A satisfacdo das
equacdes de equilibrio localmente e as condi¢cdes de compatibilidade estatica e cinematica
estabelecidas em termos médios entre os subvolumes que compartilham faces comuns sdo os
grandes trunfos dessa nova abordagem. Assim, trabalhos futuros devem ser desenvolvidos
com o intuito de melhor avaliar e validar os diferentes aspectos que envolvem a teoria de

volumes finitos e solucionar 0s problemas até entdo apresentados.
Consideracoes finais

Nesta dissertacdo, a otimizacdo topoldgica, via metodologia SIMP, ¢é aplicada a
estruturas elasticas continuas bidimensionais, considerando-se um estado de plano de tensdes,
submetida a restricbes de volumes, minimizando a fungdo de flexibilidade da estrutura. As
formulacBes propostas se mostraram capazes de evitar a ocorréncia da configuracdo de
tabuleiro de xadrez, como também mostraram ser computacionalmente eficazes e

competitivas em relacdo aquelas tradicionalmente baseadas no método dos elementos finitos.

De modo geral, as topologias Otimas obtidas mostraram-se bem-comportadas,
apresentando uma boa nitidez e clara disposicdo de material. A implementagdo de um
esquema de penalizacdo continuado contribuiu para uma convergéncia gradual do processo de
otimizacdo, evitando-se, assim, a ocorréncia de minimos locais, especialmente para as malhas
mais refinadas. Por fim, a microestrutura artificial do método SIMP, na qual a Unica variavel

de projeto é a densidade relativa do material, permitiu penalizar as regides formadas por
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densidades intermediarias, a qual possibilitou a obtengao de projetos “preto e branco” bem

definidos.
Sugestdes de trabalhos futuros

Algumas possibilidades para trabalhos futuros incluem:

e Contemplar partes da teoria da plasticidade e adotar restricGes as tensdes efetivas de
von Mises, possibilitando, assim, a obtencdo de topologias 6timas livres da ocorréncia
da dependéncia de malha e possiveis de serem manufaturadas, empregando-se a teoria
de volumes finitos.

e Adotar fatores de penalizacdo unitarios, obtendo-se topologias 6timas com diferentes
escalas de cinza, e tentando associd-las a materiais com diferentes indices de
porosidade, com base na Micromecénica de Materiais Compasitos.

e Modificar o esquema de penalizacdo adotado e investigar novos critérios de
convergéncia com o intuito de reduzir o custo computacional das abordagens baseadas
nas versoes de ordem superior da teoria de volumes finitos.

e Adotar a formulacdo paramétrica da teoria de volumes finitos com a finalidade de
estudar estruturas, que possuam algum tipo de descontinuidade, tal como uma viga

com furos circulares.
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APENDICES

Apéndice A — Teorema da divergéncia

Seja S uma parte de uma superficie continua delimitando a regido V. Se um vetor u ¢

continuo e possui primeira derivada continua em V, entdo

[funas= [ o-uar -

em que n é o vetor normal unitario da superficie S que aponta para fora. Este resultado pode

também ser reescrito da seguinte forma:

0a;j. x
aij. Ny dS = “ox, av (A.2)
S 14
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Apéndice B — Matrizes de rigidez para o método dos elementos finitos

Apéndice B.1 — Matriz de rigidez para o elemento Q4

a B ow pow B %
6 8 12 8 12 8 6 8
Bon B o r ko n kB
8 6 8 6 8 12 8 12
@ B _w k6 foa B
12 8 6 8 6 8 12 8

B V2 p1 V1 B V3 p1 Y1

@ _ 8 6 8 6 8 12 8 12
feoZla g B w f @ B (B.11)
12 8 6 8 6 8 12 8
b n B Bon Bon
8 12 8 12 8 6 8 6
s bk oa b f o B
6 8 12 8 12 8 6 8

B V3 p1 1 B Y2 P1 V1

s 12 8 12 8 6 8 6 |

em que

[12(1 —v) + 2h?]IE

TRz Dn

2 — 1) + 4h2)IE
Y 5

2 —1) +h2IE
BTz Dn

E
ﬁ1 = y—1
(3v — 1)E (B12)
2 = ﬁ

_[RP(v—1) - 2P2]IE
V1= (v2-1h

R — 1) + 2JIE
2=z - n

_[PPv-1) +41]IE
Vs = T2 - Dn




Apéndice B.2 — Matriz de rigidez para o elemento Q8

K(q) _ Kﬁ)(sxs) K(l(;)(sxs)
= T
coae (ng)(BXB)) Kg(;)(st)
em que
13a, 1764 ay B 23a, 7061 as
45 72 180 24 180 72 90
B 176; 13y, _& Ya _7_/?1 23y, &
72 45 24 90 72 180 24
ay B2 13a; 178 as B2 2304
180 24 45 72 90 24 180
b v VR Bn B v Tk
K@ _| 24 90 72 45 24 180 72
11(8x8) 23, 78,1 as B 13a, 1784 Qy
180 72 90 24 45 72 180
7_31 23y, & Ys _ 17, 13y, _ &
72 180 24 180 72 45 24
a B Ba Tk @ _f 1
90 24 180 72 180 24 45
By B Bn f o own 1A
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a B @ B @ B @ i)
90 18 45 18 90 18 45 18
B ¥ By B ¥ B 1w
18 45 18 90 18 45 18 90
@G B @ B @ _foa _f
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B v Bov B n B 1w
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pE® e B @ B @ B B
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B v B v B v B 1w
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@ pow  poa f &
90 18 45 18 90 18 45 18
R A T R A
L 18 45 18 90 18 45 18 90

B2

24
s
180
76

72
23y,
180
B2
24
|1z
90
1754

72
13]/1

45
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(B.2.1)

(B.2.2)

(B.2.3)



[ 40(10
a5 0 0
o o 2
45 9
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9 45
2—'81 0 0
K@ | 9
22(8x8) 46(11
~Tan 0 0
o tru 2
45 9
o 2 e
9 45
2P,
-5 0
sendo

_ [1712(1 — v) + 56h2]IE

%4 = 2 — 1Dh
(14121 —v) + 17R2)IE
@ = 2 —1Dh
_ [32(v — 1) + 80R?]IE
% = W2 —1)h
_ [1012(1 —v) + 3R*]IE
%7 = (v2—1h
_ [312(1 —v) + 40R%)IE
s = 2 — Dh
_ [2012(v — 1) + 3h?IE
= vz —Dh
_ [BI2(1 —v) + 20h2]IE
%10 = 2 — Dh
_[32(v — 1) + 10R2]IE
= vz —Dh
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12 = 2 — Dh
[512(v — 1) + 6h2]IE
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2 _4an
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(B.2.4)

(B.2.5)



(7v = 5)E
& vZ—-1
_ (1lv-1DE
YT y21
_h E
Bs lvzZ—-1
_Ellv+1)
°7  h
Eh(v+1)
7= 1
l
1 E
Bs = hv?z -1
_ [14h%(v — 1) — 1712]IE
Ya = Z—1h
_ [17h?(v — 1) — 5612]IE
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Apéndice C — Matrizes utilizadas na formulacéo cartesiana bidimensional da teoria de

volumes finitos

0o ok
4
0 0
l
B
— 0 — 0
2
@ 0 0 0
q —
A(8><8)_ h h2
0 v v
2 4
0 0 0
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- 0 L 0
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(C.7)

(C.8)

(C.9)

(C.10)

(C.11)

(C.12)

(C.13)
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(C.14)

(C.15)
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(C.16)

(C.17)

(C.18)
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