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Resumo

A evolucao espacial de um par de modos de Bragg ressonantes através de um meio descrito
por uma permissividade elétrica relativa P7T-simétrica é completamente investigada.
Usando o modelo de duas ondas, solu¢oes analiticas para as equagoes de Maxwell sao
derivadas no regime nao-paraxial a fim de investigar a transferéncia de energia entre
esses modos de Bragg para uma rede 6tica Hermitiana bem como para uma rede otica
complexa e também estudar a evolugao espacial da parte real do campo elétrico que se
propaga através desse meio. Trés regimes definidos pela quebra de simetria sao discutidos:
abaixo, acima e no ponto de quebra de simetria. Estes regimes sao determinados pela
existéncia de quatro autovalores complexos distintos abaixo da quebra de simetria, que
colidem e coalescem num par de autovalores valores complexos duplamente degenerados
no ponto de quebra de simetria. Acima do ponto de quebra, quatro autovalores complexos
distintos voltam a existir e agora cada um possui uma parte real nao-nula. No caso
Hermitiano, é demonstrado que uma transferéncia de energia completamente reciproca
entre o par de modos de Bragg, numa maneira similiar ao efeito Pendellosung conhecido
da difragao de raios X por cristais, ocorre. Quando a rede 6tica é complexa, a dindmica
da transferéncia de energia é completamente diferente do caso Hermitiano: abaixo do
ponto de quebra de simetria existe um comportamento oscilatério do tipo batimento
muito nao-reciproco para a transferéncia de energia entre os modos de Bragg; acima
do ponto de quebra de simetria a evolugao espacial da transferéncia de energia cresce
ilimitadamente mas um evolugao oscilatéria ainda ocorre; no ponto de quebra o fenémeno
do aprisionamento de modo nao ocorre nesse regime nao-paraxial (anteriormente visto
em redes Oticas PT-simétricas no regime paraxial). Para a rede 6tica complexa, todos
estes regimes compartilham caracteristicas em comum: existéncia de um modo preferencial
para o qual a energia é transferida e uma evolugao espacial dessa transferéncia de maneira
nao-reciproca, algumas das caracteristicas muito bem conhecidas de sistemas 6ticos PT

simétricos.

Palavras-chave: 1. Sistemas fotonicos. 2. Simetria P7T. 3. Oscila¢oes de Bragg. 4.Aproxi-

macao paraxial.



Abstract

The spatial evolution of a pair of resonant Bragg modes through a medium characterized
by a complex one-dimensional P7-symmetric periodic relative electric permittivity is
thoroughly investigated. By using the two wave model, analytic solutions of Maxwell’s
equations are derived in the nonparaxial regime in order to investigate the periodic energy
exchange between the Bragg modes for the Hermitian optical lattices as well as for complex
lattices and also to investigate the spatial evolution of the real part of the electric field that
propagates through this medium. Three regimes defined by the symmetry breaking point
are discussed: below it, above it and at it. These regimes are determined by the existence
of four complex eigenvalues below the symmetry breaking point, which collide and coalesce
into a pair of complex doubly degenerate eigenvalues at the breaking point. Above the
critical value each member of the pair bifurcates into a pair of complex values and now
they have a nonzero real part. In the Hermitian case, it is demonstrated that a complete
reciprocal energy transfer between the pair of Bragg modes, in a manner similiar to the
Pendellosung effect known from X-ray diffraction by a crystal, takes place. When the
optical lattice is complex, the dynamics of the energy transfer is completely different from
the Hermitian case: below the symmetry breaking point there exist a very nonreciprocal
beating-like oscillatory behavior of the energy transfer between the Bragg modes; above
the symmetry breaking point the spatial evolution of the energy transfer grows unlimited
but an oscillatory evolution still takes place; and at the symmetry breaking point the
phenomenon of mode trapping does not occur in this nonparaxial regime (previously seen
in PT-symmetric optical lattices in the paraxial regime). For the complex lattice, all these
regimes share the common features: existence of a preferable mode for which the energy is
transferred and a spatial evolution of this transfer in a nonreciprocal fashion, some of the

characteristics very well known of P7 -symmetric optical systems.

Keywords: 1. Photonic systems. 2. P7 symmetry. 3. Bragg oscillations. 4. Paraxial

approximation.
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Lista de ilustracoes

Energias em funcao de N do Hamiltoniano dado na equagao (1.32).
Pode-se definir trés regides nesta figura: para N > 2 os autovalores sao
reais, discretos e positivos, para 1 < N < 2 o espectro de H torna-se
parcialmente complexo e para N < 1 ndo hé mais autovalores reais e o
espectro de autovalores é totalmente complexo. Em N = 2, ocorre uma
quebra esponténea da simetria P7T, que ocorre exatamente no caso do

Hamiltoniano de um oscilador harménico (cujas energias sao dadas por

Sistemas abertos onde existe um fluxo de probabilidade (ilustrado pelas
setas azuis, que podem representar nimero de particulas, energia, etc.)
que entra (a) ou sai (b) do sistema. (¢) Quando estes sistemas interagem
entre si, o fluxo de probabilidade que entra no sistema S; provém do
sistema So. . . ... L
Energias do Hamiltoniano P7T-simétrico dado pela equagao (1.47). A
quebra da simetria P7T no sistema ocorre quando A/k = 1 e claramente
¢é possivel distinguir as regioes onde as energias sao totalmente reais
(A/k > 1) oucomplexas (A/k <1).. . ... ... . ...
(a) Partes real (linha continua azul) e imaginaria (linha pontilhada
vermelha) do potencial PT-simétrico dado na equacao (2.25). (b) Es-
trutura de bandas correspondente a este potencial para Vo = 0,2 (linha
pontilhada vermelha) e V5 = 0,5 (linha continua azul). Note que abaixo
do ponto de quebra espontanea de simetria existe um gap na estrutura
de banda e exatamente no ponto de quebra esse gap fecha nas bordas
da primeira zona de Brillouin. Em (c) e (d) estao ilustradas as partes
real e imagindria, respectivamente, da estrutura de banda acima do
ponto de quebra de simetria, para Vi = 0,7 e C e R denotam valores
complexos e reais de (3, respectivamente. Acima do ponto de quebra de
simetria, as bandas mostradas em (b) se juntam e formam uma banda

com valores reais e complexos de 5. . . . . .. ...
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(a) e (b) ilustram a evolugao espacial da intensidade de um feixe gaussi-
ano que se propaga numa rede 6tica descrita pelo potencial da equagao
(2.25) para Vp = 0,49 para dois angulos de incidéncia distintos. Para
um angulo de incidéncia obtém-se uma evolugao espacial simétrica em
relacao ao eixo z = 0 enquanto que para o outro angulo de incidéncia
surge uma divisao do feixe incidente em outros trés, sendo um com a
maior parte da energia e esta evolugao ¢ completamente assimétrica.
(c) e (d) representam as oscilagoes de poténcia nos casos descritos em
(a) e (b), respectivamente. Duas evolugoes completamente distintas sao
obtidas e um fato interessante é a presenca de tais oscilagoes, uma vez
que o espectro éreal. . . . . ...
Propagagao espacial do feixe ético incidente no meio (a) sem perda nem
ganho dticos (ou seja, no caso Hermitiano), (b) abaixo e (¢) acima do
ponto de quebra da simetria P7. No caso Hermitiano a propagacao é
reciproca, no sentido em que independente se o feixe incide na guia de
onda com ganho 6tico (seta preta) ou na guia de onda com perda Gtica
(seta verde), a propagagao é a mesma. Esta dindmica muda quando
o sistema estd abaixo do ponto que quebra de simetria e torna-se
completamente assimétrica acima do ponto de quebra, onde é possivel
notar que o feixe sempre se propaga na guia com ganho ético. . . . . .
Fendémeno da transparéncia induzida por perda Otica num sistema
fotonico PT-simétrico com perda 6tica. Surpreendentemente, o fato
deste sistema possui perda 6tica nao implica dizer que o feixe é absorvido,
pelo contrario, a transmissao aumenta consideravelmente a medida que
mais cromio é depositado sobre a guia deonda. . . . .. ... ... ..
Partes real (linha preta) e imagindria (linha vermelha) da constante de
propagacao b para uma guia de onda descrita por uma permissividade
elétrica relativa dada pela equacao (2.28) e cuja largura é (a) 120 nm, (b)
60 nm e (c) 30 nm. No regime subwavelength ilustrado em (a) é possivel
ver uma quebra da simetria P7T no sistema, com dois modos cujas
partes imaginarias da constante de propagacao sao comlexos conjugados
uma da outra. Diminuindo a largura da guia de onda, ilustrada em
(b), é possivel recuperar a simetria P7T depois que ela foi quebrada e
em (c) é mostrado o regime deep-subwavelength onde nao hé a quebra
da simetria para todo valor de a. Os circulos em (b) representam os

campos elétricos ilustrados na Figura 9. Nesta figura, p = 1,7. . . . . .
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Perfis espaciais dos campos elétricos para os casos indicados pelos
circulos na Figura 8(b) quando (a) a = 2,0, (b) a =4,5¢ (¢) a = 9,5.
Antes da quebra da simetria P7T os perfis sao todos simétricos e apos
a quebra eles se tornam bastante assimétricos. Apds a recupracao da
simetria P7T os perfis espaciais voltam a ser simétricos mas agora sao
mais estreitos em relagdo aos mostrados em (a). Nesta figura, p = 1,7. .
Estrutura de banda para a situacao de um meio periédico descrito por
uma permissividade elétrica relativa dada pela equagao (2.29) para (a)
a=0,6, (b) a=06,0e (c) a =14,2. Abaixo da quebra de simetria existe
um gap entre as duas primeiras bandas da estrutura (ambas reais), no
ponto de quebra de simetria P7 essas bandas se juntam e tornam-se
complexas e a medida que o valor de « cresce, a simetria P77 do sistema
é restaurada. Nesta figura, d =230 nmep=0,7. . . . .. . ... ...
(a) O gap entre as bandas mostrado na Figura 10(c) permanece durante
o intervalo 12,6 < a < 16,3, em seguida volta a fechar e o sistema
sofre outra quebra espontanea da simetria P7. Com o aumento de «, o
sistema recupera novamente a simetria e agora o gap envolve as trés
primeiras bandas da estrutura. Nesta figura, d = 230 nm e p = 0,7.

(a) Excitacdo de modos ressonantes de uma rede devido a uma onda
plana; (b) modelo de duasondas. . . . . . ... ... ... L.
Evolugao espacial da troca de energia espectral entre os modos ¥_1(z)
e Y1 (z) nas situagoes onde (a) o modo ¢ (z) possui inicialmente toda
a energia espectral e (b) o modo ©_;(z) possui inicialmente toda a
energia espectral para 0 < # < 1/2. Quando o sistema nao possui perda
nem ganho 6ticos, 8 = 0, é possivel ver claramente um comportamento
oscilatério reciproco da troca de energia espectral e a medida que 3

cresce a evolugdo torna-se cada vez mais assimétrica. Nesta figura, a =

Partes real e imaginaria dos autovalores m; para os casos onde o sistema
¢ Hermitiano (¢; = 0), abaixo (£;=0,5), no ponto (¢; = 1) e acima (g;
= 1,5) do ponto de quebra de simetria. Inicialmente existem quatro
autovalores distintos e imagindrios puros antes de eles colidirem no
ponto de quebra de simetria, onde passar a ser degenerados, e logo
depois voltam a ser quatro autovalores mas agora possuindo tanto parte
imaginaria quanto parte real. Nesta figura, ¢g =3 ecg=1. . .. . ..
Determinante da matriz U em funcao de €;. O determinante é diferente
de zero quando ; # 1, implicando em autovetores linearmente indepen-
dentes. E justamente no ponto de quebra de simetria que os autovetores

tornam-se linearmente dependentes. Nesta figura, g =3 ecg=1. . . .
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Evolucao espacial das fungoes inversao de populagao Wi(z) (linha conti-
nua azul) e W_;(z) (linha continua vermelha) para (a) g = 3, (b) g9 = 5,
(¢) g0 =7 e eg = 1. No caso Hermitiano a evolugao espacial acontece
de forma simétrica e conservativa pois o meio nao possui perda nem
ganho. A linha preta pontilhada indica a situagao onde a quantidade
de energia espectral dos modos de Bragg sao iguais. . . . . .. ... ..
Oscilagoes do tipo fase e do tipo envelope para as func¢oes inversao de
populagao Wi(z) (coluna esquerda) e W_;(z) (coluna direita) no caso
Hermitiano para (a)-(b) g9 = 3, (¢)-(d) g9 = 5, (e)-(f) eg =T eer=1..
Evolucao espacial da parte real de (a) E{(z,z2) e (b) E_i(z, 2) para
g0 =3 e ecr = 1. A curva preta indica a permissividade elétrica relativa
e o eixo superior algum de seus valores. . . . . . . .. .. ... L.
Evolugao espacial das fungdes inversao de populagao Wi(z) (linha con-
tinua azul) and W_;(z) (linha continua vermelha) para (a) ey = 3, (b)
g0=2>5,(c)eg="7,er=1ee;=0,5 Quando a permissividade elétrica
relativa possui uma parte imaginaria nao-nula, surge uma evidente
assimetria entre as fungoes inversao de populagao, gerando entao um
modo de Bragg preferencial. A linha preta pontilhada indica a situagao
onde a quantidade de energia espectral dos modos de Bragg sao iguais.
Oscilagoes do tipo fase e do tipo envelope para as funcoes inversao de
populagao Wi (z) (coluna esquerda) e W_;(z) (coluna direita) no caso
abaixo da quebra de simetria para (a)-(b) g9 = 3, (¢)-(d) eg = 5, (e)-(f)

Média espacial das fungoes inversao de populacao Wi(z) (linha continua
azul) and W_;(z) (linha continua vermelha) para ep = 1. Note o
caso Hermitiano onde as médias espaciais sao nulas e também um
comportamento divergente na média (W_;) quando £; se aproxima de
1, significando 1 (2) recebe cada vez mais energia durante maior parte
da propagagao. . . . . . ...
Evolucao espacial da parte real de (a) Ei(z,z2) e (b) E_i(z, 2) para
g0 =3, er = 1eer =0,5. Esta evolugao claramente é assimétrica e
depende da condicao incial do problema, em especial quando o modo
1_1 possui inicialmente toda a energia espectral, o campo elétrico possui
maior contraste. As curvas pretas continua e tracejada representam,
respectivamente, as partes real e imaginaria da permissividade relativa
e a linha preta pontilhada estd mostrada para indicar as regioes onde a

parte imaginaria de e(x) é positiva ou negativa. . . . . . ... ... ..
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Figura 23 —

Figura 24 —

Figura 25 —

Figura 26 —

Evolugao espacial das fungoes inversao de populacao Wi(z) (linha con-
tinua azul) and W_;(z) (linha continua vermelha) para (a) ey = 3, (b)
e0=>5,(c)eg=T7,er =1eer =1,5. H4 uma evidente assimetria entre
as evolugoes e a amplitude das oscilagoes crescem muito rapidamente
com a distancia de propagacao. A linha preta pontilhada indica a situ-
acao onde a quantidade de energia espectral dos modos de Bragg sao
IUALS. . . . .o
Evolugao espacial da parte real de (a) Eq(z,2) e (b) E_{(z, z) para
go = 3, egr = 1 e e; = 1,5. Novamente, uma evolugao claramente
assimétrica ocorre e quando o modo _; possui inicialmente toda a
energia espectral, o campo elétrico possui maior contraste. As curvas
pretas continua e tracejada representam, respectivamente, as partes
real e imagindria da permissividade relativa e a linha preta pontilhada
estd mostrada para indicar as regioes onde a parte imaginaria de e(x) é
positiva ou negativa. . . . . . . .. ..o
Evolugao espacial das fungoes inversao de populacao W_1(z) e Wi(z)
para (a)-(b) g9 = 3, (¢)-(d) g9 = 5, (e)-(f) g9 = 7 e eg = 1. Estas
evolugoes sao completamente distintas dependendo da condicao inicial
escolhida e particularmente quando o modo ¥ _; possui inicialmente
toda a energia espectral, W_;(z) cresce ilimitadamente com o qua-
drado da distancia de propagacao. A curva preta representa a parabola
[eo— )7 22 . o
Evolucao espacial da parte real de (a) Eq(z,z) e (b) E_i(z, 2) para
g0 = 3 e eg = 1. Novamente uma evolucao assimétrica ocorre e quando o
modo t_; possui inicialmente toda a energia espectral, o campo elétrico
possui valores maiores e desta vez crescendo linearmente com a distancia
de propagacao. As curvas pretas continua e tracejada representam,
respectivamente, as partes real e imaginaria da permissividade relativa
e a linha preta pontilhada estd mostrada para indicar as regioes onde a

parte imaginaria de e(x) é positiva ou negativa. . . . . .. .. ... ..
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1 Mecanica quantica P7T -simétrica

Neste capitulo serao introduzidos alguns conceitos béasicos da mecanica quantica
PT -simétrica, a fim de familiarizar o leitor com algumas ideias importantes que serao
estudadas no decorrer deste texto. A discussao comeca com uma breve andlise da mecéanica
quantica Hermitiana dada na secao 1.1, em seguida a mecanica quantica P7T -simétrica
propriamente dita é abordada na se¢ao 1.2 e por fim, na se¢ao 1.3, a relacao entre sistemas

PT-simétricos com sistemas abertos e fechados ¢ estudada.

1.1 Uma breve revisao da mecanica quantica Hermitiana

A mecanica quantica fornece os postulados necessarios para a construcao de um

formalismo matematico coerente do mundo microscopico. Dentre esses postulados estao
(COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE, 1991):

e O estado de um sistema fisico num dado instante ¢ é inteiramente determinado por

um ket ou uma fun¢ao de onda que pertence a um espaco de Hilbert.

e A toda grandeza fisica mensuravel esta associada um operador Hermitiano chamado

de observavel.

e O possivel resultado de uma medida dessa grandeza fisica é um dos autovalores do

observavel associado a essa grandeza fisica.

e A evolugao temporal de um sistema fisico é determinada pela equagao de Schrodinger

o d
ih s W(2)) = H(t) [0 (2)), (L1)

onde H(t) é o operador Hamiltoniano associado a energia total do sistema.

Para uma teoria quantica baseada no operador Hamiltoniano H de um sistema,
trés condigoes devem ser satisfeitas (BENDER, 2007): (i) o espectro de autovalores de H,
que sao as energias permitidas ao sistema, deve ser real e posuir um estado fundamental;
(ii) as autofungoes de H pertencem a um espago de Hilbert que possui um produto interno
que leva a uma norma positiva; e (iii) H deve ser tal que a evolucao temporal do sistema
seja unitaria de modo a garantir a conservacao da probabilidade. Estas condigoes sao
satisfeitas para um operador Hamiltoniano Hermitiano, H' = H. Desta maneira, para
uma teoria quantica baseada num operador Hamiltoniano Hermitiano, devem valer as
seguintes condigoes (BENDER, 2007):
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e Para um dado Hamiltoniano é possivel escrever a equagao de Schrodinger indepen-
dente do tempo de modo a obter as respectivas autofuncgoes ¢, (z) e autovalores E,,

desse operador.

e Estas autofungoes satisfazem um produto interno dado por

(fnrom) = [ @1@)om(@)dz = bum (12

e esta definicdo do produto interno garante uma norma unitaria para uma dada

autofuncgao de H.

e Dada uma funcdo de onda p(z) pertencente ao espago de Hilbert gerado pelas

autofungoes @, (z) de H, é possivel escrever p(x) como

mm:i%%@, (1.3)

onde ¢, sdo constantes complexas. Ou seja, as autofungdes do operador Hamiltoniano

Hermitiano sao completas e a relagao de completeza é dada por

i—o:o o (@)pn(a’) = 6(z — 2'). (1.4)

1.2 Introducdo a mecéanica quantica P7T -simétrica

E interessante primeiro revisar algumas propriedades dos operadores paridade P e
inversao temporal 7, de uma particula sem spin, antes de iniciar o estudo da mecéanica
quantica PT-simétrica e o motivo do porqué de estudar especificamente esses operadores

serd visto mais a frente.

1.2.1 Operadores paridade e inversao temporal

O operador paridade P é definido através das seguintes operagoes sobre os opera-

dores posi¢do x e momento p (considerando o caso tridimensional)®:

PixP = —x, (1.5)

PipP = —p (1.6)
e

PleIP =, (1.7)

1 Esta secdo serd baseada inteiramente nas referéncias (SHANKAR, 2012), (COHEN-TANNOUDJI;
DIU; LALOE, 1991) e (SAKURAI; NAPOLITANO, 2014).
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onde ¢ é uma constante arbitraria complexa e I é o operador identidade, e essas definigoes
implicam que

Plx) =1-x) (1.8)

Plp)=[-p), (1.9)

onde esta tultima ¢ demonstrada como segue:

Plp) = [drx) (xlp)

- e
- e
N (27r1)3/2 e~/ x!)
= [-p). (1.10)
Calculando agora P?|x) obtem-se
Pl =Plx)=|x) = P'=L (1.1)
logo
o P=pP!
e os autovalores de P sao £1

P é Hermitiano e unitario

pl=pi=p

e P é um operador linear

e assim os autovetores de P com autovalor +1 (-1) possuem paridade par (impar),
implicando também que as autofunc¢des no espago da posicao ou no espago do momento
sao autofungoes pares ou autofungoes impares, justamente pela acao desse operador nos

kets |x) e |p) dadas nas equagoes (1.8) e (1.9). No espaco das fungoes de onda tem-se

Ple) = P [drlx) (xl)
= [ dr]-x) (xlv)
= [ drix) (x| (112)
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Ple) = P [dplx) ()
[ d'pI-p) pl)

= /d3p p’) (—=P'|¥), (1.13)

seguindo entao que se (x|1) = ¥(x) e (p|Y) = ¥(p) logo
(XIPIY) = ¥(—x) (1.14)
(p|P[¢) = ¥(—p). (1.15)

Diante do exposto, conclui-se que a acao do operador paridade P ¢é trocar o sinal de todas
as componentes do operador posicao e do operador momento da particula e ndo trocar
uma constante complexa pelo seu complexo conjugado (esta tltima é a grande diferenga
entre este operador e o operador inversao temporal, como serd visto a seguir). Para um
dado sistema fisico cujo operador Hamiltoniano é escrito como H = H(x, p, ), tal sistema

¢é dito ser invariante sob paridade se
H(Xapat) = H(_Xa _pat>7 (116)

implicando em

[P, H(x,p,t)] =0 (1.17)

0 que por sua vez torna possivel encontrar uma base formada por autoestados comuns a
ambos os operadores. Considerando estados ligados em sistemas unidimensionais (que sao
nio-degenerados?), tem-se que cada autovetor de H é necessariamente um autovetor de P.
De fato, para um oscilador harmonico quantico unidimensional, cujo Hamiltoniano é dado

por
2
1
H= 2pim + §mw2m2, (1.18)

portanto satisfazendo a equacao (1.16), tem-se que as autofungoes do oscilador possuem
paridade igual a (—1)", onde n é o ntimero quantico associado a autoenergia do sistema?®.
Ainda considerando um sistema invariante sob paridade, tem-se também que o operador
evolugao temporal U(t) para tal sistema comuta com o operador paridade (uma vez que
U(t) é funcao de H),

[P,U(t)] =0, (1.19)

2 Considerar estados niao-degenerados é uma hipétese importante e exemplos de sistemas fisicos degene-

rados onde os autoestados de H ndo sao autoestados de P podem ser encontrados em (SAKURAI,
NAPOLITANO, 2014).

3 As referéncias (SAKURAI; NAPOLITANO, 2014) e (SHANKAR, 2012) sdo sugeridas ao leitor
interessado sobre um exemplo de sistema fisico que viola a simetria de paridade.
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e fisicamente isto implica que se num dado instante inicial ¢y o estado quantico do sistema
¢ dado por [¢(tg)) e considerando ainda o estado P |¢)(ty)), entdo para um instante ¢ > ¢,

esses estados devem estar relacionados pela transformacao de paridade.

O operador inversao temporal 7 ¢é definido através das seguintes agoes

TIXT = x, (1.20)
T'pT = -p (1.21)

[§
TIIT = ', (1.22)

de modo que a acao de T nos kets |x) e |p) é

T |x) = |x) (1.23)

T|p) =|-p). (1.24)

O operador inversao temporal possui as seguintes propriedades:

e 7 é um operador antilinear e antiunitario

e 0s autovalores de T sao +1

e 72 =1
e no espago das func¢oes de onda tem-se que

Tl = T [drx) )
= [dr T (xlv)

=[x (xl)
(1.25)

TIe) = T [dplp) ple)
- /d3p|—p><plw>*
= [ ) (P,
(1.26)
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implicando que o operador inversdo temporal transforma (x) em ¥*(x) e ¥ (p) em
¥*(—p). Um sistema fisico que seja invariante sob inversao temporal possui um operador

Hamiltoniano H(x, p,t) tal que
H(x,p,t) = H*(x, —p, —1), (1.27)

de modo que
[TaH(Xapatﬂ = Oa (128)

comutando também com o operador evolugao temporal U(t). Fisicamente, um sistema que
possui invariancia sob reversao temporal é tal que se sua evolucao temporal for revertida,
todos os processos fisicos que ocorrem nesse sistema serao idénticos ao do sistema antes da
reversao temporal. Por fim, um ponto que deve ser mencionado é que apés a agao de P e T
sobre os operadores posi¢do e momento, a relacido de comutacio canoénica [x;, p;] = ihd;;1

permanece valida.

1.2.2 Hamiltonianos PT -simétricos
Tendo em mente as defini¢des e propriedades dos operadores P e T, a acao do

operador conjunto P7T sobre um Hamiltoniano dado por

H(x,p,t) = 213; + V(x) (1.29)

, onde V(x) pode ser um potencial complexo, sera
PITH(x,p,1)PT = H'(—x,p, ~1) (1.30)
e para que H seja invariante sob paridade e inversao temporal, deve-se ter
[H(x,p,t),PT]=0 = H(x,p,t)=H"(—x,p,-t) = V(x)=V"(—x), (1.31)

onde a ultima igualdade nesta equagdo implica numa condi¢do necessaria (mas nao

suficiente) para que um operador Hamiltoniano seja PT -simétrico.

No trabalho (BENDER; BOETTCHER, 1998) os autores reestudaram a Hermitici-
dade do operador Hamiltoniano como condi¢ao necessaria para se obter um espectro de

autovalores reais, investigando uma classe de Hamiltonianos dada por
H = p* — (iz)V, (1.32)

onde N é real. Note que estes Hamiltonianos nao comutam com os operadores paridade e in-

versao temporal individualmente, porém comutam com ambos operadores simultaneamente
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para todo N real. De fato, tem-se que

H —PTHPT = p* — (iz)N — PT(p* — (iz)™)PT
— (ix)N = PTP*PT + PT (i) PT
— (ix)N = PTp*TP + PT (ix)" TP
=p* = (ix)" = P(=p)*P + P(~i)" 2" P
=p* — (ix)N — p* + (=) P2V P
) 4 (=) (
) 4 (=12 (i)™
)" +

(i)

—z)V

| |
/S
]

e portanto H dado pela equagao (1.32) comuta com P7T para todo N real. Os autores
mostraram que é possivel obter autovalores reais para determinados valores de N jus-
tamente pelo fato deste Hamiltoniano ser invariante sob paridade e inversao temporal
simultdneamente (neste texto, um Hamiltoniano deste tipo sera denotado por Hamiltoniano
PT-simétrico). De fato, utilizando métodos assintéticos e numéricos, foi mostrado que
o espectro de autovalores em funcdo de N é como mostrado na Figura 1. E possivel ver
que para N > 2 o Hamiltoniano possui infinitos autovalores que sao discretos, reais e
positivos e esta regiao é comumente chamada de fase ndo-quebrada do Hamiltoniano. Para
1 < N < 2 existe um nimero finito de autovalores reais e um ntimero infinito de autovalores
que formam pares de nimeros complexos conjugados (que nao estao mostrados na Figura
1). Para N — 1% o ntmero de autovalores reais diminui até o ponto onde s6 existe um
autovalor real e na situacao onde N < 1 nao ha autovalores reais, apenas autovalores
complexos e desta maneira para N < 2 tem-se uma regiao chamada fase quebrada. Uma
prova rigorosa de que o espectro de H para N > 2 ¢ real, discreto e positivo ¢ dada no
trabalho (DOREY; DUNNING; TATEO, 2001). Exatamente em N = 2, ou seja, para o
caso do Hamiltoniano de um oscilador harmoénico (com energias dadas por E,, = 2n + 1
devido as normalizagoes feitas no Hamiltoniano) ocorre a chamada quebra espontinea
da simetria PT no sistema, onde o espectro de autovalores do Hamiltoniano dado pela
equagao (1.32) deixa de ser totalmente real para tornar-se parcialmente ou completamente
complexo? e N = 2 é chamado de ponto excepcional (ponto excepcional é um assunto
que gera resultados interessantes tanto matematicamente quanto fisicamente e o leitor é
sugerido a ler o artigo (HEISS, 2012) para uma revisao deste assunto). Com a introdugao

dessa classe de Hamiltonianos PT -simétricos, varios estudos foram publicados a respeito

4 Os termos “fase ndo-quebrada”, “fase quebrada” e “quebra espontinea da simetria P7” podem indicar

que esta simetria deixa de existir. A simetria P7 estd sempre presente e o leitor deve ter em mente
que esses termos implicam que hd uma transicdo de um espectro de autovalores reais para um que é
parcialmente ou totalmente complexo.
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Figura 1 — Energias em fungao de N do Hamiltoniano dado na equacao (1.32). Pode-se
definir trés regioes nesta figura: para N > 2 os autovalores sao reais, discretos
e positivos, para 1 < N < 2 o espectro de H torna-se parcialmente complexo
e para N < 1 nao ha mais autovalores reais e o espectro de autovalores é
totalmente complexo. Em N = 2, ocorre uma quebra espontanea da simetria
PT, que ocorre exatamente no caso do Hamiltoniano de um oscilador harmonico
(cujas energias sao dadas por E,, = 2n + 1).
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Fonte: Retirada da referéncia (BENDER; BOETTCHER, 1998).

das propriedades matemaéticas e fisicas desses operadores e é importante discutir algumas

nuances que uma mecanica quantica PT-simetrica possui.

Para iniciar, considere o caso N = 3 no Hamiltoniano dado pela equagao (1.32),
ou seja,
H = p* +iz®. (1.33)

3 um potencial puramente imaginario! No caso

A fungao potencial neste caso ¢ V(z) = ix
de uma particula classica submetida a esse potencial, a for¢a que atua sobre ela é também
complexa e desta forma a dindmica dessa particula ocorre agora no plano complexo. No
caso de uma particula quantica, a Figura 1 indica que essa particula possui energias
reais, positivas e discretas, mesmo o Hamiltoniano sendo nao-Hermitiano. Outro caso
muito interessante ocorre para N = 4, onde o potencial é agora dado por V(z) = —z*:
classicamente é esperado que uma particula submetida a esse potencial possua um equilibrio
instavel em x = 0 e a forga que atua sobre ela logo empurraria para +00; no caso quantico
o que ocorre é a localizacao da particula durante a maior parte do tempo exatamente
na origem e as energias dessa particula sdo também reais, positivas e discretas (o leitor

interessado neste caso em particular é referido ao artigo (BENDER, 2012)).
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Um ponto muito importante e extremamente sutil é a “prova” de que um operador
Hamiltoniano PT -simétrico possui autovalores reais. De acordo com a equagao (1.31) é
possivel obter um conjunto de autofungdes que s@ao comuns a H e PT, aqui denotada por
, de modo que as respectivas equagoes de autovalor para esses operadores sao Hy = Ep
e PTe = Ap. Logo (BENDER; BRODY; JONES, 2003),

Hp=FEyp PTo=Ap
PTHp =PTEg PTPTye=PTAp
HPTp=EPTy PiT?p = NPT

Hp=FEp Y =ANAp

E=FE* N2 =1

e das equagoes acima pode-se concluir que quando o operador Hamiltoniano é P7T -simétrico
seus autovalores sao reais. Observando a Figura 1 percebe-se que nem todos os autovalores
do Hamiltoniano em questao sao reais, de modo que a prova dada acima nao ¢é totalmente
valida. Eis os motivos: quando um operador linear comuta com H eles compartilham as
mesmas autofungoes e no caso tratado aqui a linearidade do operador P7T nao existe (este
operador é antilinear) e por este motivo deve-se assumir primeiramente que a fase do
Hamiltoniano P7T-simétrico nao esta quebrada. Com efeito, na fase nao-quebrada, H e
PT compatilham as mesmas autofungdes mas na fase quebrada isto nao ocorre (apesar

destes operadores ainda comutarem).

Um operador Hamiltoniano Hermitiano possui um conjunto ortonormal de au-
tofungoes que geram um espaco de Hilbert com uma norma positiva e, além disso, a
Hermiticidade do Hamiltoniano garante uma evolugao temporal unitaria para um dado
sistema fisico, como visto no comeco deste capitulo. No caso do Hamiltoniano P7T -simétrico
dado na equacgao (1.32), uma evolugao unitaria somente é possivel na sua fase nao-quebrada
(onde os autovalores sao reais) e nesta fase é necessaria ainda a introdu¢ao de um outro
operador de simetria, denotado por C, de modo a se construir um espaco de Hilbert com
as mesmas caracteristicas do espaco de Hilbert gerado pelas autofunc¢des do operador
Hamiltoniano Hermitiano (BENDER; BRODY; JONES, 2002). Comegando com a condigao
de completeza para as autofuncoes de H, é possivel mostrar que ela é dada por

> (=1)" pu(@)en(a’) = 0 (v — '), (1.34)

n
onde o fator (—1)" nao é presente no caso da mecéanica quantica Hermitiana. Para o

produto interno, seria intuitivo escrevé-lo como

(0.0) = [ [PTo(@)] pla)da, (1.35)

onde PT ¢(x) = ¢*(—x), e a condigao de ortonormalidade das autofungoes do Hamiltoniano
¢é dada por
(@, m) = (=1)"Opm (1.36)
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e desta maneira é possivel concluir que a norma das autofunc¢oes nao é positiva por causa
do fator (—1)" que gera uma troca no sinal da norma. Para corrigir este problema, de
modo que a mecanica quantica PT-simétrica seja uma teoria fisica coerente, deve-se criar

o operador de simetria C (que é linear) dado por
C= ; on(T)on(z’), (1.37)
onde sua acao nas autofung¢oes do Hamiltoniano é
Con = (—1)"pp. (1.38)

Desta maneira, a condigao de completeza dada pela equacdo (1.34) e a defini¢do de produto

interno numa mecéanica quantica PT-simétrica sao dadas, respectivamente, por

> on(@)[CPTpn(a")] =6 (z — ') (1.39)

(6.0) = [ [CPTo(@)p(a)ds (1.40)

onde C' é o contorno de integracao no plano complexo definido anteriormente, e agora este
produto interno define uma norma positiva pois C contribui com um fator -1 nos estados de
norma negativa. E interessante ressaltar que na mecanica quantica P7 -simétrica, o produto
interno é dinamicamente determinado, ou seja, depende do operador Hamiltoniano do
problema. Considere agora uma fungéo de onda num instante inicial ¢y, 1 (x, ty), pertencente
ao espago de Hilbert gerado pelas autofungoes ¢, (z) de H. Num instante posterior ¢ > t,

a funcao de onda é dada por

b(a,t) = e Mp(x, to) (1.41)

e a norma CPT de ¢(x,t) é dada entdo por

(¢(x7t)7w(x7t)) = (1/J<.T,t0),2/}(13,t0)), (142)

uma vez que [H,CPT] = 0 recupera-se a condi¢ao de unitariedade da evolugao temporal

de um sistema fisico numa mecéanica quantica P7T -simétrica.

1.2.3 Comparacdo entre as mecanicas quanticas Hermitiana e P7 -simétrica

Assim como foi mostrado na secao 1.1, abaixo seguem alguns pontos a respeito da
mecanica quantica P7T-simétrica (BENDER, 2007):

e As autofungoes do operador Hamiltoniano P7T-simétrico sdo também autofuncgoes do
operador conjunto P7 na fase ndo-quebrada, onde os autovalores do Hamiltoniano
sdo todos reais. Na fase quebrada, H e P7T nao compartilham do mesmo conjunto de
autofungoes (apesar desses operadores ainda comutarem) e o espectro de autovalores

de H torna-se parcialmente ou totalmente complexo.
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e Na fase nao-quebrada do operador Hamiltoniano P7 -simétrico é possivel definir um

outro operador linear de simetria, C, dado pela equagao (1.37).

e A expressdo para o produto interno de duas fungoes de onda pertencentes ao espago
de Hilbert gerado pelas autofungoes de H é dada agora pela equacao (1.40) e a

relagdo de completeza para as autofungoes de H é dada pela equagao (1.39).

1.3 Relac3o entre sistemas P’J -simétricos com sistemas abertos e

fechados

Sejam S; e Sy dois sistemas, inicialmente sem interacdo um com o outro, descritos

pelas seguintes matrizes Hamiltonianas:

H5’1 = (Zlﬁ}) (143)

H5'2 = (—il-i), (1.44)
onde k é uma constante real e positiva, conforme a Figura 2. O operador evolugao temporal

Figura 2 — Sistemas abertos onde existe um fluxo de probabilidade (ilustrado pelas setas
azuis, que podem representar nimero de particulas, energia, etc.) que entra (a)
ou sai (b) do sistema. (¢) Quando estes sistemas interagem entre si, o fluxo de
probabilidade que entra no sistema S; provém do sistema Ss.

g
N '!— "'

(©)

S1

Fonte: elaborada pelo autor, 2018.

para cada sistema é, considerando um instante inicial ¢ = 0,

Us, (t) = e Hsit = ert (1.45)
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Us,(t) = e 52t = o=t (1.46)

e para t — oo obtem-se Ug, (t) — 0o e Ug,(t) — 0, de modo que a norma da fungao de
onda do sistema S; cresce indefinidamente no tempo enquanto que a norma da funcao
de onda do sistema S5 decresce até chegar a zero. Isto implica que o primeiro sistema é
aberto e hd um fluxo de probabilidade (que pode ser niimero de particulas, energia, etc.)
entrando no mesmo, e o segundo sistema também é aberto, onde agora ha um fluxo de
probabilidade saindo do mesmo. Estas situagoes estao ilustradas na Figura 2(a) e Figura
2(b) a seguir. Quando esses sistemas interagem entre si, situagio ilustrada na Figura 2(c),
o fluxo de probabilidade que entra no sistema S; é devido ao fluxo de probabilidade que
sai do sistema Sy. Esta interagao pode ser caracterizada por uma constante (real) de

acoplamento A de modo que a matriz que representa o operador Hamiltoniano do sistema

S1+ S, é dada por
ik A
Hg,ys, = ( . ) (1.47)
A —ik

e os autovalores podem ser escritos como

By _ <A>2 1 (1.48)

K

Este Hamiltoniano nao Hermitiano porém é P7T -simétricoe e para mostrar esta tultima

caracteristica basta lembrar que a representacao matricial do operador paridade é dada

(1)

e como o operador inversao temporal realiza a mudanca i — —i é facil mostrar que

por

[Hs,+5,, PT] = 0. Para A/k > 1 (A/k < 1) os autovalores sao inteiramente reais
(complexos) e para A/k = 1 ocorre a quebra espontanea de simetria no sistema. Essas
situacoes estao ilustradas na Figura 3. Este exemplo bem simples serve para chamar
atencao para o fato que sistemas fisicos P7T-simétricos estao situados entre sistemas
completamente abertos e sistemas completamente fechados. Outro ponto importante esta
relacionado com a constante k relacionada a taxa com a qual o fluxo de probabilidade
entra, no caso do sistema S, e sai, no caso do sistema Sy: para que a simetria P7 no
sistema exista, é preciso que k seja igual para ambos os sistemas. De fato, considerando
que o sistema Sp, por exemplo, possui agora uma taxa de ganho do fluxo de probabilidade
igual a x’, k' > 0, entao aplicando o operador PT ao sistema S; + S5 ainda seria possivel
distinguir cada sistema e por isso que a taxa de ganho e perda do fluxo de probabilidade

dos sistemas Sy e Sy devem ser iguais.

Com isto, encerra-se aqui este capitulo bem introdutoério a respeito da mecanica

quantica PT-simétrica. Todavia, este é um assunto extremamente vasto e com ramificagoes
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Figura 3 — Energias do Hamiltoniano P7T -simétrico dado pela equagao (1.47). A quebra
da simetria PT no sistema ocorre quando A/k = 1 e claramente é possivel
distinguir as regioes onde as energias sao totalmente reais (A/k > 1) ou
complexas (A/k < 1).
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Fonte: elaborada pelo autor, 2018.

em outras areas da fisica como teoria quantica de campos e mecanica classica e, portanto,
comentar a respeito de todas as caracteristicas desta nova visao da mecanica quantica
deixaria este capitulo muito longo e fora do objetivo especifico deste texto, que é a discussao
de sistemas 6ticos PT -simétricos. O leitor interessado é referido a ler, além das referéncias
deste capitulo, os trabalhos (BENDER, 2005) e (BENDER; BOETTCHER; MEISINGER,
1999). A 6dtica tornou-se a area da fisica onde foi possivel estudar experimentalmente os

efeitos da simetria P77 em um sistema fisico e esta discussao sera apresentada no capitulo
a seguir.
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2 Otica PT -simétrica

Neste capitulo serd discutida a introducao da simetria P77 na ética, onde foi possivel
verificar comportamentos que até entao nao existiam em sistemas o6ticos Hermitianos como
por exemplo unidirecionalidade da propagag¢ao de um campo elétrico, oscilagoes de poténcia,
transparéncia induzida por perda oOtica, dentre outros. A discussao comeca com a dedugao
da equacao paraxial de onda feita na secdo 2.1; na secao 2.2 alguns exemplos de sistemas
Oticos PT-simétricos sao apresentados; na segao 2.3 é apresentada a ética PT-simétrica
para sistemas onde a aproximacao paraxial nao se aplica; e por fim, na secao 2.4 é

apresentado o efeito das oscilagoes de poténcia induzidas por ressonancia de Bragg.

2.1 Equacoes de Maxwell e a equacao paraxial de onda

Considere um meio dielétrico, nao-magnético, linear, nao-dispersivo, heterogéneo,
isotropico e sem cargas ou correntes livres. Para uma radiagdo monocromaética, os campos
elétrico E(r,t) e magnético H(r,t) podem ser escritos como (SALEH; TEICH; SALEH,
1991):

E(r,t) = Re [E(r)e’m} (2.1)

H(r,t) = Re [H(r)e ™| . (2.2)

As equagoes de Maxwell para E(r,t) e H(r, t) neste meio sao

V x H = —iwe(r)E, (2.3)
V x E =iwuH, (2.4)
V-H=0, (2.5)
e
V-E=0, (2.6)

onde (r) = e[l +X()] € 4 = flvac (Evac € [flvac' 530 a permissividade elétrica e a
permeabilidade magnética, respectivamente, do vdcuo) sdo a permissividade elétrica

relativa e a permeabilidade magnética do meio e valem também as relagoes constitutivas

D =¢(r)E (2.7)

L As notacdes €yac € fhvac foram adotadas ao invés das comumente vistas €y e f1o pois no Capitulo 3 estas

notagoes trariam ambiguidades em relagdo a determinados termos.
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B = jtvcH. (2.8)

E possivel obter uma equacdo apenas para o campo elétrico a partir de (2.3), (2.4) e (2.6).
De fato, calculando o rotacional de (2.4) e usando a identidade vetorial V x V x E =
V-V -E — V?E tem-se

V?E(r) + w—2n2(r)E(r) =0, (2.9)

c2

onde n(r) ¢ o indice de refragdo do meio e é dado por

n(r) = /<5 (2.10)
Evac

Para um vetor polarizacao P linear, é possivel escrever o campo elétrico como uma
quantidade escalar (AGRAWAL, 2000). Considere um campo elétrico E(z, z) com uma
polarizagdo ao longo do eixo y mas se propagando no plano (z, z), sendo z a distancia de
propagacao e x a distancia transversal a direcao de propagacao. Considere também que o
indice de refracao dependa apenas da distancia transversal a propagacao, de modo que

n(r) = n(x), e que n*(z) possa ser escrito como (HESKETH; JONES, 2010)

n*(x) = [ng + An(x)]* = n2 + 2npAn(z), (2.11)

com An(z) < ng. Com as consideragoes acima é possivel reescrever (2.9) como

PE(z,z)  0?E(zr,z) 2k3 B
92 + 5.2 + kyE(z, 2) + n—OAn(x)E(x, z) =0, (2.12)

onde ky = now/c. O campo elétrico pode ser escrito como o produto de uma fungao

envelope U(x, z) por uma onda plana e?*** que se propaga ao longo do eixo z
E(z,2) = U(x, z)e™*0? (2.13)
e desta forma é possivel reescrever (2.12) como

0?U(x,z) 0*U(x,z) ., OU(z,z) 2k2

E conveniente redefinir as distancias x € z como
T

N 2.15
T (2.15)

z
2
2k0$0

onde zy é uma distancia caracteristica transversal a dire¢do de propagacao e muito maior

z— (2.16)

que o comprimento de onda da onda eletromagnética (comumente esta distancia é dada
pelo raio do spot do laser, por exemplo). Desta forma, equacao (2.12) pode ser reescrita

cOomo

9 9 2,.2

0x? T 52 oz ng
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onde n = 1/(2koxo). Uma vez que sendo xg > A, onde A é o comprimento de onda da
radiagao eletromagnética, tem-se 7 < 1 de modo que o segundo termo em (2.17) pode ser
desprezado. Esta aproximacgao é conhecida como aproximagao paraxial. Desta maneira,

encontra-se a equacao paraxial da onda

OU(z, 2) N 02U (z, 2)
"o, Ox?

onde V(z) = (2k2x3 /ng) An(x).

+V(z)U(x,z) =0, (2.18)

2.2 Implementacdo da simetria P77 na ética

Inicialmente, considere a equacao de Schrodinger para uma particula sem spin,
movendo-se em uma dimensao (ao longo do eixo = por exemplo), de massa m e sujeita a
uma fungdo potencial V()

L O0W(x,t)  h? 0*U(x, 1)

Na situac¢ao onde a particula é tratada como um sistema isolado, V() é uma funcao real
da posigao. Contudo, para sistemas quanticos abertos, é possivel tratar V(z) como um
potencial nao-Hermitiano de modo a considerar os efeitos do ambiente sobre o sistema e

desta maneira a fungdo potencial torna-se complexa.

Existe uma semelhanca matematica entre a equacao paraxial de onda do Eletro-
magnetismo com a equacao de Schrodinger da Mecanica Quéntica, como pode ser visto
pelas equagoes (2.18) e (2.19), e a simetria P7T ja conhecida na Mecanica Quantica pode
ser introduzida na ética através da construcao de sistemas fotonicos onde existem ganho
e perda 6ticos de forma balanceada, de modo que V(z) em (2.18) funciona como um
potencial 6tico onde An(x) pode ser escrito como An(x) = ng(x) + ins(z), de modo que

n(x) =ng + ng(z) +in;(x) e ainda

Im [n(x)] <0 = ganho 6tico (2.20)

Im[n(z)] >0 = perda Otica. (2.21)
A condicao necessaria para que tal sistema fotonico seja P7T -simétrico é que
n(x) =n"(—x), (2.22)
implicando em

ng(z) =ng(—x) (2.23)

ni(x) = —ns(—x). (2.24)
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Seguindo as condigoes acima para o indice de refracao de um meio P7T -simétrico
e utilizando aproximacao paraxial para a propagacao de um feixe 6tico, uma série de
trabalhos tedricos (EL-GANAINY et al., 2007), (BERRY, 2008), (GRAEFE; JONES,
2011), (SINHA; ROYCHOUDHURY, 2013) e (MAKRIS et al., 2008) foram realizados com
o objetivo de compreender caracteristicas nunca antes vistas em redes 6ticas Hermitianas.
Em especial, no trabalho (MAKRIS et al., 2008) os autores estudaram em detalhes a
estrutura de banda de uma rede periddica P7T -simétrica bem como a dinamica dos modos
de Floquet-Bloch do campo elétrico. De fato, considerando um potencial 6tico periddico

PT-simétrico dado por
Vin) =4 [cos2 (n) + iVysen (277)} : (2.25)

onde 7 é uma distancia transversal a distdncia de propagacao (sendo esta tltima denotada
nesse trabalho por £) e escrevendo a solugdo da equagao paraxial da onda na forma
Grn(n)e? & onde n é a n-ésima banda de Floquet-Bloch e k é o niimero de onda de Bloch,
os autores mostraram que para este potencial existe uma quebra espontanea da simetria
PT quando Vi = 1/2, onde para Vy < 1/2 (V5 > 1/2) a estrutura de banda é totalmente
real (complexa). Para Vj = 0,2, Figura 4(b), é possivel notar que hd um gap na estrutura
de bandas enquanto que no ponto de quebra o gap fecha exatamente nas extremidades da
primeira zona de Brillouin da estrutura (onde £ = £1). A medida que V{ cresce acima
do ponto de quebra, essas mesmas bandas comecam a se unir e formam uma estrutura
ovalada no plano complexo, cujas partes real e imagindria estao mostradas as Figuras 4(c)
e 4(d).

A dindmica de um feixe Gaussiano que incide sobre esta rede fotonica também é
estudada por esses autores no trabalho (MAKRIS et al., 2010). Considerando o mesmo
potencial 6tico dado na equagdo (2.25), logo abaixo do ponto de quebra de simetria,
a evolucao espacial da intensidade deste feixe ao longo da rede varia drasticamente
dependendo do dngulo de incidéncia. Como ilustrado na Figura 5(a), para um dado dngulo
de incidéncia tem-se um padrao espacial de intensidade crescente e simétrico em relacao
a r = 0; para outro dngulo de incidéncia, Figura 5(b), a intensidade divide-se em trés
partes onde uma delas contém a maior parte da energia do feixe. A fim de explicar estes
comportamentos tao distintos, os autores calcularam os coeficientes de projecao, que
representam a quantidade de energia ao longo de uma determinada banda. Mostrou-se
entdo que para a situacao ilustrada na Figura 5(a) existe uma distribuigao simétrica, em
relacdo ao centro da primeira zona de Brillouin, da energia do feixe entre as duas primeiras
bandas da rede, resultando entdo numa evolugao simétrica da intensidade. Para a situacao
da Figura 5(b) o que ocorre é a existéncia de uma assimetria entre as quantidades de
energia das bandas: grande parte da energia fica distribuida ao longo da segunda banda
e para a primeira e terceira bandas a quantidade de energia é quase igual. A evolugao
espacial da poténcia do feixe também foi estudada para cada situagao ilustrada nas Figuras

5(a) e 5(b). Pode-se notar que a situacao ilustrada na Figura 5(a) gera uma oscilag¢ao
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Figura 4 — (a) Partes real (linha continua azul) e imagindria (linha pontilhada vermelha)
do potencial PT-simétrico dado na equagao (2.25). (b) Estrutura de bandas
correspondente a este potencial para V5 = 0,2 (linha pontilhada vermelha) e
Vo = 0,5 (linha continua azul). Note que abaixo do ponto de quebra espontanea
de simetria existe um gap na estrutura de banda e exatamente no ponto de
quebra esse gap fecha nas bordas da primeira zona de Brillouin. Em (c) e (d)
estao ilustradas as partes real e imaginaria, respectivamente, da estrutura de
banda acima do ponto de quebra de simetria, para V) = 0,7 e C e R denotam
valores complexos e reais de (3, respectivamente. Acima do ponto de quebra
de simetria, as bandas mostradas em (b) se juntam e formam uma banda com
valores reais e complexos de /.
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Fonte: retirada da referéncia (MAKRIS et al., 2008).

espacial da poténcia do feixe ao longo da distancia de propagacao e é de tal modo que sua
amplitude vai diminuindo com z. Por outro lado, na situacao onde a maior parte da energia
do feixe estd na segunda banda da rede (Figura 5(b)), a poténcia oscila inicialmente com
uma amplitude menor em relagdo ao caso anterior e logo em seguida tal amplitude diminui
consideravalmente. Desta forma, dependendo da condicao inicial considerada, a dindmica
da propagacao de feixes numa rede 6tica, periddica e PT-simétrica muda drasticamente,

levando a resultados nunca antes vistos numa rede 6tica, periddica e Hermitiana.

Uma questao ainda permance: como construir experimentalmente um sistema
fotonico PT -simétrico? Seguindo a ideia de utilizar guias de onda acopladas introduzida
em (EL-GANAINY et al., 2007), no trabalho (RUTER et al., 2010) os autores utilizaram

um sistema de guias de onda acopladas onde em uma delas o ganho 6tico é introduzido
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Figura 5 — (a) e (b) ilustram a evolugdo espacial da intensidade de um feixe gaussiano que
se propaga numa rede 6tica descrita pelo potencial da equagao (2.25) para Vy =
0,49 para dois angulos de incidéncia distintos. Para um angulo de incidéncia
obtém-se uma evolugao espacial simétrica em relacao ao eixo x = 0 enquanto
que para o outro angulo de incidéncia surge uma divisao do feixe incidente
em outros trés, sendo um com a maior parte da energia e esta evolugao é
completamente assimétrica. (c) e (d) representam as oscilagoes de poténcia nos
casos descritos em (a) e (b), respectivamente. Duas evolugoes completamente
distintas sao obtidas e um fato interessante é a presenca de tais oscilagoes, uma
vez que o espectro é real.
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Fonte: retirada da referéncia (MAKRIS et al., 2010).

através de um material oticamente ativo (neste trabalho, utlizou-se niobato de litio), cujo
coeficiente de ganho é g, e na outra guia de onda a perda otica ja é presente devido ao
material que a constitui, com um coeficiente de perda dado por vp. Matematicamente,

este sistema é descrito através das seguintes equacgoes diferenciais acopladas

4B i(Yaet — 1)

(§ dE .
Lalvg YL
—+ —F Ei =0 2.27
? dZ + 9 2 + K 1 ) ( )

onde E; (F5) sao as amplitudes do campo elétrico na guia de onda que possui ganho (perda),
Yaef = Yo —7Yp € 0 coeficiente de ganho efetivo, k é a constante de acoplamento entre as guias

e para satisfazer a condi¢do de um sistema P7T -simétrico, é necessario que Yger = Yp = 7.
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A evolugao espacial da amplitude do campo elétrico foi entao estudada nas situacoes
abaixo e acima do ponto de quebra de simetria, a saber, v = 2k. Experimentalmente foi
observado que para o caso onde o sistema de guias de onda é Hermitiano, ou seja, v = 0,
observou-se uma evolucao reciproca da amplitude do campo elétrico: independente se o
feixe incide na guia com ganho ou perda, a dindmica é a mesma para o sistema (conforme

Figura 6(a)). Abaixo (Figura 6(b)) e acima (Figura 6(c)) do ponto de quebra de simetria,

Figura 6 — Propagacao espacial do feixe 6tico incidente no meio (a) sem perda nem ganho
Gticos (ou seja, no caso Hermitiano), (b) abaixo e (¢) acima do ponto de quebra
da simetria P7T. No caso Hermitiano a propagacao é reciproca, no sentido em
que independente se o feixe incide na guia de onda com ganho 6tico (seta preta)
ou na guia de onda com perda ética (seta verde), a propagacao é a mesma.
Esta dinamica muda quando o sistema esta abaixo do ponto que quebra de
simetria e torna-se completamente assimétrica acima do ponto de quebra, onde
é possivel notar que o feixe sempre se propaga na guia com ganho 6tico.

eQ
S
-

Fonte: retirada da referéncia (RUTER et al., 2010).

a evolugao espacial do campo elétrico torna-se completamente antissimétrica e em especial,
para o caso acima do ponto de quebra de simetria, ha uma preferéncia do feixe se propagar
na guia de onda com ganho 6tico: mesmo quando inicialmente feixe incide na guia com

perda, rapidamente o campo elétrico passa a se propagar na guia com ganho.

A quebra espontanea da simetria P7 num sistema Otico também foi estudada
experimentalmente (GUO et al., 2009). Neste trabalho, os autores utilizaram novamente
um sistema de guias de onda acopladas onde uma das guias de onda possui perda Otica

devido ao depdsito de uma fina camada de cromio sobre uma das guias de onda. O principal
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resultado deste trabalho foi a observacao de uma transparéncia induzida pela perda ética? a

medida que a perda 6tica aumenta na guia de onda. De fato, conforme Figura 7, é possivel

Figura 7 — Fenomeno da transparéncia induzida por perda ética num sistema fotonico
PT-simétrico com perda otica. Surpreendentemente, o fato deste sistema
possui perda 6tica nao implica dizer que o feixe é absorvido, pelo contrario, a
transmissao aumenta consideravelmente a medida que mais cromio é depositado
sobre a guia de onda.
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Fonte: retirada da referéncia (GUO et al., 2009).

notar que a medida que o coeficiente de perda do cromio aumenta (experimentalmente isto
é feito aumentando a espessura da camada de croémio sobre a guia de onda), a transmissao
do campo elétrico pela guia de onda com perda diminui até chegar num valor minimo,
onde ocorre a quebra de simetria P7 no sistema, e continuando a aumentar o coeficiente
de perda o que é observado ¢ um aumento consideravel da transmissao nessa mesma guia
de onda, fato este completamente contra-intuitivo e uma manifestacao clara do efeito da

simetria P7T neste sistema fotonico.

2.3 Indo além da aproximacao paraxial

Nos trabalhos citados na secao anterior, a ideia fundamental foi utilizar a equagao
paraxial para estudar a evolugdo de um feixe 6tico num meio com simetria P7T devido a
semelhanca matematica com a equacgao de Schrodinger. Considerar a aproximacao paraxial
implica dizer que o comprimento de onda da luz é muito menor que distancias espaciais
de tais meios. Naturalmente, comegou-se a pensar em como seria a dindmica de um feixe
6tico num meio PT -simétrico sem considerar a equacao paraxial como ponto de partida.

Neste regime nao-paraxial, o comprimento de onda da luz é agora da ordem (ou mesmo

2 Do inglés, loss-induced transparency.
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maior) que as distancias espaciais do meio considerado®. Com isto em mente, os autores
do trabalho (HUANG et al., 2014) estudaram como seria o comportamento espacial de
um feixe 6tico com modo TM de polarizagao que se propaga (de forma independente) em
dois meios distintos, cada um descrito por uma permissividade elétrica relativa diferente,
a saber, uma localizada (ideal para um estudo num tnico guia de onda) e outra periddica

(ideal para uma rede Gtica periédica). Matematicamente, tem-se

£() = Esubs + psech? (m) + 1o sech (J/‘) tanh (x) (2.28)
d d d
’ 2 2
e(x) = qups + P COS (ZE) + jasen (T) , (2.29)

onde ggps é a permissividade relativa do substrato, p («) determinam a amplitude da
parte real (imaginaria) da permissividade relativa e d é a largura do guia de onda ou a
periodicidade do meio. Neste trabalho, A = 632, 8 nm e 4,5 = 2, 25. Considerando uma
onda eletromagnética cujo comprimento de onda é A\, variando o valor de d ¢ possivel
sair do regime paraxial (d > \) para o regime nao-paraxial (d < \). Note a condi¢ao
necessaria de simetria PT andloga ao que foi considerado para o indice de refragdo na se¢ao
anterior: e(x) = £*(—x), implicando numa permissividade elétrica relativa cuja parte real
(imagindria) é uma fungao par (impar) de x e ainda que Im[e(z)] > 0 = meio com perda
6tica e Im[e(x)] < 0 = meio com ganho ético. Supondo uma solugao para as equagoes de
Maxwell do tipo

E.(x,2) = E,(x)e (2.30)

H,(v,2) = H,(z)e (2.31)

na situagao da guia de onda, ou seja, considerando a permissividade elétrica relativa dada
em (2.28), e considerando uma constante de propagagao complexa b = b, + ib;, os autores
mostraram que para valores pequenos de a é possivel obter b inteiramente real e desta
forma a simetria P7T no sistema nao é quebrada. Contudo, aumentando o valor de « até
o ponto de quebra de simetria (no trabalho, denotado por aey), surge uma bifurcagao
que indica o surgimento de dois modos cujas constantes de propagacao sao complexos
conjugados uma da outra (conforme mostrado na Figura 8(a), para d = 120 nm). Um fato
interessante ocorre quando o valor de d diminui ainda mais em comparagao ao comprimento
de onda utilizado. De fato, na Figura 8(b) ¢ considerado d = 60 nm e neste regime? ¢
possivel notar uma quebra de simetria no sistema para um determinado valor critico de
a porém aumentando seu valor é possivel recuperar a simetria P7T do sistema a partir

de determinado valor de a. Diminuindo cada vez mais o valor de d, como mostrado na

3 Na literatura, é comum encontrar o termo subwavelength para indicar que o comprimento de onda luz
¢ maior ou da ordem das distancias espaciais do meio em estudo.
Na literatura, quando a distancia espacial envolvida no estudo torna-se muito menor que o comprimento

de onda, é comum encontrar o termo deep-subwavelength.
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Figura 8 — Partes real (linha preta) e imagindria (linha vermelha) da constante de pro-
pagacao b para uma guia de onda descrita por uma permissividade elétrica
relativa dada pela equagao (2.28) e cuja largura é (a) 120 nm, (b) 60 nm e (c)
30 nm. No regime subwavelength ilustrado em (a) é possivel ver uma quebra da
simetria P7T no sistema, com dois modos cujas partes imaginarias da constante
de propagacao sao comlexos conjugados uma da outra. Diminuindo a largura
da guia de onda, ilustrada em (b), é possivel recuperar a simetria P7 depois
que ela foi quebrada e em (c¢) é mostrado o regime deep-subwavelength onde nao
hé a quebra da simetria para todo valor de a. Os circulos em (b) representam
os campos elétricos ilustrados na Figura 9. Nesta figura, p = 1,7.
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Fonte: retirada da referéncia (HUANG et al., 2014).

Figura 8(c), a constante de propagacao permanece real para todos os valores de « e desta
forma a simetria P7 é mantida, eliminando-se a quebra de simetria do sistema’. Figura
9 ilustra o comportamento das componentes x e z do campo elétrico para cada um dos
circulos mostrados na Figura 8(b). Note que os perfis dos campos sdo simétricos abaixo
do ponto de quebra de simetria, como indicado na Figura 9(a), e tornam-se totalmente
antissimétricos acima do ponto de quebra (Figura 9(b)). Na Figura 9(c) esta ilustrada a
situacao onde a simetria P7T do sistema é restaurada e é possivel notar novamente perfis

simétricos dos campos (agora mais estreitos que o caso mostrado na Figura 9(a)).

No caso de um meio periédico cuja permissividade elétrica relativa é dada por

5 E importante ter em mente que o termo “recuperar a simetria 7 significa que a partir de um dado

valor de a, a constante de propagacao b volta a ser apenas real.
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Figura 9 — Perfis espaciais dos campos elétricos para os casos indicados pelos circulos na
Figura 8(b) quando (a) a = 2,0, (b) « = 4,5 e (¢) a = 9,5. Antes da quebra
da simetria PT os perfis sdo todos simétricos e apos a quebra eles se tornam
bastante assimétricos. Apds a recupracao da simetria PT os perfis espaciais
voltam a ser simétricos mas agora sao mais estreitos em relagao aos mostrados
em (a). Nesta figura, p = 1,7.

2‘(}(a) 1.0

Fonte: retirada da referéncia (HUANG et al., 2014).

(2.29), os campos elétricos E,(z, z) e Ey(x, z) e magnético Hy(z, z) sao dados agora por

EM (x,2) = EM (x)e ™z (2.32)

EM(z,2) = EM (x)eh ™= (2.33)
e

H (2, 2) = H ()i, (2.34)

onde as amplitudes desses campos sao fungoes cujo periodo é igual a d, k é o nimero de onda

de Bloch, n é o indice de banda e a constante de propagacdo é dada por b(™ = ™) 4 ibg").
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Figura 10 — Estrutura de banda para a situacao de um meio periédico descrito por uma
permissividade elétrica relativa dada pela equagao (2.29) para (a) o = 0,6,
(b) @ = 6,0 e (¢) a = 14,2. Abaixo da quebra de simetria existe um gap entre
as duas primeiras bandas da estrutura (ambas reais), no ponto de quebra de
simetria PT essas bandas se juntam e tornam-se complexas e a medida que o
valor de « cresce, a simetria P7T do sistema é restaurada. Nesta figura, d =
230 nm e p = 0,7.
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2—?"
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hDH’)
2.4] 4
\I{’E’%i/
2.2 :
1.0 0.0 1.0
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Fonte: retirada da referéncia (HUANG et al., 2014).

Na Figura 10 estao mostradas as partes real e imaginaria das duas primeiras bandas
da estrutura periédica para d = 230 nm e p = 0, 7. Figura 10(a) ilustra a situagdo onde
a = 0,6 e é possivel notar que as duas primeiras bandas da estrutura estao separadas por
um gap, cujas respectivas constantes de propagacao sao reais, como ja era esperado. Nesta
situacao, o sistema permanece com a simetria P7T intacta. A medida que « cresce, essas
duas bandas se juntam, como mostrado na Figura 10(b) para a = 6,0, e aqui a simetria
PT é quebrada. O fato mais interessante ocorre quando o valor de « cresce ainda mais, pois
neste caso o sistema restaura a simetria P77 que fora quebrada anteriormente. Os autores
mostram ainda que este ultimo gap permanece aberto para 12,6 < a < 16, 3, voltando a
fechar para o > 16,3 e abrindo novamente para a ~ 31, conforme mostrado na Figura
11. Considerando a aproximagao paraxial, esta restauracao da simetria P7 do sistema
nao ocorre e uma vez que a mesma é quebrada, permanece assim independente do valor
do parametro critico que controla a Hermiticidade do sistema. Na literatura, ainda sao
muito poucos os trabalhos envolvendo simetria P7 na Otica além da aproximacao paraxial.

Com efeito, o leitor interessado é fortemente sugerido a ler os trabalhos (BUSHUEV;
DERGACHEVA; MANTSYZOV, 2017) e (KULISHOV; JONES; KRESS, 2015).
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Figura 11 — (a) O gap entre as bandas mostrado na Figura 10(c) permanece durante
o intervalo 12,6 < a < 16,3, em seguida volta a fechar e o sistema sofre
outra quebra espontanea da simetria P7. Com o aumento de «, o sistema
recupera novamente a simetria e agora o gap envolve as trés primeiras bandas
da estrutura. Nesta figura, d = 230 nm e p = 0,7.

13(2)

Fonte: retirada da referéncia (HUANG et al., 2014).

2.4 Oscilacdes de poténcia de Bragg PT -simétricas

Um efeito muito interessante em redes dticas (ndo necessariamente sendo redes
PT-simétricas) ocorre quando o vetor de onda do campo elétrico (descrito por uma onda
plana) incidente é tal que acopla com um vetor da rede reciproca na borda da primeira
zona de Brillouin, obedecendo & condigdao de ressonancia de Bragg (analogamente ao que
ocorre em redes cristalinas). Isto gera a excitagdo de varios modos do campo elétrico, como
pode ser visto na Figura 12(a) a seguir, de modo que a energia contida nesses modos
pode ser transferida de um para o outro e este efeito é chamado de oscilagoes de poténcia
induzidas por ressonancia de Bragg ou, mais comumente conhecido na literatura, oscilagoes
de poténcia de Bragg®. Ao leitor interessado neste efeito numa rede 6ética Hermitiana e
bidimensional, sio sugeridos os trabalhos (SHCHESNOVICH; CHAVEZ-CERDA, 2007)
(para um meio linear) e (BRANDAO; CAVALCANTT, 2017a) (para um meio nao-linear).

Para um meio possuindo simetria PT, este efeito foi estudado no trabalho (BRAN-
DAO; CAVALCANTTI, 2017b). Neste trabalho, é considerado um potencial 6tico dado por

Viz) =« {Cos2 () 4+ if sen (2:3)] , (2.35)
onde « e ( sdo constantes reais ( em especial é positiva e controla o nivel de Hermiticidade
do sistema). Note que este potencial ¢ o mesmo do trabalho (MAKRIS et al., 2008) e
desta forma jé é sabido que ha uma quebra esponténea da simetria P7T para § = . = 1/2.
Escrevendo o campo elétrico incidente como uma expansao em ondas planas

W(x,2) = Z Vn(2)e™, (2.36)

n=41,42,..

6 Do inglés, power Bragg oscillations.



Capitulo 2. Otica PT -simétrica 42

Figura 12 — (a) Excitagdo de modos ressonantes de uma rede devido a uma onda plana;
(b) modelo de duas ondas.
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Fonte: retirada da referéncia (BERRY, 2008).

com (z,z) evoluindo paraxialmente, e considerando o modelo de duas ondas para o
qual apenas os modos ¥_1(2) e 11(z) sdo excitados (conforme ilustrado na Figura 12(b)),
os autores mostraram que a evolugao espacial da troca de energia espectral entre esses
modos ressonantes evolui de acordo com uma oscilacao de poténcia de Bragg e tal evolugao
possui um comportamento extremamente assimétrico em relagao ao caso Hermitiano,

conforme pode ser visto na Figura 13 a seguir. Das Figuras 13(a) e 13(b) é possivel

Figura 13 — Evolugao espacial da troca de energia espectral entre os modos ¥_1(z) e
Y1 (z) nas situagoes onde (a) o modo ¢ (z) possui inicialmente toda a energia
espectral e (b) o modo ¥_;(z) possui inicialmente toda a energia espectral
para 0 < 8 < 1/2. Quando o sistema nao possui perda nem ganho 6ticos,
£ =0, é possivel ver claramente um comportamento oscilatério reciproco da
troca de energia espectral e a medida que [ cresce a evolugao torna-se cada
vez mais assimétrica. Nesta figura, o = 0,5.
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Fonte: retirada da referéncia (BRANDAO; CAVALCANTI, 2017b).
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notar que no caso Hermitiano, § = 0, ocorrem oscila¢oes simétricas da troca de energia
entre os modos ¥_;(z) e ¥1(z) para ambas as condigoes iniciais {¢_1(0),%1(0)} = {0,1}
e {¥_1(0),¢1(0)} = {1,0}: seguindo as cores da Figura 13 ¢é possivel ver que ora a
energia estd no modo ;(z) (representada pela cor vermelha) ora estd no modo 1_;(2)
(representada pela cor azul) e isto ocorre de forma periddica e simétrica, como esperado de
sistemas Hermitianos. Ao passo que [ se aproxima do valor critico S, = 1/2 e na condigao
onde {1_1(0),%1(0)} = {0, 1}, nota-se uma tendéncia da energia espectral se concentrar
inteiramente no modo 1, onde na Figura 13 isso estd ilustrado pela predominancia da cor
vermelha na regiao onde . = 1/2. Para {¢_1(0),%1(0)} = {1,0} os autores mostraram
que a transferéncia de energia entre os modos diverge e cresce indefinidamente. O resultado
mais interessante é que exatamente no ponto de quebra de simetria, os autores mostraram
a existéncia do aprisionamento de modo: quando inicialmente toda a energia espectral esta
concentrada no modo 11, ela permanece neste modo durante toda a propagacao. Por outro
lado, quando inicialmente a energia espectral estd inteiramente no modo t_;, aparece um
crescimento parabodlico na troca de energia e este crescimento é controlado pelo valor do

parametro a.

Com isto, encerra-se aqui a discussao sobre 6tica P7T -simétrica bem como alguns
exemplos de sistemas Oticos PT-simétricos. No proximo capitulo serao apresentados os
resultados do estudo das oscilagoes de poténcia de Bragg em um sistema 6tico periddico,
caracterizado por uma permissividade elétrica relativa P7T -simétrica, sobre o qual um

campo elétrico monocromatico nao-paraxial incide.
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3 Oscilacoes de Bragg eletromagnéticas além
da aproximacao paraxial em meios periodi-

cos com simetria PT

Neste capitulo serao discutidos os resultados teéricos do estudo das oscilagoes
de poténcia de Bragg para um meio descrito por uma permissividade elétrica relativa
PT-simétrica e periddica, sobre o qual incide uma onda eletromagnética que se propaga
de maneira ndo-paraxial. A importancia pratica deste estudo vem do fato que atualmente
muitos dispositivos 6ticos (em especial metamateriais) possuem componentes cujas distan-
cias espaciais sao menores ou da mesma ordem de grandeza que o comprimento de onda
da luz, exemplos desses sistemas sdo encontrados nos trabalhos (CASTALDI et al., 2013),
(LAZARIDES; TSIRONIS, 2013) e (FENG et al., 2013). Na segao 3.1 é apresentada a
descrigao do sistema fisico estudado, bem como as caracteristicas da onda eletromagnética
que incide nesse meio; na se¢ao 3.2 estao descritos os métodos matematicos utilizados

nesse estudo; e os resultados desse estudo sao discutidos nas secoes 3.3, 3.4, 3.5 e 3.6.

3.1 Teoria geral

O meio considerado no estudo deste trabalho bem como a onda eletromagnética
que incide sob este meio sdo os mesmos daqueles descritos no Capitulo 2. Neste capitulo,

a equagao (2.9) serd reescrita como

w2

V xV x E(I‘) = gé‘(l’)E(r) (31)
por conveniéncia. Como o objetivo deste trabalho é estudar efeitos induzidos pela resso-
nancia de Bragg, considere um meio cuja permissividade elétrica relativa seja uma funcao
periddica da distancia transversal a direcao de propagacdo, ou seja, £(z + a) = e(x), com
periodo a. E possivel entao escrever a permissividade elétrica relativa como uma série de

Fourier dada por

e(x) =) ge”, (3.2)

lez
onde ¢; sao os coefientes de Fourier da permissividade e g; = 27l/a sdo as componentes
dos vetores da rede reciproca na primeira zona de Brillouin. Deste modo, a primeira zona
de Brillouin da rede esta localizada no intervalo —w/a < k, < 7/a. A propagacao do
campo elétrico é tal que a componente do vetor de onda paralela a variacao da rede é
acoplada com as bordas da zona de Brillouin, implicando que a componente do vetor de

onda é ressonante com a estrutura do meio. E possivel entao escrever o campo elétrico
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como sendo

B(e,2) = § Y ta(2)e™", (3.3)

nez
onde 9, (z) é a amplitude espectral do campo elétrico a uma distancia z. Usando a equagao

(2.4) é possivel obter uma expressao para o campo magnético:

1 dp 1 ~
H — A n P N zﬂna:/a. 3.4
(z,2) o 72( i + 2 ” (0 ) e (3.4)

E interessante enfatizar que os campos elétrico e magnéticos assim definidos pelas equagoes
(3.3) e (3.4) satisfazem também as outras duas equagoes de Maxwell, a saber, V-H(z, 2z) = 0
e V-E(z,z) =0. De fato,

V- -H(z,z2) =

1 <_d¢n mn n imn d%) gima/a _ (3.5)

iWhvac 127, dz a a dz

d )
V- -E(r,2)=— | Y the™ /| = 0. (3.6)
dy nez
Utilizando (3.3) é possivel calcular cada termo na equagao (3.1) de modo a obter
um conjunto de equacgdes diferenciais lineares, acopladas e de segunda ordem para a
evolucao espacial do n-ésimo modo espectral do campo elétrico:
den B ﬂ.QnQ
dz?2 a2

w?
7% - g Z 51¢n—2l- (37)

leZ

E necessario agora analisar a forma da funcao permissividade elétrica relativa de
modo a continuar com o estudo da equagao (3.7). Primeiramente note que os coeficientes
de Fourier €; da permissividade elétrica relativa e(z) tornam-se cada vez menores a medida
que [ cresce pois quando as propriedades do meio considerado sofrem mudancas abruptas,
como acontece num meio estratificado do tipo ABABAB...AB por exemplo, frequéncias
maiores sd@0 necessarias na equagao (3.2) para levar em conta essas mudangas rapidas
da permissividade relativa. Torna-se comum entao considerar apenas trés coeficientes
nao-nulos de Fourier. Neste trabalho, o meio sera descrito por uma permissividade elétrica

relativa PT -simétrica e para que isto ocorra, (x) deve ser tal que

Rele(z)] = Re[e(—x)] (3.8)

Imle(z)] = —Im[e(—x)], (3.9)

ou seja, e(z) = e*(—x). O fato de e(x) ser PT -simétrica implica que o meio possui regides
de perda e regioes de ganho 6ticos de forma balanceada. Logo, considerando o fato que

e(z) deve ser uma funcdo unidimensional e periédica em relagdo a distancia transversal a
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propagacao bem como sendo invariante sob paridade e reversao temporal, neste trabalho

e(x) sera escrita como

2 2
e(x) =¢€o + € cos (m) + iey sen (m) : (3.10)
a a

onde gg, g € g7 20 nimeros positivos e reais. A partir da equagao (3.2) obtem-se

6(1‘) _ 5_16—127r;t/a + &0 + 516127ra:/a

= &0+ (61 +¢&-1) cos () +i(e1 —e_1)sen ()
a a
e comparando com a equagao (3.10) tem-se
+
ear = 532781 (3.12)

A permissividade relativa do meio sera considerada maior que 1 de modo a ter um
indice de refracdo positivol e para isto ser satisfeito a desigualdade gy > 1 4 e deve ser
verdadeira. Uma vez que apenas trés coeficientes de Fourier da permissividade relativa sao

diferentes de zero, é possivel reescrever a equagao (3.7) como

Py <n27r2 w250> wre_y wleq

dz2 a2 2 tn — 7¢n+2 - 71/%—2 (3.13)

e redefinindo a distancia de propagacao z assim como a periodicidade do meio a através
de

P (3.14)
c
e
a— ga, (3.15)
c
equagao (3.13) pode ser reescrita como
d*,
di = nW¥p — €-1¥ni2 — E1¥n—2, (3.16)

onde a,, = n?m?/a* — &y. Equacio (3.16) é um dos principais resultados deste trabalho e

suas solugoes serao estudadas com mais detalhes nas proximas segoes.

3.2 Modelo de duas ondas

Utilizando o modelo de duas ondas, considere a situacao onde apenas os modos
¥_1(2) e ¥1(2) sejam acoplados durante a propagacao, conforme a Figura 12(b). Equagao

(3.16) fornece entdo
d*y_,

=a_ 11— €1 (3-17)

Como o meio é ndo-magnético entdao sua permeabilidade magnética é igual a do vacuo e portanto é
positiva, garantindo a positividade do indice de refracao.

1
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e 2
1
d2’2 = ()zl@/)l — 5_1¢_1. (318)
Sem perda de generalidade?, fazendo a = 7 implica a4; = a = 1 — gy e assim
d*_
de ! = CYZ/J,1 — S,ﬁﬂl (319)
e 20
dz; = athy —e_119_y. (3.20)

Talvez a primeira ideia para resolver este sistema de equagoes diferenciais acopladas
seja derivar duas vezes em relagao a z ambos os lados de uma das equagoes, substituir
a outra equacgao no resultado obtido das duas derivagoes e assim obter uma equacao
diferencial de quarta ordem para cada um dos modos. E um procedimento vélido, porém
para determinar a solugao de forma tnica seriam necessarias quatro condigoes iniciais.
Uma saida para este problema é reescrever esse sistema de equagoes diferenciais acopladas
numa forma matricial. De fato, equagoes (3.19) e (3.20) podem ser obtidas a partir da

seguinte equacao matricial

W4 0 1 0 0 Uv_q
i ¢—1 _ (0 0 —&_1 0 ¢_1 ’ <321)
dz | 4y 0 0 0 1 (8

b1 - 0 a 0 o1

onde ¢11(z) = dip+1(z)/dz. Para resolver uma equacao do tipo (d/dz)¥ = M - ¥, sendo

neste caso

10 0
0 —_1 O
M = = (3.22)
0 0 0 1
—&1 0 « 0
e
(O
e : (3.23)
U
d1
¢ necessdrio calcular os autovalores m; da matriz M, dados por
1 1
ml——\/l—ao—zy/aiz—a% mg——l—\/l—ao—Q\/a%—e%
(3.24)

1 1
mgz—\/l—eo—l—Q\/a%{—e% m4:+\/l—eo+2\/5%—e%

O leitor pode se perguntar se este valor para a periodicidade da permissividade (e, portanto, do meio)
resulta num regime ndo-paraxial. De fato, lembrando que w = 27w¢/A (onde A é o comprimento de onda
da onda eletromagnética), é possivel mostrar usando a equagdo (3.15) que a = \/2, ou seja, regime
nao-paraxial.




Capitulo 8. Oscilagoes de Bragg eletromagnéticas além da aproximagdo parazxial em meios periodicos com
simetria PT 48

Figura 14 ilustra a dindmica dos autovalores dados na equacao (3.24) em funcao de
er. Quando ; = 0 existem quatro autovalores distintos e imaginarios puros dados por
m = +1/—241/2. Por outro lado, quando e = ¢; = 1, os autovalores colidem em
m = +iv/2 tornando-se duplamente degenerados e definindo uma quebra da simetria P77

no meio. Na situacao onde £; > 1, os autovalores tornam-se novamente distintos mas

Figura 14 — Partes real e imaginaria dos autovalores m; para os casos onde o sistema ¢
Hermitiano (¢; = 0), abaixo (¢;=0,5), no ponto (¢; = 1) e acima (¢; = 1,5) do
ponto de quebra de simetria. Inicialmente existem quatro autovalores distintos
e imaginarios puros antes de eles colidirem no ponto de quebra de simetria,
onde passar a ser degenerados, e logo depois voltam a ser quatro autovalores
mas agora possuindo tanto parte imaginaria quanto parte real. Nesta figura,
Ep = Jec R — 1.
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Fonte: elaborada pelo autor, 2018.

agora todos eles possuem uma parte real nao-nula. Portanto, é possivel definir quatro
situagoes a serem consideradas dependendo do valor assumido por £; (mantendo gy e g
fixos), a saber, (i) caso Hermitiano (¢; = 0), (ii) abaixo do ponto de quebra de simetria
(0 < ey < 1), (iii) no ponto de quebra de simetria (¢; = 1) e (iv) acima do ponto de quebra
de simetria (¢; > 1) e estas situagoes serao caracterizadas neste capitulo pelos valores e

=0,er=0,9, ¢ =1ee; ==1,5, respectivamente.

Tendo calculado os autovalores da matriz M, o proximo passo é calcular os respec-

tivos autovetores m; tais que M - m; = m;m;, para j = 1,2,3 e 4, e eles sao dados por
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/=2 2 2 2
— ERisl ER*EI

(53«#51)\/17507% &2 —&2 (ER+E])\/17€07% e2—e2
Veh—el ch—ei
mp; = ERteEr my = erter
—1 1
1—ego—14/e2—¢2 1—eg—24/e2,—¢2
072V ERTCI 072V ER™CI
1 1 ( )
3.25
2 _ 2 /2 __2
‘rR—CT “VER™ET
(sR—&—e[)\/l—eo—I—% €% —¢? (ER+6[)\/1—60+% €2, —¢?
VRl VRl
ms = ERTEr my = ERTEr )
—1 1
\/1—50—&-% a%—a? \/l—ao-i-% a%—a%
1 1

Com o objetivo de verificar se este conjunto de autovetores sao linearmente independentes,
¢ necessario construir uma matriz U tal que suas colunas sejam os autovetores m;, ou
seja,
—pr- pr- pry —pry
o (3.26)
—r_ r_ =Ty Ty
1 1 1 1

onde foram definidas as quantidades e r1 como sendo respectivamente

ek — €l

B = enter (3.27)

1

:t:
\/1—50i§\/5%—€%

a fim de simplificar a notacao. O préximo passo é calcular o determinante de U em funcao

(3.28)

r

de €7 como esta mostrado na Figura 15. Nota-se que para €7 # 1 o conjunto de autovetores
(3.25) é linearmente independente e o caso para o qual £; = 1 sera discutido posteriormente
(note que é nesta situagao onde ocorre a colisao entre os autovalores da matriz M ilustrada

na Figura 14). A solucao geral para a equacao (3.21) é dada por
W(z) = c1e™*my + ™" my + c3e™*mg + e my, (3.29)

onde ¢; sao constantes arbitrarias determinadas pelas condi¢oes iniciais do problema. Para
escrever ¢; em termos de 141(0) e ¢11(0) é necessario analisar a equagao (3.29) em z = 0.
Utilizando a matriz U definida anteriormente e o vetor coluna C = (c; ¢; ¢35 ¢4)T, onde
T é a operagao de transposicao, é possivel escrever ¥(0) = U - C. Calculando a matriz

inversa de U, U™!, as constantes ¢; podem ser dadas em termos de ¥(0) como segue

C=U"1-9(0). (3.30)
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Figura 15 — Determinante da matriz U em funcao de €;. O determinante ¢ diferente de
zero quando €7 # 1, implicando em autovetores linearmente independentes.
E justamente no ponto de quebra de simetria que os autovetores tornam-se
linearmente dependentes. Nesta figura, eg = 3 e eg = 1.
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Fonte: elaborada pelo autor, 2018.

Este procedimento fornecerd a solucao geral para o caso €y # 1. No ponto de quebra
de simetria sera necessario modificar este método, pois agora existe degenerescéncia nos

autovalores, como sera visto mais adiante.

3.3 Oscilacoes de Bragg Hermitianas

Inicialmente, o meio considerado neste estudo nao possuira ganho ou perda, de

modo que €; = 0, e a permissividade elétrica (3.10) é Hermitiana. Tem-se entao

=1, (3.31)
1
re= (3.32)
1-— o + %{
e

—Tr_ Tr_ Ty —Try

1 1 -1 -1
U= . (3.33)

—Tr_ T_ —T+ T+

-+ 1 L1
1+ 1 Lo
U't=—|[" i 3.34
T+ T4
-1 1 L 1
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de modo que, usando (3.30),
¢ - 1= 1) (ea(0)
C2| 1 r% 1 7_% 1 ¢—1(0)
| Al L2 -1 =L 1| o) (3:35)
C4 —i -1 i 1 ¢1(0)
e as constantes ¢;’s serdao dadas por, supondo ¢;(0) = 0,
1 1
0= [=¢-1(0) = ¥1(0)] C2= - [1-1(0) + ¥1(0)]
1 L (3.36)
%= [¢0-1(0) = ¥1(0)] ‘= o [=1-1(0) + 1 (0)].
Substituindo (3.36) em (3.29) obtem-se entao os modos ¥_1(z) e ¥1(z), em termos de
¥-1(0) e ¥1(0), dados por
1 1
Yo1(2) = 7 [-1(0) + a(0)] (€™ + ™) + 7 [¥-1(0) — hu(0)] (™% + ™) (3.37)
e
Ui(z) = H [¢0-1(0) + 41 (0)] (™% + ™) + ! [=-1(0) +¢1(0)] (™% + ™). (3.38)

4

4

Contudo, €; = 0 implica autovalores m; imagindrios puros satisfazendo as relagoes

my = ilm(my) me = —ilm(my) (3.39)
ms = ilm(mg) my = —ilm(mg)
pode-se entao reescrever (3.37) e (3.38) como
V() = 5 W (0) + (O] os (1-2) + 3 [91(0) ~ (O] cos(142)  (3.40)
dn(2) = 5 [W2(0) + ()] cos (1-2) + 3 [-6a(0) +va(O)] cos(7,2), (3.41)
onde
’Vi:Im< 1—50i€2R>~ (3.42)

Sabendo as expressoes matematicas para os modos de Bragg é possivel entao

calcular a funcao inversao de populagdo W fisicamente definida como sendo a diferenca

entre a energia espectral presente nesses modos e matematicamente definida por

W = [1h1(2) ] — b1 (2)?

bem como o campo elétrico (3.3). Existem, contudo, duas condigdes iniciais possiveis

(3.43)

relacionadas a qual modo de Bragg a energia espectral estd inicialmente: na primeira
condigdo inicial toda a energia estd no modo vy, implicando {1_1(0),41(0)} = {0, 1},
enquanto que na segunda condicao inicial toda a energia no modo ¢ _;, implicando
{1-1(0),¢1(0)} = {1,0}. Desta forma, nas préximas segoes serao usadas as seguintes
definigoes: W4, (2) e E4q(z, ) sdo as fungoes inversdao de populacdo e os campos elétricos

quando a energia espectral estd inicialmente no modo ¥4.
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3.3.1 Funcao inversao de populacao

Com o objetivo de estudar a evolucao espacial da troca de energia entre os modos
de Bragg, ¢ interessante encontrar as expressoes para as fung¢oes inversao de populacao.

Assim, estas func¢oes sdo dadas por

W_1(z) = —cos (y-2) cos (74 2) (3.44)

Wi(z) = cos (y-z) cos (742) . (3.45)

A evolugao espacial destas fungoes esta ilustrada na Figura 16. Uma caracteristica a ser
notada é que trata-se de um processo conservativo, uma vez que a soma das energias de
cada modo de Bragg é sempre igual a energia de entrada, como era o esperado para um

sistema Hermitiano. Esta simetria na evolucao espacial de Wi (z) implica um valor médio

Figura 16 — Evolugao espacial das fungoes inversao de popula¢ao Wi(z) (linha continua
azul) e W_(z) (linha continua vermelha) para (a) g9 = 3, (b) g9 = 5, (c)
go =7 e er = 1. No caso Hermitiano a evolugao espacial acontece de forma
simétrica e conservativa pois o meio nao possui perda nem ganho. A linha
preta pontilhada indica a situagao onde a quantidade de energia espectral dos
modos de Bragg sao iguais.
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= 0 10 20 30 40 50 60
N0
= e
g om —
18 _1 | | |
2 0 10 20 30 40 50 60
o, (o)
> l A N
= W,
0 (i
_1 | L | |
0 10 20 30 40 50 60

Distancia de propaga¢ao
Fonte: elaborada pelo autor, 2018.

das fungoes inversao de populagao nulo: dentre ¥4(z) nao ha um modo preferencial do
meio, de forma que um deles nao transfere e/ou cede mais ou menos energia que o outro.
E interessante notar ainda que um modo nio transfere toda a sua energia espectral de
uma Unica vez. De fato, tomando a curva de W;(z) na Figura 1616(a) como exemplo, é
possivel ver que inicialmente W;(z) diminui de valor mas em um determinado instante
espacial seu valor volta a aumentar porém com um valor maximo menor que 1. Seguindo

a evolugao, esse comportamento de decaimento e crescimento ocorre de forma periddica e
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somente um pouco antes da posicao z = 10 é que ocorre a total transferéncia de energia
de 91 (2) para ¢_;(z). E precisamente este comportamento que d4 origem a dois tipos de
oscilagoes presentes na evolugao espacial de Wi (z): uma oscilagdo do tipo envelope, com
um periodo espacial maior que modula uma oscilacao do tipo fase, como pode ser visto na

Figura 17. Quando ¢, cresce, o periodo espacial da oscilagao do tipo fase diminui enquanto

Figura 17 — Oscilagoes do tipo fase e do tipo envelope para as fungoes inversao de populagao
Wi(2) (coluna esquerda) e W_1(z) (coluna direita) no caso Hermitiano para
(a)-(b) eg = 3, (¢)-(d) eg =5, (e)-(f) eg =T e e = 1.

L@ | ®
g 0 = it
-1 -1
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o —W, o —W
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o-1 o-1
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5 1 (© 5 (O
> >
=0 —w, =0 —W,
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1
0O 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
Distancia de propagacao Distancia de propagacao

Fonte: elaborada pelo autor, 2018.

que o periodo da oscilagao do tipo envelope aumenta. Também cresce com o aumento de
€0 a posi¢cao na qual a transferéncia de energia contida num modo de Bragg para outro é

total (claramente visto na Figura 16).

Este comportamento oscilatério das fungoes inversao de populacgao é analogo a
batimentos. Sendo uma evolucao periddica, é possivel encontrar os periodos espaciais de
cada oscilacao, sendo necessario reescrever qualquer uma das fungoes inversao de populagao
em termos de fungoes exponenciais complexas de modo a obter as frequéncias espaciais
relacionadas as oscilagoes. Escolhendo W(z) obtem-se

1. o L o
Wi (z) = 1 {62(%+V+)z + el-=7)7 4 pi=r=+74)2 4 pi(=r- 7+)Z} : (3.46)
de modo que ha quatro frequéncias associadas ao movimento oscilatério de Wi: w; =
Vo F+ Ve, Wy =Y — V4, W3 = —Y— + V4 € wyg = —y_ — v4. Tomando as frequéncias
positivas, a saber, w; e wy, os periodos espaciais para as respectivas oscilagoes sao dados
entao por
Afase = (347)

Aenvelope = ~ . (348)
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Para uma visao um pouco mais qualitativa, usando os mesmos valores de ¢y e eg da Figura
16 obtem-se: Apge = 2,24, 1,57, 1,28 para ¢g = 3, g = 5 e g9 = 7 respectivamente; e

Aenvelope = 17,63, 25,08, 30,75 para g = 3, g = 5 e g9 = 7 respectivamente.

3.3.2 Campo elétrico

A evolucao espacial do campo elétrico também é algo que vale a pena ser estudada
e que refletird a dindmica das fungoes inversao de populacdo. Usando (3.40) e (3.41) os
campos elétricos que se propagam através do meio Hermitiano, associdados a cada condigao

incial, sdo dados por

E_i(z,z) = §[cos (vy_z)cos (x) — icos (y4z) sen (z)] (3.49)

Ei(x,z) = g [cos (y-z) cos (z) + i cos (74 2) sen (x)] (3.50)

e na Figura 18 esta ilustrada a evolugao espacial da parte real de cada um dos campos

E.(z,2) e uma vez que no caso Hermitiano nao ha ganhos ou perdas, as franjas de inter-

Figura 18 — Evolucao espacial da parte real de (a) Ei(z,z) e (b) E_y(x, z) para g9 = 3
e eg = 1. A curva preta indica a permissividade elétrica relativa e o eixo
superior algum de seus valores.
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Fonte: elaborada pelo autor, 2018.

feréncia sao idénticas para as duas condigoes iniciais do problema. Na direcao transversal
a direcao de propagagao do campo elétrico, o contraste nas franjas de interferéncia segue a
periodicidade da permissividade elétrica e(z): nas regides de onde £(x) atinge seu menor
valor o campo elétrico torna-se quase nulo e nas regioes onde e(x) é maxima, o campo

elétrico atinge seu maior valor (tanto positivamente quanto negativamente).
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3.4 Oscilacoes de Bragg PT -simétricas abaixo do ponto de quebra

de simetria

Nas proximas trés secoes serao discutidas a troca de energia espectral entre os
modos de Bragg 1_1(z) e ¥1(z) bem como a evolugao espacial do campo elétrico na
situacao onde a permissividade elétrica relativa possui uma parte imaginaria nao-nula. A

matriz U neste caso é dada pela equacao (3.26) e sua inversa é

1 1 1
5= 5 - 1
1| 5 i L
U=l (3.51)
Br+ B Br+
-1 1 1
Br+ B T4

Seguindo o mesmo procedimento feito no caso Hermitiano, as constantes ¢;’s sao dadas

agora por
1
1= 16 [—1_1(0) — By1(0)] Co = 1Br_ [4-1(0) + B1(0)] 3.52)
1 1 )
= O =] e e 0n0) + ),

onde ¢+1(0) = 0 foi usado, de modo que 1_1(z) e 11(z) sdo dados por

Va(2) = 5 [0 (0) + Bua(0)] cos (+-2) + 3 [6a(0) — Bra(O]cos (,2)  (359)

1

3 [0-1(0)+ B (O] cos (1) + 5

23

onde as relagoes (3.39) foram usadas e

1
7, = Im (\/1—80:&2\/8%3—8%) : (3.55)

3.4.1 Funcao inversao de populacao

e [—1(0) + 81 (0)] cos (Vy2) ,  (3.54)

As funcoes inversao de populacao abaixo do ponto de quebra de simetria sdo dadas

por
1_52 2/ 1 1_62 2/ 1 1+ﬁ2 ! /
W_i(z) = 17 cos” (V. z) + IE cos” (7 z) — 25 COS(’}/_Z) cos(’y+z> (3.56)
e
1— 2 1 — 2 1 2
Wi(z) = 45 cos* (7 z) + 46 cos”(v.z) + —gﬁ cos(’y’_z) cos(vﬁrz), (3.57)

e a evolugao espacial de Wy (z) estd ilustrada na Figura 19. Uma vez que a permissividade
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Figura 19 — Evolugao espacial das fungoes inversao de popula¢ao Wi(z) (linha continua
azul) and W_;(z) (linha continua vermelha) para (a) £9 = 3, (b) 9 = 5, (c)
co="T,eg=1ee; =0,5. Quando a permissividade elétrica relativa possui
uma parte imaginaria ndo-nula, surge uma evidente assimetria entre as fungoes
inversao de populagdo, gerando entdao um modo de Bragg preferencial. A linha
preta pontilhada indica a situagao onde a quantidade de energia espectral dos
modos de Bragg sao iguais.
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Fonte: elaborada pelo autor, 2018.

elétrica do meio agora possui uma parte imaginaria diferente de zero, implica numa evidente
assimetria na evolugao espacial das fung¢oes inversao de populagdo como pode ser visto na
Figura 19. A transferéncia de energia entre os modos de Bragg nesta situacao também
nao ocorre de uma unica vez, assim como foi visto no caso Hermitiano, e agora W_;(z)
oscila com uma amplitude maior que a amplitude de oscilagao de W;(z) durante a maior
parte da propagacao e esta amplitude cresce a medida que g cresce. Isto significa que a
transferéncia de energia entre os modos de Bragg nao mais acontece de forma balanceada
e 11(z) tornou-se o modo preferencial para o qual a energia é transferida independente
da escolha inicial de qual modo possui toda a energia espectral. Esta transferéncia ocorre
mais pronunciadamente na condi¢ao onde o modo _; possui inicialmente toda a energia
espectral. Abaixo do ponto de quebra de simetria, as oscilagdes do tipo fase e envelope
ainda ocorrem, conforme mostra a Figura 20. Fazendo o mesmo procedimento usado no

caso Hermitiano para calcular os periodos espaciais, escolhendo Wi (z), pode-se mostrar

que
1- 52 2ivy' 2 -2y z 1— 52 2ivy 2z —2iy! 2
Wy = 16 (e “+e 7)+716 (6 " +e +>
2
+ 1 _;/6 |:ei(7/+’75r)z + ei(’Yl,*'er)z + ei(*’yl,Jr’Yir)Z + ei(*'Y/,*’Yir)Z , (358)

de modo que existem agora seis frequéncias associadas ao comportamento ondulatério

das funcoes inversao de populacdo: wy = 27, wo = 29\, w3 =Y. + ¥\, wy =L =7,
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Figura 20 — Oscilagoes do tipo fase e do tipo envelope para as fungoes inversao de populagao
Wi(z) (coluna esquerda) e W_;(z) (coluna direita) no caso abaixo da quebra
de simetria para (a)-(b) g9 = 3, (¢)-(d) €0 =5, (e)-(f) o =T eer = 1.
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Fonte: elaborada pelo autor, 2018.

ws = —v_ +7 ews = =y — /.. Os periodos espaciais associados a oscilagao do tipo fase

e do tipo envelope sao dados, respectivamente, por

27
L= — 3.59
fase 2,)//7 ( )
¢ 2
’ m
envelope — ;1 3.60
lop ’7/— _ ’Yﬁr ( )

e comparando estes periodos com os do caso Hermitiano, nota-se que o periodo espacial
para a oscilagao do tipo fase (envelope) diminui (aumenta). Na se¢do anterior foi visto que
as oscilagoes de Bragg Hermitianas ocorrem de forma simétrica e isto implica em médias
nulas, em relacao a uma oscilagao completa, para cada fun¢ao inversao de populagao. No
caso das oscilagoes de Bragg PT-simétricas abaixo do ponto de quebra de simetria, devido
a assimetria na evolugdo espacial destas funcoes, tais médias sobre uma oscilagao completa
¢é agora nao-nula. De fato, para calcula-las basta notar que a funcao cosseno ao quadrado
e o produto de duas fungoes cossenos (com argumentos distintos) geram médias iguais,
respectivamente, a 1/2 e 0, em relagdo a uma oscilagdo completa. Aplicando este raciocinio
nas equagoes (3.56) e (3.57) obtem-se

€r

<W:|:1> - m;

(3.61)

onde foi usada a defini¢ao de § dada pela equacao (3.27) a fim de reescrever (W.;) em
termos de cr e €;. Estas médias estao ilustradas na Figura 21 e, em particular, pela
expressao de (W_1) nota-se um comportamento divergente a medida que €; se aproxima

de 1. Esta caracteristica sugere novamente que o modo v1(z) é o modo preferencial do
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Figura 21 — Média espacial das fungbes inversao de populagdo Wi(z) (linha continua azul)
and W_;(z) (linha continua vermelha) para eg = 1. Note o caso Hermitiano
onde as médias espaciais sao nulas e também um comportamento divergente
na média (IW_;) quando £; se aproxima de 1, significando 1 (z) recebe cada
vez mais energia durante maior parte da propagacao.

‘ ‘—<W1>
— (W)
Q
S 08
=
2
o 0.6
Q=
o3
O
© g
ke 0.4}
17
=
2
e 027
()
0

€1

Fonte: elaborada pelo autor, 2018.

sistema independente da condicao inicial, recebendo cada vez mais energia a medida que
er aumenta, e isto pode ser quantitativamente mostrado usando os mesmos valores de e
e 7 da Figura 21 para obter (W_1) ~ 0,5 e (W;) ~ 0, 16. Esta distribuicao desbalanceada
de energia espectral entre os modos tende a divergir no ponto de quebra de simetria, como

de fato é mostrado na Figura 21.

3.4.2 Campo elétrico

Os campos elétricos correspondentes a cada condigao inicial do problema sao dados

por

E_i(z,z) = j&{ [12—;ﬁ cos (7’_z) — 12_56 cos ('}/jj;)] cos ()

. 1_5 ! 1+ﬁ /
+Zl 23 Cos ('y_z)— 2 cos(%uz)] Sen(x)} (3.62)

Ei(z,2) = g}{ [1 —iz_ P cos (fy’_z) + B cos (’yﬁrz)] cos ()

+1i ll ; B oS (fy’_z) - 1;5 Cos (fyﬁrz)] sen () } (3.63)

A partir das expressoes dos campos elétricos, nota-se agora a existéncia de uma assimetria

na evolucao espacial da parte real desses campos e esta assimetria vem do fato que agora
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0 meio possui uma permissividade elétrica P7T -simétrica, o que implica a presenca de
regides durante a propagacao onde hé ganho (perda), correspondendo as situagdes onde
Im[e(z)] é menor (maior) que zero, respectivamente. A evolugao espacial da parte real de

E.(z, z) estd mostrada na Figura 22. O padrao espacial das franjas de interferéncia reflete

Figura 22 — Evolugao espacial da parte real de (a) Ei(z,2) e (b) E_1(z, 2) para ¢y =
3,er = 1 ecer = 0,5. Esta evolucdo claramente é assimétrica e depende
da condigao incial do problema, em especial quando o modo v _; possui
inicialmente toda a energia espectral, o campo elétrico possui maior contraste.
As curvas pretas continua e tracejada representam, respectivamente, as partes
real e imaginaria da permissividade relativa e a linha preta pontilhada esta
mostrada para indicar as regides onde a parte imaginaria de £(z) é positiva
ou negativa.
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Fonte: elaborada pelo autor, 2018.

a evolucao espacial das func¢oes inversao de populagdo mostrada na Figura 19. Assim como
no caso Hermitiano, o padrao de interferéncia transversal é composto por ciclos de franjas
claras e escuras separadas por franjas de menor contraste. Uma vez que abaixo do ponto
de quebra de simetria o valor maximo da amplitude do envelope da func¢ao inversao de
populacao também varia, surge de forma peridédica regidves de baixo contraste ao longo
da direcao de propagacao. Estas regides correspondem aos locais onde a quantidade de

energia ¢ quase nula e na Figura 22 elas estao indicadas nas regioes “borradas”.

3.5 Oscilacoes de Bragg PT -simétricas acima do ponto de quebra

de simetria

Passando agora para a situagao acima do ponto de quebra de simetria, ou seja,
para ;7 > 1, sabe-se da Figura 14 os autovalores da matriz M possuem agora tanto parte

imaginaria quanto parte real e isto provocard uma evolugao espacial para as fungoes



Capitulo 8. Oscilagoes de Bragg eletromagnéticas além da aproximagdo parazxial em meios periodicos com
simetria PT 60

inversao de populacdo e para os campos elétricos totalmente diferente das evolugoes vistas
anteriormente. Primeiramente é interessante reescrever a matriz U definindo § = i3 e

A onde

g=YL = (3.64)

(3.65)

1
f:i:: ' )
\/1—50i;\/5%—5%

uma vez que nesta situacao €; > €. Desta maneira, basta repetir todos os passos feitos

na secio 1.4 fazendo a substituicdo 3 — S e r. — 74. Os modos 141(z) sdo dados por

V() = 1 [020) + B (O)] (77 + €75) 4 [02(0) — B (0)] (€75 +¢™7) (3.66)

e
U1(2) = —= [0-1(0) + iBun (0)] (™% + ™) — = [1-1(0) — i (0)] (7> + &™) .
4i3 4i3
(3.67)
Acima do ponto de quebra de simetria os autovalores possuem partes real e imaginéarias
satisfazendo
my = Re(mq) + iIm(m;) my = —Re(my) — iIm(my) (3.68)
ms = Re(ms) + ilm(ms) my = —Re(ms) — ilm(ms) '
de modo que
emME | eMez — e[Re(ml)z+iIm(m1)z] + ef[Re(ml)eriIm(ml)z]
(3.69)
= 2 cosh [Re(my)z] cos [Im(my)z] + 2i senh [Re(my)z] sen [Im(my)z]
e
M3z | gMaz — e[Re(mg)z—i—iIm(mg,)z] + e—[Re(mg)z+iIm(m3)z]
(3.70)

= 2 cosh [Re(ms)z] cos [Im(ms)z] + 2i senh [Re(ms)z] sen [Im(mg)z] .

Logo, os modos de Bragg (3.66) e (3.67) podem ser reescritos como

Y1 (z —senh (7_z) sen (7 ) + senh (7, 2) sen (%rz)}

+ s9-1(0) [COSh (7_z) cos (’y’,z) + cosh (74 2) cos (ﬁ;z)}

0]
{

N | T

(0 cosh (A-z cos( ) — cosh (4 2) cos (fy+ )}

_l_
N —

¢_1(0) {senh (7-z) sen (7Lz) + senh (94 2) sen (?;z)} } (3.71)
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e

Pi(2) = ;¢1(0) [cosh (7_z) cos (’y’_z) + cosh (7, 2) cos (’yﬁrzﬂ

+ ;Bw_l(()) {Senh (7_2) sen (7_2) — senh (7, 2) sen (’ﬁz)]

+ z{;@DI(O) [senh (7-z) sen (ﬁ'_z) + senh (7, 2) sen (%_z)}
+ ;Bw_l(()) {— cosh (y_z) cos (&’_z) + cosh (4 2) cos (%rz)} }, (3.72)

onde

5. = Re (\/1 — o %\/gi - eg) (3.73)

7, =Im (\/1—50j:;\/8%—6%) : (3.74)

3.5.1 Funcao inversao de populacao

As fungoes inversao de populacao nesta situagao sao dadas por

_1_52 2/~ 2/ ~1 1_52 2/~ 2/~
W_i(z) = e [senh”(¥_z) + cos*(7_2)] + 17 [senh”(7; 2) + cos™ (¥, 2)]
_ 1;—5262 {cosh(ﬁ_z) cosh (74 2) cos (W'_z) cos (%rz)
+ senh(¥_z) senh(y42) sen(7’ z) sen(’yﬁrz)} (3.75)
e
_1_32 2= 2%/ 1_62 2/~ 2/ ~1
Wi(z) = [senh”(y_z) + cos™(¥_2)] + ———[senh”(¥;4 2) + cos™ (¥ 2)]

1 2
+

{cosh(:y,z) cosh(7, 2) cos (’yL z) cos (f~y’+z)
+ senh(y_z) senh(7, z) sen(7 2) sen(’yjrz)} (3.76)

e devido a presenca de fungoes hiperbdlicas nas expressoes de Wiy(z), a evolucao espacial
da transferéncia de energia entre os modos de Bragg possuird um crescimento ilimitado e
muito rapido como de fato estd mostrado na Figura 23. A assimetria e o comportamento
oscilatério da evolugao de Wi(z) ainda sdo presentes acima do ponto de quebra de
simetria mas este ultimo possui uma amplitude que cresce ilimitadamente com a distancia
de propagacao. Quando inicialmente o modo v; possui toda a energia espectral, é possivel
notar que praticamente toda a energia fica contida no modo v; durante a evolucao espacial.
Uma dindmica bem diferente é apresentada por W_;(z) onde agora esta fun¢ao comeca

com valores negativos, ou seja, a energia espectral fica mais concentrada no modo _1,
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Figura 23 — Evolugao espacial das fungoes inversao de populacao Wi(z) (linha continua
azul) and W_;(z) (linha continua vermelha) para (a) £9 = 3, (b) 9 = 5, (c)
go=17,er=1ee; =1,5. H4d uma evidente assimetria entre as evolugoes e
a amplitude das oscilagées crescem muito rapidamente com a distancia de
propagacao. A linha preta pontilhada indica a situagdo onde a quantidade de
energia espectral dos modos de Bragg sao iguais.
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Fonte: elaborada pelo autor, 2018.

e rapidamente comeca a assumir valores positivos e cada vez maiores, aumentando a
amplitude da oscilacao, e é possivel notar que a medida que a evolu¢ao acontece, menor
sdo os valores negativos assumidos por W_;(z). Novamente, acima do ponto de quebra
de simetria, o modo 1/, recebe cada vez mais energia qualquer que seja a condicao inicial
escolhida, apesar que quando {1_1(0),%1(0)} = {1,0} esta transferéncia torna-se muito

mais acentuada.

3.5.2 Campo elétrico

Quando a energia espectral esta inicialmente no modo ¥_1, o campo elétrico é tal

que suas partes real e imaginéria sao dadas por
Re[E_y(z,2)] = {; [cosh (7_2) cos (’%z) + cosh (74 2) cos (’y;z)}
+ 213 [senh (7_2) sen (’y’fz) — senh (94 2) sen (%rz)} }COS (7)
+ {215 [cosh (7_z) cos (7'_2) — cosh (7, 2) cos (%rz)}

+ ; [senh (7_z) sen (ﬁ'_z) + senh (4 2) sen (%rz)} }sen (x) (3.77)
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e

Im [E_;(z, 2)] { - 213 {cosh (7_2) cos (fy’_z) — cosh (7, 2) cos erzﬂ

N | —

(
+ = [senh (7_2) sen (&Lz) — senh (7, 2) sen (’yjrzﬂ cos (z)
+ { — ; {cosh (7_2) cos (’yLZ) + cosh (7, 2) cos (~ﬁrz)}

+ 213 [senh (7-2) sen (&’_z) — senh (9, z) sen (%rzﬂ }sen (x) (3.78)

e considerando que o modo ; é o modo que possui inicialmente toda a energia espectral,

as partes reais e imaginarias do campo elétrico associado sao

Re [Eq(z, 2)] = {; {cosh (7_z) cos (&’,z) + cosh (4 2) cos (%rz)}
- g {senh (7-2) sen (’/_z) — senh (9, 2) sen (’yjrz)} }COS ()
+ {g [COSh (7_z) cos (ﬁ'_z) — cosh (3, 2) cos (%rz)}

_ ; [senh (7-2) sen (ﬁ'_z) + senh (94 2) sen ('ﬁz)} }sen (z) (3.79)

Im [Eq(z, 2)] [cosh (7-2) cos ('Ny’_z) — cosh (74 2) cos (’yﬁrzﬂ

+

Il
N | — —_——
N | T

—

senh (J_z) sen (’?’_2) + senh (3, 2) sen (’Ny;z)} }cos (x)
+4= [cosh (7_2) cos (iL z) + cosh (7, 2) cos (’ﬁz)}

_|_

N | o — N
DO | =

{Senh (7-2) sen (7'_2) — senh (7, z) sen ('ﬁz)} }sen (x). (3.80)

Figura 24 ilustra a evolugdo espacial para a parte real dos campos E4(x, z). Novamente,
o padrao de interferéncia reflete a evolucao espacial mostrada na Figura 23, de modo que
no comeco da propagacao existe um campo elétrico fraco e a medida que a propagacao
segue, o campo elétrico cresce rapidamente, aumentando assim o contraste nas franjas

de interferéncia (especialmente quando inicialmente o modo ¥ _; possui toda a energia
espectral).
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Figura 24 — Evolugao espacial da parte real de (a) Eq(z,2) e (b) E_4(z, 2) para ¢y =
3, eg = 1 e ey = 1,5. Novamente, uma evolugao claramente assimétrica
ocorre e quando o modo v _; possui inicialmente toda a energia espectral, o
campo elétrico possui maior contraste. As curvas pretas continua e tracejada
representam, respectivamente, as partes real e imaginaria da permissividade
relativa e a linha preta pontilhada estd mostrada para indicar as regioes onde
a parte imagindria de ¢(z) é positiva ou negativa.
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Fonte: elaborada pelo autor, 2018.

3.6 Oscilacoes de Bragg PT-simétricas no ponto de quebra de

simetria

No ponto de quebra de simetria, ja é sabido que os autovalores da matriz M

tornam-se degenerados e dados por

my = —ivVa (3.81)

my = iVa, (3.82)

onde cada autovalor possui degenerescéncia igual a 2. Para determinar os respectivos
autovetores, considere o seguinte sistema de equagoes lineares (M — m;I)™ m; = 0, onde

n; é degenerescéncia do autovalor m;. Para o presente caso, tem-se

(M —myI)’m; =0 (3.83)

(M — myI)* m, = 0, (3.84)

de modo que a solucao geral W(z) seja tal que

¥(0) = u; + us. (3.85)
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Usando entao (3.83), (3.84) e (3.85), de modo a escrever as componentes dos autovetores

em termos de ¥41(0), é possivel mostrar que

$11(0)
B — 3y 1(0)
u, = L 0) (3.86)

e ¥-1(0) + Y4y (0)

141(0)
B WAy (0)
e L1 (0) ’ (387)

— = -1(0) — Y24y (0)

de fato satisfazendo (3.85).

A solugao geral ¥(z) neste caso é dada por

k n;—1 P
=Y ™Y 5 (M—mD)’| -my, (3.88)
j=1 =0 P

onde k ¢ o nimero de autovetores m;, n; é a degenerescéncia do respectivo autovalor m;

e I é a matriz identidade de ordem 4. Como hé dois autovetores, pode-se mostrar que

¥_1(0) cos (ﬁz)
—Vanp_ ()sen(\/Tz)
()cos(\/_z)— 2\F zsen(\/_z) ’
¥-10) 5 o5 (\/_z) —%wlsen (\/_Z)

e assim, os modos de Bragg no ponto de quebra de simetria sao dados por

U(z) = (3.89)

Y_1(z) = 1_1(0) cos (\/5,2) (3.90)

1(z) = 1¥1(0) cos (\/_z) 2\/(5)28611 (\/_z> (3.91)

3.6.1 Funcao inversao de populacao

As fungoes inversao de populagao sao dadas por

Wo(z) = 410/ sen?(v/az) — cos?(v/az) (3.92)
Wi(z) = cos*(Vaz), (3.93)

ilustradas na Figura 25. Apesar de uma evolugao oscilatéria ainda ocorrer, claramente é

uma evolugao espacial muito diferente entre W_,(z) e Wi(z) e note que, em especial, a
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Figura 25 — Evolugao espacial das fungoes inversao de populagdo W_1(z) e Wi(z) para
(a)-(b) g0 = 3, (c)-(d) g9 = 5, (e)-(f) €9 = 7 e eg = 1. Estas evolugoes sao
completamente distintas dependendo da condic¢ao inicial escolhida e particu-
larmente quando o modo _; possui inicialmente toda a energia espectral,
W_1(2) cresce ilimitadamente com o quadrado da distdncia de propagacao. A

curva preta representa a parabola [4 (g9 — 1)] 7" 22,
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Fonte: elaborada pelo autor, 2018.

transferéncia de energia entre os modos nao mais apresenta o comportamento de diminuigao
e logo em seguida de crescimento como visto nos casos Hermitianos e abaixo do ponto de
quebra de simetria. E interessante notar ainda que a ocorréncia de um modo preferencial
surge apenas para uma das condigoes iniciais, a saber, {¢_1(0),11(0)} = {1,0}, onde ¢, (2)
recebe cada vez mais energia a medida que a evolugao espacial ocorre (um crescimento
parabdlico com a distancia de propagacao) e aumentando o valor de &g, a amplitude da
oscilagdo de W_1(z) diminui rapidamente. A evolucao espacial de Wi;(z) é totalmente
diferente daquela apresentada por Wi(z) e neste regime nao-paraxial nao foi observado
o fendémeno do aprisionamento de modo, como foi mencionado na secao 2.4 do Capitulo
2. De fato, a transferéncia da energia espectral quando inicialmente esta energia esta no
modo v oscila periodicamente entre os valores 0 e 1, representando as situagdes onde toda
a energia volta a estar no modo 1, e quando a mesma esta distribuida entre os modos de

Bragg considerados.

3.6.2 Campo elétrico

Os campos elétricos para cada condicao inicial do problema sao dados por

E (z,2) =79 |FOS (@) e — 2\1/52 sen (\/@) em] (3.94)

E (z,z) = §cos (\/@) e (3.95)
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Figura 26 — Evolugao espacial da parte real de (a) Ei(z,2) e (b) E_y(x, z) paragy =3 ¢
er = 1. Novamente uma evolucao assimétrica ocorre e quando o modo ¥
possui inicialmente toda a energia espectral, o campo elétrico possui valores
maiores e desta vez crescendo linearmente com a distancia de propagacao. As
curvas pretas continua e tracejada representam, respectivamente, as partes
real e imaginaria da permissividade relativa e a linha preta pontilhada esta
mostrada para indicar as regides onde a parte imaginaria de £(z) é positiva
ou negativa.
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Fonte: elaborada pelo autor, 2018.

Na Figura 26 estd mostrada a parte real de E4q(z, z) no ponto de quebra de simetria.
Quando a energia espectral estd inicialmente no modo v; obtem-se franjas de interferéncia
com contraste semelhante aos campos elétricos obtidos no caso Hermitiano. Por outro
lado, na situacao onde 1_; possui inicialmente toda a energia espectral, o campo elétrico
cresce linearmente (em moédulo) com a distancia de propagagao, iniciando com valores

proximos de zero e crescendo a medida que a propagagao ocorre.
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4 Conclusoes

O objetivo deste trabalho foi estudar detalhadamente a evolugao espacial dos
modos de Bragg num meio dielétrico descrito por uma permissividade elétrica relativa

PT-simétrica periddica.

No Capitulo 1 foi feita uma discussao introdutéria da mecanica quantica baseada
numa classe de operadores Hamiltonianos que comutam com os operadores paridade e
inversdo temporal simultaneamente e mostrou-se que esses operadores possuem duas fases
distintas baseadas na natureza de seus autovalores (natureza esta que é determinada
por um dado pardmetro no Hamiltoniano): abaixo do valor critico do parametro que
controla a Hermiticidade do Hamiltoniano, ha uma fase nao-quebrada onde os autovalores
sdo totalmente reais e acima do valor critico deste parametro, hd uma fase quebrada
onde os autovalores sao parcialmente ou totalmente complexos. Exatamente no valor
critico desse pardmetro, ocorre uma quebra espontanea da simetria P7 nessa classe de
Hamiltonianos, caracterizada pela passagem da fase quebrada para a ndo-quebrada do
espectro de autovalores. Na mecanica quantica P77 simétrica, que pode ser vista como
uma extensao ao plano complexo da mecanica quantica Hermitiana, algumas nuances
foram enfatizadas, especialmente para o fato onde é necessario a introdugao de um novo
operador de simetria na fase ndo-quebrada, denotado por C, para elaborar uma evolucao
temporal unitaria. Ao final do capitulo, foi mostrado ainda que sistemas P77 simétricos sao

um meio-termo entre sistemas completamente abertos e sistemas completamente fechados.

A introdugao da simetria P7T na 6tica foi discutida no Capitulo 2. Neste capitulo
foram mostrados alguns trabalhos onde sistemas 6ticos possuindo ganho e perda 6ticos
de forma balanceada foram construidos de modo a verificar experimentalmente algumas
caracteristicas da mecanica quantica P7T simétrica bem como comportamentos nunca
antes vistos nos sistemas 6ticos Hermitianos, como a propagacao do campo elétrico de
forma nao-reciproca e/ou unidirecional, transmissao induzida por perda ética, oscilagoes de
poténcia, dentre outros efeitos. Os primeiros exemplos dados nesse capitulo baseiam-se na
aproximacao paraxial para a propagacao da luz e desta forma, na secao 1.3, foi discutido o
comportamento de sistemas Oticos PT-simétricos, uma guia de onda e um meio periddico,
onde a luz se propaga de forma nao-paraxial, ou seja, o comprimento de onda da luz é
maior ou da mesma ordem de grandeza que as dimensoes espaciais do sistema estudado.
Foi mostrado a existéncia das fases nao-quebrada e quebrada e a ocorréncia da recuperacao
da simetria P7T depois que o sistema estd na fase quebrada (quando a dimenséao do sistema
é muito menor que o comprimento de onda da luz, foi mostrado que a recuperacao da
simetria P7 nao ocorre mais). Por fim, ao final do capitulo, foi discutido brevemente as

oscilagoes de poténcia induzidas por ressonancia de Bragg em redes dticas PT simétricas
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no regime paraxial. Tais oscilagoes ocorrem quando alguns modos do campo elétrico sao

ressonantes com as bordas da primeira zona de Brillouin da rede otica.

Tendo visto os conceitos bédsicos da mecanica quantica P7T simétrica e como
introduzir esta simetria na otica, no Capitulo 3 é discutido a troca da energia espectral
entre dois modos de Bragg que sao ressonantes com um meio periédico descrito por uma
permissividade elétrica relativa P7T simétrica e para um campo elétrico que se propaga
de forma nao-paraxial. Foi mostrado que a troca de energia espectral entre os modos
ressonantes de Bragg do sistema evoluem espacialmente de forma oscilatoria, reciproca e
com um comportamento do tipo batimento quando o meio ¢ Hermitiano. Na situacao onde
hé a presenca de ganho e perda éticos, ou seja, quando a permissividade elétrica relativa
possui uma parte imaginaria nao-nula, a dindmica dessa troca muda completamente
dependendo da condigao inicial escolhida, de modo que a evolugao torna-se assimétrica
e a troca de energia ocorre sempre de forma preferencial para um dos modos de Bragg
nas situagoes abaixo, acima e no ponto de quebra de simetria. Exatamente no ponto de
quebra, onde £; = 1, nao foi verificado o aprisionamento de modo nesse regime nao-paraxial
(como ja fora visto no caso paraxial), de modo que a troca de energia espectral oscila
com uma amplitude que cresce parabolicamente com a distancia de propagacao ou oscila
harmonicamente, dependendo da condicao inicial escolhida. Tanto a reciprocidade da
troca de energia no caso Hermitiano quanto a nao-reciprocidade nos casos onde a parte
imaginaria da permissividade elétrica relativa é diferente de zero, refletiram nessas mesas
caracteristicas para as evolugoes espaciais da parte real do campo elétrico para cada caso
tratado neste trabalho. No caso Hermitiano foi verificado a existéncia de uma evolucao
espacial completamente simétrica e independente de qual condigao inicial era escolhida e
foi visto também que a parte real do campo elétrico obtém seus valores minimos sempre
que a permissividade elétrica atinge seu valor minimo. Acima, abaixo e no ponto de quebra
de simetria, a parte real dos respectivos campos elétricos apresentam uma clara assimetria
na sua evolugao espacial (com valores que dependem da condigao inicial escolhida) e
em especial para o caso no ponto de quebra de simetria, uma condicao inicial leva uma
evolucao espacial semelhante ao caso Hermitiano enquanto que a outra condi¢ao incial

leva a um campo elétrico que cresce linearmente com a distancia de propagacao.

Dado o exposto, os resultados obtidos neste trabalho sao bem adequados para
descrever sistemas Oticos periédicos PT -simétricos, em especial, no estudo da transferéncia
de energia entre os modos de um campo elétrico que se propaga no meio de maneira
nao-paraxial. Este estudo pode gerar novas rotas para a construcao e controle da dinamica

de modos em rede oOticas onde ha ganho e perda 6ticos de forma balanceada.



70

Referencias

AGRAWAL, G. P. Nonlinear fiber optics. In: Nonlinear Science at the Dawn of the 21st
Century. [S.1]: Springer, 2000. p. 195-211. Citado na pagina 30.

BENDER, C. M. Introduction to -symmetric quantum theory. Contemporary physics,
Taylor & Francis, v. 46, n. 4, p. 277-292, 2005. Citado na pagina 28.

BENDER, C. M. Making sense of non-hermitian hamiltonians. Reports on Progress in
Physics, IOP Publishing, v. 70, n. 6, p. 947, 2007. Citado 2 vezes nas paginas 16 e 25.

BENDER, C. M. Upside-down potentials. In: IOP PUBLISHING. Journal of Physics:
Conference Series. [S.1.], 2012. v. 343, n. 1, p. 012014. Citado na pégina 23.

BENDER, C. M.; BOETTCHER, S. Real spectra in non-hermitian hamiltonians having p
t symmetry. Physical Review Letters, APS, v. 80, n. 24, p. 5243, 1998. Citado 2 vezes nas
paginas 21 e 23.

BENDER, C. M.; BOETTCHER, S.; MEISINGER, P. N. Pt-symmetric quantum
mechanics. Journal of Mathematical Physics, AIP, v. 40, n. 5, p. 2201-2229, 1999. Citado
na pagina 28.

BENDER, C. M.; BRODY, D. C.; JONES, H. F. Complex extension of quantum
mechanics. Physical Review Letters, APS, v. 89, n. 27, p. 270401, 2002. Citado na pagina
24.

BENDER, C. M.; BRODY, D. C.; JONES, H. F. Must a hamiltonian be hermitian?
American Journal of Physics, AAPT, v. 71, n. 11, p. 1095-1102, 2003. Citado na péagina
24.

BERRY, M. Optical lattices with pt symmetry are not transparent. Journal of Physics A:
Mathematical and Theoretical, IOP Publishing, v. 41, n. 24, p. 244007, 2008. Citado 2
vezes nas paginas 32 e 42.

BRANDAO, P.; CAVALCANTI, S. Effect of nonlinearity on the dynamics of bragg-induced
optical rabi oscillations in a one-dimensional periodic photonic structure. Optics
Communications, Elsevier, v. 400, p. 34-37, 2017. Citado na pagina 41.

BRANDAO, P. A.; CAVALCANTI, S. B. Bragg-induced power oscillations in pt-symmetric
periodic photonic structures. Physical Review A, APS, v. 96, n. 5, p. 053841, 2017.
Citado 2 vezes nas paginas 41 e 42.

BUSHUEV, V.; DERGACHEVA, L.; MANTSYZOV, B. Asymmetric pendulum effect and
transparency change of p t-symmetric photonic crystals under dynamical bragg diffraction
beyond the paraxial approximation. Physical Review A, APS, v. 95, n. 3, p. 033843, 2017.
Citado na péagina 40.

CASTALDI, G. et al. P t metamaterials via complex-coordinate transformation optics.
Physical review letters, APS, v. 110, n. 17, p. 173901, 2013. Citado na pagina 44.



Referéncias 71

COHEN-TANNOUDIJI, C.; DIU, B.; LALOE, F. Quantum Mechanics. Wiley,

1991. (Quantum Mechanics, v. 1). ISBN 9780471164333. Disponivel em: <https:
//books.google.com.br/books?id=iHcpAQAAMAAJ>. Citado 2 vezes nas paginas 16
e 17.

DOREY, P.; DUNNING, C.; TATEO, R. Supersymmetry and the spontaneous breakdown
of symmetry. Journal of Physics A: Mathematical and General, IOP Publishing, v. 34,
n. 28, p. L391, 2001. Citado na pagina 22.

EL-GANAINY, R. et al. Theory of coupled optical pt-symmetric structures. Optics letters,
Optical Society of America, v. 32, n. 17, p. 2632-2634, 2007. Citado 2 vezes nas paginas
32 e 33.

FENG, L. et al. Experimental demonstration of a unidirectional reflectionless parity-time
metamaterial at optical frequencies. Nature materials, Nature Publishing Group, v. 12,
n. 2, p. 108, 2013. Citado na pagina 44.

GRAEFE, E.-M.; JONES, H. Pt-symmetric sinusoidal optical lattices at the
symmetry-breaking threshold. Physical Review A, APS, v. 84, n. 1, p. 013818, 2011.
Citado na pagina 32.

GUO, A. et al. Observation of p t-symmetry breaking in complex optical potentials.
Physical Review Letters, APS, v. 103, n. 9, p. 093902, 2009. Citado 2 vezes nas paginas
35 e 36.

HEISS, W. The physics of exceptional points. Journal of Physics A: Mathematical and
Theoretical, IOP Publishing, v. 45, n. 44, p. 444016, 2012. Citado na pagina 22.

HESKETH, G. D.; JONES, H. F. Pt-symmetric optical lattices. 2010. Citado na pagina
30.

HUANG, C. et al. Pt symmetry in optics beyond the paraxial approximation. Optics
letters, Optical Society of America, v. 39, n. 18, p. 5443-5446, 2014. Citado 5 vezes nas
paginas 37, 38, 39, 40 e 41.

KULISHOV, M.; JONES, H.; KRESS, B. Analysis of unidirectional non-paraxial
invisibility of purely reflective pt-symmetric volume gratings. Optics express, Optical
Society of America, v. 23, n. 14, p. 18694-18711, 2015. Citado na pagina 40.

LAZARIDES, N.; TSIRONIS, G. Gain-driven discrete breathers in p t-symmetric
nonlinear metamaterials. Physical review letters, APS, v. 110, n. 5, p. 053901, 2013.
Citado na pagina 44.

MAKRIS, K. G. et al. Beam dynamics in p t symmetric optical lattices. Physical Review
Letters, APS, v. 100, n. 10, p. 103904, 2008. Citado 3 vezes nas paginas 32, 33 e 41.

MAKRIS, K. G. et al. Pt-symmetric optical lattices. Physical Review A, APS, v. 81, n. 6,
p- 063807, 2010. Citado 2 vezes nas paginas 32 e 34.

RUTER, C. E. et al. Observation of parity-time symmetry in optics. Nature physics,
Nature Publishing Group, v. 6, n. 3, p. 192, 2010. Citado 2 vezes nas paginas 33 e 35.

SAKURALI J. J.; NAPOLITANO, J. Modern quantum mechanics. [S.1.]: Pearson, 2014.
Citado 2 vezes nas paginas 17 e 19.


https://books.google.com.br/books?id=iHcpAQAAMAAJ
https://books.google.com.br/books?id=iHcpAQAAMAAJ

Referéncias 72

SALEH, B. E.; TEICH, M. C.; SALEH, B. E. Fundamentals of photonics. [S.1.]: Wiley
New York, 1991. v. 22. Citado na pagina 29.

SHANKAR, R. Principles of quantum mechanics. [S.1.]: Springer Science & Business
Media, 2012. Citado 2 vezes nas paginas 17 e 19.

SHCHESNOVICH, V. S.; CHAVEZ-CERDA, S. Bragg-resonance-induced rabi oscillations
in photonic lattices. Optics letters, Optical Society of America, v. 32, n. 13, p. 1920-1922,
2007. Citado na pagina 41.

SINHA, A.; ROYCHOUDHURY, R. Spectral singularity in confined pt symmetric optical
potential. Journal of Mathematical Physics, AIP, v. 54, n. 11, p. 112106, 2013. Citado na
pagina 32.



	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Sumário
	Mecânica quântica PT-simétrica
	Uma breve revisão da mecânica quântica Hermitiana
	Introdução à mecânica quântica PT-simétrica
	Operadores paridade e inversão temporal
	Hamiltonianos PT-simétricos
	Comparação entre as mecânicas quânticas Hermitiana e PT-simétrica

	Relação entre sistemas PT-simétricos com sistemas abertos e fechados

	Ótica PT-simétrica
	Equações de Maxwell e a equação paraxial de onda
	Implementação da simetria PT na ótica
	Indo além da aproximação paraxial
	Oscilações de potência de Bragg PT-simétricas

	Oscilações de Bragg eletromagnéticas além da aproximação paraxial em meios periódicos com simetria PT
	Teoria geral
	Modelo de duas ondas
	Oscilações de Bragg Hermitianas
	Função inversão de população
	Campo elétrico

	Oscilações de Bragg PT-simétricas abaixo do ponto de quebra de simetria
	Função inversão de população
	Campo elétrico

	Oscilações de Bragg PT-simétricas acima do ponto de quebra de simetria
	Função inversão de população
	Campo elétrico

	Oscilações de Bragg PT-simétricas no ponto de quebra de simetria
	Função inversão de população
	Campo elétrico


	Conclusões
	Referências

