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RESUMO

Muitos materiais semicondutores tém sido responsaveis por inimeros avangos tanto no desen-
volvimento de novas tecnologias quanto na compreensao de novos fendmenos fisicos. Um destes
fendmenos € o efeito tinel, que € a probabilidade de um elétron transpor um estado de energia clas-
sicamente proibido, esse fendmeno de tunelamento € puramente quantico sem andlogo classico.
Assim, em diferentes sistemas fisicos € natural o aparecimento de uma massa efetiva dependendo
da posi¢@o, como por exemplo em heterejungdes, pocos quanticos e super-redes. A expressao para
o Hamiltoniano cinético deve ser mudado nesses casos. Neste trabalho, resolvemos dois mode-
los de Hamiltoniano com termos de massa efetiva dependente da posicdo devido a uma estrutura
periddica, estudamos a estrutura de banda e investigamos a probabilidade de transmissao e reflexao
para uma particula quantica em uma heteroestrutura formada por dois tipos de materiais, onde em
cada um deles os portadores de carga tem uma massa efetiva diferente, calculamos também sua
probabilidade de transmissao usando o novo modelo proposto por [1] para um potencial constante.
Os resultados encontrados sdo comparados com os existentes na literatura.

Palavras-chave: Probabilidade de Transmissdo. Massa dependente da posicdo. Hamiltoniano

cinético.



ABSTRACT

Many semiconductor materials have been responsible for many advances both in the deve-
lopment of new technologies and the understanding of new physical phenomena. One of these
phenomena is the tunneling effect, which is the probability of an electron transposing a classically
prohibited energy state, this tunneling phenomenon is purely quantum without classical analogue.
Thus, in different physical systems, the appearance of an effective mass depending on the position,
for example in heterejunctions, quantum wells and supernets, is natural. The kinetic Hamiltonian
must be changed in these cases. In this work, we solve two Hamiltonian models with terms of
effective position dependent mass due to a periodic structure, we study the band structure and in-
vestigate the probability of transmission and reflection for a quantum particle in a heterostructure
formed by two types of materials, where in each of them the load carriers have a different effective
mass, we also calculate their probability of transmission using the new model proposed by [1] for
a constant potential. The results are compared with those found in the literature.

Keywords: Transmission probability. Mass dependent position. Kinetic Hamiltonian.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

A Fisica da Matéria Condensada (FMC) procura investigar os estados da matéria em que os
atomos constituintes estdo suficientemente proximos e interagem simultaneamente com muitos
vizinhos, dando uma explicacdo detalhada de propriedades e fendmenos a partir de conceitos e
equacoes fundamentais da Mecanica Quantica (MQ) e da Fisica Estatistica (FE). Em seu estado
condensado, que sdo consideradas mais comuns, podemos destacar os liquidos e os s6lidos amor-
fos. Ao longo de décadas com grandes avancos das técnicas experimentais de pesquisa e, simul-
taneamente, com o desenvolvimento da MQ, a principal ferramenta teérica utilizada em FMC,
foi possivel investigar diversas propriedades da matéria tais como: elétricas, magnéticas, Oticas,
mecanicas e térmicas. A FMC € o ramo de estudo da Fisica que tem maior contribui¢do com as
inovacdes tecnoldgicas, por exemplo, a descoberta do transistor em 1947 que aprimorou estudos
no campo da eletronica e atualmente grandes avancos em estruturas do grafeno, as investigacoes
das propriedades Oticas da matéria levaram a descoberta do laser, diodos emissores de luz, cristais
liquidos, possibilitando um inovagdo no campo da telecomunicagdes e Opticas, entre outros.

Dentro da MQ € importante destacar um fendmeno de grande interesse, o Tunelamento Quantico,
um conceito central da MQ desenvolvido inicialmente a partir de estudos de radioatividade, é uma

manifestacdo do carater ondulatorio da matéria, ndo tendo por isso andlogos classicos. O conceito
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quantico de tunelamento foi primeiro resolvido e aplicado por Gamov, em 1928, para explicar o
decaimento-a de nucleos pesados. Na drea da Fisica do Estado Sélido, introduzido inicialmente
por Fowler e Nordhein [2] explicaram um modelo de tunelamento através de uma barreira uni-
dimensional, aplicando um campo elétrico externo intenso, e posteriormente por Zener [3] para
estudar o movimento de elétrons através de bandas de energia proibidas. Com o grande avanco no
desenvolvimento da teoria do tunelamento, aplicidvel também em varios outros sistemas fisicos, foi
possivel a criacdo de dispositivos quanticos que contribuiram para o grande avango tecnolégico das
ultimas décadas. Um exemplo importante € o diodo tunel. Em 1958 Leo Esaki [4] incorporou o
efeito de tunelamento a esse dispositivo, o que lhe rendeu o prémio Nobel de Fisica de 1973.

No desenvolvimento da massa efetiva em 1937, Wannier [5] publicou um artigo onde € estudado
o espectro de energia para uma configuragdo eletronica de um elétron excitado em um cristal ideal,
onde esse elétron excitado é retirado da banda de minima energia, formando assim um buraco,
complementando o estudo do artigo citado em [6] e [7], obtiveram grande sucesso nas formagdes
de niveis de energia da minima banda devido principalmente a impurezas em cristais em redes
periddicas.

Em 1955 Luttinger e Kohn [8], desenvolveram um novo método para a equagdo da massa efe-
tiva para elétrons movendo-se em uma estrutura periddica perturbada. Este método € muito bem
adaptado para estados de impurezas encontrados em [5] e para caso onde a banda ¢ degenerada,
onde a equagdo normal de Wannier deve ser substituida por um conjunto de equacdes diferenciais
acopladas. Nas referéncias [9] e [10] € complementado um forte avango na teoria de massa efetiva.
O uso dessa ferramenta em descrever a equacdo de Schrodinger (ES) com massa efetiva ja vem
evoluindo ao longo desses anos para explicar propriedades eletronicas de portadores de carga em
metais e semicondutores, além de varios outros problemas com dependéncia na massa. Logo, esse
modelo € bastante util para descrever elétrons e buracos em metais e semicondutores. Em metais,
os portadores de carga sdo descritos como particulas livres e a informagao de suas interacdes com
material estdo contidos na massa.

Sabemos que a ES descreve uma particula de massa constante, e esta tem sido bastante util para

Instituto de Fisica - UFAL
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explicar diversos problemas na MQ, como a solucdo exata do dtomo de hidrogénio, o oscilador
harmonico, etc. Mas ao longo de vdrios anos, alguns sistemas fisicos demonstraram problemas
e inconsisténcias com a ES com massa constante, devido a esses problemas levaram a escrever a
ES com uma dependéncia da massa efetiva com a posi¢ao. Problemas com massa dependendo da
posicao ja eram conhecidos pelos fisicos tedricos e sao de longa data. Em varios sistemas fisicos é
natural o aparecimento de uma massa efetiva dependendo da posicao, como em estudos de pontos
quanticos [11], liquidos quanticos [12], heterojungdes [13], [14], e super-redes [15], [16].

Com o aperfeicoamento do efeito de tunelamento, foi possivel desenvolver juncdes perfeitas
entre dois materiais semicondutores diferentes, conhecido como heterojungdes, possibilitando a
construcdo de uma grande variedades de estruturas com baixa dimensionalidade, tais como, super-
redes, pogos quanticos, dupla barreira. Com grande potencial de aplicacdo tecnoldgica, as hetero-
estruturas possuem inimeras propriedades e fenomenos observados em baixas e altas temperaturas,
um desses fendmenos € o tunelamento ressonante em dupla barreira.

Investigado teoricamente por Esaki e Tsu [17], o tunelamento ressonante de elétrons em dupla
barreira, e as primeiras observacdes de efeitos na heteroestruturas foram medidas de correntes de
tunelamento ressonante numa estrutura simétrica de GaAlAs/GaAs/GaAlAs realizado experimen-
talmente por Esaki, Tsu e Chang [18], e a ressonancia ocorre quando a energia de Fermi (Er) na
regido do emissor esteja alinhado com um nivel ressonante dentro do pogo quantico.

Dentro desse contexto, o presente trabalho estudard dois sistemas fisicos com massa depen-
dente da posicdo, o primeiro usando um Hamiltoniano cinético onde existe uma dependéncia de
parametros [19], jd4 o outro modelo proposto por Lima [1] onde este modelo considera todas as
permutacdes possiveis entre os operadores, tornando o hamiltoniano um operador hermitiano. Uti-
lizando ondas planas nestes modelos em uma heteroestrutura periédica formada por dois materiais
diferentes sera calculado os coeficientes de Transmissdo e Reflexdo para as mesmas condi¢des
de contorno do problema com potencial zero, e posteriormente usando barreira de potencial com
Vb > 0 constante, os quais serdo comparados com resultados existentes na literatura.

Atualmente o tema tem sido bastante estudado e tem ganhado grande importincia em diversos

Instituto de Fisica - UFAL
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campos da Fisica, como no espalhamento em heteroestruturas, estudo de semicondutores, pontos €
anéis quanticos [20, 21], clculo de fun¢des de Green [22] , problemas analiticos [23], supersimetria
[24], osciladores e estados coerentes [25], uma revisdo de ambiguidade nos operadores de energia
cinética e hermiticidade [26, 27], na busca de solu¢des exatas da equacao de Schrodinger [28] entre
outros.

Este trabalho tem como objetivo introduzir o leitor a ideia de sistemas de massa dependente
da posi¢ao na MQ, além de estudar as propriedades eletronicas de dois sistemas fisicos da matéria
condensada, todos no estado sélido, usando modelos continuos. No modelo continuo a estrutura da
rede desaparece e os portadores de carga sdao descritos como particulas livres. O modelo continuo
tradicional da FMC € a teoria de massa efetiva. Outro fendmeno que iremos tratar é o efeito tdnel,
cuja ocorréncia € uma manifestacdo do comportamento ondulatério da matéria, ndo tendo, por isso,
andlogos classicos.

A Dissertacdo estd organizada da seguinte forma, no préximo capitulo encontra-se uma breve
revisao de MQ, e como aplicacdo da teoria fizemos dois exemplos cldssicos em MQ, uma € o pogo
quadrado infinito e o outro do tunelamento através de barreira de potencial. No capitulo 3 feita
uma breve revisao da teoria de massa efetiva em metais, isolantes e semicondutores. No capitulo
4, sera discutido os modelos ja propostos para operadores de energia cinética com massa efetiva
dependendo da posi¢cdo. Serdo comparados dois modelos em uma heteroestrutura periodica, os
minigaps e minibandas de energia para dois sistemas, e por fim serd apresentado o problema que
se pretende solucionar, usando as mesmas condicdes de contorno, agora usando uma barreira de
potencial serd calculado a reflexdo e transmissdo e os resultados comparados. Por fim, no capitulo

5 serdo apresentadas as consideracoes finais e perspectivas para este trabalho.

Instituto de Fisica - UFAL



Capitulo 2

FUNDAMENTOS DA MECANICA
QUANTICA

2.1 Introducao

Para iniciar o estudo da Mecanica Quantica, partiremos de um breve desenvolvimento histérico
- corpos que absorvem toda a radiacdo que incide em sua superficie sdo denominados corpos ne-
gros. Quando se aquece um objeto, 0 mesmo comega a emitir ondas eletromagnéticas num vasto
espectro de frequéncias. Deste modo, hda um equilibrio entre energia absorvida e a emitida. O es-
pectro de emissdo de um corpo negro é caracteristico, e depende apenas da temperatura. Segundo a
Fisica Classica um corpo negro pode irradiar ondas em qualquer frequéncia, portanto tendo energia
infinita, problema conhecido como catéstrofe do ultravioleta. Para resolver esse problema Max
Planck em 1900 pensando nesse problema da fisica cldssica publicou um artigo intitulado como
“Sobre a teoria da lei de distribui¢do de energia do espectro normal” [29] que deu inicio a uma das
maiores revolugoes da histéria da fisica naquele ano, a solucao do problema da radiacdo do corpo
negro, a radiacdo é absorvida ou emitida por um corpo aquecido ndo sob a forma de ondas, mas

por meio de pequenos pacotes de energia. Anos depois, a explicacdo do efeito fotoelétrico [30]
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realizado por Albert Einstein em 1905 considerado como “annus mirabili” que, segundo Einstein,
baseado nas ideias proposta por Planck, a luz e as demais ondas eletromagnéticas sao formadas de
pequenos pacotes de energia (quanta) chamados de fétons, pela explicacao desse fendmeno foi o
ganhador do prémio Nobel do ano de 1921. Em 1924 L. de Broglie, ganhador do prémio Nobel
de 1929, sugeriu que toda particula possui um comprimento de onda associado ao seu momento
essas ideias de L. de Broglie, Davisson e Germer, em 1927 demonstram a natureza ondulatoria do
elétron [31]. Os conceitos da MQ comegaram a ganhar for¢a por volta da década de 20 do século
passado, com o reconhecimento da comunidade cientifica sobre as primeiras teorias da estrutura do
atomo e as suas particulas elementares (elétron, proton e néutron). Com o desenvolvimento da MQ
novas abordagens tedricas foram propostas, como o principio da exclusdo de Pauli e a estatistica
de Fermi-Dirac.

Percebeu-se que a Fisica Cldssica estava se tornando limitada por ndo mais responderem tais
perguntas e interpretar com precisao os fenomenos. A MQ que € um dos pilares da fisica moderna,
e estd muito bem consolidada nos dias de hoje, consegue descrever o comportamento de objetos

muito pequenos, com dimensdes proximas as dos dtomos.

2.2 Equacao de Schrodinger

A MQ ¢€ considerada como uma das teorias fundamentais para descrever a evolugdo temporal
e compreender o comportamento ondulatério das particulas. Apesar de ser diferente das equagdes
cléssicas, ela contém a mecanica cldssica como um caso limite, e, a0 mesmo tempo, necessita desse
caso limite para estabelecer a sua linguagem.

Em 1925 o fisico austriaco Erwin Schrodinger prop6s um novo formalismo para a teoria quantica
como consequéncia do seu estudo da tese de De Broglie de 1924, a qual foi construida com base
no modelo atdmico de Bohr incorporando as ideias quanticas de Planck. O objetivo era encontrar

uma equagdo diferencial de onda cuja solugdo € a funcdo de onda. Tal equagdo, escrita para uma

Instituto de Fisica - UFAL



2.2 Equacao de Schrodinger 11

dimenso da seguinte forma

m% — (e t) + V() @1

E uma equacio diferencial linear de segunda ordem, contendo uma derivada temporal de primeira
ordem e uma espacial de segunda ordem. No caso de uma particula livre o potencial V' (x,t) =V
deve ser uma constante independente da posicdo da particula pois, nesse caso, deve-se esperar que
a descricdo quantica do movimento da particula seja compativel com aproximacado classica. A
funcdo de onda v (z,t) é uma fungdo continua e, sempre que o potencial V' (x,t) for finito, com
derivada também continua.

Para campos conservativos, a equagao de Schrodinger com o potencial, independente do tempo
para o caso unidimensional, pode ser escrita como

Z_haw(a:,t) —h? 92

9 om axzw(x,tHV(xw(az,t) (2.2)

A mecanica de sistemas quanticos unidimensionais pode ser representada por uma funcao de onda
W (x,t), que satisfaz a equacdo (2.2) para os potenciais V' (x). Pode ser resolvida pelo uso do método

de separagao de varidveis da seguinte forma

Uz, t) = P(z)p(t) (2.3)

No qual se escreve a solugao como o produto de fungdes que dependem de varidveis distintas, de

forma que obteremos duas expressoes,

— _F (2.4)

— ) + V(@)(a) = S (). @5)
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A separagdo de varidveis transformou uma equacio diferencial parcial em duas equacdes diferen-

ciais ordindrias. Resolvendo a equacdo (2.4) e suprimindo a constante,

ot)=e"n. (2.6)

A equacido (2.5) € conhecida como equacdo de Schrodinger independente do tempo ela descreve
as funcdes de onda de estados estaciondrios das particulas quando sua energia esta bem definida,
dependendo das condi¢des impostas a fung¢do de onda v(z, ). Com esta equagdo podemos obter a
maioria dos resultados da mecanica quantica nao relativistica a exemplo o espectro de energia do
atomo de hidrogénio. As solugdes, ¥(z,t),, , associadas ao seu correspondente autovalor F,, (para
estados ndo degenerados), sdo chamadas de autofuncdes de energia.

Nesta dissertac@o iremos trabalhar sé com a equagdo de Schrodinger independente do tempo

2.3 Ortogonalidade dos auto estados

As solugdes estaciondrias da equagao de Schrodinger apresentam uma propriedade muito im-

portante, a ortogonalidade

/¢m(m)*@/}n(x)dx =0 (m#n). (2.7)
Como as autofungdes ¥, () e ¥, (z) satisfazem a equacao de Schrodinger independente do tempo,
Eq.(2.5),
d? 2m
- @wm(x) + V(z)ty(z) = ﬁEwm(x) (2.8)
: Vv _ g 2.9

Multiplicando a Eq.(2.8) por ¢, (z)* e a Eq.(2.9) por ¢,,(z)*, e subtraindo esses resultados, obte-
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2.4 Equacao da continuidade 13

mos
mod [ . d d .\ )
_ M a (wn%% _ wm%%) = (B — B0 . (2.10)

2m dx

Integrando a equagdo acima, tem-se

+o0 ) B2 g /4 d .
i = ot [ (00 (o) = o) i) ) d
Q.11

A integral do lado esquerdo se anula, porque as autofuncdes se anulam a medida que os limites de
integragdo sdo arbitrariamente grandes. Assim se, 1, () € ¥, (x) sdo autofungdes que pertencem
a autovalores distintos de energia, F,, — F,, # 0, entdo obedecem a relagcdo de ortogonalidade

mostrada em (2.7). Portanto podemos escrever,

/—00 U () (2)dx = O, (2.12)
+

o0

em que d,,, ¢ conhecido como delta de Kronecker e é definido da seguinte forma

0, se m#n
Omn = (2.13)

1, se m=n.

Podemos dizer entdo, que as autofuncdes distintas pertencentes ao espago de solugdes (espago de

Hilbert) sdo ortogonais.

2.4 Equacao da continuidade

A fungdo de onda 1) associada a uma particula é complexa, pois Schrodinger esperava que
a fungdo de onda v(z,t) fosse uma grandeza fisica observével, isto é, tivesse algum significado
fisico com caracteristicas de grandezas mensurdveis. Segundo a interpretacdo probabilistica de

Max Born, a probabilidade d P de uma particula associada a uma funcdo de onda ¥ ser encontrada,
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2.4 Equacao da continuidade 14

em um dado instante ¢, no interior de um elemento de volume dr em torno do ponto (v, z) é
igual a |V |>d®r, isto &,

|U|?d*r = dP. (2.14)

e o modulo quadrado da funcdo de onda

(2, )] = " (2, )0 (z, 1) (2.15)

A presenca do fator imaginério na equacao de Schrodinger € suficiente para descartar a funcao
de onda v (x, t) como uma quantidade fisica observavel. A equagao (2.15) é uma quantidade real e,
portanto, tem caracteristicas de grandeza fisica mensuravel, nos da uma interpretagao probabilistica
da funcdo de onda. Na Mecanica Newtoniana para podermos descrever um sistema cldssico de
particulas completamente e até mesmo prever todas as grandezas associadas a0 movimento, faz-se
necessario apenas conhecer a posicao e a velocidade de todas as particulas. Para verificar o que

ocorre quando o movimento de uma particula quéntica é levado em conta, deriva-se |¥|? em relagio

ao tempo
o) o ov
= U+ U — 2.1
o o (2.16)
o2 R _, R _,
= || -—— U* — P [ —— v 2.1
BT h{ ( ZmV +V sz +V (2.17)
de
UV — UVA* = V- (VU — UV T*), (2.18)
tem-se
o2 g
—— = ——V - (U'VU — UVU"). 2.19
5 5V (TTV V) (2.19)
Considera-se J = — 2LV - (U*V¥ — UVU*) e p = |¥|? de modo que
dp
— -J=0. 2.20
BT +V.-J=0 ( )

Percebemos que p e J, da equacdo acima, obedece a uma equagdo andloga a equacio da continui-
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2.5 Operadores hermitianos 15

dade conhecida na mecanica dos fluidos e também no eletromagnetismo, onde mostra a conservagao
da massa do fluido e da carga, respectivamente. Em MQ essa expressao € conhecida como conservacao

de probabilidade.

2.5 Operadores hermitianos

Os operadores hermitianos sdo definidos tal que se f(r) € g(r) pertencem ao espago de Hilbert',

entdo o operador O serd hermitiano se, € somente se
(0) = / J*Ogdr = / (Of) gdr = { / f*((iq)dr} =(0)", (221)

onde O é 0 operador que estd relacionado ao obervavel O.

A Eq.(2.21) determina o valor médio de O (representa-se o operador por uma funcao operador
O(r, P)), que deve ser real. De maneira geral, considerando U e W dois conjuntos de fungdes e
definindo o mapeamento O: U — W com O (u) =w(u € U :w e W). Simbolicamente se pode

escrever esta relacdo como um produto do operador O com a funcado u
O(u) = Ou = w. (2.22)
Um operador com a propriedade
5(041,M1 + opin) = Oélaﬂl + Oéza,uz (2.23)

onde i1, 1o sdo fungdes arbitrdria e o, avy s20 constantes arbitrarias, € chamado operador linear.
E importante ressaltar que a classe de operadoradores hemitianos sao lineares e podem ser apli-
cados tanto no primeiro membro de um produto interno quanto no segundo, apresentando sempre o

mesmo resultado. Em Mecéanica Quantica estes operadores surgem naturalmente, pois seus valores

'Detalhes no Apéndice A.
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2.6 Poco quadrado infinito 16

esperados sao reais.

2.6 Poco quadrado infinito

Considera-se uma particula movendo-se livremente ao longo do eixo x, exceto pelo fato que nas
posi¢des x = —a/2 e x = a/2, existem paredes impenetraveis, isto é, a probabilidade da particula
ser encontrada fora do intervalo é estritamente nula. Deste modo, a fungdo de onda (), fora do

poco € igual a zero. Matematicamente, define-se entdo o potencial

0, se —a/2<z<a/2
V(z) = . (2.24)

00, em outros casos

A Fig.(2.1) representa esquematicamente o po¢o quadrado infinito para o caso unidimensional

Figura 2.1. Esquema do po¢o quadrado unidimensional infinito.

: WVix) @
-g 0 2 T

Fonte: Autor, 2016.

As solugdes do poco quadrado infinito unidimensional sdo confinadas no interior do mesmo,

pois seria necessaria uma energia infinita para romper a barreira de potencial. Ultilizaremos so-
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2.6 Poco quadrado infinito 17

mente a equagdo de Schrodinger independente do tempo na regido —a/2 < x < a/2, ou seja,

-8 @) - Be, 225)

2m dx?

Na regido onde a particula encontra-se confinada o potencial € nulo, assim

d> 2mkE
) (z) = — 2 V(). (2.26)
Definindo k* = 2mFE/h* pode-se verificar que a solugdo para a equagdo acima é dada da
seguinte forma
Y(x) = Asin(kx) + B cos(kx), (2.27)

em que A e B s@o constantes arbritarias.

A fun¢ao de onda deve se anular nas extremidades do pogo, isto é, ¥)(—a/2) = ¥(a/2) = 0.
As solugdes possiveis para este problema serdo sin(ka/2) = 0 para A # 0 ou cos(ka/2) = 0 para
B # 0. As constantes A e B ndo podem ser simultaneamente nulas, pois isto levaria ¢)(x) = 0
para todo valor de x. No primeiro caso as solu¢des serdo da forma ¢)(x) = Asin(kz), onde A # 0,

B = 0 esin(ka/2) = 0, que resulta
ka/2 =0, +m, +2m, +3m, ... (2.28)
Entretando, se descartamos k = 0, pois ¢(x) = 0 (para todo valor de x), as soluc¢des distintas sdo
k, = 0 onde n =2,4,0,... (2.29)

Onde os valores possiveis de energia £ sdo dados por

h?k2

2m

E, (2.30)
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2.6 Poco quadrado infinito 18

ou ainda,

2 2h2
E,=""" com n=246,.. (2.31)
2ma?

Para encontrar o valor da constante A, normaliza-se ()

a/2 2
/ [V dx = A?sin®(kx)dr = ¢/ = (2.32)
2

a

—a

Portanto dentro do pogo as solucdes sao

Un(z) = \/g sin (naﬂ) (2.33)

Repetindo os mesmos cdlculos para a condi¢do ¢(x) = Bcos(kz), onde B # 0, A = 0 e

cos(ka/2) = 0, normalizando e resolvendo a integral iremos obter a seguinte expressio,

P(z) = \/gcos (?) (2.34)

Observamos que os valores de k, = “* sdo quantizados, pois 0 nimero inteiro n € um exemplo
de ndmero quantico, portanto, as funcdes de onda que satisfazem o problema sdo aquelas para as
quais se tem um numero inteiro ou semi-inteiro de comprimentos de onda de L. de Broglie dentro
do intervalo [—a/2, a/2]. Em Mecéanica Cldssica uma particula pode se mover dentro do pogo com
qualquer valor de energia, porém, em MQ a energia estd quantizada tendo apenas valores possiveis
da forma

n’m?h?

E, = onde n=1,23,... (2.35)
2ma?

Percebemos que os niveis de energia do poco infinito mostram que o espectro de energiar per-
mitidas consiste em um numero infinito de niveis discretos. Temos também que as energias dos
estados aumentam com o quadrado do valor dado a n. Como existe apenas uma fun¢do de onda para
cada autovalor de energia, esses niveis de energia sdo chamado nao-degenerados. Ja para uma dada

func¢do de onda, havendo mais de um autovalor de energia, esses niveis se chamam degenerados.
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2.7 Tunelamento Quantico 19

2.7 Tunelamento Quantico

Considere um elétron sendo acelerado e incidindo sobre uma barreira de potencial de altura Vj,
mesmo tendo uma energia £/, menor do que a altura da barreira, esse elétron tem uma probabilidade
finita de atravessar e ser projetado do outro lado dessa barreira. Este fendmeno é conhecido como
Tunelamento Quantico ou apenas Tunelamento. Em MQ, a Transmissao e a Reflexdo de particulas
em barreiras de potencial sdo muito importantes, sendo responsdveis por diversos fendmenos inte-
ressantes e aplicacdes praticas.

Trataremos o caso de uma particula quantica de massa m que incide sobre uma barreira, de

acordo a Fig.(2.2) que possui a seguinte energia potencial V' (z)

;

0, se <0

V(z)=4qV, 0<z<L (2.36)

0, se >0

\

Figura 2.2. Uma particula quintica de massa m que incide sobre uma barreira de potencial. A figura
pode mostra os dois casos possiveis: £ < V[ (energia menor que a altura da barreira) e £ > |
(energia maior que a altura da barreira).

V(@)

Elétron

@ m—— VO

]Y

0 L
Fonte: Autor, 2016.
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2.7 Tunelamento Quantico 20

Em que V|, € positivo e define a altura da barreira e a distancia L define a largura. Mesmo
tratando de um modelo simples € possivel extrair todos os comportamentos fisicos mais relevantes,
e que sao comuns a todas as barreiras de potencial existentes na natureza.

A solucdo da equagdo de Schrodinger para as regides x < 0 e x > L é dada da seguinte forma

(

Ae** 4 Bem#r 1 < ()

Y(z) =1 Cef* + DeB*. <z <L (2.37)

Eet* 4 Fe~hr g > [
\

emque A, B, C, D, E e F sio constantes, em geral complexas, e o vetor de onda é k = VomE /he
K = \/m /h. Tremos considerar que a particula incide sobre a barreira de potencial pelo
lado esquerdo, nesse caso, do lado direito, ndo teremos uma onda se propagando para esquerda
fazendo com que ' = 0 na equacdo (2.37). O coeficiente A representa a amplitude da onda de
probabilidade incidente, B a da refletida e E a da transmitida, todas com o mesmo valor do vetor
de onda k£ e o mesmo valor do comprimento de onda de L. de Broglie.

A densidade de corrente de probabilidade j sera constante, e terd como valor
J = vg(|AF* = |B*) = v| BJ* (2.38)

em que v, = hk/m ¢é a velocidade da particula, ou velocidade de grupo. Podemos entdo definir os
coeficientes de reflexdo R e de transmissao 7' como

_BP L IEP

=11 1= ap

(2.39)

em que foi utilizado o fato de v, ser 0 mesmo em ambos os lados da barrreira. Até agora fizemos
o tratamento tanto para o caso I/ < Vy e E > V{. Por isso agora mostraremos as solucdes interna
a regido da barreira 0 < =z < L. Para tanto, serd necessario considerar separadamente os casos

E<VyeE >V,
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Sabemos que a funcdo de onda deve ser continua e sua derivada nos pontos x = 0 e z = L,

iremos encontrar as seguintes relacdes para x = (

A+B=C+D

ik(A— B) = K(C — D) (2.40)

Ja para x=L, teremos

Ee*t = el + De KL

ikBe™ = K(Cet — De 1) (2.41)

podemos eliminar C' e D das equagdes (2.40) e (2.41) e calcular as relacées B/A e E/A. Ap6s
algumas simplificacOes obteremos o seguinte resultado para o coeficientes de reflexdo e transmissao

parao caso £/ < 1}
1-1

B> [ 4k2 K2
R="L |1+ 2.42
A2 |7 (k2 + K2)2sinh*(K L) | (242)
€
- 4 -1
|E)? (k? + K?)?sinh*(K L)
T="_ =11 2.43
a0 K2 (243)

Uma verificacdo importante € que estes coeficientes devem obedecer a conservagdo de particulas,
de modo que cada particula incidente deve ser ou refletida ou transmitida tal que deve obedecer a
relacdo

R+T=1 (2.44)

Quando temos KL > 1 o coeficiente de transmissdo nessas condi¢Oes apresenta um decaimento

16k2K2 e 2KL
(k2+K2)2

exponencial com a largura da barreira 1" ~
Para o caso em que £ > V, teremo k' = /2m(E — V;)/h. Repetindo as mesmas condigdes
de continuiadade da funcdo de onda e da sua derivada nos pontos x = 0 e x = L, determinamos

as constantes A, B, C, D, E e F. Fazendo todas as simplificacdes os coeficientes de reflexdo e
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transmissao € dado como

|BJ? A2k -
R=1"=11 2.45
A2~ | T R et (e D) 245)
€
|E|? (k% — k?)2sin(k'L)]
Pt T e (2:40)

A eq.(2.46) mostra que o coeficiente de transmissdo 7' € em geral menor do que 1, mas podemos
notar que 7" = 1 ocorre quando k'L = nm, em que n é um nimero inteiro positivo, esse ¢ um
fendmeno conhecido como ressonancia que implica que as energias de estados ressoantes ¢ dado
da seguinte forma

n?h*m?

E = 24
L2 + Vo (2.47)

Em comparag¢do com a Mecanica Cléssica para o caso em que £ < V|, teremos 1" = 0, ou seja,
a particula é totalmente refletida. Para o caso em que temos £/ > 1/, a energia maior que o potencial
da barreira a particula é totalmente transmitida 7" = 1.

A dependéncia quadrética implica em termos ressonancias quando 7' = 1 e ocorre em certos
intervalos de energia que pode ser visto pelas figuras (2.3) e (2.4). A Fig. (2.3) mostra o coeficiente
de transmissdo em funcdo da energia para certos comprimentos da barreira, fixamos o potencial
em 100 x 10* eV, e a Fig. (2.4) mostra o coeficiente de transmissdo para 0 mesmo tamanho de
barreira 100 x A e para valores diferentes de potenciais.

Como aplicagdo na drea tecnoldgica temos o Microscopio Eletronico de Varredura por Tunela-
mento (STM) [32], outro mecanismo conhecido e semelhante ao STM € o de Emissao de Elétrons
de Metais Frios, e outra situacdo importante € na emissdo de particulas alfa pelos nucleos. Todos
esses exemplos sdo baseados no efeito de tunelamento quantico

Toda discussao feita até aqui pode ser encontrado na literatura de forma mais ampla e completa,
lembrando que foi s6 uma breve revisdao da equacdo de Schrodinger com a massa constante, nos
proximas secdes serd apresentado uma revisdo sobre a conducao de elétron em metais, isolantes e

semicondutores e percendo que a massa deixa de ser constante se tornando uma massa efetiva.
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2.7 Tunelamento Quantico
Figura 2.3. Coeficiente de transmissao em funcio da energia através da barreira com diferentes

comprimentos.

1.0

0.81

%108

Fonte: Autor, 2016.

Figura 2.4. Coeficiente de transmissao em func¢io da energia através de um comprimento dado por

L=100x A para diferentes alturas de barreira.
1.0
’l
08{ i |
P
H I
P
067 |
&~ 04{i |
:l' ......... ‘/0 = 20 MGV
0.2t & | e Vo = 50 MeV
—— Vp =100 MeV
P 7
OO < T T T T T
0 1 2 3 4 5 6
E [eV] o

Fonte: Autor, 2016.
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Para uma maior compreensdo dos aspectos da mecanica quantica € sugerido a leitura dos se-
guintes livros textos adotado em muitos cursos de graduacdo e pés-graduagdo: Cohen [33] Sakurai

[34] entre muitos outros.
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Capitulo 3

TEORIA DOS METAIS, ISOLANTES E
SEMICONDUTORES

Na secdo anterior vimos uma breve revisdao da MQ e da equacdo de Schrodinger com massa
constante, e como aplicacdo dessas teorias fizemos dois exemplos cldssicos, o poco quadrado in-
finito e o tunelamento. Antes de retornarmos ao estudo da equacdo de Schrodinger agora para
a massa dependente da posicdo, nesta secdo iremos apresentar o comportamento de elétrons em

metais, isolantes e semicondutores e como surge a massa efetiva.

3.1 Introducao

Desde a descoberta do elétron por Joseph John Thomson, em 1897, originou um grande impacto
de forma imediata nas teorias da época sobre a estrutura da matéria e propds um novo mecanismo
para o transporte de cargas nos metais. L.ogo quando se discute o comportamento de particulas que
se movem dentro de estruturas que lhe impdem potenciais periddicos ao longo de seu movimento
€ conveniente introduzir o conceito de massa efetiva.

A teoria de massa efetiva € um modelo continuo tradicional desenvolvido na fisica da matéria
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condensada. Ela € bastante ttil para a descri¢do de portadores de carga (elétrons e buracos), ou
seja, em uma banda de conducio o que interessa sdo os estados ocupados por elétrons, portadores
de carga negativa. Na banda de valéncia € necessdrio determinar os estados desocupados, denomi-
nados de buracos, portadores de carga positiva, que em um cristal semicondutor ird contribuir para
a corrente elétrica, um exemplo seria o gilio em cristal de silicio. Apesar desse buraco ter massa
real nula, ele ird responder a campos externos como se fosse uma particula com massa real igual
a sua massa efetiva. A massa efetiva vai depender das interagdes que os portadores de carga estdo
sujeitos na estrutura cristalina. Vamos discutir a teoria de massa efetiva para os metais, isolantes e
semicondutores, onde ao longo da descri¢ao do problema ficard evidente que tudo serd compreen-
dido completamente dentro do formalismo da MQ, comeg¢ando desde a descricdo por Paul Drude

até os conceitos apresentados por Sommerfeld.

3.2 Discussao sobre Metais, Isolantes e Semicondutores

Na secdo anterior estudamos brevemente como a MQ € estruturada para temos a massa cons-
tante, porém devido a alguns sistemas possuirem potenciais periddicos devemos introduzir o con-
ceito de massa efetiva.

Os metais sdo um dos trés grupos dos elementos distinguidos por suas propriedades de ioniza¢ao
e de ligagcdo, a maioria dos metais é quimicamente estdvel, com a exce¢do notavel dos metais al-
calinos e alcalinos-terrosos. Caracterizados por possuirem uma boa conducdo elétrica e térmica,
0s metais tem uma estrutura cristalina, na qual os dtomos estdo arranjados de maneira ordenada
em que os elétrons da camada de valéncia fluem livremente. A maioria dos metais sa0 mecanica-
mente resistentes, dcteis, maleaveis, entre outras caracteristicas que distinguem os metais de outros
materiais. Em um sélido as energias possiveis dos elétrons estdo agrupadas em bandas permitidas
separadas por bandas proibidas devido a periodicidade do potencial criado por ions em sélidos. A

condutividade elétrica nos metais se d4 pelos elétrons de condugdo, banda parcialmente preenchida,
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e sdo eles também os responsdveis por grande parte do transporte térmico.

As bandas de energia mais profundas completamente ocupadas por elétrons sdo chamadas de
bandas de valéncia, nesta banda os elétrons de valéncia se desprendem dos dtomos e tem a mo-
bilidade de percorrer todo o sélido e por essa razao, eles sdo chamados de elétrons de conducao.
As propriedasdes de conducdo do cristal dependem fundamentalmente do fato da dltima banda
estar cheia ou ndo. Logo, a estrutura de rede de um sélido metalico serd formada por {ons positi-
vos localizados que dao origem aos fonos devido a quantizagao dos modos vibracionais da rede, e
elétrons de conducao ndo localizados. Para simplificarmos o modelo, desprezaremos interacdes en-
tre elétrons e fonons, de forma que teremos um sélido metélico fracamente interagente constituido
de dois sistemas, um apenas com fonons e outro formado apenas por elétrons. Podemos estudar os
fonons e os elétrons separadamente neste modelo. A capacidade térmica do s6lido metélico, por
exemplo, € calculada pela soma da capacidade térmica devida aos fonons com aquela devida aos
elétrons.

Muitas das propriedades eletronicas dos metais podem ser compreendidas em termos de um
modelo de elétrons livres, nesse modelo os elétrons de conducdo se movem livremente no metal.
Os elétrons de cada dtomo em um sélido estdo sujeitos a interagdo com 0s atomos vizinhos, 1Sso
se justifica pois colisdes entre elétrons em um metal ocorrem com pouca frequéncia. Isso se deve
ao principio de exclusdo de Pauli que ndo permite que ocupem o mesmo nimero quantico. Apds
uma colisdo, o elétron deve ocupar orbitais que estejam desocupados. Portanto, iremos tratar um
gdas de elétrons livres sujeito ao principio de exclusdo de Pauli, sendo o nivel mais alto chamado
de energia de Fermi (E). Realizando medidas de condutividade elétrica a temperatura préxima de
0K (estado fundamental), observa-se que alguns materiais apresentam-se como bons condutores
enquanto que, outros materiais como excelentes isolantes. Até as primeiras décadas do século 20,
nao havia uma explicacdo plausivel para esta observacgao.

Os isolantes, isto €, materiais que nao conduzem corrente elétrica, sdo cristais que t€m a ultima
banda completamente cheia. Nestes cristais, a aplicacdo de um campo elétrico externo niao pode

alterar o momentum total dos elétrons que € nulo, pois todos os estados disponiveis estdo ocupados,
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mas deve existir um estado totalmente desocupado. Logo, ndo had passagem de corrente elétrica
quando o campo ¢ aplicado. Entdo, a condi¢do necessdria para um cristal ser isolante é que ele
tém a ultima banda completamente cheia. A Fig.(3.1) mostra uma possivel distribuicdo das tltimas
bandas e sua ocupacao por elétrons num metal e isolante.

Figura 3.1. Ocupacio das bandas em isolantes (a) e em condutores (b). As regides tracejadas repre-
sentam as faixas de energia ocupadas pelos elétrons.

(a) (b)

Fonte: Fonte: S.M. Rezende [35]

Para entendermos o significado fisico da massa efetiva em metais, antes do problema quantico,
serd apresentado a descrigdo cldssica dos metais. Logo ap6s a descoberta do elétron por J.J. Thomp-
son em Cambridge no ano de 1897, P. Drude considerou um metal como um gés de elétrons livres
em uma caixa, sendo os ions positivos que formam a estrutura do material representados por esferas
duras, impenetraveis e fixas. No modelo de Drude [36]-[37], os elétrons se movem entre os ions,
e ocasionalmente se chocam com eles, choques entre os elétrons sdo desprezados. As colisdes sao
consideradas elésticas e ocorrem de maneira aleatdria. Drude resolveu o problema usando a ideia
de tempo de relaxa¢do. Embora seja considerado simples, o modelo de Drude obteve alguns pontos
positivos ao explicar propriedades referentes aos aspectos elétricos e opticos, como a dedugdo da lei
de Ohm da conducdo elétrica, assim como apresentou alguns pontos negativos, como a dependéncia
errada entre a condutividade elétrica e a temperatura. Ele postulou que o efeito das colisdes entre os

elétrons e os fons da rede podem ser levados em consideragado através de um termo de relaxacao in-
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troduzido de maneira fenomenoldgica na equagdo de movimento do elétron. Onde a condutividade

elétrica do metal € dado pela equagao
o(T) = ——= (3.1)

Com esse modelo Drude foi capaz de relacionar a condutividade elétrica, uma grandeza ma-
croscopica que pode ser medida experimentalmente, com as quantidades microscépicas, 7, €, M.,
respectivamente, a densidade eletrOnica, a carga e a massa do elétron, sdo constantes. A expressao
para a condutividade de Drude contém o tempo de relaxacdo como unico parametro desconhecido.
Ela nos permite, portanto, a partir de medidas experimentais da condutividade, obter o tempo de
relaxacdo, um importante parametro associado ao movimento microscépico eletrénico. O modelo
de Drude satisfaz a lei de Ohm da condutividade elétrica.

Além desse modelo ter seus pontos fortes ele falha em alguns como, este modelo falha ao prevé
a dependéncia entre a condutividade elétrica e a temperatura de forma errada, prevé de forma errada
a contribuicdo dos elétrons para a capacidade calorifica, dada por ¢ = (3/2)n.kp e falha também
ao ndo descrever a diferenca que hd entre condutor, semicondutor e isolante.

Essas falhas no modelo de Drude se apresentam devido a utilizac@o da teoria classica para des-
crever a conducao dos elétrons nos metais, através da distribuicdo de Maxwell-Boltzmann. Efeitos
quanticos foram incluidos no modelo de Drude em 1928 por Sommerfeld, que considerou as pro-
priedades quanticas dos elétrons em um metal [38]. Ele tratou o problema, ndo como um géas ideal
classico, mas como um gas ideal quantico, ou seja, um gas de férmions, substituindo a distribuicao
de Maxwell-Boltzmann pela distribuicao de Fermi-Dirac. Com isso explicando vérias propriedades

que o modelo de Drude ndo conseguia explicar.

3.3 O Modelo Quantico do Gas de Elétrons

Com o surgimento da teoria quantica, a conducgdo eletronica passa ser descrita com base na
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mesma, e ndo mas pela descricdo da teoria classica. As principais alteracoes referentes ao modelo
classico tém origem nas propriedades estatisticas dos sistemas quanticos, especificamente a classe
no qual o elétron se enquadra, os férmions, que sdo constituidos por spin semi-inteiro e satisfaz o
principio de exclusao de Pauli. O gés de elétrons livres € uma boa aproximagao que permite deduzir
vdrias das propriedades desses materiais. A expressao ja traduz algumas aproximacgdes bésicas do
modelo. Os elétrons ndo interagem entre si, a situacdo ideal para que consideremos cada elétron
como uma particula independente, ou seja, que se movimenta de maneira nao-correlacionada com
os demais. Além de serem ”livres”’porque ndo estdo sob a a¢do de nenhum potencial externo.
Em sélidos reais, um elétron interage fortemente tanto com a rede como com os demais elétrons.
A interacdo elétron-elétron € mais dificil de ser aproximada. Ainda assim, surpreendentemente
a aproximacdo mais simples, do elétron livre (independente) produz bons resultados. Para nossa
discussdo, consideraremos simplesmente como um géas de elétrons livres.

Com essas aproximaes, consideraremos um gas de /V elétrons em uma caixa de volume V. Para
um sistema em 3 dimensodes a equacdo de Schrodinger é dada como

2 2 2 2

- (% + 88_y2 + %) W(x,y,2) = EY(z,y, 2) (3.2)

2m

Para estudarmos as propriedades referentes ao transporte de carga e de energia, vamos utilizar a
condigdes periddicas de contorno (Born-von Karman) de uma caixa retangular de lados L, , L, e
L, e, consequentemente, volume V' = L, L, L. na qual os elétrons estdo confinados e que pode ser

expressa por

U(z,y + Ly, 2) = U(z,y, 2) (3.3)
V(x + Ly, y, 2) = (2, y, 2)

(3.4)

Diante destas condi¢Oes de contorno, podemos utilizar solugoes da equagdo Schrodinger (3.2)
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na forma de ondas planas, que pode ser escrita como

1 . . ,
w(x7 Y, Z) — 6zkxm€zkyyezkzz —

\/V 6ik.l‘ (3 5)

-

Com autoenergias iguais a

h?K?
E(K) = 5 com K*= k2 + k; + k2 (3.6)

Um conjunto de vetores de onda no espago discreto satisfaz as condi¢des de contorno represen-
tada pela expressao (3.5), dessa forma, o espectro de energia € quantizada. Logo, apenas os vetores

de onda K e as suas componentes satisfazem as seguintes expressoes

eikILz — eik’yLy — eiksz -1 (37)
que implica
2mn 2mn 2mn
k, = ok, = Y ok, = z 3.8
L, Y L, L, (3-3)

onde n,, n, € n, representam valores inteiros. A equacdo (3.6) € chamada de relagdo de dispersao
- .

Cada vetor de onda representa um ponto dentro de uma esfera no espaco k. A energia na

superficie dessa esfera é chamada de energia de Fermi e os vetores de onda na superficie de Fermi

tém magnitude kp tal que
G

2m

Er (3.9)

Para sabermos o nimero de estados /V entre zero e a energia de Fermi Er, precisamos calcular o

numero de vetores de onda tais que

2

K
By =5k + Ky + k) < By (3.10)

e multiplicar por dois, pois cada vetor de onda corresponde a dois estados com spin opostos. Pode-

mos observar que existe um vetor de onda permitido para elemento de volume (27/L)3 no espago
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- . c . . .
k . Logo o nimero total de elétrons no sistema serd dado por duas vezes o nimero de elementos

de volume dentro da esfera, portanto

B 4k /3 B V3

N = = 3.11
r/LP ~ 3r .11
como k3. = \/2mE /h?, teremos a seguinte expressio
vV o2m\*?
N=os (§> EY? (3.12)

A partir do vetor de Fermi podemos definir outra quantidade util, que € a velocidade de um particula

com a energia de Fermi, entdo a velocidade de Fermi serd dada por

hik: 9F» h [(3m:N\Y?
o= T -\ () (313

O ndmero de estados por unidade de energia é chamado de densidade de estados e é dado por

ANV (2m\** |,

A massa efetiva em um metal estd relacionada com sua capacidade térmica. Vamos agora obter
uma expressao para a capacidade térmica eletronica vélida para baixas temperaturas kg1 < FErp,
onde kp € a constante de Boltzmann. Para isso vamos considerar o aumento na energia total

AU = U(T) — U(0) de um sistema de N elétrons quando ele é aquecido de 0 a 7', que é
00 Ep
AU = / ED(E)f(E)dE — / ED(E)dE | (3.15)
0 0

onde f(F) é a distribui¢do de Fermi-Dirac

1

(B, T, p) = expl(E — p)/kpT + 1]

(3.16)

Instituto de Fisica - UFAL



3.3 O Modelo Quantico do Gas de Elétrons 33

multiplicando a identidade

00 Er
N :/ D(E)f(E)dE = D(E)dE , (3.17)
0 0
por Ep, obteremos
o) Er
AU = / (E — Ep)f(E)D(E)dE+/ (Erp— E)(1— f(E))D(E)E |, (3.18)
Er 0

A primeira integral acima da a energia necessaria para levar um elétron com Er para um estado
com energia I/ < Er e a segunda integral d4 a energia necessdria para trazer um elétron de energias
menores que Er para E. As duas integrais contribuem positivamente para a energia.

A capacidade térmica de um gas de elétrons € obtida diferenciando AU em relagdo a 7' na

ultima equacdo, portanto a capacidade térmica eletronica serd

_W_ [Tip_g Y
Ca = = _/0 (B — Er)=D(E)E (3.19)

Em sistemas de baixas temperaturas uma boa aproximacao € tomar a densidade de estados na
energia de Fermi D(EF), portanto ela serd constante e pode sair da integral acima. O Potencial
quimico p na distribui¢do de Fermi-Dirac com a temperatura também pode ser ignorada podendo
ser substituido pela energia de Fermi E'r. Logo para baixas temperaturas a capacidade térmica
eletronica pode ser dado como

1
Cy = §7r2D(EF)k%T : (3.20)
e a densidade de estados no nivel de Fermi é dada por

3N 3N
2Fr  2kgTr '

D(Ep) = (321)
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onde 7 € a temperatura de Fermi dada como

E
Tp =L | (3.22)
kg
Entao podemos escrever a expressdo final para a capacidade térmica da seguinte forma
1 T
Co = =m°Nkp— 3.23
1= 5™ Nk (3.23)

A capacidade térmica no metal é dada pela soma da capacidade térmica dos elétrons com a dos
fonos. Nesta breve discussao obtivemos apenas a capacidade térmica eletronica, mas pode-se obter
a parte dos fonos em livros de estado sélido seguindo os passos em [39]. A capacidade térmica serd
dada por

C=~T+aT? | (3.24)

onde v e a s@o coeficientes caracteristicos do material e sdo dado por

7T2Nk’B
= — 3.25
7= o (3.25)
€
1271'4]{73
== 3.26
“= (3.26)

Como ~ é proporcional a massa eletronica através da densidade de estados D(FE) equacdo
(3.14), a determinacdo experimental de  permite determinar uma “massa efetiva térmica“ dos
elétrons no solido. Tipicamente, mede-se a capacidade térmica em diversas temperaturas e determina-
se 7 pelo coeficiente linear em um grafico de C'/T em termos de T2. Teremos um gréfico linear
como mostra a figura (3.2), onde o coeficiente linear da curva determina « e a intersec¢ao com a
coordenada T determina o valor de «y. A Fig.(3.2) representa o grafico C'//T x T?.

Como a temperatura de Fermi € inversamente proporcional a massa m do elétron, o coeficiente

~ € proporcional a m. A diferenga entre o resultado tedrico e experimental pode ser explicada
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Figura 3.2. Capacidade Térmica valor experimental do Potassio.

3.0
- o
— L CIT=208+25TT> __—*
v el Potassi i
= 10 .../.
is) = /.,.o"’
E 29— ./..
—_ | ._,-.'
E _./.'.
S :/.‘.‘.
2.0 ' '
0 0.1 0,2 i ]

T2 (K?)
Fonte: Kittel [39]

admitindo que os elétrons de conducao no metal possuem uma massa efetiva m*, que podemos

definir como

m* = Lm (3.27)

Assim podemos descrever os elétrons de condugdo em um metal como sendo elétrons livres,
mas com uma massa efetiva que carrega a informacao sobre as interagdes que ele estd sujeito no
material em questdo. O valor da razdo v*/~, pode ser encontrado em [39], onde 7* € a capaci-
dade térmica eletronica observada experimentalmente e o coeficiente v dado por (3.25) para varios
metais.

Apesar de todo sucesso o modelo de Sommerfeld baseado nas ideias de Drude, este modelo
possui algumas inconsisténcias, como alguns sélidos serem condutores e outros ndo, entre outros,
porém para corrigir estes erros presentes nos modelos de Drude e Sommerfeld as interacdes entre

os elétrons de condugdo e os fons t€ém que ser levadas em consideracao.
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3.4 Modelo de Conducao de Bloch

Vamos considerar um sdélido cristalino. Em um cristal, o arranjo interno dos dtomos , fons ou
moléculas € disposto de forma ordenada. Um potencial periddico pode ser usado para descrever a
interacao de um elétron com os ions de um cristal. O modelo de conducao de Bloch [40] propde
que os elétrons se movimentem em um condutor metdlico com um potencial periddico, sendo a
energia cinética dos elétrons muito menor que a interagdo do potencial.

Vamos chamar U (r) o potencial que atua sobre um elétron na posi¢io r. Devemos lembrar que
U(r) é devido somente aos ions da rede e que a interagdo entre elétron-elétron nao serd levada em
conta. Portanto os estados estacionarios de um tnico elétron em fun¢do de um potencial periddico

podem ser obtidos através da equacdo de Schrodinger expressa por
h?
(_—v2 " U(r)) b= By (3.28)
2m

Como os ions da rede ocupam posi¢des regulares implica uma periodicidade espacial do poten-

cial U(r), sabemos que a periodicidade cristalina nos impde que

U(r+R)=U(r) (3.29)

onde R é um vetor darede de Bravais. As estruturas cristalinas definidas como cristais perfeitos, sao
estruturas que apresentam caracteristicas basicas determinadas por arranjos cristalinos regulares,
tridimensionais descritos rigorosamente pelas redes de Bravais [41].

As solugdes da equagao de Schrodinger (3.28) com um potencial periddico sdo representados

como solucdes de ondas planas, e é dada da seguinte forma

Ve(r) = ug(r)e®” | (3.30)
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com

ug(r) = ug(r + R) , (3.31)

A equacdo (3.30) € conhecida como o teorema de Bloch. Relacionando as expressoes (3.30) e

(3.31) tem-se a seguinte equacao

Ur(r + R) = ug(r + R)e* e (3.32)

,Uk(r + R) = ¢y (r)e™ (3.33)

onde esta expressdo representa uma forma alternativa do teorema de Bloch. Com isso, a equacao

de autovalores de energia apresenta-se da seguinte forma

Hpy(r) = Eppr(r) (3.34)

onde H é a hamiltoniana de um dnico elétron e é expressa por

H=—o—+U(r) (3.35)

Na forma (3.30) o teorema de Bloch exibe uma propriedade notdvel a respeito de elétrons em
um potencial periddico, a de que esses elétrons podem se comportar como particulas livres*, com
uma fun¢do de onda essencialmente igual a uma onda plana, modulada em aplitude pela fungao
ug(r).

O estudo dos niveis de energia de uma particula em um tnico pogo de potencial quantico € uma
das questdes elementares da fisica quantica, resolvido na secao 2.6. Da mesma forma que, um dos
problemas elementares da utilizacdo do teorema de Bloch é a compreensdo da banda de energia
ao qual uma particula encontra-se em movimento em um arranjo periédico de pogcos quanticos.
O modelo de pogos quadrados de potencial quantico com repeti¢do periddica foi introduzido por
Kronig e Penney [42].

F. Bloch, através de seu modelo de condugao, deu uma importante contribui¢ao conceitual para
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melhor compreendermos o universo da fisica do estado so6lido, ao explicar varias propriedades re-
ferentes aos materiais cristalino usando a teoria quantica como fundamento. A distin¢@o conceitual
de condutor, semicondutor e isolante foi proposto inicialmente no ano de 1931 por Alan H. Wilson

[43].

3.5 Os Semicondutores

O semicondutor e um material semelhante ao isolante, mas com um gap de energia pequeno
o suficiente, de modo a permitir que elétrons possam ser excitados termicamente e saltar para a
banda superior, onde existem estados disponiveis parem serem ocupados. Por exemplo, o silicio
tem Fy,, = 1,1 eV e é um semicondutor, enquanto o diamante, que tem a mesma estrutura do S¢
por dtomos de caborno, tem Ey,, = 5 eV, sendo um 6timo isolante.

Para isso € necessdrio que a diferenca de energia entre a banda de conducdo e a energia de
Fermi, que esta localizada no meio do gap, ver figura (3.3), deve ser AEr > kgT, e tanto os
elétrons na banda de condug@o quanto os buracos deixados na banda de valéncia contribuem para
a condutividade elétrica. A condutividade do material depende do niimero de elétrons que passam
para a banda de conducio, o que pode ser calculado probabilisticamente, este nimero € tanto maior
quanto maior for a temperatura e quanto menor for a energia que separa as duas bandas. Nos metais
o aumento da temperatura faz com que sua resistividade diminui, ja no semicondutor acontece o
contrario. A concentracio de elétrons na banda de condu¢@o de um semicondutor puro varia expo-
nencialmente com a temperatura, o que faz sua condutividade depender fortemente da temperatura.
Semicondutores puros sao chamados de intrinsecos. A condutividade dos semicondutores também
pode ser drasticamente alterada com a presenga de impurezas, ou seja, de dtomos diferentes dos
que compdem o cristal puro. Semicondutores com impurezas a0 chamados de extrinsecos.

Assim, os semicondutores possuem um grande destaque no estudo da FMC, possuindo pro-

priedades elétricas especiais, esses materiais formam a base de uma vasta industria de dispositi-
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Figura 3.3. Bandas de valéncia e de condu¢do em semicondutores. As regioes hachuradas represen-
tam a ocupacio dos elétrons em 7" > 0. A distancia entre as bandas é o gap de energia F,,.

Fonte: S.M. Rezende [35]

vos eletrOnicos, como diodos, transistores, etc. E que atualmente o grafeno estd recebendo bas-
tante atencdo, produzido em laboratério € um material que deve estar presente em boa parte dos
eletronicos no futuro. Ele € constituido de atomos de carbono e possui propriedades de transporte
distintas daquelas observadas em outros materiais.

Para obtermos a equagdo de movimento para um elétron em uma banda de energia vamos olhar
para o movimento de um pacote de onda sujeito a um campo elétrico. A velocidade de grupo é

definida como
B dw B 1dFE

_dw  Ladb 3.36
YT 0k T hdk (3.36)

onde F = hw e w € a frequéncia do pacote de ondas. O trabalho realizado por uma forca externa f

sobre um elétron da banda em um tempo dt serd

OE = fu,t (3.37)
escrevendo 0 E como
dF
OF = %ék = hwgok (3.38)
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fazendo  — 0, obteremos a seguinte expressao

dk
h = [ (3.39)
ou N
dk
— = 4
ne 7 (3.40)

—
Este resultado mostra que a for¢a externa aplicada a um elétron € igual a h% em um cristal.
A partir deste resultado pode-se derivar uma expressao para a massa, que agora serd uma massa

efetiva m*, que vai descrever as cargas se deslocando no cristal. Portanto,

dv, 1dE  1d°Edk

= =——— 341
dt — hdkdt hdk?dt "’ (34D
isolando %
dk (1d2E\ " dv,
B e ) 3.42
dt (h dk? ) dt (342)
e que
dk R? dv
f=h— = p 29 —m*a (3.43)
dt ﬁ dt
e a massa efetiva serd dada por
mo= g (3.44)
dk?
ou
1 1 &’E
= —=— 3.45
m*  h? dk? (343)

A massa efetiva ¢ uma maneira conveniente de descrever o movimento de cargas em cris-
tais, princiapalmente por levar em consideragdo as diferentes bandas de energia, para as diferentes

direcdes, ja que € dependente da energia.
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3.6 Equacao de Schrodinger com Massa Efetiva

No capitulo (2) vimos um resumo sobre a MQ e a equacao de Schrodinger independentem do
tempo para um particula com massa constante, e como exemplo fizemos um exercicio cldssico em
MQ que € o poco quadrado infinito e o efeito tunel usando os conceitos apresentados.

A Equacdo de Schrodinger apresentada descreve a evolucao temporal de um estado quantico de
um dado sistema fisico. Essa equacdo tem importancia na teoria quantica, assim como as Leis de
Newton tem importancia na Mecanica Classica. Contudo, ao longo dos anos, surgiram problemas
que levaram a escrever a equagao de Schrodinger com uma massa efetiva, assim podemos escrever

a equacdo de Schrodinger independente do tempo em uma dimensdo da seguinte forma

n* o?
e (@) + V(@)(a) = Fy(o) (3.46
fazendo V(x) = 0, e a energia se torna
R2k?
E= (3.47)
2m*

Esta relacdo de dispersdo para elétrons livres, agora com aproximacgdo da massa efetiva nos
mostra que o termo k2 é responsdvel pela curvatura da relacdio £ V.S k, ou seja como a massa
mudou a curvatura da relacdo de dispersao também de acordo a Fig. (3.4), para um semicondutor
GaAs a massa efetiva € em torno de 0.067my, onde m, é a massa do elétron, a figura mostra a
relacdo de dispersdo com a massa efetiva em comparacio com o elétron no vacuo.

A massa efetiva ser menor que a massa do elétron ndo significa que o cristal estd menos pesado.
O que acontece € que um elétron em um potencial periddico na presenca de um campo elétrico ou
um campo magnético aplicado € acelerado em relacdo a rede cristalina como se sua massa fosse
igual a massa efetiva.

Este capitulo introduziu de forma resumida o comportamento de elétrons em metais, isolantes e
semicondutores, onde o foco aqui foi a introducao da massa efetiva. Nos proximos capitulos iremos

introduzir a equagdo de Schrodinger com massa efetiva varidvel, apresentando os Hamiltonianos
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Figura 3.4. Grafico de E versus £, relacao de dispersao do elétron no vacuo e no composto GaAs com
massa efetiva.

GaAs
E L

Vacuo

Fonte: Autor, 2016.

com massa dependente da posi¢ao.
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Capitulo 4

EQUACAO DE SCHRODINGER COM
MASSA EFETIVA VARIAVEL

Neste capitulo estudaremos a equacdo de Schrodinger com massa efetiva varidvel, que agora
poderemos ter uma massa dependente da posicao, os estudos nessa area foi de extrema intensidade

visto ainda que é um problema aberto na fisica.

4.1 Introducao

Uma consequéncia do modelo de massa efetiva € a possibilidade de termos uma massa efe-
tiva dependente da posi¢do. Isso acontece, por exemplo, se considerarmos semicondutores nao
uniformes ou uma jun¢do de dois materiais que tenham massas efetivas diferentes, que € o caso
que iremos tratar ao longo desse capitulo. Sistemas analiticos onde a massa dependa da posicao
tem despertado o interesse de muitos autores, em situagdes onde se considera a massa efetiva de-
pendente da posi¢ao, hd reconhecidamente certa ambiguidade de ordenamento do operador energia

cinética na equagao de Schrodinger. Na formulacao do operador hamiltoniano a massa é geralmente
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4.2 Hamiltonianos Com Massa Dependente da Posicao 44

constante, o hamiltoniano de energia cinética padrao da mecanica quantica € escrito como
H=p%/2m 4.1)

que € vdlido quando a massa m € constante. Porém solucdes de problemas quanticos em que a
massa apresenta dependéncia espacial t€ém despertado interesse recentemente em vdrias dreas da
fisica, como em questoes relacionados a hermiticidade do operador hermitiano e a fisica atdmica e
molecular [45], os problemas relativisticos [46] e também na fisica do estado sélido [47].

A questdo mais fundamental estd na ndo comutatividade da massa, onde agora, o operador
momento ndo comutar com a massa dependente da posi¢do, fazendo com que a energia cinética
ndo seja um operador hermitiano, que resulta na ambiguidade de ordenamento da representagao do
operador cinético.

Esse assunto da inducdo ja foi cuidadosamente investigado na literatura em diferentes contextos.

4.2 Hamiltonianos Com Massa Dependente da Posicao

Com isso € necessdrio alterar H para que ele satisfaca os requisitos impostos pela mecénica
quantica para um operador que descreve um observavel fisico. Para representar o operador energia

cinética ambiguo, considera-se o ordenamento geral proposto por Von Roos [19],

— — — —

H=-—— (mo‘(x)Vmﬁ(x)Vm'y(x) + mv(x)VmB(x)Vmo‘(x)) , 4.2)

onde m(z) é a massa dependente da posi¢do, usamos o operador momento da forma p = —ihV
e 0s termos «, (3 e -y sdo constantes e recebem o nome de pardmetro de ordenamento ambiguo de

Von Roos. Estes parametros satisfazem a relagao

atft+y=-1 (4.3)
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A escolha destes pardmetros esta relacionada a questdo quanto a hermiticidade do operador
energia cinética. Ainda nao existe um acordo a respeito de qual escolha para os pardmetros é a mais
adequada. E deve-se levar em conta ndo somente as condi¢cdes de continuidade com os limites de
heterojuncao abrupta, mas também a massa dependente da posicao e a forma do potencial fazendo
com que o uso desses pardmetros seja muito subjetivo.

Questoes envolvendo ambiguidade e ordenamento de pardmetros, pode ser encontrado na li-
teratura como em [48] onde o operador energia cinética € escrito incluindo a possibilidade do
ordenamento de Weyl. Para o caso de baixas energias é proposto o uso da equacdo de Dirac [49]
para contornar esse problema, e os resultados obtidos estdo de acordo com aquele usando o or-
denamento de BenDaniel e Duke [50] que serd visto posteriormente. Trataremos somente a parte
cinética dos Hamiltonianos, estudos sobre mudanc¢a no potencial pode ser estudado nesses artigos
citados.

Muitas expressdes para o hamiltoniano cinético que levam em conta a dependéncia na posi¢ao
da massa efetiva foram propostas, a primeira delas foi feita em 1966 por BenDaniel e Duke [50],
baseando-se no modelo de um elétron (Bethe-Sommerfeld), onde esse modelo € generalizado e é
calculado sua condutincia através da jungdo abrupta do GaAs, incorporando casos com materiais
com massas diferentes. O autor também propde um modelo suficientemente simples das jung¢des
para produzir barreiras de potenciais para os quais a equagao de Schrodinger para um elétron pode
ser resolvidas analiticamente, para os quais ndo € imposta a aproximacdo WKB. Eles concluiram
que para manter a conservacao de corrente em uma juncao de dois materiais com massas efetivas
diferentes, o operador (energia cinetica) deveria ser substituido pelo Hamiltoniano hermitiano para

o modelo de um elétron adequado dado por,

|
Hpp = ——V Vv, (4.4)
2 m(x)

Esse operador € mais utilizado quando temos uma variacao abrupta na massa, como acontece na
junc¢do de dois materiais diferentes, embora existam outros operadores que sao adequados para este

caso. Se fizermos (&« =y = 0e [ = —1) em (4.2) obteremos a equagio (4.1).
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Em 1969, Gora e Williams [51] propde um Hamiltoniano efetivo que em primeiro caso nao é
hermitiano, assim problemas de valores préprios e a ortogonalidade gerados por esse Hamiltoni-
ano efetivo devem ser resolvidos. Entdo propuseram uma simetrizacdo no operador para torna-lo

hermitiano de forma que
h? 1 = =, 1

How = 4 | m(a) m(z)| ’

4.5)

os autores da equacdo (4.5) discutiram que outros tipos de simetrizacdes sao possiveis, variando as
constantes da equacgdo (4.3), gerando discussao sobre o tema da existéncia de um tnico operador
de energia cinética com massa dependente da posi¢ao. Para obter o Hamiltoniano padrdao de massa
constante da equacdo (4.1), devemos fazer (&« = —1, f = v = 0) na equagio (4.2).

Em 1982, Zhu e Kroemer [52] estudando regras de conexdo da funcdo de onda de massa efetiva
através de uma heterojuncao abrupta entre dois semicondutores diferentes expressando os resul-
tados de uma aproximacgao de ligacdo forte (tight — binding) em um sistema unidimensional em
termos das funcdes de onda de massa efetiva. O problema € reformulado extrapolando as funcdes
de onda com massa efetiva nos dois lados da heterojuncao através da interface, tratando agora o
problema como se os semicondutores fossem homogéneos. Antes de resolver o problema os autores

escreveram o Hamiltoniano com massa efetiva da seguinte forma

L,

H =
2m€ff

, (4.6)

que ndo € hermitiano. Entdo para evitar problemas como conservagdo da matéria na interface da
heterojuncao, é proposto um Hamiltoniano que consiste em quebrar a massa em duas partes da

seguinte forma
o1 o, 1
2 Vmz)  /m(@)

Esse mesmo operador foi obtido depois [53] no limite ndo relativisitico do hamiltoniano de Dirac

Hzx = 4.7)

com massa dependente da posi¢cdo através de uma transformacao de Foldy-Wouthuysen. E mais
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uma vez para obter a equac@o (4.1) devemos fazer (« = v = —1/2, e § = 0) na equagio (4.2).

Outra proposta foi feita por Morrow e Brownstein em 1984 [54], que estudaram as condic¢des da
fun¢do de onda em um modelo de hamiltoniano de massa efetiva para heterojuncdes abruptas, para
dois casos onde (o # ) concluiram que a fungdo de onda deve se anular na jun¢do implicando,
assim, que a jun¢do funciona como uma barreira impenetravel. E para (v = ) que € o tnico caso
viavel onde a fun¢do de onda € continua através da jun¢do. Portanto o Hamiltoniano sera escrito da
seguinte forma

Hyp = —— |m®(x)Vm® (2)Vm®(z)

7;;2 v Y ] 4.8)

que € hermitiano, e que é uma subclasse do operador de Von Ross fazendo (7 = «) na equacao
4.2).

Um caso particular do operador (4.8) foi sugerido por Mustafa e Mazharimousavi em 2010 [55]
usando um modelo quéntico para o elétron quase livre, V' (x) = 0, uma nova ordenac@o conjunto de
pardmetros de ambigidade é dado por (o« = v = —1/4, e f = —1/2) e é calculado os coeficientes
de reflexd@o e de transmissdo desse modelo.

Em 1993, Li e Khun [56] estudando modelos ja conhecidos dos Hamiltonianos hermitinaos
(4.4), (4.5), (4.6) e (4.8) sugeriu um esquema de permutacdo simples para poder construir um
Hamiltoniano com massa dependete da posi¢ao, onde este novo Hamiltoniano apresenta um perfil
suavizado que permite modelar de forma mais precisa as heterojun¢des. Portanto teremos

2
Hpg = —hz [mo‘(x)ﬁmﬂ(w)ﬁ + ﬁmﬂw)&m%x)] : 4.9)

Esse operador € uma subclasse do operador de Von Roos com v = 0 que foi proposto por Dutra e
Almeida [48], que € uma extensao do operador de Li e Khun, Dutra e Almeida mostra também que
o operador proposto por Li e Khun € equivalente ao operador com trés termos proposto por Weyl
na forma

h? 1 = =5 1

]_ — —
Hy = -2 | = V2 4ov— 2~ 4.1
v 8 m(ac)v * Vm(x)V+v m(z)| ’ (410)

Este operador ndo € um caso particular do operador de Von Roos.
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Na referéncia [48], € encontrado uma forma de colocar todos os operadores descritos aqui em

uma dnica expressao, e ¢ dado por

! L 2opt Y (x)pi om.Y Y - >
"=t (a {m(:c)p Ty | Tt @ @) (w)pin? (iv)pm) , @.11)

que se fizermos a = ( iremos recuperar a expressao dada por Von Roos (4.2). E para os outros
Hamiltonianos aqui citados € sé ultilizar os parametros de cada equacgdo, lembrando que esse as-
sunto avancou muito pouco nos ultimos anos e ainda € um problema aberto na fisica. Resumindo,

a tabela abaixo mostra as parametrizagdes e os problemas em que foram citadas no capitulo.

Tabela 4.1: Tabela de parametros

Autor \ Parametros \ Aplicacao
BenDaniel e Duke a=~v=0,0=— tunelamento em semicondutores
Gora e Williams a=—-1,y=p4=0 transporte eletronico
Zhu e Kroemer a=vy=1/2,5= condicdo de contorno em interfaces
Morrow e Brownstein a=7v2a+p=-1 heterojungdes abruptas
MM a=y=-1/4,5=-1/2 ordenamento do hamiltoniano
Li e Kuln a=0,y=0=-1/2 pocos quanticos (GaAs)

Fonte: Autor, 2016.

4.3 Heterostrutura com Massa dependente da posicao

Esta secdo tem como objetivo calcular a estrutura de bandas de uma heteroestrutura composta
por dois metais, usando primeiramente um hamiltoniano adequado com os parametros, a, «, (3,
v, imposta pela equacgdo (4.11), e o mesmo cdlculo serd feito no novo modelo proposto por Lima
[1], onde esse novo hamiltoniano ndo depende de parametros e nao estd incluido na familia de
operadores dado por (4.11).

Para estudarmos a dinamica quéntica de um sistema periddico com massa efetiva dependente da

posicao. Partiremos do operador de energia cinética dado em (4.11), para obter as bandas de energia
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4.3 Heterostrutura com Massa dependente da posi¢ao 49

de uma heteroestrutura, onde temos saltos periddicos da massa, devemos ter, a = 0. A dinamica
quantica de particulas com massa dependente da posicdo ¢ um problema de interesse, uma vez
que a abordagem da massa efetiva para carregar transportadores em condutores e semicondutores
comegou a ser usada. Estes problemas foram resolvidos usando o Hamiltoniano abaixo, com uma

certa escolha de parametros.
h2
H,., = —Z(magm/j?m“’ + m”?mﬁgma) , (4.12)

Onde m = m(z) é amassa efetiva dependente da posi¢ao de um elétron na banda de condugio e
os termos desse operador sdo escolhidos de forma a torné-lo hermitiano, pois a massa ndo permuta

com o momento. As constantes «, J e - sdo arbitrarias e reais que o obedecem a condig¢do
a+pf+y=-1, (4.13)

ja discutido na secao anterior. Nao existe um acordo a respeito de qual escolha para os parametros
¢ a mais adequada, alguns trabalhos trazem escolhas para essses parametros de forma subjetiva.

Em uma dimensao, a Eq. (4.12) se torna
H., = Z(m pm’pm” + m pm”pm®) | (4.14)

onde p'é o operador momento dado por p' = —ihV. Fazendo o = v na Eq. (4.14), para termos o

problema de uma heteroestrutura com saltos periddicos, a equagao se torna

1 1 1
H., = Z(mo‘pmﬁpma + mapmﬂpmo‘) = Z(Qmapmﬂpm"‘) = é(mo‘pmﬁpma)

1
H., = Emo‘pmﬁpma , (4.15)

Tratando o problema de uma particula quantica livre com massa efetiva dependente da posicao e
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usando a equacdo de Schrodinger, H1y) = Ei), temos

Fma(x)p m%)pma(x)] v =Ey

2
n? d d
S e @) @) o = £u
ou ainda
d d —9E
[ma(gp)%mﬁ(x)%ma(x)] b= ; " (4.16)

Primeiro iremos aplicar ondas planas no calculo da heteroestrutura, para a relacdo de dispersao, e
posteriormente comparar com o modelo descrito por [1]. onde a massa muda periodicamente com
a distancia, possuindo periodicidade a + b, bem como os valores permitidos para tal estrutura. Fig.

4.1).

Figura 4.1. Heteroestrutura periédica com dois tipos de materiais, 7 e mo. Em uma aproximacao
envolvendo massa efetiva, tratamos uma particula quantica “livre” com saltos periodicos de massa.
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Fonte: Autor, 2016.

Como temos saltos periddicos da massa, a fun¢do de onda ) satisfaz o teorema de Bloch, ou

seja,

(x4 n(a+0d)) =™ Hp(z) (4.17)
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V(x4 n(a+b)) = ey (z) (4.18)

onde k£ é o nmero de onda, n é um inteiro e ¢' = e Reduziremos o problema a uma célula
unitdria 0 < x < (a;) na rede direta.
Para iniciarmos o célculo da relagdo de dispersao, primeiramente devemos encontrar as condi¢oes

de contorno na interface entre duas regidoes de massa m, e mo. Para isso, integramos a equagdo de

Schrédinger, Eq. (4.16), em um intervalo (xy — €) e (x¢ + €) em torno de um ponto x( Fig. (4.2).

Figura 4.2. Interface no ponto z( entre dois materiais com diferentes massas, mi e mo.

sY

Zo
Fonte: Autor, 2016.

Resolvendo a equacdo de Schrodinger com essas condi¢des iremos encontrar a seguinte equagao,

xo+e€

{ma—i-ﬁ i

14+ N 1— N 26 zo+e
dxmaw} + (m7 —m3) (%mf“rw—mfﬁ) = ——/ vdr.  (4.19)

2
xo—e€ 2 h 0—€

para resolvemos (4.19) usamos o fato que

V(ay) ; V() 5

Y(x)o(z — o) = (x — x0), (4.20)

Instituto de Fisica - UFAL



4.3 Heterostrutura com Massa dependente da posi¢ao 52
onde §(x) é a fun¢do delta de Dirac
1, se z=ux
d(x — o) = 4.21)
0, se x#uxp
e também que
m(x)* = myH(zg — ) + myH(x — 20), (4.22)
onde H ¢ a fun¢ao de Heaviside, imposta como,
0, se x<ux
H(x —x0) = (4.23)

€ A\ um numero real.

Tomando o limite ¢ — 0, podemos encontar a condi¢do de contorno no ponto z, tanto entre

Y(xg) e Y(xy) (o sinal + e — representam a fungio imediatamente a direira e a esquerda do ponto

T, respectivamente) como para v’ (zd ) € 1’ (xy ), seguindo [1].
Essas condi¢des de contorno sao dadas abaixo

o§)ml§) wGer) -l

onde i, o, p € o sdo dados por

my _|_mgc+lmc11+,3+1 Mo +mc1)z+1mgc+ﬂ+l
H= T A Tt L e

my + mclx+1mg+5+1 Mo + mgx—&-lmtll—i-ﬁ—l—l
pP= i + mS T Pme AL o= i + Mo Pt
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Da equacdo de Schrodinger para trés regidoes na célula unitidria vamos propor alternativo ao

trabalho de Lima [1], a seguinte solugao

Ae't® 4 Be~n® 0<z<?

1/}(;[;) = Cletaer + De—te2® <z<24 b, (428)

IS

Eelti® 4 Femiai® +b<z<a-+bd

[JIS]

Como nosso sistema nao pode ter perdas ou dissipacdo de energia, propomos a solu¢do de ondas
planas. onde A, B, C, D, E e F sdo constantes complexas a serem determinada pelas condi¢oes de

contorno (4.24) e (4.25) e q; = Y=+ le . Tomando a derivada da Eq. (4.57) com respeito a x, temos

iq  Ae't® — jq Be ' 1® 0<z<g,

V(x) = { igpCe™e® — igy Dei2 <z <24, (4.29)

N

i Be't® — g Fe ' 0® +b<z<a+b

N

Utilizando as condi¢des de contorno dado pelas Egs. (4.24) e (4.25), temos

1 1

¢ = 3 (u + pq ) Ae's(@—az) 3 (u p— ) Bei3(ata2) (4.30)
1 il i2(qi+a) | L §(a1—q2)

D = 3 ,u—pg Ae'2 +§ u—i—pq Be "2 (4.31)

E = o+02)ceisam L, 52 pils)mra (43
2 ¢ 2 ¢

F = 1 0— U@ Cei(%+b)(q1+q2) + = 1 Q+CT De( )(Q1—(I2)‘ (4.33)
2 41 2 il

Da relagdo de Bloch, Egs. (4.17) e (4.18), temos

Eeiql(a+b) + Fe—iql(a+b) _ 6—ik(a+b)(A_|_ B) ’ (4.34)

EBein(ath) _ peialatt) — giklatb) (4 _ B | (4.35)
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Como ja temos as constanstes C', D, E e I’ agora nds vamos substituir na equacio acima a fim ob-
termos F e F' em termos de A e B, ou seja, ultilizaremos as relagdes de Bloch de forma que teremos
duas equagdes e duas incognitas para ser resolvido, entdo todo o termo multiplicado aos coefici-

ik(a+b)

entes A e B sera constante, de forma que s6 a expressao e ird variar, portanto obteremos as

seguintes expressoes para facilitar nosso cdlculo, determinamos as seguintes constantes

(10 + 042)(qapr + pq1) '@ +%2) 4 (q10 — 0ga) (qapt — pgy )€t @1 —ba2)

o — - . (436)
142
c, — (10— 0g2)(gop — P%)eiquz E;h@ + o) (gap — pgr)e”") ’ (4.37)
1

o, _ (motom)(@nst pq1)e™® + (q10 — 0g2)(qopt + par)e ™ (4.38)
4q192 7 ‘

Cy = (1o + 0g2)(qapr — pgr)e ") + (o + 0q2) (qaps + pga)e” "1 —0%) (4.39)
4q142 L

teremos o seguinte sistema homogéneo de equagdes algébricas para as constantes C', Cs, C5 e Cy,

nas varidveis A e B, ou seja,

A(Cl + CQ - Gik(a—i_b)) + B(Cg + 04 - 6ik(a+b)) =0 (440)

A(C) — Cy — *@)) 1 B(Cy — Oy + e*ath)) = (4.41)

A condi¢do de (4.40) e (4.41) para ndo termos solucdo trivial é fazer o determinante da matriz

dos coeficientes igual a zero. Isso nos leva a

Cy + 02 _ eik(aer) 03 +Cy— eik(aer) .

Cl _ 02 _ eik(a—i—b) 03 _ 04 + eik(a—i—b)

levando a seguinte relacdo

eQik(a+b) . C4eik(a+b) . Cleik(aer) + 0104 o 0203 -0 7
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substituindo as constantes (4.36) a (4.39), temos

(¢iop + g5op)sen (agy)sen (ags)
qi192

(po + op) cos(aqy) cos(bgs) — (4.42)

N —

cosk(a+b) =

Substituindo os parametros de u, o, p € o iremos obter a relagdo de dispersdao de acordo com o

obtido na literatura por Lima, 2012.

4.3.1 Analise Grafica

O lado esquerdo de Eq.(4.42) é limitado ao intervalo (—1, 1), o que leva o lado direito a ter valores
proibidos para a energia. Isso implica a existéncia de bandas de energia com gaps. Para este
problema iremos fixar os parametros & = 0 e 5 = —1 [57], esta condi¢do em um limite assintético
de energia proximo ao “band edge” se mantém iguais para os parametros de rede, de forma que
obteremos

my Mo

N:LQ:LP:_aU:_- (443)
mo mq

Consideremos uma estrutura sendo formada por Ga e Pb. A massa efetiva para esses materias sao
my = 0,58 X me e my = 1,97 X m,, e escolhendo a = lym e b = 0, 50 X a, onde m, € a massa do
elétron. Substituindo os parametros na equagdo da dispersao, e fazendo m; = cyme € my = coMe,

onde ¢; = 0.58 e co = 1.97 a expressao se torna
c1q? c2g2 \ .
(_@1 _612> sin(aqy ) sin(bgs)

(4.44)
2q1G2

cos|k(a + b)] = cos(aqy) cos(bga) —

substituindo os valores de a, b, ¢, co, m,, h, encontraremos o seguinte grafico

A regido cinza da Fig. 4.3, | cos[k(a + b)]| > 1, representa a zona proibida da energia.
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Figura 4.3. Grafico da relacao de dispersao com gaps de energia, energia dada em eV

3

ffA/\ A
IR

Energia

cos|k(a + b))

20 25

Fonte: Autor, 2016.

4.4 Modelo Alternativo para o Hamiltoniano

Tomando o modelo proposto por (Lima, 2012) para resolver problemas com massa dependente
da posi¢do, considerando a permutacao entre os operadores, levando em conta que a massa € agora
uma operador. Temos que a massa ¢ um operador que depende da posi¢do, portanto, implica
que a massa ndo comuta com o momento linear, devemos considerar todas as permutacdes entre
o momento e o inverso da massa. Desenvolvemos o mesmo procedimento feito anteriormente
fazendo uma comparacio qualitativa entre esses modelos como foi feito por (Lima, 2012) e em
seguida estenderemos o estudo para esse hamiltoniano estudando o processo de transferéncia de

cargas.
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4.4.1 O Hamiltoniano

Para uma particula livre arbitraria com massa constante m, o Hamiltoniano cldssico € escrito da
seguinte forma, H = %. Como vimos anteriormente, as variaveis classicas sdo convertidos em
operadores lineares. Para o momento e a posi¢do, agora teremos, p — p € m — m, respectiva-
mente. Lembrando agora que a massa dependendo da posicdo os operadores 7 € p ndo comutam.
Assim, podemos considerar todas as permutacdes possiveis entre p e /L. Portanto o Hamiltaniano

proposto por Lima, 2012,
1 _ _ _
H = a[m(x) 2+ pm(2) 'p + pPm(z) Y], (4.45)

usando (4.45) de Schrodinger, podemos escrever

1 d> d dy d?
— R mtle= 4+ —(m ==+ —=(mY| = E. 4.46
6 {m + (m dz - dx? (m™) ¥ (4.46)
O Hamiltoniano Eq.(4.45) € claramente hermitiano e também garante que € compativel com a
invariancia Galileana, de acordo com a Eq. (3.8) seguindo os passos em [58]. Além disso, conserva
a probabilidade. Agora vamos aplicar (4.46) a dindmica quantica de uma particula com massa

periodica, como feito anteriormente.

4.4.2 Condicoes de Contorno

Seguindo o que foi feito na se¢@o anterior onde aplicamos (4.46) a dinamica quantica de uma
particula com massa periddica, iremos integrar a equagdo de Schrddinger no intervalo (zo — €),
(zo + €) mostrado na figura (4.2), onde € € muito pequeno. Entao,

H,} - (L . L) (w%xoﬂ + wxo) . {%w,} e

m ro—e my Mo 2 o

ro+e€ To+e€
{d (wﬂ L (447)

d \ TR
dz \'m vo—e h? ) po—c
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Fazendo o limite e — 0, nds iremos encontrar a condi¢do de contorno para a derivada da funcio de

onda

V(ag) = (m) V' (xg). (4.48)

5m1 + mo

Usando o mesmo limite na equacdo de Schrodinger primitiva, teremos a condi¢do de contorno para

a funcao de onda, dada portanto

W(ag) = (m) (). (4.49)

2my + mo

Da condig¢des da interface (4.48) e (4.49), das condi¢des de Bloch (4.17) e (4.18), e seguindo o

conjunto de solug¢do da equacao de Schrodinger (4.24) e (4.25) para o Hamiltoniano (4.45).

a+ a— a a _
v(5)=wr(5 ) w(Gry) = (G+v). *20
V(5 )= (3) v (G =w(gHr), @s1)
Y(a+b) = e*@ty(0) | (4.52)
W (a+b) = e* Ty (0) (4.53)
Onde

_m1—1—2m2 9_m2—|—2m1 (454)

C2my+me T 2ma+my '

_m1—|—5m2 _m2+5m1

5 N 5m1 + meo VT 5m2 + ml' (455)
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4.4.3 Bandas de Energia

Como calculado anteriormente, a relagao de dispersdo € dada por,

coslk(a + b)] = cos(aq) cos(bge) — % {9{, / Z;L—; +wry /Z—; sin(qia) sin(gqb). (4.56)

As diferencas entre as equacdes Eqs. (4.42) e (4.56) aparecem devido aos coeficientes (4.54) e
(4.55). Essa diferenca se deve aos os coeficientes dado por (4.26) e (4.27) dependem dos parametros
a e (8. Iremos agora plotar o grafico da relagao de dispersdo dado pela Eq. (4.56) usando os
coeficientes (4.54) e (4.55) para os mesmo problema tratado na secao anterior, m; = 0.58 X m,,

me = 1.97 X me,a=1x umeb=0.50 X a.

Figura 4.4. Grafico da relacio de dispersao eq.(4.56), que mostra a depéndencia do termo cos|k(a+D)]
e a energia.
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Fonte: Autor, 2016.

Novamente teremos uma estrutura de banda com regides proibidas. Comparando os dois graficos
afim de obter qual modelo é o mais adequado para aplicagdao em uma estrutura com massa depen-

dende da posicao.
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4.4.4 Breve Discussao

Plotando os gréficos sobrepostos da Fig.(4.3) e Fig.(4.4) em azul nds temos o primeiro modelo
descrito que tem dependéncia dos paramentros «, [ € 7y, € em vermelho nés temos o novo modelo

proposto por Lima et al. [1], como podemos ver na Fig. 4.5.

Figura 4.5. Grafico das duas relacdes de dispersoes.
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Fonte: Autor, 2016.

O novo modelo nédo é um caso particular do Hamiltoniano Eq. (4.11), pois ndo existe nenhuma
escolha dos parametros «, (3, v, a que leve a tal hamiltoniano. Seria preciso realizar um expe-
rimento para analisar qual deles ¢ o mais apropriado. A Eq. (4.42) € obtido também quando se
tem V) = 0 em [58]. Para o mesmo sistema analisado, percebemos que o modelo proposto é mais
fléxivel do que o Hamiltoniano (4.11) que possui dependéncia dos parametros e esse Hamiltoniano
como o primeiro possui essa dependéncia de acordo com a estrutura, pode-se variar os parametros
para se adequar a estrutura. Estruturas mais complexas, como por exemplo, heteroestruturas de-
formadas [59], ndo podem ser modeladas pelos hamiltonianos aqui discutidos, sendo necessdrio
um operador mais geral. Como aplicagdo Fisica, encontramos as minibandas de energia para uma

heteroestrutura formada por Ga e Pb. Para isso, nés utilizamos dois hamiltonianos diferentes, e os
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resultados encontrados mostram que os modelos sdo equivalentes. Para melhor efeito seria preciso

um experimento para analiar qual dos modelos € melhor nesse tipo de heteroestrutura.

4.5 Calculo da Transmissao

Até aqui secgdo (4.3) e (4.4) foram repoduzidos os resultados de Lima, 2012. Motivado com os
resultados obtidos por Lima em sistemas com MDP, a partir dessa sec@o iremos calcular a trans-
missdo e a reflexdo para os dois modelos discutidos, usaremos as mesmas condi¢cdes de contorno
para a massa dependente da posi¢do e discutiremos os resultados obtidos. Essa primeira parte ire-
mos comparar os dois modelo com potencial V;, = 0, ou seja, para energias maiores que o potencial
E > V.

Como ja calculamos as constantes C', D, E e F', vamos considerar a seguinte figura.

Figura 4.6. Grifico da Heteroestrutura para o calculo da transmisséo.

m(x)

5+0b a+b x

Nl

Fonte: Autor, 2016.

A figura (4.6) representa a distribuicdo da massa efetiva em dois materiais diferentes, como
faremos todo o estudo com potencial V(z) = 0, teremos sempre a energia acima da barreira. No
dominio da fisica cldssica quando temos a energia maior que a barreira a particula passaria sem
ser refletida, diminuindo sua energia cinética, mas iria recuperar sua velocidade inicial depois de

ultrapassar a barreira. Usando as condi¢des de contorno para a soluciao de Schrodinger devemos a
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ter a funcao de onda e sua primeira derivada continuas de uma interface para outra.

Ae't® 4 Be~iai® 0<xr<?

W(x) =< (Ceier 4 De—iaze <z<%4b, 4.57)

(IS

Eeiti® 4 Fe~tair +b<z<a+b

IS

e sua derivada, temos

iq  Ae' 1T — jq Be ' 0<z<g,

V() = { igCe®® — gy De02" <z <4b, (4.58)

N

iq Be't® — jq Fe ' 0® +b<z<a+b

N

Precisamos agora escrever F e E com dependéncia de A e B da seguinte forma

|:(Q _ U%) <,u + P@) ei[afh-i-b(fh-i-tn)] + <Q+ U%) (N _ /02) ei[GQ1+b(fI1—Q2)]:| A
q1 qz q1 q2
Kg - a@) (u - pﬂ> gitlata) 4 (g + o@) (u + p@> eib(m—@)} B. (459
q1 q2 g1 g2

g N

+

1 . ,
Uil a2 il 42

| | |
—I— Z |:(H‘ —_ p@) (Q + U%) e—z[aql-&-b(m—tp)} + (Q _ 0—@) (,U _I_ pﬂ) e—z[aq1+b(q1+q2)}:| B
a2 41 41 a2

Sendo A amplitude incidente, B amplitude de reflexdo e £ amplitude de transmissdo e e sendo
q1 € g2 os nmeros de onda. Podemos relacionar essas amplitudes em uma situacdo bem simples,
fazendo A =1, B=r, E =t, F = 0, seguindo o que foi feito na se¢do (2.7), portanto obter as

seguintes relagdes

(cosaqy + isinaqy)(iqiqz(po — o) cosbgy + (qEop — qaop) sin(bgy)

T = - N
iq1q2(po + op) cos bgs + (qiop + q3o ) sin(bgs)

, (4.61)
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27~ ba1
P L NBOPIR , (4.62)
iq192(po + op) cos bz + (qi0p + gaop)sen by,
De forma que podemos definir o coeficiente de Reflexdo R e Transmissdo 7' como
|BI* EP?
R=—, T=— 4.63
AR AP 69
Entdo o fluxo de Reflexd@o e Transmissdo serd dado por, R = |r|? e T = |t|?, portanto
_ @43 (po — op)* cos’(bas) + (qtop — giop)” sin® (bga)?
R= 4% = - L (4.64)
4143 (po + opt)? cos?(bga) + (aiop + gzop)? sin”(bge)
e
A2 a2 0% 0202 112
T= o T SO e il (4.6
41q5(po + op)? cos? bgs + (qi'op + qz011)?sen? by,
Lembrando como esse modelo depende de parametros, temos entdo 2« + 5 = —1. Thomsen [59]
afirma que € conveniente tomar os valores « = 0 e 5 = —1 e Levy-Leblond [60] mostra que essa

escolha é compativel com a invariancia Galileana. Tomando esses valores para nosso problema,
recuperamos o valor encontrado em (4.43). Uma verificagdo importante € que estes coeficientes
devem obedecer a conservacao de particulas, cada particula incidente deve ser ou refletida ou trans-
mitida, substituindo as constantes (4.43) nas equagdes (4.64) e (4.65) de modo que iremos encontrar
a seguinte relacao,

R(E)+T(E) =1 (4.66)

4.5.1 Analise Grafica

Nesta secdo vamos analisar o comportamento grafico da transmissao em fun¢do da energia, e to-

mando a massa efetiva dos materiais como sendo m; = c¢;m. € My = caMm,, onde ¢; € ¢y SA0
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constantes, e m, € a massa do elétron, de forma que teremos a seguinte equagao
1
P b22my E (c}+c3)? .+ 2 b22my E
CoSs < 2 ) + 43 sin 5

Utilizando os mesmos parametros usados por Lima [1], ou seja, para uma heteroestrutura for-

T(E) = (4.67)

mada pela a alternancia de Ga e Pb, onde a massa efetiva desses materiais sdo m; = 0,58m,
e my = 1,97m,, respectivamente. Escolhendo b = 0,5.107% m, m, = 9,10938.1073! kg,
h = 6,58212.107%eV s, sendo 1eV = 1, 60217733.101? J, obtemos o o grifico da Fig.(4.7)

Figura 4.7. Grafico do coeficiente de transmissio da equacio (4.67) em fun¢ao da energia.
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Fonte: Autor, 2016.

O grafico mostra claramente que 7'(F) ¢ uma funcio oscilante de £ quando m; # ms e que
o mesmo apresenta ressonancia (T'(E) = 1), a equagdo (4.67) mostra que o coeficiente de trans-
missdo 7' é em geral menor do que 1, que como foi citado antes difere do resultado classico em que
T = 1 para esse caso. Mas na mecanica quantica podemos perceber que o resultado € diferente,
a particula mesmo tendo energia maior do que o potencial da barreira pode ser refletida. A res-

A . . 2 L, .
sondncia, ou estados ressonantes, ocorre quando sin” (\ / %) = 0 de forma que os maximos
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e os minimos € dado por, em eV’

(2n)*m2R?
Eppp(n) = 2/ T 1,2, 4.68
(n) ey com n ( )

(2n + 1)*7?K?
Epn(n) = 2T —1,2,.. 4.69
(n) Y- com n (4.69)

em que 7 € um nmero inteiro positivo, assim a particula € transmitida com probabilidade médxima.

Este efeito de tunelamento ndo possui nenhum analago classico.

4.6 Transmissao no Novo Modelo

Nesta secao iremos calcular a transmissao dado pelo novo modelo proposto por [1], lembrando que
todas as condi¢des de contorno ja foram calculadas nas se¢des anteriores a unica diferenca € que
este modelo nao tem dependéncia nos parametros «, (3, 7. Entdo a inica mudanca na equagao da
transmissdo, dado pela Eq.(4.65), serd substituir as constantes u, p, 0, 0 por w, 6, &, v e seus valores

dado por (4.54) e (4.55), portanto temos a seguinte equacao para a Transmissao 75,

A02a2E20% 1202
T = it A (4.70)
4765 (0 + Ew)? cos? bgs + (¢1€0 + g5vw)? sin(bgs)
e para a Reflexao
R BBOV = &w)? cos(bgy) + (g7€0 — girw)? sin® (bgs)? @71
" qias(0v + Ew)? cos?(bga) + (47€0 + girw)? sin®(bga)? '

Verificando a conservacdo de energia para este modelo, subistituindo as contanstes por (4.54) e
(4.55), iremos obter novamente a relagdo R(E) + T(E) = 1, ja discutido na sec¢do (2.7). Fazendo

as devidas simplificacdes em (4.70), a 7;,, em termos de energia é dado por

1
Thw = (4.72)
COSQ(b \/2cheE> + (c14¢2)2(4c12+13c1e2+¢22)2(c12+13cle2+4c22)2 Sin2(b\/202meE)
h 4clc2(2¢14¢2)2(5c1+¢2)2 (c142¢2)2 (cl+5¢2)2 h
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O gréfico , Fig.(4.8), serd usando os mesmos dados para a heteroestrutura de Ga e Pb, assim como
todas as constantes fisicas dada em sec¢des anteriores.

Figura 4.8. Grafico da transmissdo para o modelo proposto por Lima
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Fonte: Autor, 2016.

Mais uma vez temos uma solug@o oscilante para m; # ms, a diferenca entre (4.7) e a Trans-
missdo do novo modelo se da pelas constantes que multiplicam o termo seno. Teremos nova-
mente estados ressonantes quando 7'(E) = 1, para uma melhor andlise sobrepomos os graficos da
Fig.(4.7) e Fig.(4.8) de forma que temos a figura (4.9)

Como a estrutura estudada € a mesma para saltos na massa a potencial V) = 0 podemos perceber
que os estados ressonantes sao iguais, portanto teremos os mesmos méaximos de energia, dada pela
por Eq. (4.68).

Para o caso particular em que m; = ms, teremos q; = ¢o, substituindo na Eq.(4.65), teremos
T(E) = 1 e consequentemente, pela Eq. (4.64), R(E) = 0, ou seja, classicamente a onda é
totalmente transmitida como foi explicado para o caso que temos energia maiores que o potencial,
a particula classica passaria pela estrutura de massa efetiva a V[ = 0 com certa energia cinética,
quando estivesse na regido da interface dos dois materiais a particula iria perder energia cinética,

mas iria recuperar sua velocidade inicial depois de atravessd-la. Mas vimos que a Fisica Quantica
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Figura 4.9. Grafico das transmissoes sobrepostos.
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Fonte: Autor, 2016.

nos leva a resultados diferentes dos previstos classicamente.

A Fig. (4.9) representa os gréificos gerados pelas equacdes (4.67) e (4.72), verificamos que pos-
suem soluc¢do oscilatdrias e que possuem os mesmos maximos de energia para estados ressonantes
quando temos T'(E) = 1, porém, os minimos de energia sdo diferentes visto que o novo modelo

nao usa parametro nenhum.

4.6.1 Transmissao na Estrutura com Potencial Do Novo Modelo

Nas secOes anteriores fizemos uma andlise na transmissao para uma particula livre com massa de-
pendente da posicdo. Agora vamos analisar a mesma estrutura colocando um potencial constante,
onde V{, > 0. Para estudar as propriedades ondulatdrias associadas a propagacao de uma particula
quantica de massa m(z) e energia £ que se movimenta unidimensionalmente e incide sobre um
potencial V' (x) devemos resolver a equagdo de Schrodinger independente do tempo (4.16). Para
este problema de tunelamento no qual os coeficientes A e B estdo associados com a incidéncia e

reflexdo dos pacotes de onda do lado esquerdo da barreira, enquanto, E é o coeficiente de trans-

Instituto de Fisica - UFAL



4.6 Transmissiao no Novo Modelo

68

missao do pacote no lado direito da barreira. Para pacotes de onda incidindo com energias maiores

que a barreira £ > Vj Fig.(4.10), uma vez definida a forma do potencial V' (x) é possivel ob-

ter a solugdo geral para a fun¢ao de onda v)(x) e dela identificar suas componentes associadas a

incidéncia (Ae*®), reflexdo (Be~**) e transmissido (Fe***) da particula neste potencial.

Vo 0<z<g,
Viz)=4¢ 0 8 <p <S4,

S
IS

sto<r<a+b

Figura 4.10. Barreira a potencial constante

V($) A
Vo
mo my mo
0 & 24b atb

Fonte: Autor, 2016.

(4.73)

A solu¢do da equagdo de Schrodinger na barreira sdo exponenciais complexas em todas as

regides espaciais. Os coeficientes sdo obtidos impondo a continuidade da funcdo de onda e de

sua derivada nas interfaces dado por (4.57) e (4.58). Com isso pode-se conectar os coeficientes da

barreira da esquerda, com os da direita, e usando as condi¢des imposta por (4.54) e (4.55), e usando

agora

2m1E
41 = [
VT
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onde ¢; € g sdo os nmeros de onda que definem a magnitude do momento em cada regido, da
qual segue imediatamente o coeficiente de transmissdo 7'(E),, para o novo modelo ji com as
simplificagdes dado por,

1
T(E)p = 4.75)

1 c1(2c14-¢2)2(c145¢2)2E c2(5c14¢2)2(c142¢2)2(E—Vp) )
cos*(bga) + 7 (2 t Bl 2B T AR @R (e 152)7E ) sin”(bgs)

A Fig. (4.11) representa a Transmissao da Eq. (4.75) com valores de potenciais diferentes, com
comprimento da barreira da do por b = 0,5 X pm, mais uma vez para energias acima da barreira
teremos um comportamento oscilatério em funcdo da energia, os demais valores ja calculados

temos o grafico mostrado na figura abaixo

Figura 4.11. Grifico da transmissdo para potenciais diferentes ¢ com 0 mesmo comprimento de
barreira b = 0,5 x pm.
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Fonte: Autor, 2016.

Assim como foi feito no capitulo 2, calculamos o probabilidade de transmissdo com um po-
tencial fixo com valor de V' = 0,362¢V/, a figura (4.12) representa valores da transmissao para
diferentes comprimentos da barreira.

Sendo V' (x) um potencial real, entdo reflexdo e transmiss@o séo as tnicas possibilidades para a
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Figura 4.12. Grafico da transmissdao para valores de comprimento de barreira diferentes, para um
mesmo potencial.
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Fonte: Autor, 2016.

particula que incide nele, de modo que devemos ter R(E) + T(E) = 1, ao atingir V' (z), o fluxo
de probabilidade incidente se desdobra em um fluxo refletido e outro transmitido e, portanto, esta
equacao traduz a conservagao do fluxo de probabilidade. Da mesma forma que achamos para o caso
para potencial V' (z) = 0 ja verificado anteriormente. A probabilidade de transmissao Fig.(4.11)
para energias maiores que o potencial £ > Vf a transmissdo € oscilatdria, se fizermos Vy = 0
para todo o problema de massa dependente da posi¢ao iremos retornar ao resultado obtido na Eq.
(4.72). Pela Fig.(4.11) temos os estados ressonantes de T'(F),,, estes valores caracteristicos F,,

dos maximos de T'(F) podem ser determinados através da condi¢io

bg, = nm, com n=12,.. (4.76)
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do ponto de vista de energia, a condi¢do acima equivale a ter

n?m?h?

Bp= oy
2b2m2

+ Vo, com n=12,.. 4.77)

Os picos mais estreitos de T'(F),,,, observados para as energias mais baixas, sdo denominados
de ressonancias de transmissdo e as energias F,, que definem as suas posicdes sdo justamente
aquelas correspondentes aos estados ligados de um poco infinito.

Por fim, uma observacdo a ser feita € que, ao contrario das se¢des anteriores, nao desenvolvemos
também nesta se¢do um estudo da probabilidade de reflexdo no potencial V' (z) = 0 para os dois
modelos e V(z) > 0, tendo em vista que ele ndo seria necessario. A condigdo da conservacgao
da probabilidade de encontrar a particula, traduzida pela Eq. (4.66), permite obter imediatamente
R(FE) apartir do conhecimento da probabilidade de transmissdo 7'( E'). Dessa forma, como R(E) =
1—T(F), entdo todas as caracteristicas relacionadas com o estudo analitico/gréfico de T'( ') podem

ser direcionadas ao seu complemento a unidade e assim aplicadas para R(F).
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Capitulo 5

CONSIDERACOES FINAIS E
PERSPECTIVAS

Neste trabalho o ponto central foi estudar dois tipos de Hamiltoniano propostos na literatura consi-
derando solucdes estaciondrias para esses tipo de sistemas. Lembrando que o Hamiltoniano (4.12)
ndo é o unico e existe diferentes escolhas para os parametros «, 3 e . Aqui tratamos uma particula
livre com saltos na massa numa estrutura periddica, mas diferentes escolhas dos parametros pode
tratar problemas diferentes.

O Hamiltoniano cinético dado por (4.45) tem uma vasta aplicabilidade, € menos fléxivel que
(4.12), pois ndo existe parametros pra escolher. E ndo existe escolha nos parametros que recupera
o Hamiltoniano do novo modelo, logo o novo modelo ndao € um caso particular do outro, eles ndo
sao compativeis. Como uma aplicacdo, o autor [1] encontrou as minibandas de energia para a
primeira zona de Brillouin para uma heteroestrutura formada por dois materiais diferentes, utili-
zando dois hamiltonianos aqui estudado e os resultados que se obtem mostra que esses modelos
sdo equivalentes para Vy = 0.

Ao longo do trabalho foram discutidos varios temas importantes. No capitulo 2 fizemos um
breve revisao da mecanica quantica, e como aplicagdo dessas teorias fizemos dois exemplos classicos

na MQ, uma do pogo infinito € um sobre tunelamento em barreira. No capitulo 3 estudamos o com-

72



5 CONSIDERACOES FINAIS E PERSPECTIVAS 73

portamento dos elétrons dentro de um metal, isolante e semicondutor, para que pudéssemos chegar
a teoria de massa efetiva e seu entendimento.

No capitulo 4 estudamos a transmiss@o, consideramos um potencial constante V;, = 0, resolveu-
se analiticamente a equacao de Schrodinger unidimensional e independente do tempo propusemos
uma solucdo de ondas planas para uma heteroestrutura com massa dependente da posicao utilizando
as hamiltonianas (4.12) e (4.45) e suas condi¢des de contorno dada pela descontinuidade da massa
na interface da estrutura, e como consequéncia foi obtida uma expressao analitica para o coeficiente
de transmissao dada pelas equaes (4.67) e (4.72) e plotamos as figuras representadas em (4.7) e
(4.8). Apesar de serem modelos diferentes eles sdo equivalentes, possuem estados ressonantes
iguais como pode-se observar pela equacao (4.68).

Por fim, usando a mesma estrutura, nds aplicamos um potencial constante V[, > 0 de acordo
com a condicdo (4.73) para a hamiltoniano do novo modelo (4.45), tratando o problema como
um sistema de barreira, verificamos que o resultado obtido estd de acordo a literatura [58] e [62].
Usamos este potencial para estudar o comportamento de uma particula quantica e obtivemos as
suas probabilidades de reflexdo R(FE) e transmissdo 7'(F). Encontramos uma expressio para a
transmissao dado pela equagdo (4.75) e plotamos o grafico da Fig.(4.11) para valores diferentes de
potencial, e a Fig. (4.12) representa o valor da transmissao para valores diferentes de comprimento
da barreira. Podemos comparar esses gréaficos obtidos com os calculados no capitulo 2, ou seja, para
valores diferentes de potenciais a transmissao no novo modelo dada pela Fig. (4.11) equivalente a
Fig. (2.4), e para valores diferentes de comprimento da barreira a figura do novo modelo dado por
(4.12) equivalente a Fig.(2.3). Este fendmeno de ressonancia de transmissao pode ser observado no
espalhamento de elétrons de baixa energia por &tomos de gases nobres (Ar, Ne), na fisica atdmica
e em fisica nuclear, no espalhamento de néutrons com energias de uns poucos M eV por nicleos.
No caso da fisica atdmica o fendmeno recebe o nome de efeito Ramsauer-Townsend [61] enquanto
que na fisica nuclear ele é conhecido como ressonancias de tamanho ou estados de particula unica,
com isso esses sistemas ressonantes apresentam mais possibilidade de aplicagdes. Tanto para a

barreira como para o pogo de potencial e a heteroestrutura com ;) = 0 com saltos na massa, este
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comportamento da transmissao pode ser visto como uma manifestagdo da natureza ondulatoria do
sistema. Esses resultados apesar de serem usados para dois metais, podem ser feitos para materiais
semicondutores substituindo o Pb por As e montando estruturas alternadas entre semicondutores,
Assim como [63] que para os sistemas de barreiras simples e dupla o efeito tinel se manifesta
claramente.

Como objetivos futuros, tentar criar um potencial dependente da posi¢do, assim como a massa
(4.22), e verificar se a equagdo possui 0 mesmo comportamento se fizermos V; > 0 e recuperar os
resultados obtidos anteriormente. Usar o mesmo potencial dependente da posi¢do para a hamilto-
niana (4.12) e obter os mesmos resultados encontrado na literatura. Modificar os materias afim de
obter uma estrutra totalmente semicondutora com massa dependente de posicdo e verificar como é
o comportamento do coeficiente de transmissdo variando a posi¢ao do potencial. Mudar o tipo de
estrutura afim de podermos realizar um experimento e verificar quais dos modelos propostos é o

mais adequado.
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Apéndice A

Espaco de Hilbert

Definicao A.1.1. Defini¢do Seja V' um espaco vetorial complexo
(,):VxV—=C (A.1)

é chamada de um produto interno em V paratodo x,, 2 € V e a € [, as seguintes condig¢des forem

satisfeitas:

O par (V,(.,.)) é chamado de um espago produto interno. Todo produto interno induz uma
norma dada por

[l =/ {u, u) (A.2)

O par (V,|.]|), onde ||.

¢ a norma induzida, € chamado de espagco normado. Segue da propriedade

(a) que

(z,ay) = (ay,7) = a(r,y) = a(r,y) = a(y, z) (A.3)
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Definicao A.1.2 Seja V um espago vetorial com produto interno (., .), cuja norma é induzida

pelo produto interno. Se diz V' € um espaco de Hilbert se ele € completo nessa norma.

Definicao A.1.3. Um espaco de Hilbert ¢ chamado de separdvel se ele possui um subconjunto

enumeravel denso.
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