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Resumo

Estudaremos propriedades basicas de entropia métrica, entropia topoldgica, principio variaci-
onal e estados de equilibrio para transformacoes quaisquer e a extensao desses conceitos para
shifts multidimensionais de tipo finito. Também serd realizado um estudo das distribuicoes

de Gibbs e o problema de transicao de fase do Modelo de Ising.

Palavras-chave: Entropia, Modelo de Ising, Estados de Gibbs



Abstract

We study basic properties of metric entropy, topological entropy, variational principle and
states of equilibrium for any transformations and the extension of these concepts to multi-
dimensional shifts of finite type. We also study the Gibbs distributions and the problem of

phase transitions in the Ising model.

Keywords: Entropy, Ising Model, Gibbs States
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Introducao

A Teoria Ergédica é um ramo da Matematica que estuda Sistemas Dinamicos com alguma,
Medida Invariante. O desenvolvimento dessa teoria foi motivado por problemas de Mecanica
FEstatistica, mais especificamente, Teoria Cinética dos Gases, desenvolvida principalmente

pelos fisicos L. Boltzmann, J. C. Maxwell e J. C. Gibbs no século XIX.

Nesse contexto de Teoria Ergddica, surgiu uma tentativa de descrever rigorosamente as es-
truturas matematicas por tras do equilibrio termodinamico na teoria de mecanica estatistica.
Isso foi feito, sobretudo, pelo fisico-matematico D. Ruelle em seu trabalho pioneiro Statis-
tical mechanics of a one-dimensional lattice gas ([Rue68]). Assim surgia a teoria moderna
do Formalismo Termodinamico, onde o posterior desenvolvimento inclui conceitos centrais
como entropia, pressao, principio variacional e estados de equilibrio relacionados a sistemas

dinamicos em geral.

Um dos maiores desafios é tentar compreender os fenomenos fisicos de transicao de fase
(mudanca de estado fisico) como, por exemplo, a passagem de dgua do estado sélido para
o liquido ou a magnetizacao de solidos. Esses sistemas fisicos sao formados por um grande
nimero de unidades (ou particulas, ou sitios) que interagem entre si. Para se ter uma ideia
do conceito de "grande”em exemplos concretos, o nimero de moléculas de agua em apenas

um litro é da ordem de 10%7.

Muito do estudo do formalismo termodinamico envolve estados de sistemas infinitos.
Para sistemas cléssicos, os estados consistem de medidas de probabilidade em um espago
apropriado de configuragoes infinitas. Devido a simplicidade, no desenvolvimento da teoria
foi dada uma maior atengao a sistemas classicos reticulados (reticulado inteiro d-dimensional
Z%). Para tais sistemas o espaco de configuragoes ¢ um subconjunto 2 de [1,cz4 2, onde €,
é, por exemplo, o conjunto de possiveis valores de spin (sistemas magnéticos) ou ”nimeros
de ocupagao” (sistemas com particulas de gas) para o sitio x. Nesse cendrio, se estudam

os chamados FEstados de Gibbs ou Medidas de Gibbs, que podem ser vistos, em um certo



sentido, como sendo limites de distribuicoes de probabilidade usadas para modelagem de sis-
temas classicos com numero finito de configuragoes. Através da interpretacao de Dobrushin
([Dob68]), na modelagem matemdtica em geral, os estados de Gibbs estdao conectados com a

existéncia de transicao de fase do sistema estudado.

Um dos modelos mais estudados em mecanica estatistica é o Modelo de Ising. Este mo-
delo foi desenvolvido para buscar um melhor entendimento de transicao de fase em sistemas
magnéticos. O espago de configuragoes ¢ considerado como sendo © = {—1, 1}Zd, ou seja,
o espago de todas as configuragoes possiveis com spin +1 ou -1 em cada sitio ou dtomo do
reticulado d-dimensional Z?. O estudo de transicao de fase para este modelo pode ser feito de
modo probabilistico, usando estados de Gibbs ou através do tratamento analitico, utilizando

uma funcao pressao associada.

Em espagos de configuragoes definidos em reticulados inteiros existe uma dinamica natu-
ral importante: shifts ou deslocamentos multidimensionais de tipo finito. O tratamento do
formalismo termodinamico para o caso multidimensional é geralmente realizado usando os
conceitos e resultados gerais estendidos para o caso de ag¢des de grupo. Assim como no caso
de deslocamentos unidimensionais, nesse contexto aparecem as relagoes envolvendo entropia
topoldgica e entropia métrica através de um principio variacional e também questoes abor-
dando estados de equilibrio e medidas de méaxima entropia. Estes tépicos sao instrumentos

importantes da teoria de Dindamica Simbdlica.
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1 Formalismo Termodinamaico
Geral

1.1 Entropia Métrica

Nesta secao daremos a definicao formal da entropia de Kolmogorov-Sinai, por vezes
também conhecida como entropia métrica. Esta nogao de entropia serviu como modelo para

o posterior desenvolvimento da entropia topoldgica.

1.1.1 Entropia de um Sistema Dinamico

Defini¢ao 1.1.1. Seja (M,B,pn) um espago de probabilidade. Uma particio € uma
familia finita ou enumerdvel P de subconjuntos mensurdveis de M, disjuntos dois-a-dois e

cuja uniao € M.

Denotamos por P(x) o elemento da parti¢do que contém o ponto z. A soma PV Q de
duas particoes P e Q ¢é a particao cujos elementos sao as interseccoes P N @ com P € P e

Q@ € Q. Mais geralmente, dada qualquer familia enumeravel de particoes P,,, definimos

\/ P = {ﬂpnzpn € Pn vn}.

Chamamos entropia de uma particao dada P ao nimero

H,(P) == u(P)log u(P).

pPcpP
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Nessa defini¢ao, fazemos a convencao de que

0log0 = lim x logx = 0.
z—0

Para quaisquer duas particoes P e Q de M, dizemos que P é menos fina que Q, e

escrevemos P < Q, se todo elemento de Q esta contido em algum elemento de P.

O conjunto PV Q acima é uma particao e podemos ver que, em geral, vale que H,(PVQ) <

H,(P)+ H,(Q).

Agora seja f : M — M uma transformacao mensuravel preservando uma medida de

probabilidade p. Dada uma particao P de M com entropia finita, denotamos

n—1
P = \/ fY(P) para cada n > 1.

=0

Podemos observar que a sequéncia P" é nao-decrescente, ou seja, P < P"! para todo
n > 1. Portanto, a sequéncia da entropias H,(P") também é nao-decrescente. Além disso,
podemos mostrar que essa sequéncia é subaditiva, ou seja, H,(P"*") < H,(P") + H,(P™)

para todo m,n > 1.
Chamamos de entropia de f com respeito a medida pv e a particao P o limite

1 1
h,(f,P) =lim EHH(P"> = inf EH”(PH>'

Por fim, podemos definir a entropia do sistema (f, 1) como sendo

h#(f) = S%p h,u(fa P)a

onde o supremo é tomado sobre todas as particoes com entropia finita.
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1.2 Entropia Topolégica

Nesta se¢ao serao abordados dois tipos de definicao de entropia topoldgica, as defini¢oes
de Adler-Konheim-McAndrew ([AKM65]) e de Bowen-Dinaburg ([Din70]). Sera provado que

essas duas abordagens sao equivalentes quando o ambiente é um espac¢o métrico compacto.

1.2.1 Definigao via coberturas abertas

Seja M um espago topolégico compacto. Chamamos cobertura aberta de M qualquer
familia de abertos cuja uniao é todo o M. Por definicao, toda cobertura aberta admite uma
subcobertura (isto é, uma subfamilia que ainda é uma cobertura) com um numero finito de

elementos.

Definigao 1.2.1. Para qualquer cobertura aberta o de M, N(«) denota o nimero de
conjuntos em uma subcobertura de cardinalidade minima. Uma subcobertura de uma cober-

tura é minima se nenhuma outra subcobertura contém menos elementos.

Sendo M compacto e a uma cobertura aberta, uma tal subcobertura minimal sempre

existe. Assim, chamamos entropia da cobertura o ao niimero

H(a) :=log N(«) (1.1)

Definicao 1.2.2. Para quaisquer duas coberturas abertas a e f3,

i) dizemos que « é menos fina que (3, e escrevemos a < 3, se todo elemento de [ estd

contido em algum elemento de a.
ii) denotamos a sua soma, a cobertura dada por a VvV 5 :={AN B; A € o, B € §}.

Da mesma forma podemos definir oy V ag V ... V «,, como sendo a cobertura cujos ele-
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mentos sao as intersecgoes Ay N...N A, com A; € a; para cada j.

Seja f : M — M uma transformagao continua. Se o é uma cobertura aberta de M entao

[ (a) :={f7(A): A € a} também é uma cobertura aberta. Para cada n > 1, denotamos

a"=aV fHa)V..V I a).

Na seguinte proposicao, resumimos algumas propriedades béasicas de entropia de cober-

turas.

Proposicao 1.2.3. Sejam «, o, 5 e ' coberturas abertas do espaco topoldgico compacto

M e f: M — M uma transformag¢ao continua.

a) Se a < f3, entao H(a) < H(p).

b) H(aV §) < H(er) + H(B).

c) H(f~()) < H(a).

d) Se f € sobrejetiva, entao H(f (o)) = H(«).

a): Seja { By, ..., By(s) } uma subcobertura minimal de 8. Uma vez que a < /8 para cada
By, € B existe um Ay, € o tal que B, C A. Disso, {Ay, ..., Ay} é uma subcobertura de o
nao necessariamente minimal. Portanto, N(a) < N () e segue que H(«a) < H(f).

b): Sejam {Ai,..., Anw)} € {Bi,..., Bn(g)} subcoberturas minimais de a e 3, respecti-
vamente. Entdo, {4; N Bj,i =1,...,N(a) e j = 1,..., N(f)} é uma subcobertura de a V
nao necessariamente minimal com no maximo N(«) - N(B) elementos. Entao, N(a V ) <
N(a).N(B). Logo, H(aV B) < H(a) + H(B).
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c): Seja{A1, ..., An(a) } uma subcobertura minimal de a.. Observe que {f~'(A41), ..., [ (An@)}
é uma subcobertura de f~!(a) possivelmente nao minimal. Logo, N(f~'(a)) < N(a) e, con-

sequentemente, H(f (a)) < H(a).

d): Suponha por absurdo que {f~*(A1), ..., f " (An(a))} D80 seja uma subcobertura mi-
nimal de f~*(a). Entdo, podemos encontrar uma subcobertura minimal de f~!(«) da forma
{f(B1),.... [Y(By)} com B; € a para todo j = 1,...,m e tal que m < N(a). Como f é

sobrejetiva, podemos escrever

M= f(M)=f (U fl(Bj)> -Us;

Segue que {By, ..., B,,} é subcobertura minimal de & com m < N(«) elementos, o que é

uma contradi¢do. Portanto, N(f~!(a)) = N(a) e o resultado segue.

Definigao 1.2.4. Uma sequéncia (x,,),en de nimeros reais é chamada subaditiva quando

satisfaz a condi¢ao x, 1., < x, + x,,, para todo n,m € N.

Lema 1.2.5. (Fekete). Para toda sequéncia subaditiva (xp)nen, Tn > 0, o limite

lim,, ;oo 2= sempre existe e € igual a inf ey =*.

Ver [OV15].

Agora, usando a Proposicao 1.2.3, observe que

H(a"™™) = H(a" Vv f (™)) < H(") + H(f (™)) < H(a") + H(a™)

para todo m,n > 1. Ou seja, a sequéncia H(a™) é subaditiva. Consequentemente, pelo Lema
1.5,

h(f.a) = lim %H(a”) — inf L H(a") (1.2)

nn
sempre existe. Este limite é chamado de entropia de f com respeito a cobertura «. O item

a) da Proposi¢ao 1.3 implica que
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a =< = h(f,a) <h(fB). (1.3)

Finalmente, podemos definir a entropia topoldgica de f como sendo

h(f) = sup{h(f,a) : a é cobertura aberta de M.} (1.4)

Em particular, se 3 é subcobertura de « entao h(f,a) < h(f, ). Dessa forma, a defini¢ao

de entropia topoldgica nao muda se restringirmos o supremo as coberturas abertas finitas.

Agora, iremos mostrar um importante resultado: a entropia topoldgica é um invariante

de equivaléncia topoldgica.

Definicao 1.2.6. Seja f : M — M e g : N — N transformacoes continuas em espagos
topoldgicos compactos M e N. Dizemos que g é um fator topolégico de f se existe uma
aplicagao continua sobrejetiva 6 : M — N satisfazendo fo f = gof. Quando h for invertivel
(homeomorfismo), dizemos que as duas transformagoes sao topologicamente equivalentes, ou

topologicamente conjugadas, e chamamos h de uma conjugacao topoldgica entre f e g.

Proposicao 1.2.7. Se g € um fator topoldgico de f entio h(g) < h(f). Em particular,

se f e g sao topologicamente equivalentes entiao h(f) = h(g).

Seja ¢ : M — N uma aplicacao continua sobrejetiva tal que ¢ o f = g o ¢. Dada uma

cobertura o de N, a familia

¢~ (a) ={o7'(A) : A€ a}

é uma cobertura aberta de M. Dados quaisquer conjuntos Ay, A1, ..., A,_1 € a, temos que:

o (m gf<Aj>) = o oA = () £ (4)
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Por definicao, ¢~ !(a™) estd formada pelos conjuntos do lado esquerdo desta igualdade,
enquanto que os conjuntos do lado direito constituem (¢~!(a))”. Portanto, ¢ (a") =
(¢~ ())™. Como ¢ é sobrejetiva, uma familia v C ™ cobre N se, e somente se, ¢~!(7) cobre
M. Portanto, ¢((¢1(a))?) = ¢(¢71(a™)) = é(a™). Dessa forma, h(g,a) = h(f, o (a)).

Agora, tomando o supremo sobre todas as coberturas o de V:

h(g) = sup h(g, ) = sup h(f, o () < h(f).

Isso prova a primeira parte. A segunda parte ¢ uma consequéncia direta, uma vez que nesse

caso f também é fator topoldgico de g.

1.2.2 Entropia Topolégica de Bowen

A seguir, serd apresentada a definicao de entropia topoldgica de Bowen-Dinaburg. Aqui,
M sera considerado um espago métrico nao necessariamente compacto e K C M é um sub-

conjunto compacto qualquer. Quando M for compacto, basta considerar K = M.

Definicao 1.2.8. Dados ¢ > 0 e n € N, dizemos que um conjunto £ C M é um
(n,€) — gerador de K, se para todo x € K existe a € E tal que d(f*(z),(f'(a)) < € para
todo i € {0,...,n — 1}.

Definicao 1.2.9. Dados a,e > 0 e n € N chamamos de bola dinamica de centro a, com-

primento n e raio € o conjunto B(a,n,€) = {z € M : d(f*(z), (f(a)) < € para i = 0,...,n—1}.

Baseado na tultima definigao, é facil ver que

K C U B(a,n,e).
aclE
Note que {B(z,n,e) : x € K} é uma cobertura aberta de K. Logo, por compacidade,
sempre existem conjuntos (n, €)-geradores finitos. Vamos denotar por g,(f, €, K) a menor

cardinalidade de um conjunto (n, €)-gerador de K. Definimos
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1
g(f, e, K) = limsupﬁloggn(f, e, K). (1.5)

Observe que da definigdo acima, se €; < €3 entao todo conjunto (n, €;)-gerador é também
(n, €5)-gerador. Portanto, g,(f, €1, K) > gn(f, €2, K) para todo n > 1 e, tomando o limite,
g(f,e1, K) > g(f, €2, K). Ou seja, a fungao € — g(f, €, K) é mondtona ndo-crescente e isso

garante, em particular, que

o(f, K) = limg(f,e, K) (1.6)

existe. Finalmente, podemos definir

g(f) = s?(p{g(f, K): K C M compacto}. (1.7)

Também ¢ possivel introduzir uma nocao dual de conjunto gerador.

Definicao 1.2.10. Dados ¢ > 0 e n € N, dizemos que um conjunto £ C K é
(n,€) — separado se dados z,y € FE existe j € {0,...,n — 1} tal que d(f'(z), (f'(y)) > e

Em outras palavras, se x € F entao B(x,n,€) nao contém nenhum outro ponto de E.

Denotamos por s,(f, €, K) a méxima cardinalidade de um conjunto (n, €)-separado. Com

isso, definimos

1
s(f, e, K) :=limsup — log s, (f, €, K). (1.8)
n

n

Note que se 0 < € < €, entao todo conjunto (n, €3)-separado é também (n, €, )-separado.
Logo, s,(f,e1,K) > su(f, €2, K) para todo n > 1 e, passando o limite, s(f, e, K) >

s(f, €, K). Em particular, o limite

s(f, K) :=lims(f, e K) (1.9)

e—0

sempre existe. Em cima disso, podemos definir
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s(f) :==sup{s(f, K): K C M compacto}. (1.10)
K

Observe que quando K; C Ko, temos g(f, K1) < g(f, K2) e s(f, K2) < s(f, K1). Em

particular, também é verdade que:

g(f)=g(f, M) e s(f)=s(f, M) se M é compacto. (1.11)

Lema 1.2.11. g,(f,¢,K) < s,(f,¢,K) < g.(f,€/2,K) para todo n > 1, todo ¢ > 0 e
todo compacto K C M.

Seja £ C K um conjunto (n, €)-separado com cardinalidade maxima. Entao, dado qual-
quer y € K — E, temos que E U {y} nao é (n,e)-separado. Portanto, existe x € E e existe
i € {0,...,n — 1} tal que d(f'(x), f'(y)) < €. Isto prova que E ¢ um conjunto (n, €)-gerador
de K e isso implica que ¢,(f, e, K) < #E = s,(f, ¢, K). Para provar a outra desigual-
dade, seja E C K um conjunto (n,€)-separado e seja F' C M um conjunto (n, €/2)-gerador
de K. A hipdtese garante que, dado qualquer x € FE existe algum ponto y € F tal que
d(f'(z), fi(y) < €/2 para todo i € {0,...,n — 1}. Agora defina uma aplicacio ¢ : £ — F
considerando ¢(z) como sendo qualquer ponto y nessas condigbes acima. Afirmamos que a

aplicacao ¢ é injetiva. De fato, suponha que x, z € E sao tais que ¢(z) = ¢(z) = y. Entao,

d(f'(@), f'(2)) < d(f'(2), ['(y)) +d(f'(y), f'(2)) < €/2+e/2 =€

para todo i € {0,...,n — 1}. Como E é (n,€)-separado, temos que x = z. Portanto, ¢ é

injetiva, como foi afirmado. Segue que #FE < #F. Como E e F sao arbitrarios, isso prova
que Sn(f7€a K) S gn(.f’ 6/27K)

Proposicao 1.2.12. ¢(f, K) = s(f, K) para todo compacto K C M. Consequentemente,
g(f) = s(f).

Pelo lema anterior, dado qualquer ¢ > 0 e qualquer compacto K C M,
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1 1
g(f, e, K) =limsup —log g,(f, ¢, K) < limsup — log s, (f, €, K)
n n n n

1
< limsup —log gu(f,¢/2, K) = g(f. ¢, K).

Tomando o limite € — 0, obtemos

9(f. K) =limg(f.e, K) < lims(f.e, K) = s(f, K) < limg(f,e/2, K) = g(f. K).

Isso prova a primeira parte. A segunda parte é consequéncia imediata, uma vez que K é

compacto.
Proposicao 1.2.13. Se M € espago métrico compacto, h(f) = g(f) = s(f).

Pela Proposicao 1.2.12, basta mostrar que s(f) < h(f) < g(f). Fixe e >0 e n > 1. Seja
E C M um conjunto (n, €)-separado e seja a qualquer cobertura aberta de M com diametro

menor que €. Se x e y estao no mesmo elemento de o, entao

d(f'(x), f'(y)) < diam a < € para todo i =0,1,....,n — 1

Em particular, cada elemento de o™ contém no maximo um elemento de E e, portanto,
#E < N(a™). Tomando E com cardinalidade maximal, concluimos que s, (f, e, M) < N(a™)

para todo n > 1. Consequentemente,

s(f,e, M) = limsupélogsn(f,e, M) < lim%logN(Oz”) =h(f,a) < h(f).

Fazendo € — 0 obtemos que s(f) = s(f, M) < h(f). Em seguida, dada qualquer cober-
tura aberta o de M, seja e > 0 um nimero de Lebesgue para «, ou seja, um nimero positivo
tal que toda bola de raio € estd contida em algum elemento de a. Seja E C M um conjunto
(n, €)-gerador de M com cardinalidade minimal. Para cada x € Eei=0,1,...,n — 1, existe

A, € a tal que B(f'(z),€) estd contida em A, ;. Entao

n—1
B(z,n,€) C m F 4 (Agi)-
i=0
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Entdo, a hipétese de que E é gerador implica que v = {N"" f~(A,;) : * € E} é uma
cobertura de M. Como v C ", segue que N(a") < #E = g,(f, €, M) para todo n. Portanto,

1 1
h(f,a) = limglog N(a") < liminfﬁ log g (f, €, M)

1
< limSUPgloggn(f,e, M) =g(f,e,M).

Fazendo agora ¢ — 0, temos que h(f,a) < g(f,M) = g(f). Como a cobertura « é
arbitraria, segue que h(f) < g(f).

Definimos a entropia topoldgica de uma transformagao continua f : M — M num espaco
métrico M como sendo g(f) = s(f). A Proposi¢ao 1.2.13 mostra que esta definigdo é com-
pativel com aquela dada via coberturas abertas. Uma diferenca importante é que, enquanto
no caso compacto a entropia topolégica depende apenas da topologia do espago (porque h(f)
¢ definida apenas em termos dos abertos), no caso nao compacto a entropia topoldgica pode

depender também da funcao distancia em M.

Lembrando que g(f) = g(f, M) e s(f) = s(f, M), a conclusao da Proposigao 1.2.13 pode

ser reescrita da seguinte maneira:

1 1
h(f) = limlim sup —log g, (f, €, M) = lim lim sup — log s,,(f, €, M).
€ n

e—0 n n —0 n

Mas, ainda a partir da demonstracao da proposi¢ao podemos obter uma outra igualdade

relacionada, como é mostrado a seguir.

Corolario 1.2.14. Se f : M — M € uma transformagao continua num espaco métrico

compacto entao

1 1
h(f) = limliminf — log g,(f, €, M) = lim liminf — log s,,(f, €, M).
n n e—0 n n

e—0

Da demonstragao da proposicao anterior, sabemos que
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1
h(f> a) < lim inf E loggn(f7 €, M)

sempre que € > 0 é um numero de Lebesgue para a cobertura a. Fazendo ¢ — 0 e usando

o Lema 1.2.11, concluimos que

1 1
h(f) < limliminf —log g,(f, e, M) < limliminf — log s,,(f, €, M)
e—0 n n e—0 n n
Além do mais, é verdade que
AT | - 1
lim lim inf — log s,,(f, €, M) < lim lim sup — log s,,(f, €, M) = h(f).

e—0 n n e—0 n n

Logo, segue o resultado.

1.2.3 Calculo e Propriedades

As préximas proposigoes simplificam substancialmente o calculo da entropia topolégica
em exemplos concretos. Quando M for um espago métrico, chamamos diametro de uma

cobertura aberta ao supremo dos diametros dos seus elementos.

Proposicao 1.2.15. Suponha que M é um espago métrico compacto. Seja (By)r qualquer

sequéncia de coberturas abertas de M tal que diam [ converge pra zero. Entdo,

Dada qualquer cobertura aberta a, seja € > 0 um nimero de Lebesgue de ao. Tome n > 1
tal que diam [, < € para todo k& > n. Pela definicao de niimero de Lebesgue, segue que
todo elemento de [, estd contido em algum elemento de a. Ou seja, o < S e, portanto,

h(f,Br) > h(f, ). Pela defini¢ao (1.4), isto prova que

limnf h(f, ) > h(f).

Também é verdade das defini¢oes que h(f) > sup, h(f, Br) > limsup, h(f, Bx). Combi-
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nando essas duas desigualdades, obtemos a conclusao da proposicao.

Lema 1.2.16. Seja M um espagco métrico compacto e f : M — M uma funcdao continua,

entao:
i) h(f,a) = h(f,a*) para toda cobertura aberta o e para todo k > 1.

ii) Se f é uma homeomorfismo entio h(f,a) = h(f,a™*) para todo k > 1, onde a** =
Vi /().

(i): H((a*)") = H(a™**) < H(
n > 1, temos que H(a") < H(a™*

Q

)+ H(a™). Por outro lado, como o™ < o™ para todo

~—

Portanto,

L <

- H((0")") < “H(a") + H(a").

S|

Tomando o limite n — oo, segue que h(f, a) = h(f,a*), para toda cobertura aberta « e todo
k> 1.

(ii): Sabemos que H((f~'(a))") = H(f'(a")) = H(a"), uma vez que f ¢ um homeo-
morfismo. Dessa forma, temos que h(f,a) = h(f, f~'(a)) para toda cobertura aberta a e
todo n > 1. Pela definicao, vale que a®* = f~*(a?). Portanto, usando o item anterior,

temos que
h(f.o™") = n(f, f(a®)) = h(f,a*") = h(f, @)

para todo k > 1.

Corolario 1.2.17. Suponha M um espago métrico compacto. Se [ é cobertura aberta
tal que

(1) o digmetro de 3% = V?;S f77(B) converge pra zero quando k — oo, ou

(2) f: M — M éum homeomorfismo e o didmetro de f*F = \/;:é f77(B) converge para

zero quando k — oo, entao
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h(f) = n(f,P).

No caso (1), pela Proposigao 1.2.15 e pelo Lema 1.2.16, temos que:

B(f) = limh(f, 8%) = h(, 8).

No caso (2), de forma andloga, temos:

B(f) = limh(f. B7) = h(f B).

A seguir iremos investigar como a entropia topoldgica se comporta quando a trans-

formacao é uniformemente continua.

Proposicao 1.2.18. Se f : M — M ¢é uma transformagao uniformemente continua num

espago métrico, entao h(f*) = k.h(f) para todo k € N.

Fixe k > 1 e seja K C M um conjunto compacto qualquer. Considere quaisquer n > 1
e € > 0. Se um conjunto £ C M é (nk,e)-gerador de K para a transformagao f entdo ele

também é (n, €)-gerador de K para o iterado f*. Portanto, g, (f*, e, K) < gu(f, €, K). Logo,

1 1
g(f* e, K) = limsup — log g.(f*, €, K) < limsup — log gni(f, €, K)

Fazendo € — 0 e tomando o supremo sobre K, obtemos que h(f*) < k.h(f). A outra
desigualdade usa a hip6tese de que f é uniformemente continua. Tome § > 0 tal que d(z,y) <
§ implica d(f’(z), f/(y)) < e paratodo j = 0,1,...,k—1. Se E C M é (n, §)-gerador de K para
f*¥ entao E é (nk,e)-gerador de K para f. Portanto, g..(f, €, K) < gn(f*,d, K). Isso implica
que k.g(f, e, K) < g(f*,6, K). Fazendo § e € irem para zero, obtemos que k.g(f, K) < g(f*, K)
para todo compacto K. Logo, k.h(f) < h(f*).

Em particular, a Proposicao 1.2.18 vale para toda transformacao continua num espaco
métrico compacto. No caso de homeomorfismos em espagos compactos, a conclusao se es-

tende aos iterados negativos, como mostrado a seguir.
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Proposicao 1.2.19. Se M € espagco métrico compacto e f : M — M € um homeomor-
fismo entao h(f~') = h(f). Consequentemente, h(f™) = |n|h(f) para todo n € Z.

Seja o uma cobertura aberta de M. Para todo n > 1, denotemos

o =aV fHa)V..V i a)ea” =aV fla) V..V [ Ha).

Observe que o = f"!(a’}). Mais ainda, v é uma subcobertura finita de o’ se, e
somente se, f"(y) é uma subcobertura finita de o”. Como as duas subcoberturas tem a

mesma cardinalidade, segue que N(a’t) = N(a™). Portanto,

1 1
h(f,a) =lim —N(a) =lm —N(a") = h(f a).
n n n n
Como « é arbitrdria, isto mostra que h(f) = h(f™'). A segunda parte do enunciado
segue usando este fato e a Proposicao 1.2.18.

Exemplo 1.2.20 (Homeomorfismo no Circulo)

Seja f : St — S' um homeomorfismo qualquer e seja a uma cobertura do circulo formada
por um nimero finito de intervalos abertos (S! é compacto). Seja da o conjunto formado
pelos pontos extremos desses intervalos. Para todo n > 1, a cobertura o™ esta formada por

intervalos, cujos pontos extremos estao em

da" = da U f~H0a) U...U f"(0a).
Observe que #a" < #0a™ < n#da. Com isso,
.1 .1 .1
h(f,a) =lim —H(a") <liminf — log #a" < liminf —logn = 0.
n n n n n n
Pela Proposigao 1.2.15, h(f) = limy, h(f, i) para qualquer sequéncia de coberturas aber-

tas aj com diam o — 0. Entao, considerando acima coberturas abertas por intervalos de

comprimento menor que 1/k, concluimos que h(f) = 0 para todo homeomorfismo do circulo.
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1.3 Pressao

Introduziremos agora uma generalizagao importante do conceito de entropia topologica,

que é denominada pressao.

1.3.1 Definigao via Coberturas Abertas

Seja f : M — M uma transformacao continua num espaco métrico compacto M. Cha-
mamos de potencial em M a qualquer funcao continua ¢ : M — R. Para cada n € N,
definimos ¢,, : M — R por ¢, = Y\, qb o f%. Além disso, dado qualquer conjunto nao vazio
C C M, denotamos

On(C) = sup{o,(x) : x € C}. (1.12)

Dada uma cobertura aberta o de M, definimos para todo n > 1

P,(f,0,a) = inf{z (V). v é subcobertura finita de o”}. (1.13)

Uer

o logaritmo de P, é uma sequéncia subaditiva. De fato, dada uma subcobertura finita

de ™" temos que

$ etmenll) < $7 onehnlW) < §7 eon®) § - ge),

Uey Uey Uey Vefm(y)

Passando o infimo, temos que P, (f, ¢, ) < P,(f,¢,a)P.(f,®,a), e tomando o lo-
garitmo segue que log P, 1, < log P,, + log P,. Portanto, usando o lema 1.2.5 (Fekete), o

limite

P(f, ¢, )—hm log P,(f, ¢, ) (1.14)

existe.

Por fim, chamamos pressao do potencial ¢ relativamente a f ao limite P(f, ¢) de P(f, ¢, «)

quando o diametro de « vai para zero. A existéncia desse limite é garantida pelo préximo
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lema.

Lema 1.3.1 Existe limgiam o0 P(f, ¢, @), ou seja, existe P(f, ¢) € [0, 00| tal que

liinP(f, ¢, ar) = P(f,9)

para toda sequéncia (ay )i de coberturas abertas com diam aj — 0.

Sejam (o )k e (Bk)r sequéncias quaisquer de coberturas abertas com didmetros conver-
gindo para zero. Dado qualquer € > 0 fixe § > 0 tal que |¢(z) — ¢(y)| < € sempre que
d(xz,y) < 6. Por hipdtese, diam «ay < § para todo k suficientemente grande. Para k fixado,
seja p > 0 um numero de Lebesgue para ay. Por hipdtese, diam [5; < p para todo [ suficien-
temente grande. Pela definicao de nimero de Lebesgue, todo B € 3 esta contido em algum
A € ap. Observe que ¢,(A) < ne + ¢,(B) para todo n > 1, uma vez que B € A e diam

ar < 0. Isto implica que

Pu(f.6,) < “Pu(f. 6, ) para todo n > 1

e portanto, P(f, ¢, o) < e+ P(f, ¢, ). Tomando [ — oo e depois k — oo, obtemos que

limsup P(f, ¢, ax) < €+ limlinf P(f, o, 5).
k

Como € é arbitrério, segue que limsup, P(f, ¢, o) < liminf; P(f,®, ;). Permutando
os papéis das duas sequéncias de coberturas, concluimos que os limites limy P(f, ¢, ay) e

lim; P(f, ¢, 5;) existem e sao iguais.

A seguir, faremos algumas observacgoes importantes das definicées. Primeiramente, note
que a pressao do potencial nulo tem o mesmo valor da entropia topoldgica. De fato, de 1.13
temos que P,(f,0,a) = N(«a™) para todo n > 1 e portanto, P(f,0,a) = h(f,a) para toda

cobertura aberta a. Logo,

P(f,0) = h(f).

Dada qualquer constante ¢ € R, temos P,(f, ¢ + ¢,«a) = e P,(f, ¢, a) para todo n > 1
e, portanto, P(f, ¢ + c,a) = P(f,$,«) + ¢ para toda cobertura aberta a. Logo,

P(f,¢+c)=P(f,¢)+c (1.15)
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Se ¢ < ¥, ¢,(C) < ,(C) para qualquer conjunto nao vazio C' C M. Com isso, temos
P.(f,¢,a) < P,(f,%,a) para todo n > 1 e, portanto, P(f,¢,a) < P(f,¥,«a) para toda

cobertura aberta a. Ou seja,

¢ <= P(f,¢) < P(f,¢). (1.16)

Em particular, como inf ¢ < ¢ < sup ¢, temos

h(f)+inf ¢ < P(f,¢) < h(f) +sup¢ (1.17)

para todo potencial ¢.

Uma outra consequéncia interessante da definicao é que a pressao é um invariante de

equivaléncia topolégica:

Proposicao 1.3.2 Sejam f: M — M e g: N — N transformacoes continuas em espagos
métricos compactos. Se existe um homeomorfismo h : M — N tal que ho f = g o h entao
P(g,¢) = P(f, ¢ o h) para todo potencial ¢ em N.

Observe que (¢ o h)(f?(x)) = ¢(¢’ (h(x))) para todo j > 1 e que
(¢ 0 h)n(C) =sup{(¢poh)n(r) : 2 € CCM}=
sup{on(y) : y € A(C) C N} = én(h(C)).

Dessa forma, obtemos P, (f,$ o h,a) = P,(g, ¢, ) para todo n > 1 e portanto, P(f, ¢ o
h,a) = P(g, ¢, ) para toda cobertura aberta a. Logo, fazendo o diametro de « ir pra zero,

temos que P(f,¢oh) = P(g,o).

1.3.2 Definicao por Conjuntos Geradores e Conjuntos Separados

Nesta secao vamos apresentar duas defini¢oes alternativas da pressao em termos de con-
juntos geradores e conjuntos separados. Como feito anteriormente, f : M — M é uma
transformacao continua num espaco métrico compacto e ¢ : M — R é uma fun¢ao continua.

Dados n > 1 e € > 0, defina
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Gu(f,0,€) = inf{z e @ . F é conjunto (n, €)-gerador de M}

zeE

Su(f,0,€) = sup{z @ . F 6 conjunto (n, €)-separado em M?}.

zel

A seguir, defina

G(f,¢,€) = limsup % log G, (f, ¢, €)

n

S(f.6,6) = limsup ~ log S,(f, 6,).

Além disso,

G(f,¢) =1mG(f, ¢,€) e S(f,¢) =1LimS(f, ¢, e).
e—0 e—0
Esses dois ultimos limites existem porque as fungoes sao mondtonas em relagao a e.

Observe que G, (f,0,€) = gn(f, e, M) e S,(f,0,€) = s,(f, €, M) para todo n > 1 e todo
¢ > 0. Pela Proposicao 1.2.6 temos que G(f,0) = g(f) = h(f) e S(f,0) = s(f) = h(f), onde

h(f) é a entropia topolégica. No caso geral, temos:

Proposicao 1.3.3. P(f,¢) = G(f, ) = S(f, ¢) para todo potencial ¢ em M.

Seja m > 1 e e > 0. Das definigoes, todo conjunto (n,€)-separado maximal é (n,¢€)-

gerador. Entao,

Su(f, 0, €) = sup{z @ . F é conjunto (n, €)-separado}

zeFE

= sup{z @) . E é conjunto (n, €)-separado maximal}
el
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Z 1nf{z €¢n(90)  Eé Conjunto (nv E)_gerador} = Gn(f: ¢7 6)'
zel
Isso implica que G(f,d,€) < S(f,®,€). Tomando o limite ¢ — 0, obtemos G(f, o) <
S(f, ).

Agora vamos provar que S(f,¢) < P(f,¢). Sejam ¢ > 0 e 6 > 0 tais que d(z,y) < 0
implica |¢(z) — ¢(y)| < €. Seja a qualquer cobertura aberta de M com diam o < §. Seja
E C M qualquer conjunto (n, €)-separado. Dada qualquer subcobertura v de o, todo ponto
de E estd contido em algum elemento de 7. Por outro lado, a hipétese de que E é (n,¢)-

separado implica que cada elemento de v contém no maximo um elemento de E. Portanto,

Z €¢n($) S Z 6¢"(U).

el Uey

Tomando o supremo em FE e o infimo em ~, obtemos que

Su(f90,0) < Pu(f, 6, ).

E segue que S(f,¢,0) < P(f,¢,«). Fazendo 6 — 0 (logo diam o — 0), concluimos que
S(f,¢) < P(f, ), como afirmado.

Por fim, provaremos que P(f,¢) < G(f,¢). Sejam € e § nimeros positivos tais que
d(z,y) < 0 implica |¢p(z) — ¢(y)| < €. Seja a qualquer cobertura aberta de M com diam
a < 6. Seja p > 0 um nimero de Lebesgue de a e seja E C M um conjunto (n, p)-gerador
qualquer de M. Paracadax € Eei=0,1,..,n— 1, existe A,; € a tal que B(f*(x), p) estd

contida A, ;. Denotamos,

o) = ()£ ()

Note que v(x) € o™ e que B(x,n,p) C v(x). Logo, a hipdtese de que E é (n, p)-gerador

implica que 7 = {y(x) : x € E'} é uma subcobertura de a.
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Observe também que

Gn(y(7)) < ne+ ¢n(z) para todo x € E,

Uma vez que diam A, ; < d para todo . Segue que

Z €¢n(U) S 6”5 Z efbn(m)

Uey zeE

Isso mostra que P, (f, ¢, o) < ™G, (f, d, p) para todo n > 1 e, com isso

P(f,6,0) < e +liminf - Go(f,6,p) < e+ G(f,0,).

Fazendo p — 0 vem que P(f,¢,a) < e+ G(f,¢). Entdo, fazendo ¢,6 e diam « ir pra
zero, obtemos P(f,¢) < G(f, ).

1.3.3 Propriedades

Nesta segao vamos generalizar para pressao alguns resultados ja obtidos para entropia

topologica.

Lema 1.3.4. P(f, ¢,a*) = P(f, ¢,a) para toda cobertura « e todo k > 1.

Por defini¢ao, para todo n > 1, temos:

P.(f, ¢,a") = inf{z e?U) : ~ subcobertura finita de (™)) e

Uey

Pok(f, 0,0) = inf{z en++U) - ~ subcobertura finita de a"**}.
Uen

Sabemos que (a*)" = a"*. Entao, denotando L = sup ||,

eikLPn(fa ¢7 ak) S Pﬂ+l€(f7 ¢7 C“) S ekLPn(fa (ba ak)
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para todo n > 1. Passando o logaritmo, dividindo por n+ k e tomando n — 0o, obtemos

que P(f,¢,0%) = P(f. ¢, a).

Lema 1.3.5. Se f é um homeomorfismo entio P(f, ¢, f~*(a)) = P(f,¢,a) para toda

cobertura aberta c.

Por definicao, dado qualquer n > 1,

P.(f,¢0,a) = inf{z e?U) : ~ subcobertura finita de a"}e

Uey

P.(f, ¢, f () = inf{z (V) . § subcobertura finita de (f~(a))"}.
ves

Seja L = sup |¢|. Observe que (f~1(a))" = f~1(a") e toda subcobertura finita de f~!(a™)

tem a forma f~!(y) para alguma subcobertura finita v de a”. Além do mais,

¢n(U) —2L < ¢ (f'(U)) < ¢ (U) + 2L

para qualquer U C M. Disso, segue que

e 2 Py(f,0,0) < Pu(f, 6, f (@) < € Pu(f, ¢, )

para todo n > 1. Passando o logaritmo, dividindo por n e tomando n — oo, obtemos

P(f.¢,fHa)) = P(f.¢,0).

Proposicao 1.3.6 Seja f: M — M wuma aplicacao continua num espagco métrico com-
pacto. Seja [ uma cobertura aberta de M tal que

(1) diam B*converge para zero quando k — oo, ou

(2) f: M — M é um homeomorfismo e diam 8% — 0 quando k — oo.

Entao P(f,¢) = P(f,,B) para todo potencial ¢ em M.
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(1): Usando os Lemas 1.3.1 e 1.3.4, temos que P(f,¢) = limy, P(f, ¢, B%) = P(f, $,3).

(2): Por definicao, a** = f=*(a?*). Disso, segue que P(f, ¢,a™) = P(f, ¢, ) para toda

cobertura aberta a e todo k > 1. Agora, usando mais uma vez o Lema 1.3.4, temos que

P(f,6) = lim P(f,6,6*) = P(f,6,6).

Proposicao 1.3.7 Seja f : M — M uma transformacao continua num espag¢o métrico

compacto e seja ¢ um potencial em M. Entao:
(1) P(f*, én) = kP(f,$) para todo k > 1.

(2) Se f é um homeomorfismo entio P(f~',¢) = P(f, ).

(1): Seja o uma cobertura aberta qualquer de M e seja 3 = a*. Dado um potencial ¢ em
M, denote 1) = ¢,,. Observe que " = a*" para cada n e que 1, = ¢y, onde 1, = Z?:_Ol o fi.

Entao,

Pn(fk7¢7 6) - lnf{z ew"(U) iy C Bn}

Uery

= ll’lf{z €¢kn(U) e C O{kn} = Pk;n(f7 ¢7 O{)

Uey

Consequentemente, P(f* 1, 8) = kP(f, v, a) qualquer que seja a. Fazendo diam a — 0
também implica diam 3 — 0 e obtemos P(f*, 1) = kP(f, ).

(2): Seja o uma cobertura aberta de M. Para todo n > 1, denote

a” =aV fla)V..V [ a)e ¢, = Zqﬁof’j.
=0

Note que a” = f" (™) e que 7 é subcobertura finita de o™ se, e somente se, § = [ 1(7)

é uma subcobertura finita de a™. Além disso, ¢,(U) = ¢, (f"1(U)), qualquer que seja
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U C M. A partir desses fatos, temos que

P.(f,¢,a) = inf{z ¢?U) ;. ~ subcobertura finita de a"}

Uey

= inf{z (V) . § subcobertura finita de o™} = P,(f 7', ¢, a)

Ves

para todo n > 1. Entao P(f,¢,a) = P(f™',¢,a) e tomando diam o — 0, vem que
P(f,¢)=P(f~. ).

No que sera tratado a seguir fixamos a transformagao f : M — M e consideramos P(f,-)
como fungao no espago das fungoes continuas de M em R, aqui chamado de C°(M,R).

Munimos esse espaco com a norma do supremo

¢l = sup{l¢(z)] - € M}.

Vimos pela relacao (1.17) que se a entropia topoldgica h(f) é infinita entdo a pressao é
identicamente igual a co. A seguir estamos considerando h(f) finita e portanto, P(f,®) é

finita para todo potencial.

Proposicao 1.3.8. A funcao pressao € Lipschitz, com constante de Lipschitz igual a 1:
|P(f,¢) — P(f, )| < |l¢ —||. para quaisquer potenciais ¢ e 1.

E verdade que ¢ < 9 + ||¢ — ||. Logo, por (1.15) e (1.16), temos que P(f,¢) <
P(f,v)+||¢ — ¢||. Trocando os papéis de ¢ e ¥ chegamos na outra desigualdade.

Proposicao 1.3.9. A fungdo pressao € convexa:

P(f,(1=t)¢ + 1) < (1= 1)P(f,¢) +tP(f, )

para quaisquer potenciais ¢ e ¥ em M e para todo 0 <t < 1.

Escreva & = (1 — t)¢ + tio. Entao &, = (1 — t)¢, + tih, para todo n > 1 e portanto,
&E(U) < (1—=t)¢n(U) + t,(U) para todo U C M. Usando a desigualdade de Holder,

1-t t
3 e < (Z e¢>n<U>> (Z ewm)

Uen Uexy Uexy
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para qualquer familia finita v de subconjuntos de M. Isto implica que, dada qualquer

cobertura aberta «,

Py(f,& a) < Pu(f.d,0)' T Po(f. 9, )

para todon > 1 e portanto, P(f,&,a) < (1—t)P(f, ¢, a)+tP(f, v, «). Fazendo diam o — 0,

obtemos o resultado desejado.

Definicao 1.3.10 Dizemos que dois potenciais ¢, : M — R sao cohomdlogos se existe

alguma funcgao continua v : M — R tal que ¢ = +uo f — u.

Proposicao 1.3.11. Seja f : M — M wma transformacao continua num espago to-

poldgico compacto. Se ¢,¢ : M — R sdao potenciais cohomdlogos entao P(f,¢) = P(f, ).

Se ) = ¢ +uo f—uentdo Y,(r) = ¢n(r) + u(f"(r)) — u(x) para todo n € N. Seja
K = sup|u|. Entao [¢,(C) — ¢,(C)| < 2K para todo conjunto C' C M. Portanto, para

qualquer cobertura aberta -,

672K Z €¢n(U) S Z ewn(U) S 62K Z e¢n(U)_

Uey Uey Uey

Isso implica que dada qualquer cobertura aberta o de M,

672Kpn(f> (b? Oé) S Pn(f7 wu Oé) S €2Kpn(f, (b? Oé)

para todo n > 1. Logo, P(f,¢,a) = P(f,%,«) para toda cobertura « e, consequentemente,

P(f,¢) = P(f,4).

1.4 Principio Variacional e Estados de Equilibrio

O principio variacional que enunciaremos a seguir, foi provado originalmente pelo fisco-
matemdatico David Ruelle ([Rue69]), sendo depois estendido por Walters ([Wal75]) para o

contexto aqui apresentado.
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Teorema 1.4.1 (Principio Variacional). Seja f : M — M wma transformagao continua
num espag¢o métrico compacto e seja M(f) o conjunto das medidas de probabilidade invari-

antes por f. Entdo, para toda func¢ao continua ¢ : M — R,

P(f,6) = sup{h(f /¢du v e M(f)}.

Em particular, segue que f tem entropia topoldgica nula se, e somente se, h,(f) = 0 para

toda probabilidade invariante v.

Uma demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [OV15]. A seguir serd mos-

trada um corolario interessante do principio variacional.

Corolario 1.4.2 (Walters). Seja f: M — M uma transformagdao continua num espaco
métrico compacto, com entropia topoldgica h(f) < oco. Seja n uma medida com sinal finita
em M. Entio n € uma probabilidade invariante por f se, e somente se, [¢dn < P(f,¢)

para toda funcao continua ¢ : M — R.

Diretamente do teorema, se n é uma probabilidade invariante por f, temos que

P(f,9) /¢dn> /¢dn

para toda funcao continua ¢. Reciprocamente, Seja n uma medida finita com sinal tal que

[ ¢dn < P(f,¢) para toda ¢. Considere qualquer ¢ > 0. Para quaisquer ¢ > 0 e € > 0,

c/(qﬁ—l—e)dn:—/—c(gb—l—e)dnz—P(f,—c(¢+e)).

Pela relagao (1.17), temos que

P(f, (¢ + €)) < h(f) + sup(—e(6 + €) = h(f) — cinf(6 + o).

Portanto, ¢ [(¢ + €)dn > —h(f) + cinf(¢ + €). Quando ¢ > 0 ¢ suficientemente grande o
lado direito desta desigualdade é positivo. Logo [(¢ + €)dn > 0. Como € > 0 é arbitrério,
isto implica que [ ¢dn > 0 para todo potencial ¢ > 0. Logo, n é uma medida positiva. O

préximo passo é mostrar que 7 é uma probabilidade, ou seja, n(M) = 1. Por hipdtese,
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/odngP(ﬁe) — h(f) +c

para todo ¢ € R. Para ¢ > 0 isto implica que n(M) < 1+ @ Passando o limite quando
¢ — +o0 obtemos que (M) < 1. De forma andloga, considerando ¢ < 0 e passando o limite
quando ¢ — —oo, vem que n(M) > 1. Portanto, n é uma probabilidade, como afirmado.

Resta provar que 7 é invariante por f. Por hipdtese, dado ¢ € R e qualquer potencial ¢,
¢ [os—6)tn< P07 - 0)

Pela Proposic¢ao 1.3.11, a expressao no lado direito ¢é igual a P(f,0) = h(f). Para ¢ > 0,

isto implica

Jwos—oa <™

e passando o limite quando ¢ — +o0, seque que [(¢o f — ¢)dn < 0. O mesmo argumento

aplicado a —¢ dé que [(¢o f — ¢)dn > 0. Logo, [ ¢o fdn= [ ¢dn para todo potencial ¢.

Segue que n preserva medida.

Seja f : M — M uma transformacao continua num espago métrico compacto. Uma
medida invariante de probabilidade p é dita um estado de equilibrio para um potencial ¢ :

M — R, se ela realiza o supremo no principio variacional, ou seja, se

half) + / bdu = P(f,6) = suplho () + / bdv:ve M(f)}.

No caso particular de ¢ = 0 também dizemos que p é uma medida de mdzima entropia.

Exemplo 1.4.3. Se f : M — M tem entropia topoldgica nula, toda probabilidade
invariante p é medida de maxima entropia, ja que h,(f) = 0 = h(f). Para um potencial

qualquer ¢ : M — R,

P(f.6) = sup{/cbdv v e M(f)}.

Portanto, v é estado de equilibrio se, e somente se, ¥ maximiza a integral de ¢.
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Com esta secao, concluimos nesse trabalho a primeira parte referente a conceitos basicos
de formalismo termodinamico tratado em teoria ergddica. No restante do texto, alguns

resultados daqui serao usados no estudo formal de mecanica estatistica ou dindmica simbdlica.
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2 FEstados de Gibbs

Para efeitos de modelagem matemaética, é conveniente supor que o conjunto M das uni-
dades que formam um sistema ¢ infinito. Os exemplos mais estudados sdo os reticulados Z<.
Tais modelos sao comumente chamados de cristais reticulados. Além disso, é usual supor
que cada unidade x € M admite um conjunto finito de §2, de valores possiveis. Por exemplo,

Q, = {—1,1} no caso de sistemas de spin e €2, = {0, 1} no caso de gases de rede.

O espago de configuragoes do sistema é um subconjunto € do produto ], .., 2, e um
estado do sistema é uma medida de probabilidade em €2. Um estado de equilibrio, nesse caso,
descreve uma configuracao macroscopica do sistema que pode ser fisicamente observada e

uma transicao de fases corresponde a coexisténcia de mais de um estado de equilibrio.

Pelo Principio Variacional da Mecanica Estatistica, que remonta a le: da minima agao,
estados de equilibrio sao caracterizados por minimizarem uma certa grandeza fundamental,
tal como, a energia livre de Gibbs ou a pressao. Prova-se que sob certas hipdteses adequadas
os estados de equilibrio sao medidas de um certo tipo, chamadas estados de Gibbs, como

pode ser visto em [BowT75].

2.1 Ensemble Microcanonico
Nesta secao serd feito um tratamento mateméatico como introducao para se obter a distri-

buigao de Gibbs. Serao introduzidos os conceitos centrais de mecanica estatistica do equilibrio

que serao validos para sistemas em geral.

No que serd desenvolvido a seguir, consideramos um conjunto 2 (inicialmente finito)
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de microestados do sistema. Além disso, também trabalharemos com o conceito de uma
interagao entre os constituintes microscépicos w do sistema, dada na forma de energia H(w).

A funcao assim dada, H : 2 — R, é chamada Hamiltoniano do sistema.

Denotamos por M(€2) o conjunto de distribui¢oes de probabilidade em 2. Como estamos
assumindo §? finito, qualquer medida de probabilidade p € M(£2) é inteiramente caracteri-
zada pela colegdo (u({w}))weq de probabilidades associadas a cada microestado w. Para

simplificar a escrita, usaremos p({w}) = p(w). Por definicdo, pu(w) >0e Y o u(w) = 1.

Denotaremos por 2y o conjunto de todos os macroestados descrevendo um sistema
com N elementos localizados numa regiao A de volume |A| = V. Neste contexto, o volume é
igual a cardinalidade. Seja o conjunto Qnap := {w € Qya; H(w) = U}. Como essas sdo as
unicas informagoes que temos do sistema, é natural assumirmos que todas as configuracgoes
w € Qnay sao equivalentemente provaveis, ou seja, o sistema tem distribuicao uniforme.

Com isso podemos definir o seguinte:

Definigao 2.1.1. A distribui¢dao microcandnica ou Ensemble microcanénico (com energia
U), V3% ., associada a um sistema com N particulas localizadas em um volume A, é a

distribuicao de probabilidade uniforme dada por:

1

= se Hlw) =U e
o] T

VE,ZX,U(C‘O

mic

vy av(w) =0 caso contrario.

Mesmo essa distribuicao sendo natural e facil de definir, pode ser muito complicado
trabalhar com configuragoes em um certo nivel de energia fixado devido a problemas de com-

binatdria, mesmo nos casos mais simples.

Baseado nesse problema, o que buscaremos agora é uma distribuicao de probabilidade

tal que a esperanca seja um valor fixo U, ou seja, <H >,:= 3" o pw)H(w) =U.

Uma maneira conveniente de medir a imprevisibilidade de uma distribuicao de proba-
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bilidade p é através da entropia métrica, definida na primeira secao do capitulo passado

Adequando aquela definicao para este caso onde 2 é um conjunto finito, a entropia pode ser

dada por

==Y p(w)log p(w

weN
onde u € M(Q) e cada {w} é um elemento de partigao. Como toda partigao dada pode ser

reduzida a reuniao dos atomos {w}, esta entropia nao depende da parti¢ado tomada e pode

ser vista apenas como funcao da medida .

Proposicao 2.1.2. A entropia de uma medida S : M(2) — R € uma funcao concava

—zlogz é concava, ou seja, para todo z,y e a € [0, 1],

Sabemos que a fungao g(x)

temos
glaz + (1 —a)y) > ag(x) + (1 —a)g(y).
Com isso, podemos escrever,

> —(ap(w) + (1 = a)p(w)) log(ap(w) + (1 - a)v(w))

wes

Slap+ (1 —a)v) =

ZZ—au( log p(w +Z (1 —a)v(w)logr(w) =aS(p) + (1 —a)S(v).

we we
L € a unica distribuicdo de

Proposicao 2.1.3. A distribuicao uniforme em §Q, v(w) = ]

probabilidade onde a entropia atinge o seu mdzximo.

Considere a funcao concava g(x) = —zlogz. Usando a desigualdade de Jensen (ver

[OV15]), temos que

=100 3, ol < [9lg (Z o ) £¥lg (ﬁ)

we weN
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= |Q||ﬁl|log|§2| = Zl/(w) logv(w) = S(v).

we

Como p é arbitraria, segue que a entropia atinge o méaximo em v. Ainda mais, a igualdade

L

ocorre se, e somente se, p é constante, isto é, u = o]

= V.

De acordo com as duas proposicoes anteriores, a entropia de uma medida é concava e
atinge seu maximo na distribui¢ao uniforme. Em cima disso, a entropia é um bom parametro
para medir o quao distante uma medida esta de ser uniforme. De fato, pode-se mostrar que
a entropia é a Unica funcao continua, a menos de uma constante, que satisfaz essa proprie-
dade. Dessa forma, podemos usar a funcao entropia para selecionar, entre todas as possiveis

distribuicoes em um determinado conjunto, qual aquela considerada ”mais uniforme”.

2.2 Distribuicao Canonica de Gibbs

Queremos descobrir qual a distribui¢do de probabilidade p € M(2y ) que maximiza a
fungao S com a restricao de que < ‘H >,= U, onde U ¢ um valor de energia fixado para o
sistema. De acordo como o nosso caso, isto é a mesma coisa que encontrar o valor de p(w)

para todo w € {dy s, no seguinte problema:

Maximizar S(u) quando Z plw)=1e Z p(w)H(w) = U.

UJEQN.’A WEQN,A

Mas isso € equivalente a

Minimizar Z pu(w)log p(w) quando Z ww)=1e Z p(w)H(w) = U.

WEQN,A WEQN,A WEQN A

Para este problema possuir solugao, U € [Unin, Unaz], onde Upipn = inf, H(w) € Upas =
sup,, H(w). Problemas deste tipo sdo resolvidos usando o método de multiplicadores de
Lagrange.

Uma vez que temos duas restri¢oes, vamos introduzir dois multiplicadores, 5 e A, e definir a

seguinte funcao de Lagrange:



42

L(p) = > pw)loguw)+XA > pw) +8 Y pw)H(w).

wEQN, A weNN A WEQN, A

Derivando L com relagio a p(w), w € Qya, a relagido VL = 0 corresponde a

oL
- Oulw)

Vw € Qna. A solucio da equagdo acima é da forma p(w) = e=#H(

VL =log pu(w) + 14+ X + fH(w) = 0.

w)=A=1 A primeira restricao

implica que e!™ =3 e AW ou seja

wEQN,A

pw) = pp(w) = SN
N,A

onde o parametro 3 é tal que > o ps(w)H(w) = U, satisfazendo assim a segunda res-

tricao.

Uma outra forma de derivar a distribuicao de Gibbs ¢ através da introducao da energia

livre de Gibbs que é definida como:

G(p) :=<H >, —cTS(n),

onde k é chamada constante de Boltzmann e T é uma temperatura absoluta fixada. Nesse

caso, maximizar a entropia S(u) é o mesmo que minimizar a energia de Gibbs G(p).

Resumindo o que foi feito, podemos definir o seguinte:

Definicao 2.1.4. A distribuicao canonica de Gibbs com parametro [ associada a um
sistema com N particulas localizadas em um volume A € a distribuicao de probabilidade em

Qn.a definida por

MN,A,B(W) = Znrs

onde ZNag = D ccay a e~ PHE) ¢ chamada de funcdo particdo canénica
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3 O Modelo de Ising

O Modelo de Ising foi introduzido por Wilhelm Lenz em 1920 numa tentativa de se obter
uma compreensao de transicao de fase em sistemas magnéticos. O nome do modelo ¢ devido
a Ernst Ising que o desenvolveu no caso unidimensional juntamente com seu orientador, Lenz,

na sua tese de 1925.

No inicio do século XX havia uma grande discussao em fisica tedrica se era possivel des-
crever o fenomeno de transicao de fase usando apenas mecanica estatistica, ainda uma teoria
muito jovem naquela ocasiao. Essa questao foi resolvida justamente com o surgimento do
modelo de Ising, onde foi possivel descrever e provar a existéncia de transicao de fase em
alguns modelos magnéticos. Esta prova foi realizada num famoso artigo de Rudolph Peierls

chamado On Ising?s ferromagnet model de 1936.

A simplicidade e riqueza do comportamento descrito pelo modelo de Ising o tornou pre-
ferido para se testar novas ideias e métodos em mecanica estatistica geral. Atualmente é,
sem duvida, o modelo mais famoso da area e tem sido assunto de milhares de artigos de
pesquisa. Além disso, através de inimeras interpretacoes fisicas e de outras areas correlatas,
o modelo tem sido usado para descrever o comportamento qualitativo, e muitas vezes até
quantitativo, de uma grande variedade de situacoes. Como serd estudado daqui pra frente,
o modelo é desenvolvido para se estudar uma grande quantidade de particulas ou atomos
com spin situados num reticulado inteiro, uma aproximacao simplificada para modelagem de

ferromagnetismo.
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3.1 Distribuicao de Gibbs para Volume Finito

Nesta secdo, vamos definir o modelo de Ising de forma precisa no reticulado Z? e estudar
algumas de suas propriedades. Isso serd feito usando a distribuicao de Gibbs que foi estabe-

lecida no capitulo passado.
Volumes Finitos com Condicao de Fronteira Livre

Seja A C Z? um subconjunto de volume finito. Definimos o espaco de configuracoes
como sendo Qy := {—1,1}*, ou seja, toda configuracio w € 2, ¢ da forma w = (w;),., com
w; = +1. A variavel aleatéria basica associada ao modelo é o spin no vértice i € A que é

dada por o; : 2y — {—1,1}, onde 0;(w) = w;.

Sabemos que o reticulado Z¢ é o conjunto dos pontos, dtomos ou vértices i = (iy, ..., i),

com cada iy € Z. Podemos definir no reticulado uma norma dada por

d
lil| = lix| para todo i € Z°.
k=1

Com essa norma, introduzimos uma distancia e dizemos que dois vértices i e j sao vi-
zinhos prérimos, e denotamos por i &~ j, quando ||i — j|| = 1. Baseado nisso, definimos o

conjunto dos vértices que sao vizinhos préximos como sendo €y := {{i,j} C A;i =~ j}.

Para cada configuracao w € {2, associamos a sua energia com condi¢ao de fronteira livre

dada pelo Hamiltoniano

HAﬂh ) =0 Z oi(w hZOz

{i.5}€€n €A
onde 3 € (0,00) é o inverso da temperatura e h € R é o campo magnético. O sfmbolo ()
indica que esse modelo é com fronteira livre, o que significa que spins no interior de A nao

interagem com spins localizados no exterior de A.
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Definigao 3.1.1. A distribuicao de Gibbs do Modelo de Ising em A com condi¢do livre

de fronteira e parametros B e h, é a distribuicao em 2y definida por

1
M?\,@h(w) =0 exp <_H9\,B,h(w)) ;
AB.h

onde
Z/Q,B,h = Z exXp (_H%,B,h((")))

weNA

¢ chamada de funcao particao com condigao livre de fronteira em §2y.
Volume Finito com Condigoes de Fronteira

Ser4 1til considerar o modelo de Ising em todo o reticulado Z? mas com configuracdes

que sao fixadas fora de um subconjunto finito A.

Vamos considerar entdo configuracoes no espaco € := {—1,1}%". Fixando um subcon-
junto finito A C Z¢ e uma configuracao n € €, definimos o espaco de configuracio em A com

condicao de fronteira n, o conjunto

Q ={weQ:w =nVig¢gA}

A energia de uma configuracao w € Q} é dada por

{i.gyeel ien
onde consideramos €% := {{i,j} C Z%: {i,j} N A # 0,7 ~ j}. Observe que &} difere de
& por conter também os vértices localizados fora de A e que ainda sao vizinhos proximos.
Definicao 3.1.2. A distribuicao de Gibbs do Modelo de Ising em A com condicao de

fronteira n e parametros B e h, € a distribuicao em Q} definida por

1
(@) = Zm—exp (= H} g aw))
A,B,h
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onde

ZX’ﬁ’h = Z exp (—7—[7\757h(w))

weNA

¢ chamada de fungao particao com condicao de fronteira 7.

Nesse cenario, duas condicoes de fronteira tem um papel importante: A condicao de
fronteira positiva n*, onde 1" := +1 para todo i ¢ A e a condigao de fronteira negativa 7™,
onde 7; := —1 para todo i ¢ A. As distribui¢oes de Gibbs correspondentes sao denotadas
por ,LLX, 5 € My g Slimilarmente também denotaremos os respectivos espagos de configuragao

por Q% e Q.

3.2 Limite Termodinamico

Geralmente, em Mecanica Estatistica se estuda sistemas com uma quantidade muito alta
de particulas, sitios ou vértices. Além disso, em probabilidade e teoria ergédica é natural
aparecerem definicoes e propriedades utilizando eventos e exemplos infinitos, como a lei dos
grandes numeros e o teorema ergddico. Devido a isso, é conveniente ter alguma nocgao de

distribuicao de Gibbs para o modelo de Ising em todo o reticulado Z<.

A teoria descrevendo medidas de Gibbs em espacos gerais e em reticulados é bem ex-
tensa e profunda e existem maneiras diferentes de abordagem. Nesse trabalho, usaremos um
procedimento de aproximagcao de um sistema infinito através de uma sequéncia crescente de
conjuntos. Este tipo de abordagem, fundamental para a descricao de propriedades termo-

dinamicas e de transicao de fase, é conhecido como limite termodinamico.

Para definirmos o Modelo de Ising em todo o reticulado Z%, o limite termodinamico ser4
realizado através de sequéncias de subconjuntos finitos A, C Z?, que convergem pra Z<,

denotado por A, T Z%, no sentido que

1) A, é crescente: A, C A, 41 para todo n.
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2) Upsi An = VA

Além disso, para se ter um controle sobre a forma como os subconjuntos estao crescendo é
necessario impor alguma restricao para suas fronteiras, um tipo de regularidade da sequéncia
de subconjuntos. Baseado nisso, dizemos que uma sequéncia de subconjuntos A, 1 Z<,
converge para Z% no sentido de van Hove, que serd denotado por A, I} Z%, se, e somente se,

lim [0A,|

n—oo |A,|

=0,

onde OA := {i € A : 35 ¢ A,i = j}, ou seja, o conjunto dos pontos da fronteira que
ainda pertencem ao subconjunto A. A sequéncia mais simples que satisfaz essa condicao ¢ a

sequéncia de hipercubos B(n) := {—n,...,n}".

3.2.1 Pressao

A funcgao particao definida acima tem um importante papel no desenvolvimento da teoria,

em particular na definicao do conceito de pressdao.

Definicao 3.2.1. A pressio em A C Z%, com condicdo de fronteira #, é definida por:

1
@Df(ﬁ, h) = W log Zf,ﬁ,h'

As duas proposicoes seguintes nos dao propriedades uteis da pressao em subconjuntos

finitos do reticulado.

Proposicao 3.2.2. Para todo A, >0 e h € R, vale que:
i) YR8, h) = ¥R(8, ~h)

i) X (B, h) = ¥y (8, —h).

i): Usando a expressao da energia podemos escrever que

Hhpnw) = =B oiw0;—hYy oi==B8) (~o)(=0;) = (=h) Y_(=0:) = H} 5 _n(~w).

inj i€ i) €A
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Disso, segue que

1
wRBh = A| log ) oxp (=HA5(w) = riylog Y oxp (—HA 5 (—w) = YR (5. —h).

weN

it): Como no item passado, vamos escrever a expressao da energia:

Aﬁh —f Z oi0; — 8 Z (O’i:—i—l)gj—hZ(ji:

ISR RIS g N, JEN €A

=5 Y (mo)(=oy) =B Y (oi=—1)(=0;) = (=h) Y (=o1) = H} 5 _y(~w).

i34, EA irjig N, jEA i€\
Como na expressao da pressao ha o somatério sobre todas as configuragoes possiveis, segue

o resultado da mesma forma como no item anterior. O seguinte lema serd util na demons-

tracao da préxima proposicao.

Lema 3.2.3.(Desigualdade de Holder) Para todos (x1,...,xn), (Y1, ..., yn) € R™ e todos
p,q > 1 tais que %—l— % =1, temos que

Z’mk?/k’ < (Z’xk’p) (Z’Z/k’q>
k=1 k=1 k=1

Ver [OV15]

Proposicao 3.2.4. Para cada tipo de condi¢ao de fronteira #, a aplicagao (B, h) —
wf(ﬁ, h) é conveza.

Vamos considerar o caso ¥} (3, h). Seja a € [0, 1]. Observe que H g 5(w) é uma fungao

afim de 8 e h. Usando o Lema 3.2.3, podemos ver que

_ E e~ OHA 51,y (W) =(1=)HA gy o (@)

we]

ZW
N;af1+(1—a)B2;ah1+(1—a)ho
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— E efaHA,ﬁl,hl (w)ef(lfa)HAyﬂQ,hg (UJ)

weQ]
« -«
_oH 1/a —(1—a)H 1/(1-a)
< E (emoMnenm () E (e (1m0 Masza (W)
we] we]
[ l—«a
— E e~ Hapyhy (W) E e Ha,pg.hy (W)
wEQX wEQK

Ou seja, obtemos que
n n « n -«
ZA;a,B1+(l—a),82;ah1+(1—a)h2 S (ZA;ﬁuhl) (ZA;ﬁQ;hz)

Passsando o logaritmo em ambos os lados e dividindo pelo volume |A|, vemos que

i (b + (1 — a)Ba, ahy + (1 — a)hs) < abf (61, hi) + (1 — a)vi (B, ha).

Teorema 3.2.5. No limite termodinamico, a pressao

»(B,h) = lim ¥F (B, h)

Az
¢ bem definida e independente da sequéncia de subconjuntos At Z% e do tipo de condigdo de

fronteira. Além disso, 1 € convexa e € par em relacdo ao parametro h.

Comecaremos a prova mostrando a convergéncia no caso de condi¢ao de fronteira livre.

A prova serd feita em dois passos. Primeiro vamos mostrar a existéncia do limite
lim " h
n—00 an <5’ )

onde D, := {1,2,3,...,2"}%. Depois disso, vamos estender a existéncia do limite para qual-

quer tipo de sequéncia A,, 1} Z.

Vamos agora analisar a proximidade entre a pressao associada a caixa D, e a associada
a D,,. De fato, podemos dividir a caixa D, em 2% sub-caixas disjuntas que sao translacoes

d
de D,,: Dy(Ll), e DSL2 ). Com isso, a energia de D, pode ser escrita como:



Dn+1 ZHD()+R
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onde R, representa a energia de interacao entre pares de spins que pertencem a dife-

rentes sub-caixas. Observe que cada face de D,,y; contém (27+1)4-1,

Dessa forma, temos

—Bd(2"1)4 < R, (w) < Bd(27H1)47L Agora, considerando w® como configuragdes restritas

a QDS)

—HY  (w) < Z ~H) o (@) + pa2tr DD

n+1

e n+1 < H D(Z) (@ ﬁd2("+1)<d*1>

2d

0 wl 1) (d
E “HD, @) < § : He H) @ (BT

wENp WGQDn+1 =1

[

n+1

w( ))

ZD < P2t Z H
nt+1 —

wGQDnJrl i=1

Agora dividindo a soma de w € Qp__, para 2% somas de configuracoes w® € Q
n+1 g (;’

que

2d 2d

SN IR | D S

wep 1 =1 1= lw(l)eg (z)

w())

od

H P = HZD ZD)

para todo i, podemos encontrar uma cota superior para a funcao particao

D(i) )

temos

Onde estamos usando o fato de que Zg)@) = Z%n para todo 7. De forma analoga, obtém-se

uma cota inferior para a funcao particao e chegamos a

d

_Bd2(n+1)(d—1) 0 \2¢ 0 —Bd2(n+1)(d-1) 0 \2
e’ (Zp,)" <Zp,., <e (2p,)
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Passando o logaritmo e dividindo por |D,,.1|, temos

_BdQ(nJrl)(dfl) dlog Z%n - log Z(Z)DnJrl < ﬁdz(n+1)(d71) N 2d10g Z@n
|Dn+1| |Dn+1| o |Dn+1| o |Dn+1| |Dn+1|

Como |D,,| = 2% chegamos a

_ﬁd2(n+1)(d—1) N lOg Z%n < log Z%wrl < ﬁd2(n+1)(d—1) N IQg Z%n
2d(n+1) |Dn| - |Dn+1| - 2d(n+1) |Dn|

yzp,“gnﬂ — Y | < B2~

Isso implica que para m > n

[, — b 1 < Bd Y 27F=pdeT —27m),

k=n+1
ou seja, w%n é uma sequéncia de Cauchy e portanto, é convergente. Logo, lim,, . w%n existe

e vamos denota-lo por .

Agora considere uma sequéncia qualquer A, f Z?. Fixe um inteiro k e considere uma
particio de Z? formada por translacoes de elementos Dj, disjuntos: {D,(Cl), D,(f), ...}. Para
cada n considere uma cobertura minimal de A, por elementos D,(:) da partigcao e considere

[A] = UjD,(Cj ), Agora vamos usar a seguinte desigualdade

R, — ¥l < TR, — Ul + [ — U] + 10D, — I,

Como w%k — 1 quando k — oo, dado € > 0, existe kg = ko(¢, 5, h) (dependendo de ¢, 5
e h) tal que W@Dk — 1| < €/3 para todo k > k.
Agora vamos calcular w&n} escrevendo

G
DY

My = M W
J
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onde |W,| < ||[g"‘|/6’d(2k) = Bd27"|[A,]|. Observe que Q :=

elementos Dy que formam [A,] para cada n. Com isso, temos que

¢ a quantidade de

(1)( ©)

Z[@An]z Z e—H?An](w)S Z He D{ P2 F A

WEQAR] WEQp,) =1

Dividindo a soma de w € €5, em () somas de configuracoes w® e Q obtemos que

D(i)a

—H? (@) Q )(w(z

H o= (2h,)°

WEQ[AH] =1 i=1 wD(i)

Dessas duas tltimas expressoes, obtemos que

0 2| [Ay, 0 I [An]l/1Dk]
Zip, = e?2 I (Zp,) :

Procedendo da mesma forma, encontramos também a cota inferior de ZS\ e chegamos a

o~ Bd27F|[An]] (Z%k)l[/\nﬂ/lel < Zﬁ\n] < B2 [An)] (Z%k)HAn”/‘Dkl.

Tomando o logaritmo na desigualdade e depois dividindo por |[A,]|, temos que

log Z%, - log Z& ] log Z%,

—Bd27* + ol < B2k &
’ DA

e isso implica que

Vi, — ¥, | < B2

para todo n e todo k. Com isso, existe ky = ky(¢, 5, h) tal que

W{%\n] - 7/’®Dk| <¢€/3

para todo k > k;. Seja ko := max{ko, k1} e considere A, := [A,] — A,,. Podemos ver que

HY, — Myl < (2d8 + [])| A
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. Disso, obtemos que

2= 3 e @) < S ) S esariabian

LUEQ[A”] UJGQAn W/GQAn

= 70 9l oFHIDIAA — 70 ol 1082 (2d5+1DIA

_ 70 ((2d8+Ihl+iog2)|Anl

n

De forma similar, encontramos a cota inferior para Z& je podemos escrever
n

[log Z§, —log Z)y \| < |An|(2dB + |h| +log2) < |07 A,||Di|(2dB + |h| + log2),

pois |A,| tem no méximo |0 A,, || Dy| vértices (pois cada elemento da fronteira deve estar
contido em pelo menos um Dy), onde 9™A,, sdao os vértices de A, que estdao na fronteira e

ainda estao no interior de A,,. Observe que

[An]l _ [An| + [As |0 Ay || Di|
1<l = <1+ R
| Al | Al | Al
e com isso lim,,_,, %Z]l' = 1 usando que A,, converge pra Z? no sentido de Van Hove. Agora,

podemos escrever a estimativa

log 7Y log Z} 1 A
0 _ 0 < An _ An] ) log Z8 —log Z}\ |-
= < e~ T = g (e 2~ e )

! A
0 0 0 0 n
< g (oe 28, e ) = g (s 2 s 2 )

0
1 A1 | los Zia,
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R A A (182 ) A
= g (s 28, s ) 11 (3 |Ar)'(’ ] ') A

97 A, [ Del(28 + ] + 1og 2) A A
< A *‘(1 |A|)'|A|(%)

Usando o fato de que w?/\n] é limitada, quando tomamos n — oo temos que ]w&n] —w%n\ —

0 e entao

[Wh,) — YR, | < €¢/3

para todo n suficientemente grande.

Combinando as trés estimativas, obtemos |1/)Rn — 9| < € para todo n suficientemente

grande e todo k > k. Isso prova a existéncia do limite.

Agora, vamos provar a independéncia da condi¢ao de fronteira. Escrevendo a expressao

da energia para cada A,, podemos ver que

HY, — HY | < 2dBI0™A,|.

Dessa forma, obtemos

e—2dﬂ\3i"An|Zﬁn < ZXn < €2d6|8inA7t|ZZQ€n'
Passando o logaritmo e dividindo por |A,,| chegamos a
0N, log Z% _logZ}, 0N, log Z8

< < 2df
A A A A A

Passando o limite n — oo e usando que A,, é uma sequéncia de Van Hove, temos que

—2d8

lim ] = Ah%d W=

AnZ?

e segue que o limite nao depende da condicao de fronteira.
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Para mostrarmos que v é convexa vamos usar a que 1[1}("(6 ,h) é convexa para todo n

pela Proposigao 3.2.4. Considerando « € [0, 1] escrevemos

Ui, (b + (1 = a)fa, ahy + (1 = a)hy) < agpy (Br, h) + (1 — )iy (B2, ho)

e tomando o limite, segue a convexidade de :

Y(ab + (1 —a)Ba, ahy + (1 — a)hy) < ath(Br, ha) + (1 — )i (B, ha).

Por fim, falta mostrar que v é par com relacao ao parametro h. De fato, pela Proposicao

3.2.2, wgn (B,h) = w%n (B, —h) para todo n. E tomando o limite dos dois lados, segue que

3.2.2 Transicao de Fase do ponto de vista Analitico

Uma outra quantidade que tem um papel importante no estudo do modelo de Ising ¢ a

densidade de magnetizagao que é definida como sendo a variavel aleatéria

1
Al

onde My = ) .., 0; é chamado de magnetizagdo total. Seguindo a notagao recorrente em

ma = MA,

mecanica estatistica, nesse capitulo a esperan¢a de uma funcao f em relagao a uma distri-
buigao de probabilidade ;1 serd denotada por (f),. Ou seja, a esperanca de f sobre uf s €
dada por:

Ag,h = Zf MA,B, )

wEQ#

Também definimos, para todo A C Z¢,

mf(ﬁ, h) = <mA>/#\é,/3,h‘
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Vamos agora motivar uma caracterizacao de transicao de fase para o modelo de Ising.

Como pode ser verificado rapidamente,

_ WX(B.1)

Uma questdo que agora surge é se a equagao (3.1) ainda é vélida no limite termo-

dinamico. Existem dois problemas nesse sentido: por um lado, verificar a existéncia do

Y (B,h)
oh

lado, tem também o problema de trocar o limite termodinamico e a derivada com respeito

limite lim¢za e se esse limite depende da condicao de fronteira tomada; por outro

a h. Estes problemas estao ligados com a diferenciabilidade da funcao pressao com respeito

a h. Usando a convexidade da pressao no limite termodinamico, temos que as derivadas

laterais de h — (8, h) existem em todos os pontos ([FV16]). E é 6bvio que a pressao vai
)

ser diferenciavel com respeito a h se as derivadas laterais 7= e 75 coincidem. Com isso, ¢

natural introduzir, para cada § > 0, o conjunto

Bs ={h € R:9(8,.) é ndo diferenciavel}.

Baseado nessa discussao acima, a média da densidade de magnetizacdo é descontinua

precisamente nos pontos onde a pressao é nao diferenciavel em h. Isto nos leva ao seguinte:

Definigao 3.2.6. A pressao exibe transicio de fase em (B,h) se h — (5, h) nao €

diferencidvel nesse ponto.

Uma outra definicao de transicao de fase serd tratada na proxima secao.

3.3 Estados de Gibbs de Volume Infinito

A ideia desta secao é estudar o comportamento das distribuicoes /ﬁfn 5., quando n — oo,
ou seja, estudar o que acontece com as distribuigoes no limite termodinamico. Uma ma-

neira de fazer isso é considerando pontos de acumulacao de sequéncias do tipo (MX’; 5 h)n>1'
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Isso pode ser feito usando uma nocao de convergéncia no espago de probabilidades ou dis-
tribuicoes. No que sera feito a seguir vamos usar uma maneira menos abstrata: Um estado
(de volume infinito) serd identificado com um valor médio de fungdes locais, isto é, valores

observaveis que dependem apenas de um ntmero finito de spins.

Definigao 3.3.1. Uma funcdio f : Q — R € local se existe A C Z% tal que f(w) = f(w')

quando w e W' coincidem em A. O menor conjunto A é chamado suporte de f e € denotado

por supp([).

No que segue, sempre que existir A D supp(f), entao para cada w’ € Qa, f(w') é definido

como o valor de f em qualquer configuragao w de €2 tal que w; = w; para todo 7 € A.

Definigao 3.3.2. Um estado de volume infinito (ou simplesmente um estado) é uma

aplicagao associando cada fungao local f a um nimero real (f) e satisfazendo o sequinte:
1) (1) =1.
2) Se f >0, entdo (f) > 0.
3) Para todo A € R, (f + Ag) = (f) + A(g).

Definigao 3.3.3. Sejam A, T Z% e (#,)n>1 uma sequéncia de condigoes de fronteira.
Dizemos que a sequéncia de distribuicoes de Gibbs (Mf:,g,h)nzl converge para o estado (.) se,

e somente se, (f) = limnﬁoo(fﬁ:ﬁ’h para toda funcgdo local f. O estado (.) € chamado de
estado de Gibbs em (B, h).

Esta ultima definicao é natural do ponto de vista do limite termodinamico, pois afirma
formalmente que quantidades locais de um sistema com um ntumero grande de sitios é bem

aproximado por uma correspondente quantidade tomada no sistema infinito.
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Uma vez que os estados sdo definidos no reticulado inteiro (Z?) é natural saber quais
estados sdo invariantes por translagdo. Uma translagao por j € Z¢, 0; : Z¢ — 7 é definida
por

De forma natural, as translagbes também agem nas configuragoes: Se w € €2 entao 60;(w)

¢ definido por

Gi(w]-) = Wi—j.

Definicao 3.3.4. Um estado (.) € invariante por translacoes se (f o 0;) = (f). Para
toda funcdo local f e para todo j € Z4.

Uma questao central que surge agora é: podemos construir estados de Gibbs para o mo-
delo de Ising com parametros 5 e h? A partir daqui, vamos introduzir algumas ferramentas
para se obter uma resposta pra essa questao. O resultado maior nesse sentido sera através
de um teorema que mostra que as condigoes de fronteira n* e n~ podem ser usadas para a
construcao de dois estados de Gibbs que serao muito importantes para se estudar fenomenos

de transicao de fase.

3.3.1 Duas Familias de Funcoes Locais

Vamos introduzir nessa secao duas familias de funcoes locais que serao utilizadas como

auxiliares para se demonstrar a existéncia dos estados de Gibbs. Para todo A C Z?, defina

o4 = Haj (3.2)

JjEA

ny = H —(1+0;). (3.3)
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Como ¢ facil ver, os valores que o4 e ny assumem dependem apenas dos vértices das

configuragoes no interior de A. Portanto, essas fung¢oes sao locais.

Lema 3.3.5. Seja f uma fungdo local. Ezistem coeficientes reais (fy) acsupp(s) € (f4) ACsupp(f)

tais que as sequintes igualdades valem:

= > fioaef= > f

ACsupp(f) ACsupp(f)

Para provar a primeira identidade vamos usar a seguinte expressao que serd provada

adiante:

2717l Z oa(w = Lw,=wiivieB}- (3.4)
ACB

Usando que f é uma fungao local e em seguida (3.3) com B = supp(f) segue que

flw) = Z f(wl)l{wi:wQ;Viesupp(f)}

W' E€Qsupp(f)

= 3 ) 2 Y aw@)eaw)

W' € Qsupp(f) ACsupp(f)

= Y (2Ol ST fW)ealw) | oaw) = Y fioaw)

ACsupp(f) w; erupp(f) ACsupp(f)
e a primeira identidade estd provada. A segunda identidade segue da primeira e o fato de

que o4 = [[;c4(2n; — 1) onde n; = (1 + 0y).

Agora para concluir a prova do lema vamos mostrar 3.4. Assumindo que w; = w, para
todo ¢ € B, temos o4(w')oa(w) = [[;c4wiw; = 1 uma vez que wjw; = w? = 1, para todo

i€ AC B. Comisso, Y, p0a(w)oa(w) = 2Pl e a expressdo 3.3 é verdadeira.

Quando existe i € B tal que w, # w; ou seja, (wiw; = —1), temos

Yo oaw)oaw) = Y (0aW)oaw) + oasgw)oaum (@)

ACB AcCB—{i}
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= Z (oa(w)oa(w) + oa(w)oa(w)w;w;)
ACB—{i}

= Y (0a(@)oaw))(1 — wiw;) = 0.

ACB—{i}

3.3.2 A Desigualdade FKG e Algumas Consequéncias

A desigualdade FKG (devido a Fortuin, Kasteleyn e Ginibre) em [FKGT71] é uma das
mais importantes ferramentas no estudo do modelo de Ising. Ela sera crucial para a cons-

trugao dos estados de Gibbs (.)5, e (.)5, que faremos a seguir.

A ordem total do conjunto {—1, 1} induz uma ordem parcial no conjunto : w < ' se
e somente se w; < w| para todo i € Z?. Baseado nisso, dizemos que uma funcao f : Q — R
¢ nao-decrescente se e somente se f(w) < f(w') para todo w < w’. Observe que para todo

A C 7% e todo i € Z% é facil ver que as funcoes o;,n; e ny sao nao-decrescentes.

Lema 3.3.6. (Desigualdade FKG) Sejam 8> 0 e h € R. Sejam A C Z? e # alguma

condicao de fronteira. Entdo, para qualquer par de fun¢oes ndao-decrescentes f e g vale que,
<fg>f,ﬁ,h > <f>f,6,h<g>j%\é,6,h'

Ver [FV16].

Lema 3.3.7. Sejam f uwma funcdo ndo-decrescente e Ay C Ay C Z¢. Entdo, para

quaisquer 3 >0 e h € R,
<f>X1,B,h Z <f>X2,ﬂ,h'

O mesmo € verdade para funcoes nao-crescentes e condi¢ao de fronteira negativa.

Vamos usar a seguinte propriedade que sera mostrada em seguida:

Wi gn(los =wl Vie A—A) = 5,(). (3.5)

Por 3.4, temos que
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(O sn={floi=1, Vie Ay — A1)}, 5

Sendo a fungao indicadora 1{4,—1 vier,—a,} uma funcao nao-decrescente, podemos usar a

desigualdade de FKG para obter

<f1{0¢=1 Vi€A27A1}>X2,ﬂ,h <f>j\_2,6,h<1{01=1 Vi€A27A1}>X2,B,h

- <1{o‘2:1 Vi€A27A1}>X2767h

<f>X1,,B,h = = <f>X2,,B,h'

<1{0-,L:1 Vi€A27A1}>X276ah

Agora, vamos mostrar a identidade (3.5). Para simplificar a notagao, vamos supor h = 0.
Pela definicao da distribuigdo de Gibbs, temos que o numerador de uj} ;((wlo; = w; Vi €

A — A) é formado por

oxp (B ) oilw)o(w)

{i.gree}

=oxp (8 Y olwosw) | exp (6 > i(w)o;(w)
{i.j}ye€) {i.jye€R{i.i3nA=0
Dividindo a ltima expressao pela fungao particao com relacao a distribuigao Nx,g,o(wwi =

wi Vi € A — A), obtemos que

HX,B,O(W|ai =w, Vie N—A)=

exp (B X s peey, 0i(@)03(@) ) exp (8 s jyeetsainacs 7:(@)os() )
(Cocas o (B ey 7i(@)os(@) ) ) exp (8 peeptiginans (w)ai(@))

_ exp (5 Z{i,j}esg 0i(w)o; (w))

w/
ZX 50

= Mz,ﬂ,o(w)-

Observe que o somatério da funcao particao é tomado apenas com relagao a A pois este

¢ o0 inico conjunto que contribui para a geracao de novas configuracoes, uma vez que fora de
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A os spins sao fixos iguais a w’.

Lema 3.3.8. Seja f uma funcao qualquer nao-decrescente. Entao, para todo § > 0 e
h € R,

(s < NXpn

para toda condicao de fronteira n € Q e todo A C Z<.

Seja I(w) = exp (5 Dieh jgning Ti(w) (1 — crj(w))>. Quando n = +, temos o; = 1 para

todo j e com isso I(w) = 1. Disso, podemos escrever que

Z e Hapnw) — Z e_HA,B,h(W)I(w)'

wGQX weNy

Sendo f nao-decrescente e nao necessariamente local, obtemos que

D e Wf(w) > Y eI (w) f(w).

wEQX WGQX

Isso implica que

Sy €O L) T e €A f(0) ()

+ _ >
<f>A,5,h Zweﬂx eitHA,B,h(w) - Zwegx eiHA*B’h(w)](C(J)

IP%sn - (Dol
Dipn = D

onde usamos FKG (I é uma fungdo nao-decrescente) para obter a tltima desigualdade na

= <f>7/7\,6,h>

expressao acima.

3.3.3 O Teorema de Existéncia de Estados de Gibbs para o Modelo
de Ising

Agora estamos em condi¢ao de enunciar e demonstrar o principal resultado deste capitulo.

Teorema 3.3.9. Sejam B3>0 e h € R e seja a sequéncia A, T Z*. As distribuicoes de
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Gibbs de volume finito com condigoes de fronteira + e - convergem para estados de Gibbs de

volume infinito:

lim (.>Xn75h = ()" e lim (D, pn =)

n—00 ’ n— 00
Além disso, os estados ()T e ()~ nao dependem da sequéncia (\,),>1 € sdo invariantes por

translacgoes.

Inicialmente vamos considerar a condigao de fronteira positiva (n*). Pelo Lema 3.3.5,

dada uma funcao local f existem constantes f/ tais que f = ZACsupp(f) fiina. Com isso,

(f) n,,Bh_ Z fana)y n,ﬁh_ Z n,ﬁh (3.6)

ACsupp(f) ACsupp(f)
Sabendo que n4 é nao-decrescente e usando o Lema 3.3.7, podemos obter que (n A)j(m sh =
<”A>Xn+17,3,h para todo n > 1, uma vez que A,, C A, ;1 para todo n. Agora observe também
que 1+0; é nao-decrescente e nao-negativa para cada j e entao podemos usar a desigualdade

de FKG (Lema 3.3.6) para obter que

1
<nA>Xn,6,h = <H 5(1 +05) Xn,ﬂh Z H 1+ 0j)x n,ﬁh >0

jeA ]eA
para todon > 1. Ou seja, (n@j{mﬁ’h ¢ uma sequéncia monotona limitada e com isso, converge
quando n — oo. Consequentemente, (f )j{n 5, também é convergente por (3.5). Vamos
denotar esse limite por lim, oo (f)x 55, = (f) 4, De fato, este limite é um estado de Gibbs

de volume infinito porque

(1), = lm ()} 5, =1;

n—oo

<f>6h = lim <f>Xmg,h > 0 quando f > 0;

n—o0

(f + >\9>5h = hm (f + >\9>A Bh — hm <f>A sntA hm < >A,L,ﬁ,h = <f>Eh + )‘<9>E,h
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Agora, vamos mostrar que esse limite ndo depende da sequéncia A,, 1 Z¢. Sejam Al 1 Z?
e A2 1 Z% duas sequéncias e seus respectivos limites (. >; ,1 e (>;,? . Queremos mostrar que

estes limites sao iguais, ou seja, ( f);,i = f>g,f para toda funcao local f.

Seja a nova sequéncia (A,),>; definida de maneira que Ay, C {Al :n > 1}, Ay C
{A2 :n > 1} e Ay ¢ Ag. Com isso, observe que A, 1 Z¢ e pelo resultado anterior,

limy o0 (f) A, 5. €Xiste para toda fungao local f.

Como <<f>22k—lvﬁ:h> . é uma subsequéncia de (<f>X}“B,h)

subsequéncia de (( f >X2 8, h) , temos que
n>1

n?

+ 7

lim <f>X2k,1,,3,h = lim <f>+ Ap,Bh lim (f)X;“g,h = <f>—5’—l1a

k—o00 k—o0 n—00

hIEQ(f)Z%,ﬁh 11_>m <f>+ B lim <f>XgL,5,h = <f>;§7

k— n—o00

Portanto, ( f);,i = f>;,f para toda funcao local f.

Por fim, vamos mostrar a invariancia por translagoes. Seja f uma funcao local qualquer.
Para todo j € Z% f o 6; também é uma fungao local e 6_;(A,) := A, — j T Z¢. Com isso

temos

<f>Xn,ﬁ,h — <f>§h e (fod; > An)Boh (fo 0j>§,h

Agora observe que por definicdo e usando a substitui¢io w’ = 6;(w), temos

<f09j>;,j(/\n),5,h: Z f(0;(w )) )5h( w)

w6997] (An)

Z f( :uAnﬂh< /) <f>XmBh

OJIEQATL
Portanto, passando o limite n — oo obtemos (f)%, = (f o 6;);, e portanto, o estado ¢

invariante por translagoes. Com isso, provamos o teorema para o caso de fronteira positiva.

Por fim, vamos mostrar a existéncia do limite para condi¢ao de fronteira negativa. Usando

o Lema 3.3.5, temos que
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<f>Xn,5,h: Z fﬁ<”A>z_\n,5,h- (3-7)
ACsupp(f)

Usando o Lema 3.3.7 (sabendo que —n4 é ndo-crescente e nao positiva) e o Lema 3.3.8,

temos que

0< <nA>X1,5,h < <nA>X2,,3,h <. < <nA>Xn,B,h < <nA>Xn,B,h'

Sabemos que (na)X 5, — (n4)s, e como toda sequéncia convergente é limitada, existe

L € R tal que (na)y 5, < L paratodon > 1. Dessa forma, ((n4)y ,) ., € uma sequéncia

n>1
monGtona limitada e, portanto, convergente. Com isso, por 3.6, limy, oo (f)x. 54 = () 5-
A prova que o limite nao depende da sequéncia A,, T Z¢ e da invariancia por translacoes é

exatamente a mesma do caso com fronteira positiva, apenas troca-se ” +” por ” —"na escrita.

3.3.4 Diagrama de Fase

Observe que o teorema nao afirma que os estados ()5, e (.)5, sdo diferentes ou iguais.
Determinar o conjunto de parametros e h onde os estados de Gibbs sao diferentes tem um
papel central no estudo do modelo de Ising. Ou seja, estamos interessados em determinar se
esses dois tipos de estados de Gibbs sao 0s mesmos ou se existem valores de temperatura [ e
campo magnético h para os quais a condi¢ao de fronteira influencia o limite termodinamico,

levando a multiplos estados de Gibbs.
A resposta para esta pergunta depende da dimensao d e dos parametros 3 e h.

Definicao 3.3.10. Se pelo menos dois estados de Gibbs distintos podem ser construidos

a partir de um par (,h), nds dizemos que existe uma transicao de fase em (/3,h).

Agora nés estamos em condicao de estabelecer o diagrama de fase do modelo de Ising, ou
seja, um resultado que revele quais as condigoes e relacoes entre dimensao d e os parametros

[ e h definindo as transicoes de fase.
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Teorema 3.3.11. (Diagrama de Fase)

1) Para qualquer d > 1, quando h # 0, existe um unico estado de Gibbs para todo os
valores de 5 > 0.

2) Para d = 1, existe um unico estado de Gibbs para todos os valores de 5 >0 e h € R.

3) Quando h =0 e d > 2, existe B. = f(d) € (0,00) tal que:

a) Quando B < B, o estado de Gibbs em (3,0) € unico.

b) Quando B > B., uma transicdo de fase ocorre em (f3,0), ou seja, (.>;;0 # () 50"

O resultado acima foi enunciado aqui para evidenciar a existéncia de transicao de fase
baseada nos estados de Gibbs obtidos pelo Teorema 3.3.9. Este Teorema apresenta uma

demonstragao relativamente extensa e sua prova completa pode ser encontrada em [FV16].

Nesse capitulo foram mostradas duas defini¢oes de transicao de fase para o modelo de
Ising: Por um lado, através da diferenciabilidade da func@o pressao (5, h) e por outro lado,
através da possibilidade de construgao de estados de Gibbs (.)s 5. Seria razoavel se questionar
se estas duas abordagens tem alguma relacao. De fato, hd uma equivaléncia entre essas duas

defini¢oes de transicao de fase:

Proposicao 3.3.12. h — ¥(B,h) € diferencidvel em h se, e somente se, eziste um
unico estado de Gibbs em (5, h).

Ver [FV16], pagina 108.
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3.4 Uma Definicao de Entropia Métrica para o Modelo
de Ising com Volume Finito

Sejam A C Z? um subconjunto de volume finito e  uma condicio de fronteira. O espaco
0% = {—1,1}* tem exatamente 2IAl elementos, ou seja, também é um conjunto finito. Como
ja vimos, a entropia de um conjunto finito {2 com respeito a uma distribui¢ao p pode ser
definida como S(p) = — > .o p(w)log(p(w)). Usando esta expressao para o espago €2} com

a distribuicdo de Gibbs pj 4, obtemos S(i} 5,). Em cima disso, temos que

S,UAﬁh ZﬂAﬁh IOgMAg,( w))
we]
Hﬂ
6 A,B,h (w)
= - Z :uAﬁh w) log( Zn—)
e A

Z A g n(WVHR 51 (W) +108(Z) 51) = (HA s p)hpn +108(Z8 5,4)-

we]
Ou seja,
has) _ Bhanyy iniom).
A A AR
Fazendo uma analogia dessa 1ltima expressao com o principio variacional num estado de
equilibrio (que nesse caso seria a distribuigdo de Gibbs), o nimero S(u‘;‘;\’f’h) faria o papel de

entropia métrica e a pressao do modelo ¥} (5, h) seria a pressao topoldgica com o correspon-

. —H7 . . ~ . . .

dente potencial dado por | IA\]B " Devido a motivacao dessa analogia, vamos definir a entropia
. : _— . . S(1 .1
do Modelo de Ising com volume finito e condigao de fronteira  pelo nimero hy 4, := ﬁ\f L

De acordo com essa defini¢ao, temos que

H M
B 5 = HTRT MR+ YRGB W S N sl + [WR (B, )

H Hi
< |AAﬁ|’h’>Aﬁh+ ) < sup (%) +1A(5, b)
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(26 + [B)(IA]) __ Tog(2MeCotminl

< = log 2 + 48d + 2|h|.
N N

Ou seja, para todo 3 >0, h € Re A C Z%, a entropia é uma funcio limitada e vale que

IBY 5] < log2 +45d + 2|h].

Observe que hy ,, = ¥{(0,0) e nesse caso, para todo A C 74, temos que hX o0 =log2 =
¥(0,0).

Essa nocao de entropia definida acima, é valida para o caso de volumes finitos. Nesse con-

texto, seria razoavel definir a entropia do modelo para todo o reticulado Z¢ como h(3, h) :=

n
S(“An,/ﬁ,h)

hmn—>oo A

Uma vez que limy, 4za ¥ = ¢, para que h(f,h) esteja bem definido é
necessario e suficiente mostrar que limnﬁw(%ﬁwvh existe. Observe que dessa maneira,
a entropia seria apenas funcao dos parametros § e h e nao teriamos explicitamente qual
a medida pg ) que apareceria como limite termodinamico de U?\n,ﬁ,h- A entropia métrica e
topologica para dimensoes superiores, considerando o reticulado d-dimensional, pode ser de-
senvolvida de maneira geral estendendo as nogoes de entropia mostradas no capitulo 1. Isso
serd feito no préximo capitulo, no contexto de shifts e subshifts multidimensionais. Neste

cenario geral, serd mostrado que em certo sentido a entropia topoldgica relacionada ao mo-

delo de Ising é igual a log 2.
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4 Formalismo Termodinamaico para
Acoes de 7.9

Nesse capitulo, vamos usar as técnicas e ideias do Formalismo Termodinamico geral, reali-
zadas no primeiro capitulo, para se obter alguns resultados envolvendo acoes no reticulado Z¢
e, mais particularmente, deslocamentos ou shifts de dimensao finita qualquer d > 1. Seja G o
grupo aditivo Z?. Uma acdo de G num conjunto qualquer M é uma aplicacao T : Gx M — M
tal que T¢(z) = x e T*(T%(x)) = T***(z) para todos a,b € G e para todo z € M, onde e
é o elemento neutro de G, ou seja, e = (0,0...,0) € Z<. E conveniente escrever G como
reunido de certos conjuntos finitos: G = (J;—, Ay, onde A, = {-n,...,—1,0,1,...,n}¢ para
todo n > 1. Em particular, Ag = {0} = {e}. Da mesma forma como feito anteriormente no

texto, |A| = cardinalidade de A.

4.1 Entropia Topolégica de A¢oes do Grupo Aditivo Z¢

Consideramos G' = Z% com a topologia discreta. Seja M um subconjunto compacto de
um espaco topoldgico e seja T : G x M — M uma acao continua de G sobre M. Vamos
definir a entropia topolégica de T usando a ideia de definicao via coberturas abertas, rea-
lizada na Sec¢do 1.2.1. Dada uma cobertura aberta o de M temos que N(«) := min{|y| :
v é subcobertura de a} e foi definido o nimero H(«) := log N(a) (logaritmo na base e) como

a entropia da particao a.

Para cada a € G e cada cobertura aberta o de M, T"%«a) := {T"*(A) : A € «a}
é uma outra cobertura aberta de M. FKEntao, para cada conjunto finito A C G, pode-
mos definir o = \/,_, T7%(), ou seja, enumerando os vértices de A, podemos escrever
ot =a VT 4(a) V..V T 4-1(a).
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Proposicao 4.1.1. Sejam «y, as coberturas abertas do espago topologico M e T

G X M — M uma agao continua de G sobre M.

a) H(O[l V 0[2) S H(al) + H(ag).

b) Se ay < o, entdo, H(ay) < H(ww).

c) HT *(a1)) < H(ay), para todo a € G.

d) H(a) < |A|H(oy), para todo A C G.

Os itens a) e b) seguem diretamente da Proposigao 1.2.3.

c): Seja {A1, ..., An(a,)} uma subcobertura minimal de a;. Com isso,
{T7(A1),.... T"*(AN(ay)) } € subcobertura de T~%(ay), ndo necessariamente minimal. Disso,
N(T~*(aq)) < N(ay) e portanto, H(T (1)) < H(ay).

d): Pelos itens anteriores,

H(a}) = H(aV T () V...V T 91 (ay))

< H(an) + H(T™" (on)) + ... + H(T™™N 1 (an))

S H(Ozl) + H(Ozl) + —|— H(al) = |A|H(Ojl)

Com a Proposicao 4.1.1, H|(X‘|A) < H(«a), para todo A C G. Assim, definimos a entropia

de T com relacao a cobertura a:

h(T,a) := lim ! H(a™) (4.1)

n—o0 |An’
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Por fim, definimos a entropia da agao T' como sendo o nimero

h(T) := sup{h(T, @) : @ é uma cobertura aberta de M}. (4.2)

A definigao acima, s6 faz sentido se o limite (4.1) existir.

Lema 4.1.2 O limite (4.1) existe.

Observe que quando n > m, temos a®» < o’ e pela Proposicio 4.1.1, vale que
N(ar) < N(a). Além disso, como |An| < k%|A,|, afirmamos que N (o) < N(a)k,
para todo inteiro £ > 1. De fato, podemos considerar A,,; = A, e A, = Ay —( 3;11 A,,) para
q > 2, sendo todos translacoes de A,,. Disso, temos que N (a*n+) = N((\/aeAn1 T *(a)) V...V

(VaeAnq)T_a(a)> < N(a™)N(a™)...N(a*) < (N(a*)* | como queriamos.

Agora seja m um inteiro positivo fixado. Dado n > m, existe um k inteiro positivo tal

que mk <n < m(k+1). Temos que |A,| > |Ax| e vale que

Ami| [ 2mk+1 d> om \°
|Apnlk?  \2mk + & 2m+1)

Sabemos que N(a") < N(aMnt+0) < (N(a’))#+D? ¢ passando o logaritmo, obtemos

que

H(aA”) < H(aAm(k+1)) < (k‘—|— 1)dH(aAm)

. Com isso, podemos escrever que

H(aA")
|An|

(k+ 1)H (o)
‘Amk’

< <

2m

(k+ 1D)2H (o) (2m+1\"
i ()
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Quando n — oo, temos k — oo e obtemos

. H(a™)  H(arm) (Qm—l—l)d
lim su <
ol TIA T A 2m

para todo m inteiro positivo. Com isso, obtemos que

. H(a™) .. JH(a?) [2m+1 d .. H(a")
—< — PR
hinsup | n‘ hﬁlnlnf ‘ m‘ o = liminf ’ m’

e segue que o limite lim,,_,, A existe.
Lema 4.1.3. Para cada m e para toda cobertura aberta o, temos h(T,a ) = h(T, ).

E f4cil ver que se o < (g, entao ozf” < 049" e pela Proposicao 4.1.1, segue que H(ai\") <
H(aA™) para todo n > 1. Dividindo ambos os lados da desigualdade e fazendo n — oo,
obtemos que h(T,a;) < h(T,a;). Observe que a < a* e, pelo o que acabamos de provar,
segue que h(T,a) < h(T,a*"). Agora, basta provar que h(T,a) > h(T,a*") para todo
m. Podemos ver que para todo n > 1, Ay = A, + A,,. Com isso, atmin C (afm)An
e segue que (aAm)A" < a®m+n . Mais uma vez usando a proposicdo 4.1.1, obtemos que
H((am)A) < H(a?m+n). Dai, podemos escrever que

H((a) )
|An]

< H(O‘Am+n) _ H(O‘AM”) ’Am+n’
- |An| |Am+n| |An‘ .

Passando o limite quando n — oo e sabendo que lim,, ., % = 1, obtemos h(T,a*") <

(T, @) para todo m.
Dizemos que uma cobertura aberta a; de M é geradora topoldgica se para toda cobertura
aberta ay de M existe m tal que as < Ozf"‘. O lema a seguir afirma que podemos usar uma

geradora topolégica para computar o valor de h(T).

Lema 4.1.4. Se o é uma cobertura geradora topoldgica, entao h(T) = h(T, ay).

Seja as uma cobertura aberta de M. Uma vez que «; é geradora topoldgica, existe m
tal que ap < ™. Disso, h(T,as) < h(T,a}™). Pelo Lema 4.1.3, temos que h(T,a}™) =
(T, a1) e com isso, h(T,as) < h(T, ;). Como s é uma cobertura aberta arbitraria, segue
que h(T) = sup, h(T,a) = h(T, aq).
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4.1.1 Entropia Topolégica de Shifts Multidimensionais

Vamos determinar a entropia topoldgica de shifts e subshifts multidimensionais usando
a definicoes da secao anterior. Da mesma forma de antes, G = Z¢, onde d é um inteiro
positivo. Seja A um conjunto nao-vazio finito (ou um alfabeto finito) com a topologia dis-
creta. Consideramos A® com a topologia produto, fazendo de A um espacgo compacto (pelo
Teorema de Tychonoff). Por exemplo, para o Modelo de Ising, A = {—1,1}. Para cada
conjunto finito A C G e cada x € A%, z|A é a restricio de z a A e para cada subconjunto
X C A% escrevemos X|A := {z|A;z € X}. Com isso, AN := {z|A : z € AY}. Para cada
a € A% escrevemos [a] = {z € A% x|A = a}. Observe que [a] é um conjunto nao-vazio,
aberto e fechado na topologia produto e {[a];a € A*} é uma colegdo de conjuntos disjuntos
dois-a-dois e que cobrem AY. Observe ainda que {[a] : a € U2 ,A%"} é a base da topologia

produto de A%,

Um shift multidimensional de G sobre A% é a acdo o : G x A® — A% dada por
0%(24) = Tays, para todo a,b € G e x € A®. Nesse contexto, o par (A% o) é chamado
full shift. A cobertura aberta canénica de AY é o = {[a];a € A%} = {[a] : ap € A}, onde
Ao = {0}%. Para cada conjunto finito A C G, temos que o = {[a];a € A*}. Baseado nisso,

podemos calcular a entropia topoldgica do full shift.

Lema 4.1.5. A cobertura aberta candnica o = {[a] : a9 € A} € uma cobertura geradora

topoldgica de AC.

seja 7 uma cobertura aberta de A®. Uma vez que AY é compacto, v admite uma
subcobertura finita 4/, ou seja, 7/ = U?ZIBj. Os conjuntos dessa cobertura sao da forma
B; = {z € A% : X|C; = a}, onde C; é um subconjunto qualquer de Z¢. Seja m su-
ficientemente grande para que C; C A,, para todo j = 1,2,...,q. Com isso, para todo
U= {x e A% : z|A,, = a} € o™, temos U C B; € 7. De fato, v < o e portanto a é

geradora topolégica de A%.
Proposigao 4.1.6. h(o) = log |A|.

Pelo Lema 4.1.5, a é uma cobertura geradora topolégica de A%. Para todo n >

>
N(a*) = |t | = |A|A»l. Disso, H(a*) = log N(a’") = |A,|log|A|, para todo n > 1

Logo, h(o,a) = limn%mlﬂ(z—:r) = log |A| e portanto, pelo Lema 4.1.3, segue que h(o) =



74

h(o,a) = log |Al.

Um conjunto X C A% é invariante pelo shift se o°(x) € X paratodob € G etodoz € X.
Um conjunto X C A% fechado e invariante pelo shift é chamado de subshift. Agora, estamos
olhando para o sistema (X, o|gxx), ou seja, para o full shift agindo no conjunto X. Também

é possivel obter a entropia h(X) do subshift X, como mostrado na préxima proposicao.

log [ X|ay|
Anl

Proposicao 4.1.7. h(X) := h(o|gxx) = lim,

Observe que para todo n > 1, o™ = {[a] : @ € X|a,} é uma cobertura aberta dis-

junta de X. Com isso, N(a’) = |X|s,| para todo n > 1. Como « é uma cobertura
geradora topolégica, pelo Lema 4.1.3, temos que h(X) = h(o|gxx, @) = lim, 00 % =
: log [ X |ap|
hmnﬁoo |A—,L\A

No caso do Modelo de Ising que estudamos no capitulo 3, temos A = {—1,1} com o
shift de dimensao d. Dessa forma, pela Proposicao 4.1.6, temos que a entropia topoldgica do

fullshift no modelo de Ising é log 2.

Exemplo: Hard Square.

Seja A = {1, ..., k} um alfabeto finito e seja B = (B; ;) uma matriz quadrada de dimensao
k, cujos coeficientes tomam apenas os valores 0 ou 1 e tal que nenhuma linha ou coluna é
identicamente nula. A esse tipo de matriz chamamos de matriz de transicao. Considere o
subconjunto Y5 C A% das sequéncias que sdo B-admissiveis, ou seja, tais que By, . =1
para todo n € Z. Observe que Yp ¢ invariante pelo shift o : A — A%, Note também que
Y g ¢é fechado em AZ e, portanto, ¥z é um compacto. Denotamos por op : Xp — Lg 0
subshift bilateral de tipo finito associado & matriz de transicao B. E 1til associar & matriz de
transicdo A um grafo Gp := {(a,b) € B x B : B, = 1}, ou seja, Gp é o grafo cujos vértices
sao os pontos de A e, dessa forma, B; ; = 1 quando hd um aresta de ¢ para j e B; ; = 0 caso

contrario. Um resultado conhecido nesse contexto é o seguinte:

Proposigcao 4.1.8. A entropia topologica de um subshift bilateral de tipo finito op :
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Yp — Xp € dada por h(og) = log Ag, onde A\g é o maior autovalor da matriz de transi¢ao
B.
Ver [OV15], pagina 316.

O Golden Mean Shift ou Hard Square de dimensdo 1 ¢ um subshift em {0, 1}# consistindo
de todas as sequéncias bilaterais que nao contém 1 seguido de 1, ou seja, nao é permitido

que se apareca o padrao {11}. Podemos verificar que a sua matriz de transi¢ao é dada por
11
10|

O maior autovalor dessa matriz é o nimero de ouro, dada por Ag =
1+v5
2

B—

1+2*/5. Portanto, sua

entropia topolégica é h(og) = log

Agora, considere o modelo de Ising de dimensao 2. Seja o conjunto de todas as confi-
guracoes no reticulado inteiro tal que nao seja permitido que se apareca dois spins o = —1
consecutivos em nenhuma das diregoes. Qual seria a entropia topoldgica desse subshift? Este

exemplo é equivalente ao exemplo do hard-square de dimensao 2.

O hard square de dimensao 2, é o subconjunto do reticulado {0, 1}ZZ onde nao é per-
mitido que se tenha 1 em vértices consecutivos em nenhuma das direcoes. Mesmo sendo
um exemplo bastante simples (alfabeto com apenas dois simbolos e dimensao d =2) nao se
sabe exatamente qual é sua entropia topoldgica ([Pav10]). Esse assunto é bastante estudado
e tenta-se aproximar e caracterizar nimeros que sao entropia topoldgica de algum subshift

multidimensional como ¢ visto em [HM10].

4.2 Entropia Métrica de Ac¢oes do Grupo Aditivo Z¢

Seja (M, u) um espago de probabilidade. Dizemos que a acao T': G x M — M preserva a
medida p quando pu(7T~*(P)) = u(P), para cada a € G e para todo subconjunto mensurédvel
P C M. Ja vimos no capitulo 1 que dada uma particao P de M, a sua entropia é dada

por H,(P) = = > pep u(P)log u(P). Além disso, para quaisquer particoes P e Q vale que
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H,(PVv Q)< H,P)+ H,(Q). Agora, para cada a € G e para cada particao P de M,
P = T %P) = {T~*P); P € P} é uma nova partigdo de M. Disso, dado qualquer
A C G, podemos definir a particao P = V,ea P Como T preserva a medida j, temos que
H,(T~*(P)) = H,(P) para toda particdo P e todo a € G. Em cima disso,

H,(P") = H,(\/ P*) = H(P VT “(P)V ..V T “"-1(P))

a€A

< Hu(P) + Hu(T™(P)) + ... + Hy (T~ (P)) < [A|HL(P).

Com isso, definimos a entropia de T' com relagdo a medida p e a particao P por

(4.3)
E por fim, definimos a entropia de T' com relacao a medida p como sendo o niimero
h,(T) := sup{h,(T,P); P é particao mensuravel de M }. (4.4)
P

Para que a entropia métrica esteja bem definida, o limite (4.3) deve existir.

Lema 4.2.1. O limite (4.3) existe. A demonstracao é idéntica a realizada para o Lema
4.1.2. Basta apenas notar que HH(PAT") < HH(PA") para todo m < n e que HM(PAMC) <
k‘H,(PA) para todo k > 1.

4.2.1 Entropia Métrica de Shifts Multidimensionais

Sejam d um inteiro positivo, G = Z¢, A um alfabeto finito e X C A% um subshift. Uma
medida p em X é invariante pelo shift o : G x AY — AY quando u(oc~%(P)) = p(P) para todo
boreliano P C X e todo a € G. Um conjunto P C X ¢é invariante quando o~ %(P) C P para
todo a € G. O sistema X, o, u é chamado de ergddico se para todo subconjunto invariante

mensuravel P C X temos que pu(P) =0 ou pu(P) = 1. Nesses caso, escrevemos

hy(X,P) = hu(olaxx,P)
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e, consequentemente,

h,(X) :==sup h,(X,P).
P

Como foi feito para o caso de entropia topoldgica, pode se mostrar que h,(X) = h,(X,P),

onde P é a partigdo mensurdvel canonica de X, dada por P = {[a|NX;a € A} (ver [Sim17]).

Nesse contexto de shifts multidimensionais também ha um Principio Variacional conec-

tando a entropia topoldgica e entropia métrica.

Teorema 4.2.2. (Principio Variacional para Shifts Multidimensionais). Para qualquer
subshift X C A% temos que h(X) = sup, h,.(X), onde o supremo € tomado sobre o conjunto

das medidas de probabilidade invariantes e ergodicas em X.
Ver [Mis76].

Uma pergunta que surge naturalmente: quantas medidas de entropia méaxima podem
existir para um subshift? Veremos a seguir que a resposta para essa pergunta depende da

dimensao do shift.

4.3 Unicidade de Medidas de Maxima Entropia para
Shifts de Tipo Finito

Pelo seguinte resultado temos que em dimensao 1 hé apenas uma tnica medida que ma-

Ximiza a entropia métrica.

Teorema 4.3.1 Sejam A = {1,2,....k — 1} um alfabeto finito, ¥ = AZ ec : ¥ — X o

fullshift bilateral. Entao o tem uma unica medida com mdadxima entropia.

Sabemos que h(c) = log k. Suponha h,(c) = logk. Seja P = {F, ..., Py_1} uma particao
geradora (P; = {(zy)n>1 : z0 = j}). Entao



78

n—1

1 » 1
log k = hy,(0) < EH#(\/()U /(P)) < —n.H,(P) =log.
j=
n—1

Disso, temos que H,,(\/j_y 077(P)) = log k", o que implica que cada membro de (\/;:é oI (P))

tem medida % Portanto, ;1 é a medida de Bernoulli uniforme com p(P;) = % para todo j.

Teorema 4.3.2 Seja 0 : X — X um subshift de tipo finito unidimensional bilateral
assoctado a uma matriz de transicao irredutivel B. Entao existe uma unica medida de mdxima

entropia.
Ver [Wa82].

A unicidade nao é garantida para qualquer subshift de dimensao d > 2. Para justificar
essa afirmacgao, vamos introduzir um dos exemplos de nao unicidade devido a Robert Burton

e Jeffrey Steif em [BS94].

Exemplo (Modelo de Ising generalizado). Seja L um inteiro positivo e seja o con-
junto de simbolos dado por A ={—L,—-L+1,...,—1,0,1,..., L — 1, L}. Considere o fullshift
como AZ' e defina o subshift X ¢ A% como o conjunto de todas configuragoes que nao
apresentam dois spins de mesmo sinal como vizinhos proximos, a nao ser que sejam o +1 e

-1. Observe que este exemplo se reduz ao Modelo de Ising quando L = 1.

Teorema 4.3.3 (Burton, Steiff, 1994) Considere o subshift X do exemplo acima e seja

d>2. Se L > 4e28¢, entdo existem exatamente duas medidas ergodicas de mdzima entropia.

Ver [BS94].
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