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RESUMO

Este trabalho visa apresentar uma proposta alternativa para o ensino do conceito e do célculo de
area de poligonos diversos. Antes, nos esforcamos para tentar mostrar a importancia do ensino
de Geometria e do conceito de area, e tentamos analisar, a luz de PAVANELLO, um fendmeno
educacional brasileiro: o abandono do ensino de Geometria. Posteriormente, seguimos com as
defini¢cdes e conceitos basicos necessarios ao tratamento do conceito e do célculo da drea de
poligonos mais elementares como quadrados, retangulos, triangulos, etc. No terceiro capitulo,
apresentamos alguns resultados que podem ser demonstrados com as proposi¢des do capitulo
anterior, como o Teorema de Pitdgoras, a Lei dos Senos e o Limite Fundamental trigonomé-
trico. Depois apresentamos o Teorema de Pick, suas versdes para poligonos com "buracos" e
para poligonos com vértices de coordenadas racionais e sua surpreendente equivaléncia com a
féormula de Euler para poligonos no plano. No quinto capitulo, apresentamos alguns resulta-
dos interessantes que podem ser obtidos utilizando-se o Teorema de Pick, como por exemplo,
uma estimativa para o valor de 7, e encontrar uma solucao inteira para a equacdo diofantina
mp —ng =1, em que p e g sejam primos entre si. Finalmente, no sexto capitulo, apresentamos
uma proposta educacional para o tratamento do conceito de area de poligonos, que faz uso do
site Google Maps e do software Geogebra, juntamente com o Teorema de Pick e da relacao
entre dreas de figuras semelhantes. Nesta atividade, propomos aos alunos calcular a drea apro-
ximada de mapas de regides (como o Estado de Alagoas, a cidade de Maceid) apenas utilizando
os resultados apresentados em sala de aula, sob a orientacdo do professor. Ao fim do trabalho,
segue-se um apéndice com um pequeno resumo sobre a teoria das integrais e sua relagdo com o
calculo de area sob o grafico de funcdes e a defini¢do da fun¢do logaritmica.

Palavras-chave: Poligonos Simples. Figuras Semelhantes. Teorema de Pick. Férmula de
Euler para Planos.



ABSTRACT

This work aims to introduce an alternative proposal for the teaching of the concept and calcu-
lation of the area of several polygons. Before, we strove to try showing the importance of the
Geometry teaching and of the concept of area, and we tried to analyze, in the light of PAVA-
NELLO, a Brazilian education phenomenon: the abandonment of Geometry teaching. After,
we follow with the definitions and basic concepts required to the treatment of the concept and
calculation of the more elementary polygons area as squares, rectangles, triangles, etc. On third
chapter, we showed some results that can be demonstrated with the propositions of the previous
chapter, as the Pythagoras’s Theorem, The Law of Sines and the Fundamental trigonometric
limit. After we introduce the Pick’s Theorem, its versions for the polygons with "holes" and for
polygons with vertices of reasonable coordinates and its surprising equivalence with the Euler’s
Formula for polygons in plan. On the fifth chapter, we show some interesting results that can be
obtained by using the Pick’s Theorem, like, for instance, an estimate for the value of 7, and find
a entire solution for the diophantine equation mp —ng = 1, where p e g are coprime. Finally,
on the sixth chapter, we introduce an educational proposal for the treatment of the concept of
polygon’s area, that makes use of the Google Maps site and of the Geogebra Software, together
with the Pick’s Theorem and of the relation between areas of similar figures. At this activity,
we propose to the students calculate the approximated area of regions (as the State of Alagoas,
the city of Maceio) just using the results presented at classroom, under the supervision of the
teacher. At the end of work, it follows an appendix with a small abstract about the integrals the-
ory and its relation with the calculation of area under the graphic of functions and the definition
of the logarithmic function.

Keywords: Simple Polygons. Similar Figures. Pick’s Theorem. Euler’s Formula for plans.
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1 INTRODUCAO

O conceito de drea de figuras surge na Educag¢do Infantil ao lado de outros conceitos de
Geometria e do cdlculo de medidas, e permanece nos curriculos de Matemética até o Ensino
Meédio.

O material auxiliar mais utilizado para o ensino do conceito de drea é o livro didético,
que apresenta a area de uma superficie como um numero associado a mesma. O ensino para
a obten¢do desse nimero geralmente se inicia através da decomposi¢cdo de figuras mais com-
plexas em figuras mais elementares (como retangulos, quadrados e tridngulos). A partir desta
decomposicao sdo deduzidas as diferentes férmulas para o cdlculo de dreas de diferentes figuras,

em geral, de poligonos.

No entanto, quase nenhum tratamento € dado ao célculo de area de figuras mais irre-
gulares e ndo poligonais (com excecao do circulo) que apresentam contornos mais complexos
como curvas, por exemplo. Além disso, geralmente ndo ha citacdo ou valoriza¢ido dos aspec-
tos histéricos do desenvolvimento do conceito de dreas, conhecimentos estes que poderiam ser

bastante tteis para o entendimento do conceito de drea por parte dos alunos.

Este trabalho tem como objetivo apresentar uma proposta alternativa para o tratamento
do ensino de dreas de poligonos diversos, desde os mais conhecidos até as de figuras mais irre-
gulares e mais complexas que apresentam contornos formados por segmentos e curvas (como

mapas de regides) com a utilizacdo do Teorema de Pick.

Antes disto, buscamos valorizar e relembrar os aspectos histéricos da constru¢do do
conceito de drea, além de tentar mostrar algumas razdes pelas quais se deve dar especial aten¢ao
ao ensino de Geometria. Além disso, buscou-se trazer de volta um tema recorrente em trabalhos

de Educacdo Matematica, que € o fendmeno do abandono do Ensino de Geometria no Brasil.

A seguir, buscamos deduzir as férmulas mais usuais para o cdlculo da 4rea de poligonos
simples, e da drea do circulo através de uma demonstracdo que tem como base o principio
de Eudoxo Arquimedes. No capitulo seguinte, provamos alguns resultados com a ajuda do

conceito de drea, como o Teorema de Pitdgoras, a Lei dos Senos e o problema de Hipdcrates.

No quarto capitulo, introduzimos alguns resultados auxiliares que serviram de base para
o tratamento do Teorema de Pick, cuja demonstracdo € apresentada logo a seguir, assim como
sua relacdo com a Férmula de Euler para planos e sua versdo para poligonos com "buracos" e

para poligonos de vértices com coordenadas racionais.

A seguir, tentamos mostrar como o Teorema de Pick pode ser utilizado em alguns pro-

blemas interessantes, como resolver a equagdo diofantina mp —ng = 1, quando p e g forem
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primos entre si, € estimar um valor para 7.

No ultimo capitulo, apresentamos o principal objetivo deste trabalho. Buscamos cons-
truir uma proposta de ensino para o tratamento do conceito de dreas de poligonos diversos e
de figuras mais irregulares como mapas, utilizando-se para isso o Teorema de Pick, o software

Geogebra e imagens retiradas do Google Maps de diferentes regides.

Ao fim do trabalho, colocamos como apéndice um breve tratamento do conceito de
integral definida e sua relagdo com o célculo de drea de figuras sob gréificos. Neste apéndice,
veremos como se calcular a drea sob o grafico de algumas funcdes e apresentamos a defini¢do

da func¢do logaritmo como a integral de uma funcao especifica.

Esperamos que este trabalho, de alguma maneira, sirva como instrumento para uma nova
visdo sobre o ensino do conceito de drea, aprofundando os conhecimentos de professores e alu-
nos e valorizando o célculo de 4reas de figuras planas, especialmente de figuras mais irregulares

e complexas, tornando o conceito de drea mais atraente e "palpavel" para o aluno.



SOBRE O CONCEITO DEAREA E O
ENSINO DE GEOMETRIA

2.1 A importancia do ensino de Geometria

Este trabalho tem como objetivo tratar, de uma maneira alternativa, o conceito de areas

de poligonos.

Para isso, mostraremos métodos para se calcular a drea de poligonos diversos através
das féormulas usuais e apresentaremos o Teorema de Pick, uma ferramenta surpreendente e de
grande utilidade no célculo de poligonos mais complexos e irregulares, pois discretiza uma

grandeza de natureza continua ao calcularmos a drea de poligono contando pontos.

Mas, antes de tudo, vem a tona a seguinte questao: Qual a real importancia do ensino de

Geometria no ensino bésico, especialmente?

Sabemos que o papel da educacdo €, acima de tudo, formar e instruir pessoas capa-
zes de analisar e interpretar a sua realidade, critica e honestamente, de modo que possam se

transformar em verdadeiros agentes de mudanca e cidaddos conscientes.

Para isso, € indispensdvel o conhecimento da linguagem materna, das diferentes formas
de manifestacdes culturais, dos conhecimentos bdsicos da ciéncia moderna e da linguagem ma-
temadtica. E € sob esta perspectiva que se encontra o motivo fundamental pelo qual a Geometria

se faz presente nos curriculos educacionais em todo o mundo.

O estudo da Geometria se faz necessario pela sua clara presenga nas formas dos objetos
presentes no nosso dia a dia, na arquitetura, nos organismos vivos, nas artes, nas construcoes

modernas.

Estudar Geometria € procurar conhecer um aspecto significativo do mundo no qual esta-
mos inseridos, pois s6 assim poderemos identificar, manipular e quantificar as diferentes formas

existentes a nossa volta.

Enfim, podemos afirmar que a Geometria € um ramo indispensdvel e significativo do

conhecimento, que precisamos para poder nos posicionarmos frente a realidade.

O ensino de Geometria deve despertar no aluno o desenvolvimento do raciocinio geo-
métrico e de habilidades essenciais, em especial, a capacidade de discrimina¢do de formas e
a manipulagdo destas, sendo capaz de classificar as diferentes formas geométricas, identificar

padrdes, calcular perimetros, dreas e volumes e assim por diante.
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No processo de ensino de Geometria ¢ indispensavel que o professor considere os co-
nhecimentos prévios dos alunos, especialmente aqueles presentes nas criangas € jovens, pois

No processo de ensino de Geometria € indispensavel que o professor considere os co-
nhecimentos prévios dos alunos, especialmente aqueles presentes nas criangas € jovens, pois
estes ja possuem idéias bdsicas e intuitivas das diferentes formas presentes fora do ambiente
escolar (conhecimentos informais) e que devem ser formalizados de acordo com as defini¢des

e conceitos geométricos mais modernos.

Assim os conhecimentos vao sendo construidos de forma investigativa e gerando no

aluno um raciocinio espacial mais formal.

Entdo como nés professores devemos agir para que a crianga consiga ultrapassar o es-
paco perceptivo (mundo sensivel) para um espaco nao perceptivo (estrutura no mundo geomé-

trico)? Segundo os Parametros Curriculares Nacionais, BRASIL (1997):

E multiplicando suas experiéncias sobre os objetos do espaco em que vive, que a crianga
aprenderd a construir uma rede de conhecimentos relativos a localizagdo, a orientacio, que
lhe permitird penetrar no dominio da representacdo dos objetos e, assim, distanciar-se do
espaco sensorial ou fisico. E o aspecto experimental que colocard em relacio esses dois
espacos: o sensivel e o geométrico. De um lado, a experimentagdo permite agir, antecipar,
ver, explicar o que se passa no espacgo sensivel, e, de outro, possibilita o trabalho sobre as
representacdes dos objetos do espaco geométrico e, assim, desprender-se da manipulacao

dos objetos reais para raciocinar sobre representagdes mentais.

Portanto, através de um ensino baseado na liberdade de investigagcao e experimentacao, o
aluno pode participar do seu proprio processo de aprendizagem, dando significado aos conceitos
estudados e alterando seus conhecimentos prévios que servem como ancoragem para o Sucesso
do processo de ensino-aprendizagem. Para FREUDENTHAL (1973):

"A Geometria s6 pode ser cheia de significado se explora a relagdo da Geometria com o
espaco experimentado”. Assim a Geometria: - presta-se a aprendizagem da matematizacao
da realidade e para a realizag¢do de descobertas, que sendo feitas também "com os préprios
olhos e maos, sdo mais convincentes e surpreendentes”; - tem ainda a capacidade para fazer

as criancas sentirem, a partir da necessidade 16gica das suas conclusdes, "a forca do espirito

humano, ou seja, do seu proprio espirito".

No entanto, para que essa liberdade de ensino e de constru¢do dos conceitos através da
investigacdo possa ter sucesso, € necessdrio que o professor conheca profundamente os conteu-
dos estudados, que os objetivos propostos para os alunos estejam bem claros e que os conteudos

e atividades estejam condizentes com o nivel dos alunos em questao.
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Também € importante salientar que neste processo de ensino, o erro do aluno ¢ funda-
mental para o sucesso da sua aprendizagem, e este erro deve ser respeitado e utilizado como
sintoma de eficiéncia deste processo. Os alunos devem ter total liberdade para levantar hipote-

ses, conjecturas, errar e discutir seus erros com a ajuda do professor.

2.2 Sobre o abandono do ensino de Geometria no Brasil

Nas ultimas décadas, a educagao brasileira vem passando por transformagdes estruturais
e ideoldgicas, grande parte destas, devido as mudancas da realidade sdcio-politica-econdmica

no pais e de novas concepgdes pedagdgicas.

Como consequéncia disto, o ensino de Geometria no pais € também ao redor do mundo

vem sofrendo alteracdes de metodologias e de valorizacao.

Ha defensores modernos que afirmam que a Geometria poderia dar o seu lugar a outro
ramo da Matemdtica moderna durante o ensino bdsico. Ja outros matematicos reiteram que
o ensino de Geometria é de fundamental importancia para o desenvolvimento matematico do
aluno por ser a Geometria um estudo direto do mundo espacial e de suas formas, e por estar
a Geometria ligada a outras dreas da Matematica moderna, sendo portanto uma valiosa ponte

durante o processo de ensino aprendizagem de diversos contetidos em Algebra, Aritmética, etc.

No entanto, o que se vem observando nas ultimas décadas € um claro abandono e desva-
lorizacao da Geometria nas escolas brasileiras, e isto fica claro quando observamos o despreparo

que nossos alunos apresentam no tocante ao estudo dos conceitos geométricos mais bésicos.

O ensino de Geometria, nos vdrios niveis de ensino, tem sido colocado a margem do
ensino de outras dreas da Matemdtica moderna. PAVANELLO (1993) apontou esse fendmeno
como uma realidade global e afirma que isto € o resultado da auséncia deste tema nos programas

escolares e do esquecimento da importancia do ensino de Geometria.

Esse abandono da Geometria nas escolas brasileiras é evidenciado de forma bem su-
cinta e clara em seu artigo "O abandono do ensino da Geometria no Brasil: causas e consequén-

cias" (revista Zetetiké - 1993). Pavanello apresenta rapidamente como se deram as mudancas de

concepgoes pedagdgicas na ultimas décadas, e mostra que foi uma consequéncia das mudangas

politicas e econdmicas pelas quais passou a sociedade brasileira.

O ensino brasileiro passou por mudancgas ideoldgicas profundas desde o inicio do século
XX, adotando métodos tradicionais de ensino, em que o aluno era considerado mero espectador
e um participante passivo do processo ensino aprendizagem, passando pelo modelo da escola
tecnicista, em que se buscava principalmente a qualificacio da mdo de obra para o seu rapido

ingresso no mercado de trabalho, até concep¢des mais modernas de educac¢io, em que o papel
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tecnicista, em que se buscava principalmente a qualificacio da ma@o de obra para o seu
rapidoingresso no mercado de trabalho, até concep¢des mais modernas de educagdo, em que
o papel social e politico da educa¢do comecou a ser valorizado. Tudo isto acompanhado de
reformu-lacdes do ensino (como as provocadas pelas Leis 4024/61, 5540/68, 5692/71) e de

reformaseducacionais, como a Reforma Universitaria com o Decreto 477/69.

No entanto, mesmo com todas estas transformagdes e alteracdes, o ensino de Geometria
de qualidade sempre foi negligenciado, especialmente por atitudes governamentais que nunca
mostraram o real compromisso com um ensino de Matemadtica de qualidade, ou mesmo com a

qualidade do ensino brasileiro como um todo.

Como afirma PAVANELLO (1993):

O abandono do ensino de Geometria deve, portanto, ser caracterizado como uma decisio

equivalente as medidas governamentais, em seus varios niveis, com relagao a educagao.

No entanto, o que se observou na década de 70 foi a aplicacdo de diversas experiéncias

com o objetivo comum de resgatar o ensino de Geometria.

A necessidade da volta da Geometria no ensino da Matematica é unanime entre os edu-
cadores matemdticos. No entanto, ndo existe um consenso quanto a quais propostas devem
ser adotadas para o seu ensino, tanto nas salas de aula do ensino regular quanto nos cursos de
formacdo inicial e continuada de professores que a ensinardo (em curso de Licenciatura em

Matemitica e em cursos de Licenciatura em Pedagogia).

A atual realidade da educagdo mostra que ndo se busca valorizar, nos novos conteidos
abordados em sala de aula, os conhecimentos prévios dos alunos, o que torna a aprendizagem,
mecénica, e que por sua vez leva os alunos a decorarem o contetddo e ao simples acimulo de

informagdes desconexas com 0s conceitos tedricos que deveriam ser mais valorizados.

Desta forma, a aprendizagem da Matematica se transforma em uma mera repeticao de

leis e férmulas que, muitas vezes, apds a avaliacdo, sdo esquecidos.

No entanto, segundo D’ AMBROSIO (2002):

A educacio nessa transi¢do ndo pode focalizar a mera transmissdo de contetidos obsole-
tos, na sua maioria desinteressantes e intteis, e inconsequentes na formagdo de uma nova
sociedade. O que podemos fazer para as nossas criancas é oferecer a elas os instrumentos
comunicativos, analiticos e materiais para que elas possam viver, com capacidade critica,

numa sociedade multicultural e impregnada de tecnologia.

Assim, podemos afirmar que a abordagem no ensino de Geometria deve ser baseada na
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experimentacdo, na desvalorizacao do mecanicismo e memorizacdo das férmulas, e na
valori- zagdo dos conhecimentos prévios dos alunos em sala de aula, de modo que o préprio
aluno se torne o principal responsdvel no seu processo de ensino aprendizagem, valorizando
seus questi- onamentos, hipéteses e equivocos, contribuindo para a constru¢ao dos conceitos
mais modernos das diferentes dreas da Matemadtica de forma palpdavel, democrética e

contextualizada.

2.3 Historia do conceito de area

O conceito de drea surgiu naturalmente nas primeiras sociedades humanas, assim como

ocorreu com o desenvolvimento do conceito numeérico.

As primeiras civilizagdes humanas eram formadas por nomades que se instalavam em
uma determinada regido até que por motivos climaticos ou por escassez de recursos, migrassem
para outra regido que pudesse ser mais favoravel para a sua sobrevivéncia. Suas principais

atividades eram a caga, pesca e a colheita, que garantiam a sobrevivéncia da comunidade.

Com essa intensa atividade e deslocamentos em busca de regides mais favoraveis, surge

a necessidade natural de se medir ou comparar as extensoes territoriais das regioes.

Os primeiros registros historicos do conceito de drea surgiram nas civiliza¢des antigas
da Mesopotamia e do Egito hé cerca de 3 ou 4 mil anos a.C.. Documentos antigos mostram que
nestas regides, a beira dos rios Nilo, Tigre e Eufrates, ja existiam civilizagdes que se utiliza-
vam de técnicas agricolas, de engenharia e drenagem, assim como de mensuragdo de extensoes

territoriais.

O famoso gedgrafo e historiador grego, nascido no século V a.C, Herédoto, afirmava
que com as inundagdes frequentes do Nilo, os marcos que dividiam e limitavam as proprieda-
des eram destruidos e apagados, criando diversas disputas a cerca dos impostos e direitos de

propriedade, o que levou diretamente a criagdo de uma classe de agrimensores.

Foi esta realidade egipcia que motivou e desenvolveu os estudos sobre o conceito de
area, levando vdrios agrimensores a desenvolverem técnicas de mensuracdo e do célculo de

areas de regides.

Alguns dos principais documentos que ratificam os conhecimentos geométricos das an-

tigas civiliza¢des sdo os papiros de Moscou (ou Golenishev) e Rhind (ou Ahmes), datados de
1850 e 1650 a.C., respectivamente.
Esses papiros mostram que os egipcios possuiam varios conhecimentos geométricos,

utili- zando-se destes conhecimentos para resolver problemas geométricos. De acordo com

EVES (1997), dos 110 problemas dos papiros Moscou e Rhind, 26 s@o problemas geométricos.
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Muitos deles utilizando-se de férmulas para o célculo de dreas de terras e volumes de graos.

Segundo BOYER (1974), o papiro Ahmes contém problemas geométricos, como o pro-
blema 51, que mostra o cdlculo da area de um triangulo isésceles através da multiplicacdo da
metade da medida da base pela medida da altura, e o problema 52, que calcula a drea de um

trapézio isosceles de modo anélogo.

Documentos histdricos mostram também que egipcios e babilonios conheciam formas
de se calcular a drea do circulo, de triangulos, retangulos e trapézios, e as utilizavam para
calcular, com boas aproximagdes, as medidas de terrenos cultivados que apresentavam formas

mais irregulares.

A unidade de medida de 4rea utilizada por estas civiliza¢des era um quadrado, ou entio
dividia-se a figura da qual se pretendia calcular a drea em tridngulos ou retangulos e calculava-se
a drea da figura como a soma das dreas dos tridngulos ou retangulos decompostos. No entanto,
ndo se sabe ao certo por qual motivo esta teria sido a unidade adotada. Acredita-se que uma
possivel explicagdo € a de que esta escolha teria sido baseada na arte de tecer cestas ou, ainda
teria sido inspirada no uso de ladrilhos de mosaicos hindus e chineses, e hd estudiosos que

afirmam que teriam surgido dos padrdes quadriculados das ceramicas babilOnicas.

Por volta de 300 anos a.C, na Grécia antiga, Euclides escreve "Os Elementos", um livro
impactante e revoluciondrio que reunia todo o conhecimento matematico mais significativo da
época criado e descoberto pelos seus antecessores, especialmente os egipcios e babilonios. Sur-
gia, entdo, um modo de se fazer matematica que se baseava na argumentacido e demonstracdo
rigorosa de seus resultados, através do método axiomaético dedutivo. Método que € utilizado

ainda nos dias de hoje.

"Os Elementos" tratava-se de uma obra formada por 13 livros, dos quais 6 livros eram
de Geometria plana (Livros I a VI), 3 livros de Aritmética (Livros VII a IX) e 3 livros de Ge-
ometria espacial (Livros XI a XIII). Mais tarde foram adicionados mais dois livros. Em "Os
Elementos", segundo ROQUE e PITOMBEIRA (2012) ndo se media dreas de regides como fa-
zemos hoje, mas havia diversos resultados que buscavam sistematizar procedimentos relativos a
equivaléncia entre dreas. Agrimensores, arquitetos, cobradores de impostos e outros burocratas
sabiam calcular dreas, mas o cdlculo de 4reas ndo era um objeto de estudo de grande interesse

da Matemdtica pura dos gregos.

Para comparar comprimentos e grandezas, os gregos transformavam por exemplos duas
regides S1 € S2 em dois quadrados equivalentes O € > com mesmas dreas de Sy e S, respecti-
vamente. Assim eles sabiam identificar qual regido apresentava maior ou menor area, ou se as
areas das duas regides eram exatamente iguais. Este processo é chamado de "fazer a quadra-
tura", e deu origem, posteriormente, ao problema conhecido como "quadratura do circulo", que

consiste em construir um quadrado com drea exatamente igual a de um circulo dado.
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Segundo HOGBEN (1958), uma das principais estratégias utilizadas por Euclides em
suas demonstracdes era a decomposicdo das figuras em tridngulos, dando especial atencdo as
suas propriedades e as formas de se obter sua area (apesar de ndo conter em "Os Elemen-

tos" nenhuma férmula explicita como as que conhecemos hoje).

Euclides também demonstrou que qualquer figura limitada por lados retos pode ser di-
vidida em tridngulos. Esse recurso foi amplamente utilizado na demonstra¢do das areas de
figuras planas (e também foi regularmente utilizado nas demonstracdes de alguns resultados

desta dissertacdo).

Entre os chineses, o cdlculo de area aparece em diversos problemas da obra "Nove Ca-
pitulos sobre a Arte Matematica", do Séc. I d.C.. Nesta obra podemos encontrar problemas
de mensuracdo, engenharia, impostos, solu¢des de equacdes e geometria, e de areas de figuras
planas a partir da manipulacio de pecas como um quebra cabeca da mesma natureza do famoso

Tangran.



AREA DO CIRCULO E DE POLIGONOS
CONHECIDOS

O conceito de drea € um conceito matematico fundamental da humanidade. Seu surgi-

mento foi tdo natural quanto o surgimento do conceito de nimero.

Os primeiros registros datam de 3 ou 4 mil anos antes de Cristo, nas civilizacdes antigas
da Mesopotamia e do Egito. Estas civilizagdes possuiam uma cultura agricola, conheciam
técnicas de drenagem e engenharia e com isso calculavam éreas de territérios a beira dos rios

Nilo, Tigre e Eufrates.

Além disso, os babildnios também calculavam areas de figuras planas, entre elas a do
circulo, utilizando para isso uma constante que dava a aproximacao 3 para o nimero 7. J4 os
egipcios, utilizavam o cdlculo de dreas com grande desenvoltura, especialmente durante as inun-
dacdes do rio Nilo em determinadas épocas do ano, para demarcarem as dreas das plantacdes

dos diferentes proprietdrios.

Inicialmente formalizaremos o cédlculo de drea através de alguns postulados, seguindo-
se com alguns resultados que poderdao ser omitidos no ensino basico. Outros, porém, podem
ser demonstrados para alunos do ensino fundamental e médio por utilizarem contetidos mais

basicos (se ja tiverem sido ensinados nas séries anteriores).

3.1 Conceitos e defini¢coes iniciais

Antes de iniciarmos as apresentacdes dos resultados sobre o conceito e o cdlculo de drea
de poligonos diversos, vamos enunciar algumas defini¢cdes e admitir a veracidade de alguns

postulados que serdo tteis para o desenvolvimento dos resultados posteriores.

Consideraremos a drea de uma superficie qualquer como um nimero que possa ser as-
sociado a essa superficie. De uma maneira um tanto informal e redundante, a drea de uma
superifice seria um ndmero real que mede a "quantidade de superficie" associada a superfi-
cie dada, ou por um abuso de linguagem, seria o nimero real que representa a quantidade de

"espaco"” delimitado pelo contorno da figura (perimetro).

Sempre consideraremos a existéncia de uma unidade de medida que serd utilizada para
medir o comprimento do contorno da superficie. Esta unidade de medida quando ndo expressa,

serd representada simplesmente por u.c. (unidade de comprimento).

22
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Do mesmo modo, a unidade de area serd a mesma unidade utilizada para o célculo do
comprimento do contorno da figura, mas elevada ao quadrado. Se a unidade ndo for expressa

claramente, esta serd representada simplesmente por u.a. (unidade de area).

Neste trabalho, especialmente nas proposicdes e com exce¢ao dos exemplos, tomaremos
a liberdade de omitir as unidades de medidas (de comprimento e de drea), acreditando que com
esta omissdo, ndo haverd qualquer dificuldade no entendimento de qualquer proposi¢do deste
trabalho.

Vamos enunciar algumas defini¢des e admitir alguns postulados, sobre os quais se sus-

tentard o conceito de drea apresentado neste trabalho.

Definicdo 1. Chamaremos de AB, o segmento de reta que tem A e B como pontos extremos.

Defini¢iio 2. Chamaremos de interior do segmento AB, o conjunto dos pontos de AB que sdo
distintos de A e B.

Definicao 3. Dado um niimero finito de pontos Vi,V,,...,V, no plano, chamaremos de linha

poligonal com extremos em V| e V,,, a unido dos segmentos V1V>,VoVa,...V,_1V,.

Figura 1 - Linha poligonal

Fonte: Autor, 2013

Definicao 4. Um poligono ou linha poligonal fechada com vértices nos pontos V1,V,,....V, de

um plano € a unido de segmentos, também chamados arestas, ViV, V,V3,...V,_1V,,V,, V1.

Figura 2 - Exemplos de poligonos.

onte  utor,
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Neste trabalho, sempre consideraremos que trés vértices consecutivos de um poligono

nunca sao colineares.

Poderiamos também definir poligono como a reunido de um nimero finito de triangulos
nao sobrepostos e coplanares, jd que podemos dividir um poligono qualquer em tridngulos,

tracando-se algumas de suas diagonais.

Figura 3 - Poligono: reunido de um numero finito de regiées triangulares nao sobrepostas
e coplanares.

C J N P M T

®* G

onte  utor,

Em particular, um tridngulo é um poligono, além disso, uma regido poligonal pode con-

ter "buracos".

Definicao 5. Um poligono P é dito convexo quando dado qualquer segmento AB formado por
dois pontos quaisquer A e B pertencentes ao poligono, todos os pontos pertencentes a AB tam-

bém pertencem ao poligono P.

A partir dos postulados seguintes, podemos dar inicio a teoria do calculo de éareas

de poligonos diversos.
Postulado 1. Poligonos congruentes tem dreas iguais.

Postulado 2. Se um poligono convexo for dividido em outros poligonos menores, a drea do

poligono maior € igual a soma das dreas dos poligonos menores.

Postulado 3. A drea de um quadrado de lado 1 cm é 1 cmz-

A nogao de congruéncia entre dois poligonos A e B que consideraremos aqui € a de que
podemos transladar rigidamente um poligono A de modo que ele possa ser sobreposto a um

outro poligono B e coincidir com este.



25

Figura 4 - Quadrado elementar.

Area =1 u.a

1lu.c

onte  utor,

Também iremos supor que sdo conhecidas as relagdes de congruéncias de triangulos da

Geometria Plana.

Dos postulados acima, podemos obter uma primeira proposi¢ao:

Proposicao 3.1.1. Se um poligono maior contém outro menor em seu interior, entdo a drea do

poligono maior é maior que a drea do poligono menor.

Demonstracdo. Se um poligono B contiver outro poligono menor B em seu interior, entdo B
pode ser decomposto em poligonos menores de tal forma que um destes poligonos menores seja
B. Ou seja,

B=B1UByUB3U...UB,.

Mas, pelo Postulado 2,

Area(B) = Area(B) +Area(By) + ...+ Area(B,).

E segue-se que
Area(B) > Area(B).

3.2 Areas dos poligonos mais conhecidos

Agora, podemos dar inicio ao calculo de dreas das regides interiores determinadas pelos
poligonos mais conhecidos como quadrados, retangulos, paralelogramos, tridngulos, etc.
Sempre que cometermos o abuso de linguagem de nos referirmos ao célculo da drea de algum
poligono P, deve-se ficar claro que estaremos interessados no calculo da drea da regido poligonal

do plano determinada por P.

Proposiciio 3.2.1 (Area do Quadrado). A drea do quadrado de lado [ & I2.
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Demonstragcdo. Primeiramente vamos analisar o caso em que o quadrado tem lado / natural.
Como [ € natural, podemos particionar cada lado do quadrado em / segmentos de medida 1.

Dessa forma, teremos /2 quadrados de area 1.

Pelos Postulados 1, 2 e 3, temos que
A= 127
onde A; representa o quadrado de lado /.

Figura 5 - Quadrado de lado m.

l

l

Onde | = —

m m
n

m

onte  utor,

Agora, vamos calcular a drea (A;) de um quadrado com lado [ = ﬂ, onde m,n € Ne
n

mdc(m,n) = 1.

Se fizermos uma fila com n quadrados de lado / e em seguida, tomarmos # filas de n
quadrados de lado [/, sobrepostas, formaremos um quadrado maior de lado m (Figura 5), logo
pelo que vimos anteriormente,

Ay =m".

Mas, este quadrado de lado m € formado por n? quadrados menores de area A;. Logo,

Assim, a principio, nos parece que a drea de qualquer quadrado de lado / € R € igual 12,
que j foi demonstrado para os casos em que / € N e [ € (Q. Resta-nos entdo demonstrar que a

proposicdo é vdlida quando I € R\ Q.
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Entdo, seja A; a drea do quadrado de lado /, onde [ € R\ Q. Podemos aproximar / por

dois nimeros racionais x e y tais que

1
Xp<l<yr e yk—xk<%.

Como ja foi demonstrado anteriormente as areas dos quadrados de lados racionais xj
e yx sdo respectivamente x% e y,%, portanto pela Proposicao 3.1.1, considerando o quadrado de
lado x; como sendo um quadrado contido no quadrado de lado [ e o quadrado de lado y; como

sendo um quadrado que contém o quadrado de lado /, teremos

xp < A;<yi.
Mas, como x; < [ < yy, temos que
X <> <yl

Logo, os nimeros A; e [> pertencem ao intervalo (x,%, y,%)

Assim, segue-se que

1 1
A — 1P| <y —xp = (e +x0) e — xx) < %()’k‘i‘xk) = %(Yk_xk‘i‘zxk)-

Mas | | |
— — -l <= | < =421
Vk xk<k = W <k:>yk+ <k+
Logo,
A —12|<1 Lo
! k \ k '

Como a desigualdade acima vale para todo k, tomando k suficientemente grande (limite

quando k tende ao infinito), teremos

0<|A,—1%<0.

Portanto, podemos concluir que
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Esta prova nos da a base para o cdlculo da drea de um retangulo qualquer. Vamos a ela.

Proposicio 3.2.2 (Area do Retingulo). A drea do retangulo de lados m e n € igual mn.

Demonstragdo. Sejam m e n nimeros naturais. Do mesmo modo como fizemos com o quadrado
de lado [/, podemos particionar o lado m em m segmentos de medida 1, e o lado n em n segmentos

de medida 1. Teremos entdo mn quadrados de lado 1.

Logo, pelas Proposicoes 3.1.1 e 3.2.1, teremos que

Ay = mn.

)

. a Y A
Agora, considere os lados m = b en= p do retangulo, do qual queremos calcular sua

area, onde a, b, c e d sdo nimeros naturais.

Tomando entdo bd retangulos enfileirados e sobrepostos convenientemente, formaremos
um novo retangulo de lados a e ¢. Pelo Postulado 2 e pelo que foi demonstrado logo acima
segue-se que

Agc = ac.

)

Mas, o retangulo de lados a e ¢ € formado por bd retangulos de drea A, ,, portanto

ac ac
—— = mn.

bdApp,=ac = Am’”:w:bd

Resta-nos, como fizemos na Proposic¢do 3.2.1, demonstrar que a drea do retangulo de

lado m e n € igual a mn também nos casos em que m e/ou n sa0 ndmeros irracionais.
Entdo considere o retdngulo de lados m e n onde m, n € R\ Q.

Seja k € N e sejam x, , yx, Uy € v nimeros racionais tais que

X <m <Y, U <n<vg,

1 1
Ve — U < —.

— < -,
Yk — Xk k k

Seja A, a drea do retdngulo de lado m e n. Como foi feito na demonstra¢@o da propo-
sicdo 3.2.1, podemos afirmar que o retangulo de lados m e n contém o retangulo de lados x; e

uy, e esta contido no retangulo de lados y; e v¢. Ou seja,

Xeug < Ampn < YiVi-
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Além disso, pelas desigualdades x; < m < yg, ur <n <, segue-se que

XU < mn < ypVy.

Portanto, A, , € mn pertencem ao intervalo (xgu,yxvk). Dessa forma,

1
| A —mn| < ygve — X = (Vi — g )y +ug (v — xx) < %()’k +ug) <

1 12
(Ve +xx+ug+ve) < z[(yk—xk)+2xk+ (Vi —ug) +2uy) < E(;+2m+2n).

x| =

<

Logo, como a desigualdade acima € valida para todo k € N, tomando k suficientemente
grande, temos que
0 <|Ap,, —mn| <0.

Assim, segue-se que

Ay = mn.

)

Os casos em que m € Q e n € R\ Q sdo provados de maneira andloga.
O

Proposicio 3.2.3 (Area do Paralelogramo). A drea de um paralelogramo de base a e altura h é

igual a ah.

Demonstragcdo. Considere um paralelogramo ABCD, e sejam os pontos E e F, os pés da per-
pendiculares baixadas de D e C a reta j@, respectivamente. Suponhamos também, sem perda

generalidade, que E € AB.

Figura 6 - Paralelogramo de base a e altura /

D a C’

| |
: o
I |
i {

E B F

A

onte Sociedade Brasileira de Matematica, 2011.

Os triangulos ADE e BCF sio congruentes pelo caso LAA, pois AD = BC (por hipétese),
DAE = CBF (angulos formados por lados paralelos entre si) e AED = BFC (por construcdo),
logo, AE = BF e pelo Postulado 1,

Area(ADE) = Area(BCF).
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Além disso, temos que

Area(ABCD) = Area(ADE) + Area(BEDC) = Area(BCF) + Area(BEDC) = Area(EFCD).

Mas EFCD consiste num retangulo de altura / e base EF'.

Como EF = EB+ BF = EB+AE = AB = a, segue-se que

Area(ABCD) = ah.

Exemplo 1. Calcular a drea do paralelogramo ABCD de base 4 cm e altura 3 cm.

Figura 7 - Paralelogramo de base 4 cm e altura 3 cm.

D C

HD =3cm

A H AB=4cm B

onte Autor, 2013.

Solugio. Como a base AB mede 4 cm e a altura HD mede 3 cm, pela Proposicio 3.2.3:
Area(ABCD) = 4.3 = 12cm?.

Proposicio 3.2.4 (Area do Tridngulo). Dado o tridngulo de Iados BC = a,AC=b e AB=c, e

alturas hy, hy, e h, relativas aos lados a, b e c, respectivamente, teremos

ah, @ _ che

2 2 2

Area(ABC) =

Demonstracdo. Seja D o ponto de intersec¢iio das paralelas passando por A e paralela a BC, e

passando por C e paralela a AB.

Vemos entdo pela figura 8, que ABCD € um paralelogramo, logo os tridangulos ABC e

ADC sao congruentes pelo caso LLL, pois

AB = DC (por construgio), BC = AD (por construcio) e AC é comum.

Portanto, pelo Postulado 1:

Area(ABC) = Area(ADC).
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Figura 8 - Tridngulo de lados BC=a,AC=be AB=c.
A - D

ha

B (‘1

onte Sociedade Brasileira de Matematica, 2011.

Assim,

Area(ABCD) = Area(ABC) + Area(ADC) = 2Area(ABC).

Mas pela Proposicao 3.2.3:

Area(ABCD) = ah,,.

Dai, segue-se que
2Area(ABC) = ahy,.

Portanto,
. h
Area(ABC) = Clza.
As outras duas igualdades sao mostradas de modo completamente anédlogo. [

Com a dltima Proposi¢@o, temos agora uma forte ferramenta para o calculo da area de
qualquer poligono, pois basta dividi-lo em tridngulos, construindo segmentos que unam 2 de

seus vértices ndo consecutivos e utilizando o resultado anterior juntamente com o postulado 2.
Exemplo 2. Calcular a drea do tridngulo ABC de base 7 cm e altura 4 cm.
Figura 9 - Tridngulo de base 7 cm e altura 4 cm.

C

CH=4cm

A H

&l
o

=T7cm

onte Autor, 2013.

Solugdo. Como a base AB tem medida 7 cm e a altura CH mede 4 cm, pela Proposicio 3.2.4,
temos 74
Area(ABC) = 7 = 14cm?.
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—
Corolario 3.2.1. Dados os tridngulos ABC e A'BC tais que AA” || BC. Entao
Area(ABC) = Area(A’'BC).

—
Demonstragdo. Seja d a distancia entre as retas AA’ e R‘ Entao pela Proposi¢cdo anterior,

teremos: !
Area(ABC) = Eﬁ.d = Area(A'BC).

Figura 10 - Area(ABC) = Area(A’BC) para AA paralela a BC.
A A

B C

onte Sociedade Brasileira de Matematica, 2011.

Vamos agora demonstrar uma famosa Proposi¢do que nos dd a drea de um tridngulo

qualquer conhecendo-se as medidas dos seus lados.

Proposicao 3.2.5 (Heron). Dado um triAngulo ABC, tal que AB = ¢, AC = b e BC = a, a 4rea
do tridngulo ABC € dada por

Area(ABC) = /p(p—b)(p—c)(p—a),

b

Figura 11 - Féormula de Heron.

onte Autor, 2013.

Demonstragcdo. Por uma questio de conveniéncia (para termos uma altura interna ao triangulo),

vamos tomar a altura (BH) em relagdo ao maior lado (AC) do triangulo ABC. No entanto,
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a demonstracdo € inteiramente andloga se tomarmos qualquer outra altura do tridngulo. No

triangulo AHB da figura 11 € vélido que:
=+ (AH)? = (AH)? =c* —h* = AH = /2 — h2,

. ~ AH
Assim, como cosA = _B teremos

2 _ 12

c

COSA =

No tridngulo ABC, aplicamos a lei dos cossenos relativa ao dngulo A e obtemos

a* = b* +c* — 2bccosA.

Substituindo o valor de cosd na expressdo anterior, segue-se

2 2

=422 YT R R bR =
C

b2 2 2 b2 2 2\2
=20V 2 =b"+ct—a* = PR i By Y s st B
2b 2b
E, portanto,

B2 42— g2 2
W= (") . 3.1
c ( - ) G.1)

Pela Proposicao 3.2.4, a 4rea do tridngulo ABC ¢é dada por

. bh
Area(ABC) = 5

Elevando ambos 0s membros ao quadrado, teremos

Area’ (ABC) = s (3.2)
Agora, substituindo (3.1) em (3.2), vem
Areaz(ABC) = Ple - (b;r;#)z] :A/reaz(ABC) = v _bz[;b2+izz_a2)2] =
- Ared’ (ABC) = pidk il ot a2)2.

16
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E, entao
(2bc)? — (b? +c* —a?)?

.2
A ABC) =
rea” (ABC) T

Agora, pela diferenca de dois quadrados,

PN ~ [(2bc) - (b? + ¢ — a®)][(2bc) + (b + ¢ — a?)] B
Area” (ABC) = 16 =

[ (b* =2bc+*) +a?][(b* +2bc+c*) —a?] _ [a*> = (b=c)?)][((b+c)* —a?)]

16 16
_(a=(b—c))(a+b—c)(b+c—a)b+c+a) (a—b+c))a+b—c)(b+c—a)lb+c+a)
- 16 B 16 B

_(a=b+c)(a+b—c)(b+c—a)(b+c+a)
2 2 2 2
(a+b+c—2b) (a+b+c—2c)(a+b+c—2a) (b+c+a)
B 2 2 2 2
a+b+c
Mas, como p = —5 > segue-se que
Areaz(ABC) _ (2p—2b) 2p—2c) (2p—2a)2_p‘

2 2 2 2

E assim,
Ared’(ABC) = (p—b)(p—c)(p—a)p.

Dai, podemos concluir que

Area(ABC) = \/p(p—b)(p—c)(p—a).
O

Exemplo 3. Calcular a drea do tridngulo ABC cujos lados AB, BC, CA medem, respectivamente,

10cm, 8 cm e 6 cm.

Figura 12 - Tridngulo de lados 6, 8 e 10 cm.

A 10cm E

onte Autor, 2013.
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b
Solucao. Calculando-se p = %, teremos
6+8+10
— % —12.

Portanto, pela Proposicado 3.2.5:

Area(ABC) = \/12(12—6)(12—8)(12 — 10) = V12.6.4.2 = V/576 = 24 cm”.

Além das duas Proposicdes anteriores que nos ddo a drea de um tridngulo qualquer,
mostraremos a seguir um resultado que nos ajudard a calcular a area de um triangulo qualquer

conhecendo-se apenas dois de seus lados e o seno do angulo compreendido entre eles.

Proposicao 3.2.6. Dado um tridngulo qualquer ABC, tal que AB = ¢, AC = b e BC = a, a drea
do tridngulo ABC é dada por

bcsenA  acsenB  ab senC

Area(ABC) = =
rea(ABC) 3 5 3

Demonstragdo. Vamos demonstrar a primeira igualdade. Sabemos pela Proposi¢do 3.2.4 que a
area do triangulo ABC € dada por:
. bh
Area(ABC) = 5

Mas, na figura 11, vemos que h = ¢ seng, logo substituindo na igualdade anterior, tere-

mos

' be senA
Area(ABC) = iy

As demais igualdades sdo provadas de maneira totalmente analoga, bastando considerar
as outras alturas relativas aos outros lados.
]

Exemplo 4. Calcular a drea do tridngulo ABC cujos lados AB, AC, medem, respectivamente, 8

cm e 5 cm e o dngulo compreendido entre esses lados mede 30°.

Solugdo. Como AB = 8 cm, AC = 5cm e o Angulo compreendido entre esses lados mede 30°,

pela Proposi¢ao 3.2.6, teremos

5.8 sen30°

Area(ABC) = >
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Figura 13 - Tridingulo de lados 5, 8 e dngulo 30°.

C
5cem

30°

A 8cm B

onte Autor, 2013.

1
Como sen30° = 5 segue-se que
. 40
Area(ABC) = 7= 10 cm?.

Considerando agora um triangulo cujas coordenadas de seus vértices no R? sdo conhe-
cidas, veremos mais um modo de calcular a drea de um tridngulo, agora por meio de determi-
nantes. Para isto, consideremos que sdo conhecidas as férmulas da distancia entre dois pontos,
de um ponto a uma reta, que saibamos encontrar a equagdo geral de uma reta que passa por dois

pontos e que saibamos calcular determinantes de matrizes quadradas.

Proposicdo 3.2.7. Dado um tridngulo de vértices A, B e C pertencentes ao R? tais que A(xy,y1),
B(x2,y2), C(x3,y3), a drea do tridngulo ABC é dada por

D
Area(ABC) = | 2|
onde D € o determinante:
x1 1 1
D=1x y» 1.
x3 y3 1

Demonstragdo. Pela figura 14 e Proposicao 3.2.4 temos que
p 11—
Area(ABC) = EBC-AH, (3.3)

onde H é a projecio do ponto A sobre BC, ou seja AH é a altura do tridngulo ABC relativa
base BC.

Por outro lado, a distancia de B a C é dada por

BC = \/ (X3 —x2)% + (y3 —y2)% (3.4)



Figura 14 - Triangulo no plano xOy.

Cla3,y3)

onte Autor, 2013.

Além disso, a equacao da reta que passa por B e C é dada por

y—y2 _Y3—y
X—X» X3—X3

De onde, segue-se que

(v2 = y3)x+ (x3 —x2)y + (x2y3 —x3y2) = 0.

Esta dltima igualdade pode ser escrita como o determinante

x y 1
x y» 1/=0.
x3 y3 1

Além disso, a distancia d do ponto A a reta % ¢ dada por

X1 N
X2 )2

g |2y 4 (6 —xo)yn + (ays —xaya) | X3 )3

1
1
1

V(3 —x2)2 4 (y3 —y2)?

Entdo, neste caso, teremos

D| _
V(3 —x2)2 4 (y3 —y2)?

d =

Vi —x2)2+ (y3 —y2)?

37

(3.5)
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Mas d = AH. Assim, substituindo (3.5) e (3.4) em (3.3), segue-se que

x1 y1 1
X2 y2 1
x3 y3 1

. 1
Area(ABC) = E\/(x3 —x2)2+ (3 —y2)?

Vs —x2)2+ (3 = 32)?

de onde podemos concluir que

)

. D
Area(ABC) = %

onde
x|l
D=1ix y» 1].
x3 y3 1
O]
Observacao. Na verdade, o determinante
x|
D=lx y 1
x3 y3 1

representa uma condi¢do de colinearidade de 3 pontos A(xy,y;), B(x2,y2), C(x3,y3). Se D =0,
significa que o tridngulo ABC tem area nula, ou seja, que os trés pontos estdo alinhados (trian-

gulo degenerado). Se D # 0, entdo os pontos A,B e C formam um tridngulo nido degenerado.

Exemplo 5. Calcular a drea do tridngulo que tem vértices A(4,0), B(0,0), C(2,2).

Solugdo. Calculando-se o determinante

S

Il
N o &~
N O O

teremos pela Proposi¢ao 3.2.7 que
. 1 8
Area(ABC) = EID\ =5= 4u.a..

Proposicio 3.2.8 (Area do Trapézio). Seja ABCD um trapézio de bases AB=a e CD =b e

altura h, entao

(a+D)
2

Area(ABCD) = h.
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Demonstragdo. Suponhamos, sem perda de generalidade, que a > b. Considere o ponto E tal
que AE = b.

Figura 15 - Trapézio de lados paralelos a e b e altura /.

D b C

A B

b E a-b

onte Sociedade Brasileira de Matematica, 2011.

O quadrildtero ADCE tem dois lados paralelos e iguais AE = CD = b. Tracando-se a

diagonal AC, temos que os tridngulos ADC e AEC sio congruentes pelo caso LAL, ji que

AE =CD = b, AC é comum e ACD = CAE (pois sdo angulos correspondentes).

Logo AD = CE e portanto ADCE é um paralelogramo, de modo que

(a=b), _ (a+b)

h.
2 2

Area(ABCD) = Area(ADCE) + Area(EBC) = bh +

]

Exemplo 6. Calcular a drea do trapézio ABCD de altura h = 2 cm e cujas bases AB e CD medem

6 cm e 4 cm, respectivamente.

Figura 16 - Trapézio de bases AB=6 cm, CD=4cm e altura 7 =2 cm.

D 4cm C

6 cm

onte Autor, 2013.

Solucdo. Como as bases do trapézio medem 6 cm e 4 cm e como a altura do mesmo mede 2 cm,

pela Proposi¢do 3.2.8, temos

(4+6)2: 10 cm?.

Area(ABCD) =

Proposicao 3.2.9 (Area do Losango). Dado o losango ABCD de diagonais AC = d, e BD = d,
sua drea € dada por

. 1

Area(ABCD) = Edl dy.
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Demonstracdo. Em um losango qualquer, suas diagonais t€m a propriedade de serem perpen-
diculares entre si, intersectando-se no ponto médio M de AC e BD, ja que ABCD também é um
paralelogramo.

Como os tridngulo ADC e ABC s@o congruentes pelo caso LLL, teremos

Figura 17 - Losango de diagonais AC e BD.

D
A W '
B
onte Sociedade Brasileira de Matematica, 2011.
. . p - 11— 11—
Area(ABCD) = Area(ABC) + Area(ADC) = EAC.BM+ EAC.DM = EAC.(BM—FDM).

Portanto, .

Area(ABCD) = ~AC.B = 5did>.

1
2

Figura 18 - Losango de diagonais AC=2cm e DB=4cm.

C

DB

J— A
AC=2cm DB=4cm

onte Autor, 2013.

Exemplo 7. Calcular a drea do losango ABCD que apresenta diagonais AC = 2cm e DB = 4cm.
Solugdo. Como AC = 2 cm e DB = 4 cm, pela Proposi¢do 3.2.9 segue-se que
. 1 2
Area(ABCD) = 54.2 =4cm”.

Definicdo 6. Dizemos que dois poligonos com o mesmo nimero de lados sdo semelhantes
quando € possivel fazer uma correspondéncia entre seus vértices de modo que seus angulos

internos correspondentes sejam iguais e os lados correspondentes, proporcionais.

Definicao 7. Chama-se razdo de semelhanca, o quociente entre as medidas dos comprimentos
de quaisquer dois segmentos AB e CD correspondentes, respectivamente pertencentes a duas

figuras P e Q, semelhantes entre si.
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Figura 19 - Poligonos semelhantes.

c

A B D /\E

onte Autor, 2013.

Definicao 8. Um poligono é dito regular quando todas as suas arestas sdo congruentes e todos

os seus dngulos sdo também congruentes.
Definicao 9. Chama-se perimetro de um poligono P, a soma de todas as arestas do mesmo.

Definicao 10. Dizemos que um circulo C € inscrito a um poligono P quando a circunferéncia

de C tangencia cada aresta de P.

Definicao 11. Dizemos que um circulo C € circunscrito a um poligono P quando todos os

vértices de P pertencem a circunferéncia de C.

Definicao 12. Chama-se apotema de um poligono regular P, o raio do circulo inscrito a P.

Vamos agora deduzir uma férmula para calcular a drea de qualquer poligono regular em

func¢ado do perimetro e do ap6tema do mesmo.

Proposicao 3.2.10. A drea de um poligono regular P é dado pela metade do produto da medida
do perimetro de P pelo seu apotema.

Figura 20 - Circulo inscrito ao poligono regular P.

onte Autor, 2013.

Demonstracdo. Dado um poligono regular P de n vértices Ay, Az, Az, ..., Ay, seja O o centro do
circulo Cj inscrito ao poligono P e seja a seu raio (distancia de O a cada aresta de P). Considere
agora C; o circulo circunscrito ao poligono P. O circulo C; passard por todos os vértices de P e

como este € regular, o centro de C, coincidird com o centro de Cy, o que implica dizer que

OA, = OA, = OA; = OA, =,
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onde r é o raio de (5.

Mas, como P € regular,

A1A2 =A2A3 = A3A4 =An_1An = AnAl = S.

Portanto, OA, OA;,OA3, ..., OA, dividem o poligono P em n tridngulos congruentes cu-

. o L . sa
jas alturas sdo iguais a a e cuja drea de cada um deles é dada por 5 Logo,

Area(P) = —

onde ns € o perimetro de P e a € o aptema de P. [

Exemplo 8. Calcular a drea do octégono regular cujos lados medem 2 u.c e com apétema igual
a2,4u.c (Figura 21).

Figura 21 - Octégono regular.

F E

2u.c

onte Autor, 2013.

Solucdo. Como os lados do octégono regular (o qual chamaremos de P) medem 2 u.c € como o

apétema do mesmo mede 2,4 u.c, pela Proposi¢cdo 3.2.10 segue-se que

p 8:2-2,4
Area(P) = T’ =19,2u.a..

3.3 Razio entre Areas de Figuras Semelhantes

Provaremos utilizando as préximas proposi¢des, que a razao entre as areas de duas figu-
ras semelhantes € igual ao quadrado da razdo de semelhanga. Este resultado serd bastante util

nos capitulos posteriores (especialmente nna proposta educacional).

Proposi¢io 3.3.1. Dados ABC e A’B'C’ dois tridngulos semelhantes, seja k a razio de seme-
lhanca de ABC e A'B'C’. Entio
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Area(ABC) 2
Area(A'B'C')

Demonstracéo. Sejam BC = a, (B'C') = d’, e h e h' as alturas dos tridngulos ABC e A'B'C’,
respectivamente, relativas aos lados BC e B'C’

Figura 22 - Tridngulos semelhantes.

A
A
| L —

a a'

onte Sociedade Brasileira de Matematica, 2011.

Como a = d'k e h = W'k, teremos

Area(ABC)  ah  dkhk
Area(A'B'C") — aW — d'W '

[
Do mesmo modo, a relagdo entre as dreas de dois quadrados, retangulos, circulos, e
poligonos quaisquer que sejam semelhantes é sempre o quadrado da razdo de semelhancga.

Vamos demonstrar este resultado para dois poligonos semelhantes que tenham um nu-
mero finito de lados. Ao fim deste capitulo, mostraremos que o mesmo também € valido para

circulos.

Proposicao 3.3.2. A razao entre dreas de dois poligonos semelhantes € igual ao quadrado da

razdo de semelhanca.
Demonstracdo. A razdo de semelhanca entre dois poligonos semelhantes pode ser encontrada
pela razdo entre dois lados quaisquer que sejam correspondentes nos poligonos.
Vamos provar o resultado por inducao sobre 7.
Para um tridngulo qualquer, o resultado foi provado na Proposi¢do anterior.
Considere dois quadrildteros ABCD e EF GH semelhantes entre si, de modo que
AB_BC CD DA

—_— == == == =_C.
EF FG GH HE
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Figura 23 - Quadrilateros semelhantes.

A

onte Autor, 2013.

Vamos dividir os quadrildteros em tridngulos, tracando as diagonais AC e EG (ou BD e

FH). Chamaremos este processo de triangulagdo de poligono. Assim, teremos,
Area(ABCD) = Area(ABC) + Area(ACD) e
Area(EFGH) = Area(EFG) + Area(EGH).

Mas, o
AB B A -
EF FG
Logo, os triangulos ABC e EF G sdo semelhantes pelo caso LAL e assim pela Proposicao
3.3.1:

Area(ABC) = ¢* - Area(EFG).
Argumentando de modo andlogo, veremos que os tridngulos ACD e EGH sao semelhan-
tes, assim
Area(ACD) = ¢* - Area(EGH).

Portanto, teremos

Area(ABCD) = *Area(EF G) + c*Area(EGH) = ¢*(Area(EFG) + Area(EGH)).

Do que se segue,

Area(ABCD)  ,Area(EFG)+Area(EGH)
= =C — = =cC.
Area(EFGH) Area(EFG) +Area(EGH)

Agora, suponhamos que o resultado seja vélido para todos os poligonos semelhantes
com k lados, onde k < n e vamos provar que também € vélido para quaisquer outros poligonos

semelhantes com (n+ 1) lados, onde n € N.
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Considere entdo dois poligonos semelhantes Aj,A3,A3,...,A,+1 € B1,B3,B3,...,B,11
com (n+ 1) lados cada um e com razio de semelhanga c.

Tragando-se em cada um dos poligonos, uma diagonal que divida cada poligono inicial
em um poligono com (n — 1) lados e um tridngulo, de modo que os poligonos de (n — 1) lados
sejam semelhantes e que os triangulos também sejam semelhantes. Sem perda de generalidade,

sejam AjA3 e B B3 estas diagonais.
Pela Proposicdo 3.3.1, teremos:

Area(A1A7A3) 5
Area(BleBg,) B .

Mas, por hipétese,

Area(AlAg . -An—H) 2

Area(B\Bs...B,.1)
Como, por construgio,
Area(A1A)As .. . Ayy1) = Area(A1A2A3) + Area(A1As .. . Ayy) e
Area(B\ByB3...B, 1) = Area(B1B,B3) +Area(B1B3... B,y 1),

segue-se que

Area(A1A2A3 .. .An+1) Area(A1A2A3) —|—Area(A1A3 .. .An+1)

Area(BleB3 .. ~Bn+1) Area(BleB3) —|—Area(BlB3 .. ~Bn+1) '

Portanto, podemos concluir que

Area(A1A)As .. . Ayyy) B c?Area(B1BB3) + c*Area(BiBs ... By 1) )
Area(B1Bng .. -Bn—H) Area(BleB3) —|—Area(BlBg .. -Bn—i-l) '

O que prova que o resultado vale para um poligono com (n+ 1) lados, e pelo principio

de inducdo finita, o resultado vale para todos os poligonos semelhantes entre si com n lados. [

3.4 A Area do Circulo

E natural querermos encontrar uma férmula que nos ajude a calcular a 4drea de um cir-

culo. Vamos demonstrar que a férmula de um circulo de raio r é nr? nos baseando fortemente
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em conceitos demonstrados por Eudoxo, Euclides e Antifonte. Além disso vamos demonstrar

alguns resultados para o cdlculo da drea de um setor circular e do segmento circular.

Proposiciio 3.4.1 (Area do Circulo). A drea de um circulo de raio r é mr?.

Demonstragdo. Considere um circulo C e um quadrado inscrito no mesmo. Pelo ponto médio
de cada arco determinado por 2 vértices consecutivos, construimos um octégono inscrito. Con-
tinuando com este processo, construiremos poligonos regulares (p,) com 2n lados, inscritos ao
circulo C, onde n > 2, ou seja, p» € o quadrado inscrito, p3 € o octégono, p4 € o hexadecdgono

inscrito a C e assim por diante.

Figura 24 - Poligonos regulares inscritos ao circulo.

onte CARVALHO, 2011.

Seja a,, a area de p,,. Por construgao,

O<my<az<ayp<..<ap<apy1 <.. (3.6)

A drea do circulo C € o lima, quando n — oo, se este limite existir.

Mas observamos que a sequéncia formada pelos termos da desigualdade (23.6) € clara-
mente crescente e que s6 hd 2 possibilidades, ao tomarmos n cada vez maior: ou ela converge

para algum niimero real, ou apenas cresce infinitamente.

Tomando-se o quadrado circunscrito ao circulo C, sua drea serd dada por (21’)2 , € € maior

que a drea de qualquer poligono inscrito a C. Ou seja,

O<ar<a3<as<..<apn<dp<..<A4ar.

Portanto, a sequencia formada por (3.6), ndo pode crescer infinitamente, ou seja, € con-

vergente para algum ndmero real.

Para calcularmos o nimero para o qual este limite converge, observemos inicialmente

que o poligono regular inscrito p,, tem 2" lados, logo é formado pela unido de 2" tridngulos
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1sOsceles congruentes. Seja [, e h,, os comprimentos da base (lado de p,,) e da altura relativa a

base destes tridngulos, respectivamente.

Figura 25 - Tridngulo isosceles cujos lados congruentes sio raios do circulo.

onte CARVALHO, 2011.

360
O angulo do vértice oposto ao lado do poligono vale ETR Além disso, pelas definicdes

de seno e cosseno, obtemos

180 180
ln:ZRsen(F) e hn:Rcos(Zn).

Assim, como h,, é o apétema do circulo inscrito a pj,, pela Proposi¢do 3.2.10, € vélido

1 180 180
a, = 2" (Elnhn) = 2”R2 SCI’I(F) Cos ( on > .

Logo, a drea do circulo C é dada por

180 180
A(C) = lim 2"R? sen (7) cos ( ) .

n—oo n

Mas,
. 180 ) 180
lim (| cos | — =cos | lim =1.
n—yoo on n—oo \ 2N
Consequentemente,

180
A(C) = R? lim (2” sen(—)) .
n—yoo n
Entdo, se um circulo C; tem raio R, teremos

1 1
an =2"(R;)* sen (%) cos < 28ﬂO)
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e a area de C serd dada por

180
o 2 1: n
A(C1) = (Ry) lim (2 sen( >0 )) :
Se um circulo C; tiver raio R;, teremos

180 180
an =2"(R>)?*sen (7> cos < T )

e a area de C, serd dada por

A(C>) = (Ro)? lim (2" sen(lgo)) :

n—oo n

Portanto,

o =i (o (50)) =G

. . A(C
Ou seja, qualquer que seja o circulo, a razdo RZ) dard sempre 0 mesmo numero.

Chamando-se a este nimero de 7, ou seja, se
180
lim (2” sen(—)) =T,
n—oo on

Area(C) = nR*.

obtemos

Observacao. Na verdade, a igualdade

180
. n
nhm (2 sen( o )) =T 3.7

pode ser provada formalmente admitindo-se que o perimetro de um circulo de raio r € 27r jun-

tamente com alguns conceitos de calculo diferencial, como o Teorema do Confronto. Como

sabemos, 7 € um nimero irracional, cujo valor é de aproximadamente 3,14159265...

Corolario 3.4.1 (Area do Setor Circular). Dado um circulo C de raio r, a darea do setor circular

(A.) determinado pelo dngulo central A em radiamos é dada por

) Ar?
Area(A;) = TF
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Figura 26 - Area do Setor Circular

A

Q)

onte Autor, 2013.

Demonstragdo. A area do setor circular é proporcional a medida do angulo central, logo aquela
pode ser calculada por uma regra de trés simples, sabendo-se que a drea do setor circular de

angulo 21 é 7rr2, teremos

E assim,

A

Area(A.) = %

[\S}

Figura 27 - Area do Segmento Circular

A

Q

onte Autor, 2013.

Corolario 3.4.2 (Area do Segmento Circular). Dado um circulo C de raio r e centro O, a drea
do segmento circular A, determinado pelo arco do dngulo central A (formado pelos segmentos

OA e OB) e por uma corda que intersecta C em A e B é dada por

2
Area(Ay) = %(A — senA).

Demonstragdo. A édrea do segmento circular € determinada pela diferencga entre a drea do setor

circular (A.) e a drea do tridngulo OAB, ou seja

Area(As) = Area(A.) — Area(OAB).
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Mas, pelo coroldario anterior,

) Ar?
Area(A.) = —r,
2
e pela Proposicao 3.2.6
, 25ind
Area(OAB) = r S )
Logo,
. Art rlsinA .
Area(ay) =22 -1 Szm =" (A senA).

]

Exemplo 9. Calcular a drea do setor e do segmento circular A. e A respectivamente, determi-

nados pelo angulo central 45° e comprimento do raio igual a 12 cm.

T
Solu¢do. O angulo 45° corresponde a 1 radianos. Como o raio do circulo mede 12 cm, pelo

Corolario 3.4.1 vem

) m122 )
Area(A;) = == = 187 = 18-3,1415 = 56,52 cm”.

Para calcularmos, a drea do segmento circular determinado pelo angulo, utilizamos o

Corolario 3.4.2 e encontramos

' 122 2
Area(As) = — <E - senz> =72 (E — \/——) 5 6cm?.

Agora, vamos mostrar que a Proposi¢do 3.3.2 também ¢é verdadeira para circulos.

Corolario 3.4.3. A razdo entre as dreas de dois circulos € igual ao quadrado da razio entre os

raios.

Demonstragdo. Isto verifica-se facilmente. Considere um circulo C; de raio R e outro circulo

C, de raio r.

A area do circulo Cy é TR?. A drea do circulo G é 2.

Logo,
Area(C\) 7mR* R®

R\ 2
Area(Cy)  mrr  r? r) -’
Portanto, dois circulos sd@o sempre semelhantes entre si e a razdo de semelhanca é dada

pela razdo entre seus raios, o que confirma a validade da Proposi¢do 3.2.12 também para circu-
los. [l
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Observacoes. Na verdade, é possivel provar que a Proposicao 3.2.12 € vélida para quaisquer
figuras semelhantes, ndo apenas para poligonos e circulos. Para isso, basta aproximar duas
figuras quaisquer F| e F,> ndo poligonais (que apresentem uma linha de contorno com alguma
curvatura) semelhantes entre si por 2 poligonos P, e P> de n lados cada e também semelhantes

entre si, com razdo de semelhanca k. Como

€ como

Area(F) = lim Area(P,) e Area(F,) = lim Area(P,),

n—soo n—yoo
segue-se, pela convergéncia dos limites acima, que
Area(F))  lim,_,.Area(P;) Area(Py

- = - :lim,—):limkzzkz.
Area(F,)  limy_eArea(Py) n—==Area(P,) n—=>




4 APLICACOES DO CONCEITO DE AREA

Veremos neste capitulo, alguns resultados que podem ser provados utilizando-se os con-

ceitos apresentados no capitulo anterior sobre o cdlculo de area de poligonos diversos.

4.1 O Teorema de Pitagoras

Talvez o Teorema mais popular, seja o chamado Teorema de Pitdgoras. Sua demonstra-

¢do mais conhecida faz uso do célculo de drea de quadrados e tridngulos.

O Teorema leva o nome de Pitdgoras de Samos (527 - 497) a.C. por provavelmente terem
sido os pitagéricos os primeiros a demonstrarem formalmente o resultado, apesar deste ja ser

conhecido por outras civilizagdes mais antigas.

Teorema 4.1.1 (Teorema de Pitdgoras). Em um tridngulo retingulo, o quadrado da hipotenusa

é igual a soma dos quadrados dos catetos.
Demonstragdo. Considere um triangulo retangulo, cuja hipotenusa mede a e cujos catetos me-
dem b e c. Queremos provar que
a® =b*+c2.
Considere agora um quadrado de lado (b + ). Sobre seus lados, marque pontos M,N, P

e Q de modo que AM = BN =CP = DQ = b e MB = NC = PD = QA = c, conforme a figura
28.

Figura 28 - Quadrado de lado (b +c¢).

D ¢ Ph(

onte DE OLIVEIRA, 2008.
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Observa-se que os triangulos retangulos DPQ,CNP,BMN e AQM sdo congruentes entre

si pelo caso LAL e consequentemente sao congruentes ao tridngulo dado inicialmente. Logo

MN =NP =PQ=0M =a.

Além disso, como os dngulos agudos & e 3 dos tridngulos retingulos congruentes cita-

dos acima, t&ém soma igual a 90°, os dngulos internos do quadrilitero QMNP sio retos.

Figura 29 - Demonstracio do Teorema de Pitagoras.

D c P b
b “
s
0
ot a
¢ N
B b
g ]
A p M ¢ B

onte DE OLIVEIRA, 2008.

Logo, OMNP é um quadrado de lado a. Assim, a drea do quadrado de lado (b+c) é
igual a soma das dreas dos quatro tridngulos retangulos congruentes e do quadrado de lado a.

Ou seja,
b
(b+c)? = 436 +a® = b*+2bc+ * = 2be +d.

Portanto,

a’ = bz—i—cz.

2

Observacao. Como a~ € a drea de um quadrado de lado a, b? é a drea de um quadrado de lado b,

e ¢ é a drea de um quadrado de lado ¢, o Teorema de Pitdgoras pode ser enunciado da seguinte

forma:

2" versao do Teorema de Pitagoras: A drea do quadrado construido sobre a hipotenusa € igual
a soma das dreas dos quadrados construidos sobre os catetos.
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Agora vamos demonstrar uma generalizacdo da 2* versao do Teorema de Pitigoras,

construindo quaisquer figuras semelhantes entre si, sobre os lados do triangulo retangulo.

Proposicao 4.1.1. Dado um tridngulo retingulo de hipotenusa a e catetos b e c. Considere
A, B e C figuras semelhantes entre si, construidas respectivamente sobre os lados a,b e ¢ do

tridngulo, conforme a figura 30. Entao

Area(A) = Area(B) + Area(C).

Figura 30 - Generalizacido do Teorema de Pitagoras.

onte Autor, 2013

Demonstragdo. Por hipétese, temos:

a* =b*+ 2.

Sabemos pela observagdo feita ao final do capitulo 3, que a Proposi¢do 3.3.2 ¢ vélida

para quaisquer figuras semelhantes, ou seja, a razdo entre as dreas de duas figuras semelhantes

quaisquer € igual ao quadrado da razdo de semelhanca, logo

Area(C)  \c

b

bl (o)} o At _ (o).

Reorganizando, teremos

Area(A)  Area(B) . Area(A)  Area(C)

a? b? a? c?

Assim, segue-se que

Area(A)  Area(B)  Area(C)
2 b 2




55

Mas, da propriedade das proporcoes, temos

Area(A)  Area(B) + Area(C)
a (b +c?)

E, como a* = b + ¢, pelo teorema de Pitdgoras, podemos concluir que
Area(A) = Area(B) + Area(C).
O

Ou seja, se construirmos figuras semelhantes sobre os lados de um triangulo retangulo
qualquer, a drea da figura construida sobre a hipotenusa € igual a soma das dreas das figuras

construidas sobre os catetos.

Um caso particular ocorre quando construimos sobre os lados de um tridngulo retangulo,
semicirculos que sdo figuras semelhantes com razdo de semelhanca igual a razao entre os raios

do circulos compreendidos.

Problema 1 [de Hipdcrates]. Dado um tridngulo retangulo ABC e trés semicircunferéncias cujos
centros sdo os pontos médios dos lados de ABC e cujos didmetros sdo os lados de ABC. Vamos
provar que a soma das dreas das linulas (regides em vermelho) determinadas pela intersec¢ao
do semicirculo de didmetro AB com os semicirculos de didmetros BC e AC é igual a drea do

triangulo dado (em amarelo).

Figura 31 - Problema de Hipodcrates.

onte  utor,

Demonstragdo. Seja T a drea do triangulo. Sejam P e Q as dreas das lunulas em vermelho na

figura 31 e sejam U e V as areas compreendidas entre as linulas e os catetos do tridngulo.

Pelo Corolério 3.4.3, dois circulos quaisquer sdo semelhantes entre si, assim como 0s

semicirculos por eles determinados. L.ogo, pela Proposi¢ao anterior segue-se que

T+U+V =(P+U)+(V+Q).
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Figura 32 - Interseccdes das semicircunferéncias.

: \

onte  utor,

E, portanto,
T=P+0.

Ou seja, a soma das dreas das linulas € igual a drea do tridngulo, como afirmado.

Lei dos Senos

Podemos também, provar a Lei dos Senos calculando a drea de um tridngulo de diferen-

tes formas. Vejamos.

Proposicao 4.2.1 (Lei dos Senos). Dado um triingulo ABC. Sejam AB = ¢, AC = b e BC = a.

Sejam também v, B e o os Angulos opostos aos lados AB, AC e BC, respectivamente. Entao

seny  senf3  sena

c b a

Demonstragédo. Considere he, hy, e h, as alturas do trisngulo ABC em relagio aos lados AB = c,

AC=beBC =a, respectivamente.

Figura 33 - Lei dos Senos.

onte  utor,

Sabemos pela Proposi¢ao 3.2.4, que

) ha bhy ch
Area(ABC) = ‘%" =2t = e,
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Logo,
b _ che
a a
Isso nos leva as igualdades
ha o hb o hC

Za _ = —, 4.1
bc ac ab “.1

Mas, pela Proposi¢do 3.2.6, temos

ab-siny  bc-sina  ac-sinf3

Area(ABC) = —
rea(ABC) 5 3 3

Entdo, igualando, convenientemente, as expressdes que nos dao a drea do tridngulo,
teremos

. ab.siny ch.  siny he
Area(ABC) = =— = —=—;
rea(ABC) 2 2 c  ab
. ab.sinoe  ahy, sina  hy,
Area(ABC) = = = —=—
real ) 2 2 a bc
. ac.sinB  bh, sinfB h
Area(ABC) = —— = — = —— = —,
real ) 2 2 b ac

E, pelas igualdades anteriores, juntamente com as igualdades (4.1), segue-se que

seny senf  sena
c b a

4.3 Limite Fundamental Trigonométrico

Vamos mostrar que

sen0
li =1.
912% 0

Demonstragcdo. Considere o arco determinado pelo angulo 0 (medido em radianos) no circulo
trigonométrico de centro O e raio 1. Considere também o triAngulo retAngulo OAB onde AB =

sen@ e OB = 1 é a hipotenusa. Considere também o tridngulo retingulo OCD de hipotenusa
OD e onde CD = tg®.

Pela figura 34, podemos ver que a area do setor circular OCB determinado pelo angulo
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Figura 34 - Circulo trigonométrico de raio 1.

onte  utor,

0 estd compreendido entre as dreas dos tridngulos OAB e OCD, ou seja,

Area(OAB) < Area(OCB) < Area(OCD).

Mas, como o raio do circulo € igual a 1, temos que

. 0
Area(OCB) = 5

Além disso, -
OA-AB - cos 0 senf

2 2 ’
%-ﬁ_mne
2 27

Area(OAB) =

Area(OCD) =

Assim,
tand = cosBsend <0 < senG.
2 cos O

Agora, fazendo 0 tender a 0, teremos

| < lim 59 o4
6—0 6

Y



o que implica, pelo Teorema do Confronto, que

sen0
li =1.
912% 0]
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5 O TEOREMA DE PICK

O Teorema de Pick foi publicado pela primeira vez num artigo de 1899 em Praga. Georg
Alexander Pick, natural de Viena em 1859, escreveu cerca de 67 artigos até sua morte no campo

de concentragdo de Theresienstadt em 1942.

Veremos como o cdlculo de dreas de poligonos diversos, se satisfeitas as hipéteses do
teorema, pode ser feito com uma mera contagem de pontos. Seria uma maneira de discretizar

uma grandeza até entdo, de natureza continua.

Portanto, considerando suas hipdteses como validas, o Teorema de Pick se transforma
numa ferramenta bastante ttil no calculo de dreas, além de poder ser utilizada em outros resul-

tados em Matemadtica, como na Aritmética, por exemplo.

Vamos inicialmente definir alguns conceitos, demonstrar alguns resultados preliminares
e seguiremos com a demonstragdo do Teorema de Pick por indugdo sobre n, sua relacdo com a
Férmula de Euler para planos, sua versiao para poligonos com "buracos" e terminaremos com

uma generalizacao do Teorema de Pick para poligonos com vértices de coordenadas racionais.

5.1 A Formula de Pick: Observacoes iniciais

Dado um poligono P com vértices cujas coordenadas no plano cartesiano sdo nimeros

inteiro, o Teorema de Pick nos diz que sua drea pode ser calculada pela férmula

Area(P) =i+ - —1, (5.1

onde i representa a quantidade de pontos de coordenadas inteiras interiores ao poligono e b

representa a quantidade de pontos de coordenadas inteiras pertencentes as arestas do poligono.

Exemplo 10. Vamos calcular a drea do tridngulo ABC a seguir, utilizando o Teorema de Pick.

Solucdo. Como os vértices do tridngulo sdo pontos do plano com coordenadas inteiras, pode-
mos aplicar o Teorema de Pick. Observando a figura 35, vemos que o tridngulo apresenta quatro
pontos de coordenadas inteiras em seu interior (em amarelo) e seis pontos de coordenadas in-

teiras em suas arestas (em azul).

60
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Figura 35 - Area do tridngulo pela formula de Pick.

6

onte  utor,

Portanto,
. 6
Area(ABC) =4+ 3~ l=6u.a.

Este resultado também pode ser verificado com a Proposicao 3.2.4.

Exemplo 11. Agora vamos tentar calcular a drea do poligono P da figura 36 com o Teorema de
Pick.

Solugdo. Antes disso, vamos calcular a drea de P de um outro modo.
Como o poligono P ¢ formado por dois triangulos congruentes de bases 4 u.c. e alturas 2 u.c.,

pela Proposicdo 3.2.4 e pelo Postulado 2, a area de P € dada por:

. 4.2
Area(P) = 2.7 =8 u.a.

Agora, se considerarmos que cada unidade da malha da figura 36 corresponde a 1 uni-
dade inteira de comprimento, o poligono P terd vértices de coordenadas inteiras com dois pontos
de coordenadas inteiras em seu interior (em amarelo) e quinze pontos de coordenadas inteiras

em suas arestas (em azul).

Entdo utilizando a férmula (5.1), segue-se que

. 15 17
Area(P) =2+ 5~ 1= - ua.

que € um resultado diferente do calculado anteriormente, e falso.
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Figura 36 - Poligono P que apresenta autointerseccao.

64

onte  utor,

De fato, o Teorema de Pick falha no poligono anterior, porque este ndo € um poligono

simples (apresenta autointersec¢ao).

Portanto devemos considerar que os poligonos, dos quais queremos calcular a drea com

a Férmula de Pick, sdo poligonos simples.

Definicao 13. Dizemos que um poligono € simples se ndo possuir "buracos" e a intersec¢ao
de um par de arestas ndo consecutivas do poligono for sempre vazia. Em outras palavras, um

poligono é simples se suas arestas ndo consecutivas, no se intersectarem.

Observamos também que duas arestas consecutivas de um poligono P sdo formadas por
trés vértices consecutivos. Além disso, o poligono P divide o plano em duas regides: o interior
I de P, e o exterior E de P.

Definicao 14. O interior de um poligono P é o conjunto de todos os pontos do plano perten-

centes a regido poligonal interna a P.

Definicao 15. O exterior de um poligono P é o conjunto de todos os pontos do plano perten-

centes a regido poligonal externa a P.

Essas regides por sua vez, t€m as seguintes propriedades:

Propriedade 1. Dois pontos A e B do plano fora do poligono P formam uma linha poligonal

que nio intersecta P, se e somente se, A € B pertencem ao interior ou ao exterior de P.

Propriedade 2. A regido interior / de P € uma regido limitada, a regido exterior E de P € ilimi-

tada e P € a fronteira comum de ambas as regioes.



63

E possivel demonstrar estes dois fatos, mas omitiremos tais demonstragdes por fugir um

pouco do objetivo do trabalho e por considerarmos tais fatos bastante intuitivos.

E importante lembrar que sempre que nos referirmos a um poligono P, estaremos nos

referindo a linha poligonal fechada P.

Lema 5.1.1. Dado um poligono P, qualquer ponto A de P pode ser ligado a qualquer ponto B
da regido interior I de P por uma linha poligonal, cujos pontos, exceto A, sdo todos pertencentes
al.

Demonstracdo. Vamos analisar dois casos: O ponto A pertence ao interior de uma aresta L de

P, e o caso em que o ponto A é um vértice do poligono.

Suponhamos entdo que A pertenga ao interior de uma aresta L de P e A ndo seja um
vértice de P. Entdo podemos tomar um disco D de centro A e raio suficientemente pequeno de

tal forma que a interseccdo de D com o poligono P seja um diametro de D contido em L.

Figura 37 - Caso em que ponto A4 pertence ao interior de uma aresta do poligono P.

v,
5 v,

onte  utor,

O complementar desse diametro em D € formado por dois semidiscos Dy e D;. Como A

pertence a fronteira de /, existe um ponto A; talque

Aq GIﬂ(D] UDQ).

Sem perda de generalidade, suponhamos que A; € D;. Se existe outro ponto A € Dy,
entdo o segmento AjA; estd todo contido em D; e ndo intersecta P, ja que D estd contido em
(D1 UD;), o complementar do diametro de D.

Portanto A, € I, o que implica que Dy C I.

Entdo, podemos ligar A a A} por uma linha poligonal toda contida em / (com excecdo

de A), pela definicdo de /. Esta € a linha poligonal que procurdvamos.

Agora suponhamos que o ponto A seja vértice do poligono P, tal que Vi, A e V5 sejam
vértices consecutivos. Neste caso, tomando um disco D de raio suficientemente pequeno, a
intersec¢cdo de D com o poligono P serd formada por dois segmentos: AP inteiramente contido

na aresta AV| e AP, inteiramente contido na aresta AV,.
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Figura 38 - Caso em que o ponto 4 ¢ um vértice do poligono P.

V,
4 \4

onte  utor,

O complementar de DN P € uma regido formada por duas regides C; e C;. Como A

pertence a fronteira de /, existe um ponto A; tal que

A eIﬁ(Cl UCQ).

Sem perda de generalidade, suponhamos que A; € C;. Se existe outro ponto A; € Cy,
entdo o segmento AjA, estd todo contido em Cj e ndo intersecta P, ja que C; esta todo contido

no complementar DN P que é C; UC;.
Portanto A, € I, o que implica que C; C 1.

Entdo, podemos ligar A a A| por uma linha poligonal toda contida em /, pela definicao

de I. Esta € a linha poligonal que procurdvamos. [

Lema 5.1.2. Num poligono simples com mais de trés vértices, existe um par de vértices que

sdo extremos de um segmento cujo interior ndo intersecta o poligono.

Demonstragdo. Sejam A,B e C vértices consecutivos e ordenados de um poligono simples P

que possui mais de trés vértices.

O segmento AC ndo € uma aresta pois A e C ndo sdo vértices consecutivos, ja que P tem

mais de trés vértices.

Se o interior de AC nao intersecta o poligono, A e C sdo os vértices procurados. Entao

suponhamos que AC intersecte o poligono, ou seja, AC intersecta alguma aresta [ de P.

Figura 39 - Se AC intersceta P, entdo B pode ser conectado a algum outro vértice.

onte PEREIRA, 2012.
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Como [ intersecta AC, ou [ intersecta também um dos outros dois lados do poligono

(AB ou BC), ou [ tem um extremo num ponto R pertencente ao interior do tridngulo ABC.

A primeira constatagdo nao é possivel, pois se supusermos o contrario, como estamos
admitindo que / intersecta AC, existirdo dois pontos R e S distintos de A e C no exterior no
triingulo ABC tais que a aresta [ seré definida por estes pontos, ou seja, RS = [ e [ intersectard
AB ou BC, além de AC. Entdo RS = [ serd uma aresta nio consecutiva a AB e BC que intersectara

AB ou BC, logo o poligono nio seria simples. Contrariando a nossa hipétese.

Assim, resta-nos assumir que / tem pelo menos um ponto (ponto extremo R) pertencente

ao interior do tridngulo ABC.

Logo, BR ndo é uma aresta (pois B e R ndo sdo consecutivos), une dois vértices de P e

seu interior ndo intersecta o poligono P.

Se existir mais de um vértice Uy, Uy, . .., U, da poligonal P no interior do triangulo ABC,
as retas paralelas a AC passando por U;, tal que i = 1,2, ..., n intersectam os lados AB e AC nos

pontos R; e S; respectivamente, formando os tridngulos 7; = BR;S;, onde i = 1,2,...,n.

Seja T,, o menor destes triangulos, de acordo com a ordem da inclusao, ou seja,

Tn=T- (5.2)
i=1

Caso hajam dois ou mais tridangulos que satisfacam (5.2), escolhemos qualquer um deles.
Entdo o segmento U,,B une dois vértices de P, ndo € aresta, pois U, e B ndo sdo vértices
consecutivos, e o interior de U,,B estd contido no interior do tridngulo AU,,B que por constru¢cao

nao contém nenhum vértice de P. Logo, U,, e B sdo os vértices que satisfazem a nossa tese.

Se alguma aresta ¢ intersectasse U, B, ela intersectaria um dos segmentos R,,B ou Q,,B,
mas estes estdo contidos no interior de duas arestas BC e AB respectivamente, logo terfamos
duas arestas ndo consecutivas ¢ e AB (ou BC) se intersectando, o que ndo é possivel, pois o

poligono € simples. [

Proposicao 5.1.1 (Propriedade Aditiva da Férmula de Pick). Sejam P e Q poligonos simples
no plano cuja intersecg¢do é uma aresta comum. Entdo, se a formula (5.1) é vdlida para P e Q,

ela também é vilida para o poligono PU Q.

Demonstracdo. Considere dois poligonos P e Q com coordenadas inteiras no plano, e tais que
os vértices de P sejam V,V,,...,V,. Como Q tem apenas uma aresta de intersec¢do com P,

sejam os vértices de Q, os pontos V1, Vo, U1, U, ..., Uy,.

Considere PUQ, o poligono formado pelos poligonos P e O, ou seja, PUQ é o poligono
de vértices V1,Va,...,V,,, U1, Us, ..., Uy,.
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Sejam iy, e i a quantidade de pontos de 72 no interior de P, Q e PUQ, respectivamente.

Sejam by, b, e b a quantidade de pontos de 72 que pertencem as arestas de P, Q e PUQ,

respectivamente.

Seja Q' o complementar da aresta V;V, em Q. Neste caso, Q' é a unio de linhas poligo-
nais com extremos pertencentes ao poligono P. Como as arestas de P e Q se intersectam apenas
na aresta V1 V;, nés temos duas possibilidades: ou Q' estd inteiramente contido no interior de P,

/ ] . . .
ou Q' estd inteiramente contido no exterior de P.

. . . / . . . .
Vamos considerar primeiramente o caso em que Q' estd inteiramente contido no exterior

de P e os interiores I, € I, de P e Q respectivamente, ndo se intersectam (Ver figura 40).

Figura 40 - ( est4 inteiramente no interior de P (a direita), ou no exterior de P (2 esquerda).

onte ,

Neste caso, o interior de PUQ = I, Ul, Ul,, onde I, designa o interior da aresta Vi V>, e
demodoque Vi €l eV, &€ 1,.

Esta afirmagdo pode ser justificada com o auxilio do Lema 5.1.1. De fato, dado um
ponto C qualquer da aresta V;V;, podemos ligd-lo a um ponto B qualquer no interior de Q por
uma linha poligonal que esta inteiramente contida em I, com exce¢do de C. Do mesmo modo,
podemos ligar C a um ponto D qualquer do interior de P por outra linha poligonal que estd
inteiramente contida em 7, (com excecdo de C). A unido das duas linhas poligonais forma uma
linha poligonal que ndo intersecta PUQ e liga B e D. Assim, a area do poligono PU Q € igual

a soma das dreas dos poligonos P e Q. Portanto, queremos mostrar que
. b . by . b
——1= ——1 ——1]. 53
i+3 (11+2 >+<12+2 ) (5.3)

Como o interior de PU Q € formada pela unido disjunta dos interiores de P, Q e V| V5,

temos que i = i + i + b3, onde b3 denota o nimero de pontos de 7? contidos em 1.

A linha poligonal, PUQ € igual a unido de P com Q subtraida de I,. Como PNQ =V, V5,

o numero de pontos de 7* contidos em PN Q é igual b3 42 (todos os pontos que pertencem ao
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interior de ViV, alémde Vi e Va,jdque Vi e V; € Zz, por hipétese). Logo,

b:bl—(b3+2)—|—b2—(b3 +2)—|—2:b1—|—b2—2(b3+1).

Disto, segue-se que

(b1 +by—2(b3+1))
2

(bl +b2)

b
i+——1=(i1+i2+b3)+ >

2

—1=(i1+ir)+ -2,

o que demonstra (5.3).

Agora, vamos supor que Q' est4 contido no interior de P. Queremos provar que

. b . by ) b,
l‘|—§—1—<11+2 1) <12+2 1). 5.4)

Neste caso, o interior de P € formado pela unido disjunta do interior de P U Q com o

interior de Q e com o complementar de V;V, em Q (Ver figura 40). Portanto,
i1=i+ir+ [bz — (b3 —|—2)],

ou seja,
=1 —iz—b2+(b3 +2).

Como no caso anterior, teremos:

b=by—(b3+2)+by—(b3+2)+2=b1+by—2(b3+1).

E dai, segue-se que

. b . b1 +by—2(bz+1 . b . b
i+5—1= (ll—lz—b2+(b3+2))+( 1tba =23 )y (45— D= (+=—1).
2 2 2 2
O que demonstra (5.4).
O caso em que P est4 contido no interior de Q" é andlogo ao anterior. 0

Observacao. Importante notarmos que os argumentos apresentados e as igualdades (5.3) e
(5.4), nos garantem que se a férmula (5.1) vale para PUQ e para P, entdo ela também € valida
para Q. Este fato ja era conhecido para poligonos convexos, pelo Postulado 2 apresentado no
Capitulo 3. A partir de agora, o mesmo serd valido para dois poligonos quaisquer simples e

com apenas uma aresta comum de intersecgﬁo.
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5.2 O Teorema de Pick

Vamos agora demonstrar que a férmula (5.1) vale para tridngulos quaisquer.

A Férmula de Pick para tridngulos. Seja 7 um tridngulo retingulo com vértices em Z> e

catetos paralelos aos eixos coordenados.

Figura 41 - O Teorema de Pick para tridngulos retingulos.

onte Autor, 2013.

Seja R o retangulo que tem os catetos de T como dois de seus lados. Sejam também m e
n os comprimentos dos catetos de 7', i o nimero de pontos de Z? no interior de T e b, 0 nimero

de pontos de Z? no interior da hipotenusa de 7.

O niimero de pontos de Z no interior de R é (m — 1)(n— 1). Disto segue-se que

(m—1)(n—1)—by
5 :

1=

O niimero b de pontos de Z> em T é igual m +n+ b, + 1, logo

(m—l)(n—l)—bh+ (m+n+b,+1) L _mn

'+b 1
l —_— =
2 2 2 2

O que confirma o resultado que pode ser obtido com a Proposicdo 3.2.4, ja que podemos

tomar qualquer um dos catetos como base e o outro como altura do tridngulo.

Portanto, a férmula vale para tridngulos retangulos cujos catetos sao paralelos aos eixos

coordenados.

Como todo retangulo R pode ser formado por dois tridngulos retangulos 77 e 7>, pela

Proposicao 5.1.1 e pelo que acabamos de demonstrar, a férmula (5.1) vale também para todo
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retangulo de vértices em 72 cujos lados sao paralelos aos eixos coordenados.

Figura 42 - O Teorema de Pick para triAngulos quaisquer.

onte  utor,

Agora considere um tridngulo 7 qualquer com vértices em Z?. Podemos formar um
retangulo R com vértices em Zz, tal que R=TUT; UT, UT3, onde T1, 75,735 sejam triangulos
retangulos convenientes com catetos paralelos aos eixos coordenados (em alguns casos, menos

de trés triangulos retangulos sdo necessarios, mas o argumento é andlogo). (Ver figura 42)

Como a férmula (5.1) vale para R, T1,T> e T3, ela vale também para o tridngulo 7, pela

observacao feita na demonstracdo da proposi¢do 5.1.1

Agora temos todas as ferramentas necessarias para demonstrar o Teorema de Pick.

Teorema 5.2.1 (Teorema de Pick). Dado um poligono simples P com vértices de coordenadas

inteiras, a drea de P serd dada por

onde i representa a quantidade de pontos de coordenadas inteiras interiores ao poligono, e b

representa a quantidade de pontos de coordenadas inteiras nas arestas do poligono.
Demonstracdo. A demonstragdo serd feita por indugdo sobre n. Vimos no caso de tridngulos,
que a férmula (5.1) € vélida, ou seja, para poligonos com 3 vértices de coordenadas inteiras.

Suponhamos entdo, que a férmula (5.1) seja valida para qualquer poligono simples com

k vértices, todos com coordenadas inteiras, onde k <nek, n € N.

Considere entdo um poligono P com (n+ 1) vértices (V,Va,...,V,4+1). PeloLema5.1.2,

P possui um par de vértices que sdo extremos de um segmento cujo interior ndo intersecta P.

Sem perda de generalidade, sejam V| e V), este par de vértices, seja P; o poligono de

vértices Vi, V2,...,V, e seja P, o poligono de vértices V1,V,,V,11,...,V,. A férmula (5.1) vale
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tanto para Py como para P,, pois cada um dos poligonos tem no maximo n vértices, logo pela
Proposicdo 5.1.1, a férmula (5.1) vale também para P, o que prova que ela € valida para todo

poligono simples com n vértices de coordenadas inteiras. 0

Exemplo 12. Calcular a drea do poligono P da figura 43.

Figura 43 - Poligono de vértices com coordenadas inteiras.

onte  utor,

Solugdo. Pela figura 43, vemos que P € um poligono simples que apresenta seus vértices em
pontos de coordenadas inteiras, logo, pelo Teorema de Pick, como hd dez pontos de coordenadas

inteiras em suas arestas e quatro pontos de coordenadas inteiras no interior de P, teremos:

. 10
Area(P) = 0 +4—1=8u.a.

Definicao 16. Um poligono é chamado elementar (ou fundamental) se possui vértices de coor-
denadas inteiras e se ndo contém (nem eu seu interior, nem no interior de suas arestas) pontos

de coordenadas inteiras.

1
Corolario 5.2.1. Qualquer tridngulo fundamental tem drea igual a 5

Demonstragdo. Pela defini¢do anterior, vemos que dado um tridngulo fundamental 7', o nimero

de coordenadas inteiras de suas arestas € o nimero de vértices do tridngulo, ou seja, f = 3.

Além disso, também pela mesma definicdo, o nimero de pontos de coordenadas inteiras
no interior do tridngulo 7 € 0, ou seja i = 0. Logo pela férmula (5.1), segue-se que a area do
tridangulo fundamental ¢ dada por

, 3 1
A T)=0+—-——1=—.
rea(T) —i—2 >
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O Corolério 5.2.1 pode ser ilustrado pela figura a seguir, pois vemos que a base b e altura
h de quaisquer desses tridngulos podem ser tomadas de modo que tenham medidas iguais a 1.

Logo pela Proposi¢do 3.2.4, teremos

. b.h 1.1 1
Area(T) = 5 =5 =5

Figura 44 - Tridngulos elementares.

C F | K L (@]
AB % .\y : Y /
onte  utor,

5.3 Equivaléncia entre o Teorema de Pick e a Formula de Euler para

planos

O Teorema de Pick possui aplicagdes que vao além do simples cdlculo de areas de
poligonos. Veremos no proximo capitulo, como a férmula de Pick pode ser utilizada para se
estimar o valor de & e como podemos encontrar uma solu¢do da equacao mp —nq = 1 utilizando

o Teorema de Pick, entre outros resultados.

Nesta secao, vamos apresentar a Formula de Euler para planos e sua equivaléncia com a

Foérmula de Pick.

Terminaremos a secdo com uma extensao do Teorema de Pick para poligonos com "bu-

racos" e para poligonos com vértices de coordendas racionais.

Proposicao 5.3.1 (Férmula de Euler para planos). Considere uma figura plana P simples for-
mada por poligonos simples (chamadas faces de P) em nimero finito, que se sobrepéem pelas
respectivas arestas, de modo que duas faces quaisquer, quando se intersectam, o fazem ou se-
gundo um vértice comum ou segundo uma aresta comum. Se F representa o nimero de faces,

A o numero de arestas e V o numero de vértices da figura plana P, entao

V-A+F=1. (5.5)

Esta demonstragdo se deve a Cauchy.
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Figura 45 - Férmula de Euler para planos.

onte  utor,

Demonstracdo. Primeiramente vamos triangular P, ou seja, para cada face de P que ja nao
seja um tridngulo, tracamos diagonais a ponto de todas as faces de P se tornarem tridngulos.
Observamos entdo que estas diagonais ndo alteram a caracteristica de Euler de P, ja que ao
acrescentar uma diagonal, A e F aumentam uma unidade cada e assim, a soma V —A+ F

permanece inalterada.

Observamos também que cada tridngulo pode ter 1, 2 ou 0 arestas livres e quando ti-
ramos um dos tridngulo com uma aresta livre, o nimero de faces de P diminui uma unidade,

assim como o numero de arestas. Mas entdo a soma
V—(A-1)+(F—1)=V—-A+F.

permanece a mesma.

Quando retiramos da figura, um dos tridngulos com duas arestas livres, o numero de
faces e de vértices de P diminuem uma unidade cada e o numero de arestas diminui 2 unidades,

mas neste caso a caracteristica de Euler sera
(V-1)—(A-2)+(F—1)=V —A+F,

ou seja, permanece inalterada.

Através de uma seqiiéncia apropriada das duas operacdes anteriores, podemos reduzir P

a um Unico triangulo que tem como caracteristica de Euler,
V-A+F=3-3+1=1.

]

Observacao. A férmula (5.5) é chamada formula de Euler para planos. A expressido a es-

querda da igualdade (5.5) € chamada caracteristica de Euler da figura plana P e geralmente é



73

representada por ) (P). Assim, numa figura plana poligonal simples P,

x(P)=1.

J4, em um poliedro convexo,
xX(P)=2.

Antes de mostrarmos a surpreendente equivaléncia entre as Formulas de Euler e de Pick,

mostraremos uma extensao do resultado anterior a poligonos com "buracos".

Corolario 5.3.1. Seja P uma figura poligonal plana com b "buracos" poligonais. Sejam A,V e
F, respectivamente o numero de arestas, vértices e faces de P. Entao caracteristica de Euler de
P € dada por

X(P)=F—-A+V =1-b.

Demonstragdo. Considere a figura plana P’ que se obtem "completando” a figura poligonal P

ao se preencher os seus buracos com novas faces.

A figura poligonal € simples e portanto sua caracteristica de Euler, pela Proposi¢do 5.3.1

¢igualal.

O seu ndmero de faces é F' + b, enquanto que o nimero de vértices e arestas continuam
0 mesmo, portanto
(F+b)—A+V =1.

E dai, segue-se que
X(P)=F—-A+V=1-b.

]

Observacio. E Importante salientar, que na Proposicao 5.3.1 ¢ no Coroldrio anterior, nio

estamos considerando a regido exterior do poligono como uma face.

Se assim o fizermos, a caracteristica de Euler passard a ser a mesma dos poliedros con-
vexos, 2. Ou seja, teremos
X(P)=F—-A+V =2-—b,

onde b representard o nimero de buracos de P, V serd o nimero de vértices, A o nimero de
arestas e F' o nimero de faces (ou regides) da figura plana poligonal P, incluindo entre elas, a

regido exterior ilimitada do plano.
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Vamos agora mostrar a equivaléncia da Férmula de Euler com o Teorema de Pick para

poligonos simples com coordenadas inteiras.

Para isso procederemos enunciando duas Proposi¢des, uma que admite o Teorema de

Pick como hipétese e a Formula de Euler como tese, e outra que mostra a implicacdo contréria.

Mas antes vamos provar um resultado preliminar que serd ttil na demonstra¢ao da pri-

meira Proposic¢ao:

Lema 5.3.1. Seja P uma figura poligonal simples com vértices de coordenadas inteiras tal que
a caracteristica de Euler y(P) seja 1. Entdo se triangularmos P de modo elementar (ou seja
se dividirmos todas as faces de P em tridngulos elementares), a caracteristica de Euler da nova

figura poligonal P’ apés a triangulagdo de P, serd a mesma, ou seja,
X(P)=F—-A+V=1.

Demonstragcdo. Faremos a demonstracdo deste fato por inducdo. Considere uma figura poligo-

nal simples P e de coordenadas inteiras, cuja caracteristica de Euler é

X(P)=F—A+V.

Se em uma de suas faces, construirmos um triangulo elementar como na figura 46, a
nova figura P; terd mais uma face, mais duas arestas e mais um vértice. Assim a caracteristica
de Euler sera

x(P)=F+1)—(A+2)+V+1=F—-A+V,

ou seja, se mantém.

Figura 46 - Tridngulo elementar (em azul) em uma das faces do poligono.

onte  utor,

Agora, suponhamos que na figura P construamos #n tridngulos elementares como ante-
riormente, de modo que eles (ou eles unidos com outros poligonos) o componham. Com isso,

teremos uma nova figura poligonal P, com mais n faces além de F, 2n arestas além de A e n
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novos vértices além de V. Neste caso, sua caracteristica de Euler se mantera. De fato,

X(B)=(F+n)—(A+2n)+V+n=F—-A+V.

Agora, criando mais um tridngulo elementar, como antes, em uma das faces de P,, for-
maremos mais uma face além das (F + n) anteriores, duas novas arestas além das (A + 2n)

anteriores e um novo vértice além dos (F + n) anteriores. Portanto,

X(PBy1)=F+n+1)—(A+2n+2)+V+n+1=F—-A+V.

Ou seja, a caracteristica de Euler de P, implica na caracteristica de Euler de P,. Logo,

por inducdo sobre n, a caracteristica de Euler sempre se mantera.
[

Proposicao 5.3.2 ("Pick"= "Euler para planos"). Seja P uma figura poligonal simples com
vértices de coordenadas inteiras, cuja drea é dada por

onde b representa a quantidade de pontos de coordenadas inteiras pertencentes as arestas ex-
teriores de P, e i representa a quantidade de pontos de coordenadas inteiras no interior de P.
Entao

xX(P)=V—-A+F =1,

onde VA, e F representam o numero de vértices, arestas e faces de P, respectivamente.
Demonstracdo. Vamos primeiramente triangular P em tridngulos primitivos ou elementares.
Isto € possivel porque P possui coordenadas inteiras, bastando para isto, ligar 3 vértices nao

colineares e dois a dois vizinhos, como fizemos na figura 46. Seja P’ esta nova figura poligonal

triangulada.

Como o niimero de faces de P’ é o niimero de tridngulos elementares, pela Proposi¢io

5.1.1 e pelo Corolédrio 5.2.1, a 4rea de P é dada por
. , . 1,
Area(P") = Area(P) = EF : (5.6)

onde F' representa o niimero de faces de P’.

Pelo Teorema de Pick, teremos

. 1
Area(P) = Eb—H_ L.
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Disto, e de (5.6), segue-se que

1 1
—F' =—b+i—1.
5 5 +1
Logo,
F' =b+2i-2. (5.7)

Além disso, cada face de P’ é um tridngulo elementar (formado por 3 arestas) e possui
arestas tais que cada aresta interior pertence a exatamente 2 faces e cada aresta exterior pertence
a apenas uma face. Logo multiplicando o niimero de faces por 3 nds teremos contado o nimero
total de arestas interiores (n;) e de arestas exteriores (n,), mas o nimero de arestas interiores

serd contado duas vezes (pois cada aresta interior pertence a exatamente 2 triangulos).
Portanto,
3F' =2n;+n,. (5.8)
Mas, como b € o nimero de vértices nas arestas exteriores de P, b também € o nimero

: / . / z ~ A e e
de arestas exteriores de P, pois P’ € formado apenas por faces que sdo tridngulos primitivos.

, . / , . . s s .
Além disso, em P, o nimero de arestas interiores € igual ao nimero total de arestas

menos o nimero de arestas exteriores. Portanto por isto, e pela igualdade (5.8), segue-se que
3F' =2(A"—b)+b.
E assim, |
A= E(3F’ +b). (5.9)
onde A’ representa o niimero de arestas de P’

Mas o nimero V' de vértices da figura P’ é igual a soma entre o niimero de vértices de
coordenadas inteiras nas arestas exteriores de P e o nimero de vértices de coordenadas inteiras
interiores a P, ou seja

V' =b+i. (5.10)

Entdo, pelas igualdades (5.7), (5.9) e (5.10), segue-se que

1
AP) =V —A'+F' = (b+i) = S(3F +b)+(b+2i-2) =

= (i)~ 3B+ 2-2) +h)+ (b+2i-2) =1
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Agora, pelo Lema 5.3.1, temos que

x(P') = x(P).

Portanto,
x(P) =V—-A+F=1.

O

Proposicao 5.3.3 ("Euler"=- "Pick"). Seja P uma figura poligonal simples com vértices de

coordenadas inteiras, cuja caracteristica de Euler € igual a 1, ou seja,

X(P)=V—A+F =1,

onde VA, e F representam o nimero de vértices, arestas e faces de P, respectivamente. Entao

onde b representa a quantidade de pontos de coordenadas inteiras pertencentes as arestas exte-

riores de P, e i representa a quantidade de pontos de coordenadas inteiras no interior de P.
Demonstragdo. Como na proposi¢do anterior, vamos triangular a figura poligonal P em trian-

gulos elementares, e seja P’ esta nova figura cujas quantidades de faces, arestas e vértices sdo

F', A’ e V' respectivamente. A igualdade (5.6) da proposicio anterior diz que

. 1
Area(P) = —F'.
2
Pelo Lema 5.3.1, como x(P) =V —A+F = 1, segue-se que

x(P)=V -A+F =1.

Agora, pelas igualdades (5.9), (5.10) e as anteriores, teremos

1 1 1/1
—F'=—(A-V'+1)== | =(3F' — N+1 ).
5 2( Vi+1) 2(2(3 +b) (b+z)—i—)

E assim

NN
_|_
N =
N —
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Disto, e de (5.6), podemos concluir que

. 1 1
Area(P) = EF/: §b+i—l.

E chegamos ao Teorema de Pick. [
< ) n L. 1

René Descartes, usando o fato que a drea de um tridngulo elementar € igual a > conse-
guiu chegar a prova simultanea do Teorema de Pick e da Férmula de Euler. Vejamos.
Proposicao 5.3.4. Se P é uma figura poligonal simples com vértices em pontos de coordenadas
inteiras, entao:
N A b .
i) Area(P) = §+l_ 1;
i) x(P)=V—-A+F=1.
Demonstracdo. Se triangularmos P em triAngulos elementares, teremos um nova figura P’, de

modo que sabemos que Area(P) = Area(P') e x(P) = x(P). Portanto, vamos considerar j4 de

antemao, que a figura P esteja triangulada de forma elementar. Assim,

. 1
Area(P) = EF.

Se somarmos todos os angulos internos de todas as faces de P obtemos 7F radianos (ja

que cada triangulo tem como soma de seus angulos internos igual a 7).

Fazendo a mesma soma, mas adicionando os angulos vértices a vértice, vemos que a
soma dos angulos de cada um dos vértices interiores é 27, logo a soma total dos angulos dos

vértices interiores € 27i (ja que cada vértice do poligono triangulado tem coordenada inteiras).

Figura 47 - Soma dos angulos dos vértices interiores.

onte ANDRADE, 2012.

Os angulos de vértices de fronteira sd@o os angulos internos de um poligono de b arestas,

logo sua soma é (b —2).
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Portanto,
nF =2ni+n(b—2),

F=b+2i-2.

E assim,
Area(P) 1F b +i—1
rea =—-F== —
A

0 que prova ().

Agora, pelas igualdades (5.7), (5.9) e pela igualdade (5.10), teremos:

F+2A=3F+2b+2i—2=3F+2V -2,

E portanto,
F+V=A+1.

que prova (if) O

5.4 O Teorema de Pick para Poligonos com ’Buracos’

E natural agora, tentarmos responder as seguintes perguntas: Serd que o Teorema de
Pick também pode calcular a 4drea de poligonos com "buracos"? Ou ainda: Serd que o Teorema
de Pick também vale no espaco R?, ou seja, podemos calcular o volume de algum poliedro com

a formula de Pick?

Vamos responder a primeira pergunta com um Teorema que estende o Teorema de Pick
para poligonos com buracos, e responderemos a segunda, com um contra exemplo que mostra

que a férmula de Pick na pode ser aplicavel para o cdlculo de volumes.

Teorema 5.4.1 (Extensdo do Teorema de Pick). Seja P uma figura poligonal com vértices de
coordenadas inteiras (simples ou ndo). Entdo a drea de P € dada pela formula de Pick generali-
zada:

p B .

Area(P) = §+l— 1+b,

onde i representa o nimero de pontos de coordenadas inteiras interiores a P, B é o nimero
de vértices de coordenadas inteiras pertencentes as arestas exteriores de P e b é o nimero de

buracos de P.

Demonstracdo. Supomos mais uma vez que a figura poligonal P seja triangulada em F tridn-

gulos elementares, de modo que Area(P) = EF )
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Pelo Coroldrio 5.3.1, X(P)=F —A+V =1—b.

Por esta igualdade e pelas igualdade (5.9) e (5.10), teremos

%F:%(A—V—H—b):l<1(3F+B)—(B+i)+1—b) _

2\2
_3F B i+1 b
T4 4 2 2 2
Assim,
F_B+l 1+b
4 4 2 2 2
E, portanto,
. F B
A P)=—=—+i—-1+b
rea(P) 5 2—1—1 +0,

que € a férmula de Pick generalizada.

Exemplo 13. Calcular a drea da regido da figura 48.

Figura 48 - Regido poligonal com 2 buracos.

onte  utor,

Solucdo: Pela figura 48, P apresenta dois "buracos"e com vértices de coordenadas inteiras, de
modo que i =48,B =46, e b = 2. Logo, a drea da regido P é dada por

. 46
Area(P) = 5 +48—142=T72u.a.

Se tomarmos pontos do RR? de coordenadas inteiras, é natural imaginar que possa existir
uma férmula semelhante a formula de Pick que calcule o volume de um poliedro com vértices
de coordenadas inteiras em fun¢do do nimero de pontos de coordenadas inteiras pertencentes

as arestas e dos pontos de coordenadas inteiras interiores a P.

Vamos verificar que a férmula (5.1) ndo € valida no R3, através do seguinte exemplo.
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Exemplo 14. Considere o tetraedro T de vértices A(1,0,0), B(1,1,0), C(0,1,0) e D(0,1,1) no
R>. Calcular o volume de T

Figura 49 - Tetraedro com coordenadas inteiras.

z

D (0.1.1)

onte  utor,

Solugdo. Analisando a figura 49, observamos que no triangulo ABC, os Unicos pontos de coor-
denadas inteiras pertencentes ao seu interior ou as suas arestas sdo o seus 3 vértices, pois ABC

¢ um tridngulo elementar.
Na aresta CD, existem 2 pontos de coordenadas inteiras em seu interior, a saber C e D:

Na aresta BD, h4 apenas dois pontos de coordenadas inteiras pertencentes 2 mesma, B
e D, pois BD € a diagonal do quadrado BCDG, cuja equagdo é dada por (1 —1,1,¢),t € R. Se
t = 0 teremos o ponto B, parat = 1 teremos o ponto D e para qualquer outro valor de ¢z € (0, 1),

(1 —1t,1,¢) ndo sera um ponto de coordendas inteiras.

J4, na aresta AD, os tinicos pontos de coordenadas inteiras sdo os vértices A e D, isto fica
claro, considerando que o segmento AD tem equagio (1 —¢,z,1),¢ € R. Se t = 0 teremos o ponto
A, para t = 1 teremos o ponto D e para qualquer outro valor de ¢ € (0,1), (1 —1,¢,¢) ndo serd
um ponto de coordenadas inteiras, logo ndo entra na contagem dos pontos com coordenadas

inteiras.

Agora, verificando o interior do tetraedro ABCD, vemos que ai ndo ha pontos de co-
ordenadas inteiras. Isto também fica claro ao observarmos que o interior do tetraedro ABCD
pertence ao inteiror de um cubo de aresta unitdria e cujo interior também nao possui pontos de

coordenadas inteiras.

Portanto, nas arestas e vértices do tetraedro, temos os 2 pontos pertencentes a aresta CD

e os pontos A e B que possuem coordenadas inteiras , ou seja, b = 4.
J4 no interior do tetraedro ndo hé pontos de coordenadas inteiras, logo, i = 0.

Se aplicarmos a férmula (5.1), supondo-a valida para o célculo do volume do tetraedro

T, teremos
4
V(T):—+i—1:§+0—1: 1uwv.
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Mas, pelo célculo usual do volume de um tetratedro, temos que

onde A(D) representa a drea da base do prisma (ABC), h a altura do mesmo e u.v é unidade de

volume.

Portanto, para poliedros tridimensionais nao existe uma férmula simples como a (5.1),
que nos dé os volumes dos mesmos, apenas contando-se seus pontos internos € 0s pontos per-
tencentes as suas faces. Para generalizar a formula (5.1) € necessario utilizar um outro tipo de
reticulado. Ver referéncia KOLODZIEJCZYKA, K. REAYB, J., (2008).

5.5 O Teorema de Pick para Vértices de Coordenadas Racionais

Outro questionamento natural é se com a Férmula de Pick, podemos calcular a drea de

uma regido poligonal simples cujas coordenadas dos vértices ndo sao todas nimeros inteiros?

Mostraremos que caso estas coordenadas sejam todas nimeros racionais, com 0 auxi-
lio do Teorema de Pick para coordenadas inteiras e com a Proposi¢do 3.3.2 torna-se possivel

calcular a drea da regido.
Inicialmente, vamos demonstrar o seguinte resultado:

Lema 5.5.1. Considere um poligono P no plano R2. Se multiplicarmos todas as coordenadas de
seus vértices por um mesmo nimero n, teremos um novo poligono Q cujas medidas dos lados

sofrerdo um aumento (ou diminui¢ao) por um fator de n em relacdo as medidas dos lados de P.

Demonstragdo. Basta mostrarmos que ao se multiplicar as coordenadas de dois vértices conse-
cutivos quaisquer por um ndmero n, a nova distancia entre eles ficard multiplicada também por

n. De fato:

Seja A(x;,y;) e B(xj,y;) dois vértices consecutivos quaisquer de um poligono P. A

distancia entre A e B é dada por:

a(4,B) =\l =5+ 0=

Se multiplicarmos as coordenadas de A e B por n, teremos A(nx;,ny;) € B(nx;,ny;), logo

d(A,B) = \/(nxj' —nx;)? + (ny; —ny;)? = \/”2[(xj —xi)*+ (yj —yi)*] = nd(A,B).
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Proposicao 5.5.1 (Teorema de Pick para coordenadas racionais). Seja P um poligono simples
de n vértices com coordenadas racionais A (ﬂ r—l) ,Ap <l2 Q) e Ap (ﬁ, @) no R

QI751 Q2,s2 dn Sn
A drea de P é dada por
. Area(Q)
Area(P) = T,
onde n é o mmc(qy1,51,42,52,---,qn,5n) € Q € 0 poligono que se obtém ao multiplicarmos todas

as coordenadas de P por n.
Demonstragcdo. Multiplicando-se todas as coordenadas de P por n, construiremos um novo
poligono simples Q cujos vértices terdo todos eles, coordenadas inteiras.

Mas neste caso, pelo Lema 5.5.1, as medidas dos lados de Q serdo iguais as respectivas
medidas dos lados correspondentes de P multiplicados por n, ou seja, os poligonos Q e P sdo

semelhantes, cuja razdo de semelhanga € n.

Logo aplicando o Teorema de Pick a Q, encontraremos Area(Q), mas pela Proposicio

3.3.2: )
Area(Q )
- =n",
Area(P
ou seja,
) Area(Q)
Area(P
rea(P) 2

]

Observacoes. Na verdade, para podermos utilizar a Férmula de Pick, basta que tenhamos um
reticulado (ou malha), cuja distancia entre seus pontos consecutivos seja constante € de modo
que o poligono do qual se deseja calcular a area, possua todos os seus vértices em pontos do

reticulado.



6 APLICACOES DO TEOREMA DE PICK

Neste capitulo, mostraremos algumas aplicacdes interessantes do Teorema de Pick,
como por exemplo, encontrar uma solug¢do para um tipo de equagdo diofantina e calcular uma

estimativa do valor de 7.

6.1 Uma Aplicacao Aritmética

Problema 1. Sejam p e ¢ nimeros inteiros positivos, tais que mdc(p,q) = 1. Encontrar inteiros
m e n tais que:

mp—nqg = 1.

Solucdo. Niao conhecemos nenhuma férmula para calcular os valores de m e n que satisfacam
a igualdade acima. O que podemos fazer é aplicar o algoritmo de Euclides a cada (p,q) para

encontrar uma solug@o (m,n).

Figura 50 - Solucio da equacdo dionfantina mp—nq = 1.

(p.9)

onte  utor,

O célculo de m e n, no entanto pode ser feito com o auxilio do Teorema de Pick, como

se segue.

Sejam p e g nimeros primos entre si e considere o segmento de reta que une a origem
0(0,0) ao ponto P(p,q) no R>.

84
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Como p e g sdo primos entre si, afirmamos que ndo existe qualquer outro ponto de
coordenadas inteiras neste segmento de reta. De fato, suponhamos que exista tal ponto (a,b)
neste segmento diferente de (p,q), com a e b ndimeros inteiros. Como os pontos (x,y) que

pertencem ao seguimento OP satisfazem as desigualdades:
0<x<peO0<y<gqg,
e como estamos supondo (a,b) diferente de O e P, deveremos ter:

a<peb<ag.

Mas a equacgdo deste segmento de reta € y = Py Assim, teremos

b:£a2>bq:pa.
q

Além disso, a e b sdo inteiros positivos e como mdc(p,q) = 1, segue-se que:
plb=p<b e
qla=q < a.

E como a < pe b < g, segue-se que p < g e g < p. Absurdo! Portanto ndo existe tal

ponto de coordenadas inteiras no segmento citado.

Agora, transladando-se o segmento paralelamente (para cima) a sua posicao inicial até
encontrar um primeiro ponto M(n,m) qualquer, de coordenadas inteiras, veremos que os pontos
O, P e M formam um tridngulo elementar (7'), pois ndo contém em seu interior nem na sua fron-
teira, pontos de coordenadas inteiras, exceto nos vértices. Sua drea entdo € dada pela férmula
de Pick

. 3 1
A T)=0+-—-1=—.
rea(T) —I—2 >

Na verdade, ja haviamos provado no Corolério 5.2.1, que a drea de um triangulo ele-

) 1
mentar € igual a 5
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Além disso, pela Proposi¢do 3.2.7, temos que

. 1
Area(T) = E(pm —qn).

Igualando as duas igualdades anteriores para Area(T'), segue-se que

mp—nqg = 1.

6.2 Outra Aplicacao

Problema 2. Seja n um nimero inteiro positivo. A linha que liga dois pontos A(n,0) e B(0,n)
no R? tem uma equacgdo simples, x +y = n. Portanto, ela contém todos os pontos da forma
(i,n—1i), onde i ¢ inteiro, e todos esses pontos pertencem a essa linha. Logo, existem (n— 1)
desses pontos entre A e B. Ligando cada um deles com a origem O, construiremos (n — 1)

segmentos que dividem o tridngulo inicial OAB em n tridngulos menores.

Prove que, para n primo, cada um dos # tridngulos (com excecao dos dois tridngulos que
tem OA e OB) como um dos seus lados) contém exatamente 0 mesmo nimero de pontos com
coordenadas inteiras em seu interior.

Figura 51 - Grdfico do segmento determinado por A e B

B(0,n)

onte  utor,

Demonstrag¢do. Prova: Cada um dos (n — 1) segmentos construidos, tem equagio da forma

n—i

y= X 6.1)

Se n é primo, entdo os nimeros i e (n— i) sdo primos entre si (pois se ndo o fosse, o
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divisor comum a i e (n —i)) também dividiria n, o que seria um absurdo). Isto significa que a

(n—1)

Portanto, cada umas das (n — 1) linhas construidas tém exatamente dois pontos de coor-

fracdo ¢ irredutivel.

denadas inteiras, os pontos O(0,0) e P;(i,n —i). De fato, se supusermos que existe algum outro

ponto de coordenadas inteiras diferente de O e P, pertencente a qualquer uma dessas linhas, pela
n—i .
equacao (6.1), este ponto deve ter coordenadas (x, —,x) e como i e (n— i) sdo primos entre
l

si, devemos ter x = ai para algum a € N.
Assim x > i, contradizendo o fato de x € (i — 1,i), o que podemos ver pela figura acima.

Portanto, excluindo os tridngulo pequenos OAM e OBN, paraM(n—1,1) e N(1,n—1),
cada ums dos demais possuem exatamente trés pontos de coordendas inteiras em suas arestas,
O,P(i,n—i)e(i+1,n—i—1).

. 1—
Agora, note que cada um dos pequenos tridngulos t€m a mesma base (—AB) e amesma
n

altura. Assim, todos eles tém mesma drea A. Como cada um dos tridngulos em questdo tem exa-
tamente trés pontos de coordendas inteiras sobre suas arestas (em seus vértices), pelo Teorema

de Pick, temos

3
A=i+—-—1.
l+2
E, portanto,
2
=—(A+1
i=Z(A+1),

onde i representa a quantidade de pontos interiores a cada um dos tridngulos pequenos que
possuem apenas trés pontos de coordendas inteiras em suas arestas.
O

6.3 Estimativa para o valor de 7.

Vamos agora, mostrar como o Teorema de Pick pode ser ttil também para se estimar o

valor de 7.

Inicialmente sabemos que 7 estd relacionado com a drea do circulo (A.) pela férmula:

A

n=—.
72

(6.2)

Podemos estimar o valor de 7 utilizando o Teorema de Pick, através de poligonos que

melhores se ajustem e aproximem o circulo dado.
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Considere a figura 52 que representa circulo de raio 1.
Figura 52 - Quadrados inscritos e circunscritos ao circulo de raio 1.

onte  utor,

Este circulo estd entre os quadrados inscritos e circunscritos a ele (ver figura 52). Va-
mos aproximar o valor de 7 pelas dreas dos dois poligonos. Para a aproximagdo pela area do
poligono interno Q1, temos quatro pontos de coordenadas inteiras que pertencem as arestas de

01, ou seja, b =4 e um ponto interno a Qp, ou sejai = 1.

Logo,
. 4
Area(Q) = 5 +1—-1=2u.a.

Pela formula (6.2),

que € uma aproximagao muito ruim.
Agora considere o quadrado Q» circunscrito ao circulo de raio 1.

Figura 53 - Quadrado circunscrito ao circulo de raio 1.

onte  utor,

Em Q, temos oito pontos que pertencem as arestas de (;, ou seja, b = 8 e um ponto

interior a O, ou seja i = 1, portanto

. 8
Area(Q,) = 5 +1—-1=4u.a.

Pela férmula (6.2):

que também € uma aproximacao grosseira para 7.
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Mas podemos tomar a média aritmética das duas aproximagdes encontradas:

(2+4)

2

I
I

T 3,

que € uma aproximacao ainda ruim, mas bem melhor que as anteriores.

Agora vamos considerar um circulo de raio 3 e efetuar o mesmo procedimento. Neste

caso, o octégono (P;) é o poligono que melhor aproxima o circulo (Ver figura 54).

Figura 54 - Octégono aproximando o circulo de raio 3.

onte  utor,
Assim, b =16 e i=21. Logo,

) 16
Area(Py) = 5 +21—-1=28u.a.

Pela féormula (6.2) temos:

_ Area(P;) 28
ﬂ’-:ﬁ:—rZ :?:37111...

que € uma aproximacao bem melhor que as anteriores. Mas podemos aproximar ainda mais.

Considere agora um circulo de raio 10.

Figura 55 - Poligono que aproxima o circulo de raio 10.

006000000000
© 00000000000 00O
© 00 5000000000060 O0G0
© 0000000000600 0O0O0O0
© 000000000 0O0COOO0OOO O\
© 0060000000 006000060O0 0
© 0000000000000 0O0O0O0 O
© 0000000009000 0000 0
© 0000000000600 0O0O0O0
© 00000000 O0OOO0O0O0O0O
0000 ©%0000000000

\oooooooooooooo°oooo,
00906000000 0060000600°

onte  utor,
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O poligono R que melhor aproxima o circulo é um poligono com 40 pontos de coorde-

nadas inteiras em suas arestas e 293 pontos de coordenadas inteiras internos a R. Assim,
. 40
Area(R) = 5 +293—-1=312u.a.

Agora, pela féormula (6.2):

Area(R) _ 312
r 2102

=3,12.

que ja € uma aproximacao razodavel.

Mas este procedimento pode ser feito sucessivamente, aproximando manualmente, um
circulo qualquer por poligonos que apresentem uma quantidade de pontos com coordenadas
inteiras (em suas arestas € em seu interior) cada vez maior, de modo que esta quantidade de

pontos tenda ao infinito, o que fard 7 se aproximar cada vez mais de seu valor real.



"] PROPOSTA EDUCACIONAL

Objetivos:

* Fazer o aluno identificar representacdes de diferentes poligonos e suas respectivas carac-

teristicas, no ambiente escolar e no espaco como um todo;

* Tratar dos conceitos de perimetro e drea de diferentes poligonos, de modo que o aluno
mostre total dominio no célculo da drea de diferentes poligonos através das férmulas

usuais € da Formula de Pick;

* Mostrar a aplicabilidade da Férmula de Pick no cédlculo de dreas de regides mais irregu-

lares, como mapas de cidades, utilizando-se o site Google Maps e o software Geogebra.

Publico alvo: 9° ano do Ensino Fundamental.

Pré-requisitos: Os alunos deverdo conhecer as defini¢cdes e as principais propriedades dos po-
ligonos mais conhecidos, como tridngulos, quadrados e retangulos. Eles também deverdo ter

noc¢oes de escala e de aproximacao numérica.

Materiais e tecnologias: Site Google Maps, software Goegebra, papel milimetrado, papel ofi-
cio, giz, quadro negro, régua, fita métrica, lpis e/ou caneta. Caso falte alguns dos recursos

computacionais anteriores, poderemos utilizar também papel seda.

Recomendacoes metodolégicas: As atividades deverdo ser abordadas através de aulas exposi-
tivas e dialogadas, abrindo espago para debates de modo que os alunos possam propor hipéteses
e fazer observagdes com relagdo ao assunto tratado. Para isso, os conhecimentos prévios dos

alunos deverao ser valorizados e deve-se dar total liberdade ao aluno para que possa construir o

91
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significado do contetddo abordado.

Dificuldades previstas: E possivel que na escola onde o professor aplicard a referida proposta,
nao haja conexdo com internet, neste caso pode-se colher diferentes mapas previamente e levar
aos computadores a serem utilizados, para depois podermos utilizar o software Geogebra. Para
isso, devemos informar ao aluno, a escala da figura, para que este possa calcular a drea do mapa

da regido pretendida, utilizando-se a relacdo entre as dreas de duas regides semelhantes.

Caso, a escola ndo tenha o software Geogebra instalado em seus computadores, pode-
se utilizar alternativamente o software Inkscape ou entdo o Paint, que pode ser encontrado em

qualquer computador com sistema operacional Windows.

Caso, a escola ndo tenha laboratdrio de informatica e computadores, o professor pode
colher os mapas previamente, imprimi-los, recortd-los e leva-los a sala de aula jutamente com
o papel seda e o papel milimetrado, para que os alunos possam aplicar a férmula de Pick aos
desenhos dos mapas feitos no papel transparente e aproximados por um poligono desenhado no
papel milimetrado, ao qual se possa aplicar a férmula de Pick. Evidentemente, o professor deve

informar aos alunos, a escala do mapa das figuras a que se deve aplicar a férmula de Pick.

Descricao geral:Para realizarmos a proposta deste trabalho, vamos dividi-la em passos que de-
verdo ser realizadas ao longo de oito horas aula. Além disso, a turma sera dividida em grupos
que poderao ter entre 5 ou 6 alunos. Cada grupo registrara suas observacoes e atividades em

folhas de papel oficio.

Inicialmente, o professor deve informar aos alunos que a grande motivacao para a
realizacdo das préximas aulas sera calcular areas de regioes como cidades, estados, paises
e principalmente da escola em questao.

1° passo: Neste primeiro momento, o professor deve tratar da definicao de poligono, deve dar
exemplos dos poligonos mais conhecidos e suas principais caracteristicas. Deve definir perime-
tro de um poligono como a soma do lados do mesmo, ou alternativamente como o comprimento
da linha que contorna o poligono. Deve-se nesse momento, pedir para os alunos calcularem
o perimetro de diferentes poligonos, como quadrados, retangulos, triangulos, etc. Por fim, o
professor deve propor aos alunos que estes calculem o perimetro de poligonos que possam estar
presentes nos diferentes objetos de dentro da sala de aula, como o perimetro da capa do caderno,
o perimetro do quadro, o perimetro da sala de aula, etc.

Ao fim da aula, é importante que o professor inicie um debate com a exposi¢do das observacoes

e possiveis duvidas dos alunos de modo que haja a comparacao dos célculos realizados por cada

grupo.
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2° passo: O professor deve apresentar o conceito de drea de uma regido como um numero
que expresse a quantidade de superficie presente dentro do perimetro, ou de uma maneira um
tanto informal, definir a drea de um poligono como a quantidade de "espaco" delimitado pelo

contorno ou perimetro da figura.

O professor deve explicar também sobre o surgimento do conceito de drea de poligono,
citando inclusive a necessidade dos agrimensores medirem areas de regidoes presentes no vale
do Rio Nilo, que as inundava com certa regularidade. A seguir, o professor deve mostrar como
se calcular a 4rea de diferentes poligonos, dando especial atencdo ao quadrado, retangulo e

triangulo.

E interessante que neste momento, o professor inicie um debate com os seus alunos
sobre a real importancia do calculo de drea de regides e proponha uma atividade na qual os

alunos devam calcular as dreas de vérios poligonos.

A seguir, o professor pode dar um breve passeio pela escola com os alunos, sugerindo
que cada grupo calcule a drea de diferentes regides a seu gosto, como a drea do pétio, a area do

banheiro, a area da cozinha, etc, utilizando-se uma fita métrica.

Apo6s este momento, o professor deve discutir as informacdes colhidas pelos grupos e
confrontar o cdlculo de regides iguais de diferentes grupos durante um debate realizado ao final

da aula.

3° passo: Apresentacdo da Formula de Pick e das hipdteses a serem satisfeitas. Mostrar aos
alunos que a Férmula de Pick € uma maneira alternativa para o calculo de diferentes poligonos,
especialmente de poligonos com formas mais irregulares. Depois disto, deve-se pedir aos alunos
que eles calculem as areas de tridngulos, quadrados, retangulos, trapézios, losangos, desenhados

em papel milimetrado, como na Figura 56, utilizando Pick.

Figura 56 - Poligonos usuais em papel milimetrado.

onte  utor,
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A seguir, propomos aos alunos calcular a drea dos poligonos da Figura 57, utilizando

Pick, desenhados no papel milimetrado a seguir.

Figura 57: Poligonos irregulares em papel milimetrado.

onte  utor,

Ao final da aula, é importante que o professor inicie um novo debate com exposi¢ao

de duvidas e observacdes pelos alunos, além da comparacao dos célculos realizados por cada

grupo.

4° passo: Em sala de aula, fazer uma revisao sobre escalas. Explicar aos alunos que uma figura
pode ser reduzida ou ampliada, bastando para isso, manter os angulos correspondentes entre
as duas figuras, iguais e de modo que a razao entre os comprimentos de quaisquer dois lados

correspondentes seja sempre a mesma, chamando-se estas duas figuras de figuras semelhantes.

Além disso, o professor deve apresentar aos alunos a relacdo entre as areas de duas
figuras semelhantes (o quadrado da razdo de semelhancga), e fazer exemplos de poligonos seme-

lhantes e da relagcdo entre suas dreas.

No laboratério de informaética, cada grupo deverd ficar em um computador para a rea-
lizagc@o das atividades. Os primeiros passos abaixo na operagao do Geogebra podem ser feitos
pelo préprio professor, mas seria importante que os alunos pudessem fazé-los, mesmo com a

ajuda do professor:

i Cada grupo deverd acessar o Google Maps e buscar o mapa de Alagoas, ajustando o zoom
(no canto inferior esquerdo) para 20 km sobre 20 mi (milhas), como na Figura 58. Os 20
km € o valor que corresponde ao segmento de tamanho de 1,5 cm. Portanto a escala € a
razdo entre 20 km e 1,5 cm, ou seja, 13,333... km/cm. O valor aproximado de 13,33 é a
razdo de semelhancga que utilizaremos para o calculo aproximado da drea real do Estado

de Alagoas.

ii Depois disto, o aluno responsavel pela operacdo do computador deve pressionar as teclas Alf

+ Prt sc para copiar a imagem do mapa no google, abrir qualquer programa de edi¢do
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Figura 58 - Alagoas no Google Maps.

Goc ‘gle Alagoas

onte  utor,

de imagens (por exemplo, o Paint), colar a imagem copiada do Google Maps e salvar o

arquivo numa pasta do computador.

ili Agora o aluno deve abrir o software Geogebra, clicar no Menu Opc¢aes, depois Configu-
racoes, Janela de Visualizagcdo e clicar na aba Malha. Depois marcar Exibir Malha e
deve-se ajustar a distancia entre os pontos da malha, de modo que a distancia fique a mais
proxima possivel de 1 cm. Essa medicdo pode ser feita com o auxilio de uma régua.

Neste trabalho a distancia que melhor se aproximou a 1 cm foi 0.9, como podemos ver na

Figura 59.
Figura 59 - Ajustando a malha no Geogebra.
‘2M:tigxo~o>r«J\a TR TR T (o ]
EEY EOEENTE O

€ Configuragdes =

1 = 1= A

ordes | Janela de Visualizagio | Planiha | CAS | Avangado

Entrada: @

onte  utor,

Depois de ajustada a malha, abaixo da barra de Menu, o aluno deve clicar no 10° botdo e
4% opgao, clicar na tela e escolher a pasta do computador onde a imagem estd salva, depois
clicar com o botdo direito do mouse em Propriedades, depois na guia Bdsico, Imagem de
Fundo e Fechar (Ver figura 60).

iv Agora o aluno deve aproximar o mapa de Alagoas por um poligono que tenha vértices com

coordenadas inteiras (para respeitar as hipdteses do Teorema de Pick). Ele tragard seg-
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Figura 60 - Imagem do Google no Geogebra.
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mentos que unam dois vértices de coordenadas inteiras até que a unido de todos estes
segmentos formem um poligono que aproxime da melhor maneira possivel, a regido do
mapa. Para isso, o aluno clicard no 3° botdo abaixo da barra de Menu e depois em Seg-
mento definido por dois pontos. Para fazer o papel da barra de rolagem (subir ou descer a
tela do goegebra) deve-se usar as setas do teclado. A area do poligono € uma aproximacao
para a drea do mapa. (Ver Figura 61).

Figura 61 - O poligono que aproxima o mapa de Alagoas.
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onte  utor,

v Sabendo que o mapa é semelhante a superficie real do Estado, o grupo deve calcular a 4rea
aproximada de Alagoas utilizando a relagdo entre as dreas de duas figuras semelhantes
que neste caso é o quadrado de 13,33 (razdo de semelhanca) e considerando que o poli-

gono construido é uma aproximagao para a figura do mapa.

Utilizando a Férmula de Pick, podemos calcular a drea do poligono (P) que construimos
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anteriormente. Assim, como b = 31, i = 134, teremos
. 31 )
Area(P) = 5 +134—1=148,5cm".

Se chamarmos a drea real do mapa de Alagoas de A, e sabendo-se que a razdo entre as
areas de duas figuras semelhantes é o quadrado da razdo de semelhanca (13,33 km/cm),
segue-se que
A 2 2

—— =13,33" = A =148,5x177,6889 = 26.386, 8 km~,

148,5
que é uma aproximacao interessante se considerarmos que o método utilizado de aproxi-
mar o mapa por segmentos de retas foi um processo quase manual. A 4rea real do mapa
de Alagoas é de 27.778,506 km? (Fonte:http://www.ibge.gov.br).

Podemos também sugerir aos grupos, que eles calculem o mapa da cidade de Maceio,

de maneira semelhante a que fizemos no mapa do Estado de Alagoas.

Utilizando-se o site do Google Maps com o zoom de 5 km sobre 5 mi (milhas), e poli-
gonalizando a regido do mapa no software Geogebra, utilizando uma malha com distancia entre
os pontos de 0,5 cm (O ajuste da malha do Geogebra deve ser de 0.4 por 0.4), encontraremos a
area da regido poligonal que podemos ver na Figura 62 igual a 187 u.a (unidade de drea, que no

nosso caso € 0,5 sz)_

Pela escala do mapa, como 0,5 cm equivale a 1,676354 km e pela relacdo das dreas de

duas figuras semalhantes, teremos:

A
57 = 1,676354% = A = 525,47 km*.

Onde A representa a aproximacdo encontrada para a area real da cidade de Macéio.
A drea real da cidade de Macei6 é 503 km? (Fonte:http://www.ibge.gov.br).

Ao fim da atividade, o professor pode iniciar um breve debate sobre a importincia da

Férmula de Pick e como ela poderia ser utilizada por outros profissionais.

Neste momento, se o professor tiver acesso a planta baixa da escola, ele pode desafiar

os grupos a tentarem calcular a drea da superficie da escola utilizando a planta baixa da mesma.

Para isso, o professor deve informar aos alunos a escala do desenho, e sugerir que eles

utilizem a férmula de Pick e a razdo entre as dreas de figuras semelhantes.
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Figura 62 - O poligono que aproxima o mapa de Maceio.
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onte  utor,

Ao final da aula, o professor deve iniciar um debate para o confrontamente dos calculos
realizados por cada grupo e para a exposi¢ao das observacdes e dividas que ainda possam exis-

tir.

Avaliacdo: A avaliagdo pode ser feita durante a realizacdo da atividade e especialmente no

apice da proposta que € o célculo da drea aproximada do mapa de Alagoas.

Além disso, o professor pode também recolher as folhas de oficio e avaliar as observa-
coes de cada grupo ou ainda, submeter a classe a um teste escrito no qual se pessa o calculo dos

perimetros e das dreas de diversos poligonos pela féormulas usuais e pela formula de Pick.

Possiveis continuacoes ou desdobramentos: Esta atividade poderia se tornar um ponto de li-
gacdo para o tratamento de varios outros conceitos do curriculo de Matematica que necessitasse
do conceito de dreas de poligonos, mas ndo apenas de Geometria, além de ser uma 6tima opor-
tunidade para a revisdo de conceitos de Aritmética e propriedades dos nimeros (ao tratarmos
de aproximacdes numéricas no calculo de figuras semelhantes e escalas) e de Algebra (com as
representacoes da quantidade de pontos nas arestas e no interior do poligono para a utilizagdo
da Férmula de Pick, férmula para o cdlculo da drea dos poligonos mais conhecidos), etc. O pro-
fessor pode escolher a regido da qual os grupos deverdo calcular a drea, podendo ser cidades,
estados ou paises. Também pode-se sugerir que cada grupo calcule a drea de uma regido distinta
das demais regides escolhidos pelos outros grupos. Ao final da aula, o professor pode calcular,
juntamente com os grupos, qual grupo apresentou menor erro no cdlculo aproximado da drea

da suaregido. Esta proposta também pode ser realizada no Ensino médio ou no Ensino Superior.

Observacoes: O professor pode ficar responsdvel pelos itens 1, 2 e 3 do 4° passo, se achar

que os alunos nao apresentam a desenvoltura necessdria com o computador, para o sucesso
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da atividade. Os grupos podem ficar responsaveis apenas pela poligonalizagdo do mapa no
Geogebra e depois pelo cdlculo da drea do poligono e da drea do mapa real. Pode-se também
aumentar a precisdo do processo, diminuindo-se o tamanho da unidade de medida da malha
utilizada. Isto torna o processo de poligonalizacdo do mapa ainda mais preciso, pelo fato de os
quadrados da malha se tornarem menores. Escolhida a unidade da malha a ser adotada (u.m.),
a escala deve ser dada em km por u.m, para que a drea aproximada da regido do mapa seja

calculada corretamente em km?.
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APENDICE: TEORIA DAS INTEGRAIS

A.1 Particao de um Intervalo

Vamos revisar o essencial da Teoria das Integrais e como uma integral pode ser associada

a drea sob o grafico de uma funcao.

Calcularemos em seguida, a drea sob o grafico de algumas funcdes bem conhecidas e
depois veremos como a fun¢do logaritmica pode ser definida como a integral de uma func¢édo

hiperbdlica.

Para isto, consideraremos que sdo conhecidas as defini¢des de limite, continuidade e de
derivada de uma fungdo, assim como os resultados referentes a estes conceitos. Vamos também
enunciar o Teorema do Valor Médio, sem nos preocuparmos com sua demonstracao, que pode

ser encontrada em qualquer livro de calculo ou Anélise da Reta.

Teorema A.1.1 (Valor Médio). Dada uma fung¢do f continua em [a,D] e derivdvel em (a,b),

existe (pelo menos) um ¢ em (a,b) tal que

Onde f'(c) representa a derivada de f em c.

Uma explicagdo geométrica deste teorema, é que dada uma fungdo f que satisfaca as
hipéteses do teorema, e chamando de s a reta que passa por (a, f(a)) e (b, f(b)), existira pelo

menos um ponto (¢, f(¢)) coma < ¢ < b tal que a reta tangente (7') ao gréfico de f, neste ponto,

b) —
¢ paralela a reta s. De fato, como w é o coeficiente angular de s e f'(c) o de T. Pelo
—a
Teorema do Valor Médio:
6 -s@
b—a '

102
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Figura 63 - Interpretacio geométrica do Teorema do Valor Médio.

F)f ===

--=f(a)

/

onte Sociedade Brasileira de Matematica, 2.

Definicao 17. Seja f uma funcdo definida num intervalo I. Uma primitiva de f em I é uma

fungdo F definida em I, tal que para todo x em I, tenhamos

onde F’(x) representa a derivada de F.

Proposicao A.1.1. Sejam F e G duas primitivas da fungdo f no intervalo I, entdo existe c € R
tal que F (x) — G(x) = ¢, paratodox € I

Demonstracdo. Seja H(x) = F(x) — G(x), entdo para todo x € I, teremos
H'(x) = F'(x) = G'(x) = f(x) - f(x) =0.

Logo, pelo Teorema do Valor Médio, segue-se que para todo x € I, H(x) = ¢ para algum ¢ € R,

ou seja,
F(x)—G(x) =c.
]
Defini¢do 18. Dado o intervalo |a,b], definimos o conjunto finito P = {xo, x1, x2, ..., X, } tal
que a =xp <x; < x3 < ...<x,=b, como uma parti¢do de |a,Db).
Assim, uma parti¢do P de [a,b] divide [a,b] em n intervalos [x;_1,x;],i=1,2, ..., n.

Chamaremos a amplitude do intervalo [x;_1,x;] de Ax;, ou seja:

Ax; =x1—x0, Axp =X — X1, ..., AXpy =Xy —Xp_1.
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Figura 64 - Particio do intervalo [a;b].
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onte  utor,

Esses nimeros podem ndo ser todos iguais entre si. Representaremos o maior dos Ax;

por max Ax;.

Sempre que nos referirmos a uma parti¢do P de um intervalo [a, b], ela serd representada
por
Pia=xg<xij<xm<...<x,=0b.

A.2 Cilculo de Areas

Considere uma fung@o f continua e positiva em [a,b]. Vamos tentar definir a drea da

regido R limitada pelas retas x = a, x = b, y = 0 e pelo grafico de y = f(x).

Figura 65 - Estimando a area da regido R.

onte ociedade rasileirade atematica, 2.

SejaP:a=xy<x; <xp <x3<...<x,=>buma parti¢io de [a,b] e sejam ¢; e ¢; em

[xi—1.x;] tais que f(¢;) seja o valor minimo e f(¢;) o valor méximo da fung¢do f em [a,b].

Podemos estimar por falta, a drea da regido R sob o grifico (em vermelho) da funcao
f(x) pela somas das dreas dos retdngulos (com altura f(¢;) e lado superior em azul) que estdo
sob o gréfico da fungdo f em [a,b] e podemos estimar por excesso, a drea da mesma regido pela
somas das dreas dos retdngulos (com altura f(¢;) e lado superior em preto) que estdo sobre o

gréfico da funcdo f em [a,b]. Ou seja,

-

f(CT,')AXl' < Area(R) < zn:f(cz‘,)Ax,
1 =1



105

Exemplo 15. Calcular a drea da regido sob o gréfico da fung¢do f(x) = X2, para0 <x < 1.

Figura 66 - Area sob o grafico da funcio f(x) = xz, para0<x<1.

onte  utor,

Solugdo. Seja R, a soma das dreas dos n retingulos de largura 1 /n e cujas alturas sdo os valores

da funcdo f(x) = x%, nos pontos 1/n, 2/n, 3/n, ..., n/n, ou seja, as alturas sdo respectivamente

(1/n)%, (2/n)%, (3/n)?, ..., (n/n)*.

Assim,
1/1\* 1/2\* 1/3\° 1 /n\2
Ro==(-) +=(2) +=(= +...+—(—>.
n\n n\n n\n n\n
1 1 1
Ry== 5 (1P4+224+3%+ .. +n)) = (1P+2°+ 3+ ... +n’).
n n n
Agora, pela férmula da soma dos quadrados dos n primeiros inteiros positivos:

1)(2n+1
24224324 4 = T )6("+ ).

Teremos:

R 1 n(n+1)@2n+1)  n(n+1)(2n+1)
"ol 6 B 61> '

Fazendo o nimero de intervalos (n) tender ao infinito, segue-se:

n(n+1)(2n+1) 1(n+1) (2n+1)

lim R, = lim = lim —
n n

n—soo n—oo 6n2 n—oo 6
1 1 1 1 1
=lm-(1+- 24—-]==--1-2=-.
ngl‘l’6( +n>( +n) 6 3

1
Portanto, a drea da regido sob o grifico da fungdo f(x) = X2, para0 <x <1 é&igual a 3
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Observacao. E possivel mostrar que se aproximarmos a drea sob o gréfico, utilizando a soma

das dreas dos retangulos inferiores (abaixo do grifico) e tomando o limite (n) tendendo ao

infinito, o valor encontrado também sera 3

A.3 Soma de Riemann

Dada uma func@o f definida em um intervalo [a,b]e P:a=xp <x; <xp < ... <x,=b
uma parti¢do deste intervalo. Para cadai(i=1, 2, ,..., n) considere ¢; um nimero escolhido

arbitrariamente em [x;_1,x;].

Figura 67 - Particio do intervalo [a;b].
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Py PR 1

[ 1 t e -
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onte  utor,

Definicao 19. Chamaremos o niimero

flei)Ax; = f(c1)Ax + f(c2)Axa + ... f(cn)Axy

-

1

de soma de Riemann de f, relativa a particao P e aos nimeros c;.

Observamos entdo que:

* Se f(c;) >0, cada f(c;)Ax; é a drea do retdngulo R; determinado pelas retas x = x;_1, x =

xi,y=0ey=f(ci);

Figura 68 - Soma de Riemann de uma funcio com imagem positiva.

onte ociedade rasileira de atematica, 2.

* Se f(ci) <0, a drea do retingulo R; serd — f(c;)Ax;.
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Entdo geometricamente, a soma de Riemann

f(ci)Ax;

-

1

pode ser interpretada como a diferenca entre as somas das areas dos retangulos R; que estdo
acima do eixo x e a soma das dreas do retangulos que estdao abaixo do eixo x, como podemos

ver na figura 69.

Seja F uma fung¢@o definida no intervalo [a,b] e seja P:a=x) <x] <xp <x3<x4=D>b
uma parti¢do deste intervalo. O acréscimo F(b) — F(a) que F sofre quando x varia de a para b

¢ igual a soma dos acréscimos F(x;) — F(x;—1) parai =1, 2, 3, 4. Ou seja:
F(b) = F(a) = F(x4) — F(xo) =
= [F(x4) = F(x3)] + [F (x3) = F (x2)] 4 [F (x2) = F (x1)] + [F (x1) — F (x0)]

ou seja,

4
F(b)~F(a) = Y. [F(x) ~ F(xi 1))

N
I
—_

De um modo geral,

F(b) ~ Fla) = Y [F(x) ~ F(x1)].

N
I
—_

para P:a < xp <x; <xp <...<x,=>buma parti¢do de [a,b].

Figura 69 - Soma de Riemann: diferenca das somas das areas dos retangulos que estiio acima e
abaixo do eixo x.
A

[&] c3| /

C1 N\, [ c5

onte ociedade rasileira de atematica, 2.

Exemplo 16. Sejam F e f duas fungdes definidas em |a,b] e tais que F' = f em [a,b]. Assim,

F é uma primitiva de f em [a,D]. Considere P:a =xo < x; < xp < ... < X, = b uma particdo
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de [a,b]. Prove que escolhendo c; em [x;_1,x;| de maneira conveniente, tem-se:

Pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢; em [x;_1,x;] tal que

F(xi) —F(x,-_l) = F/(C,')(xi —x,-_l).

E como F’ = f em [a,b] e Ax; = x; — x;_1, teremos

F(b)~ Fla) = Y. f(e)w. A

i=1

A.4 Definicao da Integral de Riemann

n

Definicao 20. Dada f uma fung¢do definida em [a,b] e L um niimero real. Dizemos que Z flei)Ax;

i=1
tende a L quando max Ax; — 0, ou seja

lim i f(Ci)Ax,' =L

max Ax;—0 =1

se, para todo € > 0, existe um & > 0 que s6 depende de € e ndo da escolha dos c;, tal que

if(ci)Axi —L‘ <€
i=1

para toda parti¢o P de [a,b] com maxAx; < 4.

Onde max Ax; indica o maior nimero do conjunto formado pelos Ax;, parai=1,2,3,..., ,n.

Observe que ao considerarmos que max Ax; — 0 teremos que todos os Ax; tendem a zero.
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O numero L quando existe € unico (pela unicidade do limite) e chama-se integral (de

b
Riemann) de f em [a,b] e indica-se por / f(x)dx. Ou seja,
a

n

/a " fwdx=  lim Y f(ci)Ax:.

max Ax;—0 ==
i=1
b
Se / f(x)dx existe, diremos que f ¢é integrdvel (segundo Riemann) em [a,b]. Comu-
a

b
mente, refere-se a / f(x)dx como a integral definida de f em [a, D).
a

Vamos enunciar agora algumas defini¢des e teoremas, dos quais omitiremos as demons-
tracoes. Estas ferramentas serdo uteis para o cédlculo das integrais definidas das varias funcdes

que apresentaremos a seguir.

Definicao 21. Seja f uma fungio integrdvel em [a,b], entdo:
a
) / f(x)dx=0;
a

if) /baf(x)dx: —/abf(x)dx.

Teorema A.4.1. Sejam f, g integrdveis em [a,b] e k uma constante. Entdo:
i) f+ g éintegrdvel em |a,b] e
b b b
[ @ +sdr= [ fxdr [ gwax
a a a

ii) kf é integrdvel em [a,b] e
b

/abkf(x)dx:k f(x)dx;

a

iit) Se f(x) >0 em [a,b], entdo
b
f(x)dx>0;

a

iv) Sec € (a,b) e f é integrdvel em [a,c] e [c, D], entdo

/abf(x)dx: /acf(x)dx—i—/cbf(x)dx.

Teorema A.4.2 (Fundamental do Calculo). Se f for integravel em [a, D] e se F for uma primitiva
de f em [a,b]. Entao:

/abf(x)dx:F(b)—F(a).
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Demonstragdo. Pelo que foi demonstrado no exemplo 14, e supondo que f seja continua em
[a, D], tomando os Ax; suficientemente pequenos, qualquer escolha de ¢; em [x;_1,x;], deve fazer

os f(c;) diferirem entre si por um ndmero infinitamente pequeno. Portanto, F(b) — F(a) pode
n

ser avaliado satisfatoriamente, por Z f(ci)Ax;, ou seja:
i=1

A aproximacgdo serd ainda melhor tanto quanto forem menores os valores dos Ax;. Na

verdade, se f for uma fun¢do continua, teremos:

F(b)—F(a)= lim chle /f

max Ax; —>O

2
Exemplo 17. Calcular / x> dx.
1

1
Solu¢do. F(x) = §x3 é uma primitiva de f(x) = x> e f é continua em [1,2], logo

ou seja,

3
Exemplo 18. Calcular / 4dx.
~1

Solucao.

3 3
/ 4dx = [4] (_ —12-4(—1) =16,
-1 1

3
/ 4dx = 16.
-1

ou seja,

2
Exemplo 19. Calcular / (x* 4 3x—1)dx.
0
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Solugao.

2
2 4 3,2 16 12
/(x3+3x—1)dx:[x—+i—x] =—+
0

Portanto, )
/ (x¥*+3x—1)dx=8.
0

21
Exemplo 20. Calcular / — dx.
1 X

Solugdo.

2
1 o1) 1
2 1| 2
1

Definicao 22. A drea da regidao R limitada pelas retas x = a, x = b, y = 0 e pelo grdfico de

y = f(x), onde f é uma fungdo continua e positiva em [a,b|, é dada por:
) b
Area(R) = / F(x)dx.

Na verdade, isto vale para toda funcdo f integravel em [a,b] e com f(x) > 0 neste

intervalo.

p 2
Figura 70 - Area da regiao sob o grafico da func¢ao f(x) =x .

onte  utor,

Exemplo 21. Calcular a drea da regido R do plano limitada pelas retasx =0, x=1,y=0¢e

pelo grifico da fun¢do f(x) = x>, na figura 70.
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Solugao.

. 1 X’
Area(R) :/ X dx = [?]
0

O que confirma o valor encontrado no exemplo 15.

1
Exemplo 22. Calcular a drea do conjunto A = {(x,y) e R} 1 <x<2e0<y< =1
X

Solugéo. R € aregido do plano limitada pelas retas x = 1, x =2, y = 0 e pelo grafico de f = —.
X
Logo

onte  utor,

b
Podemos estender o conceito de drea para fungdes f(x) <0em [a,b] e com / f(x)dx <0:
a

Definicao 23. A drea da regido R limitada pelas retas x = a, x = b, y = 0 e pelo gréfico de

y = f(x), onde f é uma fungido continua e tal que f(x) < 0 em [a,b|, é dada por:
. b
Area(R) = —/ f(x)dx.
a

Também podemos encontrar a drea sob o grafico de funcdes continuas que apresentem

imagens postivas e negativas.

Considere uma func¢do f continua e tal que f(x) > 0 em [a,c], f(x) <0 em [c,d] e
f(x) >0em [d,b].



Figura 72 - Area entre o eixo x e o grafico de uma funciio com imagem negativa.

R
T
/s .
/ .
S
AN /
\\,\ //
. /
~_
onte  utor,

Figura 73 - Area entre o eixo x e o grafico de uma fun¢cio com imagens negativas e positivas.

onte  utor,
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Entdo, pelas definicdes anteriores a drea da regido R do plano delimitada pelas retas

x=a,x=0>b,y=0e pelo grifico de f(x) é dada pela diferenca entre as somas das dreas

regides delimitadas pelos grificos de f(x) acima e abaixo do eixo x, ou seja:

Area(R):/acf(x)dx—/cdf(x)dx—f—/dbf(x)dx:/ab]f(x)|dx.

das

Portanto: b
Area(R) = / £ ()| .
a
1
Exemplo 23. Calcular / x>dx, e a drea regido R do plano delimitada pelas retasx = —1, x= 1,
-1

y =0 e pelo grifico de f(x) = X,

Solucdo. Pela figura 74,
. 0 1
Area(Ry) = —/ Kdx ==,
L 4

. 1 1
Area(Ry) = / Xdx = -
0 4
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, 3
Figura 74 - Area da regido determinada pelo intervalo [-1; 1] e o grafico da funcio x -

1+

'Ry -

onte  utor,

Entao
0

. 1 1
Area(R):—/ x3dx+/ x3dx:4—1+—:—.
1 0

E segue-se que

=0 =Area(R,) —Area(Ry).

A.5 A Funcgao Inx

Defini¢do 24. A fungdo Inx definida em (0,+o0) (e tal que In1 = 0) € a primitiva da fungdo
1

f(x) = — definida em (0, +o0), ou seja:
X

X1
lnx:/ —dt.
1t

A.5.1 Interpretacio Geométrica
~ L . . . . ~ .
A funcdo f(x) = — é estritamente positiva no intervalo (0,+ec). J4 a fungio Inx é
X
positiva de x > 1 e negativa se 0 < x < 1.
1
Portanto, se x > 1, Inx = / ;dt € igual a drea da regido hachurada abaixo do grafico
1

1
de f(x) = L e figura da esquerda.

* 1
Se0<x<1,Inx= / n dt € igual ao negativo da drea da regido hachurada abaixo do
1

1
grafico de f(x) = — na figura da direita. (Ver figura 75)
x
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Figura 75 - Interpretacio geométrica da funcio /nx

\

1 x r 1

onte Sociedade Brasileira de Matematica, 2012.

A.5.2 Propriedades da Funcao Logaritmo

Vamos agora provar algumas propriedades da Fun¢dao Logaritmo, como o logaritmo do
produto, o logaritmo do quociente e da poténcia. Mas para isso, precisamos demonstrar um

resultado preliminar que serd de grande utilidade para as demonstracdes que se seguiro.

Lema A.5.1. Sejam a e b nimero positivos, entao

abl bl
/ —dx = —dx.
a X 1 X

Demonstragcdo. Para demonstrar o resultado, vamos tomar duas parti¢des convenientes que ser-

ab b1
virdo para calcular os limites / —dxe / —dx, e veremos que sao iguais.
a X 1 X

De fato, considere P: 1 =xp < x; < xp <x3 < ... < X, = b uma particdo de [1,b] e
escolhidos os ¢; em cada [x;_1,x;] parai =1, ..., n, vamos tomar a particdo aP : a = yo = axg <
y1 =ax) < axy < axz < ... <y, =ax, = ab de [a,ab] e escolher os d; tal que d; = ac; em cada

[vi—1,vi| parai =1, ..., n. Assim:

b1 ) n
/1 —dx=_ lim Y fle)Ax;

max Ax;—0 =1

abl ) n
/a ;dx: lim Y f(di)Ay;.

maxAy;—0 =

1 1
Como f(d;) = — = —f(ci) e Ay; = y; — yi—1 = ax; — ax;—| = alx;, teremos
ac; a
n n 1 n
li d; Ay, = i —f(c; Ax; = i i Ax;.
maxlAr)%%Oi:Zi f( l) fmaxay max;gi%Oi:ZI af(Cl) faxas maxa}An)}iHOi:ZI f(Cl) faxay
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Mas, como max aAx; — 0 se, e somente se, max Ax; — 0 teremos

]

A representacdo geométrica deste lema € de que paraa > 1 e b > 1, a drea das duas
regides da figura 76 sdo iguais, ou seja, multiplicando-se intervalo [1,5] por a, o crescimento

provocado na base é compensado na diminui¢do da altura do gréfico.

Figura 76 - Interpretacao geométrica de propriedade da func¢iao logaritmica.

1 b a ab

onte ociedade rasileirade atematica,

Vamos agora demonstrar algumas propriedades da Func¢ao Logaritmo.

Proposicao A.5.1 (Logaritmo do Produto). Sejam a e b niimero positivos, entao

Inab =Ina—+1nb.

Demonstragdo.
ab a ab a b1
/ —dt:/ —dt—l—/ —dtz/ —dt—l—/ 2 dt =Ina+Inb.
1 t 1t a t 1t 1 t

Corolario A.5.1 (Logaritmo do Quociente). Sejam a e b nimero positivos, entao

a
In—- =Ina—Inb.
b a
Demonstragdo. Basta aplicar a propriedade anterior a In %b. De fato:

a a
Ina=Inb— =In-+1nb
na nb nb+n
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e segue-se o resultado. [

Proposicao A.5.2 (Logaritmo da Poténcia). Considere os niimeros a > 0 e r € R. entdo

Ina” =rlna.

Demonstracdo. Sejam f e g duas fungdes tais que f, g : (0,+o) — R sdo definidas por f(x) =

Inx" e g(x) = rinx. Pelas regras de derivagdo, teremos:

1 1
/ _ r—l: -
f(x)—xrrx re
e
, 1
gx)=r-

Como f(1) = g(1) =0, segue-se que k = 0 e assim:

a 1
/ r—dt =Ind =rha.
1
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