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Resumo

Vamos estimar o médulo de continuidade das solugoes de equacgoes parabdlicas quase-lineares
em termos do médulo de continuidade inicial e tempo transcorrido. Fazendo isso em particu-
lar para solugoes da equagao do calor com fronteira de Neumann, obtemos uma cota inferior
positiva para o primeiro autovalor positivo do Laplaciano em dominios convexos limitados
do espago Euclideano.

Palavras-chave: Equacao do calor, Autovalores, Operador Laplaciano, Mdédulo de conti-
nuidade



Abstract

We bound the modulus of continuity of solutions to quasilinear parabolic equations in terms
of the initial modulus of continuity and elapsed time. In particular, applying this to the heat
equation with Neumann boundary conditions, we get a positive lower bound for the first
positive eigenvalue of the Laplacian on bounded convex domains in Euclidean space.

Keywords: Heat equation, Eigenvalues, Laplacian Operator, Modulus of continuity
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Introducao

Nosso objetivo nesta dissertacao ¢ estimar o modulo de continuidade para solucoes de
equacoes parabdlicas quase-lineares da forma

ou u i
i Z a’(Du,t)D;Dju,

3,j=1

em particular, para a equagao do fluxo da curvatura média

ou & DyuDju
= 8;i — ———2 ) DD,
5 = 2 < g 1+|Du|2) it

i,7=1
e para a equacao do calor (sob condigoes de fronteira de Neumann)

ou
5% Au.
Dito de outra forma, queremos estimar a diferenca |u(y,t) — u(z,t)| em termos da distancia
ly — x| (e do tempo transcorrido).

Como consequéncia da estimativa para a equagao do calor, vamos obter uma cota inferior
positiva para o primeiro autovalor positivo do operador Laplaciano, em um dominio compacto
e convexo, sob condicoes de fronteira de Neumann. Dessa forma, vamos provar por métodos
distintos um resultado obtido em 1960 por L. E. Payne e H. F. Weinberger [4].

Os métodos que adotaremos aqui baseiam-se nos trabalhos de Ben Andrews e Julie Clut-
terbuck [1], [2] e [3], e consistem em tornar negativa uma func¢ao dois - pontos do tipo

Z(z,y,t) = u(y,t) —u(x,t) — (ly — z|,t) —e(1+1),

para alguma funcao ¢, que deve ser escolhida de forma que Z seja inicialmente (para t = 0)
negativa. Observe que a fungao Z tem o dobro do niimero de varidveis espaciais da solucao
u, ou seja, se u é definida em R" x [0, 00) entdo Z ¢ definida em R?" x [0, 00). Este método de
trabalho apoia-se numa importante propriedade da matriz hessiana (em relagdo as varidveis
espaciais) de Z, a saber, que ela é semi-definida negativa em um ponto de méximo.



Capitulo 1

Moédulo de Continuidade para
Solucoes de Equacoes Parabdlicas
Quase-lineares em uma Dimensao
Espacial

Neste capitulo vamos estimar o médulo de continuidade para uma classe de equacoes pa-
rabdlicas em uma dimensao espacial. Mostramos a estimativa bésica, que controla o modulo
de continuidade espacial de qualquer solucao em termos de qualquer supersolucao com dado
inicial determinado pelo médulo de continuidade inicial. Vamos ilustrar isto, inicialmente,
para o fluxo da curvatura, e em seguida tratamos de equagoes (em uma dimensao espacial)
mais gerais.

Seja u : R x [0,7) — R uma solugao suave da equagao do fluxo da curvatura

8 "
gu_ u—2 (1.1)
a1+
Suponha oscu = supu — infu < M e u(z + L,t) = u(x,t) para todo z € R et > 0. Nestas
condigoes, vale o seguinte resultado:

Teorema 1.1 Para todo x #y em R et > 0,

— < 2M90 —

onde ¢ : [0,00) x (0,00) = R € a solugao de (1.1 satisfazendo as condi¢oes

1
o(z,t) = 5 quando t — 0 para x >0,
©(0,t) =0 para t>0

1
o(x,t) — 5 quando x — oo para qualquer t > 0.



Obs: A existéncia de ¢ segue dos resultados de Ecker e Huisken [4].

Prova. Observe primeiramente que se u(z, t) é solucao de (1.1), entao v(z, t) := %u(l\/[a:, M?>t)

também é solucao e oscv = %-oscu < % - M = 1. Assim, podemos assumir que M = 1. Seja
£>0,eZ:RxRx(0,7) — R definida por

Z(x,y,t) = uly,t) —u(x,t) — 2p <@,t> —e(1+41).

Note que

((y+ L) = (z+L)|
2

Z(x+L,y+L,t):u(y+L,t)—u(x+L,t)—2cp( ,t) —e(l+1)

=u(y,t) —u(w,t) —2p (|y;:c|’t) —e(1+1)
= Z(z,y,1),

e portanto 7Z é periddica sobre as faixas
{(z,y) eR*:2nL <y+x <2(n+1)L,n € Z}.

Logo podemos analisar o comportamento da fun¢do Z apenas no conjunto S = {(z,y,1t) :
0<z+y<2L,t>0}.

Como u é continua e |u(y,t) — u(x,t)| < oscu < 1, temos que Z é negativa perto da
diagonal {y = z}, perto de t = 0 e quando |y — x| — oo. De fato,

lim Z(z,y,t) = u(y,t) —u(y,t) —20(0,t) —e(1+t) = —e(1 +t) <0,

T—Y

1
lim Z(z,y,t) :Pm[u(y,t)—u(x,t)] —2-§—e§ l-1—e=—-e<0

t—0 —0

lim Z(z,y,t)= lim [u(y,t)—u(z,t)]—2- % —e(1+1)

ly—a|—o0 ly—z|—00
<1-—-1-e(141)
< 0.

Se Z < 0 para todo ponto de S entao o resultado segue apenas fazendo ¢ tender a zero.

Suponha que Z nao é negativa em S. Entao, como Z é continua, existe um primeiro
to > 0 e um ponto (xg,yo), com xg # yo (vamos tomar zg < yo) , tal que Z(xq,yo,to) = 0.
Observe também que sendo Z < 0 para |r — y| — 0o, entao existe & > 0 tal que Z < 0 para
|xr —y| > k. Agora, fixando t = ty e considerando z e y tais que | — y| < k, temos que
Z(x,y,tp) atinge um méaximo na regiao

Riy = {(z,y,t0) € 5+ |z —y| < k}
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pois essa regidao é compacta e Z é continua. Além disso, como Z(z,y,t) < 0 para t < o,
entao, pela continuidade de Z, temos que Z < 0 em Ry, e portanto (o, yo, to) ¢ um ponto de

maximo local de Z(z,y,ty) em Ry,. Neste ponto temos
07z Yo — Lo
0= — = —u t ! t
or u (:E(h 0) + ¥ < 2 5 L0

onde ¢’ denota a derivada de ¢ no primeiro argumento, e

07 —
O = — = ’U/(yO’to) — (p/ (yo x07t0> .

dy 2
Note que estas equacoes implicam que
u' (o, to) = v (yo,t0) = ¢ (1.2)

Como (zg,Yo,tr) ¢ um ponto de maximo local, a matriz Hessiana [D?*Z] de Z(z,y,t) é
semi-definada negativa neste ponto e, portanto, temos

82_2 aQZ //( t ) 1 Vi 1 Vi
o _ | 022 Owoy | _ | "W Fol) e 27
0>[D*Z] = 927 aQZ = lcp” onte) 1@// (1.3)
dydxr  Oy? 2 7 2

Agora, considerando a fungao real ((t) = Z(xg,yo,t), e levando em conta que ((tg) = 0 e
((t) < 0 para t < tg, concluimos que, ou ¢ é crescente num pequeno intervalo contendo g,
ou ( atinge um maximo local em t;. Em todo caso, temos que

0 < C'(to) = —=(0, Yo, o).
¢'(to) ot (20, Yo, to)
Como u satisfaz a equacgao (1.1)), temos em (zo, Yo, to),
07 ou ou Op
0< 22 = Z(yo,to) — = (20, to) — 252 —
= ot g Worto) = 5y (T0,to) = 2557 — €
u" (Yo, o) u" (o, to) dp

T T W to)?  TE (W to)? ot

Por ([1.2)) e (|1.3)) isto implica que para qualquer valor de c,
0?Z 1 27 1

"

5 T3¢ + go 2
2
0<3_Z = dy 2 3$2 2 a_Z_lgp” _28_@_6
ot 14 (¢)? (go) dxdy 2 ot
1 . 0’z  0*Z
/\2 _2
= Tr 14 (¢) . gé'L'Z %{gay
C —_—
1+ (¢')? dydr  Oy?
1 2 " ©
- _9 _9Yf _
T3 (1 ()2 C) o ¢
1 2 0
< - _ 2 ' _ 2_ _
= 3 (1 T (¢)? C) -



desde que a matriz

1
c
C = L+ (¢)? 1
1+ (¢)?
seja semi-definida positiva, pois dessa forma teremos Tr(C' - [D?*Z]) < 0. Assim, escolhendo
c = —1/(1+ (¢')?), a matriz C' torna-se semi-definida positiva e como ¢ foi escolhida de
maneira a satisfazer a equagao (|1.1]), chegamos a uma contradigao:
0z " 0
0< —<2 v % —e=—e<0.
ot 1+ (¢)* ot

Isto contradiz a suposicao de que Z é nado negativa em algum ponto (z,y,t) de S com
|y — =
2

r < y. Portanto u(y,t) — u(z,t) < 2@( ,t) + e(1 + ¢t) para todo € > 0, e assim

ly — x|
2

u(y,t) — u(x,t) < 2(,0( ,t) para todo (z,y,t) € S com z < y. Por um argumento

similar, chegamos a mesma conclusao no caso x > y. Isto prova o Teorema. [

O método da prova acima aplica-se em geral para equacoes da forma

au / "
T a(u')u (1.4)

onde a fungao « é continua e positiva. Diremos que uma fungao u(x,t) é regular se ela é C?
em relacao a varidvel z e C! em relacao a varidvel t.

Defini¢ao 1.1 Seja u € C(R) periddica de periodo L, e seja ¢» € C(0,L/2) positiva. 1 é
um modulo de continuidade para u se para todo 0 <y —x < L,

oy (%) < uly) — u(z) < 20 (y = ) | (15)

Teorema 1.2 Seja u uma solucdao L-peridodica reqular de em R x [0,T], e ¢ um
mddulo de continuidade para u(.,0). Seja ¢ > 0 uma func¢ao continua em [0, L/2] x [0,T] \
{(0,0), (L/2,0)}, regular em (0,L/2) x (0,T] com ¢; > a(¢' )", e p(2,0) > 1(z) para todo
z € (0,L/2). Entdao ¢(.,t) é um mddulo de continuidade para u(.,t) para cada t > 0.

Prova. Sejae > 0, e defina Z(z,y,t) = u(y,t) — u(z,t) — 2 (5=2,¢) —e(1+t) em {(z,y,1) :
r<y<xz+ L,t>0}. Z énegativa para valores pequenos de ¢ pois, pela continuidade de u

e @, e por (1.5 temos



. _ . _ y—= _
11_%2(:1:,3/,15) = u(y,0) — u(z,0) 2@( 5 ,0> 3

< u(y,0) — ulz,0) — 2 (y;I) e

< 0.

Além disso, como ¢ > 0 e u é L-periddica, Z é negativa quando y —x e L+ —y sao pequenos
para qualquer t. De fato,

lim Z(z,y,t) = wu(z,t)—u(x,t) —2p(0,t) —e(l+1t)
y—x

< 0—e(l+7%)

< 0

L
lim Z(z,y,t) = wu(zx+ L,t) —u(x,t) — 2 (—,t) —e(141)
y—z+L 2

< 0—e(l+1%)
< 0.

Observe também que, assim como no Teorema Z ¢é periddica sobre as faixas
{(z,y) eR*:2nL <y+z<2(n+1)L,n € Z}.

Se Z nao é negativa em todo o seu dominio entao existe um primeiro to > 0 e xg < yo < xo+L
tal que Z(zo,yo,to) = 0. Por argumentos andlogos aos usados no Teorema , vemos que
neste ponto valem as condigoes nas derivadas de primeira ordem e a condicao na matriz
Hessiana . Como u satisfaz a equagao ((1.4)),

07z _ Ou ou dp (y—x

= oy, )" (y,t) — a(u (2, 8))d" (x, 1) — 288—9: <y _ x,t) _

2
aQZ 90// 822 4,0” aZZ S0// 8@
/ i o / i o R ) i
< O‘(‘p)(ay2+2)+O‘(¢>(ax2+2)+2‘3<axay 2) T

AN/
_ T {a(cp’) c } 0% dxdy

aQZ 822 —i—(a((p)—c)go _25~
dyox  0y?




A expressao envolvendo as derivadas de segunda ordem de Z na ultima linha é nao positiva
desde que a matriz

¢ a(¥)
seja semi-definida positiva. Escolhendo ¢ = —a(¢’) chegamos a uma contradigao:
07 Op
0< —<2 N — =] <0.

Segue-se que Z é negativa, e fazendo ¢ tender a zero obtemos a desigualdade no lado direito
de ([1.5]). Substituindo y por x + L e x por y e usando a periodicidade de u, temos que

uly, ) —u(z,t) < 2 (y 5 x,t)

I —
= w(lx + L,t) —u(y,t) < 2¢ (u,t)

2
L —
- e.t) =) < 20 (5
L —
= 2 () < - ate),

o que nos da a desigualdade no lado esquerdo de ([1.5). O



Capitulo 2

Moédulo de Continuidade para
Solucoes de Equacoes Parabdlicas
Quase-lineares em Dimensoes Altas

Neste segundo capitulo usaremos métodos analogos aqueles do capitulo anterior, com
o objetivo de extender os resultados obtidos a dimensoes espaciais altas. Ou seja, vamos
estimar o modulo de continuidade para solugoes periddicas do fluxo da curvatura média,
agora em R".

Consideremos a equacao do fluxo da curvatura média
ou - DuD;u
= 8 — ———2 ) D;D.u. 2.1
ot ]Zzl( 7 1+|Duy2) i 2.1)

O grafico de uma solucao desta equacao comporta-se de tal forma que, em cada ponto, a
componente normal de sua velocidade ¢é igual a curvatura média.

Vamos mostrar que o médulo de continuidade das solugoes limitadas de é controlado
por uma solucao particular ¢ do fluxo da curvatura em uma dimensao espacial:

8 /!
do__ ¥ (2.2)
o 1+ (¢)?
Esta solugao ¢ é suave em [0, 00) x (0, 00), nao-decrescente em x, com (0,¢) = 0 para t > 0,
1
e p(z,t) — 3 quando ¢t — 0 para qualquer z > 0 ou quando x — oo para qualquer ¢ > 0.
Note que para qualquer M > 0, a funcao

ote.0) = (5737

é ainda uma solugao de (2.2).
Fixe um conjunto linearmente independente I' = {v!,...,v"} em R™. Uma funcao f em
R™ ¢ chamada I'-periddica se para cada z € R" e 1 <i < n, f(x +0v") = f(x).

8



Teorema 2.1 Seja u : R" x [0,T) — R uma solu¢io suave da equagao (2.1) com oscilacao
limitada |u(x,t) — u(y,t)| < M, e com u I'-periddica. Entao para todo x ey em R™ et >0,

ly—=| ¢t
— < 2M — .
u(y,t) — u(z, )] w( SV ARYE

Prova. Seja € > 0, e defina

Z(x,y,t) = u(y,t) —u(z,t) — 2¢ (ly;ﬂ,t) —e(1+1)

em {y # x} x (0,00), onde ¢(&,t) = Mp(E/M,t/M?).

Observe que Z é estritamente negativa perto da fronteira {y = x} e quando ¢ é suficien-
temente pequeno.

Como u ¢é periddica sobre o lattice T' = {v!,...,v"}, Z ¢ periédica sobre as regioes

{(@,y,1) € R™ : 200} < wj +y; < 2(n+ vy},

onde v' = (v,--- ,v}). Em qualquer uma destas regioes, note que

1
Z(x,y,t)§M—2-M-§—5(1+t)<0

quando |y; — x;| — oo. Logo, para estudar o sinal de Z, prescisamos apenas considerar x
e y em uma regiao limitada, de forma que a funcao Z(x,y,t) atinge um méaximo para cada
t fixado. Se Z nao é negativa para todo (z,y,t) € R" x R" x [0,00), entao existe to > 0 e
Yo # xo em R™ tal que

Z(x0, Yo, to) = max{Z(x,y,tp) : x,y € R"} = 0.

Neste ponto, temos as seguintes condigoes nas derivadas de primeira ordem:

0 82 _ _8u(:1:?t) N gb/yi — 1
ozt ozt ly — x| (2.3)
0L 0Z _oulyt) Ly ‘
Oy’ Oy’ ly — x|

Estas equagoes tornam-se simples se escolhermos coordenadas tais que e; = (y—x)/|y—x|:
Entao

D1U($,t) = Qb,,
Diu(z,t) =0 ara j = 2,...,n,
ju(z,t) / para j (2.4)
Dlu(yat) = ¢7
Dju(y,t) =0 paraj=2,..,n.



As derivadas de segunda ordem de Z sao como segue:

0z
0x'0xd

0?7
Aytoy?

0z
oxtoy’

CPupt) Sy -y —2) ¢ (o (Y )y )
Oz O 2y — a2 ly— | \Y v — 2
T R S T (S
y' Dyl 2ly — |? ly —af \” ly — |

"y -2y —a))

_|_

2y — =[? ly—x

Escolhendo coordenadas como antes obtemos

Tty

inxi
inxj

Zl.lyl

Ly

iyi

Zy

iyj

1
= —DiDyu(z,t) — §</5”7

= —D;Dju(x

¢/

)=
) ly —

)

1
= Dy Dyu(y,t) — 5¢",

= DZD]U(y,t
_ 1 1"
- §¢ )

¢/

ly — |
= 0

5
¢/
|y -«

)
)

|(@_wh§@ﬁ;ﬂg,

se1>1,

s€ i 7 J,

se i > 1,

se i 7 J,

se 1> 7,

se i # j.

A matriz 2n x 2n das derivadas segundas de Z é semi-definida negativa:

0>[D*Z) =

Z‘rlxl

ZCE"JJI
Zy111

lexn Z:C

lyl

Z:E":L'" anyl
Zylrn Zylyl

Zy":c” Zy”yl

10

Zln-

oy

Ly
Zyl yn

Z.

yry™

)
)

(2.5)



No ponto de méximo, a derivada de Z em relagao a variavel ¢ é dada por

0z

ot

w0~ D) 2%

. Diu(y) Dyu(y)

; (5” " 11 [Du(y)? > DiDjulyt)
(z) Dju(z)

_Z( Rz )DiD'“@ -

)

( 1+ |Du |2)> DiDjuly, t)

- (1 - lili(u))f(lu)ﬂ )) DiDyu(z,t) = ;
+Z< 1+|Du )(;))DDU(I - 2%
thy)z (Zylyl + %qb”) +Y 7

1

+T<¢/)2 <Zm1m1 -+

122

1 /!
§¢>

122

1 ¢//
TW (Zylyl + Zx1x1) + T(QS’)?
¢’ O

+2(n —1) i QE

¢/
ly — 2

9¢

+0—-2—

+ Z(Zf“f‘?z + Zyiyi)
i>2

ot

Seja A a tltima expressao obtida na desigualdade acima e consideremos a matriz

[ 1

— 0 e 0 Cll
1+ (¢/)?
0 1 -+ 0 21
1 nl
C = 0 0 c1
Cll C21 Cnl
1+ (¢')?
012 622 CZn 0
L Cln 02” o 0

11

12

C

22

C

n2

Cln

C2n

nn




Lembrando que Z,:,; = 0, para ¢ # j, temos que

1 . 1
TI“(C . [DQZ]) = TW(lexl + Zy1y1) + Z(szxz + Zyiyi) + QZ C Lgiyi.
122 =1
Escolhendo
1
1mno_
S R

At = sei1>1

1
=0 sei#j

a matriz C' torna-se semi-definida positiva, e como a matriz [D?Z] é semi-definida negativa
obtemos

Tr(C - [D*Z]) < 0.
Logo, por (2.5)), vale a seguinte desigualdade no ponto de méximo:

07z

0< —
ot

<A < A-Tx(C-[D*2))

T (@) TS
_ ¢// _ ¢, PR S VA ¢/ - (I %
— —1+(¢/>2+2(n 1)|y—x| ¢ 2|y_$|;c 28t
B ¢—// B ¢/ ¢// B ¢/ B %
= tree T T er T e %
:2<_£L__@Q

1L+ (¢)? Ot

= 0.

Esta contradi¢ao prova que Z(z,y,t) < 0 para todo z,y € R™ e todo t > 0. Fazendo ¢ — 0
obtemos a prova do Teorema. []
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Capitulo 3

Estimativa Inferior para o Primeiro
Autovalor do Laplaciano via Mdédulo

de Continuidade para a Equacao do
Calor

Neste capitulo os métodos utilizados anteriormente para o caso periddico sao adaptados
para o problema de Neumann em um dominio convexo. O principal objetivo é obter uma cota
inferior positiva para o menor autovalor nao-trivial do laplaciano, sob condigoes de fronteira
de Neumann.

A definicao de médulo de continuidade que veremos a seguir é ligeiramente diferente
daquela que vimos no capitulo 1.

Defini¢ao 3.1 (mdédulo de continuidade) Seja 1) : [0,00) — R uma fun¢do nao negativa.
Dizemos que 1 é um mdédulo de continuidade para uma fungao v em R", se para todo x,y
em R"”,

o) - vl <20 (L5).
Considere a equacao de evolucao

ou - Y
o = > a?(Du,t)D;iDju, (3.1)
ij=1
onde A(p,t) = [a"(p,t)] ¢ semi-definida positiva.
Suponha que existe uma fungao continua o : R* x [0, 7] — R com

T
O<a(Rt) <R mf LARDY

3.2
lpl=R,(vp)#0 (v -p)? (32)

13



Seja ¢ : [0,00) — R nao-negativa, e suponha que ¢ : [0,00) x [0,00) — R* é regular,
nao-decrescente na primeira variavel(y’(x,t) > 0V z, t fixado ), nao-negativa e satisfaz

v = al¢'] D)¢" (3:3)
com ¢(z,0) > ¢(z) para z > 0.

Teorema 3.1 Seja 2 C R™ wm dominio suave, convexo e limitado, e seja u uma solu¢ao
reqular do problema de Neumann

ou

5 = Z aij (D’U,, t)DZDJU

ij=1
Dyu(z,t) = 0  para x €08, t>0

onde n € o vetor normal unitario exterior a 02 em x. Se v € um modulo de continuidade
para u(-,0), entdo p(-,t) € um mddulo de continuidade para u(-,t) para cada t > 0.

Prova. Defina como antes

Z(x,y,t) = u(y,t) —u(z,t) — 2¢p (Lﬂ,t) —e(1+41),

e note que Z < 0 quando ¢t = 0, e quando |z — y| é pequeno para qualquer ¢ > 0. De fato,

. - ly — |
i Z(o0t) = ul.0) ~ u(e0) — 2 (£ 570) -

< uy,0) — u(z,0) — 2 (u) e

2
< 0
e
lim Z(z,y,t) = wu(z,t)—u(x,t) —2p(0,t) —e(l+1t)
y—x
< 0—e(l+7%)
< 0

Suponha que Z ndo é negativa em Q x Q x [0,00). Entdo existe um primeiro ¢, > 0 e
pontos zg, Yo € Q tais que Z(xo, yo,to) = 0. Observe que (g, Yo, to) € um ponto de maximo
de Z(z,y,to) pois Z(z,y,t) <0 em £ x Q x [0,

H4 dois casos a considerar:
Caso 1. (zg, o) estd no interior de £ x 2.

Neste caso, as condi¢oes nas derivadas de primeira ordem ([2.3)) sdo satisfeitas em (g, yo, to).
Note que as equagoes (2.4)) implicam que

Du(z,t) = Diyu(x,t)e; + Dou(x, t)es + - - + Dyu(z, t)e, = ¢'(x,t)e.

14



Além disso, a matriz das derivadas de segunda ordem [D?*Z] é semi-definida negativa com

entradas dadas por ({2.5)).
No ponto de méaximo,

oz ou ou Oy
0< 2 = Z(yt) — —(a,t) — 227 —
a1 o W) — gl t) =25, —¢
< Zaij(Dyu,t)DiDju(y,t)
1,7
ij Dy
- Z a”(Dyu,t)D;Dju(z,t) — QE
1,J
= a’ll(gplela t)D1D1u<ya t) + Z aii(splely t)D,DZU(y, t)
i=2
+ Z aij (90/617 t)DzD]u(y7 t)
it
—a't(p'er, t) Dy Dyu(z,t) — a(p'er, t)D; Dyu(z, t)
i=2
g dyp
- Z a’(Y'er, t)D;Dju(z,t) — 25
i#
11y L, - T o @’
= (QO €1, t) Zylyl + §g0 + Z a (QO €1, t) Zyzyl + H
i=2
. 1
+ Z a¥ (gp’el, t)Zyiyj + an(go'el, t) (lexl + §(p”)
i#]j
L ! y )
+ Z a(pep,t) <sz + L) + Z a’(p'er, t) Zyini — 2 %%
i=2 ly - i#j ot
L / oo . 0
= Z CL“(Zyiyi + szxz) + CLHQO” +2 |ysi $| Z a" + Z aZJ<Zy¢yi + szxz) — 28—f
i=1 i=2 i#j
.. SO/ n ..
+2 Z c inyj — Cl1 -2 Z c"
@gp 90/ n 3 3
— TA/DQZ 9 r 11 11N\, 1/ ) RPN
A (D2 =258 = 2 T Y e )

Observe que na quinta etapa adicionamos e subtraimos o termo 2Tr(C - [Z,,]), para alguma
matriz C de ordem n, onde

Cll

- ii - i ¢’ - i
T(C [ Zon)) = D2 oty = DS iy = o+ D
i=2

ij=1 i=1

15



Além disso, a matriz A’ de ordem 2n que aparece na tltima etapa é definida por

; A C
vl G
assim

n

/ n
Tr(A’ . [D2Z]) — Zaii(zxixi + Zyiyi) + 2 |y Si x| Zcii + Z aij(ijwi + Zyjyi).
i=1 i=2 i#j

Se escolhermos C' de forma que A’ seja semi-definida positiva, entao teremos
Tr(A'-[D*Z]) < 0.

Para fazer o coeficiente de ¢’ /|y — | anular-se, tomaremos ¢ = a”(¢'e;) para (i,7) # (1,1).
Finalmente, escolhemos c¢!'! de forma a maximizar o coeficiente de ¢”. A condicao A’ > 0
é equivalente a

[ ol o A [ Z ] = vl Av + vl Au+ 20" Au — 2(a't — Hvlut > 0. (3.4)
onde u,v € R™. Agora, seja o definida por (3.2)) com p = ¢’ey, v = (v, -+ ,v,) €
R =|/ei| = |¢|. Assim,

Escolhendo ¢! = a''(¢’e;) — 2a(]¢’|) e substituindo em (3.4 obtemos

[T Wl A [ Z ] = vl Av + u? Au + 20" Au — dov'u?

(v 4+ u)" A(v + u) — dav'u!

= (w+u)TAw+u) —af(v' +u')? - (v' —u')?
(v+u)TA(v +u) — (vt +u')?

0,

VoWV

de forma que A’ é semi-definida positiva. Finalmente, por (3.3)), obtemos a seguinte desi-
gualdade em (zq, yo, to):

EZ / i EIZ
<_ —_ <
0< T <2(a(|gp|<p t>\0,

uma contradigdo que prova que Z(x,y,t) < 0 para todo (z,y) e t = 0. A estimativa para
lu(y,t) — u(zx,t)| é obtida fazendo-se € — 0.

Caso 2. O ponto (z9,yo) esta na fronteira de  x Q
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Considere o caso em que y estd na fronteira 0€). Se tomarmos derivadas em y que estao em
diregoes 1(y) que nao tém componente normal na fronteira (diregoes de vetores tangentes),
entdao, como (o, Yo, %) ¢ um ponto de maximo de Z|sq, temos que D, Z (20, Yo, to) = 0.
Por outro lado, seja n(y) o vetor normal unitério exterior a 92 em y. Assim,

d
DyZ(x,y,t) = —-Z(z,y+sn(y).t)
s=0
d d d (ly+snly) —z
= gUwrs).y| - gun) 2£¢< 2 i
d
— (14t
dsg( ’ )8:0

Dm%wwmn—wéjxymw

y—l’
— 00—
7y =4

< 0

“n(y)

pois Du(yo, to) n(yo) = Dyu(yo, to) = 0 pela condicao de fronteira, ¢’ > 0e (yo—x0)-n(yo) = 0
pela convexidade de €2. Se a desigualdade é estrita, entao chegamos numa contradicao, pois
(20, Yo) ndo seria um ponto de méximo, uma vez que

Z (0, Y0 — s1(Yo), to) > Z(0, Yo, to)

para s pequeno. Assim D, Z = 0 e podemos concluir que D, Z(zo, Yo, to) = 0.

Agora, ainda com y em 0f2, consideremos a posicao de x; ou x é um ponto interior de €2,
ou z € Jf). No ultimo caso, se v é o vetor normal unitario exterior a 02 em x, deduzimos,
como acima, que

d
DVZ(x7y7t) = EZ(IL‘—FSV(ZL'),y,t)
s=0
y—x
= —Du(z,t) - v(z)+¢ -v(z
(@.0) @) + ¢ = vlo)
< 0.

Novamente, esta desigualdade ndo pode ser estrita pois (xg, yo) ¢ um ponto de méximo de Z,
e portanto D,Z = 0. Como antes, as derivadas em outras direcoes também sao nulas. Logo
DQUZ({,E(), Yo, to) =0.

Portanto, quando ambos z e y estdo na fronteira de Q, DZ =0 e [D*Z] < 0.

No caso em que x estd no interior de 2, D,Z = 0 e portanto DZ = 0 e [D?*Z] < 0 (¢ claro
que o caso em que y estd no interior de 2 e x € 92 é andlogo a este). Logo, em qualquer
caso, podemos argumentar exatamente como no caso onde x e y sao pontos interiores para
obter uma contradicao e concluir a prova do Teorema. []
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Corolario 3.2 Seja Q@ C R™ um dominio convexo com diametro D, e v(x,t) uma solucao
suave da equacao do calor com fronteira de Neumann

?:Av em €2 x [0, 00)
az (3.5)
%:O em 0N x [0, 00)

Suponha que v(-,0) tem mddulo de continuidade 1, onde ¥ : [0,D/2] — R é suave com
Y(0)=0e'(z) 20. Seja p: [—D/2,D/2] = R solucao do problema

%—f(%ﬂ = (z,t)  em [-DJ2, D2 x RY

D )

tal que p(z,0) = ¥(z) para todo z € [0,D/2], ¢’ =2 0 em [-D/2,D/2] xRt e ¢©(0,t) > 0 para
cada t. Entdo ¢(-,t) € um mddulo de continuidade para v(-,t) para cada t > 0. Ou seja,

o) = ol < 2 (5 20)

Ve, y € Q,t > 0.

Prova. A prova é analoga aquela do Teorema (3.1, com as devidas modifica¢des nos dominios
de ¢ e 1, e tomando a;; = d;; para obter

Vamos aplicar agora o Corolario [3.2] para dar uma nova prova de um resultado, obtido
em 1960 por Payne e Weinberger , que da uma estimativa inferior positiva para o pri-
meiro autovalor nao-nulo do Laplaciano, em um dominio convexo e limitado, sob condi¢oes
de fronteira de Neumann. A prova que exibiremos consiste em estimar o médulo de continui-
dade para solugoes da equacao do calor e foi obtida recentemente por Ben Andrews e Julie
Clutterbuck, a partir dos resultados nos artigos , e .

Mais prescisamente, vamos considerar o problema
—Au=> u em

ou
5—0 em Of)
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onde €2 C R™ é um dominio compacto e convexo, A € R e u é suave em (). Observemos
primeiramente, que se A é um autovalor de —A no problema referido acima, entao A > 0.
De fato, seja u € C'*°(2) uma autofuncao associada ao autovalor \; assim, usando integracao

por partes, temos que
)\/u2dx = —/u()\u)da:
Q Q
= — / uAudx
Q
/\Du|2dq:— 22 uds
Q o0

0
ov
= / | Du|?dx
Q

= 0.

Note que se A = 0 entao Au = 0 em (2, e portanto

/ |Dul*dz = — / uAudr + %dS =0,
Q Q o0 OV

assim |Du| = 0 em €, e, como u é conexo, isto implica que u é constante em ). Reciproca-
mente, se u é constante em (), entao

Mo=Au=0

em €2, e como u # 0(pois u é autofungao), temos que A = 0. Além disso, o conjunto dos
possiveis valores de A é enumeravel e forma uma sequéncia nao decrescente

O=X <A <A<,

com lim A\, = +oo.
k——+o0

O teorema que provaremos a seguir nos da uma estimativa inferior positiva para ;.

Teorema 3.3 (Payne - Weinberger) Seja Q2 C R™ um dominio compacto e convero, com
diametro D, e seja (A, u) um par autovalor-autofungdo do problema de Neumann

—Au = \u em €

) (3.6)
@ =0 em OS2
ov

com A >0 eu € C®(Q). Nessas condigoes, temos que



Prova. Seja (A, u) um par autovalor-autofuncao que resolve o problema (3.6 e considere a
funcao

—At

v(x,t) =e Mu(x),

para x € Q et > 0. Temos que

%(as‘,t) = e Mu(z) = e M(=du(z)) = e MAu(z) = Av(z, 1)
e
ov  _nOu,
E(m,t} =e a(x) =0, em Of.

Logo v satisfaz o Problema de Neumann (3.5). Vamos mostrar que existe uma constante
positiva C' tal que a funcao ¢ : [0, D/2] — R* dada por

Tz
can(3)
P(2) sin {
¢ um moédulo de continuidade para v(x,0) = u(x).
Afirmacgao: Existe uma constante C' > 0 tal que Vz,y € (), tem-se

[u(@) = uly)] < Csin (55— yl)

Observe que para x = y nossa afirmacao é obviamente verdadeira, pois os dois lados da
desigualdade acima se anulam. Assim, suponhamos que x # y. Como €2 é compacto e u é
suave em {2, temos que

lu(r) —u(y)| < M|z —y|

Va,y € Q, onde M = maxgq|u'(§)| > 0. Se nossa afirmacao for falsa, entdo VC' > 0,
dx,y € Q tais que

. T
Csin (551w = yl) < Ju(@) = uly)| < Mz -y,

o que implica

c v —yl
M sin (%]w—y])

r
sin (%r)
2D

uma vez que ela é continua em (0, D] e liII(l) f(r) = —. Logo nossa afirmagao é verdadeira.
r— T

Mas isto é um absurdo, pois a fungao f : (0, D] — R dada por f(r) = ¢ limitada,
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Note que a funcao v definida acima satisfaz as condigoes

P(0)=0 e Y'(2)= %COS <%> >0 em [0,D/2].

Para seguir com a prova do Teorema, vamos definir a func¢ao ¢ : [-D/2,D/2] x RT — R
pondo

x2 Tz
1) = Ce D2 (—)
o(z,t) e p2'sin

onde a constante C' é a mesma que aparece na defini¢ao de 1. Note que ¢(z,0) = ¥ (z) para
220, ¢(z,t) 20em [-D/2,D/2] x RT e p(0,t) = 0 para cada ¢t > 0. Além disso, como

0 Cr? _x2
s z,t) = T e rtein (22 ,
ot D? D
Cr _x
O'(z,t) = %eiﬁt cos (%)
e
Cr? _x2, . (72
O'(z,t) = gz ¢ P sin <5>,

temos que ¢; = ¢” em [-D/2,D/2] x RT e

D Crm _x2 s
/ L _ LT ot T\ _
% (:|:2,t> De D cos(:l:2) 0.

Logo, pelo Corolério a funcao ¢(+,t) definida acima, é um mdédulo de continuidade para
a funcao v(-,t) = e Mu(-), para cada t > 0. Assim,

e Muly) —ul@)] = |u(y,t) —v(z,1)

< 2¢(|y;x|)

_n%, ”|y _JZ|
= 20 7t — _ t
e D sm( , )

< 206_%22?5.
Multiplicando os dois lados da desigualdade acima por e*', obtemos que
lu(y) — u(z)| < 206 (B (3.7)
Como a funcao u é nao-constante, sabemos que

oscqu = sup |u(y) — u(z)| > 0.
Q

21



Fazendo 6 = oscqu e tomando o supg, dos dois lados da desigualdade (3.7)) obtemos

0 < 6<20e ()
o que implica
2

e para t > 0, isto é equivalente a

In(g) _ n(20) (W_Q _ A) .

t t D?

Como a ultima desigualdade é valida para todo t > 0, fazendo t — 400 concluimos que

como queriamos mostrar. []
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