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RESUMO

Esta pesquisa é fruto das minhas reflexdes sobre o0 ensino do conceito de angulo na formacéo
inicial dos alunos, futuros professores de matematica. A partir de um estudo exploratério em
que participaram, voluntariamente cinco alunos da disciplina Projetos Integradores 1,
buscamos investigar sobre as defini¢cbes de angulo na geometria euclidiana plana elementar
identificando as ambiguidades e incoeréncias que apresentam o que nos levou a propor uma
defini¢do que pudesse melhor atender as necessidades dos futuros professores de matematica.
Para tanto, apds trabalho realizado na disciplina em que se discutiu o conceito de angulo,
foram realizadas cinco entrevistas semi-esstruturadas gravadas em audio e transcritas para
posterior analise. Subsidiaram as analises das entrevistas Bardin (2011), Fiorentini (2009),
Tardif (2011), D’ Ambrosio (1996), Shulman (1986), Ponte (2009) e Lorenzato (2010). As
defini¢cbes analisadas vieram de Euclides (2009), Hilbert (1996), Barbosa (1985), Muniz Neto
(2013) e Gomes & Ralha (2005). Os aspectos matematicos tiveram nos autores: Halmos
(1974), Lima (1970), Monteiro (1971) e Dean (1974) seus pilares. Para ancorar as analises
sob os aspectos do ensino de matematica Lorenzato, Fiorentini, Bicudo & Borba (2004) e
D’Ambrosio serviram de referéncia. Os dados revelaram o quanto o conceito de angulo é
complexo, tanto do ponto de vista matematico, pelas varias concepgdes em que é apresentado,
e também pela grande quantidade de defini¢cdes em uso. Em consequéncia, Seu ensino e sua
aprendizagem encontram obstaculos para que se possa fazer compreendé-lo, e compreender.
Depreendeu das andlises das defini¢bes tratadas uma proposta de defini¢do, isenta das
dificuldades apontadas nas analises dos dados colhidos, que é apresentada nas consideracdes
finais. Apéndices foram incluidos com a finalidade de possibilitar uma melhor compreenséo,
fora do senso comum, do que € uma rotacdo bem com se faz uma sugestdo de abordagem da
definicdo proposta no que diz respeito a seu ensino, a luz, das idéias trazidas por Edwards
(1984).

PALAVRAS CHAVE: Ensino, Geometria, Angulo, Formagc&o, Professor.



ABSTRACT

This research is a result of my reflections about teaching the concept of angle in mathematics
students’ initial formation - future mathematics teachers. From an exploratory study in which
five students of ‘Integrating Projects 1’ voluntarily participated, we sought to investigate the
definitions of angle in Euclidean elementary plane geometry, identifying the ambiguities and
inconsistencies that led us to propose a definition that could best meet the needs of future
mathematics teachers. In order to do so, after evaluating the work done in the discipline where
the concept of angle was discussed, five semi-structured interviews were recorded in audio
and transcribed for later analysis. The interviews were subsidized by Bardin (2011), Fiorentini
(2009), Tardif (2011), D'Ambrosio (1996), Shulman (1986), Ponte (2009) and Lorenzato
(2010). The definitions analyzed came from Euclides (2009), Hilbert (1996), Barbosa (1985),
Muniz Neto (2013) and Gomes & Ralha (2005). The mathematical aspects were guided by the
authors: Halmos (1974), Lima (1970), Monteiro (1971) and Dean (1974) and their pillars. To
anchor the analyzes under the aspects of mathematics teaching Lorenzato, Fiorentini, Bicudo
& Borba (2004) and D'Ambrosio served as reference. The data uncovered how much the
concept of angle is complex, both from the mathematical point of view, by the various
conceptions in which it is presented, and also by the great amount of definitions in
use. Consequently, both understanding and teaching this concept becomes a baffling
task. From the analysis of the definitions treated, a definition proposal was found, exempt
from the difficulties pointed out in the analysis of the data collected, which is presented in the
final considerations. Appendices have been included in order to provide a better
understanding, outside of common sense, of what a rotation is as well as a respectful
suggestion on how to approach the proposed definition brought by Edwards (1984).

KEY WORDS: Teach, Geometry, Angle, Formation, Teacher.
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1- APRESENTACAO
1.1- Minha Rela¢do Com a Mateméatica

Era ainda uma crianca quando despertei para o0 mundo da Matematica. O que me
encantava, nele, era a possibilidade da descoberta de como ela se constituiu e a partir de uns
poucos pressupostos possibilitava que se fizessem contagens, medicdes, calculos, enfim, se
resolvessem problemas. A curiosidade de buscar descobrir e compreender como, de fato, a
Matematica funcionava foi 0 que me prendeu a ela, até 0 momento.

Em marco de 1973 ingressei na Universidade Federal de Pernambuco, UFPE, para
estudar Matematica, concluindo o curso de Licenciatura Plena em dezembro de 1976. Tornei-
me especialista em Matematica, pela UFPE, em 1978 e obtive o grau de Mestre em
Matematica, na area de Geometria Diferencial pela Universidade Federal do Ceara, UFCE,
em 1987.

Outro aspecto que me instigou, ja formado, foi o ensino dessa disciplina. Como se
pode ensinar matematica de maneira eficiente, ou seja, de um modo em que o aluno, o
aprendiz, se aproprie dos conceitos, das leis e regras que permitem as diversas combinacdes e
interpretacdes no ambito de um contetdo especifico para que ele possa ler e resolver os
problemas para 0s quais 0s contetdos se mostrem adequados? A resposta a essa questdo nao €
trivial. Requer uma vigilancia incessante do que, para que e para quem ensinar. Envolve a
utilizacdo adequada de vérios campos do conhecimento, ou seja: conhecimento do conteido
especifico, conhecimento das psicologias, conhecimento das didaticas, das filosofias,
conhecimento econdémico, etc.

Inicio minha carreira profissional em 1975, ao ingressar no ensino publico oficial
através da Secretaria de Estado da Educacdo Cultura e Desporto do estado de Pernambuco,
como professor da educacdo bésica, atuando no segmento que hoje equivale ao segundo
segmento do ensino fundamental, que vai do sexto (6°) ano ao nono (9°) ano, onde permaneci
até 1980. No ensino superior, minha primeira experiéncia ocorreu no Departamento de
Matematica Basica da UFAL, hoje, Instituto de Matematica, durante o verdo de 1977. Nesse
mesmo ano, sou contratado como professor colaborador pela UFPE junto ao Departamento de
Matematica de tal Universidade, onde permaneci até 1980. Em 1981 assumo, por ter sido
aprovado em concurso publico, a funcéo de Professor Auxiliar de Ensino no Departamento de
Matematica Basica da UFAL, instituicdo na qual ainda atuo. Portanto, ha quarenta e dois anos

estou atuando como professor de matematica, auxiliando gera¢bes na sua formacdo e
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compreensdo dessa ciéncia tdo necessaria ao desenvolvimento cientifico e tecnologico e, por
que ndo dizer, também, do ser humano, do homem mesmo, na formacdo de sua consciéncia

critica do mundo, e como consequéncia de sua libertagéo.

1.2- Atuacéo e formagéo docente

Como professor do ensino fundamental, minha preocupacédo foi sempre a de transmitir
as ideias que poderiam levar aos alunos, de modo mais preciso possivel, 0s conceitos e 0s
procedimentos necessarios a compreensdo dos contetdos curriculares a que a série estava
vinculada. Sempre acreditei que a apreensdo de conceito, algoritmos e o que lhe déo
sustentagdo, colocariam o aluno em condigdes de eles mesmos, levarem a cabo a resolucdo de
problemas, consolidando, assim, o seu aprendizado. N&o procurava treina-los mecanicamente
em rotinas que, por falta de se compreender as razdes pelas quais funcionavam, deixavam 0s
alunos incapazes de assimilar os conteidos e utiliza-los como ferramentas eficazes para
resolucéo de problemas futuros.

Na docéncia superior, lecionei disciplinas para os cursos de Matematica (bacharelado
e licenciatura), Fisica (bacharelado e licenciatura), Engenharia (Quimica e Civil) e Quimica
(bacharelado, licenciatura, tecnoldgica e industrial). Mas, foi na Licenciatura em Matematica,
por razdes Obvias, que a preocupacdo com 0s aspectos didaticos, rigor no trato dos conceitos,
sobretudo os matematicos, se tornaram mais claras.

Alunos do curso de Licenciatura em Matematica podem responder a perguntas como:
0 que € um angulo?; um angulo reto, no plano, qual o significado da
equacdo: ax+ by +c =07?; o que é o coeficiente angular de uma reta ndo vertical com respeito
a um sistema de referéncia cartesiano canénico como representacédo, algebrizada, do plano, de
forma surpreendentemente imprecisas, mas que soam, contudo, como corretas?

Ao analisarmos, criticamente, as respostas inadequadas as questdes em tela podem
sugerir, entdo, que 0s conceitos associados a elas, provavelmente, foram introduzidos de
modo impreciso, ambiguo ou obscuro pelos docentes que ensinavam matematica aos alunos
da licenciatura, pois, concordando com Veloso (1999), as defini¢Ges, ainda que provisorias,
n&o podem dar lugar a situacOes de indecises.

Essas inquietagbes levaram-me a participar, a convite, do Grupo de Pesquisa em

Educacdo Matematica, GPEM/UFAL, onde se discute a pratica pedagogica do ensino da
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matematica, com foco na educagdo bésica. No grupo, me inteirei das teorias que davam
suporte as discussfes e pesquisas na area onde a ideia de me aprofundar neste universo se
tornava cada vez mais forte.

Apesar de ndo atuar na educacao basica hd muito tempo, a condic¢do de atuar em uma
licenciatura em Matemaética, portanto na formacdo inicial de professores, traz a mim a
preocupacdo de possibilitar, ao futuro professor de geometria no ensino fundamental, um
aprendizado que venha a solidificar seus conhecimentos especificos do conteldo, para que na
sua atividade docente possa, no processo de ensino e aprendizagem, levar os alunos a
construir um aprendizado ndo mecanicista e capaz de utilizar tais aprendizados como
instrumento seguro e eficaz na solucdo dos problemas emergentes.

Um professor, aquele profissional habilitado a ministrar aulas no ensino bésico, ou
seja, no nivel fundamental e/ou médio do ensino oficial, o qual é instituido e regulamentado
em nosso pais por leis, ndo se forma exclusivamente e definitivamente em um curso de
licenciatura, como estdo previstos nas leis educacionais em nossas sociedades. Esse € 0 seu
primeiro passo em busca de uma profissionalizacdo como tal. E bem sabido, hoje, que a
formacdo de um professor é, praticamente, interminavel devido ao carater dindmico e
complexo da sala de aula, em seus multiplos aspectos, o que requer uma formacéo sélida nos
contetidos especificos a serem ensinados bem como, e tdo importante quanto, conhecimentos
didaticos e pedagogicos, profundos o suficiente para dar-lhe acesso as muitas teorias que
fundamentam o processo de ensino e aprendizagem, Shulman (1986).

A complexa tarefa da formacdo do professor tanto inicial quanto continuada sdo
estudadas por varios pesquisadores e dentre eles destacamos Tardif (2011), Shulman
(1986,1987), Ponte (2009) e Fiorentini (2009), e a partir de diferentes tematicas, como:
saberes, conhecimento, contetdo, didatica e ensino exploratdrio.

Tomando como exemplo Tardif (2011), em que os saberes docentes sdo temporais;
plurais e heterogéneos; situados e localizados, mobilizados pelos professores “no contexto de
sua profissdo e da sala de aula” (TARDIF, 2011, p. 63) e que sdo mobilizados a partir de
varias fontes como a historia de vida, a historia escolar, a sociedade, os lugares de formacéo e
gue para Shulman (1987) o exercicio satisfatério da profissdo docente, o conhecimento do
conteudo, da didatica do contetdo, do curriculo, e em especial 0

[..] conhecimento de conteldos especificos de pedagogia é de especial interesse
porque identifica os distintos campos de conhecimento para o ensino. Ele representa a
mistura de contetdo e pedagogia em uma compreensdo de como temas particular,

problemas ou questBes sdo organizadas, representas, para o ensino. Conhecimento de
contetidos especificos de pedagogia é a categoria mais provavel para distinguir a
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compreensdo do especialista daquela do pedagogo (SHULMAN, 1987, p. 8, traducdo
nossa).

Posso dizer, a grosso modo, que a minha formacéo e atuacao profissional forjou-se, e
ainda continua sendo forjada, a partir das concepcdes de Tardif (2011) e Shulmam (1986),
isso porque, inicialmente, obtive o grau de Licenciado em Matematica, tornei-me Mestre em
Ciéncias (Matematica) na area de Geometria Diferencial, mas, sobretudo, aprendi muito
adquirindo experiéncia com o trabalhar em sala de aula, no enfrentamento dos problemas que
ali surgem ao buscar solucgdes para tais problemas no cotidiano da labuta, quer no ensino
fundamental quer no ensino superior, vivenciando assim alguns de seus conflitos, de suas
possibilidades e de seus limites. Como Chefe de Departamento e Coordenador de Curso,
ampliei a minha compreensdo sobre a formacdo do professor de Matematica. Assim sendo,
partindo da premissa de que o conceito de angulo da geometria euclidiana plana é
desenvolvido sem explorar as fragilidades e ambiguidades das definigdes, esse trabalho busca
abordar o tema angulo a fim de investigar como o ensino de angulo na geometria euclidiana
plana é abordado no curso de Licenciatura em Matematica do Instituto de Matemaética da

UFAL, a partir de uma pesquisa qualitativa na modalidade de um estudo exploratério.

1.3- Pesquisas sobre angulo, o que dizem

Em nossa busca por pesquisas relacionadas sobre o conceito de angulo, encontramos
uma realizada por Gadotti (2008) e outra por Vieira (2010). Gadotti investigou sobre
defini¢bes formais do conceito de angulo encontradas na literatura matematica, didatica e néo
didatica, e aquelas transmitidas por professores que ensinam matematica. As definicGes
abordadas por ele enquadram-se nas categorias: par de semirretas, regido do plano, e giro.
Analisadas sob a otica de sua ensinabilidade tiveram ai reveladas suas limitagdes. Ndo foram
analisadas do ponto de vista matematico e, portanto, ambiguidade alguma foi revelada.

Vieira (2010), em sua pesquisa, investigou o conceito de angulo objetivando
desenvolver uma abordagem didatica sobre o desenvolvimento do referido conceito,
fundamentando-a na perspectiva da Abstracdo Progressiva segundo Mitchelmore e White

(2000)*. Durante o desenvolvimento de seu trabalho, revelou-se que a maioria dos professores

1 Mitchelmare, M. C.; White, and P. Development of angle concepts by progressive abstraction and
generalization.
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aborda o conceito fora do plano sugerido por documentos oficiais e que angulo como giro,
como sugere o PCN, quase nunca é abordado.

Elaborada e testada em sala de aula, a proposta verificou-se sua adequagdo mostrando
sua viabilidade.

Dificuldades apontadas nas pesquisas acima permitem questionar se seriam elas
advindas do processo de formagdo do professor, pois em Fiorentini e Miorim (1990) e
Almouloud et. al. (2004), verificaram que este questionamento ja é feito por conta das
dificuldades encontradas no processo de ensino e aprendizagem da matematica, em particular
da geometria, no ensino fundamental. Podemos questionar se tais dificuldades ndo seriam

oriundas do processo de formagéao de professores?

1.4- Propondo mudanga

Se para Gadotti (2008) e Vieira (2010), as varias definicdes de angulo sdo
responsaveis pelas dificuldades de se ensinar e se aprender o conceito, ndés arvoramos em
propor uma definicdo de angulo, consideracdes finais, que se faz necessaria por conta das
incompatibilidades e ambiguidades reveladas a partir das analises de algumas das principais
defini¢des, que surgem em contexto da formag&o docente.

A definicdo proposta aproxima-se, de maneira mais timida que seja, do que propdem
Vergnaud (1990)2 com sua Teoria dos Campos Conceituais, onde é enfatizado que para o
entendimento mais amplo que se possa ter de um conteido, um conceito, é licito juntar ao seu
redor quantos outros conceitos sejam necessarios para sua melhor compreensdo. Juntamos a
esse estudo os apéndices A, B e C, versando sobre aspectos de sua ensinabilidade: A — Os
alunos e o conceito de angulo: possibilidades para a compreensdo; B — Uma hermenéutica do
giro; C — Angulo: aspectos algébricos.

Nesta pesquisa, trabalhamos as defini¢es de angulo no sentido de identificar e superar
dificuldades nelas percebidas e propor uma nova definicéo que resista as criticas a elas feitas.

O presente trabalho foi organizado em capitulos enumerados em ordem crescente,
distribuidos como segue:

O capitulo 1 traz uma visao panoramica do ensino da Matematica no Brasil e do

ensino da geometria.

2 Esta teoria permite igualmente analizar la relacién entre conceptos en tanto que conocimientos explicitos y
las invariantes operatorias implicitas en las conductas del sujeto en situacion; ella explicita también las
relaciones entre significados y significantes. VERGNAUD, G. 1990, p. 133.
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O capitulo 2 versa sobre concepcdes e definicdes de angulo ao longo do tempo,
incoeréncias e ambiguidades inerentes a elas.

O capitulo 3 tem uma descricdo e fundamentacdo do percurso metodoldgico adotado
no trabalho.

O capitulo 4 traz as analises do material colhido durante a coleta de dados.

Poe fim, constam as consideracdes finais.
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2- CAPITULO I: O ENSINO DA MATEMATICA NO BRASIL: UMA TRAJETORIA

A matematica é, sem divida alguma, uma das ciéncias que mais tem implicacdo, direta
ou indiretamente, sobre a vida dos seres humanos, modos de viver, de estar no mundo.
Embora a matematica tenha se desenvolvido bastante enquanto procurava solucdes para
problemas concretos, na fisica, na astronomia, na arquitetura, nas artes, etc., ela desenvolveu-
se também & medida que os pensadores procuravam fundamentacdo a suas teorias. Hoje,
constitui-se, através de seus diversos ramos, no sistema mais complexo, completo e eficiente
para compreensdo e solucdo de problemas que diz respeito ao universo a natureza e a vida dos
seres humanos no planeta. Seus métodos serviram, e ainda servem, de modelos para a
consolidacdo e validagcdo de umas tantas outras areas do conhecimento cientifico, como nos
faz ver Capra no filme O ponto de mutacdo, a partir do modo cartesiano de pensar.

O desenvolvimento que a matematica experimentou desde a civilizacdo egipcia até a
era moderna, e porque ndo dizer até os dias atuais, revestiu-a de uma aura de importancia
tamanha que seu ensino se consolidou como fundamental e imprescindivel para o
desenvolvimento cientifico, cultural, social e mesmo da sobrevivéncia das sociedades
humanas, sendo assim, assegurado por qualquer que seja o sistema educacional instituido por

elas.

2.1- Os missionarios catolicos e 0 ensino da matematica no Brasil

A primeira escola no Brasil foi fundada em 1538, pelos missionarios franciscanos Frei
Bernardo de Armenta e Frei Alonso Lebron, (STEPHANAU, 2010, p. 98). No entanto, o
ensino da matematica teve inicio, ainda que da forma mais precaria que possa ter sido, através
da chegada da missdo jesuita na entdo colonia portuguesa, pois “desde que os jesuitas
chegaram ao Brasil estabeleceram escolas e comecgaram a ensinar a ler, a escrever, e a contar
e a cantar”, Paiva (PAIVA, 2010 p. 43, grifo nosso). Portanto, o ensino da matematica no
Brasil inicia-se oficialmente com a instalacdo dos jesuitas em nossa terra a partir de 1550,
doze anos apds o surgimento da primeira escola. Muitos dos franciscanos, por seu
reconhecido conhecimento em ciéncias, tornaram-se colaboradores em outras instituicoes
como, por exemplo, “o Frei Jodo do Amor Divino que foi indicado por seus Superiores em
1770, lente de Geometria junto aos militares a pedido do general da Capitania de Sdo Paulo,
Dom Luis Antonio de Souza” (STEPHANAU, 2010, p. 102). Estes missionarios, com sua

vocagdo pedagogica e educativa, entendiam que a preparacdo para o futuro estava na
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educacdo e, assim, dao inicio as suas fungdes educativas na nova terra. Fundam escolas e
colégios para atender as necessidades mais urgentes da sociedade colonial e, em todo caso,
contribuem para a formacdo sécio-politica-econdmica-historica e cientifica da embrionéria
nacao.

Segundo Bastos (2006), a matematica foi ensinada no Colégio da Bahia como parte da
estrutura curricular do curso de Artes, iniciado em 1572, sendo este, considerado de nivel
superior, o primeiro no Brasil. No Colégio do Rio de Janeiro inaugurado em 1573, teve inicio
um curso de “licdes de algarismo” onde se estudavam as quatro opera¢Bes fundamentais da
aritmética, a ler e escrever o qual gradativamente foi elevado a categoria do curso de Artes
(BASTOS, 2006). Esses dois estabelecimentos, muito provavelmente, tinham como objetivo,
entre outros, a preparacdo dos professores que alimentariam a rede de ensino instituida na
Colbnia.

Por volta de 1650, o governo portugués implanta as primeiras escolas de artilharia e
fortificagdes, muito provavelmente com o objetivo de preparar na Colbnia as condicGes para
manter e garantir o seu dominio e a defesa da mesma. Coube, portanto, a razbes de carater
politico-militar a responsabilidade pelo ensino da matematica e sua difusdo no nosso pais, do
ponto de vista da responsabilidade do governo colonial até que sejam implantadas,
oficialmente, as primeiras escolas primarias em 1827, vivendo o Brasil seus primeiros anos de
independéncia. Dez anos ap6s a promulgacdo da lei que instituiu e deu forma ao ensino
publico no Brasil, foi inaugurado o Colégio Imperial Dom Pedro Il (BASTQOS, 2006, p. 39).
Somente a partir desses importantes eventos é que se pode dizer que a matematica e seu
ensino ganharam relevancia, significacdo e presenca no cenario educativo publico brasileiro,
até 0s nossos dias.

Com a implantagdo das escolas de artilharia e fortifica¢Oes, pela natureza delas, ndo é
possivel imaginar que a geometria nao fizesse constar nos curriculos de matematica destas
instituigcdes e que as nogdes de angulo ali fossem ensinadas.

Assim, segundo Valente e Silva (2014), oficialmente, a Matematica tem seu lugar
garantido no cenario educacional brasileiro, para a instrucdo das primeiras letras, muito
provavelmente por influéncia advinda do iluminismo francés, a partir da lei, promulgada pela
Assembleia Geral Legislativa do Congresso Nacional em 15 de outubro de 1827.

De acordo com as pesquisas realizadas por Valente e Silva (2014) sobre a geometria

nos primeiros anos escolares, no que diz respeito a geometria, 0 parlamentar Augusto Xavier

23



de Carvalho era contrério a inclusdo desse conteldo na proposta do programa do ensino
primario com a justificativa de que
[...] o estado de atrasamento em que se acha desgragadamente a educacdo no Brasil
fard com que se formos a exigir de um professor do primeiro ensino, do qual
depende a felicidade dos cidaddos, requisitos maiores, ndo tenhamos professores. Se

exigirmos de um mestre de primeiras letras principios de geometria elementar,
dificultosamente se acharo; [...] (MOACYR, 1936, p. 184).

Os argumentos do referido parlamentar nos mostram o quanto, ja naquela época, 0s
problemas da educacéo e suas possiveis solu¢es eram tidos como de pouca monta. Ndo havia
uma preocupacao real com a formacdo do professor além de se perceber um aligeiramento e
acomodacao da situacdo o que apontam no sentido de um sistema precario de educacao.

Ja Ferreira Francga, o parlamentar favoravel a inclusdo da geometria no programa, pode
ter feito tanto por sua formacdo em matematica quanto pela absorcdo dos ideais libertarios
preconizados pela Revolugdo Francesa. Valente e Silva (2014), pautados nos estudos de
Moacyr (1936) apontam que Ferreira Franca defendeu a inclusdo da geometria no programa
alegando que:

N&o quero que o mestre ensine ou aponte o que é linha reta, quero que tome o
compasso, descreva um tridngulo sobre uma linha; isto ndo custa nada e € coisa mais
facil possivel. Quero que o mestre prove 0 que ensina, que 0s meninos aprendam
como o carpinteiro ou pedreiro. Quero como o mestre ensine como ha de dividir um

angulo retilineo em duas partes iguais [...]. (MOACYR, 1936, pp. 183-184, grifo
Nosso)

Percebe-se, com clareza, que a justificativa dada por Ferreira Franca, a proposta
defendida por ele, aponta na dire¢do de uma formacédo adequada do professor, sem a qual néo
podera levar a cabo o programa de geometria proposto, apontando também no sentido de uma
melhor preparacdo dos alunos no que diz respeito a sua possivel profissionalizacéo.

Entre os dois protagonistas Ferreira Franga e Xavier de Carvalho a proposta defendida

pelo primeiro vence e torna-se lei, e, em seu texto, segundo Moacyr (1936) Ié-se:

[...] ler, escrever, as quatro operacgOes de aritmética, pratica de quebrados, decimais e
proporgdes, as nogdes mais gerais de geometria pratica, a gramatica da lingua
nacional, os principios da moral cristd e de doutrina catolica e apost6lica romana [...]
(MOACYR, 1936, p. 562)

2.2- A geometria na escola primaria no Brasil

De acordo com Silva (2014), tendo sido as no¢bes mais gerais de geometria pratica

transformadas em saberes a ensinar, por forca da lei de 15/10/1827, a qual determinava,
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portanto, o seu ensino, logo surge pelas maos de “A. F. de P. e Holanda Cavalcanti de
Albuquerque” a obra Principios de Desenho Linear compreendendo os de Geometria Pratica,
impressa na cidade do Rio de Janeiro no ano de 1829, com o objetivo de auxiliar o
professorado no sentido de cumpri-la. Tal obra é uma adaptacdo do livro Desenho Linear,
impresso em Paris, no ano de 1819, e teve como autor L.B. Francoeur.

O caréter pratico da geometria no trabalho de Holanda Cavalcante constitui-se pelas
construgdes de “linhas, de angulos, de figuras e, mesmo, de desenhos em perspectivas de
solidos geométricos”, segundo nos revela Silva (2014, p. 31).

Silva (2014) ainda nos traz os seguintes autores: Emilio Achilles Monteverde e José
Theodoro de Souza Lobo. Monteverde, autor do Manual Encyclopédico langado no ano de
1838, obra largamente difundida alcangando a sua 112 edi¢do no ano de 1879. Até a sua 9?
edicdo, ocorrida em 1870, ja contava a obra com uma expressiva tiragem de 156.000
exemplares, o que, pode-se dizer, foi um grande sucesso. Houve ainda mais duas edi¢Ges do
referido compendio. Nesta obra o que se propos de geometria foram as “Definigdes
Geométricas”, ocupando ndo mais que uma duzia de paginas. Vale salientar que esta obra foi
“aprovada pelo Conselho superior da Instru¢do Publica” e impressa pela “Imprensa Nacional,
em Lisboa (Silva 2014, p. 32; apud Boto 2005, pp. 12-13)”. Souza Lobo, publica em 1874 o
livro intitulado Primeira Aritmética Para Meninos que alcanca a sua quadragésima edicdo em
1935. Na Primeira Aritmética Para Meninos, a geometria é abordada nos termos em que foi
abordada no trabalho de Monteverde. Souza Lobo deu a conhecer um outro livro intitulado
Segunda Aritmética, que atinge sua 282 edicdo em 1930%. A geometria tratada na obra de
Souza Lobo versa sobre os temas: “ponto”, “reta”, “angulos”, “triangulos”, “quadrilateros” e
0 estudo breve das figuras geométricas (Silva 2014, p. 38). E de relevante importancia para a
histdria do ensino da geometria no Brasil a publicacdo do Dr. Abilio César Borges®, o Bardo
de Macaulbas, intelectual e homem ligado a causa educacional, intitulada Desenho linear ou
elementos de geometria pratica popular cuja segunda edicdo data de 1882°, uma compilagéo
da primeira edicdo de 1878, destinava-se apenas “as escolas primarias da Corte ¢ de todo
Império”, (BORGES, 1882, apud TRINCAO, 2007, p. 128). A obra de César Borges alcanca

3 Ha registro da 39* edigdo do livro “Segunda Aritmética” de J. Th. de Souza Lobo no ano de 1952 pela Editora
Globo, disponivel em: www.troca.com.br/livro/165457/segunda-aritmetica acesso em 15/10/2014.

4 Dr. Abilio César Borges (1824-1891) baiano, nascido na entdo Vila de Minas do Rio das Contas. Disponivel
em: seer.ufrgs.br/asphe/article/download/29274/pdf acesso em 30/10/214.

5> A primeira edicédo da obra do Dr. Abilio César Borges, Desenho linear ou elementos de geometria préatica
popular, destinava-se “as escolas primarias e normais, nos liceus e colégios, nos cursos de adultos e por artistas e
operarios de qualquer ramo da industria na corte” (TRINCAQ, 2007 p 128). Disponivel em:
seer.ufrgs.br/asphe/article/download/29274/pdf , acesso em 30/10/214.
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a sua 42? edicdo oitenta e quatro anos ap6s a sua primeira edi¢cdo no ano de 1960. Segundo
Silva, 2014, outro importante autor de livro didatico para o ensino da geometria no curso
primario foi Sr. Olavo Freire. Este autor publicou o livro Primeiras nocdes de geometria
pratica, no ano de 1894, pela Livraria Francisco Alves. Tendo sido considerado o primeiro
livro didatico no segmento, a obra de Olavo Freire em 1942 foi editada pela trigésima nona
vez e influenciou o ensino da geometria no curso primario por quase meio seculo. O angulo é
tratado na obra de Olavo Freire, edicdo de 1907. De acordo com Silva (2014) a congruéncia é
abordada no problema proposto na pagina 34, “Construir um angulo igual a outro angulo
dado” (SILVA 2014, p. 55), e na pagina 35 propde-se: “Tragar a bissetriz de um angulo ou
dividi-lo em duas partes iguais” (SILVA, 2014, p. 55). Essa obra atravessou décadas apoiando
0 ensino da geometria, do angulo, na educacdo matematica dos nossos jovens. A figura 1,
abaixo, traz uma indicacdo, gravada na capa da obra, de que uma das estratégias empregadas
no ensino do contetdo, baseava-se no apelo a meméria e padronizacdo de solugdes. Lé-se:

490 exercicios, 92 problemas resolvidos.

Figura 1. Geometria Pratica

Fonte: produzido pelo autor, adaptado de Silva (2014), 2017.

E 6bvio que, ainda que de forma intuitiva, alguma “definicdo” de angulo deve ter sido

dada. Ha evidéncia de que se trabalhava o angulo reto na obra de Olavo Freire, haja visto que

26



Silva (2014, p. 57) diz que nos acervos do Centro de Documentagdo do Grupo de Pesquisa de
Historia da Educagdo Matematica no Brasil (Ghemat) constam: “... um caderno de desenho,
em que se encontram constru¢cbes com régua e compasso, como tracado de uma
perpendicular pela metade de um segmento de reta, paralelas, divisdo de um angulo em duas
partes iguais...” (SILVA, 2014, p. 57, grifo nosso) e a 39* edi¢ao “do livro de Olavo Freire,
provavelmente usado como referéncia para as construgdes do caderno®” De relevante
importancia para o ensino da geometria no inicio do curso primario, foi o professor Miguel
Milano (1885 — 1971) autor das obras: Manual do ensino primario 1° ano e Manual do ensino
primario 3° ano, publicados respectivamente em 1938 e 1942, pela Livraria Francisco Alves.
De acordo com Silva (2014), na pagina 90 do segundo titulo, descreve a resolucdo do

problema “do tragado da bissetriz de um dngulo”.

2.3- Matematica moderna e o ensino da geometria

Decorrente do pensamento filosofico que se impunha em meados do século XX, o
estruturalismo, em todos os ramos do conhecimento cientifico da época, a matematica é
atingida por este e, consequentemente, como me parece natural, 0 seu ensino. Inicia-se assim
um movimento internacional denominado “Movimento Matematica Moderna (MMM)” que,
entre outras preocupacOes, buscava a uniformizacdo do ensino dos conteddos matematicos
escolares em termos de eixos norteadores, tais como: teoria dos conjuntos, topologia, algebra
e estrutura de ordem. A tarefa ndo era simples e diversos setores do conhecimento através de
alguns representantes mais destacados em seu setor foram ‘“chamados” ao debate. Assim,
matematicos, psicélogos, pedagogos, professores de matematica e o pessoal da logica
encontraram no movimento ambiente propicio para suas criticas e formulacdo de proposicoes
para 0 ensino da matematica.

O Movimento Matematica Moderna tem, no grupo de pesquisadores franceses,
denominado Nicolas Bourbarki, o mais eficiente veiculo de divulgacdo e producédo das ideias
estruturalistas na matematica e no seu ensino. Entre os componentes do grupo Nicolas
Bourbarki, estava o francés Jean Dieudonné (1906-1994), matematico, professor de
matematica e autor de livros didaticos de matematica, o qual em abril de 1952, durante um

congresso ocorrido nos arredores de Paris sobre estruturas matematicas e estruturas mentais,

® Tanto o caderno de desenho como o exemplar da 392 edicéo do Livro de Olavo Freire intitulado: Primeiras
nocdes de geometria pratica foram doados ao Ghemat pela familia de Ariovaldo Ferreira de Abreu que foi aluno
do 2° ano primario no Ginasio Stafford na cidade de S&o Paulo - SP. (Silva, 2014 p. 57).
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encontra-se com o psicologo, bidlogo e epistemologo suigo Jean William Fritz Piaget (1896-
980). Enquanto o primeiro ministra uma conferéncia sobre estruturas matematicas, o segundo
conferenciou sobre estruturas mentais que explicam como se organiza 0 pensamento na
crianga. Segundo Aczel (2009), “Para surpresa de ambos os conferencistas, ficou claro que
tratavam do mesmo assunto” (ACZEL, 2009, p. 140).

O MMM, ao priorizar a Teoria Dos Conjuntos, a Topologia, a Algebra e a Estrutura de
Ordem, deixa a geometria secundarizada. O classico caminho derivado de “Os Elementos”,
obra milenar da cultura matematica, pareceu aos olhos dos estruturalistas obsoleta e
inadequada para transmissdo aos alunos do conhecimento geométricos. A partir dessa visao,
reunides, seminarios e congressos abrigaram as discussdes em torno do ensino da geometria,
produzindo pesquisas e propondo caminhos. Nomes como Piaget, Dienes, Lunkenbein
estiveram envolvidos com a tematica do ensino da geometria, na perspectiva do
estruturalismo.

Piaget, com sua obra A representacdo do espago na crianca, trata logo de ligar a
geometria, consequentemente seu ensino, a uma das estruturas centrais da matematica, a
topologia, ao dizer:

[...] a andlise abstrata das geometrias tende a demonstrar que as no¢des espaciais
fundamentais ndo sdo euclidianas: sdo “topologicas, isto é, repousam simplesmente
nas correspondéncias qualitativas bi continuas que recorrem aos conceitos de
vizinhanca e de separacéo, de envolvimento e de ordem etc., mas ignoram qualquer
conservacdo das distancias [...] (PIAJET E INHELDER, 1993, p. 12).

E acompanhado por Dienes ao declarar que;

uma crianga, desde seu nascimento, explora o espago. Primeiramente o olha, depois
0 sonda com seus bracos e pernas visando a descoberta, e enfim se desloca nele. [...].
A primeira no¢do de geometria ndo tem nada a ver com a medida. Uma crianca
preocupa-se muito pouco com a distdncia exata dos objetos [...] (DIENES E
GOLDING, 1977, p. 1).

E relevante mencionar que apesar das orientacdes impostas pelo MMM e os trabalhos
desenvolvidos na psicologia para subsidiar o ensino da geometria na perspectiva do
movimento, apontam uma contradi¢do, segundo Keller (2011), entre o Ultimo trabalho de
Piaget, Psicogénese e historia das ciéncia, publicado em 1983, com seus trabalhos: La
représentation de ’espace chez [’enfant (1947) ou La géométie spontanée de [’enfant (1948),
no tocante a ordem genética e a ordem histérica serem inversas, 0 que se mostrou ndo ser
verdade.

O fracasso do MMM no Brasil, quica no mundo, em meu entender, se deu nem tanto

pelo excesso de formalismo a que se estava submetendo a geometria, consequentemente seu
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ensino, mais, e, sobretudo, a falta de preparo da grande maioria dos agentes responsaveis para
levéa-lo adiante, os professores. Segundo Honig e Gomide (1979), o MMM foi um desastre e
explica:

em boa parte, pelo entusiasmo dos professores secundarios por certas partes facies,
mas aparentemente avancadas, da Matematica. [...]. Infelizmente reportava-se a
partes da Matematica cujo conteldo é irrelevante e levou a que tdpicos cléssicos, de
real significado e importancia, fossem as vezes completamente abandonados.
(HONIG e GOMIDE, 1979, p. 38,39)

Contudo, nomes como: Osvaldo Sangiorgi e Scipione di Pierro Netto, entre outros,
revelaram-se simpatizantes e divulgadores do movimento, no Brasil, contribuindo com a
producdo de textos para 0 ensino basico, participando de eventos sobre as acfes e

desenvolvimento do MMM, destacando-se o primeiro como nos faz ver Valente (2008)’.

7 OSVALDO SANGIORGI E O MOVIMENTO DA MATEMATICA MODERNA NO BASIL, Rev. Dialogo
Educ., Curitiba, v. 8, n® 25, p. 583-613, set./dez. 2008.
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3- CAPITULO II: ANGULO, ESSE ENTE GEOMETRICO
3.1- Um percurso histérico

Um dos conceitos fundamentais em geometria plana € o conceito de angulo. E, apesar
de ndo se saber ao certo em que momento da histéria do pensamento matematico surge,
efetivamente, na geometria este conceito, atribui-se ao génio matematico e filésofo grego
Tales de Mileto, que se supde ter vivido entre 624-547 a.C. Alguns resultados, envolvendo o
conceito de angulo, chegaram até nossos dias pelas vias da cultura e da historia, como, por
exemplo: todo angulo inscrito em um semicirculo € um angulo reto. Esse resultado é
conhecido também como "Teorema de Tales". Ao creditar-se, realmente, este resultado ao
filésofo, ou, pelo menos, ao se admitir que este tenha tido conhecimento dele, constata-se que
0 conceito atravessou mais de dois mil e seiscentos anos de historia e continua vigoroso até o
presente momento. Além disso,

os babilbnios antigos, [...] Diferentemente dos egipcios, conheciam o fato que o
angulo inscrito num semicirculo € reto, proposicdo geralmente conhecida como

teorema de Tales, apesar de Tales ter vivido bem mais de um milénio depois dos
babilbnios terem conhecido e usa-la. (BOYER, 1974, p. 30).

Segundo Boyer, “nem egipcios, nem babilonios introduziram uma medida de angulo
no sentido moderno” (BOYER, 1974, p. 26). Deduz-se, do que diz esse mesmo autor, que 0s
babilonios conheciam a proposicao: “o angulo inscrito num semicirculo € reto.”, conhecida
como Teorema de Tales, uma vez que ela “pode ter sido aprendida por Tales durante suas
viagens a Babilonia” (BOYER, 1974, p. 34). Fato curioso ¢ que os babilonios a conheciam a
aproximadamente um milénio, antes de Tales ter vivido, segundo Boyer (1974). Conclui-se,
portanto, que o conceito de angulo ja atravessou pelo menos 3.500 anos de historia.

A natureza excessivamente intuitiva na apreensdo do objeto angulo pode ter sido a
responsavel por certa dificuldade na sua teorizagdo, como por exemplo, defini-lo de uma
maneira mais precisa, mais consistente. As defini¢bes mais antigas de angulo que nds temos
conhecimento estdo registradas na obra Os Elementos, escrita ha, aproximadamente, mais de
2.300 anos, de autoria atribuida a Euclides (Euclides de Alexandria). Esse autor, no livro | de
sua obra, traz as seguintes definicdes de angulo: “defini¢do 8: angulo plano ¢ a inclinagdo,
entre elas, de duas linhas no plano, que se tocam e ndo estdo postas sobre uma reta; definicdo
9: E quando as linhas que contém o angulo sejam retas, o angulo ¢ chamado retilineo”
(EUCLIDES, 2009 p. 97).
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Na época em que Euclides escreveu a obra Os elementos, a intuicdo exercia uma
influéncia, um poder, muito forte no pensamento matematico. A definicdo 8 de angulo plano,
por exemplo, inicia-se tomando o termo angulo como sendo a inclinacé@o entre duas linhas,
mas, deixando implicito, e ndo claro, o significado desse termo. Isso nos leva a crer que o
termo, inclinacéo, ja tinha um significado geomeétrico, suficientemente claro, a ponto de no
texto ndo se fazer mencdo alguma sobre o seu significado técnico e matemaético, como se fez
com a palavra angulo. Segundo Ferreira (2010) um significado para a palavra inclinagédo é: “I.
Ato ou efeito de inclinar(-se)”, enquanto traz para inclinar(-se) os significados: “2. Colocar
obliquamente com relagdo a um plano ou uma dire¢do” ¢ “7. Desviar-se da linha reta, vertical
ou horizontal.” (FERREIRA, 2010, p. 417). Obliqguamente deriva-se da palavra “obliquo” que
ainda segundo Ferreira, significa: “1. Nao perpendicular, inclinado.” (FERREIRA 2010, p.
539). Entre os significados da palavra “linha” esta registrado, por esse mesmo autor, 0 que
segue: “7. Traco continuo duma s6 dimensdo.” (FERREIRA 2010, p. 469), que, absorve
plenamente o significado gréafico, intuitivo, dos seguintes objetos geométricos: segmentos de
retas, semirretas, arcos de parabolas, arcos de hipérboles, arcos de elipse, arcos de
circunferéncias etc. — entendendo aqui “arco de ...”, como sendo um subconjunto, limitado ou
ndo, do lugar geométrico a que se faz referéncia, compreendendo todos o0s pontos
compreendidos entre dois de seus pontos ou a partir de um deles — sO para citar algumas
possibilidades. A frase: “que se tocam e ndo esto postas sobre uma mesma reta” nada diz a
respeito da natureza, da maneira, como elas se tocam, de como esse toque ocorre exigindo, tdo
somente, que estas linhas ndo estejam postas, colocadas, contidas sobre uma mesma reta, o
gue nos assegura que cada uma das imagens mostradas na figura 2 abaixo seja, de fato, um
angulo a luz das defini¢cdes de angulo dadas em Euclides. Alem do mais, explicitamente, a
frase exclui a possibilidade da definicdo 8 abranger os a&ngulos raso e nulo como o0s

entendemos hoje.
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Figura 2. Possibilidades de &ngulos

(d) (€) ()

Fonte: elaborada pelo autor, 2017.

As imagens mostradas na figura 2, logo acima, sdo parte do que os autores Tall &
Vinner (1981) chamam de imagem conceitual associada a um conceito, no caso, o conceito de

angulo. Em linhas gerais, dizem eles:

The concept image consists of all the cognitive structure in the individual's mind that
is associated with a given concept. This may not be globally coherent and may have
aspects which are quite different from the formal concept definition.” (TALL &
VINNER (1981), p. 151, grifo nosso).

A definicdo seguinte, definicdo 9, traz o que Euclides chama de angulo retilineo.
Percebe-se, claramente, neste enunciado, uma classificacdo no conjunto de todos os objetos
abrangidos pela defini¢do 8. Com efeito, explicitamente, ele diz: “E quando as linhas que
contém o angulo sejam retas, o angulo é chamado retilineo.” Dito de outro modo: 0 angulo é
chamado retilineo, quando as linhas que o contém sejam retas, o que deixa claro o carater
classificatorio desse enunciado. Lembrando que a palavra “contém” expressa bem o fato de
que o angulo ndo se constitui, especificamente, das linhas, mas também pela “inclina¢ao”
entre elas ou sugerida por elas.

Observe a figura 3 que segue. Nela, encontram-se trés imagens de linhas que se tocam,
e, nas imagens (a) e (b), temos um segmento horizontal, tocados cada um, por segmentos
paralelos, ocorrendo o toque em (a) no extremo do segmento que fica a sua esquerda e em (b)

no extremo a sua direita. Esses “angulos” sdo percebidos por nos como diferentes, apesar das
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caracteristicas dos segmentos e do fato de que a inclinagcdo possa ser tida como a mesma, pois
0S segmentos ndo horizontais em (a) e em (b) s&o paralelos entre si. Isso evidencia a
importancia do ponto de contato e, sobretudo, a fragilidade do que significa, de fato,
“inclina¢ao”.

Particularmente, a imagem (c), na figura, pode ser interpretada como dois angulos
distintos, pois, as linhas nessa imagem estdo dispostas de forma que evocando o conceito
imagem possamos percebé-las como uma representacdo de dois angulos, tidos como
adjacentes e suplementares.

E possivel mostrar, & luz do calculo diferencial, para sermos precisos, ou mesmo por
técnicas de desenho geométrico, que em cada uma das trés imagens a “inclina¢do” entre as
duas linhas envolvidas seja a mesma, 0 que permitiria concluir, segundo a definicdo de
Euclides, que se trata do mesmo angulo. Contudo, cada uma das imagens na figura 4 parece

reclamar-nos de outra coisa: uma identidade prdépria como angulo.

Figura 3. Angulo como inclinagio

Fonte: elaborado pelo autor, 2017.

Particularmente, a imagem (c), na figura, pode ser interpretada como dois angulos
distintos, pois, as linhas nessa imagem estdo dispostas de forma que evocando o conceito
imagem possamos percebé-las como uma representacdo de dois angulos, tidos como

adjacentes e suplementares.
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E possivel mostrar, & luz do calculo diferencial, para sermos precisos, ou mesmo por
técnicas de desenho geométrico, que em cada uma das trés imagens a “inclinagdo” entre as
duas linhas envolvidas seja a mesma, 0 que permitiria concluir, segundo a definicdo de
Euclides, que se trata do mesmo angulo. Contudo, cada uma das imagens na figura 3 parece
reclamar-nos de outra coisa: uma identidade prépria como angulo.

Um angulo como inclinagdo causou estranheza ao “filésofo neoplatonico Proclus
(410-485)” (BOYER, 1974, p. 35) que, segundo Hearth (1956), referindo-se a um comentario
critico sobre as definicdes de Euclides trazido a luz em um trabalho atribuido ao filésofo,
onde este faz a seguinte pergunta: “como, se um angulo ¢ uma inclinagdo, uma inclinagao
pode produzir dois angulos?” (HEARTH, 1956, p. 176). O que deixa evidente um certo
desconforto em se tomar um angulo como inclinacdo. Hearth (1956), cita que Proclus,
referindo-se a antigas defini¢cGes de angulos, em trabalho, chama a atencao daquela atribuida
por ele a Apolonio de Praga, em suas palavras: “Apollonius defined an angle as a contracting
of a surface or a solid at one point under a broken line or surface [...]%, where again an angle
is supposed to be formed by one broken line or surface.” (HEART, 1965, p. 176, grifo do
autor).

Esta definicdo, como critica as defini¢bes de Euclides, impedem que sejam chamadas
de angulo as imagens (c), (d), (e) e (f), contidas na figura 3 tratada mais acima. O que é uma
linha quebrada? Entéo, do ponto de vista intuitivo observa-se na figura 4, mais abaixo, alguns
exemplos do que entendemos, do ponto de vista intuitivo, ser uma linha quebrada e que
atenda as caracteristicas das defini¢cbes dadas por Euclides — que, na verdade, sdo linhas do
ponto de vista atual representacdes de linhas continuas e ndo derivaveis em um de seus
pontos. A linha quebrada é uma linha continua que, tomada como trajetdria a ser percorrida
por um ponto movel, indica uma mudanca abrupta na direcdo do percurso em um determinado

ponto da mesma, o ponto onde ela quebra.

80 trecho compreendido em [...] traz o original em grego.
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Figura 4. Linhas quebradas. As imagens (a), (b) e (c) sdo exemplos de linhas quebradas.

(@) (b) (c)

Fonte: elaborado pelo autor, 2017.

A linha, aqui, em um sentido mais técnico, menos intuitivo, sera entendida como uma
curva g:1 cR— R?, continua em | e diferenciavel® em | —{t,}, onde t, eintlé o ponto
onde ela “quebra”, onde ela ndo ¢ diferencavel. Essa defini¢do de Apolonio pde uma ordem
na questdo de como as linhas se tocam. Elas se tocam de modo a formar uma linha, no sentido
ja citado anteriormente, e a ndo permitir uma situacdo como a que se mostra, por exemplo, nas
imagens (a) e (b) da figura 5 abaixo.

Figura 5. Ignorados por Apoldonio. Exemplo de duas linhas que se tocam, onde ha uma
inclinacdo, mas que ndo se pode interpreta-las como um angulo, segundo Apolénio

/ /

(@) (b)

Fonte: elaborado pelo autor, 2017.

% Veja uma definicdo de Curva diferenciavel em, por exemplo, DO CARMO (2014).
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As definicdes de angulo em Euclides séo, de fato, as que se tem registradas hd mais de
dois mil e trezentos anos, porém, até agora, a questdo identitaria do angulo ndo esta
absolutamente resolvida, pois a pergunta: o que é de fato um angulo, ndo conhece, até entéo,
uma resposta que va além de aproximacoes.

A ndo reflexdo, por parte de quem ensina, sobre as defini¢des trazidas por Euclides, e
transmitindo-as em sua acepgdo, puramente intuitiva, ndo evidencia as fragilidades que ela
comporta. Ao ser mostrado um desenho a uma crianga, CoOmo 0 que Se ver na imagem (a) ou
(b) da figura 5 acima, como representacdo de um angulo, ele muito dificilmente atentara que a
imagem (c) contida na figura 4 é também um angulo, pois ndo fere em nada a definicdo em
questdo. Esse aspecto estritamente intuitivo no definir e no ensinar se constitui em um
verdadeiro obstaculo epistemoldgico, como nos fez crer Bachelard (1996).

Ao longo dos tempos, o0 conceito experimentou outras definicGes que ndo sao apenas
modificacOes linguisticas, mas, sim, tentativas de definir-se o conceito de forma mais rigorosa
e clara como um objeto geométrico fundamental nesse ramo da matematica e em todos 0s
outros que se utilizam dela; como as que podemos encontrar em alguns livros didaticos da
educacdo basica, tais como as que seguem relacionadas abaixo:

1. “Um angulo retilineo ¢ a figura formada por duas retas que partem do mesmo ponto.”*? que

se faz acompanhar da figura 6 que segue.

Figura 6. Angulo em Chaput. Reproducéo da figura que defini um angulo em Chaput
(1946).

Fonte: Chaput (1946).

2. “Um angulo ¢ a unido de duas semirretas que tém a mesma origem, mas néo estéo contidas

numa mesma reta.”*!. Ressaltando que “4ngulo” ¢ simplesmente um conjunto.

10 CHAPUT, Frére Ignace. Elementos de Geometria, 1946, p. 5.
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3. “Uma regido do plano, convexa, limitadas por duas semirretas de mesma origem, nao

opostas e ndo coincidentes é denominado angulo™*?.

4. “Chama-se angulo a regido convexa do plano em que duas semirretas de mesma origem, e

ndo opostas, dividem esse plano”?2,

5. “Giro ou rotag¢io. A rotagdo de uma semirreta em torno da origem descreve um angulo”*,

6. “A essa ideia de abertura associada ao giro denominamos angulo™?®.

Em sua trajetoria cientifico-pedagdgica, o conceito de angulo experimenta uma
abordagem oferecida pelo eminente matematico e professor alemdo, David Hilbert (1862 -
1943). De acordo com Boyer (1974), em 1899,

ele havia publicado um volume pequeno, mas famoso chamado Grundlagen der
Geometrie (Fundamentos da geometria). Essa obra, traduzidas nas linguas principais

1131 exerceu forte influéncia sobre a matematica do século vinte, (BOYER 1974, p.
446). Grifo do autor.

A primeira traducdo em lingua portuguesa, baseada na 72 edicdo alema, datada de
1930, tem lugar em 1951 e nela se 1&: “Nao ¢ este um livro de texto de geometria elementar,
mas esta traducdo é dedicada aos nossos professores da matéria e aos estudantes de
matematica das nossas Universidades.” (HILBERT, 2003, grifo nosso). Fica implicito uma
preocupacdo com a formacdo de professores e futuros professores de matematica no tocante
ao conteudo especifico de geometria, devido ao fato de que, conforme Boyer (1974), “foi nos
Grundlagen de Hilbert que um esforco foi feito pela primeira vez para dar-lhe o carater
puramente formal que tinham a algebra e a analise”. (BOYER, 1974, p. 446, grifo nosso), o
que contribuiu para consolidagdo da escola axiomaética que influenciou tanto o pensamento
quanto o ensino da matematica contemporanea.

O conceito de angulo recebe nos Grundlagen a seguinte definig&o:

Seja @ um plano qualquer, e sejam h, k duas semi-rectas quaisquer, diferentes, no
plano « , que partem do ponto O e que pertencem a rectas distintas. Ao sistema
destas semi-rectas h, k chamamos é&ngulo e representamo-lo por

Z(h,h)ou £(k,h). (HILBERT, 2003, p. 10-11).

1RESENDE, Eliane Quelho Frota; QUEIROZ, Maria Lucia Bontorim de. Geometria Euclidiana Plana e
Construgdes Geométricas, Sao Paulo: Unicamp, 2008, p. 21.

12 GIOVANNI, CASTRUCCI, GIOVANNI JR. A conquista da Matematica (A + nova), 52 série, Sdo Paulo:
FTD, 2002 p.130.

13 SIPIONI DI PIERRO NETTO. Matematica Sipioni, 62 série, Sd0 Paulo : Sipioni, , 1997 p. 179. - In
GADOTTI (2008) — Dissertacdo de Mestrado.

14 Matematica Ensino Fundamental 5, Projeto Arariba. Ed. Moderna, 2004, p. 84

15 LONGEN, Adilson. Matemética em Movimento. 52 Serie, Sdo Paulo: Editora do Brasil, 1999, p. 205.
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A figura 7, que segue abaixo, é uma traducdo grafica da definicdo acima, que,
juntamente com ela, faz parte, de acordo com o que diz Tall & Vinner (1981), sobre a imagem

do conceito, e, em particular, da imagem do conceito de angulo em Hilbert.

Figura 7- Angulo em Hilbert. Representago grafica do angulo £(h,k)no plano « .

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Hilbert, logo ap6s definir angulo, insiste em advertir-nos de que o angulo nulo e o
angulo raso estdo excluidos dela. Essa adverténcia ja da conta do alcance limitado desta
definicdo, uma vez que se admite explicitamente a existéncia desses angulos pelo que
declarou, diz entdo: “Por esta definicdo s@o excluidos os angulos raso e nulo.” (HILBERT
2003, p. 11, grifo nosso). Na sequéncia, somos conduzidos pelo autor no sentido de
concluirmos pela existéncia de (trés) subconjuntos do plano caracterizados por ele a partir do
sistema que, segundo ele, define angulo e do que se percebe, claramente, como consequéncia

do trecho que segue:

Sejam h a recta a que pertence a semi-reta h e K a reta a que pertence a semi-reta
k: As semirretas h e k tomadas juntamente com o ponto O repartem 0s restantes
pontos do plano em dois dominios: de todos 0s pontos que estdo com h do mesmo

lado da recta K e com k do mesmo lado de h, diz-se que estdo no interior do
angulo Z(h, k); de todos os outros pontos diz-se que estdo fora ou no exterior
deste angulo (HILBERT, 2003, p. 11).

Além do mais, os conjuntos (dominios) caracterizados acima, com interior e com
exterior do angulo ~(h,k), nfo contém nenhum dos pontos das semirretas h e k de acordo

com o enunciado do:
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TEOREMA 8. Cada reta recta a que estd num plano « separa 0s pontos deste
plano que ndo estdo nela, em dois dominios nas seguintes condi¢des: cada ponto A
dum dominio determina com cada ponto B do outro dominio um segmento AB no
interior do qual estd um ponto da recta a; pelo contrario, dois pontos quaisquer A e

A’ dum mesmo dominio determinam um segmento AA', o qual ndo contém nenhum
ponto de a (HILBERT 2003, p. 7, grifos nosso).

Ao desenharmos o par de semirretas com a mesma origem, Seu interior e seu exterior,
segundo Hilbert, ficam automaética e simultaneamente determinados. A figura 8 que segue
ilustra os conjuntos caracterizados acima por Hilbert (2003) com respeito ao angulo.

Figura 8 — Interior de um angulo. Representacdo grafica do angulo /(h,k)no plano «,
com seu interior, em branco, e seu exterior, em cinza.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Né&o é dificil concluir que quando dois pontos A e A4’ estejam no interior do angulo,
conforme Hilbert, entdo o segmento de reta determinado por eles também esteja ai contido o

que sustenta a afirmacgdo de que o interior do angulo L(h,k) € um subconjunto convexo do

plano. Topologicamente, o interior do angulo é um subconjunto aberto do plano, cuja
fronteira € o proprio angulo. Observe ainda que as imagens contidas na figura 8 também
fazem parte da imagem do conceito no sentido trazido por Tall & Vinner (1981).

A atencdo dada por Hilbert aos dominios, interior e exterior ao angulo, ndo se
constituem absolutamente em acessorios ornamentais para embelezar o conceito, mas em
pecas fundamentais possibilitando, por exemplo, uma abordagem classificatoria dos angulos
sob a perspectiva da mensuracdo, da medida, da comparacdo, como se Vé claramente nas
defini¢des de: angulo agudo, angulo obtuso e de como se decide quando um angulo é maior

(ou menor) que outro. Além disso, insere o angulo em uma abordagem topoldgica, pois ao
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definir o interior (exterior) de um angulo, coloca-o como fronteira, comum, desses dominios
no sentido definidos em um espago topolégico®®.

Em Hilbert (2003), ndo se percebe a questdo de se mensurar um angulo através de
algum sistema particular que Ihe atribua um valor numérico. Medem-se angulos pelo aspecto
essencial do que significa, de fato, mensurar, medir: o ato de comparar. Nesse sentido, tem
papel fundamental o teorema 20, assim enunciado por ele:

Sejam dados dois angulos quaisquer A(h,k)e Z(h',l'). Se o deslocamento de
Z(h, k) a partir de h’ para o lado de I’ determina uma semi-recta k’ interior, entdo

o0 deslocamento de A(h', I') a partir de h para o lado de k determina uma semi-recta
| exterior e reciprocamente (HILBERT, 2003, p. 20).

Decorre desse resultado uma maneira de se medir, comparar, dois angulos através de

processo intrinsecamente geométrico, o deslocamento, ao dizer:

Se 0 deslocamento de L(h, k) referido no teorema 20 determina uma semi-recta k’
interior a L(h',l') entdo dizemos: L(h,k) é menor do que (h',l'),
simbolicamente: 4(h,k)< L(h',l'); se ele determina uma semi-recta exterior,
entdo dizemos: L(h,k) ¢ maior do que Z(h',l'), simbolicamente:
Z(h,k)> Z(h',I') (HILBERT, 2003, p. 20).

Outra consequéncia do que acima estd escrito, a congruéncia entre angulos como
pensada por ele em termos de deslocamentos, encontra no que se colocou em destaque logo
acima, como decorre da afirmagdo: “Reconhecemos que para dois dngulos o € £ se tem
sempre um e um sé dos trés casos a<pfef>a, a=p, a>p e f<a" (HILBERT,
2003, p. 20, grifo do autor). Percebemos essas ideias tanto na defini¢do de angulo adjacente

suplementar como na definigdo de angulo reto, quando Hilbert (2003) assim os definiu:

16 DefinicGes:

I — “A fronteira de um subconjunto S de um espaco topoldgico X é o conjunto, fr.(S), formado por todos os
pontos X € X tais que toda vizinhanga de x contém pontos de S e do complementar X-S.”, Lima (1970), p. 72).
Il — “Seja S um subconjunto de um espago topoldgico X. Um ponto X € S chama-se um ponto interior de S
quando existe um aberto A de X tal que X € Ac S.

O interior de S é o conjunto, denotado por: int.(S), formado pelos pontos interiores de S”, Lima (1970), p. 71)
111 — “O exterior de um conjunto S num espaco topolégico X é o conjunto

ext(S) = {x € X; existe A aberto,comx € Ac X —S}.”, Lima (1970), p. 101).
IV — Aqui o plano euclidiano é entendido como um espago topoldgico derivado do espago métrico constituido do

plano euclidiano e da métrica candnica: d(A,B) = \/(al —b,)* +(a, —h,)? onde:

A=(a1,a2) € B:(bl’bz)-
40



Dois angulos que tém o veértice e um lado comum e cujos lados ndo comuns
constituem uma recta, chamam-se angulos adjacentes suplementares. [...]. Um
angulo que é congruente ao seu angulo adjacente suplementar, chama-se angulo
recto (HILBERT, 2003, p. 13).

A partir do angulo reto, ele vinculou o que chama de angulo agudo e de angulo obtuso
nos seguintes termos:

Um que é maior que o seu angulo adjacente suplementar, ou maior do que um
angulo recto, chama-se um angulo obtuso; um que é menor do que o seu angulo
adjacente suplementar, ou do que um angulo recto, chama-se um angulo agudo.
(HILBERT 2003, p. 22).

Aqui ndo se viu o0 aspecto numérico ser empregado explicitamente.

E importante observar que se aplicando as ideias de: maior que e menor que, ao
conjunto dos objetos definidos como angulo em Hilbert (2003), instala-se nele, naturalmente,
uma estrutura de ordem?®’, que se verifica ordem total8, ao passo que ao incluirmos o angulo
raso e o angulo nulo, neste conjunto, a estrutura deixa de ser de ordem total.

Olhando o subconjunto do plano de que esta imagem é constituida, figura 7 ja mostrada,
o angulo em Hilbert, do ponto de vista topoldgico, € exemplo de um subconjunto do plano
que coincide com sua propria fronteira, ndo possui nenhum ponto no seu interior, portanto,
néo pode ter, desse ponto de vista, um subconjunto ndo vazio que lhe seja interior.

Apesar do que foi dito acima, Hilbert parece que, sentindo pouco alcance na definicao
que deu de angulo, define um novo conjunto ao qual denominou de: interior do angulo.
Embora topologicamente ele ndo seja, de fato, o interior do que ele definiu como angulo,
apesar de desempenhar um papel fundamental para que ele pudesse trabalhar algumas
questdes relativas a sua mensuracdo e dar ao conjunto formado por todos eles uma estrutura
de ordem.

E fato que, a0 desenharmos esse sistema no plano, simultaneamente ‘desenha-se’ dois
outros subconjuntos do plano, que vao constituir-se no que, segundo Edward (1984),
denominou de espaco negativo dessa linha que desenhamos. Note que sempre é possivel
percebermos, ao concluir-se o desenho do sistema, do angulo, trés conjuntos: o efetivamente
desenhado, seu espaco negativo, que por sua vez e constituido da unido de um conjunto
convexo e um nao convexo, embora essa percepcdo ndo pareca ser tdo obvia, é preciso voltar
a atencdo sobre a acdo acabada, e, quase sempre, fazer as perguntas: o que vocé vé, além do
que efetivamente foi desenhado? Como consequéncia de sua acdo, pode identificar
propriedades nestes subconjuntos? Buscando respondé-las a luz de propriedades topoldgicas,

17 Ver definicdo de ordem em Halmos, Paul R. 1970, p. 59.
18 Ver definicdo de ordem total em Halmos, Paul R. 1970, p. 59
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e/ou geomeétricas destes. O espago negativo associado a representacdo do angulo em Hilbert,
nada mais é, do ponto de vista da matematica, que a unido dos conjuntos que ele define como
interior e como exterior do angulo, 0s quais sao respectivamente: convexo e ndo convexo.

O conceito de angulo ¢é abordado por Barbosa (1985) sob uma perspectiva axiomatica
e intuitiva. Intuitiva, por quanto faz uso de imagem grafica, ‘figura’, para trazer, para evocar a
definicdo desse conceito. Enuncia entdo: “Chamamos de angulo a figura formada por duas
semirretas com a mesma origem.” (BARBOSA 1985, p. 23, grifo nosso).

Duas semirretas com a mesma origem podem pertencer & mesma direcdo'® ou a
direcOes diferentes. Pertencendo a mesma direcdo, elas podem ser opostas ou coincidentes —
opostas quando apenas a origem pertence a ambas e coincidentes quando qualquer outro
ponto, além da origem, pertenca a ambas. Observando que no enunciado da definicdo de
angulo em Barbosa (1985) nenhuma objecéo € explicita ou implicitamente feita quanto a elas
pertencerem ou ndo a mesma dire¢do, poderiamos, assim, dizendo de outra maneira, que
angulo é a figura formada por todo e qualquer par de semirretas com mesma origem. A

sequéncia de figuras® 9, 10 e11, que segue abaixo, traz exemplos do que se disse.

Figura 9 — Angulo em Barbosa. Reproducdo da representacdo grafica da definicdo de
angulo, figura 3.1. Exemplo de angulo formado por duas semirretas com mesma origem
e pertencentes a direcdes distintas.

Figura 3.1

Fonte: BARBOSA (1985, p. 23).

19 Uma direcdo no plano é o conjunto constituido de toas as retas paralelas entre si.
20 A representacdo de uma semi-reta por via de uma flecha é aqui mantida no sentido de preservar a notagdo
usada pelo autor.
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Figura 10 — Angulo raso. Representacdo do angulo raso. Duas semirretas distintas, com
mesma origem e contidas numa mesma reta (numa mesma direcao).

A
v

_________________________________________________________

Fonte: BARBOSA (1985, p. 23).

Figura 11 — Angulo nulo. Representacdo grafica do angulo constituido por duas semirretas
coincidentes.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

O angulo como definido em Barbosa (1985) €, obviamente, uma figura geométrica que
se representa, graficamente, por uma linha, entenda linha no sentido trazido por Ferreira
(2010). Como subconjuntos do plano, entendido este como um espaco topoldgico, qualquer

angulo tem seu interior?! vazio, e, eles proprios coincidem, cada um, com sua propria

2! Seja X um espagco topoldgicoe S < X . “Umponto X € S chama-se um ponto interior de S quando existe
um aberto Ade Xtalque X € A< S.", (LIMA 1970, p.71).
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fronteira?2. Além do mais, os angulos nulos e os rasos sdo, ambos, subconjuntos convexos do
plano, enquanto que os angulos nem nulo nem raso, sdo subconjuntos ndo convexo do plano.

A mensurabilidade do angulo definido em Barbosa (1985) é abordada de maneira
axiomatica. Inicia-a com o seguinte enunciado: “Todo angulo tem uma medida em graus
maior ou igual a zero. A medida de um angulo é zero se, e somente se, ele é constituido por
duas semirretas coincidentes. Todo angulo raso mede 180°.” (BARBOSA, 1985, p. 25), que
Ihe da o status de axioma, embora, a palavra axioma segundo Ferreira (2010), signifique:
“verdade evidente por si mesma.”, (FERREIRA, 2010, p. 84). O enunciado deixa claro que o
angulo pode ser medido e, além disso, que esta medida se faz através da utilizagdo do sistema
de graus, pelo que se I, explicitamente, no seguinte trecho da redacdo do axioma: “Todo
angulo tem uma medida em graus [...].”. Qual a razdo dessa escolha? Ha alguma razdo
matematica que indique essa escolha? Que evidéncia implica essa escolha? Ndo encontramos
essas respostas. Seria pela simplicidade operacional envolvendo medidas de angulos nesse
sistema?

Nos Parametros Curriculares Nacionais — Ensino Fundamental 3° — nenhuma sugestao
¢ feita a esse respeito. A questdo do “por qué?”, exatamente, o sistema de graus foi escolhido
para figurar no enunciado do axioma, pois ha outros sistemas como, por exemplo, o radiano,
ndo encontra uma razao evidente para sua escolha, sendo, o fato puramente histérico como se
pode inferir do que dizem Boyer (1974) e Costa (1997). O primeiro nos induz a perceber que
nem egipcios nem babilénios conheciam um sistema de medicdo de angulos semelhante aos
sistemas modernos de que dispomos hoje e sendo o sistema de graus engendrado a partir da
divisdo da circunferéncia em 360 arcos de mesmo comprimento, 0 que ocorreu muitos séculos
antes da existéncia de Euclides, colocando um periodo de mais de trés mil anos entre o

surgimento do sistema de graus e o sistema de radianos, que conforme diz o segundo:

O radiano, em sua origem, contrasta com o grau. Ele surgiu num trabalho do fisico
Thomson em 1873. Ele e 0 matematico Thomas Muir acharam necessario uma nova
unidade angular e escolheram o nome radiano, que € uma combinacdo de radial
angulo (COSTA, 1997, p. 30).

Assim, o status de axioma mostra fragilidade, pois, parece-nos que sO para Barbosa
(1985) o sistema de graus ¢é absolutamente 6bvio ao ponto de dispensar explicaces.
Neste sentido, Souza (2012) ¢ mais esclarecedor ao argumentar: “para termos a ideia

da medida de um grau, podemos imaginar um circulo dividido em 360 partes, setores

22 A fronteira de um subconjunto S de um espago topolégico X é o conjunto fr.(S) formado por todos os pontos
X € X tais que toda vizinhanca de x contém pontos de S e do complementar X —S .”, (LIMA 1970, p.72).
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circulares®, iguais. Um grau corresponde a cada uma dessas partes ...”, (SOUZA, 2012, p.
207).

Nas escolas, para se medir um angulo, geralmente se usa um instrumento chamado de
transferidor, esse, um disco com indicagédo de seu centro, com a indicacdo de um diametro (a
linha de fé)** e cuja circunferéncia estd graduada em graus, até 360°, ou uma
semicircunferéncia graduada em 180°. Observe que nos modelos de transferidor exibidos
abaixo a valorizacdo da graduacdo é disposta de acordo com as duas orientacBes possiveis
para o plano, conforme a figura 12 abaixo. Souza ainda explica como se deve fazer, ao tomar,
a medida de um angulo com um transferidor a partir da instrug@o: “posicionamos o seu centro
no vértice do angulo e a linha de fé deve coincidir com um dos lados do adngulo.” (SOUZA,
2012, p. 207). Ha ainda uma questdo: Entre as duas semirretas ha uma Unica quantidade de
graus? De uma semirreta até a outra existem quantidades distintas de graus, exceto quando
estas semirretas forem opostas de acordo com a figura 13 abaixo. Conforme o modo de como
tomamos essa medida, ou seja: se tomarmos a medida envolvendo o subconjunto convexo ou
o subconjunto ndo convexo do plano, determinado pelo “angulo”, tem-se, obviamente, valores

em graus, ou outro sistema distinto.

23 Setor circular: é o subconjunto convexo de um circulo delimitado por dois de seus raios, ndo alinhados, e o
arco de circunferéncia compreendido entre eles.

24 Linha de Fé em um transferidor é o segmento de reta formado por um didmetro com indicagdo do seu ponto
médio, o centro do circulo.
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Figura 12. Transferidor. Tipos de transferidores.
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(b) Transferidor 180°

Fonte: google.com.br/search?g=transferidor+de+grau+360& / acesso: maio de 2017
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Figura 13. Medida ambigua. O angulo, como definido em Barbosa (1985), onde as
semirretas ndo sdo opostas, pode admitir dois valores para sua medida no mesmo
sistema, por exemplo, o sistema de graus.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Souza (2012), orientando sobre como aferir um angulo, de acordo com a representacao
que d& para este, diz: “[...] a medida do angulo ¢ lida no transferidor no sentido anti-horario,
[...].”, (SOUZA, 2012, p. 165) e, além disso, diz como se deve tomar a medida de um angulo.
Em suas palavras: “Para iSs0, posicionamos o centro do transferidor no vértice do angulo. A
linha marcada com o zero, ou seja, alinha de fé, deve coincidir com um dos lados do angulo.”,
(SOUZA, 2012, p. 165).

As orientacGes em Souza, adaptadas para o angulo como definido em Barbosa (1985),
mostram-se frageis, pois, as medidas tomadas podem variar, como podemos comprovar
experimentalmente, visto que elas dependem de qual lado seja utilizado para iniciarmos a
medicdo, da orientacdo adotada para o plano ainda que se mantenha a mesma orientacao,
podendo-se obter valores diferentes. A medida de um angulo, em respeito ao que ele € como
objeto, deve ser um atributo dele préprio, invariante dentro de um mesmo sistema que
possamos escolher para medi-lo. O que sustenta, de forma imperativa, a escolha da opg¢ao?
Uma convencao sobre, ou a imposicdo, a exigéncia, do préprio instrumento de medida, o
transferidor, 0 modo como ele foi confeccionado, o que, afinal? Assim, 0 axioma ndo se
sustenta para além do entendimento do senso comum, pois, do ponto de vista ldgico-
matematico tem dificuldades de se afirmar.
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Além disso, o ideal didatico ndo pode permitir que em seu nome sejam criadas
abordagens que ndo ponha luz aos contetidos a ensinar através de processos que mais velam
do que revelam a verdade, e também, que as adaptacdes necessarias a uma boa transposicao
didatica, no sentido tratado por Chevallard (1981), ndo venham a descaracterizar, também, o
objeto a ensinar conduzindo-nos por caminhos inconsistentes e que possam deixar davidas.

Dois fatores podem constituir obstaculo ao conhecimento do “angulo”, e como
consequéncia ao seu ensino de forma completa: o carater eminentemente intuitivo na

abordagem do mesmo, pois concordamos com Bachelard (1996) quando diz:

[...], o primeiro obstaculo é a experiéncia primeira, a experiéncia colocada antes e
acima da critica — critica esta que €, necessariamente, elemento integrante do espirito
cientifico. Ja que a critica ndo pode intervir de modo explicito, a experiéncia
primeira ndo constitui, de forma alguma, uma base segura. (BACHELARD, 1996, p.
29),

E seu emprego mecanicista e utilitario como quantidade numericamente expressa, que
mais se parece atender a alguma conveniéncia circunstancial do que a propria necessidade do
objeto. A definicdo de angulo trazida por Barbosa (1985) apresenta problemas de unicidade
de valor, quando da sua mensuracao.

Medir vai além da utilizacdo de um método um instrumento. Medir requer,
essencialmente, conhecer por completo o objeto a ser medido, a eficAcia do método e a
precisdo do instrumento de aferigdo, “é preciso refletir para medir, em vez de medir para
refletir”, (BACHELARD 1996, p. 262).

Muniz Neto (2013), para dar significado matemético & palavra angulo, faz isso ao

oferecer uma defini¢do expressa nos seguintes termos: “Dadas, no plano, duas semirretas
OA e OB, um angulo (ou regido angular) de vértice O e lados OA e OB é uma das duas

regides do plano limitadas pelas semirretas OA e OB.” (MUNIZ NETO, 2013, p. 11). As
regibes de que trata 0 enunciado podem ser percebidas, claramente, a partir de um par de

semirretas com mesma origem como se pode deduzir da notacdo utilizada no texto para
referencia-las quando se 1&: “[...] pelas semirretas OA e @ grifo nosso, (MUNIZ NETO,

2013, p. 11). Essas semirretas sdo designadas no texto da definicdo de lados do angulo (ou
regido angular), mas dele, ndo se pode deduzir que elas proprias facam parte efetiva do
angulo (ou regido angular) e isso tem consequéncias como veremos mais adiante. Tanto as
semirretas quanto as regifes que as tém como limite podem ser consideradas como
subconjuntos do plano, considerando o proprio plano como conjunto universo, 0 que Nnos
permitira uma analise a luz da Teoria dos Conjuntos, possibilitando uma analise mais
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consistente do que significa, ou possa significar, o enunciado da definicdo em tela, aplicando-
se desta teoria, conceitos e resultados que se fizer necessario, para conhecer esta definicéo
mais claramente.

Muniz Neto (2013) faz uso do conceito de conjunto (subconjunto) convexo no plano
para classificar os angulos (ou regides angulares) submetendo-os a este ao dizer: “um angulo
pode ser convexo ou nao convexo” (MUNIZ NETO, 2013, p. 11) e exemplifica através da

figura 14.

Figura 14. Angulo convexo e angulo n&o convexo. Reproducdo da figura 1.11 a p. 11 referida
no texto como exemplos de angulo convexo, a da esquerda e angulo ndo convexo, a da
direita.

Fonte. Muniz Neto (2013, p. 11).

Apesar do ensino da teoria dos conjuntos, atualmente, ndo ocupar parte relevante na
maioria dos curriculos para o sexto ano do ensino fundamental, ou seu equivalente, em
decorréncia, talvez, do que encontramos nos PCN (1997), a respeito do ensino dessa teoria ao
referir-se ao periodo em que o ensino da matematica esteve sob a influéncia do Movimento da
Matematica Moderna no pais, declarando: “A linguagem da teoria dos conjuntos, por
exemplo, foi introduzida com tal énfase que a aprendizagem de simbolos e de uma
terminologia interminédvel, comprometia o ensino do célculo, da geometria e das medidas.”
(PCN, 1997, p. 20), essa teoria € de fundamental importancia nas matematicas e seu ensino,
ocupando lugar como linguagem e como um campo da Matematica. O que de fato ocorreu, e
ainda ocorre, foi uma formacdo precéria e a improvisacdo de professores de Matematica,
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como até hoje ainda ocorre em grande parte do sistema de ensino, mais precisamente fora da
rede puablica oficial de ensino. Felizmente, conceitos fundamentais dessa teoria, como o de
complementar de um conjunto, que utilizamos, pode ser levado aos alunos de uma forma
ludica quando se percebe, de maneira inequivoca, que as ideias de espago negativo e espago
positivo, segundo explicado por Edward (1984) podem ser interpretadas sob a luz da teoria
dos conjuntos, do conceito de complementar de um conjunto e assim podemos utiliza-lo para
levar o conceito de complementar de uma forma menos formal e direta aos alunos. Portanto,
ao desenharmos, ou imaginarmos no plano, duas semirretas com origem comum, 0 que
chamamos de espaco positivo por decorréncia da acdo, mental ou fisica para cria-las,
simultanea e automaticamente, percebemos a existéncia de outro conjunto, 0 espago negativo
a elas associada, que, do ponto de vista da teoria dos conjuntos, nada mais é que o
complementar, desse par de semirretas, com relacdo ao plano, entendidas elas como

subconjunto do plano. O complementar do par de semirretas pode ser percebido como:

1- a unido disjunta de um subconjunto convexo e outro Ndo convexo — sempre que as

semirretas com mesma origem pertencam a direcdes distintas, figura 15;

Figura 15 — Direcoes distintas. Complementar do par de semirretas com origem comum
como unido dos subconjuntos convexo e Nao convexo.

Q

Subconjunto ndo convexo
em cinza claro

Subconjunto convexo
em cinza escuro

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
ou um subconjunto ndo convexo formado pela unido disjunta de dois conjuntos convexos —

quando as semirretas sdo opostas, figura 16;
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Figura 16 — Semirretas opostas. Complementar do par de semirretas com origem comum e
na mesma dire¢do, como unido do de subconjuntos convexo.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

2- ou ainda um subconjunto ndo convexo no qual quaisquer dois de seus pontos podem,

sempre, ser extremos de uma poligonal. Figura 17 abaixo

Figura 17 - Semirretas coincidentes. Conjunto ndo convexo coincidindo com o
complementar do par de semirretas com origem comum e coincidentes.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Ernst (1991), afirma: “O desenho é, na verdade ilusdo”, (ERNST, 1991, p.26), pois
poderé torna real, ou fazer parecer real, como desenho, uma impossibilidade real de natureza

fisica, com por exemplos alguns trabalhos de Mourits Cornelis Escher. Por essa razdo, faz-se
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necessario dizer que é possivel demonstrar matematicamente as informacdes contidas nas
figuras 15, 16 e 17 e, além disso, utilizarmos desse recurso para traduzir a definicdo de angulo
aqui tratada através da figura 18, que segue mais abaixo. Esta figura contém trés imagens que
sdo, cada uma delas, um exemplo das infinitas possibilidades de traduzir-se, em termos de
representacdo grafica, de imagem, o que quer dizer esta definicdo e que faz de cada uma
delas, parte do que Tall & Vinner (1981) chamam de ‘imagem do conceito’. E importante
convencer-se de que, a principio, € legitimo traduzir todas as imagens semelhantes as imagens
(@) ou (b) contidas na figura 18, como, efetivamente, um registro grafico do que significa
angulo (ou regido angular); isso ndo é dificil por conta do fato de que ao enunciar a definicéo
ndo se fez qualquer restricdo ao fato de que elas, as semirretas, estejam ou ndo na mesma
direcdo e de que também fazem parte, como ja foi dito, da imagem do conceito. Na imagem
(a) da figura 18 vemos duas regides do plano limitadas pelas semirretas em questdo e, por
conta do estimulo visual, captado pelo sentido da visdo em nossa mente, como o proprio par
de semirretas, que é convexo, e 0 seu complementar que é ndo convexo. Assim, as imagens
podem ser interpretadas como angulo (ou regido angular), aparentemente de forma legitima,
do ponto de vista intuitivo, mas que nao resiste a uma analise mais elaborada como veremos

adiante.
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Figura 18. Angulo em Muniz Neto. Interpretando Exemplos de imagens que se assemelham

aos angulos (ou regides angulares).

a) Semirretas coincidentes. Uma
regido angular em cinza claro e a
outra em cinza escuro.

b) Semirretas opostas. Uma regido
angular em cinza claro e a outra em
cinza escuro.

c) Em preto as semirretas em dire¢Ges
diferentes. Em cada tom de cinza as
regides angulares que tém como
intersecdo as semirretas em preto.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Na imagem (b), o que se apreende, no primeiro olhar, € uma reta no plano, e, como
consequéncia imediata, os semiplanos determinados por elas. Ao permanecer essa
interpretacdo, podemos perceber que a reta e cada um dos semiplanos por ela determinado
compartilhara da mesma propriedade: séo regides convexas do plano. SO apds apurarmos 0
“olhar”, respaldando-0 na teoria dos conjuntos, € que, ao aplicarmos a definicdo de
complementar de um conjunto, ao par de semirretas opostas, vistas como um conjunto,
reconhecemos 0 seu complementar como uma regido ndo convexa. Aqui também o que

apenas se V€ nao resistira a critica.

Como restricdo alguma se faz no enunciado da defini¢do quanto as semirretas estarem
contidas ou ndo em uma determinada reta ou que elas estejam contidas ou ndo nas regides que

as tem como limite. Assim, um par de semirretas coincidentes ou um par de semirretas
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opostas podem ser, a principio, utilizadas como regides, que fazem limite consigo mesma e
com seu complementar no plano. E isso tem consequéncia importante como se mostra a

sequir.

Insistimos que as semirretas em questdo designam no plano, sempre, uma regido
(conjunto) convexa(o) e outra(o) ndo convexa(o). Entdo, se as semirretas com mesma origem
pertencerem a uma mesma reta elas préoprias sdo percebidas, sem dificuldade alguma, como
subconjuntos convexos do plano e seu complementar, com respeito ao plano, como um
subconjunto ndo convexo. Assim, a principio, a existéncia do angulo convexo e do angulo

ndo convexo esta garantida.

No entanto, nessas duas situacfes ao se permitir que essas semirretas facam parte
integrante do angulo, ou seja, que o angulo contenha seus lados, o que equivale a efetuar a
unido dos conjuntos: o par de semirretas, que neste caso é convexo, com o seu complementar,
que é ndo convexo, obtendo como resultado dessa operacao o proprio plano, que é convexo, e,
portanto, o angulo ndo convexo ndo poderia existir. Por outro lado, se admitirmos que o
angulo ndo contenha seus lados, agora, o0 angulo convexo infringe o fato de que um conjunto
contenha a si proprio, quando na teoria dos conjuntos se afirma: todo conjunto contém a si
préprio. Concluimos, assim, que a definicdo em tela leva a uma dificuldade essencial: o
angulo convexo e o angulo ndo convexo poderiam ndo coexistir amparados pela definicdo em

questéo.

Alexandra Gomes e Elfrida Ralha nos mostram uma definicdo de angulo, atribuida,
segundo Calado (1955), aos autores A. Snnia e E. d’Ovidio, a qual segue transcrita: “0 angulo
¢ uma rotacdo, operacdo que transforma uma semi-recta noutra semi-recta com mesma
origem” % (GOMES & RALHA). Essa definicdo, de concepcdo dindmica, traz a palavra
angulo como significando uma acdo, um movimento que atua sobre uma semirreta
transformando-a em outra semirreta, ambas com origem no mesmo ponto. Nao se percebe no
enunciado de que forma esta acéo, este movimento, de fato se realiza e isso tem consequéncias
diferentes conforme a rotacdo venha a ser realizada. Uma rotacdo em torno de um ponto P sé
pode ser realizada de duas maneiras, a saber: conforme a orientacdo adotada para o plano,

chamada de orientacédo positiva, ou de acordo com a orientacéo contraria a ela. Vamos mostrar

% O CONCEITO DE ANGULO: experiéncias e reflexdes sobre o conhecimento matematico de (futuros)
professores do 1.° ciclo / Alexandra Gomes (magomes@iec.uminho.pt) & Elfrida Ralha (eralha@math.uminho.pt)
- Universidade do Minho.
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que transformar uma semirreta em outra de mesma origem através de uma rotagdo, embora o
resultado final desta acdo seja 0 mesmo, pode haver uma diferenca essencial em funcdo de
como realizamos esta rotacdo. Analisemos duas possibilidades impostas pelas préprias
semirretas quanto as direcdes do plano que podem possam assumir, ou seja: pertencerem a

mesma dire¢do ou ndo. Vejamos entao.

1. As duas semirretas estdo em direcOes diferentes. Neste caso, qualquer que seja a
orientacdo escolhida para o plano havera, sempre, duas rotacfes levando uma semirreta
na outra, uma que concorda com a orientacao escolhida e outra que ndo concorda com

esta orientacdo. Por exemplo, sejam O, A e B pontos do plano, dois a dois distintos, e
considere as semirretas OA e OB . Podemos optar por transformar OA em OB ou OB

em OA. Obteremos, para cada opcdo feita, segundo a definicdo de angulo em questao,
angulos que resultam diferentes, pois suas medidas sdo distintas, como evidenciado na

figura 16 abaixo.

2. As semirretas estdo na mesma direcdo. Duas possibilidades podem ocorrer. Em uma as
semirretas sdo coincidentes e neste caso verifica-se a existéncia de dois angulos a
semelhanca do que se fez no item (1) logo acima. Na outra, as semirretas sao opostas, e,
independente da orientacdo que se adote para o plano e da escolha de qual semirreta
sera transformada na outra havera ainda dois angulos distintos — pois ndo ha problema
com a logica — ainda que suas medidas sejam iguais. As figuras 19 e 20 ilustram o que

aqui se diz.
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Figura 19. Angulo como rotagdo. Imagens (a) e (b) ilustrando como uma rotacédo
transforma uma semirreta em outra com mesma origem, respeitando a orientacéo
adotada no plano.

>["7\w

: O

(a) Nustracdo da rotacdo que transforma OA em OB
obedecendo a orientagdo adotada.

: O

(b) lustracéo da rotacdo que transforma ﬁ em O_A
obedecendo a orientacdo adotada.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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Figura 20. Rotacdo: semirretas na mesma direcdo. Imagens (a) e (b) ilustrando como uma
rotacdo transforma uma semirreta em outra com mesma origem, respeitando a
orientacdo adotada no plano.
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(a) Nustracéo da rotagio que transforma OA em OB, rotagéo nula,

subentendida, e a que transforma OB em OA obedecendo a orientagio
adotada explicita.
Fonte autoral

_— —

(b) Ilustracdo da rotacdo que transforma OA em OB, tracejado

_— —

superior, e OB em OA, tracejado inferior, obedecendo a

orientacdo adotada.
Fonte autoral

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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No plano, identificado com R?, ha uma familia de funcdes a um parametro real que

consiste em aplicar o ponto X no ponto F,(X ) 0 qual corresponde a girar, rotacionar, 0 ponto

X em torno da origem até a posicdo P:FG(X). Especificamente, para cada & temos

cosf -—send
F,:R® — R? definida por FH(X):(

send  cosd J(X) que, segundo O’Neill (1972), é um

exemplo de isometria?® no plano, mais precisamente uma rotagdo. O curioso é que esta
rotagdo, F,(X), transforma a semi-reta OX na semi-reta OF,(X) e entdo, segundo a

definicdo em tela, é um &ngulo e depende necessariamente do parametro @, que neste contesto,
nada mais é que a medida em radianos da rotacdo, do giro, necessario para realizar a acdo, ou

seja: levar X em F,(X). Enfim: a rotagio usada para definir a propria rotagdo em termos

matematicos. Outra funcdo, g :[O,%]c R — R? definida por g(t):(rcost,rsent) onde r é

uma constante real, descreve a rotagdo, em torno da origem do referencial candnico do plano,

do ponto g(0)= X, =(r,0), por exemplo, até o ponto g(%Jz X, =(£r,%r

] . Observe
2

que esta funcdo pode ser usada para interpretar a transformagéo da semi-reta OX, na semi-reta

-

OX, . Entdo, ela ¢, também, um angulo, por conta da defini¢do aqui tratada. E, quem ¢ “t”? Ea
medida em radianos do giro necessario para movimentar X até g(t). Desse modo, a intui¢éo

do que seja uma rotacdo, um giro, e 0 processo de defini-la matematicamente encontra-se
diante de um sutil impasse, tornar a definicdo matematica da rotacdo impredicativa no mesmo
sentido que Eves (2004) da a essa palavra quando fala das antinomias da teoria aos conjuntos, a
pagina 676.

Ao transformar uma semirreta em outra de mesma origem pode evidentemente ser
realizada através das fungdes F, no caso em que as semirretas sdo previamente dadas e o
parametro ¢ ¢é também dado, quando queremos traduzir o préprio movimento de

transformacéo de uma semi-reta em outra. Veja as figuras 21 e 22 que seguem abaixo.

Quando se define o angulo como uma rotagdo que leva uma semirreta em outra

semirreta de mesma origem, surgem inconveniéncias quanto a mensurabilidade desse angulo e

26 Uma isometria F em R?¢é uma funcio F : R? - R’ tal que para todos os pontos P, € R? temos

d(F(p).F(q)) =d(p,q). (O'Neill 1972, p. 117).
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guanto a sua tradugdo matematica, sua identidade mesma. Isso, parece-nos, pode nao ser bom
para o ensino do conceito.
Figura 21. Semirretas dadas a priori. llustracdo de como uma rotacdo transforma uma

semirreta em outra com mesma origem. E necessario que se conhega previamente o
valor de @ na definicédo da funcéo F.

> [F--7\®

: o

Fonte produzido pelo autor, 2017.

Figura 22. Rotagdo: semirreta dada a priori. llustracdo de como uma rotagao, interpretada
pela funcio ‘g’ transforma uma semirreta em outra com mesma origem.
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Fonte produzido pelo autor, 2017.
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A figura 23, abaixo, traz duas imagens (a) e (b) com a finalidade de levar ao aluno a
compreensdo do conceito de angulo. E irrefutdvel que sio imagens, “figuras”, distintas
enquanto registro grafico, um desenho. Entretanto, elas sdo ‘elevadas’ a categoria de
definicdo, no caso, do conceito de angulo. Nesse sentido, elas sdo ao mesmo tempo exemplo
do objeto definido e de sua representacdo grafica enquanto imagem. O registro linguistico a
elas correspondentes, que seguem mais adiante, sdo, respectivamente, as traducdes na lingua

das formas geomeétricas como percebemos nos seguintes enunciados:

Figura 23. Superficie ou linha? Representacdo grafica de duas definigdes de angulo, ditas
“matematicamente corretas” e equivalentes enquanto produzem a mesma medida do
angulo.

v

(@) (b)

Fonte: Silva &Valente org. (2014, p. 116)

e “[...], um angulo ¢ definido como a figura constituida por duas semirretas, distintas e
nao opostas, com uma mesma origem, [...]”, (Figueiredo & Pitombeira, 2014, p.116).

Semelhante, por exemplo, ao que se vé na imagem (a) da figura 23 acima.

e “[.], alguns professores escolhem definir o &ngulo como a regido delimitada por duas
semirretas, distintas e ndo opostas, com a mesma origem,” (Figueiredo & Pitombeira
In: SILVA & VALENTE org. 2014, p.116), conforme a imagem (b) na figura ja

referida.
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Sobre essas duas defini¢des de angulo, Figueiredo & Pitombeira dizem que: “Na verdade,
as duas sdo matematicamente corretas, [...].” (2014, p. 116, grifo nosso) e que, “as duas
defini¢bes sdo equivalentes, pois em ambos 0s casos — semirretas ou regido — a medida do
angulo ¢ a mesma, “(SILVA & VALENTE org. 2014, p. 116). Uma ponderagdo a esse
respeito é a seguinte: medir o angulo definido como sendo a imagem (a) na figura 23, como ja
foi dito em outra oportunidade neste trabalho, traz ambiguidade, a respeito de sua
mensuracdo, enquanto defini-lo como a imagem (b) ndo causa ambiguidade. De modo que a
afirmacdo de que, as duas defini¢bes sdo equivalentes, é, pelo menos, precipitada.

Apesar das duas imagens possuirem algo em comum, representarem subconjuntos do
plano cujas fronteiras sdo constituidas por duas semirretas, com mesma origem; a primeira
imagem, do ponto de vista topoldgico, reduz-se a sua propria fronteira, tem interior vazio, é
num certo sentido unidimensional enquanto a segunda ndo se reduz a sua fronteira, possui
interior ndo vazio, e € claramente bidimensional, além de como subconjunto contém
propriamente a primeira.

Sendo o angulo definido simplesmente como uma imagem, uma figura geométrica,
nessa condicdo a palavra angulo esta associada, no mesmo contexto, figuras geométricas com
propriedades matematicas muito diferentes e ndo assemelhadas. Essas figuras ndo sdo
equivalentes como ficou claro, nem do ponto de vista do sentido da visd&o nem como
representante de um subconjunto de pontos do plano que compartilhem, um com o outro, ou
tenham por equivalentes, todas as suas propriedades matematicas entre si. O que as ligam, de
imediato, é apenas a palavra angulo, que Ihes ddo nome.

Assim, 0 mesmo nome, a mesma palavra, para designar dois objetos diferentes e
tratados no mesmo contexto técnico cientifico, e, além disso, em uma situa¢do de ensino, me
parece, ser passivel de provocar duvidas importantes sobre o que se quer ensinar, 0
significado mesmo de angulo. Nesse sentido, um conflito cognitivo pode se instalar, pois é
muito provavel que durante a formagdo geométrica do aluno, ele venha a defrontar-se com as
duas concepcbes, em algum momento, e de alguma forma. Diante do exposto, ndo havendo
uma discussdo séria e esclarecedora a esse respeito, corre-se 0 risco de ndo promovermos o
desenvolvimento integral do aluno se ndo nos preocuparmos e levarmos em consideracao, por
exemplo, que nomear seja um tipo de classificacdo e a observacao feita por Figueiredo &
Pitombeira (2014) de que:

Outra preocupacdo a tomar no trabalho de classificacdo das figuras geométricas € a

de sempre deixar explicita para o aluno qualquer mudanga nos critérios adotados.
Quando essa mudanca ndo fica clara, um dos possiveis frutos esperados desse
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trabalho, que é o desenvolvimento do raciocinio l6gico pode ser prejudicado.
(FIGUEIREDO & PITOMBEIRA, 2014, p. 115-116),

O angulo esta sendo, aqui, definido como uma figura. Medir o angulo definido como
sendo a imagem (a) na figura 23, como ja foi mostrado em outra oportunidade neste trabalho,
causa ambiguidade, a respeito do valor da medida do angulo, enquanto optando-se por defini-
lo como a imagem (b) ndo a causa.

Assim, o cuidado com a defini¢do de um conceito é de fundamental importancia para a
construcdo do conhecimento no aluno, pois dele pode depender o completo desenvolvimento
de seu raciocinio logico, sem o qual sua formacéo integral, se € o que se pretende, pode ficar
prejudicada e esse cuidado deve ser considerado nos cursos de formacdo dos futuros
professores de matemaética.

3.2 Angulo e a orientac&o no plano

Concepgdes de angulo, como o giro, rotacdo, que leva uma semirreta em outra com
mesma origem, ainda se mostra insuficiente para a compreensao desse conceito e mesmo a
escolha da orientacdo do plano supera essa dificuldade. Isso porque, escolhida uma orientacao
para o0 plano, e ao levar uma semirreta de mesma origem em outra, continua contando com
varias possibilidades de se realizar, e o pior: modifica o valor atribuido em cada uma delas.
Embora a ideia de orientagdo seja relativamente simples, do ponto de vista intuitivo, a sua
formalizacdo matematica nao é, pois envolvem conhecimentos de Teoria dos Conjuntos, de
Algebra Linear, de Anélise Real, etc. O licenciando devera ser conduzido nesta direcdo, da
formalizacdo, para que, em sua pratica, enquanto professor de matematica esteja mais bem

fundamentada.

3.3 Uma abordagem intuitiva da ideia de orientacgédo do plano

Nosso ponto de partida serd a observacdo dos movimentos que se pode realizar com as
nossas maos, dispondo-as de maneira conveniente sobe uma superficie plana, o texto de uma
mesa, por exemplo, como se descreve a seguir: repouse suas maos sobre a superficie, com a
palma de uma voltada contra a palma da outra, os dedos correspondentes postos lado a lado e
0s polegares voltados para 0 mesmo semiespaco, com relacdo ao plano sugerido pela

superficie considerada, e em que sua cabeca se encontra. Planos imaginarios e paralelos entre
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si devem conter cada uma das maos e, além disso, serem perpendiculares a superficie. Afaste
agora as maos sobre a superficie mantendo-as paralelas e em seguida feche-as. O movimento
que queremos ressaltar é o do fechamento das maos a partir do instante em que se cessou de
afasta-las, uma da outra, até uma distancia conveniente que permita que se fechem
completamente, cada uma delas, sem que venham a se tocarem. Nas figuras 24 e 25 que

seguem abaixo, representa-se simbolicamente as explica¢cdes dos movimentos considerados.

Figura 24 — Orientagdo a direita. Representacdo grafica do movimento realizado com a méo
esquerda.

Fonte: produzido pelo autor, 2017

Figura 25 — Orientacdo a esquerda. Representacdo grafica do movimento realizado com

a mao direita.

gi

Fonte: produzido pelo autor, 2017

Inspirados nesses movimentos que acabamos de explicar, com um compasso, vamos
realizar uma circunferéncia em uma superficie plana, tendo em mente a seguinte definigéo de
circunferéncia: chama-se de circunferéncia ao lugar geométrico (subconjunto) do plano
constituido por todos os pontos cuja distancia a um dado ponto fixo C seja constante. Esse
ponto fixo C é chamado de centro da circunferéncia e a distancia de qualquer ponto dela até
seu centro, C, € chamada de raio da circunferéncia. Chamamos a atencdo de que essa
definicdo é uma releitura moderna das defini¢des encontradas em Euclides (2009, p. 97-98).

Para se tracar uma circunferéncia com “régua e compasso” ¢ necessario que sejam conhecidos
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dois pontos P e Q; que se escolha qualquer um deles para ser seu centro e a distancia entre
eles como seu raio, como se pode deduzir do que afirma Eves (2004, p. 134). A
materializacdo dessa circunferéncia se da através de um movimento fisico que se realiza
deslocando-se 0 compasso, em movimento giratorio, mantendo a ponta sega deste no ponto P,
por exemplo, e abrindo-o de P até Q. A acdo cumpre o objetivo quando atinge novamente o
ponto de onde se iniciou o deslocamento. Em qualquer instante posterior ao de seu inicio em
que a acdo seja interrompida, da-se qualquer um dos nomes: giro, giro plano, rotacdo ou
rotacdo plana em torno do ponto P, e a agdo completa chamar-se-a de volta, giro completo,
em torno do ponto P. H&, obviamente, duas possibilidades para se realizar uma volta, um giro
completo em torno de um ponto P, a saber: uma que inicia 0 movimento do compasso de
forma que a haste, que ndo se mantém sobre o ponto P, seja movimentada de maneira
semelhante ao do fechamento da mao direita, sobre uma superficie plana, ou 0 movimento
analogo ao fechamento da méo esquerda, nas mesmas condi¢des. Veja as figuras 26 e 27

abaixo.

Figura 26 — Giro a esquerda. Representacdo simbdlica de um giro e de uma volta
(tracejado) em torno do ponto P a partir do ponto Q concordando com o movimento da
mao direita.

Fonte: produzido pelo autor, 2017

Figura 27 — Giro a direita. Representacdo simbolica de um giro e de uma volta
(tracejado) em torno do ponto P a partir do ponto Q concordando com 0 movimento da
mao esquerda.

PRI O

Fonte: produzido pelo autor, 2017
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Do ponto de vista absolutamente intuitivo, podemos associar legitimamente a qualquer
uma das possibilidades de executar a agdo que resultaram nos movimentos acima descritos e
representados como uma orientagdo no plano. Escolhida uma delas, essa passa a ser
chamada de orientacdo positiva, e, consequentemente, a outra se chamard orientacéo
negativa do plano. Alerta-se para o fato de que a mudanca das escolhas ndo causa nenhum
Impacto conceitual.

O que se disse acima ¢ suficiente para se tente “inculcar” no aluno, principalmente no

nivel fundamental e no médio, a ideia de orientacdo do plano.

3.4- Formalizacéo da orientacéo no plano

Do ponto de vista formal, orientar o plano é escolher uma base para 0 mesmo. Essa

escolha, segundo Camargo (2005), fundamenta-se nos conceitos de: bases concordantes, no
conceito de relacdo de equivaléncia, de classe de equivaléncia, determinante de uma
transformacéo linear e de variagédo de vetores.
Representaremos o0 plano concebido na geometria elementar pelo simbolo Q, letra maidscula
do alfabeto grego chamada de “O6mega”. Represente o conjunto dos niimeros reais pela letra
mailscula R, do alfabeto latino. Em termos notacionais a expressdo simbolica:
Q=RxR=R?, representa, tradicionalmente, o plano Q ap0s ter sido identificado com o
espaco vetorial?’ finitamente gerado? de dimenséo dois sobre o corpo? dos nimeros reais,
denotado porR®. No que segue, permitimo-nos, aqui, por conta de simplificacdo da
linguagem, nos reportamos a um espaco vetorial finitamente gerado, dizendo simplesmente
espaco vetorial.

Algumas defini¢bes e/ou resultados da teoria dos espacos vetoriais sdo imprescindiveis
a formalizagcdo do conceito de orientacdo no plano e nos referimos a eles livremente, sem a
preocupacdo de defini-los ou prova-los, apenas indicando uma fonte onde possam encontra-

los.

2"Definigdo em: DEAN, Richard A. Elementos de Algebra Abstrata — Ao Livro Técnico e Cientificos. Rio de
Janeiro, 1974.
28 Um espago vetorial V sobre um corpo F € dito finitamente gerado quando ha um niimero finito de elementos

de V: ay, ay,..., an, € igual quantidade de elementos «,, t,,..., @, do corpo F, tais que para todo elemento w em

Viém-se: W=a,-a, +a,-a, +...+a, -a,. O elemento w é entéo dito ser uma combinac&o linear dos

elementos aj, ay,..., na,
2% Uma definigdo de corpo pode ser vista, por exemplo, em Monteiro, 1971 p. 178.
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Identificado o plano ©Q com o espago vetorial V =R?, Q=R?, nosso objetivo é

mostrar o porqué da escolha de uma base ordenada ser suficiente para orienta-lo. Sejam

S,SeB(Q)* com S={,e,} e S={f,f,}. Considere a transformagéo linear F,
F :R? — R? definido por F(g,)=f, e F(e,)=f, e seja M(F): sua matriz com respeito as
bases Se S a qual da-se o nome de matriz de mudanca da base S para a base S, ou
simplesmente matriz mudanca de base. E conhecido o fato de que det[(M(F)E)];tO. Esse

fato permite que se defina uma relagdo R em B(Q), chamada de relacdo de concordancia

entre bases, definida do seguinte modo: para dois elementos quaisquer X,Y e B(Q), diremos

que X e Y sdo concordantes, 0 que representaremos simbolicamente por X R Y, se e

somente se det[(M (F )} )]> 0. Caso contrério, isto &, det[(M(F);: )]<0, diremos que X e Y
sdo discordantes e indicamos isso escrevendo: X R Y , que se ler: X é discordante de Y. Dito

de outra forma: X R Y < det[(M(F)})]>0. Arelagdo 9 é uma relagdo de equivaléncia®:

em B(Q). Dadas duas bases quaisquer em B(C2), digamos S e S ¢é 6bvio que apenas uma

das afirmagbes é verdadeira: S S ou S R S. Considere as bases S,S € B(Q) e sejam
O° a classe de equivaléncia de S com respeito a R e 0% a classe de equivaléncia de S com

respeito & . Sabe-se que O°~ O° ={ }<>S ® S, e que B(Q)=0° U O°. Entio, como

orientar Q é escolher uma base S para Q, chamada de orientagdo positiva de Q, a

orientacdo negativa serd aquela associada a escolha de outra base S'tal que S R S', ou seja:
s'e C(0*), onde C(0°) é 0 complementar de O° em B(Q).

Mudar de uma base para outra, como é bem conhecido, é sempre possivel. Mas,
guando essas bases ndo forem concordantes, isso ndo ocorrera sem que para isso tenhamos

que transformar um de seus elementos em um multiplo de algum outro, em outras palavras:

torna-los paralelos. Mostraremos isso a seguir.

% A notagédo B(Q), representara o conjunto constituido por todas as bases de Q) = R?.
31 Para uma definigdo de relagdo de equivaléncia ver Halmos, 1970, p. 30.
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Sejan S={g,,e,} e S={f,, f,} e defina para cada 1<i<2 as fungdes: @, :[0,1] - R* por

®,(t)= f, +(1-t)e,, que transforma o vetor e, respectivamente, no vetor f,. Diremos que a

base S ¢ variagdo direta da base S, se, somente se, det[(d] (t), D] (t))]=0 Vte[0]].
Entdo, se S for variagéo direta de S, juntamente com o fato de que det[(d] (t), @} (t))] é uma
funcdo continua em [0,1], que ndo se anula em [0,1], permite concluir que ela ndo mudara de
sinal em [0,1]. Diremos também que uma base S é uma variagdo da base S, se existirem
bases G,,G,,...,G, tais que: G, seja varia¢éo direta de S; G, € variacdo direta de G, ,, para
2<i<n,e$S variacdo de G,. Camargo (2005) traz uma demonstracdo de que: duas bases S

e S sdo concordantes, se, e somente se, S é variagdo de S.

Quando as bases S =1{e,e,} e S={f,, f,} forem discordantes, S & S, mostra-se

que os vetores @, (t)=tf, +(1-t)e, e @,(t)=tf, +(1—t)e, serfo paralelos para algum

t, €[0,1]. Com efeito, seja [a f] a matriz do operador que transforma a base S na base S

chamada de matriz mudanca da base S para a base S, ou simplesmente matriz mudanca de
tla-1)+1 ta
g t(p-1)+

te[01, F(t) é a matriz da transformacfo linear definida por F,(e,)=®,(t) e

base. SejaF :[01] — M, ,(R) definida por F(t):[ J . Para cada
E

F.(e,)=@,(t). Seja m:[0,]] — R definida por m(t)=det[F(t)], como sabemos a fungio m é

uma fungdo continua em [0,1]. Ora: m(0)=1>0 e m(l):det(F(l)):det[LZ %}]. Como,

por hipétese S R S, det[F(1)< 0, portanto 3 t, [0,1] tal que m(t,)=0. Isso significa, do
ponto de vista geométrico, que os vetores @, (t,)=t,f, +(1-t,)e, e
®,(t,)=t,f, + (1—t,)e, sio paralelos.

Isso mostra que S nio é variacdo direta de S, e, do fato de que, duas bases S e S sdo

concordantes, se e somente se, S é variacdo de S, como demonstrado em Camargo (2005),

que S também néo é Variagdo de S. A sequéncia de figuras: 28, 29, 31 e 31 que seguem

abaixo ilustra o processo.
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Figura 28 — Bases do plano. Representacdo grafica das bases E e F como referencial.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Figura 29 — Mudanca de base. base E sera transformada na base F.

& ME (1) f,
L. —

€

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Figura 30. A transformacdo. Fase intermediaria da transformacéo da base E na base F,

ME(t).

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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Figura 31. Singularidade. O que acontece quando det[M [ (t,)|=0 paraalgum t=t,.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Nesse ponto, é mais que razoavel que se defina uma orientacdo do plano escolhendo
0O°, para alguma base S de B(Q) e chame-a de sua orientacdo positiva. Entdo, se

escolhermos uma base S de plano a orientacdo derivada dela, orientacdo positiva, sera

indicada pela notacéo:

A orientacdo negativa, associada a S denota-se entéo por:
D —0%o0ndeS R S.
Assim sendo, essa tematica podera subsidiar os futuros professores na perspectiva de

melhor compreender e levar futuramente a sala de aula ao integrar aspectos intuitivos, porém,

fundamentados por uma abordagem formal que julgamos importante para sua formacéo.
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4- CAPITULO I11: PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Por meio de uma pesquisa qualitativa, na modalidade de estudo exploratorio, com a
finalidade investigar o problema geral: como o ensino do angulo é desenvolvido na
Licenciatura em Matematica na Universidade Federal de Alagoas.

Como pesquisa qualitativa, Lidke (1986), concordando com Bogdan e Biklen (1982),
entende como sendo aquela que “envolve a obtencéo de dados descritivos, obtidos no contato
direto do pesquisador com a situacéo estudada, enfatiza mais o processo do que o produto e
se preocupa em retratar a perspectiva dos participantes”. (LUDKE, 1986, p. 13)

Ja a pesquisa exploratdria

tem como principal finalidade desenvolver, esclarecer e modificar conceitos e ideias,
com vistas na formulacdo de problemas mais precisos ou hipo6teses pesquisaveis para

estudos posteriores. De todos os tipos de pesquisa, estas sdo as que apresentam menor
rigidez no planejamento. (GIL ,1995, p. 44)

Gil (1995) e Gerhardt (2009) estdo de acordo quanto ao fato de que a pesquisa
exploratoria envolve ou pode ser classificada até como estudo de caso. Segundo Fiorentini, “o
estudo de caso busca retratar a realidade de forma profunda e mais completa possivel,
enfatizando a interpretacdo ou a analise do objeto, no contexto em que ele se encontra [...].”,
(FIORENTINI, 2009, p.110). Mas em que consiste mesmo 0 estudo de caso? Fiorentine
(2009), citando Gil (1988), esclarece: “E o estudo profundo e exaustivo de um ou poucos
objetos, com contornos claramente definidos permitindo seu amplo e detalhado
conhecimento” (GIL 1988, p. 58, grifo nosso). E nessa concepcdo de Estudo de Caso que se
buscou desenvolver esta Pesquisa Exploratoria.

O problema escolhido é um tema constante do programa de matematica, na area de
geometria, sugerido pelo PCN, Pardmetros Curriculares Nacionais, que sugerem a orientacdo
e organizagdo dos curriculos do segmento e, de certa forma, o ensino oficial em suas
diferentes fases. Os estudantes tém seu primeiro contato com o tema ainda no ensino
fundamental, e para compreensdo e formagdo do pensamento matematico deles é de suma
importancia. Também, e muito fortemente, porque a literatura disponivel para o segmento traz
uma gama de definicbes que, quando menos, poderd causar problemas de ensino e
aprendizagem.

Dessa forma, este estudo buscou explorar qual o tratamento dado a esse conceito nos

cursos de formag&o inicial dos professores que ensinardo matematica na Educacéo Basica.
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4.1- Cenério da Pesquisa

A pesquisa foi desenvolvida no ambito do curso de Licenciatura em Matematica,
oferecido pela Universidade Federal de Alagoas no campus A. C. Sim&es (Macei0). O curso
tem um formato proprio de acordo com seu Projeto Politico Pedagogico, atendendo, no
entanto, as diretrizes oficiais para funcionamento das licenciaturas no pais.

No primeiro momento, organizamos a pesquisa para coletarmos dados a partir de uma
entrevista semiestruturada envolvendo dois professores do curso e uma atividade, sobre o
conteddo angulo, a ser aplicada aos respectivos alunos dos professores que seriam
entrevistados.

Porém, de acordo com dados coletados e apresentados na qualificacdo, optamos por
realizar uma oficina, um minicurso, com a tematica sobre angulo, destinado a alunos
interessados no curso. O curso foi organizado e ofertado na Licenciatura, no ano de 2016.
Porém, houve pouco interesse dos discentes, agravado, ainda, por uma greve de trés meses
nas universidades brasileiras. Entretanto, com o fim da greve e a volta das atividades
académicas, vislumbrei na disciplina Projetos Integradores 132, ap6s intervencéo de um aluno,
a oportunidade de discutir com eles o conceito de angulo e, assim, buscar responder ao
problema da pesquisa. Assim, essa disciplina transformou o cenério da pesquisa e, dos trinta
alunos, cinco (5) deles, voluntariamente, atenderam ao convite de serem entrevistados sobre a
tematica &ngulo desenvolvida durante a disciplina.

Quanto as analises preliminares das entrevistas com os professores e atividades
apresentadas preliminarmente na qualificacdo, foram trabalhados para apresentacédo de artigos

cientificos em periddicos e congressos.

4.2- Sujeitos da pesquisa

Foram sujeitos da pesquisa, além de mim, um grupo de cinco (5) alunos regularmente
matriculados no curso de Licenciatura em Matematica do Instituto de Matematica, IM /
UFAL, cursando, a época, a disciplina: Projetos Integradores 1, sob minha responsabilidade,

tais alunos participaram de livre e espontanea vontade.

%2 Disciplina integrante da grade curricular do curso de licenciatura em Matematica do IM / UFAL, obrigatdria,
que objetiva tratar do ensino de temas relativos ao programa do 6° ano do ensino fundamental.
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4.3- Instrumentos de coleta de dados

A coleta de dados para subsidiar esta pesquisa foi realizada em dois momentos:
1. Anélise das definicdes encontradas em alguns dos livros utilizados no ensino
superior.
2. Entrevista que, segundo Laurence Bardin (2011), é um importante método de coleta
de dados, e, em consonéncia com essa afirmacao, Fiorentini (2009) nos diz:
A entrevista, além de permitir uma obtengdo mais direta e imediata dos dados, serve
para aprofundar o estudo, complementando outras técnicas de coleta de dados de

alcance superficial ou genérica como, por exemplo, a observagdo e o survey com
aplicacdo de questionarios [...]. (FIORENTINI, 2009, p. 120).

Fiorentini vai mais além, enfatizando que: “[...] ela também pode ser vantajosa com
pessoas com grande conhecimento, pois permite ao entrevistado fazer emergir aspectos que
ndo sdo normalmente contemplados por um simples questionario”, (FIORENTINI 2009, p.
120). Portanto, conclui-se que a entrevista semiestruturada constitui-se em um legitimo
instrumento de investigacao.

As entrevistas se basearam nas dez perguntas que seguem mais abaixo e, com elas,
buscamos compreender melhor, sob o ponto de vista dos participantes, questdes como:
caracteristicas da aula; as diversas definicbes de angulo; ambiguidades trazidas pelas
defini¢bes; como receberam a concepcdo que o professor tinha de angulo; e o problema da
imagem do conceito. As perguntas foram:

1 - Em meio a uma aula da disciplina Projeto Integradores 1, que tratava das operagdes
numeéricas no ensino fundamental, um aluno interveio querendo saber sobre a concepcao que
o professor tinha do conceito de angulo. O que vocé achou da intervencdo do aluno e do modo
como o professor tratou o tema?

2 - Ao ser interpelado, o professor respondeu de imediato a questdo ou preparou o ambiente
para trazer sua concepcao de angulo até eles?

3 - Diante da definicdo “angulo” e a figura formada por duas semirretas com mesma origem,
voceé percebe alguma ambiguidade com relacdo a sua medida?

4 - No seu entender, as atividades sugeridas pelo professo foram capazes de tornar a
concepcao que ele tinha mais clara?

5 - Conhece alguma defini¢do que use a rotacdo para definir angulo?
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6 - A defini¢do: ‘angulo é uma rotacdo, operacdo que transforma uma semi-recta noutra semi-
recta com mesma origem’*3, traz dificuldades? Quais?
7 - Vocé pode identificar, no plano, a partir de duas semirretas com mesma origem, um
conjunto convexo e outro ndo convexo, limitados pelas semirretas?
8 - Que relacdo ha entre os conjuntos limitados por duas semirretas com mesma origem?
9 - Quais imagens se formam em sua mente quando vocé ver ou ouve a palavra angulo?
10 - Vocé ja havia participado de um estudo ou evento sobre o tema angulo e como vé agora
essa tematica?

As entrevistas foram gravadas em audio pelo pesquisador e transcritas para posterior

analise.

33 Referida por Calado (1955).
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5- CAPITULO IV: ANALISES DOS DADOS

No decorrer das atividades da disciplina de Projetos Integradores 1, quando alunos e
professor preparavam-se para iniciar a aula, um determinado aluno, que aqui serd designado
por Al (aluno 1), fez a seguinte indagag¢ao ao professo: “professor, qual a sua concepgao de
angulo?” Como trabalhavam na classe fazendo uso de alguns textos de matemadtica para o
sexto ano do ensino fundamental, de diferentes autores, e neles o contetdo angulo era tratado,
o professor abordou algumas das definicdes sob a perspectiva de fazé-los ver algumas
dificuldades que elas apresentavam. Esse evento acabou sendo integrado ao estudo por se
caracterizar como aula exploratdria sobre o conceito de angulo, no contexto da sala de aula e
da educacdo matematica. Assim, foram convidados alunos regularmente matriculados naquela
disciplina a participarem voluntariamente, como sujeitos dessa pesquisa, a conceder uma
entrevista sobre o tema angulo. Aceitaram participar cinco deles.

As entrevistas buscaram observar a compreensdo dos alunos acerca do que é um
angulo. Entre outras categorias para analises, surgidas delas elegemos: angulo, a aula; angulo,
uma definicdo; angulo como uma rotacdo; angulo como estimulo; angulo, subconjunto

convexo e; angulo, o que se aprendeu com as discussoes.

5.1- Angulo, a aula

Durante a entrevista, foi questionado o aluno Al sobre o porqué de ter trazido durante

a aula o assunto angulo. De acordo com a sua resposta, depreende-se que ele se sentiu
provocado a querer saber mais sobre o tema.

... depois de conversar com alguma pessoa sobre o assunto, sobre a definicdo de

angulo, e ela ter citado o que o senhor tem alguma pesquisa nessa area, algumas

ideias bacanas, eu realmente me questionei: serd o que é um angulo realmente? E

aquilo que esta entre duas semirretas ou sdo as proprias semirretas? Comecei a me

questionar sobre aquilo, entdo foi por isso mesmo o sentido da pergunta, eu achei

que eu deveria saber mais um pouquinho sobre aquilo e quis ouvir o que o senhor

préprio, o professor, tinha a falar a respeito da opinido dele e a respeito do que ele
sabia sobre angulo. (Al)

Entretanto, esse questionamento culminou em uma discusséo positiva durante a aula
em que os demais alunos tomaram consciéncia de que as concepcdes de angulo que
construiram, ao longo de todo ensino bésico, sdo impotentes para responderem a alguns

aspectos que envolvem questdo a respeito de: mensurabilidade, aspectos topoldgicos de como
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sdo interpretados a luz da teoria dos conjuntos, enfim, da relacdo do objeto &ngulo com a
Matematica e seu processo de ensino. As analises das defini¢des revelaram problemas.
A5, outro aluno entrevistado ao ser questionado sobre o questionamento do colega
comenta:
A intervencdo dele foi muito boa porque, assim, ele fez com que a gente parasse
para debater um assunto que ja foi imposto para a gente desde a definicdo de angulo
dada, 14 no Ensino Fundamental. Ai ele chamou atengéo para mostrar para gente que

tem alguma coisa errada que ndo era aquilo, e a gente comecou a debater que ndo
define é isso, foi quando a gente viu que nem uma defini¢do se encaixava [...]. (A5).

E o entrevistado A2, em sua entrevista, além de concordar com o questionamento de
Al também faz alusdo ao ensino basico.
Eu achei uma intervencao boa, foi uma pergunta muito boa porque no ensino basico
quando os professores abordam assuntos de angulo, eles abordam uma coisa muito
superficial, isto é, em alguns livros eles ndo definem angulos, eles ddo a ideia para
vocé ter uma nogdo do que é um angulo, mas eles deixam isso muito aberto, muito

aberto como se a duvida dele poderia ser a divida de muitas pessoas, ai com isso
surgiu as propostas de aula sobre o tema [...]” (A2).

Assim, conjecturamos, pelos depoimentos, que esses alunos tinham uma concepgéo
consolidada acerca de angulo, forjada durante o ensino bésico, porém, no curso de
licenciatura em matematica, a perspectiva é que continue a fazer uso de algumas delas por
conta da pouca (ou auséncia total) de critica dedicada a questao.

Ainda questionando os entrevistados sobre a conducdo da aula a partir do momento
em que o professor foi interpelado sobre “0 que € um angulo”, depreende-se do que consta das
entrevistas que o professor poderia, simplesmente, dar a definicdo e justifica-la. Entretanto, o
docente preferiu trabalhar o conceito, sob um clima de investigagéo na sala de aula.

[...] ele nos levou a pensar realmente o que seria um angulo. Ele nos levou a pensar

sobre as diversas definicGes que existem e que diversas pessoas definem &ngulo de
uma forma diferente — nas palavras de A1,

[...] ele foi ele foi nds mostrando que nossas defini¢des chegavam a um momento
que elas ficaram vazias. E ai foi preparando o terreno para que a gente fizesse muitas
pesquisas. (A5);

preparou o terreno, nos fez ver onde é que essa definicdo que o livro trazia tinha uns
pontos positivos e aqueles pontos negativos, onde deixaria uma brecha, entdo, o
professor, realmente, preparou o terreno, ndo deu aquela resposta imediata, aquele
negécio seco de dizer "é isso e ponto” (A4).
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Observa-se, do que disseram os entrevistados, ao referirem-se ao docente, que este
possa ter caracteristicas das que Tardif (2011), Shulman (19867?), Ponte et. all. (2009) e
D’Ambrosio (1996) apontam como relevantes para a pratica de um professor, na perspectiva
atual da educacdo matematica. Pode-se conjecturar, em decorréncia do que falaram, que o
docente se aproxima, no sentido trazido por D’ Ambrosio (1996), de que ele ndo tenha “mais
vocagdo para cagador” (D’AMBROSIO, 1996, p.85) e possa pertencer a “classe do que eu
considero um educador” (ibid p. 85).

Ja A3, quando entrevistado, entendeu a intervencdo do colega como curiosidade,
porém contribuiu para despertar o interesse da classe e gerar, ali, um ambiente propicio a
discussdo, quando o professor se pronunciou sobre a concepcao que tinha sobre angulo:

creio que foi mesmo uma curiosidade porque a gente ndo ouve muito falar sobre
essa questdo [...] (A3).

foi ai que despertou na nossa cabega 0 que é mesmo um angulo que até hoje a gente
ndo tem muita nogdo de que é. (A3).

assim que o nosso colega perguntou o professor mandou ele escrever no quadro,
mandou um outro colega escrever no quadro o que era angulo, ..., dar uma definigéo.
A partir daquilo o professor foi falando sobre a questdo dos angulos. (A3).

Depreendemos que o professor ao instigar seus alunos a pensarem em suas definicdes
possibilitou que eles revissem conceitos e percebessem que as defini¢bes que traziam néo os
atendiam, tornando-as, quando muito, defini¢bes provisorias.

[...] ele foi nds mostrando que nossas definicBes chegavam a um momento que elas

ficaram vazias. E ai foi preparando o terreno para que a gente fizesse muitas
pesquisas. (A5);

o0 professor trouxe o tema, [...] mostrando o que realmente seria um angulo (A2).

5.2- Angulo: uma definic&o
Durante a entrevista, foi apresentada uma definicdo para angulo: angulo é a figura
formada por duas semirretas com mesma origem. Objetivando perceber se os participantes
da pesquisa observavam ambiguidade nesta definigéo.
Quando o professor vai definir a medida de um angulo, ele normalmente vai falar
daquela regido do plano que ndo pertence aquela reta. Mais ai o aluno vai se
perguntar: Qual regido? [...]. E isso em certo sentido é prejudicial ao aluno porque

ele ndo vai ter uma ideia concreta do que é um angulo, ele vai simplesmente se
atrapalhar, ele vai ficar sem entender realmente o que é um angulo. (A1)
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Sim, normalmente quando a gente fala sobre o que é a medida entre duas semirretas
de mesma origem a gente olha para a parte menor [...] pode ser que o livro esteja
perguntando a questdo do angulo maior. (A3).

Sim, ha ambiguidade nessa definigdo, porque a gente tem o angulo interno, ou seja:
o0 espaco entre clas, e o angulo externo.”, AS.

Podemos depreender dos excertos das entrevistas que suas respostas, apesar do que diz
expressamente a definicdo a eles apresentada, baseiam-se nos espacgos adjacentes as duas
semirretas com a mesma origem, indicando que o entendimento sobre angulo, quando leem ou
ouvem a referida definicdo ndo € o que ela expressamente diz, e sim 0s espacos adjacentes ao

par de semirretas com mesma origem, ou seja: 0s espacos representados na figura 32, abaixo.

Figura 32. Espacos adjacentes — apartir de duas semirretas com mesma origem.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Assim, conjecturamos que esses espacos estejam a revelar a ambiguidade na aferigdo
do que se definiu como angulo.

Ainda foram questionados sobre se as atividades sugeridas pelo professor foram
suficientes para esclarecer o conceito de angulo trazido.

As analises que o professor fez nos ajudou [...] nos ajudou muito no sentido em que
nds pudemos analisar a concepgédo que o professor tina, que cada livro tinha ... (Al).

Sim, porque logo no inicio eu ndo entendia o porqué de angulo ser aquilo [...]. (A2)
Eu acho que as atividades do professor, pelo menos para mim me permitiu poder

tentar definir o que é angulo e vé que as defini¢des, todas elas, todas que passaram,
que durante toda minha trajetéria escolar foram dadas diversas defini¢fes, cada
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livro tem uma definicdo diferente, e perceber que ha uma falha e que se da para
chegar na definicdo de angulo. (A2)

Sim, porque a gente, como foi mencionado ha alguns minutos atras, a gente
trabalhou em algumas aulas com o conceito de angulo, tanto € que nés vimos uma
apresentacao de slides que mostrava como esse conceito vem se dando e tudo mais,
e ficou um pouco mais claro essa definicdo a partir do ponto de vista do senhor.
Porgue tem aquela questdo onde tem essas defini¢des que a gente acabou de falar
que geram uma ambiguidade e a partir do momento que vocé tem uma ambiguidade
e ndo é trabalhada vocé leva a divida para o resto da vida. Entdo foi bem legal. (A5)

Percebe-se, no que dizem acima os entrevistados, que o professor ndo conduziu seu
trabalho valendo-se da estratégia da aula expositiva, optou por trabalhar na perspectiva de
uma aula exploratdria se aproximando do que diz Ponte (2009): “A riqueza de exploragdes
[...] facilita o entendimento de conexdes entre temas matematicos, aspecto que, por vezes €
descurado na prética [...], (PONTE et. all., 2009, p. 140)

5.3- Angulo, como uma rotacéo

Ainda buscando observar sobre o que os alunos poderiam compreender sobre o
conceito de angulo, foi-lhes apresentado uma definicdo de angulo como uma rotagéo,
defendida por alguns autores, discutida nos encontros das aulas Projetos Integradores I, e
foram questionados se ja haviam trabalhado, no ensino basico, com alguma definicdo
semelhante a que Ihes apresentamos. Pelas respostas dos entrevistados uma novidade, porém
ao mesmo tempo gerou ambiguidades, isso porque ao definir angulo como uma rotagdo
néo fica claro qual reta sera rotacionada, nem a orientacdo escolhida para o plano para

realizar a rotacéo.

Antes de entrar aqui na UFAL, eu realmente ainda ndo tinha visto por rotacéo,
nunca tinha visto, [...] recentemente tivemos um trabalho, no Projetos Integradores 1
tinha a questdo da rotacdo, [...], mas gera ambiguidade [...] Em uma parte do livro
ele deu uma definicdo de angulo como sendo duas semirretas que até ai "tudo bem".
S6 que mais a frente ela trata 0 &ngulo por rotacdo e ele ndo havia definido antes, ai
isso na cabeca do aluno j& gera uma confusdo imensa [...] (A4)

Ela tem algumas implica¢des negativas, [...]” € aponta uma: “[...], como qual a reta a
gente vai rotacionar? E o primeiro questionamento [..] a gente vai ter duas
semirretas, entdo o aluno vai se perguntar: Qual semirreta ele vai rotacionar? Vai ser
a que estd nessa posicdo ou a outra semirreta? Entdo ai a gente ja& comeca com uma
ambiguidade (A1)

Os entrevistados, ao falarem da ambiguidade, além de discutirem qual a reta sera
rotacionada, também consideram que ainda que definida sempre ha pelo menos duas maneiras

de realizar a rotagdo dependendo da orientacdo que se escolha no plano.
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J& o entrevistado A3 disse ter tido contato com esse assunto na Licenciatura em
Matematica, porém sempre apresentou duvidas em relagdo ao conceito de rotacéo.

Eu sempre tive desde pequena, uma divida: é a questdo a rotacdo. Eu vim conhecer
essa teoria, essa defini¢do agora, mas uma coisa que me deixou confusa. No caso a
medida seria daqui até aqui ou daqui até aqui? Porque ¢ diferente, daqui é maior se
for calcular a rotacdo aqui € maior, esse espago € maior, tem um palmo e aqui tem
dois dedos. (A3)%*

O entrevistado A2 faz alusdo ao livro didatico que foi usado durante as aulas para
comentar sobre o conceito de rotacdo, porém sem maiores comentarios.

Dante define angulo, no seu livro de sexto ano para as criangas, ele dd uma ideia
intuitiva e depois ele diz que poderia ser uma rotacdo. (A2)

Como os entrevistados Al e A4 fizeram comentarios sobre as ambiguidades de se
trabalhar com a definicdo de rotagdo, buscou-se aprofundar a discussao e foram questionados
sobre as possibilidades de efetivamente se realizar essa acdo, a fim de compreender como eles

interpretam ou entendem o angulo como uma rotacao.

Quando a gente vai transferir uma semirreta através de rotagdo, para que ela
coincida com outra semirreta, a gente pode fazer esse processo de muitas maneiras,
0 que vai causar para um aluno uma certa confusao [...]. Entdo ele vai ter que se
perguntar de que maneira a gente vai fazer isso? Ou ele pode fazer da forma que ele
achar conveniente e ndo perceber o problema que ha ali. O que é um mal porque
isso vai trazer outras confus@es, outros desentendimentos [...] (Al)

Tem mais de duas maneiras de se fazer, vocé pode fazer no sentido horario e no
sentido anti-horario. (A2)

Al em sua entrevista comenta o problema que esta definicdo pode gerar com alunos da
educacdo bésica, devido a ndo ficar claro em qual sentido e qual reta serd rotacionada,
enquanto que em seu depoimento comenta sobre a rotacdo acontecer no sentido anti-horario.
Tais inferéncias procedem, mas esses entrevistados comentam, apenas, a orientacdo da
rotacdo no plano, permitindo-nos conjecturar que eles entendem que para a rotacdo ha duas
possibilidades de se realizar, conforme o depoimento do entrevistado A3 que explicou
fazendo gestos no ar: “[...], a rotacdo pode ter vinda daqui para cd, ou a rotacdo pode ter dado
uma volta até aqui.”

Mas, mesmo A3 indicando entender que ele percebe mais de uma possibilidade de

rotacionar, ndo € possivel observar que ele percebe claramente dois angulos. A figura 33

34 O entrevistado ao comentar sobre rotagdo fazia gestos no ar.
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abaixo indica as possibilidades de rotacdo, em linha tracejada, que sé&o cada uma um angulo

na concepgéo da defini¢do abordada.

Figura 33. Quem ¢é 0 4ngulo? Rotacgdes que levam a retar na retas.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Dando continuidade a entrevista, A4 diz mais ou menos a mesma coisa:

Existe, vocé levar pelo menor espaco e pelo maior. [...] vocé teria no caso dois
angulos de diferentes medidas e se vocé leva pelo menor espaco vocé tem um
angulo menor que cento e oitenta, menor até que noventa. Se vocé levar pelo maior
vocé tem um angulo de trezentos e sessenta, duzentos e setenta e assim vai.

O seu comentario indica que ele percebe a ambiguidade que a maneira de se efetuar a

rotacdo provoca.

5.4- Angulo, como estimulo

Buscou-se observar, também, qual representagdo grafica os entrevistados criavam em
suas mentes, enquanto estimulo, em um contexto matematico, a fim de investigar como o

conceito de angulo podera ser acessado. Nesse sentido, o entrevistado Al disse: “Hoje a
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imagem que forma na minha mente quando eu escuto a palavra angulo é de duas semirretas
com a mesma origem.”

Faz, no entanto, uma ponderacédo ao declarar:

Essas semirretas normalmente distintas porque quando eu vejo duas semirretas com
a mesma origem e elas coincidentes, para mim aquilo é s uma semirreta porque é
um conjunto com dois elementos iguais, ou seja, € um conjunto com um Unico
elemento. (Al)

Em sua ponderagdo, podemos depreender que Al deixou transparecer 0 aspecto
intuitivo e que esse € 0 NOSSO primeiro recurso para que se possa compreender algo, porém em
muitas ocasides ndo possibilita a nossa reflexdo a luz da Légica formal. Ele também amplia a

sua representacdo ao justificar seu argumento por meio da teoria dos conjuntos.

Mas quando eu era mais jovem, a concepcdo que eu tinha era de duas retas nédo
paralelas encontrando-se em um certo ponto, entdo ali eu tinha quatro regifes do
plano que elas determinariam e iria ficar uma coisa muito mais ambigua do que eu
tenho na minha mente hoje. [...]. Entdo ao longo do tempo a minha concepgéo a
minha concepcdo mental de angulo mudou e como eu jé citei aqui, a atual € de duas
semirretas com a mesma origem. (A1)

Podemos perceber o quanto a figura mais simples fixou-se na mente de Al por conta
de gerar menos confusdo para ele, a julgar pela sua entrevista.

Corroborando com Al, A2 diz: “[...], na minha mente, vem do ponto de mesma
origem de duas semirretas [...] s6 que ela vai formar angulos internos ¢ externos [...]”.

Ao perceber as duas semirretas com a mesma origem, em sua mente, percebe ainda as
regides do plano limitadas por elas, assim podemos depreender que esses entrevistados, ao
pensar em angulo, elabore, em sua mente, a figura formada por duas semirretas de mesma
origem. Mas, o que ele entende por angulo é, na verdade, as regides limitadas por essas duas
semirretas de mesma origem, por conta do que disse acima.

Assim como o entrevistado A3 também indicou ndo intuir figura alguma em mente,
porém, acabou por dizer: “Eu desenharia duas retas de mesma origem [..] E mais o angulo
agudo, é o Unico que vem na minha cabeg¢a quando fala angulo rapidamente.”

O comentario do entrevistado indica, claramente, que ele relaciona a figura que intui
com um tipo especifico de angulo, o angulo agudo.

A representacdo gréfica, em sala de aula, de retas, semirretas e segmentos de reta
realizada pelo professor ao trabalhar geometria, por conta das limitagdes do suporte que tem
para escrever, desenhar, como: papel, quadro (branco ou negro) séo representadas geralmente

por um segmento de reta, o que implica em deixar subentendido o carater infinito desses
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entes. Aqui, o intuitivo pede uma explicacdo além do estimulo gréfico efetivo, para que passe
a significar o que realmente se quer: desenha-se um segmento de reta e diz-se: isto representa
uma reta; de outro segmento de reta dizem: isto € uma semirreta. O estimulo visual ja ndo da
conta do que se quer dizer, além do mais, representacdo de um segmento de reta contribuindo
para que o aluno possa considerar reta e segmento de reta como entes comuns.

Portanto, quando A3 disse “...duas retas de mesma origem ...”, muito provavelmente
talvez quisesse dizer: duas semirretas de mesma origem. O entrevistado A4 revela, de forma
clara, qgue imagem ocorreu em sua mente: duas semirretas com mesma origem, pois € 0 que
depreende do que disse: “De cara tem as duas semirretas [...] De mesma origem” (A4)

O entrevistado A5 também alude a figura de duas semirretas com a mesma origem
como a imagem que imediatamente ocorre quando ouve a palavra angulo.

Eu acho que o fato de ter sido t&o imposto para mim que angulo é encontro de duas

semirretas de mesma origem [...] aquela definicdo que vem nos livros mesmo, as
duas semirretas com o &ngulo no meio, [...] (A5)

Conjecturamos que A5 entende que apesar de uma figura de duas semirretas de mesma
origem lembrar a definicdo que consta na maioria dos livros: “as duas semirretas com o
angulo no meio”, o que nos permite pressupor a existéncia de uma outra imagem semelhante a
da figura 34.
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Figura 34. (a) - Imagem representativa do trecho onde A5 fala: “l...], as duas semirretas com o
angulo no meio, [...]” representado por um segmento curvo no meio, que vai de uma até a outra,
pelo menor espaco entre elas. Imagem (b) — Outra maneira de se representar graficamente o que
disse AS.

(a)

(b)

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Nas aulas em que foi discutido o conceito de angulo a partir do questionamento de um
dos alunos, buscou-se construir o referido conceito ao invés de simplesmente anunciar a
concepcao do docente sobre angulo. Como esse conceito para melhor compreensdo necessita
de ancoragem na Teoria dos Conjuntos, como conceito de convexidade e sua negacdo, nas
entrevistas, procurou-se observar como eles podem construir mentalmente esses conceitos e
para tanto foram questionados: a partir de duas semirretas com mesma origem vocé pode
identificar no plano um subconjunto convexo limitado por essas duas semirretas e cujo
complementar com relagéo ao plano seja um subconjunto ndo convexo? “Consigo identificar
guando essas duas semirretas elas ndo sdo opostas e pertencentes a uma mesma reta.” (Al)

Este entrevistado, de acordo com seu depoimento, de imediato, entende quando as
semirretas estdo em direcdes diferentes, mas indicou o que fazer, quando assim néo for, ao

esclarecer:

Nesse caso a gente pode ver através do processo de identificagdo de um conjunto
convexo ou de um conjunto concavo, qual desses conjuntos é convexo e ver que 0
seu complementar, ou seja, 0 outro conjunto formado que é o subconjunto do plano
vai ser concavo, a gente consegue identificar isso, eu consigo. [...]. Entdo a partir
dai teriamos dois subconjuntos no plano, um complementar do outro [...] (A1)
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Observa-se que o entrevistado ao falar de convexo e outro concavo, na realidade ndo
convexo, um sendo o complementar do outro, d& mostra de que percebe 0s conjuntos convexo
e 0 ndo convexo, quando as semirretas estdo em dire¢des distintas, indo além, ao dizer que um
é o complementar do outro. Ainda prossegue dizendo que quando as semirretas estdo contidas
em uma mesma reta, “Nesse caso a gente pode ver através do processo de identificacdo de um
conjunto convexo ou de um conjunto céncavo, qual desses conjuntos é convexo e ver que o
seu complementar [...] vai ser concavo [...]”. Assim, ha possibilidade de observar que Al
entendeu que dadas duas semirretas com mesma origem, existem o subconjunto convexo, 0
ndo convexo e um é o complementar do outro.

Por sua vez, A2 se utilizando de uma linguagem mais coloquial que matematica, ou
seja, do intuitivo, sobre a mesma questdo, demonstrou compreender os conceitos: “Sim, na
parte interna. Eu consigo fazer isso na parte interna, sim.” (A2)

Certamente as semirretas que utilizou para organizar seu raciocinio ndo estdo, a
principio, na mesma reta, assim a figura 35, abaixo, permite compreender o que tem por

imagem do angulo e como vé o subconjunto convexo, dela derivado.

Figura 35. O convexo em Al: (a) e (b) — (a) Imagem das semirretas: (b) — Imagem das semirretas
com indicagdo do que de parte interna.

(a)

(b)

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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Na figura 35, acima, a imagem (a) é uma representacdo de duas semirretas com mesma
origem. J& na imagem (b) o sinal que vai de uma semirreta a outra pelo menor espaco, € o que
Al pode estar chamando de parte interna, pois desenhada as duas semirretas com origem
comum o plano fica dividido em trés subconjuntos, a saber: i — formado pelos pontos
constituintes das semirretas; ii- o constituido pelos pontos de um subconjunto convexo
limitado pelas semirretas de mesma origem; iii — o definido por todos os pontos que nédo
pertencem ao conjunto convexo limitado pelas semirretas de mesma origem, que é sempre
n&o convexo.

Dando continuidade a entrevista com o objetivo de observar a compreensao deles
sobre convexo ou ndo convexo A2 foi questionado sobre se a parte a interna do angulo se
caracteriza nesse contexto como a convexa ou a ndo convexa: “A convexa [...]” (A2)

Entretanto, ndo foi possivel observar se o que “parte interna” como sendo o
complementar desse conjunto. JA A5, ao responder a esta questdo, disse que sim e
complementa lancando méo de um compasso de madeira que estava ali perto fez uma
abertura, colocou-o sobre a mesa e indicou 0 conjunto convexo € o0 ndo conexo: “Sim, da [...]
Convexo e o concavo [...]". (AD)

Assim, 0 conceito estava presente e o complementou sua indicacdo dizendo: “De
forma intuitiva a gente percebe que o conjunto convexo, digamos que é a parte de dentro, do
encontro de duas semirretas e 0 ndo convexo seria 0 complemento dele.” (A5)

Mesmo que 0s conceitos de subconjunto convexo, ndo convexo e complementar
tenham sido discutidos pelo professor ao comentar a definicdo — “Uma regido, convexa,
determinada por duas semirretas de mesma origem, é denominada angulo.” — posta por
Giovanni, José Ruy (2012)% em um dos textos disponibilizados, entendemos que a questo do
ensino da matematica, mesmo nesse ambito pontual, ndo se resolve por simples informagéo de
um caminho, é necessario levar os alunos a refletir sobre o que estdo recebendo, provocando-

0s, buscando ativar a regido de desenvolvimento proximal em cada um deles.

5.5- Angulo, subconjunto convexo

Quando perguntamos aos entrevistados que lembranca a imagem do subconjunto

convexo determinado por duas semirretas de mesma origem lhe trazia, Al respondeu

35 A conquista da matematica, 6° ano / José Ruy Giovanni, Benedicto Castrucci, José Ruy Giovanni Jdnior. — Sdo
Paulo : FTD, 2012.
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Ele traz uma lembranca de uma figura muito parecida com um triangulo, mas de
certa forma um tridngulo com uma é&rea indefinida, ele é muito parecido com isso
porque nos teriamos duas semirretas determinando uma regido no plano e nos
poderiamos caminhar por essas semirretas partindo do, ou melhor sobre essa regiéo,
partindo do vértice que é a unido das duas semirretas de maneira infinita, a qual
poderiamos nunca chegar a um (incompreensivel) dessa regido. Entdo a figura que
se forma na mente do aluno é muito parecida com um tridngulo. (A1)

Ao falar que a figura se assemelha a um tridngulo, provavelmente devido a
representacdo grafica do plano representado na superficie do quadro, ou uma folha de papel,
de qualquer formato, que sdo objetos limitados no mundo fisico. Assim, ao falar que a figura
que imagina é parecida com um triangulo, uma figura limitada no plano, estd falando no
sentido do senso comum. Retas, semirretas, 0s espacos limitados por elas sdo ilimitados
conceitualmente, na imaginacdo, mas sua representacdo concreta, nunca. Assim, observamos
um pequeno obstaculo didatico para a compreensdo de conceito. O entrevistado Al durante a
entrevista ndo mencionou a concep¢do de angulo do professor, ou qualquer outra definicdo
como, por exemplo, a que traz Giovanni (2012) em seu texto para 0 sexto ano do ensino
basico. Tal fato nos possibilita depreender que a percepcao de conceitos por mais simples que
sejam ndo se faz, em geral, sem um tempo de maturacdo das ideias e compreensao eficiente
das representacdes e a reflexdo sobre elas, para que se possa diminuir o impacto provocado
pela intuicdo imediata, pois uma vez que tridngulo entre outras caracteristicas possui area
finita: “[...], mas de certa forma um triangulo com uma éarea indefinida, [...] Entdo, a figura que se
forma na mente do aluno é muito parecida com um triangulo” (Al).

Mas (A1) ndo demonstrou gque associou a imagem com o angulo, sob a perspectiva do
professor e sem tecer maiores comentarios, 0s entrevistados A3, A4 e A5 responderam de
forma concisa ndo nos permitindo deduzir se responderam por conta da definigcdo trazida por
Giovanni (2012) ou pela definicdo trabalhada pelo professor: “Com um angulo.” (A3);
“Angulos” (A4); “Essa figura aqui dentro, o angulo”. (A5)

Embora associem a imagem duas semirretas com mesma origem ao conceito de
angulo, apontando a regido convexa do plano determinada por elas como sendo o angulo, nao

o fizeram apresentando seguranga ao falar.

5.6- Angulo, 0 que se aprendeu com as discussdes?

A partir das varias defini¢cGes de angulo trabalhadas na disciplina Projetos Integradores

1, buscamos saber como os entrevistados, que foram alunos desta disciplina, como

86



assimilaram as defini¢bes. Al informou que até 0 momento em que a intervencéo foi feita ele
trazia fortemente ideias intuitivas sobre angulo que se fixaram em sua mente durante sua
formacgdo no ensino basico e ndo se recorda de ter conhecido, explicitamente, nenhuma
definicdo especifica de angulo nesse periodo. No entanto, trazia consigo a figura de duas retas

concorrentes como a génese do angulo.

Antes da aula dessa disciplina, que langou essa discussdo sobre angulo, eu vi e usei
as ideias intuitivas de angulo que eu aprendi no Ensino Médio e no Fundamental.
Ali, eu ndo me recordo no Ensino Fundamental ao certo se o professor ele definiu
angulo, mas o que vem de imediato a minha mente é que ele ndo definiu. E que eu
tinha uma ideia intuitiva por ver a figura de duas retas que se intersectam em um
ponto, era isso 0 que eu tinha na minha mente. Entdo ndo havia uma definicdo
precisa e o professor disse que angulo era aquilo, sem especificar ao certo que parte
daquela figura, no encontro de duas retas, eram um angulo. [...] a figura de duas
retas que se intersectam em um ponto, era isso 0 que eu tinha na minha mente. (Al)

Prossegue dizendo imediatamente que:

Entdo ndo havia uma defini¢do precisa e o professor disse que angulo era aquilo,
sem especificar ao certo que parte daquela figura, no encontro de duas retas, era um
angulo [...], sem especificar ao certo que parte daquela figura, no encontro de duas
retas, era um angulo. (Al)

Observa-se nas entrelinhas de sua entrevista que foi ao Ihe apresentarem a imagem das
duas retas concorrentes dizendo-lhe que angulo era aquilo, a figura toda, sem maiores
esclarecimentos. Entendemos que esse aluno ja sentia necessidade de algo mais esclarecedor.
Havia davida sobre o que era de fato angulo. Deduzimos, pelo excerto da entrevista, que ele
percebe as partes que a figura Ihe oferece, porém ndo as identifica, imediatamente, como

angulo, figura 36 abaixo, que embora nos pareca irrelevante, nao é.

Figura 36. Retas concorrentes no ponto V. O angulo foi posto para Al, como sendo qualquer
uma das quatro regides convexas determinadas pelas retas r e s concorrentesem V.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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A figura 36, acima, determina no plano quatro subconjuntos convexos, intuitivamente,
0s subconjuntos convexos limitados por cada par de semirreta com origem no ponto de
concorréncia, V, das retas. Ha professores e livros texto que traz a concep¢do de angulo
exibindo uma figura semelhante a essa e dizendo: angulo é qualquer uma das quatro regifes
delimitadas por essas retas.

E conclui: “Ent&o para mim, o que eu tinha na mente era: angulo é isso aqui, mas isso
aqui o que dessa figura? A figura de duas retas.” (Al)

Contudo, conjecturamos que para Al, apesar de ter construido um conceito sobre
angulo, as davidas permaneceram até entdo. Portanto, pressupomos que as discussfes na
disciplina contribuiram para:

1. Uma mudanga implicita em sua concepg¢do do conceito de angulo como € possivel
deduzir, também, de “[...], o que eu tinha na mente era: [...]”, usando os verbos Ter e
Ser no tempo passado.

2. Seu envolvimento com as atividades ali desenvolvidas a respeito do assunto néo foi
indcuo, pois dele é possivel perceber que seu olhar sobre o assunto ndo € mais o
mesmo, embora ndo tenha deixado explicito como enxerga-o agora.

3. Ao declarar: “[...], o que eu tinha na mente era: angulo € isso aqui, mas isso aqui 0 que
dessa figura? A figura de duas retas.”, alerta-nos para o fato de que a figura téo
somente, a0 menos para ele, ndo dava conta do que fosse um angulo. E claro que ao
observar o0 desenho das duas retas, percebia-as, mas também percebia 0s espacos
determinados por elas no suporte — o quadro negro, branco, verde, a folha do caderno,
etc. — e a percepcdo desses espacos trouxe-lhes duvidas o que fica evidente nas falas:
“[...], o professor disse que angulo era aquilo, sem especificar ao certo que parte
daquela figura, no encontro de duas retas, era um angulo.” e “[...], mas isso aqui 0 que

dessa figura? A figura de duas retas.”, dai a davida.

A2, ao responder a mesma questéo, disse:

S6 nas aulas eu tive a oportunidade de ter e presenciar uma discussao sobre angulo e
a partir das defini¢cGes apresentadas pelo professor que contribuiu muito para mim,
principalmente porque eu passei a enxergar angulo de uma forma diferente e de uma
forma distinta do que eu enxergava antes, por conta que no ensino basico, me
impuseram o que era um angulo, e para mim ndo era angulo aquilo e pronto, mas
sendo que nao é verdade, a partir do pressuposto que se tem algumas ambiguidades
podem ser algo que esta mais correto que aqui. [...] SO nas aulas eu tive a
oportunidade de ter e presenciar uma discussao sobre angulo [...] (A2)
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Esse entrevistado, ao afirmar que “teve a oportunidade de discutir sobre angulo”
indica que foi a primeira vez que teve a oportunidade de participar de um evento dessa
natureza, como aluno, onde observou e participou das discussfes sobre o tema e que nesses
momentos explicita a mudanca na maneira de compreender o que seja agora um angulo

diferentemente da concepcao que anteriormente

[...] a partir das definicdes apresentadas pelo professor que contribuiu muito para
mim, principalmente porque eu passei a enxergar angulo de uma forma diferente e
de uma forma distinta do que eu enxergava antes, [...], por conta que no ensino
bésico, me impuseram o que era um angulo, e para mim ndo era angulo aquilo e
pronto, [...]. (A2)

Porém, ndo nos é possivel inferir que ele tenha uma defini¢do clara sobre angulo, e
conjecturamos que esse aluno ja sentia algo que o incomodava quanto a aceitar, sem
reticéncias, a definicdo que lhe foi imposta ao dizer: «[...], me impuseram 0 que era um
angulo, e para mim néo era angulo aquilo e pronto [...]” (A2)

Em sua entrevista, observamos um alerta na relagio conteddo-professor-aluno. E
necessario que essa triangulacdo seja vivenciada com o méaximo cuidado e pericia para
eliminar davidas e facilitar a compreensdo do que se pretende que seja apreendido, nunca
apenas decorado, n&do refletido, enfim, trabalhar em sala de aula superficialmente
possibilitando uma grande oportunidade de se alcancar o objetivo proposto, ou seja, a
aprendizagem daquele conhecimento.

O entrevistado A4, ao se expressar, demonstra de maneira clara que havia nele uma
lacuna, a necessidade de algum esclarecimento que fosse, a respeito do tema e isso pode ter
agucado sua curiosidade sua expectativa em poder preenché-las. Apesar do assunto ndao tomar
parte do programa da disciplina, que naquele momento se desenvolvia, achou por convencer-

se de sua importancia & medida que o debate avancava, pois diz:

Eu gostei de quando esse assunto foi levantado. A principio a gente até ficou
perguntando a ele, isso ndo tem nada a ver com o0 que a gente esta trabalhando, mas
na medida em que o assunto foi prolongando e a gente foi trabalhando em cima, foi
bem legal, porque na educacéo basica, pelo menos na minha, os professores, quando
a gente chegava no assunto de angulo, a ideia de angulo o conceito mais, a gente
ndo discutia defini¢Bes de outros livros, nada, era aquela definicéo que o livro trazia
e ponto final. Trabalhava em cima dela e acabou. As duvidas que surgiam,
basicamente o professor voltava para a defini¢do, entdo meio que andava e chegava
ao mesmo ponto. Mas sé que aqui a partir da discussdo foi bem interessante. [...],
mas na medida em que o assunto foi prolongando e a gente foi trabalhando em
cima, foi bem legal, [...] (A4)

E justificou:
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[...], porque na educacdo basica, pelo menos na minha, os professores, quando a
gente chegava no assunto de &ngulo, a ideia de angulo o conceito, mais a gente ndo
discutia definicBes de outros livros, nada, era aquela defini¢do que o livro trazia e
ponto final. (A4)

O que denuncia que ele conhece, de algum modo, outras definicbes além da que
trabalhava naquela oportunidade. 1sso é importante porque as defini¢cfes ndo sdo equivalentes,
apesar de a maioria delas quanto ao aspecto da mensuracao, da medida, haver a possibilidade

atribuir-lhes o mesmo valor, como sugerida pelas figuras 37 e 38 abaixo.

Figura 37— Unido de semirretas. O dngulo como unido de duas semirretas de mesma origem.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Figura 38— Conjunto convexo.
mesma origem.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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Esses angulos sdo entidades de forma distintas, mas podem possuir a mesma medida.
Complementando o que se diz os exemplos acima, ja provocam uma interrogagdo na mente de
muitos alunos e, apesar disso, parece que ndo se tem uma preocupacdo com esse estado de
coisas.

Medir um angulo, seja ele o que fosse, parece ter sido 0 mais importante conforme
alguns autores como, por exemplo, Lobo da Costa (1997) ao dizer: “Lidar com angulo
significa lidar com suas medidas.”, (LOBO DA COSTA, 1997, p. 30)%.

Ja o entrevistado A5 ao responder a pergunta, diz:

N&o, ndo, e na sala sempre o professor chegou, deu a definicdo e se contestasse algo
ele simplesmente se fazia de desentendido e continuava a aula. Geralmente era
assim. (A5)

Depreende-se que do ponto de vista dele algo ficou a desejar, um esclarecimento, uma
explicacdo a mais, e, deixa que se perceba, ainda que de forma superficial, uma relacdo um
tanto autoritaria, impositiva, na conducdo do assunto por parte do professor a que se reportou,
sem identifica-lo de modo algum, mas deixando claro uma insatisfacdo no preenchimento de
suas expectativas onde se percebe, também, uma possivel rigidez no contrato didatico, nas
bases estabelecidas em Brousseau (1996) e sua dindmica de: quebra e retomada quase que

continua, por sua unilateralidade no desenvolvimento e na conducéo da aula.

Essas percepc¢oes, ténues, por conta do que se observa na entrevista de A5, e ndo da
observacao direta do movimento no espago vivo da sala de aula e seus atores, ndo sao, de
modo algum, impossiveis de acontecer e, um tanto remotamente, eram a praxe didatico-
pedagdgica vigente onde o aprendiz era um ente absolutamente passivo. E claro que a
oportunidade que teve de rever e debater alguns aspectos sobre o angulo, ainda que
acidentalmente. Ele deixa transparecer, implicitamente, em sua entrevista, uma satisfacéo,
ainda que incompleta, de suas expectativas quanto ao modelo de abordagem adotado nas
atividades decorrentes da intervencdo, privilegiando o dialogo aberto entre eles e pelas
reflexdes sobre e os aspectos abordados quando diz: “[...], e na sala sempre o professor
chegou, deu a definicdo e se contestasse algo ele simplesmente se fazia de desentendido e

continuava a aula. [...]” (A5).

36 COSTA, Nielce Meneguelo Lobo da. Funges Seno e Coseno: uma sequéncia de ensino a partir dos contextos do “mundo
experimental” e do computador — Dissertacéo de Mestrado, PUC-SP, 1997.
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Quero ver nas palavras de A5 um apelo, ainda que de forma inconsciente, no sentido
de que a formacdo do professor, em particular do professor de matemaética, ultrapasse a
dimensdo da informacéo e treinamento de técnicas, muitas vezes estéreis para eles, das quais
ndo conseguem, em geral, atingir além da dimensao tecnicista, mecanicista e imediata, com a
qual, por ndo apreender por completo o que lhes estende, diminui enormemente a sua a¢éo na
resolugdo de problemas, onde o conhecimento mais radical sobre o que se deveria aprender é
absolutamente necessario. O comportamento do professor, pelo que se pode perceber na fala
de A5, sugere que este esta mais perto do que D’ Ambrosio (1996) diz ter mais tendéncia para
cacador do que para um educador. Além disso, a falta de didlogo o coloca em desacordo com
Pestalozzi (2012), que fazia do didlogo parte integrante de sua pratica educativa, um principio
mesmo. Nesse sentido, Oliveira (2015)% lembra que “Pestalozzi aponta que ndo se pode
perder de vista que o ensino deveria ter por principio metodoldgico as perguntas; ou seja,
aquele mesmo principio da conversagdo.” (OLIVEIRA, 2015, p. 38). Nessa perspectiva, pode-
se deduzir que a informacdo de técnicas e treinamento das habilidades matemaéticas ndo séo
suficientes para uma pratica educativa desse campo de conhecimento, tdo necessario para o
desenvolvimento humano.

As entrevistas mostraram o quanto o conceito de angulo é complexo, que alunos
oriundos do ensino basico, apesar de terem, de alguma forma, construido uma concepcédo do
conceito carregam muitas davidas.

A permanecer o estado da arte, pouca mudanca significativa ocorrera.

37 Pestalozzi, O método intuitivo e os saberes elementares aritméticos. In, Caderno de trabalho / Wagner
Rodrigues Valente, (org) — Sdo Paulo: Editora Livraria da Fisica, 2015.
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6- CONSIDERACOES FINAIS

Como ja se pode ver, de Euclides até os dias de hoje, esse “objeto”, esse “ente”, esse
conceito da geometria plana, elementar, denominado de angulo conheceu inimeras definicGes
e abordagens, mas que ndo se fizeram suficientes para exclui, eliminar, de maneira satisfatoria
as contradi¢Oes e controvérsias, com respeito as questdes: ontoldgico-matematica, imersdo e
didlogo com as matematicas. Tampouco possibilita, no espaco da sala, minimizar o0s
obstaculos que oferece ao processo de ensino e aprendizagem, dificultando sua compreenséo.

A definicdo que trazemos tem a pretensdo de definir angulo, livre de controvérsias e
ambiguidades reduzindo, ao maximo, as dificuldades que Ihes eram inerentes, para além da
simples intuicdo.

Propriedades do plano euclidiano e no¢des da teoria dos conjuntos sdo pilares na
constituicdo de uma definicdo de angulo que possa, enfim, alcancar esses objetivos.

O que expomos € destinado aos professores em formacéo inicial, por exemplo, bem
como 0s que ja atuam no ensino fundamental e/ou médio, para que possam, em seu trabalho
na sala de aula, através de uma transposicdo didatica adequada, levando também em
consideracdo, dialogarem com conceitos de outros campos ja consolidados do conhecimento,
no sentido de subsidiar argumentos e atitudes ao processos que 0s conduzam atingir seus
objetivos, formando integralmente seus alunos na perspectiva de os tornar cidadaos criticos,
conscientes e nao “robotizados”.

Objetiva também que eles possam, aprofundando seus conhecimentos matematicos,
perceberem o didlogo entre conceitos de diferentes teorias e disciplinas matematicas,
incentivando seus alunos nesse sentido, de forma rigorosa, para que 0s conhecimentos
adquiridos, assim, possibilitem um aprendizado menos superficial, sisttmico, dialdgico,
ampliando suas possibilidades no processo de ensino.

Autores gque se preocupam com a questdo do ensino desse conceito, tdo fundamental, o
angulo, como, por exemplo, Gadotti (2008), traz em seu trabalho, as paginas: 79, 80, 81, 82,
83 e 84, algumas definicdes, reunidas em tabelas construidas a partir de livros didaticos e
agrupadas em categorias, a saber: par de linhas, regido do plano, como giro e néao
define/outros cobrindo os periodos: anterior, durante e posterior ao Movimento da
Matematica Moderna no Brasil. Esbocando um quadro semelhante, do estado da arte, Vieira
(2010) concorda com Gadotti (2008) quanto a profusdo de definicdes existentes, e lembra
recomendacdo contida nos PCN que os professores devem levar o aluno a “reconhecer

angulos como mudanca de dire¢do ou giros, identificando angulos retos e ndo retos”
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(BRASIL, 2008, p. 152). Essa recomendacéo, explicitamente, deixa clara a coexisténcia de
concepcOes diferentes para &ngulo. Sugere, na sequéncia, alternativa didatica para o ensino do
conceito, principal objetivo no seu trabalho. As autoras Diniz & Smole (2008) trabalharam a
questdo do ensino do angulo propondo uma abordagem desse conceito como giro. Portanto, o
problema das contradigdes e ambiguidades, bem como, os obstaculos epistemoldgicos nos
processos de ensino e aprendizagem, ndo pareceram superadas em momento algum por
nenhum deles.

Propomos, entdo, uma redefinicdo do conceito angulo, lembrando que o eminente
matematico ¢ filésofo francés, Jean le Rond d’Alambert, 1717-1783, a respeito da
importancia, da necessidade, das defini¢des diz ele:

[...] vé-se que existe um grande ndmero de ciéncias em que, para chegar a verdade,
basta saber fazer uso das nogdes mais comuns. Esse uso consiste em desenvolver as
ideias simples que essas nogdes encerram, o que se chama definir. N&o é sem razdo
que 0s matematicos encaram essas definicdes como principios, pois, nas ciéncias
em que o raciocinio tem a melhor parte, é sobre definigdes limpidas e exatas que se

apoia a maior parte de nossos conhecimentos. As defini¢cdes sdo, portanto, um dos
objetos a que mais se deve dar atengdo [...]. (D’ALAMBERT, 2014, p. 32.)

E com esse espirito que propomos uma nova definicdo de angulo: “Angulo é qualquer
subconjunto convexo® do plano, delimitado por duas semirretas com mesma origem, cujo
complementar, com relagéo ao plano é ndo convexo”.

E tarefa facil mostrar que ela supera as ambiguidades e obstaculos epistemoldgicos nas
tarefas de ensinar e aprender, que a coloca como desafio didatico para ser superado pelo
professor ao, por exemplo, fazer uso de teorias como: Teoria das Transposi¢cdes Didaticas,
assentadas por Chevallard (1991) e da Teoria dos Campos Conceituais devia a Gérard
Vergnaud (1990).

Essa nova definicdo ndo destitui a grande maioria os fatos consolidados sobre 0s
resultados devido ao conceito, na geometria, mas vem colocar alguns aspectos de seu ensino e
de si proprio mais as claras e de maneira coerente.

A educacgdo dentro de uma sociedade é uma atividade complexa que visa atender as
necessidades fundamentais de sua sobrevivéncia. Para tanto, disponibiliza condic¢des para que
seus membros sejam preparados tedrica e tecnicamente para essa finalidade. A maneira como
as diversas atividades educacionais sdo postas em pratica, depende quase que exclusivamente

da particular ideologia politica por ela adotada e, implicitamente, organizada de acordo com

3 Um subconjunto do plano é chamado de convexo se dados dois pontos quaisquer pertencentes a ele o
segmento de reta determinado por eles estiver nele contido, caso contrario é dito ndo convexo.
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as necessidades das classes que a compde, no sentido de que cumpram seus objetivos. O
homem, nesse cenario, quase sempre, € relegado a condi¢cdo de objeto e, sé a grande esforco,
visto como ser de, e da, transformacao.

Uma educacdo que ndo entenda o homem como ser transformador, dele préprio e de
seu entorno, reduz-lhe a condicdo de coisa, capaz de ser adestrado, aprende, mas ndo tem
autonomia, produzindo no tempo enquanto apenas reproduz, como um carimbo. Decretar que
um homem seja reduzido a coisa, impondo-lhes condices adversas é de uma perversidade
incomensuravel, e como toda perversidade, inadmissivel.

O que é mesmo um angulo? Pergunta feita por um aluno de um curso superior de
formagdo de professores de matematica confirma a suspeita de que esse conceito da
geometria, tdo antigo, ainda ndo esta claro o suficiente, ao meu olhar, ou a forma de trata-lo
tampouco, enquanto era educado, levou-o a apropriar-se dele completamente. E basicamente
sobre isso que tratou este trabalho.

Ao analisarmos algumas das mais frequentes defini¢cGes de angulo, pondo-as a dialogar
e confrontando-as com outros conceitos matematicos, evidenciou-se nelas incoeréncias que,
olhando de perto, impde-lhes revisdo.

Propusemos uma definicdo que ndo apresenta os problemas que a analise deixou as
claras nas que foram analisadas. O que isso significa? Significa que do ponto de vista
matematico o conceito de angulo, agora, esta definido de forma coerente e precisa e livre de
ambiguidades. Significa, também, do ponto de vista do processo educativo, que seu ensino e
aprendizagem se tornem mais significativo, por conta de envolvermos na construcdo da
definicdo aspectos formais da teoria dos conjuntos, aspectos geometricos e intuitivo
colocando-a sob a perspectiva da Teoria Dos Campos Conceituais, devida a G. Vergnaud
(1990).

A rotagdo (o giro) e o angulo séo agora entidades, por nos, separadas e autbnomas, com
seus lugares bem definidos na geometria e no ensino, sem prejuizo algum para a matematica
ja constituida e justificadas nos Anexos: A, Be C.

Do trabalho de Gadotti (2008) e Vieira (2010), apesar do primeiro apontar na direcao
de que as varias defini¢bes de angulo s&o geradoras de dificuldades, nada sugere no sentido de
mudar essa situacdo e o segundo, ao abordar o angulo pelo aspecto de suas possibilidades
didaticas, também ndo o faz. Acreditamos, entdo, que o estado da arte continue sem

perspectiva de mudanca.
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Analisando a entrevista concedida pelos alunos, percebeu-se que eles ndo estéo
completamente alheios aos problemas que as definigdes do conceito acarretam, no sentido de
responder a questdo: Afinal, o que é um angulo? Perceberam as dificuldades que cada uma
delas carrega consigo e concordam que uma pratica pedagogica fundamentada no didlogo,
como ja preconizado por Pestalozzi (1819), que venha a possibilitar uma formacéo do futuro
professor de matematica, conectado com seu tempo, e afastando-se cada vez mais do que
D’Ambrosio (1996) diz a respeito do que considera um professor cagador, ou seja:

[...] que ndo contam aquele truquezinho que se usa num certo tipo de equacao. Deixam
para pedir na prova [...]. E satisfeitos pensam: “Agora consegui pegar esses alunos

que se julgam tdo sabidos. Agora eles estdo nas minhas maos.” [...]. Sua fama de duro
corre; outros admiram o quanto sabe [...].

Em uma aula exploratéria, onde o didlogo é necessario em torno de um assunto, o
trugue pode ser até despercebido, mas quando o aluno perguntar: como é mesmo que se faz
isso aqui, tornar-se-4 dificil ndo revela-lo. Uma atividade exploratoria “facilita o
estabelecimento de conexdes entre temas matematicos” (PONTE et all, 2009, p. 140) e, em
relagdo a um determinado conteudo “pode revelar-se de tal forma produtivo que o professor ja
ndo vé& a necessidade de voltar a trabalha-lo” (PONTE et. all. 2009, p. 141) por conta de
promover resultados significativos e uma aprendizagem ndo calcada no uso excessivo da
memoria.

O problema da aquisicdo do conhecimento, em qualquer campo, evidentemente nao
reside apenas em suas possibilidades didaticas, mas também no fato de seus objetos estarem
bem definidos. Quanto ao tema esperamos, sinceramente, que possa ser trabalhado, doravante,
atraveés de uma transposicao didatica mais eficiente, aplicada ao contetdo angulo, pelo menos,
no &mbito do Curso de Licenciatura em Matematica.

Diz-se que a matematica do matematico € internalista, que seus objetos sdo de natureza
simbolica. H& também a matemaética da rua, a do ndo matematico, das coisas a vista, e, creio
eu, cabe ao educador matematico buscar encurtar a distancia entre essas “matematicas”.
Muitos falam que as definicbes em Euclides “sdo descrigdes do que ja é e ndo poderia ser de
outro modo” (Bicudo & Borba, 2004, p. 96)*°, entretanto, acredito que o carater ontoldgico e
simbdlico pode contribuir para aquisicdo de um conhecimento, para além da intuicdo
primeira. O esfor¢o tem sido enorme, gigantesco, nesse sentido. No entanto fagco minhas as

palavras do eminente educador matematico Ubiratan D’ Ambrosio, quando escreve:

%9 Educacdo Matematica: pesquisa em movimento / Maria Aparecida Viggiani Bicudo, Marcelo de Carvalho
Borba. — S&o Paulo: Cortez, 2004.
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E finalmente, muito timidamente e geralmente em poucas paginas, o autor “forca”
algumas conclusdes para ndo contrariar muito o que outros disseram. Geralmente as
defesas sdo um lamentavel desfile de esnobacédo sobre se o consagrado autor disse
mesmo aquilo ou queria dizer outra coisa. (D’AMBROSIO, 1996, p. 82).
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7- APENDICE

A - Os alunos e o conceito de angulo: possibilidades para compreensdo

Como estratégia para promover a compreensdo dos alunos acerca da definicdo de
angulo apresentada nesse trabalho, uma sequéncia de a¢des foi desenvolvida, pois entendemos
importante ndo negligenciar os fundamentos matematicos que déo suporte a definicdo e, além
do mais, ativa a parte direita do cérebro que controla as emocdes, 0 senso estético e a intuicdo
possibilitando, assim, um desenvolvimento mais significativo da capacidade intelectual e
cognitiva do aluno.

Baseada nos estudos de Roger W. Sperry*°, Betty Edwards*' publica Desenhando com
o lado direito de cérebro e no seu trabalho, ela explica o uso da ideia de espaco positivo e
espaco negativo, (EDWARDS 1984, p. 112). Essa ideia refor¢a, no aluno, a possibilidade de
uma melhor percepcdo do conceito de complementar de um conjunto*? em relagdo a forma
como esta definido na teoria dos conjuntos.

Em uma folha de papel retangular, representando o plano, ente fundamental da
geometria euclidiana, também aqui entendido como um conjunto de pontos com relacdo ao
qual serd tomado o complemento de qualquer um de seus subconjuntos, a ideia de espaco
“vazio”, o espago ‘“negativo” (EDWARDS 1984) sera pensada, matematicamente, como
conjunto universo e os elementos nele desenhados serdo entendidos como espaco positivo, ou
seja, 0s subconjuntos do plano com o qual se construira o conceito de angulo.

Objetivando executar as acdes propostas a fim de minimizar, de dirimir incoeréncia
nas representacOes graficas, o aluno sera orientado que a reta, segmento de reta e semirreta
seguem as orientacdes:

¢ Reta: uma linha executada com uma régua comum que toque duas das bordas
do papel, sem fazer parte de nenhuma borda.
e Segmento de reta: uma linha executada com uma régua comum, mas proibida

de tocar qualquer das bordas.

40 Prémio Nobel de Medicina e Fisiologia de 1981

41 A Dr*. Betty Edwards diz: “[...], comecei a ler varios livros acerca dos estudos efetuados por Roger W. Sperry
e seus associados, durante os anos 50 e 60, no Instituto de Tecnologia da Califérnia (Cal. Tech), sobre a chamada
divisdo cerebral”. Em poucas palavras. O grupo da Cal Tech tinha verificado que ambos os hemisférios do
cérebro humano tém a ver com as fungBes cognitivas superiores, mas que cada hemisfério emprega métodos ou
modalidades diferentes de processamento de informagdes, (EDWARDS 1984, pp. 9, 10).

42 Segundo Halmos (HALMOS, 1970, p. 18), “Se A e B sdo conjuntos, a diferenca entre A e B, mais
freqlientemente conhecida como o complemento relativo de B em A, é o conjunto A-B={X €A; X ¢B}”.
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e Semirreta: uma linha executada com uma régua comum, tocando

necessariamente em apenas um ponto pertencente a borda do papel.

Acgdes preliminares para os alunos a compreenderem, por completo, a definicdo em

baila. Inicialmente, represente um plano, digamos Q, por uma folha de papel como se vé na

figura 55, abaixo.

Figura 39. Folha de papel. O plano Q, representado por uma folha de papel.

Q

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Nesse espago, vamos colocar, desenhar, melhor dizendo, o contorno de um objeto, por
exemplo, uma vela acesa, em preto, 0 que denominamos de espaco positivo. A imagem agora

é semelhante a figura 56, abaixo.
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Figura 40. Vela. Desenho do contorno de uma vela acesa.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

A acdo que resultou na figura 99 acima determina no plano, a folha de papel, a visao
nitida de trés conjuntos, mais precisamente trés subconjuntos, que destacaremos a seguir:

e 0 espaco vazio, espago negativo, na cor cinza, figura 100 abaixo.

Figura 41. Espaco negativo. Representacdo do espaco negativo, em cinza relativo a
figura 99. Obviamente é o conjunto complementar do contorno desenhado em preto na
figura 5.

Fonte: produzido pelo autor, 2017
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e 0 motivo desenhado, o espaco positivo, em preto, figura 101 abaixo;

Figura 42. Espaco positivo. O espago positivo, 0 contorno de uma vela acesa.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Figura 43. Espaco negativo, detalhe. Parte do espago negativo associado ao motivo.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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e uma parte do espago negativo, intuitivamente interior a0 motivo desenhado,

figura 102 acima.

No momento em que se acaba de executar a acdo que resultou na figura 103, os espacos
positivos e negativos, em preto e cinza respectivamente, surgem simultaneamente.

E fundamental fazer com que percebam, claramente, os subconjuntos criados
simultaneamente pela acéo e sua relagdo com o motivo, o quanto eles denunciam o motivo.
Tao importante quanto é fazer notar que embora a figura 103 (a) e (b) que seguem abaixo
possam ter uma traducdo racional semelhantes, usando a modalidade empregada pelo lado
esquerdo do cérebro, elas ndo sdo o mesmo objeto, enquanto figura, nem traduzem
graficamente 0s mesmos subconjuntos do plano. Isso pode, é claro, ser feito com os alunos

como uma atividade, um exercicio, na sala de aula.

Figura 44. Comparando espacos. Espaco positivo e parte do espago negativo.

(@) (b)

Fonte: produzido pelo autor, 2017
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Essa sequéncia possibilita aos alunos compreenderem as propriedades do plano e do
angulo, enquanto objetos geométricos, apreendendo o conceito de uma forma lddica e
experienciando, em cada etapa, por cada um dos participantes.

A sequéncia de acbes que seguem abaixo é uma sugestdo de atividade que o professor
pode propor aos alunos durante a abordagem prévia do conceito de &ngulo no plano retilineo,

conforme nossa sugestao.

Acdo 1. — Forneca ao aluno uma folha de papel colorida, por exemplo, na cor amarela, no

tamanho A4 e identificada pela letra grega Q, Omega.

Figura 45. Material. A folha de papel como representante do plano Q, a ser distribuida
aos alunos.

Fonte: produzido pelo autor, 2017

Acdo 2. — Informe ao aluno que esta folha colorida, identificada pela letra €, representara o
plano.

Acdo 3. — Peca ao aluno que desenhe uma semi-reta, r, com a origem mais ou menos no
-

maio da folha fornecida
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Figura 46. Acéo 3. Representacdo no plano Q da semi-reta.

Fonte: produzido pelo autor, 2017

Acdo 4. — Convoque o aluno a desenhar, nessa etapa, outra semi-reta, d, com a mesma
-
origem da semi-reta r , mas, de tal forma que a origem juntamente com 0s pontos extremos,
-

de cada uma das semirretas, que pertencem a borda do papel, ndo estejam alinhados.

Figura 47. Acéo 4. Representacdo no plano Q das semi-retas d e r .

Fonte: produzido pelo autor, 2017
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Acdo 5. — Pergunte ao aluno se ele vé surgir em sua folha de papel, depois de concluida a acédo
4, mais de uma figura, ou forma.

Observacdo — Nesse ponto, podem surgir varias respostas. A etapa seguinte deve ser iniciada
apos todos descobrirem, ou serem levados a descobrir, que ha efetivamente trés formas. O
papel estd na cor amarela e as semirretas em outra cor: azul, preta, vermelha, grafite,
conforme elas tenham sido desenhadas com caneta esferogréafica, lapis ou lapiseira.

Acdo 6. — Como duas das trés formas estdo na cor amarela, peca aos alunos, que destaquem
uma delas pintando-a de azul, por exemplo.

Duas possibilidades de execucéo:

Esta:

Figura 48. Agédo 6 (a). Identificando formas a partir de duas semi-retas com a mesma
origem desenhadas no plano.

Q

Fonte: produzido pelo autor, 2017
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Ou esta:

Figura 49. Acdo 6 (b) outra possibilidade. Identificando formas a partir de duas semi-
retas com a mesma origem desenhadas no plano.

Fonte: produzido pelo autor, 2017

Acdo 7. — Peca ao aluno que ele incorpore a parte em preto, as semirretas, a apenas uma das
duas figuras coloridas.
Obtém-se entdo as possibilidades:

Observacdo. O resultado da acdo é, portanto, uma das figuras que seguem abaixo.
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Figura 50. Acéo 7 (a) Identificando formas a partir de duas semi-retas com a mesma
origem, desenhadas no plano ap6s incorporar as semi-retas as formas.

Fonte: produzido pelo autor, 2017

Figura 51. A¢do 7 (b). Identificando formas a partir de duas semi-retas com a mesma origem,
em azul e amarelo, desenhadas no plano apds incorporar as semi-retas as formas, colorindo em
azul.

Fonte: produzido pelo autor, 2017

Com a incorporagdo das semirretas a uma das figuras em cor, exigimos a proxima
acao.
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Acdo 8. — Peca a eles que identifiquem a figura convexa indicando qual a sua cor.
Acéo 9. — Em outra folha, na mesma cor da anterior, ordene que os alunos, agora, desenhem
uma semirreta com origem situada mais ou menos no centro da folha e, terminado o desenho,

peca-lhes que repita a acdo, desenhando por cima do que ja estava desenhado.

Figura 52. Acdo 9. Apos executada a acdo 9, convenga-o de que apesar de sO ver uma
semi-reta ele desenhou na verdade duas.

Q

Fonte: produzido pelo autor, 2017

Acéo 10. — Pergunte a ele quantas vezes ele desenhou essa semirreta.

Acdo 11. — Faga-0 ver que a semirreta e um conjunto convexo.

Acdo 12. — Solicite do aluno que desenhe uma reta e determine um ponto sobre ela. Desse
modo, ficam determinadas sobre a reta duas semirretas com origem comum, 0 ponto
designado.
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Figura 53. Acdo 12. Representacdo das duas semi-retas ao concluir a agdo. Nestas
condicges as semi-retas sdo ditas opostas.

Fonte: produzido pelo autor, 2017

Acdo 13. — Convenca-o de que a reta, ela mesma, € um conjunto convexo.
Acdo 14. — Indague dos alunos sobre quem € o complementar, o espaco negativo, com relacédo

ao plano, dos subconjuntos convexos que eles descobriram.
Acdo 15. — Pergunte a eles se ja sabem indicar nas figuras os subconjuntos que recebem o
nome de angulo.

Acdo 16. — Peca-lhes, entdo, que identifiquem os angulos por eles construidos.

Em outro momento, essas a¢Oes poderdo ser estendidas para a aquisi¢do, por parte dos

alunos, da concepgéo de angulo que néo seja nulo ou raso.

109



B- Uma hermenéutica do giro

B.1- O que é um giro?

O que é um giro em torno, ao redor, de um ponto P do plano? Na lingua portuguesa,
falada no Brasil, as palavras “giro” e “volta”, de acordo com Ferreira (2010, p. 379) sdo
sindnimos. A palavra “volta”, ainda segundo esse autor, significa também “ato de girar” (p.
788). “Girar”, por sua vez, pode ter como significado os verbos “rodar” ou “circular” (p. 379).
O verbo “rodar” significa também, “rodear” (p. 672). Este pode ainda ser tomado por fazer
um caminho “circular” (p. 672), e a palavra circular, entre outros, tem por significado,
legitimo, “mover-se circularmente”, “em forma de circulo” (p. 166).

Em geometria, como se sabe, a palavra circular evoca o0s objetos: circunferéncia,
circulo ou arco de circunferéncia. A palavra circunferéncia significa geometricamente o
subconjunto do plano constituido por todos os pontos que estdo a uma mesma distancia r de
um ponto fixo C, e sua representacdo grafica € uma curva fechada de mesmo nome. A palavra
circulo, no mesmo contexto, significa o conjunto formado por todos os pontos do plano que
estdo a uma distancia menor ou igual a r de um ponto fixo C. Arco de circunferéncia significa
um subconjunto préprio da circunferéncia constituido de um s6 pedaco, ou seja: ndo €
possivel escrevé-lo como unido disjunta de dois de seus subconjuntos préprios e ndo vazios.
Para a circunferéncia, o circulo ou o arco de circunferéncia o nimero r e o ponto C sdo
chamados respectivamente de raio e centro da circunferéncia, do circulo ou do arco de
circunferéncia. Na figura 44 abaixo representamos uma circunferéncia, um circulo e um arco

de circunferéncia.
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Figura 54. Giro. Exemplo de: circunferéncia, de circulo e arcos de circunferéncia.

-7
r - ’7 zr’ -7
.L’ -7 IA’ g ]
C C C
Exemplo de
circunferéncia Exemplo de circulo Exemplos de arco de circunferéncia

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Um giro em torno de um ponto P do plano significara, aqui, genericamente, a acao
acabada que realizou pelo menos um arco de circunferéncia com centro nesse ponto. Esse
arco pode ir de Q até o préprio Q, sem que haja qualquer acao, neste caso diremos que 0 giro
é nulo ou de Q até Q onde houve uma acgdo efetiva e neste caso o giro diz-se completo ou de
uma volta ou que se deu uma volta completa em torno do ponto P. Se a agdo se resumir a um
arco de circunferéncia, ela sera chamada de P-Giro. Se a acdo completar a circunferéncia um
namero n de vezes, diremos que se deu n voltas em torno do ponto P. Se o giro completar um
namero inteiro n de voltas, indo mais além, mas ndo completando a volta n+1, diremos que se
deu n-voltas-fracionada.

Orientado o plano, diremos que: o giro em torno do ponto P-Giro, a volta completa em
torno do ponto P e a volta fracionada em torno do ponto P sdo positivos quando cada um deles
for realizado em concordancia com a orientacdo escolhida, caso contrario se diz que é
negativo. Nestas condi¢Bes passamos a chama-los de giro orientado positivo (negativo), volta
orientada positiva (negativa) e volta orientada fracionada positiva (negativa). Graficamente
representaremos P-Giros orientados, volta orientada e volta fracionada orientada da seguinte
forma:

1. P-Giro — Por qualquer arco orientado® de circunferéncia cujo centro seja esse

ponto, se a agdo ndo completar uma circunferéncia.

4 Arco de circunferéncia onde se coloca um dos sinais: < ou > em apenas um dos extremos do arco efetivamente
desenhado
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2. Volta — Por uma circunferéncia orientada*, com centro nesse ponto. Quando o
giro corresponder a uma ou mais voltas completas em torno do ponto,
indicando-se o numero de voltas por um ndmero inteiro positivo, m, escrito
entre parénteses e colocado acima do desenho da circunferéncia.

3. Volta fracionada — Por uma circunferéncia, desenhada por linha tracejada,
indicando o numero de voltas completas, a semelhanga do caso anterior, e
colocando-se o arco orientado indicativo da fracdo correspondente.

A sequéncia de figuras 45, 46 e 47 abaixo ilustram o que foi dito acima.

Figura 55. Orientacdo e giro. Exemplo de giros orientados positivo e negativo em torno
dos pontos P e Q respectivamente.

O,

) o)

(a) P-Giro (b) P-Giro
orientado positivo orientado
em torno do negativo em torno
ponto P. do ponto Q.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

4 Circunferéncia onde se coloca um dos sinais: < ou > em um ponto da mesma.
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Figura 56. Giro completo. Exemplo de giros completos, voltas, positivas e negativas em
torno do ponto P e Q respectivamente.

O,

(n) (k)
(a) n-voltas (b) k -voltas
positivos em negativos em
torno do ponto P. torno do ponto Q.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Figura 57. Volta fracionada. Exemplos de voltas fracionadas orientadas, positivas e
negativas em torno do ponto P e Q respectivamente.

@

(n) (k)
k\\ =\
\ P L] ‘,' ‘:‘ Q [ ] !
(a) N-voltas (b) K-voltas
fracionadas fracionadas
positiva em torno negativa em torno
do ponto P. do ponto Q.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Sabemos que a representacdo de um giro por um arco de circunferéncia orientado néo
é Unica, veja figura 48 abaixo. Isso, no entanto, ndo se constitui em um obstaculo

intransponivel, como se mostrara a seguir.
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Figura 58. Arco e giro. Indicacdo grafica de que o giro comporta varios arcos de

circunferéncia.
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Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Entdo, diremos que dois arcos de circunferéncia orientados sdo concordantes quando a

medida efetiva desses arcos em graus, por exemplo, coincidirem e eles estiverem na mesma

orientacdo. Dito de outro modo: quando for possivel obter circunferéncias concéntricas tais

que as semirretas determinadas pelo centro comum, O, das circunferéncias e pelos pontos

extremos de cada arco coincidirem e 0S arcos permanecerem no mesmo conjunto que tem

como fronteira o par de semirretas. Caso isso ndo aconteca os arcos sao declarados: nao

concordantes. As figuras 49 e 50 abaixo explicam melhor.
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Figura 59. Arcos orientados. Exemplos de arcos de circunferéncias orientados e

concordantes.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Figura 60. Arcos discordantes. Exemplos de arcos de circunferéncia orientados e néo

concordantes.
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Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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A concordéncia de giros implica, assim, que duas voltas completas sdo concordantes
se estdo na mesma orientacdo e o nimero de voltas for o mesmo; que duas voltas fracionadas
sdo concordantes quando estdo na mesma orientacdo, 0 numero de voltas coincidirem e 0s
arcos orientados, que representa a fracdo que define o giro como voltas fracionadas, sejam
concordantes. Considere a relagdo em G, onde G € o conjunto constituido de todos os giros
em torno de um ponto P, definida pela concordancia de giros. Obvio que a relagdo de
concordancia de giros € uma relacdo de equivaléncia. Sem perda de generalidade os giros em

torno de um ponto P serdo realizados sobre a circunferéncia de raio igual a 1 (um) centrada

nesse ponto. Nestas condigdes defini-se em é , conjunto das classes de equivaléncia
derivadas da relacdo de concordancia, uma operacdo representada pelo simbolo, @, e
chamada de adicéo, cujo resultado da adicdo de dois giros chamar-se-4 de soma e efetua-se
assim:

i. Giros na mesma orientacdo — sua soma sera representada por um giro cuja medida é a soma
das medidas de cada um deles mantendo a orientagdo. Como se exemplifica na figura 51,

abaixo,

Figura 61. Operacdo com giros concordantes. llustrando como se opera com giros na
mesma orientacao.

_______________

S
|

_______________

N&o concordam com a orienta¢éo
escolhida

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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ii. Giros com orientagdo contraria — Subtraimos suas medidas e conservamos a orientagdo

daquele cuja medida for maior, como se ver na figura 52 que segue abaixo.

Figura 62. Operacdo com giros discordantes. Operacdo com giro estando eles em
desacordo quanto a orientacgdo escolhida.
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Fonte: produzido pelo autor, 2017.

E facil verificar que a operagdo @ satisfaz as propriedades que tornam o conjuntoé :
munido dela, um grupo®.

A cada numero real corresponde um giro orientado em torno de um ponto P. Essa
afirmacdo ¢ sustentada pelo fato de que existe uma correspondéncia biunivoca entre os pontos
de uma reta e 0 conjunto de todos os giros em torno de um ponto P. O experimento que
descrevemos a seguir sugere essa funcao.

Considerem, no plano, duas retas perpendiculares em um ponto O do plano e seja X
uma circunferéncia de raio r igual a um, r =1, com centro no ponto Co pertencente a uma das
retas e tangente*® aquela que ndo o contém. Suponha que esta circunferéncia, ao tempo que
gira em torno de seu centro, desloca-se, sem deslizar, sobre a reta que lhe € tangente de

maneira andloga ao que esta explicado em Rodriguez (1977) ao descreve o processo de

4 Uma definicdo de grupo pode ser encontrada MONTEIRO, L. H. JACY - 1971
4 Uma reta r é tangente a uma circunferéncia, em algum ponto P sobre ela, quando a reta r contém também o

ponto P e é perpendicular ao raio da circunferéncia neste ponto.
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constru¢do da curva “Cicléide”. A identificagdo dos niimeros reais com os giros se da a
medida que a circunferéncia avanca sobre a reta, e associamos ao ponto de contato entre ela e
a reta a medida em graus, por exemplo, do arco descrito pelo giro, cujo comprimento coincide
com o valor da distancia desse ponto até o ponto O. Veja figura 53, abaixo. Obvio que, assim,

fica definida uma funcdo bijetiva que associa 0s giros aos nimeros reais.

Figura 63. Giro e n° real. Descricdo grafica de como podemos identificar um ndmero
real x com uma quantidade @, de giros em torno de um ponto.

Co
X aF
Po
_
—
Vs
B

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Essa figura identifica do conjunto de todos 0s giros com o conjunto dos nimeros reais
da origem a um outro sistema para medir giros, chamado de radianos, onde o simbolo 1™,
que se |I& um radiano, € definido como o giro que corresponde ao ponto cuja distancia até o
ponto O € igual ao raio da circunferéncia unitaria. Sua obtencdo € ilustrada pela figura 54,

logo a seguir.
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Figura 64. O radiano. Representacdo gréfica da obtencéo do giro correspondente a um
radiano, p =1, equivalente ao arco em vermelho.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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C- Angulo: Aspectos geométricos e algébricos

E licito considerar o plano como um conjunto de pontos e, assim, todos os entes
geométricos podem também ser considerados, naturalmente, como seus subconjuntos; dessa
forma, podemos aplicar as leis e relagbes da teoria dos conjuntos com seguranca. A
propriedade de convexidade do plano é aplicada aos seus subconjuntos, e aqui ela é
ingrediente fundamental e necessario para alcancarmos nosso objetivo, aliada ao conceito de
complementar de um conjunto. Desenhar, ou imaginar, no plano um par de semirretas com
origem comum ¢, de fato, a acdo que faz surgir, no plano, subconjuntos dentre os quais se
pode fazer a escolha adequada, aquela cujo subconjunto escolhido satisfara plenamente a
definicéo.

A sequéncia de figuras 65, 66, 67 e 68 representa o0 plano Q uma semirreta em Q
(perceba que podemos interpretad-la também como representante de duas semirretas
coincidentes); a reta com um ponto sobre ela em destaque (as semirretas); duas semirretas

com mesma origem e ndo coincidentes, como na figura 65.

Figura 65. O plano. Representacédo grafica do plano Q.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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Figura 66. A semirreta. Representacdo de uma semirreta no plano com indicagdo de sua
origem Q.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Figura 67. A reta. Representacdo de uma reta no plano Q, ou duas semirretas, na
mesma direcdo, com indicacdo de um ponto fixado sobre ela, a origem das semirretas.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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Figura 68. Par de semirretas. Representacdo de duas semirretas com a mesma origem
gue ndo coincidem.

Q

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Observando as semirretas representadas em preto nas figuras 33 e 34, ap6s examina-
las a luz da definicdo em trazida nas consideracGes, é possivel percebé-las, como angulo.
Nesse caso, chamados respectivamente de angulo nulo e angulo raso. Ja a figura 35 da
origem, sob a mesma definicdo, ao angulo, que chamamos de: nem nulo nem raso,

representado pela figura 36, abaixo.

Figura 69. O angulo. Representacdo de um angulo nem nulo, nem raso: espaco em cinza

incluindo as semirretas em preto.

Q

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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Para que o aluno compreenda e fixe o conceito de angulo, o professor deve incentivar
o0 aluno a representa-lo por completo destacando-o, por exemplo, em cor diferente da cor do

papel em que estiver trabalhando.

C1- Elementos de um angulo

Dado um éangulo, matemos aqui a nomenclatura universalmente utilizada, que diz:
vértice do angulo é a origem comum das semirretas que o delimitam; lados do angulo séo as
semirretas, elas préprias, usadas para construi-los. Esses dois entes definidos aqui sdo o que

se entende por elementos do angulo.

C2- O transporte de angulo

Uma técnica muito simples de desenhar com régua e compasso, no sentido ingénuo, €
eficaz para que possamos reproduzir, “copiar”, no plano, um determinado angulo para outro
local. Descrevemos no que segue essa técnica, encontrada também em Rivera (1986) e, neste
trabalho, referimo-nos a ela por axioma do transporte de angulo. Entdo, dado a
representacdo grafica de um angulo nulo, um angulo raso ou um angulo nem raso nem nulo,
seu transporte, se faz como descrito a seguir.

O angulo nulo: Represente o angulo nulo: transporta-lo é efetuar outra representaco

do angulo nulo em outro lugar do plano, como se ver na figura 37 abaixo.

Figura 70. Transporte do angulo nulo.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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Angulo raso: Seu transporte reduz-se a desenhar outro angulo raso, em qualquer outro

lugar do plano, como se indica na figura 38 abaixo.

Figura 71. Transporte do angulo raso

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Angulo nem raso nem nulo: Figura 72, logo abaixo.

Figura 72. Transporte do angulo nem raso nem nulo.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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O seu transporte se faz seguindo os passos ilustrados pela sequéncia de figuras que

seguem abaixo:

i - Determina-se uma semirreta, como indicado na figura 40, logo abaixo.

Figura 73. llustracdo do passo (i)

Q

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

ii - Com um compasso, ponta seca no vértice do angulo e abertura conveniente, tragcamos um
arco que possa interceptar os dois lados do angulo dado. Mantenha a abertura do compasso e
trace um novo arco, agora, com seu centro na origem da semi-reta tracada anteriormente

interceptando-a. Observe a figura 41abaixo.

Figura 74. llustracdo do passo (ii).

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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Il - Fazendo uso ainda do compasso tome a “medida” do arco que no desenho intercepta o
angulo dado, distancia entre esses pontos de interse¢do. Marque sobre o ultimo arco tracado
um ponto cuja distancia a intercessdo desse arco com a semi-reta seja igual a distancia entre
0s pontos de intersecdo do arco com o angulo, figura 42.

Figura 75. llustragdo do passo (iii).

Q

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

iv — Construa, agora, uma semirreta com a origem coincidindo com a da semirreta
anteriormente tracada e que passe pelo outro ponto que se determinou no arco como mostra a

figura 43 abaixo.

Figura 76. llustracao do passo iv.

Q

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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v - Aplicando a definicdo de angulo sobre os conjuntos delimitados por essas duas semirretas,
obtém-se, finalmente, o angulo que ¢ chamado de “copia” do angulo dado. Veja a figura 44

que segue.

Figura 77. Concluséo do transporte do angulo

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Apbs concluir o transporte do angulo, ou seja, executar a sequéncia de acdes gque a
esse objetivo peca ao aluno que faca a comprovar empiricamente da eficacia do processo.
Sugerindo-o recortar um dos angulos e coloca-lo sobre o outro, perguntando-lhe: O que vocé
esta vendo agora? Onde estd o outro angulo? Pode vé-lo? Incentivando-o, sempre, no sentido
de leva-lo a perceber completamente a eficacia das acdes e que pode, de fato, torna os angulos
envolvidos como “copia fiel” um do outro. Isso ¢ muito importante para que venha a dominar

totalmente a tecnica e fundado na experiéncia, convencer-se da eficacia da mesma.

C3- Angulos adjacentes

Explorando as possibilidades do transporte de angulo, percebe-se, alem do que foi
dito, que se pode, sempre, colocar dois angulos um ao lado do outro, mas ndo pertencentes ao
mesmo semiplano, posicdo da qual se diz que os angulos séo adjacentes. Vamos descrever
entdo como isso é feito. Dados dois angulos, escolha qualquer um deles e mantenha-o ‘em seu
lugar’, fixo. Agora transporte 0 outro angulo de modo que:

1. Seu vértice coincida como o vértice do angulo que esta sendo mantido fixo.
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2. Um de seus lados coincida, necessariamente, com um dos lados do angulo
fixado.

3. Identifique os semiplanos determinados pela reta que contera os lados comuns,
coincidentes.

4. Construa o outro lado do angulo que sera transportado, de forma que este lado
néo esteja contido no mesmo semiplano em que se encontra 0 angulo mantido
fixo.

5. O angulo transportado assume, com relacdo o ao angulo mantido fixo, uma

posicao da qual nos referimos a ela dizendo que os angulos sdo adjacentes.

A sequéncia de figuras: 45, 46, 47, 48, 49 e 50 que seguem abaixo ilustram o que se

diz nos itens acima.

Figura 78. Transportar para a posi¢cao adjacente os angulos dados

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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Figura 79. Fixando um dos angulos pelo destaque de seu vértice.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Figura 80. Escolha do lado comum

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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Figura 81. Determinando os semiplanos

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Figura 82. Determinando o lado

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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Figura 83. Angulo transportado para a posicio adjacente.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

E importante chamar a aten¢do do aluno para o fato de que o subconjunto do plano
constituido pelos angulos colocados na posi¢cdo adjacentes, ndo necessariamente se constitui

em um novo angulo, como mostra a sequéncia de figuras: 51, 52 e 53 que segue abaixo:

Figura 84.Angulos dados

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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Figura 85. Depois do transporte

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Observe, no entanto, que quando dois angulos estdo dispostos na posicdo adjacente,
havera duas semirretas com origem comum, formadas pelas semirretas ndo tornadas
coincidentes pelo processo e que séo sempre lados de um novo angulo, como se percebe ao
considerar-se 0 conjunto em destaque na cor amarela na figura 53 abaixo.

Entdo, é legitimo afirmar que a partir de dois angulos dados podemos associar a eles
um terceiro angulo. Com efeito, ap6s dispormos dois angulos na posicdo adjacente aplicamos
a definigdo de angulo aos conjuntos delimitados pelas semirretas que correspondem aos lados
ndo comuns, os lados que n&o identificamos um com o outro, e enxergaremos 0 novo angulo.
Infelizmente, do ponto de vista das possibilidades de reproducdo de um éangulo, ndo héa
unicidade nesse processo e, assim, dados dois angulos, eles podem dar origem a varios
angulos, enguanto objetos geométricos autbnomos, enquanto figuras. No entanto, ha um
conceito derivado do processo de transporte de angulo, que preenche as condicOes teoricas
para que se possam identificar dois ou mais angulos, ndo importando o lugar, sua posicéo real

no plano. Trataremos desse aspecto na se¢do que segue.
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Figura 86. Angulos transportados

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

C4- Congruéncia de angulos

Uma consequéncia importante da técnica chamada de transporte de angulo é a

concepcao de angulos congruentes, que resumimos aqui na seguinte definicao:

e Diremos que dois angulos séo congruentes quando transportados de modo
que tenham o mesmo vértice e um dos lados comum, permanecendo ambos no
mesmo semiplano, determinado pela reta que contém os lados comuns,

necessariamente, o outro lado também coincidiram.

No caso em que isso ndo ocorra, diz-se que o0s angulos ndo sao congruentes. Seguem

abaixo as figuras 54 e 55 ilustram a congruéncia.
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Figura 87. Verificando congruéncia (a)

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Figura 88. Verificando congruéncia (b)

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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A técnica de transporte é ainda eficaz para verificar, empiricamente, se as seguintes

propriedades, com respeito a congruéncia de angulos, sdo validas:

e Reflexiva - Um angulo é congruente a ele mesmo.

e Simétrica - Representando um angulo por « e outro por £, é facil comprovar
que: se « for congruente a B entdo, # também serd congruente a « .
e Transitiva - Se os angulos « , f e y sdo tais que: a € congruenteaf e S €

congruente a y entdo, ¢ e y também sdo congruentes.

As trés afirmacdes acima séo verdadeiras, e como se sabe, dao conta de que a condigéo
de congruéncia de angulos define, no conjunto A, constituido por todos os angulos no plano,
Q, é uma relacado de equivaléncia aqui designada simbolicamente pela letra C.

O professor, oportunamente, devera levar os seus alunos a constatarem empiricamente
a validade das afirmacdes destacadas acima e, s ap6s, nomea-las com seus nomes técnicos
tradicionais, a saber: reflexiva, simétrica e transitiva respectivamente. Dado um angulo € A,

considere a classe de equivaléncia associada a C em A determinada por ele, ou seja:

N

a={x:xeAe xécongruentea a}. Lembramos que duas classes de equivaléncia satisfazem

a propriedade de que: ou coincidem ou s&o disjuntas*’ e que a unifo de todas elas, as classes,
é igual ao conjunto, no caso, de todos os angulos planos retilineos.
C5- O angulo e estrutura algébrica

No conjunto constituido por todas as classes de equivaléncia associadas a

A
congruéncia de angulos, aqui designado por G, € que se define, rigorosamente, uma

operagdo*®, chamada de adicdo de angulo e referida pelo simbolo + definida como segue:

1. Tome os angulos « e £, e ponha-0s na posi¢édo adjacente.

47 Para uma demonstragdo ver, por exemplo, Halmos 1970.
48 Definicdo de operacdo Dado um conjunto ndo vazio E, chama-se de operacdo em E a qualquer funcéo

s:(ExE)xE > E:(x,y)r s(x y)z
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2. Considere agora y como o angulo que deriva dessa acdo ao desconsiderarmos 0S
lados comuns, apos coloca-los na posicao adjacente. (Nem sempre y sera a unido dos

subconjuntos do plano que corresponde os angulos depois de colocados na posi¢do

adjacente).

A
3. A classe de equivaléncia referente a », 7, € o que definimos como a adicdo das

AN AN

classes « com g, simbolicamente: o+ S =y .

Tomando como exemplo os angulos ae g, representados na figura 56 abaixo,

acompanhe a sequéncia de figuras: 56 e 57 que explicam as ac¢Oes para se obter o angulo que
se obtém ao colocé-los na posicdo adjacentes, neste exemplo, o angulo € constituido do

conjunto formado pelo unido deles.

Figura 89. Operacéo com angulo (a). Angulos « e £ dados.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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Figura 90. Operacdo com angulo (b). Angulos a e transportados para a posicao

adjacentes.
1

1

a

B
1
1
1
1
1
1
1

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
aef em

Figura 91. Operacdo com angulo (c). Angulo obtido através dos angulos
decorréncia da acéo de coloca-los na posicdo adjacente:au S =y .

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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Vejamos 0 caso em que « U £ ndo € um angulo, veja figura 59 abaixo.

Figura 92. Operacdo com angulo (d). Angulos « e S dados.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Angulos transportados para a posicao adjacente, figura 60.

Figura 93. Operagao com angulo (). Angulos colocados na posi¢ao adjacentes, em cinza.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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Figura 94. Operacao com angulo (f). llustracdo a soma do angulo « com o angulo g, e
emcinzae da o U # em amarelo.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Dados um angulo raso, « , e um angulo g nem raso nem nulo, figura 62 abaixo.

Figura 95. Operagio com angulo (a’). Angulos « e 4 dados.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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Figura 96. Operacdo com angulo (b’). Angulos « e £ postos em posicao adjacente.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Figura 97. Operacio com angulo (¢’). Angulo « + =y a partir da acdo de colocar os
angulos a e B na posicao adjacente.

a+p=y

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

140



Figura 98. Operac¢ao com angulo (a’’). Os angulos dados « e £ sdo ambos nulos.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Figura 99. Operacio com angulo (b’’). A adi¢do dos angulos « com g € 0 angulo nulo,

V.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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Figura 100. Operacao com angulo (¢’’). Os angulos dados « e S sdo ambos rasos.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Figura 101. Operacio com angulo (d’’). A adicdo dois angulos rasos a e f € o angulo

nulo y.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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Figura 102. Operaciao com angulo (e’’). S&o dados um angulo raso e um angulo nulo.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Figura 103. Operag¢iao com angulo (e’’”). O dngulo » = a + £ é um angulo raso.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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A operacdo de adi¢do de angulos, aqui explicada, estd bem definida. Com efeito, é

AN AN

facil perceberquese ¢ + f=y e a + [ =6 entdo y é congruente a #. A operacdo de

adicéo de angulo, assim definida, satisfaz as seguintes propriedades:

e |- Comutativa - v(;,,%e,&vale oAz + ﬁ = ﬁ+ oAz .
e Il — Existe ELEMENTO NEUTRO - Representado pela classe 8, cujo

representante grafico é a semirreta, angulo nulo.

As propriedades (1) e (Il) acima sdo de facil comprovacdo por via da técnica de

transporte de &ngulo. Essa mesma técnica também evidencia que em G, a lei associativa ndo

se verifica, como veremos:

e Va,fiweAvalea +(f+w)=(a + )+ o,
Desse modo, G ndo pode, ao menos ser chamada de mondide*®, uma vez que a
propriedade ndo € valida.
Com efeito:
A sequéncia de figuras abaixo nos conduz a afirmar que a adicdo de angulo, +, aqui

definida, ndo é associativa.

49 Definicdo em Monteiro, 1969 p. 54.
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Figura 104. E associativa? (I). Angulos «, ey dados como exemplo para verificarmos
gue a operacdo, +, nao € associativa.

k\ a

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Figura 105. E associativa? (I1). Operando a com S via +.

.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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Figura 106. E associativa? (I11). O angulo « + 8 para ser operado com o angulo .

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Figura 107. E associativa? (1V). Os angulos (a +ﬁ) e y colocados na posigdo adjacente.

Q

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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Figura 108. E associativa? (V). O angulo (a+ )+ .

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Figura 109. E associativa? (VI). Angulos «,Bey para serem operados na
ordema +(B+7).

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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Figura 110. E associativa? (V11). Colocado os angulos f e y na posicdo adjacente.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Figura 111. E associativa? (VIII). Os angulos (ﬂ+y) e « para serem colocados na
posicdo adjacente.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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Figura 112 — E associativa? (I1X). Os angulos « e (B+y) colocados na posig&o
adjacente.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Figura 113. E associativa? (X). O angulo a +(8+7).

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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Figura 114. E associativa? (XI). Evidéncia de que a operagio + em é ndo é associativa.

a+(B+y) -

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Como se V&, para os angulos dados na figura 80, vale: a+(B+y)#(a+8)+y

comprovando que + nao € associativa.

Aspectos da algebra abstrata, da teoria dos conjuntos, do desenho geométrico e de
I6gica sdo de fundamentais na formacdo do futuro professor de matematica, enquanto pode
habilita-lo a perceber e interpretar melhor o quanto diversas disciplinas matematicas
dialogam, se articulam, que podera proporcionar uma compreensao além da superficie dos
objetos e, sem davida, o que pode lhe colocar, enquanto professor de matematica na classe
dos que incorporam saberes e competéncias a sua pratica, como 0s preconizados, por

exemplo, por Tardife (2011).

C6- O angulo reto

Vimos que colocar dois angulos na posicao adjacente ja rendeu a possibilidade de se
construir uma operacdo: a adicdo de angulo. No que segue, vamos usar 0 transporte para
caracterizar o que se entende por angulos suplementares. Entdo: diz-se que dois angulos séo

suplementares quando colocados na posi¢cdo adjacentes a soma deles for o um angulo raso.
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Observe: isso € importante, pois ndo privilegia o valor numérico dessa soma, a quantidade, e

sim o fato geométrico a “forma”. As ilustragdes a seguir explicam o que se quer dizer.

Figura 115. Angulos suplementares (a). Os angulos « e B dados para verificarmos se
sdo suplementares.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Figura 116. Angulos suplementares (b). Angulos « e £ colocados na posicéo adjacentes.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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Figura 117. Angulos suplementares (c). O angulo raso, somadee o+ f.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Portanto, conclui-se que os angulos « e fsdo suplementares. A énfase aqui ndo esta

no aspecto numérico da soma, mas, sobretudo, no aspecto geométrico, da figura mesmo.

A condicdo para que dois angulos sejam suplementares juntamente com a condicao de
congruéncia permite uma defini¢cdo mais adequada aos propésitos da formacao do pensamento
geométrico, sem o apelo quantitativo-numérico, de um angulo muito especial, o angulo reto.
A definicdo é simples: “diremos que um angulo é reto se ele for congruente ao seu
suplementar .

A definicdo acima permite decidir se um &ngulo é ou ndo um angulo reto, bastando
para isso que, na pratica, se prolongue qualquer um dos seus lados, considere-se 0 seu
complementar e se verifique, via transporte de angulos, se eles sdo congruentes.

No tocante ao ensino e aprendizagem, ha a oportunidade de verificarmos se um
determinado angulo é reto fazendo uso da definicdo da técnica do transporte o que, muito
provavelmente, consolidardo ambos pela pratica.

Como obter um angulo reto a partira da definicdo acima? Essa questdo é respondida
com o auxilio do conceito de bissetriz de um angulo. Entdo, dado um angulo nem nulo nem
raso, define-se sua bissetriz como sendo a semirreta com origem no vértice do angulo e
determinada por um ponto do seu interior e que determine com cada um dos lados do angulo
dado, angulos congruentes entre si. Vejamos o0 processo. Tome como exemplo o angulo dado

na figura abaixo.
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Figura 118. Bissetriz (1). Angulo dado para que se obtenha sua bissetriz.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Com um compasso aberto convenientemente e ponta seca no vértice do angulo,
construa um arco que venha a interceptar os dois lados do angulo. Marque estas intersecoes.
Figura 86 abaixo.

Figura 119. Bissetriz (2). Determinagéo das interse¢des com os lados do angulo.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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Agora, com a ponta seca nas interseces obtidas construa circulos e determine sua

intersecé@o contida no interior do angulo, como indica a figura que segue.

Figura 120. Bissetriz (3). Evolucdo do processo para determinacdo da bissetriz:
considere o ponto no interior do angulo.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

A bissetriz é entdo a semirreta com origem no vértice do angulo e que contém o ultimo

ponto de intersecdo obtido. Veja a figura abaixo.

Figura 121. Bissetriz (4). A bissetriz do angulo dado, em preto.
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Fonte: produzido pelo autor, 2017.
Entdo, como se determina um angulo reto a partir de um angulo « nem nulo nem raso

dado? Pois bem, é até facil e, mais uma vez, traz até o aluno conceitos ja vivenciados por eles

ampliando as possibilidades de apreendé-los.
Dado um angulo « , prolongue um de seus lados. Figura 89, abaixo.

Figura 122. Angulo reto (1). O angulo « e o prolongamento de um de seus lados.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Transporte o angulo o para a posi¢éo que se mostra na figura 90 que segue;

Figura 123. Angulo reto (2). O angulo « transportado para nova posi¢io «'.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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Perceba o angulo g ; Figura 91.

Figura 124. Angulo reto (3). Perceba o angulo .

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

Determinando a bissetriz do angulo £ ; Figura 92

Figura 124. Angulo reto (4). Determinando a bissetriz do angulo 2.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.
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A bissetriz do angulo g ; Fig. 93.

Figura 125. Angulo reto (5). O angulo A sua bissetriz e os angulos » e y' determinados
por ela.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

A bissetriz do angulo £ da origem aos angulos y, congruentes entre si, com a
propriedade de que =y +y.
E facil comprovar que os angulos @=a+y e 0'=a'+y' sdo suplementares e

congruentes, portanto, sdo ambos angulos retos, figura 94 logo a frente.
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Figura 126. Angulo reto (6). Os angulos 6 e &' sdo retos.

Fonte: produzido pelo autor, 2017.

A construcdo do angulo reto a partir do transferidor é, sem duvida, rapida, eficaz e

econémica. Mas, ndo expde além do carater numerico, do valor, atribuido ao angulo reto.
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