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RESUMO

Esta tese é dedicada ao estudo analítico e numérico do emaranhamento quântico e não-
localidade em modelos de tubos de spin quânticos fortemente correlacionados, em conexão
com diversas propriedades termodinâmicas e processos de magnetização. Mais especi�ca-
mente, o estudo se alicerça na análise do comportamento dessas grandezas físicas dentro
de uma rede de spin particular que inclui interações competitivas e �utuações quânticas
conhecida como escada de spins (sistema entre uma e duas dimensões) de três pernas ou
tubo de spin triangular, devido às condições de contorno periódicas impostas aos três spins
que formam os degraus Heisenberg desta rede. Em sistemas com essa estrutura, formam-
se platôs de magnetização devido à competição imposta pela frustração geométrica que a
rede impõe aos spins e o campo externo aplicado. Tal competição é o mecanismo que de-
�ne a orientação dos domínios magnéticos que a rede irá apresentar, que dentro de regiões
especi�cas do espaço de parâmetros da rede criam regiões onde há resposta descontínua
da magnetização local a variações do campo externo. Tais regiões são conhecidas como
platôs de magnetização. O tubo de spin-1

2
de Ising-Heisenberg consiste num tubo de spin-1

2

formado por células unitárias triangulares com 3 spins interligados por acoplamentos, en-
tre os primeiros vizinhos, de Heisenberg. Entretanto os pares de spins primeiros vizinhos
pertencentes à células diferentes têm interação intermediada através de ligações clássi-
cas tipo Ising. Utilizou-se um procedimento análitico exato, conhecido como técnica da
matriz de transferência, que possibilitou obter as soluções analíticas para diversas propri-
edades termodinâmicas do modelo, entre as quais magnetização, calor especí�co e per�s
de magnetização. Estas foram avaliadas em função da temperatura, campo magnético
externo e acoplamentos relevantes. Entretanto, se fez necessário aplicar uma metodologia
diferente para se obter medidas termodinâmicas para o outro modelo proposto nesta tese:
o tubo de spin-1

2
de Heisenberg, que consiste num tubo de spin-1

2
com estrutura seme-

lhante ao anterior, exceto que os pares de spins primeiros vizinhos pertencentes a células
diferentes tem sua interação intermediada através de ligações quânticas tipo Heisenberg.
Neste caso utilizou-se um procedimento numérico do método do grupo de renormaliza-
ção da matriz densidade quântica, conhecido como DMRG devido a sua denominação
na língua inglesa, sendo providencial para se obter os diagramas de estado fundamental,
processos de magnetização, e emaranhamento quântico do tubos triangular de Heisenberg
em função do campo magnético externo e acoplamentos relevantes. Nos dois modelos, as
curvas de magnetização exibem saltos descontinuos da magnetização e platôs intermediá-
rios devido a transições de fase descontínuas induzidas pela aplicação do campo externo.
Estas transições também se re�etem no comportamento exótico de algumas quantidades
termodinâmicas destes modelos, tais como, a presença de um pico pronunciado de baixa
temperatura na curva do calor especí�co e um efeito magnetocalórico ressaltado.

Palavras-chave: 1. Spin tube. 2. Frustação geométrica. 3. Platôs de magnetização. 4.

Efeito magnetocalórico. 5. Emaranhamento quântico. 6. Não-localidade.
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ABSTRACT

This thesis is dedicated to the analytical and numerical study of quantum entangle-
ment and nonlocality in strongly correlated quantum spin tube models in connection
with various thermodynamic properties and magnetization processes. More speci�cally,
the study builds on the analysis of the behavior of these physical quantities within a par-
ticular spinning network that includes competitive interactions and quantum �uctuations
known as a three-leg spins ladder or triangular spin tube, due to the periodic boundary
conditions imposed on the three spins that form the Heisenberg steps of this network. In
systems with this structure described above, magnetization plateaus are formed due to
the competition imposed by the geometric frustration that the network imposes on the
spins and the applied external �eld. Such competition is the mechanism that de�nes the
orientation of the magnetic domains that the network will present, which within speci�c
regions of the network parameters space create regions where there is a discontinuous
response of local magnetization to external �eld variations, such regions are known as
magnetization plateaus. To evaluate the frustrated spin-1

2
Ising-Heisenberg triangular

tube consisting of a spin tube formed by triangular unit cells with 3 spins-1
2
interconnec-

ted by Heisenberg couplings between neighboring �rst spins and the pairs of neighboring
�rst spins belonging to the di�erent cells have their interaction intermediated through
classical Ising couplings, an exact analytical procedure, known as a transfer-matrix tech-
nique, was used to obtain the analytical solutions for various thermodynamic properties
of the model, including magnetization, speci�c heat and magnetization pro�les. These
quantities were evaluated as a function of temperature, external magnetic �eld and the
relevant couplings. However, it was necessary to apply a di�erent methodology to obtain
thermodynamic measurements for the other model proposed in this thesis: the frustrated
spin-1

2
Heisenberg triangular tube, which consists of a spin tube with similar structure

to the previous one, except that the pairs of the �rst neighboring spins belonging to the
di�erent cells interact through Heisenberg-type quantum connections. In this case, a nu-
merical procedure known as the quantum density matrix renormalization group method,
known as DMRG, is used to obtain the ground state diagrams, magnetization processes,
and bipartite quantum entanglement of the Heisenberg triangular tubes as a function of
the external magnetic �eld and the relevant couplings. In both models, the magneti-
zation curves exhibit discontinuous magnetization jumps and intermediate plateaus due
to discontinuous phase transitions induced by the external �eld, These transitions are
also re�ected in the exotic behavior of some thermodynamic quantities of the models,
such as the presence of a striking low temperature peak for the speci�c heat curve and a
highlighted magnetocaloric e�ect.

Keywords: 1. Spin tube. 2. Geometric frustration. 3. Magnetization plateau. 4.
Magnetocaloric e�ect. 5. Quantum entanglement. 6. Nonlocality.
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Capı́tulo 1
INTRODUÇÃO

1.1 Sistemas Magnéticos de Spin - Histórico

Pierre Weiss foi o pioneiro em tentar explicar qualitativamente a magnetização es-

pontânea em materiais ferromagnéticos [2]. Na teoria do campo molecular de Weiss,

imaginava-se que os momentos magnéticos interagiam no interior de alguns compostos

ferromagnéticos através de uma energia de interação tipo dipolo-dipolo. Mas essa supo-

sição do termo de energia ser dipolar não é capaz de explicar os altos valores da tem-

peratura crítica, onde surge uma quebra espontânea de simetria do sistema (transição

ferromagnética-paramagnética).

Atualmente, sabe-se que em compostos magnéticos a interação dipolar certamente

possui sua parcela de importância, porém, por ser extremamente fraca, ela sozinha não

é capaz de explicar as propriedades magnéticas intensas de sistemas magnéticos. Por

outro lado, compostos orgânicos apresentam baixos valores de suas temperaturas críticas,

tornando a interação dipolar indispensável para caracterizar as propriedades magnéticas

em compostos orgânicos.

Embora a teoria de Weiss seja capaz de reproduzir, qualitativamente, diversas proprie-

dades magnéticas dos materiais ferromagnéticos, tais como: MnSb, CrBr3, CrO2, CrTe,

EuO, EuS e vários outros componentes químicos ferromagnéticos [3, 4], tal estudo, como

dito anteriomente, possui algumas inconsistências em sua precisão quantitativa. Tais

inconsistências se devem ao conjunto de principios introduzidos para o comportamento

qualitativo descrito por Wiess não se fundamentarem nos princípios propostos pela me-

cânica quântica para as interações eletromagnéticas na matéria, pois seus trabalhos são

1



INTRODUÇÃO 2

anteriores à teoria de Niels Bohr para o modelo atômico.

Deste modo, a precisão quantitativa de sistemas magnéticos decorreu dos primeiros

modelos que tentavam descrever, através da teoria quântica, as interações eletromagné-

ticas dos constituintes da matéria, interações estas mediadas pelos fótons e por uma das

características instrínsecas dos elétrons, conhecida como o spin, juntamente com análises

experimentais mais aprimoradas [5]. Os spins dos elétrons das camadas eletônicas d e f

(quando estas estão com vacâncias) podem ser arranjados e se orientar das mais diver-

sas formas e apresentar comportamentos distintos como paramagnetismo, diamagnetismo,

ferromagnetismo e antiferromagnetismo [4]. Esses dois últimos tipos de comportamentos

magnéticos se destroem em alta temperatura por efeito do aumento da agitação térmica,

que desordena os domínios magnéticos do material.

As primeiras propostas quantitativas de modelos magnéticos de spin em redes para se

estudar as propriedades magnéticas dos materias se referem aos trabalhos de W. Lenz [6]

e de seu orientando E. Ising [7], os quais introduziram e resolveram exatamente o modelo

unidimensional do modelo estatístico originalmente criado para servir como uma descrição

teórica de uma transição de fase magnética de materiais ferromagnéticos. Dentre os diver-

sos modelos magnéticos, o modelo de Ising representa o mais simples e, ao mesmo tempo,

o mais frequente modelo de estudo de fenômenos cooperativos em mecânica estastística

[8].

O modelo de Ising pode ser usado para descrever os mais diversos sistemas físicos

com variáveis binárias, como o gás de rede e a liga binária [9]. Em 1952, Yang e Lee

[10] usaram o termo gás de rede para descrever um modelo em que M átomos podem

ocupar aleatoriamente os N > M sítios. A cada par de sítios vizinhos ocupados dá-se

uma energia E = E0; se num par vizinho faltar pelo menos um átomo tem-se E = 0. A

interação tem a forma: −JSi(Si+1 + Si−1), sendo Si a representação da variável binária

de Ising: 0 na ausência de átomo ou 1 na presença de átomo. Hidrogênio adsorvido em

uma superfície de ferro é um sistema que pode ser descrito por esse tipo de aproximação.

Já a liga binária consiste em dois tipos de átomos ocupando, aleatoriamente, os sítios

de uma rede. Dependendo se os vizinhos são do mesmo tipo (mesmo átomo) ou não, se

atribui energia diferente ao par. Neste caso, a variável binária de Ising, Si, representa: 1

para o átomo tipo 1, enquanto Si = 0 representa o outro tipo. O sistema protótipo pode

ser uma liga cobre-zinco [9].
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Todavia a solução exata proposta por Ising, em 1925, refuta a existência de uma

transição de fase à temperatura �nita na cadeia linear de Ising de spin-1
2
. Sabe-se que

a mesma conclusão foi erroneamente admitida para os modelos de dimensão maiores,

2D e 3D [7]. Esta conjectura incorreta suprimiu, signi�cativamente, outras propostas

teóricas mais aprofundadas do modelo criado por Ising durante as duas décadas seguintes,

tornando-se um tópico de pesquisas de baixo interesse e abriu espaço para a modelagem

matricial da interação dos spins, que apesar de ser mais complexa, tornou-se mais atrativa

à epoca, �cando conhecidas como redes de spin de Heisenberg, propostas por Werner

Heisenberg [11] e Paul Dirac [12].

Quase uma década depois, surgiu um novo artigo proposto por Bragg e Williams [13]

no qual foi analisado o modelo de Ising utilizando uma aproximação de campo-médio.

Eles se inspiraram num trabalho anterior de Gorsky [14]. Na aproximação de Bragg

e Williams, a magnetização tende a zero de forma continua, decaindo de acordo com

uma lei de potência com a temperatura com um expoente 1
2
(expoente crítico). Este

comportamento da magnetização do modelo de Ising, decaimento continuo para zero com

uma lei potências e o correspondente expoente crítico, é uma manifestação genérica de

transição de fase (ferromagnética-paramagnética) de segunda ordem, ou continua.

Todos os sistemas/modelos cujo parâmetro de ordem apresenta o mesmo compor-

tamento crítico, no sentido do parâmetro de ordem ir a zero com um lei de potências

caracterizada por um mesmo expoente, se diz estarem na mesma classe de universalidade.

Claramente a aproximação é exata apenas num limite d → ∞, sendo d a dimensão

do modelo. Uma séria crítica a essa aproximação surge do fato dela ser independente da

dimensão d assumida, ocasionando assim uma transição de fase no modelo de Ising para

uma temperatura �nita T para qualquer dimensão d, algo que é claramente contraditório

com a solução exata do modelo de Ising em uma dimensão.

No ano de 1931, Hans Bethe publicou um famoso artigo intitulado: �Zur Theorie der

Metalle. I. Eigenwerte und Eigenfunktionen der linearen Atomkette� [15, 16] descrevendo

a técnica do �Bethe ansatz� que foi construída para se encontrar o estado fundamental

exato do modelo antiferromagnético quântico proposto por Heisenberg [11], para o caso

unidimensional.

Em adição a essa técnica para solução de novos modelos de spin em redes, Bethe

publicou outro artigo [15] expondo um aperfeiçoamento no modelo proposto por Bragg e
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Williams que leva em consideração uma interação mais efetiva entre primeiros vizinhos.

Observou-se que esta aproximação é de fato analiticamente exata para modelos unidimen-

sionais. Contudo não prediz transição de fase para temperaturas �nitas não-nulas quando

aplicada para modelos bidimensionais ou de dimensões superiores, mas o modelo proposto

por Bethe chega a predizer processos de magnetização espontânea.

Em 1936, Peierls [17] publicou um artigo no qual defendeu uma nova abordagem

fenomenológica que sustentava, ao contrário do que ocorre no caso unidimensional, a

possibilidade do modelo de Ising bidimensional e tridimensional poder exibir magnetização

espontânea em baixas temperaturas, sendo o primeiro a demonstrar que o modelo de Ising

em duas dimensões apresenta transição de fase em temperatura não nula. Ou seja, a ordem

de longo alcance que em uma cadeia linear de spins só era possível em temperatura nula

persistia mesmo aumentando-se, levemente, a temperatura até uma dada temperatura

crítica, acima da qual a ordem do sistema era destruida. A partir desse momento, o

modelo criou certa euforia nos cientistas da época, pois agora ele dava esperanças de

descrever uma transição de fase magnética.

Anos depois, Krames e Wannier [18], encontraram a temperatura de transição Tc para

o modelo de Ising numa rede quadrada. Neste mesmo ano, o fenômeno do antiferromag-

netismo foi previsto por L. Néel [19]. De uma maneira minimalista, as estruturas magné-

ticas antiferromagnéticas podem ser considerados como subdivididos em duas sub-redes

equivalentes que se interpenetram, de maneira que cada uma delas possua um momento

magnético médio não-nulo, mas possuindo orientações individuais opostas e com magni-

tudes que se cancelam exatamente, sendo o momento magnético da rede nulo em qualquer

temperatura.

Tal de�nição torna-se verdadeira apenas abaixo de uma certa temperatura, denomi-

nada temperatura de Néel. Acima da temperatura crítica, onde os efeitos da agitação

térmica predominam, nem compostos ferromagnetos nem compostos antiferromagnetos

apresentaram magnetização espontânea, passando estes a comportar-se como materiais

paramagnéticos [4]. Esse comportamento é re�exo do efeito da competição entre as in-

terações quânticas entre os domínios magnéticos microscópicos da matéria e a agitação

térmica. Essa essência puramente quântica que dá origem à magnetização espontânea

abaixo de uma certa temperatura crítica, que é consequência das competições entre as

restrições impostas na função de onda pelo Princípio de Exclusão de Pauli e a repulsão
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coulombiana [4].

Através do princípio de exclusão de Pauli, a função de onda total para sistemas fermi-

ônicos, a qual depende das coordenadas espaciais e de spin que de�nem o sistema, deve

ser anti-simétrica. Portanto, de�nindo a simetria de uma das partes, espacial ou de spin,

a outra �ca imediatamente determinada. De acordo com a simetria da parte espacial da

função de onda fermiônica, os elétrons podem �car mais distantes ou mais próximos. A

energia potencial repulsiva coulombiana irá variar de acordo com a orientação relativa

entre os spins dos pares de elétrons, assim sendo, os elétrons irão utilizar esse grau de

liberdade adicional, devido a seus spins, para minimizar a interação coulombiana entre

eles se acoplando aos pares, antiparalelos ou paralelos.

Apesar disso, o estudo dos modelos magnéticos de spin em redes teve seu ápice quando

Onsager descobriu a solução exata do modelo de Ising em 2D na rede de spins retangular

[20]. Um adendo curioso sobre o assunto é um fato que ocorreu após a Segunda Guerra

Mundial: Hendrik Casimir escreveu uma carta a Wolfgang Pauli, expressando sua preo-

cupação por estar tanto tempo afastado, durante os anos de guerra, do meio acadêmico e

dos últimos avanços da física teórica de países aliados. Pauli em sua carta resposta disse

que "nada muito de interesse aconteceu, exceto a solução exato de Onsager do modelo de

Ising em duas dimensões"[8].

Antes de solução exata do Onsager, não era um consenso acadêmico se o formalismo

estabelecido pela mecânica estatística podia ou não lidar com transições de fase. A solução

estabelecida mostra sem dúvidas que as transições de fase aparecem como singularidades

nas funções termodinâmicas e essas funções não precisam ter descontinuidades simples

como foi postulado por Ehrenfest antes [21]. Nas quatro décadas seguintes, muitos resul-

tados exatos foram derivados, o mais notável deles é o teorema de Mermin-Wagner [22].

Esse teorema demonstra que as �utuações de longo alcance podem ser criadas com pouco

custo de energia e uma vez que aumentam a entropia, são favorecidas.

Outro ponto importante no estudo de sistemas magnéticos de spin com baixa dimen-

sionalidade é que a curva de magnetização do modelo antiferromagnético nem sempre

apresenta um continuo crescimento, partindo do valor de saturação nulo, com o aumento

do campo magnético externo.

Em certos sistemas, a curva exibe platôs em certos valores racionais da magnetização

por sítio m. O fenômeno é análogo ao efeito de Hall quântico no qual a resistividade elé-
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trica exibe platôs como funções do campo externo magnético. Osgikawa e colaboradores

[23] encontraram uma condição para a ocorrência dos platôs de magnetização em mode-

los quase unidimensionais pela generalização do exemplar "de Land surface model"[24],

quando incluído o campo externo magnético. Para um sistema de spins qualquer, a con-

dição de quantização pode ser escrita como:

(Su −mu)p ∈ Z (1.1)

onde p é o período do estado fundamental, Su e mu são o spin total e a magnetização

total da célula unitária. De acordo com essa regra, o número de platôs disponíveis pode

ser aumentado tanto pelo aumento do spin total na célula unitária Su quanto pela quebra

da simétria de translação, pelo aumento de p. A condição de quantização é necessária

mas não su�ciente, pois nem todos os platôs previstos são obtidos em geral.

Quarenta anos atrás, pesquisas em sistemas magnéticos de baixa dimensão voltaram

a receber muita atenção, depois da descoberta dos supercondutores de alta temperatura

[25], cuja descrição teórica completa ainda representa um campo em aberto na física. A

saída torna-se partir para a busca empírica por sistemas de spins que exibem o com-

portamento de supercondutividade em alta temperatura, já que não existe uma teoria

completa para este fenômeno. Os Cupratos são compostos que podem exibir o fenômeno

da supercondutividade de alta temperatura. Nesses compostos químicos, a dinâmica dos

portadores de carga é proeminente nos planos CuO2. A liga La2−x(Sr,Ba)xCuO4 é um

exemplo de supercondutor formado por planos CuO2 [25].

Até hoje, o estudo de modelos quânticos e/ou clássicos de spin, continua sendo objeto

de interesse de diversos pesquisadores, sobretudo devido a sua grande capacidade para

predizer e reproduzir resultados experimentais nos mais diversos sistemas físicos.

1.2 Motivações Tecnológicas

Modelos quânticos exatamente solúveis são importantes na física da matéria conden-

sada e no estudo da comunicação e informação quântica, uma vez que produzem, fre-

quentemente, novas informações em aspectos relacionados a fenômenos cooperativos que

seriam difíceis de serem compreendidos através de outras abordagens [26, 27, 28]. Apesar
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dos esforços consideráveis, uma solução completa e rigorosa para a maioria dos siste-

mas realísticos de spin quânticos encontra-se além do presente estágio do atual avanço

cientí�co.

Como mencionado anteriormente, um dos pontos cruciais na utilização de modelos

exatamente solúveis de spins quânticos reside no campo de informação e computação

quântica, onde os modelos têm fornecido um novo cenário para o desenvolvimento e teste

de novas formas de caracterizar emaranhamento quânticos e a não-localidade dos graus

de liberdade e estados que compõem os sistemas físicos reais [29]. As medidas de emara-

nhamento quântico que podem ser obtidas através de alguma propriedade termodinâmica

oferecem uma possibilidade intrigante para testes experimentais [30].

A presença dos materiais magnéticos em nossas vidas é observada desde os pequenos

ímas dos fones de ouvido até a memória de HD do computador. Devido à grande demanda

comercial por novo materias magnéticos ocorre a impulsão das pesquisas de transições de

fase em sistemas magnéticos reais. Diversos materias magnéticos reais foram se apresen-

tando como candidatos razoáveis para serem mapeados analiticamente por modelos de

spins em redes �nitas, inclusive por sistemas matematematicamente simples [27], como

o modelo de Ising, onde os momentos magnéticos possuem uma direção preferência de

ordenamento[11]. Contudo materias magnéticos reais, em sua maioria, são extremamente

frustrados pelos diversos tipos de interações presentes entre os spins que formam sua

estrutura química básica [4].

A frustração geométrica é uma característica que impede, por exemplo, a formação

�perfeita� de um cristal, quando se tem uma pequena quantidade de átomos de determi-

nada substância, resultado em pequenas imperfeições, em função da estrutura geométrica.

A existência de modelos frustrados, também, está presente em sistemas de spin. A palavra

� frustração� foi introduzida para descrever a situação em que um spin (ou um número

de spins) no sitema não pode encontrar uma única orientação para satisfazer plenamente

todas as interações com seu spin vizinho [27].

Durante as primeiras tentativas de se criar um paralelo entre os modelos teóricos em

redes de spin e os compostos químicos magnéticos reais, a maior parte das investigações

concentravam-se em compostos químicos com íons Cu+2 que representavam spins-1
2
ou

com íons Ni+2 que representam spins-1. Entre as cadeias de spin fracionário, onde nosso

particular interesse reside em redes de spin-1
2
, CuCl2 · 2NC5H5 é tido como a primeira
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cadeia quântica que foi investigada experimentalmente [31].

Pensando em uma representação mais minimalista para descrever os componentes quí-

micos reais, pode-se propor três principais condições para que uma substância magnética

seja mapeada e descrita como um modelo tipo Ising:

1. A interação dominante entre os íons magnéticos, que governará o comportamento

magnético, deverá ser de curto alcance [4].

2. O estado fundamental dos íons magnéticos deverá ser um doubleto, o qual é bem

separado na energia de todos os outros estados excitados (normalmente, íons mag-

neticos com estado fundamental tipo doubleto de Kramer [32]).

3. Não deverá haver acoplamento quântico entre estados mutuamente interagentes dos

íons magnéticos. [33].

Existem duas familias de materias isolantes que podem apresentar as propriedades

apresentadas acima. A primeira classe dos materias magnéticos tipo Ising são os compos-

tos químicos conhecidos como terras raras, que contém seus momentos magnéticos dos

íons (como Dy3+, Ho3+ , Tb3+, etc.), interagindo entre eles mesmo basicamente através

de forças de dipolo [27]. Embora a interação magnética de dipolo-dipolo seja em essên-

cia uma interação de longo alcance, a interação dipolar entre os íons terras raras mais

afastados entre si podem ocasionalmente se cancelar.

Sob estas circunstâncias, desconsiderando efeitos eletromagnéticos mais complexos,

pode-se considerar as interações dipolo-dipolo dos íons terra raras apenas entre os íons

que forem primeiros vizinhos, desconsiderando as interações de longo alcance. Esta con-

sideração mostra-se satisfatória de acordo com diversos experimentos realizados [34].

A segunda classe de materias magnéticos tipo Ising é representada por estruturas

químicas chamadas compostos de coordenação [35]. A interação mais importante entre

os centros magnéticos (íons típicos de metais de transição) é a interação de troca, que é

intermediada via intervenção de ligantes não magnéticos e sendo extremamente de curto-

alcance. No entanto, a interação de Ising mais anisotrópica entre os centros magnéticos

pode ser obtida apenas para os íons magnéticos com uma força de interação spin-órbita

su�ciente e/ou uma anisotropia do campo cristalino como, por exemplo, íons tipo Co2+

e Fe3+. Essa condição especí�ca representa a mais importante limitação para um metal

de transição ser identi�cado como um material tipo Ising [34].
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Embora todos os compostos magnéticos moleculares sejam essencialmente estruturas

em três dimensiões, como os demais sistemas reais, grande parte deles pode ser efetiva-

mente mapeada em modelos quânticos de spin em uma dimensão, devido à negligência

das fracas interações nas outras duas dimensões espaciais [5]. O modelo de Heisenberg

unidimensonal apresenta efeitos quânticos mais proeminentes em comparação aos modelos

de dimensões superiores por causa do aumento das �utuações quânticas dos spins que a

redução na dimensionalidade impõe [36].

Redes antiferromagnéicas de spins-1
2
de Heisenberg de duas dimensões, por exemplo,

têm sido alvo de grande interesse, uma vez que se descobriu supercondutividade a altas

temperaturas para alguns compostos formados de óxidos de cobre [4]. Para os sistemas

unidimensionais, por sua vez, é investigada a conjectura de Haldane, que diz que cadeias

de spins semi-inteiros apresentam gap singleto-tripleto enquanto que o mesmo não se

observa em cadeias de spin inteiros [23].

Entre as atuais realizações experimentais dos modelos de Heisenberg de spin-1
2
deve-se

fazer referência aos compostos químicos KCuF3 e Sr2CuO3. Outro composto químico

antiferromagnético quase unidimensional é o CuGeO3, tido como o primeiro material inor-

gânico de spin-Peierls [37]. O protótipo de material escada com spin-1
2
é o SrxCuyOz.

O componente químico SrxCuyOz não serve apenas como modelo experimental para ma-

teriais escada com duas cadeias, SrCu2O3, mas também para redes com mais de duas

cadeias, Sr2Cu3O5 [38].

Vários compostos formados por óxidos de vanádio [5] podem ser descritos de forma

teórica pelo modelo de Heisenberg antiferromagnético, com interações de primeiros e

segundo vizinhos, onde seu estado fundamental é colinerar, como por exemplo V OMoO4

e BaCdV O(PO4)2. O modelo de Heisenberg, além de descrever esses compostos, vem

sendo um amplo motivador do estudo de materiais supercondutores.

Dentre os vários modelos de redes de spin para descrever sistemas físicos reais já

discutidos, um modelo promissor e de particular interesse é o modelo da escada de spins.

O modelo tubo de Heisenberg de spin-1
2
tem recentemente atraído bastante atenção [39,

40, 41]. O termo tubo de spin, geralmente, se refere a um modelo de spin escada com

n-pernas (n ≥ 3) e com condições periódicas entre as n ligação internas, essa região

de ligações periódicas é chamada de degrau. O acoplamento antiferromagnético entre

os degraus, obviamente, causa uma frustração de spin geométrica sempre que o tubo
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tiver um número de ligações periódicas ímpar. Conhecendo esse fato, o tubo de spin-1
2

de Heisenberg possui um gap no seu espectro de excitação de spin em contraste com a

escada com três pernas de spin-1
2
de Heisenberg com condições de contorno abertas nos

degraus [42].

A presença de gap nos estados de excitação é algo corriqueiro em sistemas de spin.

O gap ocorre não devido às anisotropias existentes no sistema, mas por efeitos quânticos

das interações entre os spins da rede [43]. O teorema de Lieb-Schultz-Mattis [44] sugere

que o gap dos spins deve ser acompanhado com uma dupla degenerência do estado fun-

damental com uma quebra espontânea de simetria desde que a célula unitária consista de

três spins. Do ponto de vista experimental, os polímeros de coordenação unidimensionais

[(CuCl2tanchH)3Cl]Cl2 (tach = 1,3,5-triamina ciclohexano)[45] e Cu2Cl4 · D8C4SO2[46]

representam compostos químicos que podem ser descritos pelos modelos spin-1
2
tubo de

Heisenberg com três pernas e com quatro pernas, respectivamente. Entretanto as realiza-

ções experimentais do modelo frustrado do tubo de spin-1
2
de Heisenberg não mostraram

nenhum platô de magnetização, desde que as interações internas dos degraus eram muito

maior que as ligações entre os triângulos [45].

Outro aspecto interessante do tubo triangular de spin-1
2
de Heisenberg é a quiralidade

dos spins. Tem sido demonstrado que a frustração geométrica pode causar uma quira-

lidade de spin na presença de um campo magnético fraco ou um exchange ansiotrópico

[47].

Fora as motivações tecnológicas descritas, voltadas às aplicações diretas dos mode-

los de spin para descrever os comportamentos eletromagnético quântico de componentes

químicos, os modelos magnéticos de spin também possuem as mais diversas aplicações

relacionadas com sistemas cooperativos de interação de muitas partículas. Para exempli-

�car a imensa variadade de aplicações, podemos citar os trabalhos nas aréas de: análise

de séries temporais do mercado �nanceiro [48], segregação urbana [49], alternâncias ele-

tromecânicas das células cardíacas [50] e também na análise de mudanças linguísticas

[48].
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1.3 Apresentação Geral do Trabalho

Nesta tese, estudaremos as propriedades magnéticas e térmicas, de um modelo conhe-

cido como tubo triangular de spin-1
2
frustrados, e as correlações quânticas e as transições de

fase, nas formas clássica e quântica. O modelo é dividido em dois casos: Ising-Heisenberg,

quando as interações entre spins de células triangulares diferentes são consideradas de

Ising; e o modelo de Heisenberg, quando as interações são consideradas de Heisenberg. A

análise do emaranhamento quântico no modelo exatamente solúvel não se restringe uni-

camente ao ponto de vista teórico. Existe uma variedade de componentes químicos que

retém estruturas magnéticas semelhante a uma escada de spin tipo três pernas. Isso pode

ser visto na análise experimental de polímeros de coordenação unidimensionais, como o

[(CuCl2tancH)3Cl]Cl2 (tach = 1,3,5-triamina ciclohexano)[45].

A tese irá contemplar a análise das diversas correlações quânticas e clássicas, por meio

da frustração geométrica da rede e da aplicação de um campo externo no modelo spin

quântico frustrado, representado por escada de spin-1
2
Ising-Heisenberg e de Heisenberg

com três pernas. Para tal �m, estendemos o alcance da análise das correlações quânticas

em novos sistemas de spins quânticos que possam explicar comportamentos experimen-

talmente observados em alguns materiais magnéticos e/ou possam teoricamente prever

novos fenômenos quânticos e cooperativos de fundamental importância em sistemas reais.

Para um melhor entendimento deste trabalho, no próximo capítulo serão abordadas as

principais descrições de modelos de spins em redes e ordenamentos magnéticos. Será feita

uma contextualização histórica, explicado a relação entre as interações de troca e o mag-

netismo na matéria, bem como uma revisão teórica dos principais métodos matemáticos

para solução dos modelos de Ising e de Heisenberg. Também serão discutidos alguns efei-

tos que a frustação geométrica e emaranhamento causam nos processos de magnétização

como: efeito magnétocalórico e platôs de magnetização.

No capítulo 3, será introduzido o conceito de emaranhamento quântico. Abordaremos

os processos de decomposição e formação de estados. Introduziremos o conceito de não-

localidade causal, e como este conceito pode ser medido através da desigualdade de Bell.

Abordaremos os principais quanti�cadores do emaranhamento de formação dos estados,

em especial o conceito de concorrência.

No capítulo 4, será apresentado o método do grupo de renormalização clásssico, que

introduziu os conceitos de renormalização: escalonamento, formação de blocos e trunca-
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gem de estados. Conceitos que puderam ser extendidos para uma abordagem mais geral,

que descreve sistema de spins quanticamente correlacionados. Essa expansão �cou co-

nhecida como grupo de renormalização da matriz de densidade (DMRG, do inglês). Será

apresentado o formalismo das teorias de bandas de energia que modelam as teorias de

impurezas magnéticas diluidas.

No capítulo 5, é voltado para o estudo da técnica do grupo de renormalização da ma-

triz de densidade: seu surgimento e subdivisão em duas sub-técnicas: algoritmo in�nito

e algoritmo �nito. Será mostrado uma aplicação da técnica de DMRG para o modelo 1D

antiferromagnético de Heisenberg. Mostraremos também como é feito o cálculo dos obser-

váveis no DMRG, especi�camente apresentando um método alternativo para se calcular

a magnetização local.

N capítulo 6 iremos introduzir o primeiro modelo de estudo desta tese: o tubo trian-

gular de spin de Ising-Heisenberg , bem como a análise de suas propriedades termodinâ-

micas e de emaranhamento quântico. As contribuições associadas à magnetização total

do sistema e sua propriedades termodinâmicas, onde iremos analisar sua entropia, calor

especí�co e taxa magnetocalórica, para diversos valores de parâmetros que caracterizam

o modelo do tubo triangular de spin-1
2
. A conexão entre as funções termodinâmicas e as

propriedades do estado fundamental serão analisadas.

Em nosso capítulo 7, será apresentado o segundo modelo de estudo desta tese: o tubo

triangular de spin de Heisenberg puro, junto às motivações teóricas que levaram a sua

realização. A partir da aplicação da técnica do DMRG nessa cadeia puramente quântica,

foi possível se obter os espectros de energia, magnetização local, correlações quânticas

entre os spins e fazer uma análise de emaranhamento quântico e não localidade neste

modelo. Por �m, serão mostradas as principais conclusões do trabalho, assim como as

perspectivas de realizações de novos trabalhos.

Os principais resultados produzidos por este trabalho de tese foram publicados recen-

temente em [36, 51, 52].
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Capı́tulo 2
MODELOS MAGNÉTICOS EM REDES DE

SPIN

2.1 Contextualização Histórica

Como referido no capítulo anterior, modelos magnéticos de spin-1
2
evoluíram junta-

mente com o desenvolvimento da mecânica quântica, por meio de duas conquistas teó-

ricas inovadoras: Primeiro, a introdução do modelo de Ising em uma dimensão em 1929

[7], e segundo, o cálculo exato do estado fundamental do modelo de Heisenberg em uma

dimensão através do ansatz de Bethe 1931 [15] .

A descrição quântica de materiais que apresentam propriedades magnéticas, proposta

no modelo de Heisenberg [11], assume que a principal contribuição para o forte magnetismo

da matéria tem sua origem nas interações quânticas e na termodinâmica dos agrupamentos

de spin, dos elétrons pertencentes aos átomos que formam o material.

Uma das explicações vindas de Heisenberg [11] dizia que: o alinhamento dos spins

decorria de seus vizinhos mais próximos. Interações eletrostáticas entre elétrons desem-

parelhados dos orbitais mais externos de íons adjacentes, quando vista pela teoria da

pertubação, produz uma separação dos níveis energéticos eletrônicos, que pode ser enten-

dida como a quantidade de energia necessária para trocar os elétrons dos átomos vizinhos.

Os modelos com impuzeras magnéticas diluidas foram os primeiros modelos em redes

de spin ao qual foram aplicadas as técnicas de grupo de renormalização, que culminaram

no completo entendimento das transições de fase em modelos magnéticos em redes de

spins [53, 54]
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Com base nessas ideias, a presente seção irá se debruçar sobre uma revisão dos con-

ceitos básicos para o tratamento exato e/ou aproximado de modelos teóricos de redes de

spin-1
2
, dando ênfase aos casos unidimensionais dos modelos de Ising e Heisenberg, com

interação de primeiros vizinhos. Introduziremos os conceitos de grupos de renormalização

analisando os modelos com impurezas magnéticas diluidas, mostrando a relação destas

descrição de impurezas com os modelos de Ising e Heisenberg. Além disso, faremos uma

revisão nos métodos de solução exata, solução aproximada via campo molecular aplicados

ao modelo de spin-1
2
. Mostraremos também a solução exata para o modelo de Heisenberg

unidimensional de spin-1
2
. Por �m, iremos apresentar uma discussão sobre alguns modelos

de spin frustrados, que podem apresentar platôs de magnetização e efeito magnétocalórico

intensi�cado.

2.2 Interação de Troca e o Magnetismo

Partindo-se de primeiros príncipios, os modelos magnéticos devem ser descritos utilizando-

se as propriedades da mecância quântica, visto que sistemas puramente clássicos, em equi-

líbrio termodinâmico, não apresentam momentos magnéticos. Esses momentos magnéticos

possuem três origens: o spin do elétron e o momento angular orbital em torno do núcleo,

que fornecem contribuição paramagnética, e a variação no momento orbital induzida pela

aplicação de um campo magnético, que origina uma contribuição diamagnética.

Uma das maneiras mais simples de entender as interações entre spins originárias das

forças de Coulomb é se estudar um sistema formado por dois elétrons, proposto por Heitler

e London em 1927 [55]. Nesse modelo simples, composto por dois átomos de hidrogênio

in�nitamente separados, cada elétron só pode interagir com o próton em sua vizinhança.

Dessa maneira, podemos separar o Hamiltoniano como a soma de Hamiltonianos de uma

variável, que envolvem apenas as coordenadas espaciais de cada elétron, da seguinte forma:

H0ψ(~r1, ~r2, ~R1, ~R2) = (~h1 + ~h2)ψ(~r1, ~r2, ~R1, ~R2) = E0ψ(~r1, ~r2, ~R1, ~R2), (2.1)

sendo

~hi =
−~2

2m
∇2
i −

e2

|~ri − ~Ri|
(2.2)

onde ~r1 e ~r2 são as coordenadas dos elétrons e ~R1 e ~R2 são as coordenadas dos núcleos.
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Considerando que os núcleos são muito mais pesados que os elétrons é razoável dizer

que os núcleos estão quase �xos com respeito ao movimento dos elétrons. Pode-se �xar ~R ,

a con�guração nuclear, em um conjunto de valores {~R1, ~R2} e resolver o Hamiltoniano com

relação às variáveis dos elétrons. Desta forma a autofunção eletrônica ψ(~r1, ~r2, ~R1, ~R2) irá

depender só parametricamente de ~R. Por essa razão, a dependência das coordenadas dos

núcleos será omitida em inúmeras deduções a seguir.

As funções de onda do estado fundamental dos Hamiltonianos de um elétron satisfazem

a equação:

~hiφi(~ri) = ε0φi(~ri) (2.3)

Como consequência do Hamiltoniano do sistema ser uma soma de Hamiltonianos de

um elétron, podemos escrever a função de onda total como um produto das funções de

onda de cada Hamiltoniano individual. No entanto devemos lembrar que pelo princípio de

Pauli a função de onda do sistema deve ser anti-simétrica. Portanto, a função de onda será

escrita como uma combinação linear dos produtos das funções de onda dos Hamiltonianos

individuais,

ψ(~r1, ~r2, ~R1, ~R2) =
(
φ(~r1, ~R1)φ(~r2, ~R2)− φ(~r1, ~R2)φ(~r2, ~R1)

)
. (2.4)

Na eq. 2.4 a dependência das coordenadas dos núcleos foi deixada explicíta para en-

fatizar que o primeiro e o segundo termos da função de onda estão centrados em posições

diferentes. Enquanto os átomos estiverem bem afastados, a restrição imposta pelo prin-

cípio de Pauli na função de onda é irrelevante, pois o último termo da função de onda é

muito pequeno. Nesse limite uma boa aproximação para a função de onda será:

ψ = φ1(~r1, ~R1)φ2(~r2, ~R2). (2.5)

Na medida que o espaçamento entre os prótons se torna menor, ~R2 − ~R1, o último

termo da função de onda ψ da 2.4 se torna relevante. As aproximações em que não existe

interação entre os elétrons e nem interação entre o elétron em um atómo com o núcleo do

outro, não podem ser mais utilizadas.
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O Hamiltoniano do sistema quando os dois átomos estão próximos será expresso por:

H = H0 +Hi, (2.6)

onde

Hi = e2
( 1

|~r1 − ~r2|
+

1

|~R1 − ~R2|
+

1

|~r1 − ~R2|
+

1

|~r2 − ~R1|

)
. (2.7)

Quando os prótons se aproximam, os níveis de energia que eram degenerados se abrem

devivo a interação entre os átomos. A abertura dos níveis devido à interação entre os

átomos é pequena comparada com todas as outras excitações de energia do sistema de

dois elétrons. Sob essas condições, podemos representar então o sistema de duas partículas

por um simples sistema de quatro estados (duas direções de spin), o qual é o subespaço

de menor energia da molécula H2.

A partir de deste ponto, vamos calcular a correção na energia devido à interação

coulombiana entre os átomos utilizando a teoria de pertubação de primeira ordem.

A correção de primeira ordem para a energia é simplesmente o valor médio do termo

de interação nos estados não perturbados. Assim, temos:

E = E0 +

∫
ψ∗Hiψ. (2.8)

Se utilizarmos a função de onda da Eq. 2.5, o termo de correção será

U =

∫ [
φ∗1(~r1)φ∗2(~r2)

]
Hi

[
φ1(~r1)φ2(~r2)

]
d~r2d~r2 (2.9)

Este termo tem a interpretação física de ser a interação média de Coulomb entre os

átomos, denominado termo direto. Este resultado, contudo, foi obtido sem considerar

o princípio de Pauli. O princípio de Pauli requer que a função de onda total seja anti-

simétrica pela troca das coordenadas de spin e espacial. As coordenadas de spin deverão

ser incluídas explicitamente na função de onda, apesar do Hamiltoniano não depender de

spin, pois os elétrons (férmions) utilizam os graus de liberdade de spin como uma maneira

para minimizar suas energias.
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O Hamiltoniano comuta com os operadores de spin, sendo possível escolher uma base

de autofunções em comum com ~S2 e ~Sz. Podemos escrever então a função de onda total

como o produto da autofunção de spin e da auto função espacial. As auto funções espaciais

normalizadas, anti-simétricas e simétricas, do Hamiltoniano H são, respectivamente:

ΦA =
1√

2(1 + l2)

(
φ1(~r1)φ2(~r2)− φ1(~r2)φ2(~r1)

)
;

ΦS =
1√

2(1− l2)

(
φ1(~r1)φ2(~r2) + φ1(~r2)φ2(~r1)

)

(2.10)

onde

l2 =

∫ [
φ∗1(~r1)φ∗2(~r2)

][
φ1(~r2)φ2(~r1)

]
d~r1d~r2 (2.11)

é a integral de sobreposição da função de onda.

À medida que as duas partículas se aproximam, a função anti-simétrica vai a zero,

ou seja, ΦA → 0. Portanto, é improvável que partículas no mesmo estado anti-simétrico

sejam encontradas próximas umas das outras. Por outro lado, quando os átomos estão

in�nitamente afastados l2 é nulo.

As possíveis combinações, estruturadas sobre a condição da função de onda total ser

anti-simétrica, são:

Ψ0 =
1√

2(1 + l2)

(
φ1(~r1)φ2(~r2) + φ1(~r2)φ2(~r1)

)
χ0;

Ψ1,j =
1√

2(1− l2)

(
φ1(~r1)φ2(~r2)− φ1(~r2)φ2(~r1)

)
χ1,j. (2.12)

onde j = 1, 0 ou −1.

Devemos lembrar que as funções de onda, dadas na eq. 2.12, são soluções com energias

degeneradas. Quando nós calculamos a correção de energia em primeira ordem na teoria

de pertubação, encontramos:
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E(0) = 〈ψ0|H|ψ0〉 =

∫
ψ∗0H(~r1, ~r2)ψ0 = 2ε0 +

U + V

1 + l2

E(1) = 〈ψ1|H|ψ1〉 =

∫
ψ∗1H(~r1, ~r2)ψ1 = 2ε0 +

U − V
1− l2 , (2.13)

onde E(0) e E(1) são as energias do estado fundamental, quando a autofunção de spin

assume os estados singleto e tripleto sendo, respectivamente:

V =

∫ [
φ∗1(~r1)φ∗2(~r2)

]
Hi

[
φ1(~r1)φ2(~r2)

]
d~r1d~r2, (2.14)

que representa a energia de troca de um elétron entre dois átomos. O termo V é o

elemento da matriz da interação de Coulomb tomado entre o estado no qual o elétron

1 está acoplado com o núcleo 2 e o elétron 2 é acoplado com um núcleo 1. A energia

de troca decresce rapidamente (comparando com o termo direito) com o aumento da

distância entre os prótons.

Quanto à parte de spin, a álgebra de momentos angulares para dois spins-1
2
nos fornece

quatro estados caracterizados pelo seu spin total S:

S = 0 ⇒ Singleto : |φ0〉 =
1√
2

(
| ↑↓〉 − | ↓↑〉

)
; (2.15)

S = ~ ⇒ Tripletos : |φ1〉 =
{
| ↑↑〉, | ↓↓〉 e

1√
2

(
| ↑↓〉+ | ↓↑〉

)}
. (2.16)

Se o estado fundamental é singleto |φ0〉 ou tripleto |φ1〉 será determinado pelo estado

que apresentar o valor mais baixo de energia. Desta forma, o valor do gap de energia,

causado pela interação, é expresso por:

E(0) − E(1) =
2l2U − 2V

1− l4 = −J, (2.17)

onde J é denominado de parâmetro de troca.

Como pôde ser visto, a interação de troca que tem sua origem na teoria quântica,

sendo responsável pelo ordenamento magnético na matéria. Apesar de não ser capaz de

de�nir alguma orientação dos momentos magnéticos em função dos eixos cristalográ�cos,
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por ser de natureza isotrópica, produz um ordenamento mútuo dos spins em vários sítios

da rede.

A interação de troca, entre duas partículas a e b com raios das camadas incompletas,

ra e rb, respectivamente, e com uma separação dos atómos, rab = |ra − rb|, é dada por:

J =
e2

4πε0

∫
φ∗a(ra)φ

∗
b(rb)

1

rab
φa(rb)φb(ra)d

3rad
3rb, (2.18)

onde φ é a função de onda da respectiva partícula. A interação de troca entre dois

momentos de spins vizinhos surge da sobreposição dos orbitais magnéticos entre dois

átomos adjacentes. Se J > 0 temos que E(1) > E(0) e, portanto, o estado fundamental

será singleto.

A energia de troca J tem a propriedade de decrescer rapidamente com a distância

entre os íons (decaimento exponencial), em contraste com a interação coulombiana que

decresce mais lentamente (≈ 1
r
). A razão é que J contém um produto de funções de onda

de elétrons ligados em núcleos diferentes, portanto J dependerá do envolvimento das

funções de onda, e este envolvimento descrece exponencialmente com a distância. Desta

maneira, a interação de troca corresponde a uma interação de curto-alcance, em contraste

com a interação dipolar que é de longo alcance (≈ 1
r3

). Se o sinal do parâmetro de troca

é negativo, o sistema apresenta um comportamento ferromagnético, ou seja, seus spins se

alinham paralelamente. Quando este é positivo, o sistema apresenta um comportamento

antiferromagnético, ou seja, seus spins se alinham anti-paralelamente.

O eixo fácil de magnetização representa a orientação numa dada direção da distribui-

ção de spins ordenados, de�nida com respeito ao eixo cristalino. Pode-se, assim, incluir

novos termos de interação que transforme o Hamiltoniano de Heisenberg num modelo

anisotrópico, como, por exemplo, um termo dipolar proporcional à (~rij ·~Si)(~rij ·~Sj)
r3ij

.

Na prática, as interações magnéticas (dipolar, quadrupolar, etc) são essenciais para

existência da anisotropia magnetocristalina, que se manisfesta com a dependência da

energia do cristal na orientação dos momentos magnéticos dos íons com relação ao eixo

cristalino. Podemos dizer que num cristal existem campos magnéticos efetivos internos

que tendem a orientar os momentos magnéticos em um dada direção privilegiada. Este

campo pode alterar algumas vezes as orientações mútuas dos momentos magnéticos dos

átomos, distorcendo a estrutura magnetocristalina.
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Interessante notar que o magnetismo dos elementos de transição, do grupo 8 da tabela

periódica é sempre associado ao momento magnético dos spins. Isto ocorre porque nos

cristais, formados por elementos do grupo 8, o campo cristalino geralmente remove as de-

generescências orbitais dos estados eletrônicos responsáveis pelas propriedades magnéticas

dos compostos.

Os compostos magnéticos isolantes reais são, com raras exceções, antiferromagnéticos

[56, 57]. O estado fundamental ferromagnético corresponde a todos os spins alinhados

paralelamente. Entretanto, o estado fundamental deste mesmo Hamiltoniano, para o

caso antiferromagnético, não corresponde necessariamente a todos os spins intercalados

antiparalelamente (estado Néel) [58]. O estado de Néel não é a única possibilidade de con-

�guração para o estado fundamental do Hamiltoniano antiferromagnético. Este depende

da geometria e dos valores escolhidos para acoplamentos antiferromagnéticos, pois existe

uma in�nidade de estados de spin total nulo (Sz = 0), que devem ser combinados para

formar o estado fundamental do sistema [3]. A diferença em estabelecer um estado fun-

damental é o maior atrativo teórico que surge no estudo do modelos antiferromagnéticos

de Heisenberg [56].

A análise qualitativa de outros casos pode ser realizada partindo de uma escolha

diferente paraHi do Hamiltoniano da eq. 2.6 como, por exemplo, o caso do preenchimento

de uma subcamada atômica. Neste caso, ~R1 = ~R2 e, dessa forma, os Hamiltonianos, h1 e

h2, serão idênticos e V será a repulsão coulombiana entre os elétrons. Se a camada não for

degenerada, como os orbitais s, o estado singleto será o de menor energia. Para construir

o Hamiltoniano de dois spins de forma que represente o sistema de dois elétrons, deve-se

escrever as relações de comutação do operador de spin do elétron:

~S2
i ψi = Si(Si + 1)ψi =

1

2

(
1 +

1

2

)
ψi =

3

4
ψi. (2.19)

Portanto, o operador de spin total, ~S = ~S1 + ~S2, satisfaz:

~S2ψi = (~S1 + ~S2)2 =
3

2
+ 2(~S1 · ~S2), (2.20)

onde o produto escalar dos operadores de spin, ~S1 · ~S2, será igual a :

Instituto de Física - UFAL



MODELOS MAGNÉTICOS EM REDES DE SPIN 21

1. ~S1 · ~S2 = −3
4
, no estado singleto (S = 0);

2. ~S1 · ~S2 = 1
4
, no estado tripleto (S = 1).

Podemos, então, reescrever o operador �produto escalar� da seguinte maneira:

Hspin = ~S2 =
1

4
(E0 + 3E1)− (E0 − E1)(~S1 · ~S2). (2.21)

O estado fundamental será ferromagnético ou antiferromagnético, dependendo do valor

do produto escalar entre os spins. Pode-se omitir a constante comum para os quatro

estados, rede�nindo o zero da energia do sistema, e escrever o Hamiltoniano da eq. 2.21

como:

Hspin = ~S2 = −(E0 − E1)(~S1 · ~S2) = J(~S1 · ~S2). (2.22)

O Hamiltoniano de spin da equação 2.22 possui, em uma forma minimalista, informação

sobre a abertura dos níveis de energia.

Com base na mesma argumentação para construção do Hamiltoniano de dois átomos,

podemos escrever o Hamiltoniano para N átomos. Quando os N átomos de spins S estão

separados, o estado fundamental será (2s−1)N vezes degenerado, e os níveis de energia se

abrem à medida que a distância entre os átomos diminui. A abertura dos níveis será muito

menor que qualquer outra energia de excitação e por isso podemos utilizar o Hamiltoniano

de spin para descrever a abertura dos níveis do estado fundamental degenerado.

Podemos construir uma função de operadores que represente a abertura dos níveis de

energia. A forma do Hamiltoniano de spin será simplesmente a forma do caso de dois

spins,

Hspin =
∑

ij

Jij(~Si · ~Sj), (2.23)

onde Jij é a interação de troca entre o sítios i e o sítio j. Com relação ao Hamiltoniano

de spin, é interessante notar que:
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1. Para aparecer somente produtos de pares de operadores de spin no Hamiltoniano, é

necessário que todos os átomos estejam su�cientemente distantes para que a sobre-

posição da função de onda de seus elétrons seja pequena.

2. Quando o momento angular de cada elétron tiver uma parte angular e uma parte

de spin, o acoplamento no Hamiltoniano de spin poderá depender da orientação de

spin absoluta, bem como da relativa.

Para considerar os efeitos de anisotropia acrescentamos no Hamiltoniano um segundo

termo que irá considerar a interação dos spins com o campo magnético externo ~H, sendo

assim:

Hspin =
∑

ij

Jij(~Si · ~Sj) + gµB ~H ·
∑

i

~Si (2.24)

onde g é a razão giromagnética e µB é o magnéton de Bohr. O Hamiltoniando da equação

2.24 é conhecido como Hamiltoniano de Heisenberg, ponto de partida para teorias de

magnetismo em isolantes, onde os elétrons são localizados.

Para o caso em que consideramos apenas a componente Sz, ao invés do vetor tridi-

mensional de spin ~S, o modelo de Heisenberg se reduz ao modelo conhecido como modelo

de Ising. O modelo de Ising corresponde, do ponto de vista fenomenológico, ao limite de

Heisenberg anisotópico, no qual Jzij �
(
Jxij, J

y
ij

)
.

Como o único tipo de interação que atua no sistema de Ising a campo nulo é a interação

de Coulomb direta entre spins dos dois íons, esse tipo de interação é comumente chamado

de modelo de troca direta [44]. Contudo a interação entre dois átomos magnéticos não

ocorre somente devido ao termo de troca direta, J . Pode ocorrer também o caso em

que dois íons magnéticos sejam separados por um átomo não magnético (isto é, que tem

sua última camada eletrônica completa). Nesse caso, os átomos magnéticos têm uma

interação magnética intermediada por elétrons do seu vizinho em comum, não magnético.

Esse tipo de interação é denominada super-troca [27].

Uma outra fonte de interação magnética pode ocorrer entre elétrons nas camadas f

parcialmente cheias em materiais terras raras. Em adição a seu acoplamento de troca

direta, os elétrons f são acoplados com elétrons de condução pela interação entre eles.

Essa interação pode ser mais forte que o acoplamento de troca direta, já que nas camadas f

geralmente a sobreposição da função de onda é pequena. Esse mecanismo é denominado
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como troca indireta [27]. Em geral, os termos J terão contribuições de mais de um

mecanismo.

2.3 Modelo de Ising em um Campo Longitudinal

2.3.1 Metódo Aproximativo: Teoria do Campo Molecular

Essa seção irá se debruçar em uma compreensível descrição do mais básico método de

solução para o modelo de Ising de spin-1
2
conhecida como aproximação do campo molecular

ou campo médio [28], para o caso do modelo de spin-1
2
de Ising num campo longitudinal.

A aproximação de campo médio oferece uma ferramenta simples para estimar o com-

portamento magnético geral de sistemas estatísticos de spin em redes complexas, onde o

tratamento exato não pode ser aplicado.

O modelo Ising pode ser representado por rede de geometria arbitrária formada por

N spins, na qual cada um dos N sítios da rede está preenchido por um spin σ, que pode

assumir dois valores, +1
2
(spin orientado no sentido positivo do referencial) e −1

2
(spin

orientado no sentido negativo do referencial).

Agora, considere uma rede de spins de Ising submetida, em adição à interação de troca

entre primeiros vizinhos J , a um campo externo h, relacionado com a energia magnetostá-

tica de Zeeman que representa a interação do momento de dipolo magnético com o campo

magnético externo H, como descrito na equação 2.24.

A de�nição do campo externo h engloba o fator g de Landé e a o magneton de Bohr

µB através da relação h = gµBH. Além disso, para J > 0, o sistema se comporta como

ferromagnético. Para J < 0, o sistema será antiferromagnético.

O Hamiltoniano deste modelo de spin-1
2
de Ising num campo longitudinal é dado pela

equação:

H = −J
qN
2∑

〈ij〉

σiσj − h
N∑

k=1

σk. (2.25)

Na equação acima, q representa o número de coordenação (número de vizinhos pró-

ximos). O modelo de Ising dado pela eq. 2.25 é semi-clássico, porque ele leva em consi-

deração a quantização do momento magnético (spin), mas ele é desprovido de �utuações

quânticas, relacionadas com a não comutabilidade entre as componentes de spin [59].

Instituto de Física - UFAL



MODELOS MAGNÉTICOS EM REDES DE SPIN 24

O método do campo molecular constiste na soma sobre os graus de liberdade de spin

para apenas um spin central individual e substituir todos os seus vizinhos por um campo

molecular médio proporcional ao valor esperado das contruibuições de todos os outros

spins adjacentes [59, 27].

Deste modo, o Hamiltoniano, eq. 2.25, escrito para um único spin situado no sítio i,

é:

Hi = −Jσi
q∑

j=1

〈σj〉 − hσi. (2.26)

O princípio fundamental, deste método aproximativo, é negligenciar todas as �utu-

ações locais nas correlações entre os pares de spins, que substancialmente simpli�ca o

tratamento ao considerar um modelo essencialmente feito por spins não interagentes na

presença de um campo efetivo hef = h+ Jq〈σi〉.
O ponto inicial da teoria de campo médio é a equação de Gibbs-Bogoliubov [60]. O

princípio variacional de Gibbs-Bogoliubov é baseado na inequação:

G ≤ Φ ≡ G0 + 〈H −H0〉0, (2.27)

Acima, G e H representam a verdadeira energia livre de Gibbs e o Hamiltoniano

completo a ser considerado no modelo estatístico, enquanto G0 e H0 representam a energia

livre teste e o Hamiltoniano teste do modelo estatístico simpli�cado no qual é possivel

se realizar uma solução exata ( o simbolo 〈. . . 〉0 especi�ca o valor médio no ensemble

canônico dentro do modelo simpli�cado com Hamiltoniano H0 ).

A expressão Φ representa a energia de Gibbs variacional que deve passar por um

processo de minimização, uma correta escolha do Hamiltoniano teste H0. Sendo assim, a

precisão da aproximação variacional será intimamente ligada à escolha da rede teste para

H0 que tentará descrever o modelo inicial H que se deseja calcular.

Como dito anteriormente, a aproximação do campo molecular presume uma indepen-

dência do spin de Ising, que é assumida pela substituição do campo magnético atual para

o campo efetivo que considera a contribuição média esperada das interações entre os spins

vizinhos próximos com o spin central.

Portanto, o campo médio para o modelo de Ising, numa cadeia unidimensional na

presença de um campo magnético externo, pode ser mapeado utilizando-se o seguinte
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Hamiltoniano teste:

H0 = −γ
N∑

k=1

σk, (2.28)

que irá depender de um único parametro variacional γ, que pode ser visto como um

campo efetivo. A função de partição Z0, a energia livre de Gibbs G0 e a magnetização

m0 = 〈σi〉0 do modelo de Ising são, respectivamente:

Z0 =
∑

{σk}

exp
(
− βH0

)
=

N∏

k=1

∑
∑
k=± 1

2

exp
(
γβσk

)
=
[
2 cosh

(βγ
2

)]N
,

G0 = −kBT lnZ0 = −NkBT
[

ln(2)− ln cosh
(γβ

2

)]
,

m0 = − 1

N

∂G0

∂γ
=

1

2
tanh

(βγ
2

)
. (2.29)

Pode ser facilmente provado, com a ajuda das equações 2.29, que o valor esperado da

correlação entre pares de spins pode ser desacoplada dentro da teoria de campo médio,

como uma segunda potência da magnetização local:

〈σiσj〉0 = 〈σi〉0〈σj〉0 = m2
0, (2.30)

e subsequentemente, pode-se calcular o valor médio entre o Hamiltoniano teste H0 e o

Hamiltoniano do modelo inicial H, que representam o lado direito da inequação Gibbs-

Bogoliubov:

〈H −H0〉0 =
∑

{σk}

[
H−H0

]
exp

(
− βH0

)
= −Nm0(

qJm0

2
+ h− γ). (2.31)

A forma �nal da energia livre Φ = G0 + 〈H−H0〉0 determina um limite superior para

a energia livre de Gibbs verdadeira, que será dada pelas soma das equações 2.29 e 2.31:

Φ = −NkBT
[

ln 2− ln cosh
(γβ

2

)
+ βm0(

qJm0

2
+ h− γ)

]
. (2.32)

Neste ponto, deve-se minimizar a energia livre Φ com respeito ao campo γ, com intuito

de se encontrar a energia livre de Gibbs verdadeira do sistema. Sendo assim,
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∂Φ

∂γ
= 0 ⇐⇒

(
qJm0 + h− γ

)∂m0

∂γ
= 0. (2.33)

Este procedimento encontra o valor correto do parâmetro variacional, γ = qJm0 + h, que

está de acordo com a expectativa fenomenológica da equação 2.26. Com o valor correto

do parâmetro variacional, γ, aplicado na equação 2.32, obtém-se a real energia livre de

Gibbs do sistema:

G = −NkBT
{

ln 2− ln cosh
[β

2
(qJm0 + h)

]
−
(βqJ

2

)
m2

0

}
. (2.34)

Interessante notar que a magnetização deve obdecer a uma equação transcendental: m0 =

m, de acordo com as equações 2.34 e 2.29:

m =
1

2
tanh

(βqJm
2

)
(2.35)

que indica uma magnetização espontânea não nula relacionada com o ordenamento de

longo alcance da fase ferromagnética em baixas temperaturas.

É bem sabido que o modelo de Ising de spin-1
2
pode exibir na ausência de um campo

magnético externo uma transição de fase de segunda ordem continua de um ordenamento

ferromagnético para uma fase paramagnética com o aumento da temperatura. A tempe-

ratura critica dessa transição de fase pode ser obtida através de uma expansão em serie de

potências da equação 2.35 considerando-se apenas o primeiro termo da expansão temos:

m =
βcqJm

4
⇐⇒ Tc =

qJ

4kB
(2.36)

onde Tc e βc = 1
kBTc

são a temperatura crítica e o inverso da temperatura crítica, respec-

tivamente. A natureza de como a magnetização espontânea desaparece nas proximidades

do ponto crítico, e pode ser obtida pela expansão da equação 2.35, mantendo-se os 2

primeiros termos não nulos:
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m(T ≤ Tc, h = 0) ≈
(

1− T

Tc

) 1
2
. (2.37)

Deve ser frisado que o ponto crítico dessa transição de fase contínua pode ser, alter-

nativamente, obtido de acordo com a teoria de Landau para as transições de fase como

uma expansão em campo nulo da energia livre de Gibbs com respeito a um parâmetro

de ordem. A fórmula 2.33 para a energia de Gibbs na ausência de um campo externo,

torna-se

G(h = 0) = −NkBT
{

ln 2− ln
[

cosh
(βqJm

2

)]
− βqJm2

2

}
. (2.38)

Expandindo a expressão 2.37 com respeito a magnetização local nas proximidades do

ponto crítico, surge

G(h = 0,m→ 0) = N
(
g0 + g2m

2 + g4m
4 . . .

)

g0 = −kBT ln2,

g2 =
qJ

2

(
1− βqJ

2

)
,

g4 =
qJ

24

(βqJ
2

)3

. (2.39)

A transição de fase continua é dada pelas constantes g2 = 0 e g4 > 0, dentro da teoria

de Landau para a transições de fase, que está de acordo com a condição critica, relação

2.36.

Desta forma, a teoria de Landau mostra a existência de uma transição de fase contínua

para o modelo de Ising de spin-1
2
independente da escolha do tipo de rede assumida. Porém

a temperatura crítica varia de acordo com o número de coordenação q escolhido. Deste

ponto de vista, a temperatura crítica não nula na cadeia de Ising unidimensional, com

q = 2, é um dos grandes problemas da teoria do campo molecular. Para dimensões

superiores, o resultado aproximado torna-se exato no limite que q →∞.

2.3.2 Solução Exata: Metódo da Matrix de Transferência

A maior vantagem das cadeias unidimensionais de Ising encontra-se no fato que elas

podem ser tratadas exatamente através do método da matriz de transferência mesmo
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na presença de um campo magnético externo [61]. Deve-se ressaltar, no entanto, que

os modelos de Ising unidimensional não podem exibir uma criticalidade não-trivial em

temperatura �nita, em contraste com os seus homólogos bidimensionais.

Agora, considere o Hamiltoniano para uma cadeia unidimensional, com condição de

contorno periódica, constituida de N spins de Ising representada por:

H = −J
N∑

i=1

σiσi+1 − h
N∑

i=1

σi, (2.40)

onde, σi = ±1
2
denota a variável de spin de Ising localizada no sítio i da cadeia linear. O

acoplamento de troca J entre os primeiros-vizinhos possui a mesma intensidade por toda

cadeia, por simplicidade, e a condição periódica de contorno impõe que σN+1 ≡ σ1. O

comportamento global da magnetização no limite termodinâmico, N →∞, não depende

das condição de contorno escolhida. A de�nição σN+1 ≡ σ1 é equivalente a ligar as duas

pontas da cadeia e formar um círculo de spins, causando uma invariância translacional

que simpli�ca bastante os cálculos.

A maneira mais direta de se obter a solução exata é o método da matriz de trans-

ferência, originalmente introduzido para a física estatistica por H. A. Kramers e G. H.

Wannier [18]. Por conveniência, podemos reescrever o Hamiltoniano, representado pela

equação 2.40, numa forma mais simétrica:

H = −
N∑

i=1

[
Jσiσi+1 + h

(σi + σi+1

2

)]
. (2.41)

Pelo uso do Hamiltoniano simetrizado, demonstrado na 2.41, tem-se uma função de

partição,

Z =
∑

σi

N∏

i=1

exp
[
− βH

]
, (2.42)

onde β = 1
kBT

, sendo kB a constante de Boltzmann e T a temperatura absoluta do sistema,

pode ser facilmente fatorada num produto de vários termos que relacionam apenas dois

spins adjacentes:

Z =
∑

σ1=± 1
2

∑

σ2=± 1
2

· · ·
∑

σN=± 1
2

N∏

i=1

exp
[
βJσiσi+1 + βh

(σi + σi+1

2

)]
. (2.43)

Instituto de Física - UFAL



MODELOS MAGNÉTICOS EM REDES DE SPIN 29

Então, pode-se substituir cada fator no produto, equação 2.43, pela função T (σi, σi+1)

dependendo apenas dos dois spins vizinhos próximos, σi e σi+1:

Z =
∑

σ1=± 1
2

∑

σ2=± 1
2

· · ·
∑

σN=± 1
2

T (σ1, σ2)T (σ2, σ3) . . . T (σN , σ1), (2.44)

onde a função T (σi, σi+1) é:

T (σi, σi+1) = exp
[
βJσiσi+1 + βh

(σi + σi+1

2

)]
. (2.45)

Vale salientar que a função 2.45 não é a única escolha possível para T (σi, σi+1) , ela

pode ser multiplicada, por exemplo, por um fator do tipo exp[a(σi − σi+1)], sendo a

uma constante arbitrária, sem perder a validade da equação 2.43. Contudo, a escolha de

T (σi, σi+1) deve preservar a simetria:

T (σi, σi+1) = T (σi+1, σi), (2.46)

que está de acordo com a simetria de translação imposta pela condição de contorno pe-

riódica.

Em seguida, é preciso calcular a função de partição, eq. 2.44, realizando o somatório

sobre a variável de spin do sítio i das expressões T (σi−1, σi) e T (σi, σi+1), temos:

∑

σi=± 1
2

T (σi, σi−1)T (σi, σi+1) =
∑

σi=± 1
2

exp
[
βJσi(σi−1 + σi+1) +

βh

2

(
2σi + σi+1 + σi−1)

)]
=

exp
[βh

2
(σi−1 + σi+1)

]{
exp

[βJ
2

(σi+1 + σi−1) +
βh

2

]
+ exp

[
− βJ

2
(σi+1 + σi−1)− βh

2

]}
.

(2.47)

O mesmo resultado pode ser obtido assumindo que T (σi, σi+1) é uma matriz quadrada,

T (σi, σi+1) =


T (+,+) T (+,−)

T (−,+) T (−,−)


 =


exp

[
β
4
(J + 2h)

]
exp

(
− βJ

4

)

exp
(
− βJ

4

)
exp

[
β
4
(J − 2h)

]

 , (2.48)

que está relacionada com as 4 con�gurações possíveis entre dois spins adjacentes, σi e

σi+1. O elemento de matriz T (+,−) é o fator de Boltzmann, que pode ser obtido através
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equação 2.46, pela consideração da con�guração de spin com σi = 1
2
e σi+1 = −1

2
. Cada

linha na matriz T (σi, σi+1) leva em conta apenas uma con�guração especi�ca do spins

σi dentre todas as possíveis con�gurações acessíveis da variável σ, enquanto cada coluna

determina um estado diferente para o spin σi+1.

Através da matriz T (σi, σi+1), equação 2.48, uma importante relação pode ser obtida,

tomando-se o quadrado de T (σi−1, σi+1)

T 2(σi−1, σi+1) =

[
exp

[
βJσi−1σi+1 + βh

(
σi−1+σi+1

2

)]
exp

[
− βJσi−1σi+1 + βh

(
σi−1−σi+1

2

)]
exp

[
− βJσi−1σi+1 + βh

(
−σi−1+σi+1

2

)]
exp

[
βJσi−1σi+1 − βh

(
σi−1+σi+1

2

)]
]2

= exp
[βh

2
(σi−1 + σi+1)

]{
exp

[βJ
2

(σi+1 + σi−1) +
βh

2

]

+ exp
[
− βJ

2
(σi+1 + σi−1)− βh

2

]}
. (2.49)

Observa-se uma relação direta com a equação 2.47, ou seja,

∑

{σi}

T (σi, σi−1)T (σi, σi+1) = T 2(σi+1, σi−1). (2.50)

Então, a função de partição, Z, é escrita como a soma sobre todos os estados de spin

{σ1, σ2, . . . σN}, podendo se tornar uma única soma sobre N sucessivas multiplicações da

matriz T :

Z =
∑

σ1=± 1
2

∑

σ2=± 1
2

· · ·
∑

σN=± 1
2

T (σ1, σ2)T (σ2, σ3) . . . T (σN , σ1)

=
∑

σ1=± 1
2

∑

σ3=± 1
2

· · ·
∑

σN=± 1
2

T 2(σ1, σ3)T (σ3, σ4) . . . T (σN , σ1)

=
∑

σ1=± 1
2

TN(σ1, σ1) = TN(+,+) + TN(−,−) = Tr[TN ]. (2.51)

Já se pode compreender o porquê da matriz T ser conhecida como matriz de transfe-

rência, ela transfere a dependência de um spin para seus vizinhos próximos.

Portanto, solução exata, para a cadeia de spin de Ising num campo longitudinal,

equivale a calcular o traço sobre a matriz TN , se asseguramos condições de contorno

periódicas.
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Utilizar-se da invariância do traço com respeito as permutações cíclicas do produto

de matrizes, Tr[ABC] = Tr[BCA] = Tr[CAB] (sendo A,B e C representado matrizes

quadradas), é bastante conveniente quando se deseja calcular o traço da matriz TN . Com

isso em mente, a matriz unitária, U , e sua inversa, U−1 (sendo UU−1 = 1) podem ser

usadas para converter T para uma forma diagonal:

UTU−1 = Λ =


λ+ 0

0 λ−


 . (2.52)

Depois, inserindo estes produtos na relação 2.51, obtem-se:

Z = Tr[TN ] = Tr[(UU−1)T (UU−1)T (UU−1)T . . . (UU−1)T ]

= Tr[(U−1TU)(U−1TU)(U−1TU) . . . (U−1TU)] = Tr[ΛN ]. (2.53)

Isto signi�ca que TN e ΛN possuem o mesmo traço, sem depender de uma particular

escolha da base. A matriz ΛN é a enésima potência de uma matriz diagonal:

ΛN =


λ

N
+ 0

0 λN−


 . (2.54)

Para calcular o traço desejado Tr[TN ] = Tr[ΛN ] =
∑

i λ
N
i , com i ∈ {±}, é necessário

apenas calcular os autovalores λi de T . Os autovalores podem ser encontrados resolvendo

a seguinte equação secular:

Det|T − λiI| =


exp

[
β
4
(J + 2h)

]
− λi exp

(
− βJ

4

)

exp
(
− βJ

4

)
exp

[
β
4
(J − 2h)

]
− λi


 = 0, (2.55)

que satisfazem essa equação 2.55. Os autovalores são:

λ± = exp(βJ)
[

cosh(βH)±
√

sinh2(βh) + exp(−4βJ)
]
. (2.56)

Este é o ponto �nal da solução exata do modelo, desde que toda a termodinâmica pode
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ser obtida através da função de partição 2.53. Se especi�carmos que h = 0, na equação

2.56, a função de partição obtida será a mesma independente da condição de contorno

assumida, no limite termodinâmico N → ∞. A expressão �nal para a energia livre de

Helmholtz por spin é sempre inferior a unidade:

F = −kBT
1

N
lim
N→∞

lnZ = −kBT
1

N
lim
N→∞

ln
(∑

i

λNi

)

= −kBT
1

N
lim
N→∞

ln
{
λN+

[
1 +

(λ−
λ+

)N]}
= −kBT lnλ+. (2.57)

De acordo com a energia livre de Helmholtz, eq. 2.57, todas as quantidade termodinâ-

micas depedem somente do maior autovalor λ+ da matriz de transferência. Este resultado

também é válido para outros sistemas interagentes de muitas partículas, que forem tra-

tados usando o método da matriz de transferência. Então, o problema de encontrar a

solução exata via o método da matriz de transferência é essencialmente um problema de

encontrar o maior autovalor da matriz de transferência.

A ausência de transições de fase no modelo unidimensional de Ising signi�ca que

o modelo não pode sustentar um processo de magnetização espontânea a temperatura

�nita.

Para elucidar essa a�rmação, deve se calcular exatamente a magnetização como função

da temperatura e do campo externo, derivando a energia livre de Helmholtz eq. 2.57 com

respeito ao campo externo h:

m =
1

N

〈 N∑

i

σi

〉
=

1

ZN
∑

{σ}

[( N∑

i

σi

)
exp(−βH)

]

= − 1

N

∂F
∂(βh)

=
sinh(βh)√

sinh2(βh) + exp(−4βJ)
, (2.58)

onde graças a invariância de translação, os valores esperados de cada spin na rede têm

que ser iguais, m = 〈σ1〉 = 〈σ2〉 = · · · = 〈σN〉.
A magnetizaçãom é igual a zero se o campo externo é nulo, não havendo magnetização

espontânea a temperatura �nita. Sendo assim, o modelo de Ising unidimensional não exibe

uma transição de fase para uma fase ordenada de longo alcance com m 6= 0 para uma
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temperatura �nita.

A transição só é possível quando a temperatura é nula, onde temos um ponto crítico

com um ordenamento espontâneo de longo alcance. Supondo o caso das ligações ferromag-

néticas (J > 0), a magnetização espontânea toma um valor de saturação na temperatura

zero,

lim
βh→0

lim
T→0+

m(t, h) = ±1,

e a conjectura sobre o ponto crítico sobre temperatura zero é con�rmada.

2.3.3 Solução Exata: Correlações e Criticalidade

Para elucidar o comportamento crítico do modelo de Ising unidimensional, é necessário

estudar a correlação entre os pares de spins, que depende da distância, r = |i− j|, entre
os spins na rede.

Com esse propósito, vamos especi�car os 2 autovetores:V± = (a±, b±) pertencentes a

equação da secular, TV± = λ±V± da matriz de transferência T , de�nida pela equação

2.48. As quatro projeções, a± e b±, dos autovetores V± segue a seguinte condição:

a2
± = −b2

±




1±
√

1 + exp(−4βJ)

sinh2(βh)

1∓
√

1 + exp(−4βJ)

sinh2(βh)


 . (2.59)

que junto com a condição de normalização, a2
± + b2

± = 1, determinam precisamente os

vetores V±. Depois de um pouco de álgebra, é possível obter expressões explícitas em

termos de uma nova variável φ = 1
2

arccotg
[

exp(2βJ) sinh(βH)
]
para os coe�cientes a±

e b±:

a+ = cosφ;

b+ = sinφ;

a− = − sinφ;

b− = cosφ. (2.60)

Instituto de Física - UFAL



MODELOS MAGNÉTICOS EM REDES DE SPIN 34

Com a ajuda dos coe�cientes, eq. 2.60, a expressão explicita da matriz unitária, U , é

U =


cosφ −sinφ
sinφ cosφ


 (2.61)

Agora, a correlação entre os pares, 〈σiσj〉, entre os vizinhos próximos em uma posição

arbitrária, i e j, respectivamente, de uma cadeia de spins com a condição de contorno

periódica. A de�nição estatística da função de partição nos permite calcular a correlação

em termos da matriz de transferência:

〈σiσj〉 =
1

Z
∑

{σ}

σiσj exp
(
− βH

)
=

1

Z
∑

{σ}

[
T (σ1, σ2)T (σ2, σ3)

. . . T (σi−1, σi)σiT (σi, σi+1)T (σj, σj−1)σjT (σj+1, σj) . . . T (σN , σ1)
]
. (2.62)

Se soma sobre todas as con�gurações de spin é preenchida pelo produto da matriz

unitária U e sua inversa, a correlação entre dois spins pode ser rearranjada numa forma

mais apropriada

〈σiσi+r〉 =
1

ZTr
[
ST j−iSTN+i−j

]
=

1

ZTr
[
U−1SUΛj−iU−1SUΛN+i−j

]
, (2.63)

usando as permutações cíclicas das matrizes dentro de um traço e o fato que a variável S

com elementos S(σi, σj) = σiδij (δij é o simbolo do delta de Kronecker), que deve levar em

conta os possíveis estados de σi e σj. Através de um cálculo simples a partir da equação

2.61 obtem-se:

U−1SU =


 cos2φ −sin2φ

−sin2φ −cos2φ


 , (2.64)

que, em conjunto com a expressão explícita eq. 2.52 da matriz Λ, leva ao seguinte resultado

para a correlação entre dois spins

〈σiσi+r〉 = cos2(2φ) +
(λN−r+ λr− + λr+λ

N−r
− )

λN+ + λN−
sin2(2φ), (2.65)

onde r = |i− j| é a distância entre os spins i e j. No limite termodinâmico, a correlação

Instituto de Física - UFAL



MODELOS MAGNÉTICOS EM REDES DE SPIN 35

entre pares eq. 2.65 pode ser ligeiramente simpli�cada para:

〈σiσi+r〉 = cos2(2φ) +
(λ−
λ+

)r
sin2(2φ). (2.66)

O resultado 2.66 representa o resultado mais geral para correlação entre dois spins,

que depende da distância r entre os dois spins, da distância entre o maior e o menor

autovalor da matriz de transferência e de duas expressões, diretamente conectadas com a

relação cot 2φ = exp
(
2βJ

)
sinh

(
βh
)
:

cos 2φ =
sinh

(
βh
)

√
sinh2

(
βh
)

+ exp(−4βJ)
, sin 2φ =

sinh
(
− 2βJ

)
√

sinh2
(
βh
)

+ exp(−4βJ)
. (2.67)

Na ausência de um campo externo (H = 0), obtém-se cos(2φ) = 0 e sin(2φ) = 1.

Então, a expressão eq. 2.66 para a correlação assume a seguinte forma:

〈σiσi+r〉 =
(λ−
λ+

)r
=
[

tanh(βJ)
]r

(2.68)

Através desse resultado, percebe-se que a correlação entre os spins possui um decai-

mento tipo exponencial com relação a distância r entre os spins. É importânte frisar que

tanh(βJ) < 1 para alguma temperatura �nita qualquer. Então, no limite que r → ∞
tem-se que 〈σiσi+1〉 = 0.

No limite de baixíssimas temperaturas, T → 0, com r →∞, tem-se que 〈σiσi+1〉 = 1,

mostrando um ordenamento espontâneo no limite de baixíssimas temperatura.

Pode-se também de�nir a função de correlação entre dois spins mais geral como:

Γij(r) = 〈σiσj〉 − 〈σi〉〈σ1〉 = 〈σiσi+r〉 =
[

tanh(βJ)
]r
, (2.69)

que pode servir como medida da �utuação presente num determinado modelo de spin.

Como a temperatura crítica do sistema é nula, ao invés de uma diferença relativa t = T−Tc
Tc

,

que representa uma indeterminação, irá se utilizar a variável t = exp(−2βJ), que será

zero quando a temperatura for nula e a 1 quando a temperatura T tender ao in�nito.

Sendo assim,
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Γij(r) =
[1− t

1 + t

]r
. (2.70)

A função de correlação Γij(r) está relacionada ao comprimento de correlação ξ através

de

ξ =
r

ln Γij(r)
= − 1

ln
(

1+t
1−t

) . (2.71)

Quando se está no limite da temperatura crítica (t → 0), tem-se que ξ = (2t)−1,

permitindo indenti�car os exponentes críticos ν = 1 e η = 1, relacionados respectivamente

com o comprimento de correlação ξ e com a função de correlação Γij(r) eq. 2.70 da cadeia

de Ising.

Analisando o comportamento da magnetização eq. 2.58 próximo da temperatura crí-

tica do sistema em termos de t, obtem-se

m =
sinh(βh)√

sinh2(βh) + t2
, (2.72)

assumindo um campo magnético pequeno, |βh| � 1, a expressão �ca

m =
βh√

(βh)2 + t2
. (2.73)

No limite de baixas temperaturas, m(t → 0+, βh → 0) = ±1, pode-se encontrar o

expoente crítico da magnetização β igual a zero, enquanto o expoente crítico que deter-

mina como a magnetização aumenta como resposta a um campo magnético externo nas

proximidades da temperatura crítica é dado por δ =∞.

2.4 Modelo de Heisenberg

Nesta seção, iremos calcular explicitamente a função de partição e outras importantes

quantidades do modelo de Heisenberg. Faz-se importante mencionar que a solução clássica
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segue o tratamento original proposto por E. Fisher [62].

Primeiramente, deve-se escrever o Hamiltoniano do modelo unidimensional de Heisen-

berg de spin-1
2
com interação entre primeiro vizinhos e de segundo vizinhos, conhecido

como modelo de Majumdar-Ghosh [63], �gura 2.1.

Figura 2.1: Geometria da rede degrau de spin-1
2
, conhecida como modelo Majumdar-

Ghosh para o caso a = 1
2
, com J representando as interações entre os pares de spins

primeiros vizinhos e aJ representando as interações entre os pares de spins segundos
vizinhos.

Fonte: Autor, 2017.

H = J
N∑

j=1

(
~Sj · ~Sj+1 + a~Sj · ~Sj+2

)
(2.74)

as condições de contorno periódicas ~SN+1 ≡ ~S1 e ~SN+2 ≡ ~S2 são impostas por simpli-

cidade. Note que o Hamiltoniano 2.74 se reduz ao modelo de Majumdar-Ghosh pela

restrição a = 1
2
. A adição de uma interação de segundo vizinhos facilita a obtenção da

solução exata comparada com o modelo com interação apenas de primeiros vizinhos, que

pode ser exatamente tratado usando a solução do método do ansatz de Bethe [4].

Agora, considere um Hamiltoniano teste dado por:

Ht =
J

4

N∑

j=1

(
~Sj · ~Sj+1 +

1

2
~Sj · ~Sj+2

)2

=

J
N∑

j=1

~Sj · ~Sj+1 +
J

2

N∑

j=1

~Sj · ~Sj+2 +
3J

4

N∑

j=1

~S2
j (2.75)
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Pode-se relacionar o Hamiltoniano teste, eq. 2.75, com o Hamiltoniano do modelo de

Majumdar-Ghosh, eq. 2.74, por intermedio de:

HMG = Ht −
9

16
NJ (2.76)

A eq. 2.76 mostra que os autovalores obtidos pelo Hamiltoniano HMG diferem dos

autovalores obtidos pelo Hamiltoniano teste Ht por uma constante −9NJ
16

. Para conseguir

um entendimento de como são as con�gurações possiveis para os spins no estado fun-

damental, será proposto um Hamiltoniano apenas formado por dois spins (dímero) que

formam o degrau:

Hd = J ~S1 · ~S2. (2.77)

As componentes do operador de spin, ~Si ≡
(
Sxi , S

y
i , S

z
i

)
, são representadas pelas matrizes

de Pauli:

Sxi =
1

2


0 1

1 0



j

Syi =
1

2


0 −i
i 0



j

Szi =
1

2


1 0

0 1



j

, . (2.78)

O Hamiltoniano eq. 2.77, que representa o dímero de Heisenberg de spin-1
2
, pode ser

descrito através da representação matricial:

Hd =




〈↑↑ |Hd| ↑↑〉 〈↑↑ |Hd| ↑↓〉 〈↑↑ |Hd| ↓↑〉 〈↑↑ |Hd| ↓↓〉
〈↑↓ |Hd| ↑↑〉 〈↑↓ |Hd| ↑↓〉 〈↑↓ |Hd| ↓↑〉 〈↑↓ |Hd| ↓↓〉
〈↓↑ |Hd| ↑↑〉 〈↓↑ |Hd| ↑↓〉 〈↓↑ |Hd| ↓↑〉 〈↓↑ |Hd| ↓↓〉
〈↓↓ |Hd| ↑↑〉 〈↓↓ |Hd| ↑↓〉 〈↓↓ |Hd| ↓↑〉 〈↓↓ |Hd| ↓↓〉




=




J
4

0 0 0

0 −J
4

J
2

0

0 J
2
−J

4
0

0 0 0 J
4



, (2.79)

Instituto de Física - UFAL



MODELOS MAGNÉTICOS EM REDES DE SPIN 39

sendo estes os quatro estados de spin ortogonais usados como base do sistema:

| ↑↑〉 =


1

0




1


1

0




2

, | ↑↓〉 =


1

0




1


0

1




2

,

| ↓↑〉 =


0

1




1


1

0




2

, | ↓↓〉 =


0

1




1


0

1




2

. (2.80)

A diagonalização, do Hamiltoniano 2.79, dará o completo espectro de autovalores e

consequentemente suas autofunções. Então, os autovalores e autovetores correspondentes

serão:

E0 =
−3J

4
|ψ0〉 =

1√
2

(
| ↑↓〉 − | ↓↑〉

)
, (2.81)

E1 =
J

4
|ψ1〉 = | ↑↑〉, (2.82)

E2 =
J

4
|ψ2〉 =

1√
2

(
| ↑↓〉+ | ↓↑〉

)
, (2.83)

E3 =
J

4
|ψ3〉 = | ↓↓〉. (2.84)

O espectro de autovalores é bastante interessante, por ser constituído por um único

nível não degenerado ( o singleto: |ψ0〉 ) que está separado por uma diferença de energia

J de outro estado triplamente degenerado ( o tripleto: |ψ1〉, |ψ2〉 e |ψ3〉 ). Os estados

ferromagnéticos, |ψ1〉 e |ψ3〉, possuem a mesma energia J
4
. Em contraste a esse fato, os

estados antiferromagnéticos, |ψ2〉 e |ψ0〉, não estão no mesmo nível energético.

Pela consideração de interações antiferromagnéticas, J > 0, o estado fundamental

do modelo de Heisenberg com spin-1
2
na rede de Majumdar-Ghosh é caracterizado pelo

produto de N
2
funções do estado singleto [4]. Sendo assim, a energia do estado fundamental

é obtido pelo produto destes N
2
pares de spins com energia E0, ou seja E = E0N

2
= −3NJ

8
.

Este modelo apresenta um perfeito ordenamento, que é conhecido como cristal de

dímeros. Devido a completo ordenamento dos spins que formam os dímeros. O que

contrasta bastante com os demais spins pertencentes a diferentes dímeros que possuem

correlação nula.
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2.5 Efeito magnetocalórico

O efeito magnétocalórico possibilita materiais magnéticos serem aquecidos (resfria-

dos), devido a variação de um campo magnético externo, sendo uma das aplicações mais

interessantes das propriedades magnéticas. De fato, não é apenas uma variação na tem-

peratura do composto químico, mas também uma variação na entropia magnética do

sistema sob o efeito do campo magnético. Este efeito é conhecido desde 1881 quando o

físico alemão Emil Warburg [64] percebeu que um metal aumentava sua temperatura ao

ser aproximado de um forte ímã.

Posteriormente, esse mesmo efeito foi utilizado para obter também baixas temperatu-

ras em compostos químicos, possibilitando a criação da refrigeração magnética por Debye

[65] e Giauque [66, 67]. Este processo �cou conhecido como desmagnetização adiabática,

que permitiria a obtenção de temperaturas absolutas abaixo de 1K por meio do efeito

magnetocalórico.

O grau �nal de resfriamento obtido, por exemplo, por um sal paramagnético, depende

não somente da temperatura inicial e do campo magnético externo, mas sobretudo das

propriedades magnéticas do refrigerante. O efeito irá ocorrer em todos os materiais mag-

néticos, porém é mais comum em materiais que apresentem transição magnética [68].

Apesar das veri�cações experimentais, o entendimento teórico só surgiu a partir de

1928, quando Weiss e Piccard [69] explicaram o efeito. A partir destes trabalhos, os

estudos da entropia magnética, que é relacionada diretamente ao efeito magnetocalórico,

foram direcionados a obtenção de refrigeração magnética [67]. Para entender o mecanismo

que torna possível esse efeito, se faz necessário descrever alguns efeitos magnéticos e algo

sobre a estrutura da matéria, mostrando que os spins são de extremo interesse para o

estudo de fenômenos físicos em baixas temperaturas.

Quando se aplica um campo magnético sobre um composto químico, em uma tempe-

ratura cujos spins estão desordenados, isso favorece o ordenamento dos momentos magné-

ticos no sentido deste campo externo, causando uma diminuição na entropia magnética.

O quanto a substância se magnetiza, sob a ação de um determinado campo, é quanti�-

cado suceptibilidade. Esse ordenamento magnético irá competir com a desordem devido

a agitação térmica, ou seja, o maior odernamento ocorrerá em baixas temperaturas, em

situações de baixa entropia magnética.

O efeito magnetocalórico gigante foi descoberto primeiramente nos compostosGd5Si2Ge2
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[70], Tb5Si2Ge2 [71]. O processo de refrigeração magnética consiste num ciclo dado por

duas etapas: uma isotérmica e outra adiabática; e as grandezas medidas são a variação da

entropia magnética e a variação da temperatura adiabática, dadas respectivamente por:

∆Siso = [S(T )H=0 − S(T )H 6=0] (2.85)

e

∆Tad = [T (S)H=0 − T (S)H 6=0] (2.86)

A entropia de um sistema magnético é a soma das das entropias de rede, eletrônica e

magnética [72], sendo apenas a entropia magnética dependente do campo, pois este ordena

os spins da rede diminuindo a entropia. Deste modo, como o efeito magnetocalórico é

resultado da variação do campo, apenas a entropia eletrônica está excluída deste efeito.

Esta entropia é inversamente proporcional à força do campo e diretamente proporcional

à temperatura. Tentar retornar à mesma temperatura inicial é um dos problemas da

aplicação comercial do efeito magnetocalórico, pois caso isto não ocorra, é necessário um

trabalho extra para voltar a esta temperatura.

Como a entropia é uma função de estado, sua variação in�nitesimal pode ser descrita

da seguinte forma:

dS =
(∂S
∂T

)
H
dT +

( ∂S
∂H

)
T
dH (2.87)

Considerando um processo isotérmico, temos que ∂S
∂T

= 0. Sendo assim, a variação in�ni-

tesimal da entropia é dada por:

dS =
( ∂S
∂H

)
T
dH =

(∂M
∂T

)
H
dH. (2.88)

Vale ressaltar que a obtenção dos potenciais magnetocalóricos através das relações

de Maxwell, como a equação 2.88, só é válida para compostos com transições de fase de

segunda ordem, pois para materiais com transição de primeira ordem, a derivada da mag-

netização não é de�nida na transição de fase. Contudo, experimentalmente, a transição
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ocorre em uma faixa de temperatura tornando a derivada da magnetização de�nida. As-

sim, um intenso EMC é esperado na região de uma transição de fase magnética, e o efeito

pode ser maximizado quando o parâmetro de ordem da transição magnética muda inten-

samente dentro de um estreito intervalo de temperatura. O que é verdade para transições

de fase de primeira ordem.

A maior parte das das transições de fase magnética é de segunda ordem. Por outro

lado, o interesse em transições de primeira ordem está diretamente relacionado com o

fato de que aplicando um campo magnético relativamente pequeno podemos induzir uma

intensa mudança na entropia, devido ao fato de possuir certa quantidade de calor latente.

No entanto, em qualquer transição de primeira ordem também ocorre histerese (térmica

ou magnética), a qual deve ser su�cientemente pequena para aplicações. Entretanto, vale

lembrar que as relações de Maxwell são obtidas utilizando a termodinâmica do equilí-

brio que não são válidas na região da transição de fase de primeira ordem que apresenta

metaestabilidade e coexistência de fases. A utilização das relações de Maxwell para de-

terminar os potenciais magnetocalóricos em materiais com transição de primeira ordem é

um assunto muito controverso na literatura.

Integrando a expressão 2.88, a variação de entropia é dada por:

∆Siso =

∫ H2

H1

(∂M
∂T

)
H
dH (2.89)

Esta é a relação de Maxwell para a variação isotérmica da entropia e, por meio dela,

vemos que a variação da entropia depende da derivada da magnetização em relação à

temperatura com campo aplicado constante. Quando essa derivada é negativa, temos o

efeito magnetocalórico direto, que ocorre nos materiais ferromagnéticos. Neste caso, a

magnetização decresce com o aumento da temperatura até que se chegue na temperatura

de Curie, onde há a transição para a fase paramagnética. Quando esta derivada é positiva,

temos o efeito magnetocalórico inverso e há um aumento da magnetização com o aumento

da temperatura. Materiais antiferromagnéticos apresentam este efeito na presença de

um campo magnético externo para temperaturas abaixo da temperatura de Néel. Num

processo adabático, dS = 0 na equação 2.87, tem-se:
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( ∂T
∂H

)
S

= −

(
∂S
∂H

)
T(

∂S
∂T

)
H

(2.90)

Para este processo, temos que o calor especí�co a campo constante pode ser escrito

como:

CHdT = −T
( ∂S
∂H

)
T
dH (2.91)

e então podemos escrever:

∆Tad =

∫ H2

H1

T

CH

(∂M
∂T

)
h
dH (2.92)

Esta é a relação de Maxwell para a variação adiabática da temperatura. Essa equação

pode ser relacionada na análise de sistemas magnéticos com o parâmetro de Gruneisen

em condições adiabáticas [73]:

Θh = − 1

CH

(∂M
∂T

)
h
, (2.93)

onde Θh é o parâmentro de Gruneisen, que mede o efeito magnetocalórico em materiais.

Da mesma maneira que a equação 2.89, tem-se que ∆Tad irá também depender da

derivada da magnetização em relação à temperatura, porém com o sinal negativo. O

aumento no campo externo produz uma redução da temperatura e, inversamente, um

decréssimo no campo induz um aumento na temperatura.

O ciclo do EMC torna-se mais e�ciente, quando há uma variação máxima da entropia

no processo isotérmico e uma variação máxima da temperatura no processo adiabático.

Em compostos ferromagnéticos, isto torna-se possível quando tomamos o limite de tem-

peratura próximo a da temperatura de Curie. Neste limite, surge um equilíbrio entre o

ordenamento dos momentos magnéticos devido à in�uência do campo externo e o desor-

denamento deles devido à agitação térmica.
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Para um paramagneto ideal, temos uma taxa magnetocalórica:

( ∂T
∂H

)
S

=
T

H
(2.94)

A razão entre a taxa magnetocalórica do material e a taxa magnetocalórica do paramag-

neto é chamada de taxa magnetocalórica normalizada. Já a capacidade de refrigeração

q é uma característica intríseca da substância que pode ser usada como refrigerante em

um refriferador. Esta é caracterizada diretamente pela mudança de entropia magnética

do sólido como segue:

q = −
∫ T2

T1

∆SisodT (2.95)

a qual indica quanto calor pode ser transfeirdo de uma fonte fria T1 para uma fonte quente

T2 do refrigerador em um ciclo termodinâmico ideal. Logo, a capacidade de refrigeração

de determinado material nada mais é que a área sob a curva da variação de entropia

magnética em função da temperatura. Portanto, ∆Siso é geralmente mais usado para re-

presentar o efeito magnetocalórico de alguma amostra, pois pode ser aplicada diretamente

em q para ser conhecido a capacidade de refrigeração da amostra.

A descoberta do efeito magnetocalórico gigante a temperatura ambiente no composto

Gd5Si2Ge2 em 1997 [74] destacou ainda mais a aplicação do efeito magnetocalórico em

refrigeradores. Desde então, o Gadolínio tem se mostrado um material promissor, pois sua

temperatura de ordenamento magnético é de 294K. Foram obtidos valores de ∆T
∆H
≈ 3K

T

para valores de campo fraco na temperatura crítica.

É importante frisar que os processos de resfriamento comuns, resfriamento de um gás

em uma máquina de expansão, são nocivos ao ambiente, já que utilizam os gases CFC (clo-

ro�uorcarboneto) e HCFC (hydro�uorcarbonetos). Além disso, consomem muita energia,

tornando a refrigeração magnética uma saída ecológica para uma economia sustentável

melhorada. Entretanto, para o uso de um material num refrigerador magnético comercial,

é necessário levar em consideração outros fatores além de sua e�ciência (razão ∆T
∆H

). Estes

fatores são os custos do material, custos de preparação e fabricação, histerese, corrosão,

estabilidade, dependência temporal da variação da temperatura adiabática e ainda fatores

relacionados à saúde, como se o material é carcinogênico ou venenoso.
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2.6 Sistemas de spin frustrados

Modelos quânticos de spins geometricamente frustados representam um tópico fasci-

nante das atuais pesquisas em física da matéria condensada [27] e de informação quântica

[75]. Contudo, há quase um século atrás, os modelos magnéticos de spin serviram mais

como curiosos modelos matemáticos idealizados, sem nenhuma correspondência direta a

algum material magnético real especí�co [76]. O interesse nesses modelos era devido às

proprieades magnéticas únicas, intimamente ligadas aos exóticos estados fundamentais

quânticos [5].

O termo �frustração� foi primeiramente proposto [77] para descrever a situação onde

um spin (ou diversos spins) no sistema não conseguem encontrar uma orientação para

satisfazer simultaneamente todas as interações com seus vizinhos. Esta de�nição se aplica

a todos os modelos de spins em redes, como os modelo de Ising, Heisenberg, Potts [78] e ao

modelo m-vetorial [79], por exemplo. Em baixas temperaturas, devido a efeitos quânticos e

frustração, sistemas de baixa dimensionalidade apresentam propriedades �exóticas�, como

por exemplo, estruturas de platores de magnetização e fases reentrantes. Em geral, a

frustração é causada seja pelas interações competitivas ( como no modelo de Villain [80] )

ou pela estrutura da rede dos spins [4] com interação antiferromagnética entre os primeiros

vizinhos. Ou seja, a frustação geométrica só pode ocorrer quando ao menos algumas das

interações de troca da rede são antiferromagnéticas.

As interações competitivas entre os momentos magnéticos da rede podem produzir

um efeito chamado de reentrância. Esta é uma fase sem ordenamento de longo alcance

ou sem nenhum ordenamento numa região de temperatura abaixo da fase ordenada [4].

Isto é visto no diagrama de fases como uma mudança da fase desordenada para uma fase

ordenada e posteriormente a transição oposta, da fase ordenada para a desordenada, a

medida que a temperatura for diminuindo.

O comportamento do diagrama de fase, como visto, é muito rico em modelos frustra-

dos. A degenerescência no estado fundamental é enorme, podendo ser in�nita em algumas

situações. Essas degenerescências tendem a ser reduzidas com o aumento das �utuações

térmicas.

Os platôs de magnetização são as situações onde a magnetização se mantém cons-

tante mesmo com a variação do campo magnético aplicado, caracterizada por uma reta

horizontal na curva de magnetização em função do campo externo aplicado. Esses platôs
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são observados em vários tipos de redes frustradas [4] e em compostos sintetizados nos

laboratórios.

2.7 Platôs de Magnetização

Devido às �utuações quânticas e às frustrações geométricas impostas, sistemas de baixa

dimensionalidade, como o tubo triangular de spin-1
2
, apresentam propriedades �exóticas�,

nas regiões de campos externos baixos e com pouca agitação térmica, como, por exemplo,

estrutura de platôs de magnetização. A origem real deste platôs de magnetização ainda é

um ponto de intensi�cado debate entre os pesquisadores da área de sistemas magnéticos,

havendo vários modelos quânticos e clássicos para reproduzir essas estrutura de platôs.

O fenômeno da frustração é caracterizado por existir patamares de estados interme-

diários da magnetização em que a magnetização m é uma fração da magnetização total

de saturação local msat. O fenômeno é analogo ao efeito de Hall quântico no qual a re-

sistividade eletrica exibe platôs como funções do campo externo magnético. Osgikawa

e colaboradores [23] encontraram uma condição para a ocorrência destes platôs de mag-

netização em modelos quase unidimensionais pela generalização do modelo de LSM [24]

incluindo o campo externo magnético. Para um sistema de spins qualquer, a condição de

quantização pode ser escrita como:

(Su −mu)p ∈ Z (2.96)

onde p é o período do estado fundamental, Su e mu são o spin total e a magnetização

total da célula unitária. De acordo com essa regra, o número de platôs disponiveis pode

ser aumentado tanto pelo aumento do spin total na célula unitária Su quanto pela quebra

da simetria de translação, pelo aumento de p. A condição de quantização é necessária

mas não su�ciente, pois nem todos os platôs previstos são obtidos em geral.

Esses platores são vistos em diversos modelos geométricos frustrados teóricos e em

compostos sintetizados em laboratórios. Pode-se citar, como exemplo de sistema que

apresenta platô fracionário de um terço da magnetização de saturação, a reação de troca

iônica no caso da rede perovskite [81, 82], com tripla camada de (CuBr)Sr2Nb3O10, um

cálcio de titânio óxido mineral composto por componentes de titanato de cálcio.
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Através de experimentos de resfriamento com nitrogênio líquido de uma classe par-

ticular de óxidos métalicos cerâmicos com estrutura de perovskite, foi possível descobrir

que estes compostos apresentavam temperatura crítica de superconditivade próxima a 90

K. Georg Bednorz e Alex Muller [83] ganharam o prêmio Nobel de Física em 1987 por

esta descoberta.

Cristais de perovskite apresentam simetria cúbica, com o maior átomo X localizado no

centro da célula unitária, e os átomos Y ocupando os 8 vértices de estrutura da célula e os

oxigênios as doze arestas. Os óxidos desses cristais apresentam as mais variadas aplicações

nas áreas de magnetoresistência, mas in�nitas propriedades dielétricas que são de grande

importância na microeletrônica e telecomunicações, além das propriedades magnéticas

[84, 85].

Resultados experimentais para os platôs de magnetização são obtidos através de méto-

dos que incluem a difração de raios-X ou ressonância magnética nuclear onde a difração da

radiação eletromagnética fornece informações sobre a natureza e parâmetros da estrutura

geométrica cristalina e de orientação dos spins de uma determinada amostra. Geralmente

o equipamento proposto para esse tipo de atividade é o magnetômetro, instrumento ana-

lítico con�gurado especialmente para o estudo de propriedades magnéticas de pequenas

amostras sobre um amplo intervalo de campos magnéticos externos e temperatura.
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Capı́tulo 3
EMARANHAMENTO QUÂNTICO

3.1 Decomposição de estados

Para demonstrar a técnica de decomposição de estados, suponha um sistema quântico

constituído por uma rede de spins com L spins e com d estados locais {σi} em cada

um dos sítios i ∈ {1, 2, . . . , L}. Um exemplo disso seria o modelo de Ising, onde d = 2,

representado pelas bases locais: {σi} = {| ↑〉, | ↓〉}. A rede de spin em questão pode ter

dimensão arbitrária, desde que os spins sejam ordenados em sítios.

Podemos de�nir estados puros no espaço Ld dimensional de Hilbert como:

H = ⊗Li=1Hi, (3.1)

sendo Hi = {|1i〉, . . . , |di〉}.
O autoestado mais geral associado é descrito pela representação:

|ψ〉 =
∑

σ1,...,σL

cσ1,...,σL|σ1, . . . , σL〉. (3.2)

Este tipo de representação gera uma série de problemas práticos [26, 30]. Um dos

problemas ocorre na obtenção das soluções analíticas para os coe�cientes c{σ}. O número

de coe�cientes tende a crescer exponencialmente com o número de sítios L do sistema. Ao

longo do desenvolvimento da mecânica quântica aplicada a sistemas magnéticos, foram

sugeridas diversas técnicas aproximativas para a obtenção dos c{σ} para contornar esse

problema.

A primeira aproximação padrão de decomposição de estados, com o intuito de reduzir
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esse crescimento exponencial dos coe�cientes, �cou conhecida como aproximação de campo

médio, já discutida na seção 2.3.1. A aproximação de campo médio, para representar da

decomposição de estados, consiste em fatorizar os coe�cientes da seguinte maneira:

cσ1,...,σL = cσ1cσ2 . . . cσL . (3.3)

Aplicando a aproximação de campo médio, saimos de um espaço formado por dL

coe�cientes e entramos num espaço formado por d×L coe�cientes. Existem situações nas

quais pode-se assumir a invariância translacional dos estados. A dimensão que representa

o espaço irá se reduz ainda mais drasticamente para apenas d.

Tal decomposição foi prostosta dentro da teoria do campo molecular criada por Weiss

(1907) [28]: as orientações dos spins são obtidas assumindo que eles são expostos a dois

campos: um campo magnético externo e um campo magnético efetivo. O campo magné-

tico efetivo representa a interação média de um spin com todos os outros sítios interea-

gentes da rede. Contudo, essa aproximação de campo efetivo cancela todos os efeitos de

correlações quânticas no modelo.

Para demonstrarmos uma representação prática cujos os coe�cientes são não fatoráveis

e que não pode ser obtida pela aproximação de Weiss, propomos o exemplo simples de dois

spins 1
2
, onde Hi = {| ↑i〉, | ↓i〉}, representados pelo produto tensorial dos hamiltonianos

individuais: H = H1 ⊗H2. Esta representação mais so�sticada, que mistura o princípio

da superposição aliado ao produto tensorial, nos leva a um autoestado não normalizado

com coe�cientes não fatoráveis, formada por:

|ψ〉 = c↑↑| ↑↑〉+ c↑↓| ↑↓〉+ c↓↑| ↓↑〉+ c↓↓| ↓↓〉. (3.4)

Através deste exemplo simples, �ca claro que nem todos os coe�cientes c{σ} da eq.

3.4 podem ser fatoráveis, como propõe a teoria de campo molecular, mais explicitamente

os coe�cientes c↑↓ e c↓↑ não podem ser fatoráveis. Se os estados forem fatoráveis, serão

chamados de estados produto. Caso não, serão chamados de estados emaranhados.

A importância dos estados emaranhados surge devido à possibilidade de quebra na

propriedade de localidade nas transferências de informação e pela presença de correlações

Instituto de Física - UFAL



EMARANHAMENTO QUÂNTICO 50

quânticas, que são fenômenos essenciais para o processamento de informação e comunica-

ção quântica [86].

Se a teoria de Weiss não captura as correlações quânticas presentes no sistema, como

reescrever a representação descrita pela eq. 3.3 para contemplar também os estados

emaranhados? Uma forma de responder a essa pergunta surge com a ideia que podemos

exprimir autoestados gerais pela soma dos produtos sobre os estados locais, propondo-se

uma nova descrição matricial com o propósito de substituir os coe�cientes escalares, c{σ}

da equação 3.3, da seguinte forma:

cσ1,...,σL = Mσ1Mσ2 . . .MσL , (3.5)

onde os Mσi são descritos por matrizes 2× 2, exceto os que irão representar sítios que se

localizam nos extremos da rede. No caso da cadeia linear, os sítios que estão nos extremos

seriam: σ1 e σL, implicando em Mσ1 e MσL terem que ser descritos por matrizes 1 × 2

e 2 × 1, respectivamente. Essa representação matricial dos M{σ} mantém a dimensão

escalar original, dimensão de c{σ}.

O autoestado total, eq. 3.2, equivalerá à seguinte expressão no espaço dos M{σ}:

|ψ〉 =
∑

σ1,...,σL

Mσ1Mσ2 . . .MσL|σ1, σ2, . . . , σL〉, (3.6)

onde a cada sítio foi associado um matriz Mσi , onde
∑

σl
(Mσl)†Mσl = I, que depende

do conjunto de estados locais {σi}. É interessante comentar que um dado autoestado

ψ não possui uma única decomposição matricial. Estas são chamadaa de decomposições

de matrizes em produtos de estados (MPS). Sempre existe mais de uma maneira de se

representar autoestados através de decomposições deste tipo.

Uma das mais versáteis ferramentas no estudo da separatibilidade dos estados, para

um sistema quântico bipartido, é chamada decomposição em valores singulares (SVD)

[87, 30]. A decomposição SVD garante que, para uma matriz retangular qualquer C (com

dimensão na × nb), existe uma decomposição na forma:
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C = USV †, (3.7)

onde:

• U possui dimensão (na ×min(na, nb)) e tem colunas ortonormais (vetores sigulares

esquerdos), sendo U †U = I. Se na ≤ nb, isto signi�ca que U é uma matriz unitária;

• S tem dimensão (min(na, nb)×min(na, nb)), é uma matriz diagonal de valores não-

negativos Sα,α = sα, conhecidos como valores singulares. O número r de valores

sigulares não-nulos é o rank (de Schmidt) de C;

• V † tem dimensão min(na, nb) × nb e possui linhas ortonormais (vetores sigulares

direitos), sendo V †V = I. Se na ≤ nb. Isto signi�ca que V † é uma matriz unitária.

Uma das formas de demonstrar a validade da equação 3.6 é utilizar o procedimento

da decomposição em SVD dos coe�cientes originais, cσ1,...,σL , resultando em:

cσ1,...,σL =
∑

a1

Uσ1,a1Sa1,a1V
†
a1,(σ2,...,σL) =

∑

a1

∑

a2

Mσ1
a1
U(σ2,a1),a2Sa2,a2V

†
a2,(σ3,...,σL)

=
∑

a1

∑

a2

∑

a3

Mσ1
a1
Mσ2

a1,a2
U(σ3,a2),a3Sa3,a3V

†
a3,(σ4,...,σL) (3.8)

O processo interativo pode continuar, substituindo os operadores U(σi,ai−1),ai por uma

matriz Mσi com entradas Mσi
ai−1,ai

= U(σi,ai−1),ai (e com Mσi
ai

= Uσi,ai) , e assim por diante,

até retomarmos a expressão eq. 3.5:

cσ1,...,σL =
∑

a1

∑

a2

∑

a3

· · ·
∑

aL−1

Mσ1
a1
Mσ2

a1,a2
Mσ3

a2,a3
. . .MσL

aL−1
=

= Mσ1Mσ2Mσ3 . . .MσL . (3.9)

Observa-se que esse processo leva a um produto de matrizes tal qual um MPS é

de�nido. A manipulação do MPS deve ser cuidadosa pois esta é carregada de vários

índices bastante similares, como pode ser notado até agora. Felizmente, a referência

geométrica da formação dos blocos pode ser usada como um guia para a manipulação
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do MPS, e por consequência na aplicação do grupo de renormalização quântico (DMRG)

[88], como sera visto no próximo capítulo. Contudo a versão inicial do DMRG usa a

decomposição de autovalores EVD, AU = UΛ, [86, 88] para uma matirz quadrática e

Hermitiana A, com Λ representando uma matriz diagonal com autovalores reais λi e U

é a matriz unitária formada por vetores colunas |ui〉 que formam a base ortogonal do

sistema. Felizmente, SVD e EVD são intimamente conectados.

Sabendo que A = USV †, então:

A†A = V SU †USV † = V S2V † → (A†A)V = S2V, (3.10)

e, similarmente, que:

AA† = USV †V SU † = US2U † → (AA†)U = S2U. (3.11)

Comparando a decomposição SVD com a EVD, percebe-se que os valores singulares

quadráticos são os autovalores de A†A e AA†, e os respectivos autovetores são as colunas

de U e V respectivamente.

Figura 3.1: Biparticionando um sistema quântico em dois blocos A e B através das bases
ortonormais dos blocos.

Fonte: Autor, 2017.

Como mencionado anteriormente, a decomposição de estados quânticos conhecida

como decomposição de Schmidt [89]é uma ferramenta bastante útil para a determinação

de emaranhamento quântico em sistema de spins [86], sendo um instrumento importante

para a extração e descrição das propriedades de emaranhamento de um estado quântico.

Assim como a veri�cação em termos das desigualdades de Bell [90] para caracterizar

emaranhamento, a decomposição de Schmidt [89] também só é válida para estados puros.

Contudo a decomposição de Schmidt pode ser aplicada a estados com um número arbitrá-

rio de qubits, desde que sejam analisados em dois conjuntos. Ou seja, tal decomposição só

é válida para sistemas analisados em bipartições. Um sistema particionado desta forma é
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chamado de sistema bipartido, de duas partes ou, biparticionado [30].

O termo emaranhamento foi proposto pela primeira vez em 1935 por E. Schrödinger

[91] como sendo uma �ação fantasmagórica à distância�, que surge ao analisar o paradoxo

EPR [92] e tentar responder à pergunta: como medições em uma partícula podem in�uen-

ciar a outra, estando elas separadas por uma grande distância? Essa questão introdutória

gerou bastante controversias e teve sua solução dada por Bell [93]. Essa �ação fantasmagó-

rica à distância�, proporciona correlações não locais que não possuem explicação clássica,

por isso dizemos que são correlações �mais fortes� que as clássicas.

Em prol de esclarecer o processo de decomposição proposto por Schmidt, considere

uma bipartição de uma cadeia de L sítios em dois subsistemas A e B, com A incluindo

os sítios 1 até k e B os sitios k + 1 até L, como mostra �gura 3.1.

Então, o estado quântico puro |ψ〉 pode ser de�nido como:

|ψ〉 =

dimHA∑

i=1

dimHB∑

j=1

ψij|iA〉|jB〉, (3.12)

onde |iA〉 e |jB〉 formam as bases ortonormais dos subsistemas A e B, respectivamente.

O operador densidade ρ associado ao estado quântico puro |ψ〉 consiste em:

ρ = |ψ〉〈ψ|. (3.13)

A representação deste operador na base adequada é chamada de matriz densidade.

Como exemplo deste operador, considere o estado com dois quibts:

|ψ〉2 =
1√
2

(
|00〉+ |11〉

)
, (3.14)

temos que o operador densidade é dado por

ρ =
1

2

(
|00〉+ |11〉

)(
〈00|+ 〈11|

)
,

ρ =
1

2

(
|00〉〈00|+ |00〉〈11|+ |11〉〈00|+ |11〉〈11|

)
. (3.15)
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Considerando a base {|00〉, |01〉, |10〉, |11〉} para a representação matricial, temos que

ρ =




1
2

0 0 1
2

0 0 0 0

0 0 0 0

1
2

0 0 1
2



. (3.16)

Na prática, estas bases irão ser usualmente formadas por MPS originadas das bases

locais como {|σ1, . . . , σL〉}, como mostrado no exemplo. Interpretando os coe�cientes ψij

como as entradas de uma matriz retangular de dimensão {HA ×HB}, pode-se reescrever
o estado |ψ〉 na decomposição de Schmidt (ou em um SVD, tal que |ψ〉 = USV †), na

forma:

|ψ〉 =
r∑

α=1

sα|α〉A|α〉B (3.17)

com sα sendo os valores singulares não nulos de |ψ〉 para

|α〉A =

dimHA∑

i=1

Uiα|i〉A e |α〉B =

dimHB∑

j=1

V ∗jα|j〉B. (3.18)

É importante notar que, devido às propriedades de U e V , {|α〉A} e {|α〉B} formam

uma base ortonormal. A física por trás dos subsistemas A e B é transcrita pelos operador

de densidade reduzida, ρ̂i, da seguinte maneira:

ρ̂i :





trB|ψ〉〈ψ| =
∑r

α=1 s
2
α|α〉A〈α|A = ρ̂A

trA|ψ〉〈ψ| =
∑r

α=1 s
2
α|α〉B〈α|B = ρ̂B




. (3.19)

Através da decomposição de Schmidt, ρ̂i pode ser obtida pelo traço parcial sobre um

dos subsistemas, A ou B, permitindo interessantes observações: como a igualdade dos

valores não nulos das matrizes de densidades reduzidas, mesmo quando os operadores A

e B forem diferentes. Esta diferença ocorrerá apenas em seus autovetores.
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Esses operadores de densidade reduzida são ferramentas importantes na quanti�cação

do emaranhamento. Pode-se quanti�car emaranhamento usando, por exemplo, a entropia

de emaranhamento de von Neumann [94]. O emaranhamento entre os subsistemas A e B

é represensentado por:

SA|B(|ψ〉) = −trAρ̂A ln ρ̂A = −trBρ̂B ln ρ̂B = −
r∑

α=1

s2
α ln s2

α. (3.20)

Ainda para a situação em que temos biparticionamento da cadeia, para os mesmos

dois subsistemas A e B, podemos supor o autoestado mais geral do sistema como um

produto tensorial direto dos estados que formam os subsistemas, A e B:

|ψ〉 =
∑

αl

|αl〉A|αl〉B, (3.21)

sendo

|αl〉i :




|αl〉A =

∑
σ1,...,σl

(Mσ1 ,Mσ2 , . . . ,Mσl)1,αl |σ1, σ2, . . . , σl〉
|αl〉B =

∑
σl+1,...,σL

(Mσl+1 ,Mσl+2 , . . . ,MσL)αl,1|σl+1, σl+2, . . . , σL〉



 (3.22)

Neste tipo de representação o estado escolhido para representar um dos blocos será orto-

normal e o outro estado, em geral, não será. No nosso caso, o sistema é dito normalizado

à esquerda, pois a normalização irá ocorrer sobre a base que descreve o subsistema A:

〈α′l||αl〉A =
∑

σ1,...,σl

(Mσ1 ,Mσ2 , . . . ,Mσl)∗1,α′l(M
σ1 ,Mσ2 , . . . ,Mσl)1,αl

=
∑

σ1,...,σl

(Mσl ,Mσl−1 , . . . ,Mσ1)†α′l,1
(Mσ1 ,Mσ2 , . . . ,Mσl)1,αl

=
∑

σ1,...,σl

(Mσl†,Mσl−1†, . . . ,Mσ1†Mσ1 ,Mσ2 , . . . ,Mσl)α′l,αl

= δα′l,αl . (3.23)

Entretanto,
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〈α′l||αl〉B =
∑

σ1,...,σl

(Mσl+1 ,Mσl+2 , . . . ,MσL)∗α′l,1(Mσl+1 ,Mσl+2 , . . . ,MσL)αl,1

=
∑

σ1,...,σl

(MσL†,MσL−1†, . . . ,Mσl+1†)1,α′l
(Mσl+1 ,Mσl+2 , . . . ,MσL)αl,1

=
∑

σ1,...,σl

(Mσl+1 ,Mσl+2 , . . . ,MσLMσL†,MσL−1†, . . . ,Mσl+1†)1,α′l
, (3.24)

o que torna inviável a continuidade do procedimento pois, em geral,
∑

σM
σMσ† 6= I,

mostrando que o sistema pode não ser ortonormalizado para base que representa o bloco

B (pode não ser normalizado à direita).

Isso mostra que é possível obter diferentes representações exatas de |ψ〉 na estrutura

dos MPS que podem ou não ser ortonormalizáveis dentro dos blocos de�nidos. A escolha

da representação em MPS possui in�uência direta na e�ciência da técnica de diagonali-

zação proposta.

A �m de termos uma noção mais prática de como a técnica MPS funciona, iremos

desenvolver a técnica do MPS para obter o estado fundamental do Hamiltoniano A�eck-

Kennedy-Lieb-Tasaki (AKLT)[95, 96], modelo de spin em redes de particular interesse

para o estudo de emaranhamento quântico por apresentar um estado quântico não-trivial,

o estado A�eck-Kennedy-Lieb-Tasaki (AKLT)[95], diagramatizado na �gura 3.2.

Figura 3.2: O estado de A�eck-Kennedy-Lieb-Tasaki (AKLT) é constituido de partículas
de spin-1

2
que estão em uma alternância de estados: de estados tripletos (representados

pelos círculos com spin total 1) e estados singletos (barras vermelhas).

Fonte: Autor, 2017.

O Hamiltoniano AKTL pode ser de�nido como:

H =
∑

i

Si · Si+1 +
1

3

(
Si · Si+1

)2

, (3.25)

onde, excepcionalmente no artigo original [96], o modelo é spin-1. Um das diversas for-

mas de se representar o estado de A�eck-Kennedy-Lieb-Tasaki (AKLT) é um estado
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constituído de partículas de spin-1
2
que estão em uma alternância de estados: de estados

tripletos (representados pelos círculos com spin total 1) e estados singletos (barras verme-

lhas). Cada spin-1 dos sítios da cadeia unidimensional pode ser substituído por um par

de spin-1
2
que são completamente simetrizadas, os quatro estados fundamentais a serem

considerados nesse modelo são:

• As bases que representam os estados tripleto, representando o estados S = 1:

|+〉 = | ↑↑〉 (3.26)

|1〉 =
| ↑↓〉+ | ↓↑〉√

2
(3.27)

|−〉 = | ↓↓〉 (3.28)

• As bases que representam os estados sigletos:

|0〉 =
| ↑↓〉 − | ↓↑〉√

2
. (3.29)

(3.30)

Desta forma, o estado geral pode ser escrito como uma decomposição MPS de estados

não triviais de dimensões D = 2, para uma cadeia com 2L spins-1
2
com comprimento L:

|ψ〉 =
∑

a

∑

b

cab|ab〉, (3.31)

sendo |a〉 = |a1, . . . , aL〉 e |b〉 = |b1, . . . , bL〉 descrevendo o primeiro e segundo spin-1
2
em

cada sítio. Agora nos iremos transcrever os estados na representação de ligações, que

descreve, simultaneamente, os sítios, i e i+ 1, como:

|W [i]〉 =
∑

bi,ai+1

wb,a|bi〉|ai+1〉, (3.32)

onde foi introduzida a matriz 2× 2, w:

w =


 0 1√

2

− 1√
2

0


 . (3.33)
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Quando o sistema puder ser descrito exclusivamente por estados sigletos, teremos:

|ψW 〉 =
∑

b,a

wb1,a2wb2,a3 . . . wbL−1,aLwbL,a1|b〉|a〉, (3.34)

considerando condições de contorno periódicas. Se forem assumidas condições de contorno

não-periódicas, o termo wbL,a1 será omitido, e o primeiro e o último spins permanecerão

isolados. Perceba-se que esse estado é um produto de estados fatorizados sobre a divisão

de cada um dos sítios em dois constituintes: spin físico e auxiliar.

Introduzindo o mapeamento dos estados dos spins-1
2
auxiliares, |bi〉|ai〉 ∈ {| ↑〉, | ↓〉},

para os estados do spin físico (spin-1) |σi〉 ∈ {|+〉, |0〉, |−〉}. Para acrescentar os estados

de spin-1, equação 3.28, iremos introduzir os operadores: Mσ
ab|σ〉〈ab|, com |ab〉 e |σ〉

descrevendo o spin auxiliar e o spin físico no sítio i, respectivamente.

Escrevendo o operador Mσ
ab como uma matriz 2 × 2 (onde σ corresponde às linhas e

ai e bi às colunas), temos:

M+ =


 1 0

0 0


 , M0 =


 0 1√

2

1√
2

0


 e M− =


 0 0

0 1


 . (3.35)

O mapeamento que descreve os estados de spin-1 pode ser representado como:

∑

σ

∑

ab

Mσ1
a1,b1

Mσ2
a2,b2

. . .MσL
aL,bL
|σ〉〈ab|. (3.36)

Sendo assim, o estado AKLT (que é uma combinação da alternância entre estados de

spins-1 e spins-1
2
), |ψW 〉, pode ser mapeado como:

|ψW 〉 =
∑

σ

∑

b,a

Mσ1
a1,b1

wb1,a2M
σ2
a2,b2

wb2,a3M
σ3
a3,b3

. . . wbL−1,aLM
σL
aL,bL

wbL,a1|σ〉

|ψW 〉 =
∑

σ

Mσ1wMσ2wMσ3 . . . wMσLw|σ〉, (3.37)

usando a notação matricial. Para simpli�carmos ainda mais as expressão anterior, iremos
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introduzir o operador Āσ = Mσw, de tal forma que:

Ā+ =


 0 1√

2

0 0


 , Ā0 =


 −

1
2

0

0 1
2


 e Ā− =


 0 0

− 1√
2

0


 . (3.38)

O estado AKLT pode agora ser descrito por:

|ψW 〉 =
∑

σ

Āσ1Āσ2Āσ3 . . . ĀσL|σ〉. (3.39)

Também é possivel normalizar esses operadores,
∑

σ Ā
σ†Āσ = 3

4
I, ou seja reescalar Āσ os

operadores por 2√
3
:

Ā+ =


 0

√
2
3

0 0


 , Ā0 =


 −

√
1
3

0

0
√

1
3


 e Ā− =


 0 0

−
√

2
3

0


 . (3.40)

Nesta representação dos operadores Aσ, a normalização (no limite termodinâmico) de

|ψW 〉 será 〈ψW ||ψW 〉 =
∑4

i=1 λ
L
i , sendo λi os autovalores de:

E =
∑

σ

A∗σ ⊗ Aσ =




1
4

0 0 1
2

0 −1
4

0 0

0 0 −1
4

0

1
2

0 0 1
4



, (3.41)

ou seja, λi = {1,−1
3
,−1

3
,−1

3
}. Então, 〈ψW ||ψW 〉 = 1 + 3(−1

3
)L → 1, quando L→∞.

Desta forma, é possível expressar o estado AKLT usando um MPS formado com ope-

radores de dimensão 2× 2, sendo o caso mais simples não-trivial de MPS [95]

Por que as decomposições de matrizes em produtos de estados (MPS) [87] são tão

importantes nas técnicas de renormalização e quanti�cação de emaranhamento? Pode-se

citar 2 razões:

• Qualquer estado quântico pode ser representado como um decomposição do tipo

MPS, podendo ser manipulado mais facilmente se comparado a outras representa-

ções de estados [97]. Esse tipo de decomposição surge naturalmente quando se aplica
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técnicas de grupo de renormalização em redes de spin quânticos. Contudo essa re-

presentação pode ou não ser numericamente e�ciente, do ponto de vista da redução

tempo computacional. Desta forma, a estrutura matemática de representação do

estado escolhida para o MPS é importante.

• Há uma hierarquia no MPS, estados com pouco emaranhamento podem ser repre-

sentados mais e�cientemente (utilizando matrizes menores) que estados altamente

emaranhados. Esses estados quânticos pouco emaranhados são de grande importân-

cia para sistemas quânticos em baixa temperatura [86].

Para provar a primeira a�rmação, será preciso recorrer à decomposição em valores

singulares [98]. Se existir uma matriz arbitrária, A, com dimensão m × n, ela pode ser

representada por uma decomposição do tipo A = USV †, conhecida como decomposição

em valores sigulares (SVD) [99]. A SVD possui um papel crucial no campo da informação

quântica (quantum information), numa forma comumente chamada de decomposição de

Schmidt [100]. Através dela, estados de dois sistemas quânticos são decompostos natural-

mente, provendo condição necessária e su�ciente para eles serem emaranhados.

3.2 Emaranhamento de estados puros

A Mecânica Quântica surgiu para preencher lacunas teóricas e experimentais às quais

a Física Clássica não teve argumentos para preencher, como, por exemplo, a catástrofe

do ultravioleta [101]. Sendo assim, Niels Bohr e Werner Heisenberg desenvolveram em

1927 a interpretação mais comum para a Mecânica Quântica, que �cou conhecida como

interpretação de Copenhagen [102]. Nesta interpretação o estado de um sistema físico

é descrito por uma função de onda Ψ que contém toda a informação necessária para

caracterizar um sistema físico.

Entretanto, a observação de possíveis inconsistências nos fundamentos da teoria quân-

tica, mais especi�camente na interpretação de Copenhagen, fez Einstein, Podolsky, Rosen

em 1935 [103, 92] iniciarem uma série de discussões, ou melhor uma série de �Gedanke-

nexperiment',' que �caram conhecidos como paradoxos EPR, sobre as propriedades que

as fortes correlações quânticas tinham sobre a localidade da transmissão de informação.

Utilizando uma argumentação bastante engenhosa [101] para discutir os conceitos funda-

mentais da mecânica quântica e de transmissão de informação, realidade e de completeza
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teórica (totalmente plausíveis) demonstraram que em certas ocasiões os estados quânti-

cos ou apresentam a propriedade de não-localidade ou não serão descrições completas da

realidade física.

Para Einstein et al., em um artigo de 1935 [92], um teoria física completa deveria

satisfazer duas condições:

• Cada elemento de realidade fazer parte da teoria;

• Quando prevemos com certeza o valor de um observável S, sem perturbar o sistema,

então existe um elemento de realidade física relacionado a essa quantidade física.

Mas essa realidade física de�nida por Einstein entra em con�ito com o princípio da

incerteza de Heisenberg [101]: se medirmos r uma quantidade s torna-se indeterminada

(sendo s e r autovalores de dois observáveis, S e R, que não comutam entre si) e não pode

ser mais prevista. O valor de s só pode ser encontrado através de medida direta. Esta

medida, porém, irá perturbar o sistema e altera o estado para Ψs, autofunção associada

ao autovalor s (S|Ψs〉 = s|Ψs〉). Ou seja, podemos concluir que, se r é conhecido, s não

apresenta realidade física.

Então, podemos chegar a duas hipóteses:

1. a função de onda não nos fornece uma descrição completa da realidade;

2. quando dois operadores, S e R, não comutam, as duas quantidades físicas relacio-

nadas a eles realmente não apresentam realidade física simultaneamente.

Todavia, consideramos como falsa a hipótese (1) e chegamos à conclusão de que auto-

funções de operadores que não comutam correspondem à mesma realidade. Dessa forma,

chegamos a uma contradição, pois a negação de (1) leva à negação de (2). Portanto,

somos forçados a concluir que a função de onda não fornece uma descrição completa da

realidade.

Essa argumentação, que contrária a intepretação de Copenhagen, �cou conhecida com

Teoria de Variáveis Ocultas (TVO) [104]. Estas teorias têm como base fortes condições

de localidade. No paradoxo EPR, a localidade signi�ca que uma medida no sistema A

não pode ser afetada por operações feitas no sistema distante B com o qual A interagiu

no passado.
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As TVO permaneceram em alta durante muitos anos, bem como a questão da com-

pletude da Mecânica Quântica. No entanto, em 1964 John S. Bell [90] demonstrou que,

devido às suas fortes condições de localidade, as TVO são restritas a certas desigualdades

que não são sempre obedecidas pelo formalismo da Mecânica Quântica.

A explicação baseada em veri�cações experimentais, em defesa da interpretação de

Copenhagen, é que a função de onda que descreve a superposição de estados quânticos

possíveis existe em todos os pontos simultaneamente. O valor s observável do sistema A e

o valor do observável r da sistema B não são quantidades independentes, mas são obtidos

por uma mesma estrutura dentro das equações da física quântica, o que é conhecido

como representação de estados emaranhados. No instante em que é feita a medição do

subsistema A, todo o resto da função de onda colapsa em um único estado.

O fato da informação entre os estados estar fortemente correlacionada quanticamente

poderia implicar que a informação seria transmitida de forma não local, o que signi�ca

que interações entre entidades separadas podem ocorrer instantaneamente, sem que haja

qualquer relação material entre elas. É como se não existisse distância física entre dois

eventos, nem mesmo o tempo existisse.

Em seu artigo de 1935, Schrödinger [105] descreveu o emaranhamento quântico como:

�Quando dois sistemas, cujos estados estados conhecemos através de seus representantes

(função de onda), entram em interação física temporária devivo às forças conhecidas entre

eles, e depois de um tempo de in�uência mútua os sistemas voltam a se separar, então

não podem mais ser descritos na mesma forma que anteriormente, a saber, associados a

cada um deles um representante próprio. Através da interação os dois representantes se

tornam emaranhados�.

As previsões probabilísticas feitas através da função de onda do sistema são irredu-

tíveis no sentido em que não são um mero re�exo da falta de conhecimento de variáveis

escondidas (TVO). Nos eventos probabilísticos clássicos, como no lançamento de dados,

usamos probabilidades para prever o resultado �nal pois não possuímos informação su�-

ciente disponível, apesar de termos certeza que o processo é determinístico e que nossa

falta de conhecimento traga a dinâmica caótica do mesmo. As probabilidades são utili-

zadas para completar as lacunas do nosso conhecimento. A interpretação de Copenhagen

defende que os resultados são indeterminísticos.

Sendo a física um agrupamento de conhecimentos sobre o universo que tem seus resul-
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tados validados por processos de medida. Foge da alçada das interpretações de Copenha-

gen especular para além daquilo que pode ser medido, para o que só pode ser con�rmado

no imaginário. A interpretação de Copenhagen considera sem sentido perguntas como

"onde estava o fóton antes de sua posição ter sido medida?". O ato de observar provoca

o "colapso da função de onda", o que signi�ca que, embora nos momentos anteriores a

observação o estado do sistema permitisse um �imenso oceano� de possibilidades, apenas

uma delas será escolhida aleatoriamente pelo processo de medição, e a função de onda

resume-se instantaneamente para satisfazer essa escolha.

As propriedades do emaranhamento quântico são comumente associadas como pro-

priedades de sistemas de duas ou mais partículas, mas na verdade são propriedades de

qualquer sistema quântico composto, no sentido de que o sistema quântico não pode ser

decomposto como um produto de estados de seus subsistemas constituintes, possuindo

correlações não locais. Apesar de gerar uma certa estranheza inicial, ainda é possivel

descrever o emaranhamento quântico de um único ente físico, iremos assim descrever o

emaranhamento entre diferentes graus de liberdade que o compõe (por exemplo, o mo-

mentum de um átomo pode se emaranhar com seu spin pela interação com um campo

magnético, como no experimento de Stern-Gerlach [106]).

No caso dos sistemas compostos, o espaço global acesível, E, é construído a partir

do produto tensorial dos espaços de Hilbert, Ei, associados com os subsistemas. Esses

sistemas compostos são aqueles no qual as suas partes não interagem entre si, mas podem

ter interagido no passado.

Dentro deste contexto, o emaranhamento de sistemas compostos surge como uma

qualidade de todo estado físico que não pode ser representado como um produto tensorial

direto dos elementos dos espaços de Hilbert multiplicados.

Naturalmente, a situação mais rústica de sistema quântico onde ocorre emaranhamento

é o caso de um sistema bipartido: um sistema A descrito por um base de estados {|a〉},
enquanto o sistema B tem sua base descrita por {|b〉}. A descrição do espaço de estados

E para o sistema global é feita pelo produto tensorial dos espaços de estados das partes

A e B, sendo dim {|a〉} = m e dim {|b〉} = n, com m ≥ n.

Dentro de E, um vetor |Ψ〉 é dito fatorável se |ψ〉 = |φA〉 ⊗ |φB〉. Se tal decomposição

não for possível, |ψ〉 é dito emaranhado. Qualquer que seja a operação realizada em

apenas uma das partes será referida como uma operação local, e o emaranhamento não

Instituto de Física - UFAL



EMARANHAMENTO QUÂNTICO 64

pode ser criado e nem destruído por operações unitárias locais. Operações unitárias locais

não alteram o emaranhamento, pois apenas transformam uma base qualquer de Schmidt

em outra base ortonormal [26].

Uma ferramenta comum para a identi�cação de combinações de estados puros é a de-

composição em bases de Schmidt [26]. Na decomposição de Schmidt, um estado qualquer

do sistema |Ψ〉, pode ser escrito como:

|Ψ〉 =
m∑

k=1

λk|ak〉 ⊗ |bk〉, (3.42)

ondem é a dimensão da menor parte, λk > 0 e
∑
λ2
k = 1. Os coe�cientes λk são chamados

de coe�cientes de Schmidt e as bases {|ak〉} e {|bk〉} são as bases de Schmidt para o vetor

|Ψ〉. As propriedades de emaranhamento bipartido de estados puros estão inteiramente

contidas no conjunto dos seus coe�cientes λk, espectro de Schmidt.

Sob um olhar desatento este resultado pode parecer estranho: se o espaço E tem

dimensão n × m, como o vetor |Ψ〉 possuiria apenas m coe�cientes? Vale lembrar que

a decomposição de Schmidt está relacionada diretamente com decomposição em valores

singulares (|Ψ〉 = USV †) [87, 30] e o número de elementos não nulos que representam a

matriz diagonal S irá de�nir os número m de coe�cientes não nulos para a decomposição

de Schmidt. O número de coe�entes de Schmidt necessários para descrever um estado

puro é chamado de número de Schmidt, ns, sendo uma forma de quanti�car o emaranha-

mento presente no estado puro |Ψ〉. Se ns = 1 o sistema puro será fatorável [89]. Como

mencionado, o número ns de um vetor de E é limitado superiormente por m.

Diferenciando-se apenas nas escolhas de fases para as bases, a decomposição de Sch-

midt 3.42 é única. Entretanto, toda regra possui uma exceção; e a exceção desta regra

são os pares de Bell, que aparecem, como o estado de EPRB [92], quando há igualdade

entre dois ou mais coe�cientes de Schmdit. Na notação de qubits, análogo quântico de
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um registrador binário, os pares de Bell [92] são dados por:

|ψ+〉 =
1√
2

(
|00〉+ |11〉

)
, (3.43)

|φ+〉 =
1√
2

(
|01〉+ |10〉

)
, (3.44)

|ψ−〉 =
1√
2

(
|00〉 − |11〉

)
, (3.45)

|φ−〉 =
1√
2

(
|01〉 − |10〉

)
. (3.46)

Teorema: Todos os pares de Bell são emaranhados.

Para demonstrar, será utilizado apenas o estado |φ+〉, já que para qualquer um dos

outros 3 estados escolhidos a demonstração será totalmente análoga. Suponha que |φ+〉
possa ser escrito como:

(
c1|0〉+ c2|1〉

)
⊗
(
c3|0〉+ c4|1〉

)
, (3.47)

com os ci ∈ C . Então temos a igualdade:

|φ+〉 =
1√
2

(
|01〉+ |10〉

)
= c1c3|00〉+ c1c4|01〉+ c2c3|10〉+ c2c4|11〉. (3.48)

A ortogonalidade dos vetores |00〉, |01〉, |10〉 e |11〉 nos impõe as condições: c1c3 =

c2c4 = 0 e c1c4 = c2c3 = 1√
2
que não podem ser satisfeitas simultaneamente, mostrando

que estados de Bell não podem ser separados em um produto tensorial de vetores dos

subespaços de Hilbert. Esta forte correlação entre os subsistemas é própria do emaranha-

mento. [107].

Na teoria clássica da informação um Bit é a menor unidade de informação que pode

ser armazenada e transimitida de uma fonte para um receptor, assumindo somente dois

valores possíveis: zero ou um, mais ou menos, sim ou não, para cima ou para baixo, com

corrente ou sem corrente... A situação é análoga quando tentamos passar informação

usando qubits em sistemas que são regidos pela Mecânica Quântica.

De maneira similar ao bit no processamento computacional, a unidade de informação

quântica é o quantum bit ou qubit. Para um q-bit já não falamos em seus valores, mas em

seus estados, podendo estar num estado (representado por) |0〉 ou no estado (representado

por) |1〉, ou ainda em qualquer superposição deles. Realizações físicas de um q-bit são
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dadas por sistemas quânticos que possuem dois autoestados, como por exemplo: fótons

(com seus estados ortogonais de polarização), uma partícula com spin 1
2
, etc.

A parametrização mais geral para estados puros de um qubit, que de�ne a esfera de

estados puros de Bloch [108], é:

|Ψ(θ, φ)〉 = cos
θ

2
|0〉+ eiφ cos

θ

2
|1〉. (3.49)

Para um espaço de de dois qubits, temos o vetorial C4, com projetivo P3, uma variedade

de dimensão complexa 3, que corresponde à dimensão real 6 [26].

A Teoria de Bell [90] mostrou que a mecânica quântica, em algumas situações, pode

ser incompatível com o conceito clássico de transmissão local de informação e que leva a

previsões contrárias àquelas via a interpretação de Copenhagen. Os estados emaranhados,

como os pares de Bell, violam as desigualdades de Bell [103], o que mostra que a teoria

quântica exibe uma forma de não-localidade, isto é, sistemas quânticos podem afetar um

ao outro instantaneamente, independente de sua separação espacial. Contudo, medições

realizadas na parte A de um sistema não podem revelar informações sobre medições

realizadas na parte B.

Para provar que medições quânticas não permitem a transmissão de informação, consi-

dere que a parte A e a parte B compartilham o estado possivelmente emaranhado |ΨAB〉,
e estão realizando medições com os observáveis A e B, respectivamente. Então a proba-

bilidade de A obter o valor x e B obter o valor y é dada por:

px,y|A,B = |〈x| ⊗ 〈y||ΨAB〉|2

px,y|A,B = 〈ΨAB|
(
|x〉〈x| ⊗ |y〉〈y|

)
|ΨAB〉 (3.50)

Mas fazendo as medições localmente em A tem acesso apenas à distribuição marginal
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px|A,B =
∑

y

〈ΨAB|
(
|x〉〈x| ⊗ |y〉〈y|

)
|ΨAB〉

px|A,B = 〈ΨAB|
[
|x〉〈x| ⊗

(∑

y

|y〉〈y|
)]
|ΨAB〉

px|A,B = 〈ΨAB|
(
|x〉〈x| ⊗ IB

)
|ΨAB〉

(3.51)

que não tem mais nenhuma dependência com as medições realizadas em B, conhecida

como condição de não-sinalização: as diferentes partes do sistema não podem trocar

informações entre si. Isto é, px|A,B = px|A e py|A,B = py|B.

Outro contraste interessante surge quando confrontamos esse princípio com a teoria do

realismo de Einstein [92], que pode ser enunciada como: todos os resultados de medições

podem (pelo menos em princípio) ser previstos com probabilidade 1, se tivermos acesso a

todas as variáveis ocultas. Ou seja, o resultado de nossas observações já é pré-determinado.

Um exemplo, claro e prático, deste princípio é: �quando observamos um pássaro azul,

apenas descobrimos que ele é azul�. Deve haver uma variável que sabe a cor de todas os

pássaros, nós apenas não temos acesso a ela (�Deus não joga dados�).

Desta forma, determinado o sistema conjunto AB, existe uma variável λ tal qual

px,yλ|a,b seja 1 ou 0, sendo px,y,λ|a,b a probabilidade dos resultados a e b serem obti-

dos, quando λ é conhecido, dado que as medições x e y foram realizadas. Mesmo

assumindo a existência da variável λ, sempre vamos ter probabilidades independentes

px,yλ|a,b = pxλ|apyλ|b, o que de�ne localidade. E todas correlações de uma teoria realista

local satisfazem a condição de não-sinalização.

Como visto, a relação entre emaranhamento e não-localidade é mais delicada do que

parece ser. Estes são dois conceitos não equivalentes. Em algumas situações, podem

surgir estados emaranhados mistos que a troca de informações é local, isto é, não violam

as desigualdades de Bell. Dado um estado emaranhado qualquer, ψAB, existe outro estado

φAB que não viola a desigualdade de Bell, mas tal que a combinação de tais estados seja

não-local. Isso signi�ca que os estados emaranhados têm sempre uma não-localidade

escondida que pode ser ativada. Satisfazer a desigualdade de Bell implica em localidade,

não satisfazê-la implica em não-localidade, o que signi�ca que um ponto irá alterar outro
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ponto do espaço instantaneamente.

3.3 Teorema de Bell

O �teorema da impossibiliade de teorias de variáveis ocultas locais (TVOs)� criado

pelo norte-irlândes John Stuart Bell (1964) [93, 90] é um dos mais importantes resultados

obtidos através de fundamentos da Teoria Quântica desde a criação de uma proposta de

interpretação da teoria quântica em termos de "variáveis ocultas"por David Bohm (1952)

[109]. Esse teorema e dos experimentos posteriores con�rmaram as previsões da teoria

quântica sob a interpretação de Copenhagen (em oposição à previsões das VOs locais).

Apesar do teorema de Bell tem encontrado diversas aplicações na área de informação

quântica, sendo o primeiro resultado quanto à análise da separabilidade de estados puros

com dois quibits, é curioso que nenhum avanço signi�cativo ocorreu com relação às suas

conseqüências �losó�cas desde 1982 [110], quando �cou clara a distinção entre dois tipos

de localidade:

• localidade incontrolável (independência dos resultados): supõe que a probabi-

lidade de obter o valor x para a partícula 1 independe do valor y obtido para a

partícula 2;

• localidade controlável (independência dos parâmetros): supõe que a probabili-

dade para a partícula 1 independa do observável sendo medido na outra.

A rejeição da não-localidade incontrolável (independência de resultados) e aceitação da

localidade controlável parece ser a interpretação fíloso�ca mais aceita, pois é análogo ao

que é visto nos experimentos: o resultado obtido na medição na partícula 1 provoca um

colapso não-local da função de onda, que afeta o resultado a ser obtido para a outra

partícula [30].

Dentro da Teoria de Bohm [109], dois qubits em um estado emaranhado são caracte-

rizados pelo fato que a medida de um interfere no resultado da medida do segundo, ainda

que estejam separados por longas distâncias, o que Albert Einstein de�niu como �ação fan-

tasmagórica à distância�. De acordo com esta ideia, o primeiro critério de separabilidade

sugere que todo estado puro emaranhado viola uma desigualdade de Bell [93].

John S. Bell estudou o trabalho de Bohm, como alguns outros �zeram, mas �cou

admirado que �as fórmulas que fornecem as velocidades das partículas exibem o traço
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curioso de ter em geral um caráter �agrantemente não-local"[93]. Ele pode extrapolar

a teoria através de um questionamento: �será que o traço não-local da teoria realista

de Bohm seria uma característica de qualquer teoria realista local?� Em poucos dias,

mostrou que sim! Obteve uma prova de impossibilidade para teorias de variáveis ocultas

locais.

Para demonstrar o teorema de Bell usaremos o Gedankenexperiment de Einstein-

Podolsky-Rosen-Bohm (EPRB) [110]: duas partículas, A e B, de spin 1
2
são produzidas

pelo decaimento de uma molécula C com spin total 1. Alain Aspect utilizou a inter-

pretação óptica do EPRB Gedankenexperiment para realizar seus experimentos, analises

ópticas que culminaram num artigo em 1982 [111]. No experimento de Aspect, as duas

partículas de spin se movem livremente em direções opostas conforme a �gura 3.3. Pos-

teriormente, o aparato de Stern-Gerlach é aplicado sobre a partícula A.

Figura 3.3: Gedankenexperiment de Bohm: duas partículas, A e B, de spin 1
2
são produ-

zidas pelo decaimento de uma molécula C com spin total 1. Posteriormente, o aparato
de Stern-Gerlach é aplicada sobre a partícula A.

Fonte: Autor, 2017.

Pela conservação do momento angular, a soma dos spins em qualquer direção tem de

ser nula. Isso signi�ca que o sistema está no estado �singleto�, dado pelo vetor

Ψ(~rA, (~rB) = φA(~rA)φB(~rB)
1√
2
{|+〉A|−〉B − |−〉A|+〉B}, (3.52)

onde φA(~rA) e φB(~rB) são funções de pacote de onda que não se sobrepõem e {|±〉i} e
{|±〉′i} são as bases das partículas A e B na direção ~n e ~n′, respectivamente.

Caso se realize uma medida da partícula A usando o aparato de Stern-Gerlach com
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o campo magnético na direção do vetor unitário ~n, se obterá como resultado |+〉A. O

colapso da função de onda devido à medição será:

Ψ(~rA, (~rB)→ φA(~rA)φB(~rB)||+〉A|−〉B. (3.53)

Apesar de não ter sido realizada nenhuma medida sobre a partícula B, pode-se concluir

que seu estado é |−〉B. Mesmo que tivesse sido efetuado a medida do spin A ao longo

de uma nova direção do vetor unitário ~n′, se o resultado da medida da partícula A for a

autofunção do operador de spin na direção |+〉′A na direção ~n′, deve-se atribuir |−〉′B para

o átomo B que não foi medido.

Para um leitor atento, este comportamento não é estranho, podendo ocorrer inclusive

com partículas clássicas que obedecem a algum princípio de conservação, como a conser-

vação de momento angular (semelhante ao nosso exemplo). O que surge como inovador,

na abordagem quântica, é que este comportamento se veri�ca para qualquer orientação

dos aparelhos de Stern-Gerlach! Ou seja, logo depois que o par de partículas for emitido,

o cientista pode colocar rapidamente os dois aparelhos em qualquer orientação, que ele

queira para realizar medidas independentes em cada partícula (sendo a mesma orientação

para o par de aparelhos), e o que se observará será a anticorrelação perfeita em qualquer

direção.

Esta propriedade de anticorrelação perfeita para qualquer os ângulos não pode ser

obtida "classicamente", isto é, por uma teoria realista local. A demonstração disso é

justamente o que se conhece como teorema de Bell, que estamos tratando nessa seção.

Se posicionarmos um segundo aparato de Stern-Gerlach agora aplicado sobre a partí-

cula B, pode-se efetuar as medidas do spin B ao longo de uma nova direção indepedente

~n′B, de modo que ~n′B · ~n′ = cos θ.

As probabilidades conjuntas [112] das particulas A e B são:

PΨ
↑A↑B = PΨ

↓A↓B =
1

2
sin2 θ

2
,

PΨ
↑A↓B = PΨ

↓A↑B =
1

2
cos2 θ

2
. (3.54)

Com essas probabilidades construímos o valor esperado do resultado das medidas, de�nido

por:
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P(~n′B, ~n
′) = PΨ

↑A↑B + PΨ
↓A↓B − PΨ

↑A↓B − PΨ
↓A↑B = − cos θ (3.55)

No caso que ~n′B = ~n, temos a correlação perfeita e o valor é -1, já que as partículas

têm sempre spins opostos em uma dada direção. Analogamente, quando os detectores

estiverem orientados em sentidos opostos, o produto das medidas deve ser sempre a média

dos produtos será 1.

Agora iremos calcular o que �cou conhecido como média �clássica� do experimento de

Bohm, supondo que existem variáveis ocultas. Suponha que a projeção PA(~n′, λ) do spin

da partícula A ao longo da direção ~n′ está de�nida por um parâmetro de realismo λ, fato

de λ ser um parâmetro de realismo vem do valor PA(~n′, λ) existir antes da medida e não

ter sido criado por ela.

O que são, na realidade, os termos Px(i, j)? Eles podem ser interpretados como os

coe�cientes de correlação do sistema e exprimem como os resultados obtidos para uma

das partículas se correlacionam com os resultados obtidos para a outra partícula. Vejamos

três casos simples:

• Se, para cada par de partículas, ambos os detectores sempre fornecerem o mesmo

resultado, então Px(i, j) = 1;

• Se os resultados forem sempre opostos, resultando na anticorrelação perfeita, então

Px(i, j) = −1;

• Se o resultado de um independer do outro, então Px(i, j) = 0.

Esse estado, chamado "singleto", exibe anticorrelação perfeita, Px(i, j) = −1, e inva-

riância rotacional. Suas propriedades não mudam qualquer que seja a orientação (igual)

dos aparatos de Stern-Gerlach.

Em muitas repetições de medidas de A e B, a variável oculta varia estatisticamente, o

que se conhece como Teoria de Variáveis Ocultas Estocástica Local (TVOE) [93], conforme

uma distribuição ρ(λ), sendo
∫
ρ(λ)dλ = 1 . O abandono do �determinismo nas medições�

leva a essa classe de TVOs chamada "estocástica". Nesta, as variáveis ocultas (juntamente

com o estado quântico) não determinam univocamente os resultados das medições, mas

fornecem apenas probabilidades para diferentes resultados.
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A maior motivação para se introduzir TVOEs estocásticas surge do fato que elas pode-

riam formar um conjunto incompleto de variáveis, que se "completariam"(reinstaurando

o determinismo nas mediçoes) com variáveis adicionais localizadas em alguma parte, por

exemplo nos aparelhos de medição. Deste modo, a média do produto das medições é,

então:

P(~n′B, ~n
′) =

∫
ρ(λ)PA(~n′, λ)PB(~n′B, λ)dλ. (3.56)

Mas, PA(~v, λ) = −PB(~v, λ), sendo ~v um vetor qualquer, de modo que:

P(~n′B, ~n
′) = −

∫
ρ(λ)PA(~n′, λ)PA(~n′B, λ)dλ. (3.57)

De forma análoga, tomando uma terceira direção ~n,

P(~n, ~n′) = −
∫
ρ(λ)PA(~n′, λ)PA(~n, λ)dλ, (3.58)

e portanto

P(~n′B, ~n
′)− P(~n, ~n′) = −

∫
ρ(λ)PA(~n′, λ)

[
PA(~n′B, λ)− PA(~n, λ)

]
dλ. (3.59)

Como as funções PA(~n′, λ), PA(~n′B, λ) e PA(~n, λ) só podem assumir os valores ±1, o

valor quadrático delas é sempre 1. Então, podemos introduzir PA(~n′B, λ)2 na equação 3.3,

obtendo:

P(~n′B, ~n
′)− P(~n, ~n′) = −

∫
ρ(λ)PA(~n′, λ)PA(~n′B, λ)

[
1− PA(~n′B, λ)PA(~n, λ)

]
dλ. (3.60)

O módulo de 3.60 obedece à desigualdade matemática:

∣∣∣P(~n′B, ~n
′)− P(~n, ~n′)

∣∣∣ ≤
∫ ∣∣∣ρ(λ)PA(~n′, λ)PA(~n′B, λ)

[
1− PA(~n′B, λ)PA(~n, λ)

]∣∣∣dλ. (3.61)
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Como a densidade ρ(λ) é positiva,
[
1−PA(~n′B, λ)PA(~n, λ)

]
≥ 0 e

∣∣∣PA(~n′, λ)PA(~n′B, λ)
∣∣∣ =

1, pode-se reduzir a equação 3.61 a

∣∣∣P(~n′B, ~n
′)− P(~n, ~n′)

∣∣∣ ≤
∫ ∣∣∣ρ(λ)

[
1− PA(~n′B, λ)PA(~n, λ)

]∣∣∣dλ. (3.62)

que pode ser reescrita como

∣∣∣P(~n′B, ~n
′)− P(~n, ~n′)

∣∣∣ ≤ 1 + PA(~n, ~n′B). (3.63)

Esta é a desigualdade de Bell [103], que deve ser obedecida por qualquer teoria realista

e local (teoria clássica). Por exemplo, se �zermos ~n′ perpendicular a ~n′B e ~n formando

45 graus com o plano formado por pelos outros dois vetores e com o auxilio da equação ,

tem-se:

∣∣∣P(~n′B, ~n
′)− P(~n, ~n′)

∣∣∣ ≤ 1 + PA(~n, ~n′B)
∣∣∣− ~n′B · ~n′ + ~n · ~n′

∣∣∣ ≤ 1− ~n · ~n′B
∣∣∣0 +

√
2

2

∣∣∣ ≤ 1−
√

2

2√
2 ≤ 1 (3.64)

que representa um resultado absurdo.

Com esses resultados, a interpretação de Copenhagen se mostra incompatível com

qualquer teoria de variáveis ocultas locais. A ideia de Einstein, de completar a teoria

quântica com TVO que restaurassem o realismo e impusessem a localidade, é impraticável.

Ou o realismo ou a localidade deve ser abandonado.

Essa limitação foi removida por Clauser, Horne, Shimony e Holt (1969), o que �cou

conhecido como desigualdade CHSH, obtendo uma nova desigualdade com hipóteses me-

nos restritivas [113]. Bell (1971) rededuziu a desigualdade CHSH, com uma análise mais

cuidadosa para as hipóteses envolvidas [114]. Na reformulação da CHSH de Bell, a de-

dução leva em conta que em algumas oportunidades um, ou o outro, ou ainda os dois

sistemas de detecção não registrem nenhum dos dois valores possíveis ±1, situação em
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que é atribuído 0 como valor da medição. Dessa forma, escolhendo dois pares de direções

distintas, a e a′ para o primeiro subsistema e b e b′ para o segundo.

Assim, escolhendo as quatro direções distintas a, a′, b e b′, pode-se construir, analo-

gamente a equação 3.3, a seguinte relação:

P(a, b)− P(a, b′) =

∫
ρ(λ)PA(a, λ)

[
PA(b, λ)− PA(b′, λ)

]
dλ

=

∫
ρ(λ)PA(a, λ)PB(b, λ)

[
1± PA(a′, λ)PA(b′, λ)

]
dλ

−
∫
ρ(λ)PA(a, λ)PB(b′, λ)

[
1± PA(a′, λ)PA(b, λ)

]
dλ (3.65)

Utilizando argumentos semelhantes aos que foram usados na desigualdade 3.60, chega-

se

∣∣∣P(a, b)− P(a, b′)
∣∣∣ ≤

∫
ρ(λ)

[
1± PA(a′, λ)PB(b′, λ)

]
dλ

+

∫
ρ(λ)

[
1± PA(a′, λ)PA(b, λ)

]
dλ

≤ 2±
∣∣∣P(a′, b′) + P(a′, b)

∣∣∣. (3.66)

A relação 3.66 pode ser reescrita, no formalismo CHSH de Bell, como:

−2 ≤ P(a, b)− P(a, b′) + P(a′, b′) + P(a′, b) ≤ 2. (3.67)

Escolhas diferentes dentre as direções a, a′, b e b′ ao escrever a relação 3.65 produzem ainda

outras formas dessa desigualdade, em que o sinal negativo (único) aparece em qualquer

das quatro funções de correlação envolvidas. Por exemplo, escolhendo-se que as 4 direções

estejam contidas no plano zx, fazendo com o eixo z ângulos respectivamente de nπ
4
, sendo

n = 0, 1, 2 e 3, resulta para o estado eq. 3.52 em:

P(a, b) = −P(a, b′) = P(a′, b′) + P(a′, b) = −
√

2

2
, (3.68)
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que no formalismo CHSH de Bell, torna-se o limite da desigualdade CHSH:

P(a, b)− P(a, b′) + P(a′, b′) + P(a′, b) ≤ 2
√

2. (3.69)

Ou seja, a impossibilidade de Bell a�rma que qualquer TVO (ou seja, qualquer teoria

realista) que seja local é eliminada por uma desigualdade do tipo:

|P(a, b)− P(a, b′) + P(a′, b′) + P(a′, b)| ≤ 2
√

2, (3.70)

de modo que o estado e a con�guração na realidade tendem a saturar nesse limite quântico,

que é conhecido como limite de Tsirelson [115].

3.4 Emaranhamento de estados mistos

A maneira mais simples de se descrever estados mistos é considerar uma mistura

estatística de estados puros. Ou seja, o sistema quântico que se quer descrever pode ser

representado por um conjunto de estados puros |Ψi〉 normalizados, com probabilidades

associadas pi.

Durante muitas décadas, pensou-se que emaranhamento e violação das desigualdades

de Bell eram a mesma expressão peculiar da Mecanica Quântica: não-localidade. Atual-

mente, sabe-se que essa equivalencia não é completa, sendo válida apenas para estados

puros; ou seja, existem estados mistos emaranhados que nao violam as desigualdades de

Bell.

Como visto anteriormente, um estado puro |Ψ〉 de N partículas e dito separável quando

pode ser escrito como:

|Ψ〉 = |Ψ1〉 ⊗ |Ψ2〉 ⊗ · · · ⊗ |ΨN〉. (3.71)

De tal forma, um estado puro é emaranhado quando for não separável. Entretanto este

conceito foi estendido para contemplar tambem estados mistos por R. F. Werner [116]:

um estado misto separável, com suas partes classicamente correlacionadas, é aquele que

pode ser criado por Operações Locais e Comunicação Clássica (LOCC) [117], operações
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que geram correlações clássicas por serem realizadas comunicações clássicas entre as bases

que estão criando seus estados. Ou seja,

ρ =
∑

k

pkρ
k
1 ⊗ ρk2 ⊗ · · · ⊗ ρkN . (3.72)

O operador ρ é chamado operador densidade [118, 5], que representa uma combinação

convexa dos N subsistemas ρki . Utilizando um argumento similar advindo dos estados

puros, um estado misto emaranhado é um estado misto não separável.

Um situação prática, para melhor compreensão do que é realmente uma LOCC, seria:

supor que eu e você somos partículas quânticas. Ao tentarmos criar uma estratégia de

como gerar um estado global conjunto e enganar o grupo de cientistas que pretendem nos

analisar e que acham que não podemos nos comunicar. Para ser uma decisão justa (ao

menos para nós, que sabemos do combinado), iremos utilizar uma moeda e �tirar cara ou

coroa� para decidir os estados que iremos assumir.

Por exemplo, através do resultado do sorteio da moeda se o resultado for cara (cuja

probabilidade associdada é p) nós iremos assumir os estados ρ+
x e ρ+

y (eu represento o

estado ρx, você o estado ρy), e se der coroa (cuja probabilidade associdada é 1 − p)

assumiremos os estados ρ−x e ρ−y . Assim, o estado global, que irá nos representar, é:

ρ = p(ρ+
x ⊗ ρ+

x ) + (1− p)(ρ−x ⊗ ρ−x ) (3.73)

É importante mencionar que uma LOCC não é capaz de criar emaranhamento, ela

só mantém ou destrói o emaranhamento pré-existente no sistema. Os estados individuais

estão correlacionados, mas a correlação entre eles é clássica [116]. O contéudo da informa-

ção, que eu e você compartilhamos para formar o estado global, representaria o conjunto

de informações que se entende, segundo a argumentação da TVO, por váriaveis ocultas

do problema. Outro ponto que pode ser mencionado é que ao analisar o caso particular

caracterizado por ter p1 = 1 e pk 6=1 = 0 na eq. 3.74, ela torna-se:

ρ = ρ1 ⊗ ρ2 ⊗ · · · ⊗ ρN , (3.74)
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que representa um estado misto separável que não possui correlação nenhuma entre seus

subsistemas.

Para discutirmos as misturas de estados puros, é mais conveniente associar o estado

geral do sistema aos operadores projetores |Ψi〉〈Ψi| e as probabilidades pi:

ρ =
∑

i

pi|Ψi〉〈Ψi|. (3.75)

À primeira vista, é possível referenciar algumas das principais propriedades matemá-

ticas deste operador:

• 0 ≤ pi ≤ 1 ;

• ρ é Hermitiano;

• ρ é de�nido positivo, ou seja: 〈a|ρ|a〉 ≥ 0,∀|a〉;

• Tr(ρ) = 1.

Através destas propriedades, outras podem ser deduzidas:

1. Os autovalores de ρ são não-negativos;

2. Os autovalores λi de ρ satisfazem: 0 ≤ λi ≤ 1;

3. Tr(ρ2) ≤ 1.

Um impecílio natural no estudo de sistemas de muitas partes é como descrever o

resultado de todos os possíveis testes locais realizados sobre cada uma das partes. Para

simpli�car a descrição, denominaremos a parte de interesse do sistema por S (de sistema)

e o resto do sistema por E (de entorno).

Quando estudamos sistemas dinâmicos quânticos, as observações são as únicas fontes

de informação sobre o estado característico que descreve um sistema arbitrário. Então,

são feitas medições com o operador densidade representando a descrição mais completa

que se pode dar para tal estado característico. Isso inclui, como caso particular, os estados

puros caracterizados por ter p1 = 1, situação única onde ρ é um projetor. Iremos chamar

de ρ(1) = |Ψ1〉〈Ψ1|. O valor esperado de um projetor, 〈ρ(1)〉 = 〈φ|ρ(1)|φ〉 = |〈Ψ1|φ〉|2,
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é nada mais do que a probabilidade de encontrar um sistema no estado |φ〉 no estado

particular |Ψ1〉.
Sejam HS o espaço de estados do sistema S, HE o espaço de estados do sistema E,

e ρ o operador densidade que representa o sistema composto inteiro. Então, o estado

composto é separável quando pode ser representado por ρ =
∑m

i piρ
S
i ⊗ ρEi tal que ρSi

e ρEi são operadores densidades sobre HS e HE qualquer que seja i ∈ {1, 2, 3, ...,m},
e (p1, p2, . . . , pm) é um vetor de probabilidades. Caso contrário o sistema composto é

emaranhado.

A estatística dos resultados de qualquer teste quântico realizado está descrita pelo

operador ρ. Por exemplo, o valor esperado de um teste descrito pelo operador A será

dado por:

〈A〉 = Tr(ρA) (3.76)

Testes locais serão dados por operadores da forma A = As ⊗ IE. O valor esperado

destes testes, supondo que o estado global do sistema é descrito na decomposição de

Schmidt por |Ψ〉 =
∑

i λi|ψi〉S ⊗ |εi〉E, será dado por:

〈A〉 =
∑

i

λ2
i 〈ψi|As|ψi〉 = Tr

{(∑

i

|ψi〉λ2
i 〈ψi|

)
As

}
, (3.77)

tal que o operador densidade reduzida é representado por ρr =
∑

i |ψi〉λ2
i 〈ψ|, que corres-

ponde a um traço parcial (no subsistema E) que leva os operadores do espaço geral em

operadores do sistema S. O operador ρr representa a informação sobre a parte do sistema

desejado e nenhuma informação do resto do sistema composto. Algo importante a ser

mencionado é que, para estados mistos, o conhecimento dos estados parciais não descreve

o estado global.

Outro fato interessante é que, se o estado do sistema não for puro, a decomposição

apresentada no lado direito da equação 3.77 não é única. Ou seja, um mesmo operador

densidade pode ser descrito de diversas formas como um ensemble de estados puros.

Resultado já esperado, quando recordamos o que foi discutido acerca da decomposição de

estados quânticos na seção 3.1.
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A menos que tenhamos alguma informação adicional sobre a preparação do estado, não

há maneira física de discriminar entre essas possibilidades. Segredos podem ser escondidos

em diversas formas de preparação que levem a um mesmo estado. Os primeiros protocolos

de criptogra�a quântica se utilizam disso [119].

Se o estado misto introduz a ideia de mistura estatística de estados puros, torna-se

natural querer comparar dois estados e você pode ser perguntar:

Qual é o que possui maior mistura dos dois?

Para responder, inicialmente é considerável salientar: se há uma transformação unitá-

ria O tal que ρ′ = OρO†, então ρ e ρ′ são �igualmente misturados�. Muda-se os estados

puros que serão usados na descrição, não a forma que eles são misturados.

Serão mais misturados que ρ todos os estados que podem ser obtidos como combina-

ção convexas dos diversos OkρO
†
K . Todos os estados que forem descritos como misturas

de estados são tão misturados quanto ρ. Uma vez colocados em ordem decrescente os

autovalores λi de ρ e λ′i de ρ, ρ
′ é mais misturado que ρ se, e somente se,

k∑

i=0

λ′i ≤
k∑

i=0

λi, ∀k. (3.78)

O estado ρ′ será mais misturado que ρ se existirem operados unitáriosOK , e coe�cientes

uk ≥ 0, com
∑

k uk = 1, de forma que:

ρ′ =
∑

k

ukOkρO
†
K . (3.79)

O entendimento de quais estados possuem maior ou menor �mistura� é fundamental

para quanti�cação de emaranhamento.

3.5 Quanti�cação de Emaranhamento

3.5.1 Critérios para Separatibilidade

A partir deste ponto da tese, supomos que o leitor já possui um bom entendimento

da idéia de emaranhamento em estados mistos e puros. Então, a pergunta lógica seguinte
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seria: como saber se posso separar, ou não, o estado que estou analisando?

Para responder isso, suponha a situação:

Se Laura e Bruno procedem testes locais, um estado puro fatorado |l, b〉 é separado.

Através de operações unitárias locais, qualquer estado puro fatorado deve ser separado,

ou melhor, existem procedimentos característicos que podem ser usados para que Laura e

Bruno obtenham qualquer estado puro fatorado. Se nos fosse cedido algum sistema con-

�ável de sorteios, deveriamos criar um registro onde os estados |lk, bk〉 sejam construídos

com probabilidades pi, de tal forma que qualquer estado poderia ser escrito como

ρ =
∑

k

pk|lk, bk〉〈lk, bk|, (3.80)

que pode ser elaborado por Laura e Bruno apenas com LOCC. Estados assim montados,

em sua maioria, apresentam correlações, ou seja, os resultados de testes locais realizados

por Laura estarão correlacionados a resultados de testes locais realizados por Bruno, o

que de�ne as correlações clássicas.

Existem vários métodos que permitem identi�car se um estado é, ou não, emaranhado

[26]. Alguns deles são ditos operacionais, ou seja, um simples cálculo determina se um

dado estado é (ou não) emaranhado. Mas como �every rose has its thorns�, é de se esperar

que existam estados que se encaixem somente numa classe de critérios mais �complicados�,

mais técnicos, chamados não-operacionais [120, 121].

O que buscamos, então, é uma �receita� (algum conjunto de critérios operacionais)

de separatibilidade que, dado um estado ρ, permita uma resposta: estado separável, ou

emaranhado, ou ainda, o que ocorre para alguns critérios: não conclusivo. A estratégia

comum é: se ρ é separável, então possui uma certa propriedade (de�nida pelo critério

assumido). Assim, estados que violam esta propriedade serão emaranhados. Este tipo

de procedimento pode levar a testes inconclusivos, no sentido que, se a dita propriedade

for veri�cada, não sabemos (em geral) se o estado é ou não emaranhado. Como exemplo,

iremos discutir dois critérios de separatibilidade bem comuns na literatura: o primeiro,

critério de Peres-Horodecki [122], que utiliza a transposição parcial e outro, critério de

Nielson e Kempe [123], que usa a majoração, comparando se os estados bases são mais ou

menos emaranhados que o estado global.
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Desta forma, a determinação de um critério de separabilidade que seja implementável

para qualquer que seja o estado que o sistema se encontre ainda é um problema em aberto,

pois as técnicas de análise de estados com um grande número de qubits não apresentam

uma sistemática global de�nida [26, 30].

Critério de Peres-Horodecki

Este critério operacional surge da observação que se ρ representa um estado físico, seu

complexo conjugado ρ̄ também é um estado físico [124, 122]. Usa-se então a operação

chamada de transposição parcial do estado global, se

ρ =
∑

m,n,u,v

ρm,n,u,v|m,u〉〈n, v|, (3.81)

sua transposta parcial (neste caso, em relação ao segundo fator) será:

ρTB =
∑

m,n,u,v

ρm,n,u,v|m, v〉〈n, u|, (3.82)

onde foi feita apenas a troca entre os segundos índices dos produtos tensoriais, v ←→ u.

A transposição parcial é uma operação linear no espaço real dos operadores Hermitianos.

O critério de Peres-Hodericki assume que se ρ for separável, então ρTB não possuirá

valores negativos. Em outras palavras, se ρTB tem valores negativos, é garantido que ρ

é emaranhado. Esse resultado é valido independente de qual parte será usada para a

transposta parcial, ρTA = (ρTB)T . Entretanto, se a dimensão de ρ for maior que 6, esse

teste é completamente inconclusivo.

Considere agora um estado de 2-qubits, como exemplo da aplicação da técnica, escrito

em termos de um dos estado de Werner [116]:

F = p|ψ−〉〈ψ−|+ (1− p)I
4
, (3.83)

sendo |ψ−〉 = 1√
2

(
| − +〉 − | + −〉

)
e I é uma matriz identidade de dimensão 4. Na

representação matricial, temos:
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ρ =
1

4




1− p 0 0 0

0 p+ 1 −2p 0

0 −2p p+ 1 0

0 0 0 1− p




(3.84)

e sua transposta parcial (em relação ao segundo fator) será:

ρTB =
1

4




1− p 0 0 −2p

0 p+ 1 0 0

0 0 p+ 1 0

−2p 0 0 1− p




(3.85)

, que possui seu menor autovalor dado por 1−3p
4

. Desta forma, o estado ρ é emaranhado

(pelo critério de Peres-Horodecki) para p > 1
3
. Contudo, um grupo de pesquisadores

conhecido como família Horodecki mostrou que a su�ciência não se veri�cava para tais

análises generalizadas [125]

De forma mais abrangente, o critério de Peres-Horodecki pode ser citado como: um

estado ρ é separável se, e somente se, para qualquer mapa (operador que age

no espaço dos operadores) positivo M , Mρ é positivo [124, 122].

Um mapa M é um operador que age nos espaços dos operadores, ou seja, se R é

um operador, então MR também o é. Um mapa é positivo quando leva operadores

positivos em operadores positivos. De acordo com esses conceitos, podemos concluir que

a transposição utilizada por Peres é um mapa positivo, uma vez que este procedimento

não modi�ca o conjunto dos autovalores de uma matriz [124, 122].

Critério de Neilsen-Kempe

Outro importante critério operacional, criado por Nielsen e Kempe [123], é conhecido

como critério da majoração da separabilidade dos estados. A forma usual de quanti�car

a desordem em sistemas físicos é através do uso de medidas entrópicas. Do ponto de vista

clássico, se um sistema tem duas partes, partes i e j, a entropia do sistema global S2 não

pode ser menor que a entropia de cada subsistema Si. No contexto quântico, a entropia
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de von Neuman [126], S(p) = −Tr[p log p] é extensamente utilizada em várias situações.

Assim, pode-se de�nir uma entropia condicional S(2|i) = S2 − Sj que é a entropia do

sistema i, uma vez que é conhecida a entropia da parte j do sistema [127]. Quando se

fala de probabilidades clássicas, S(2|i) é sempre positiva. De forma que a variação de

entropia de um sistema isolado também seja sempre positiva ou nula, segundo a 2a lei da

termodiâmica.

Supondo, que os estados não são emaranhados tem-se S(2|i) = Si, sendo S(2|i) > 0.

Entretanto, se S(2|i) < 0, então o estado global ρ2 =
∑

k pkρ
k
i ⊗ ρkj é não separável. Para

estados separáveis, ρ2 é necessariamente mais misturado que os estados locais ρi e ρj. Ou

seja, se ρi (ou ρj) for mais misturado que ρ2, então ρ2 é um estado não-separável.

Critério entrópico: Se S(2|i) = S2 − Sj < 0, então ρ2 é um estado emaranhado.

Considere o conjunto de todas as distribuições de probabilidades possíveis para uma

variável aleatória Γ, o espaço amostral de Γ. Vamos considerar o caso em que o espaço

amostral possua N elementos, sendo a probabilidade de cada resultado (γk) ser obtido

representada por pk = P (Γ = γk).

O conjunto de todas as distribuições de probabilidades pk para Γ é o conjunto de todos

os vetores em RN com coordenadas não-negativas e que somam um. Esse conjunto é um

invólucro convexo de (N − 1) pontos em RN . A envoltória convexa será denotadas por

Θ.

Para dois vetores ~s e ~e ∈ Θ. Sejam ~s↓ e ~e↓ os vetores obtidos de ~s e ~e com as

coordenadas ordenadas em ordem descrescente. Dizemos que ~s é majorado por ~e, ~s ≺ ~e,
ou que ~s majora ~e, ~s � ~e, se para todo k tem-se

k∑

i=1

~s↓ ≤
k∑

i=1

~e↓. (3.86)

Critério da Majoração [123]: Sejam ρ o operador densidade que representa com-

posto, ~v é o vetor cujas entradas são os autovalores de ρ ,~s e ~e vetores cujas componentes

são os autovalores dos operadores densidade reduzidos ρS e ρE. Se é separável, então

~v↓ ≺ ~s↓, ~e↓.
Diz-se então que x é �mais misturado� que z quando z � x. Podemos agora enunciar

o critério de Nielsen e Kempe:
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Critério de Nielsen e Kempe: Se ρ2 é separável, então: λ(ρi) � λ(ρ2) e λ(ρj) �
λ(ρ2), onde λ(ρ2), λ(ρi) e λ(ρj) representam os autovalores de ρ2 e de suas matrizes

reduzidas, respectivamente.

3.5.2 Propriedades dos quanti�cadores de emaranhamento

Todos os critérios apresentados até então servem para atestar apenas emaranhamento

em sistemas de duas partes. Quando estamos tratando com emaranhamento entre diversas

partes precisamos ser mais cuidadosos e especi�car a qual emaranhamento estamos nos

referindo.

Como o emaranhamento quântico é um recurso vantajoso de manipulação ou trans-

missão de informação, em relação aos meios �clássicos� de manipulação e transmissão,

torna-se imprescindível quanti�cá-lo, ou seja, dizer quanto emaranhamento está presente

e disponível para ser utilizado em um sistema físico de muitas partes.

Chamamos de k-separável, todo estado que pode ser escrito sob a forma de uma

combinação convexa de estados que produtos de k produtos tensoriais. Alternativamente,

dizemos que tal estado pertence ao conjunto Sk. Cada um dos Sk é convexo e fechado

e dado ρ não percente a Sk, existe um hiperplano C que separa ρ de Sk [128]. Ou seja,

existe algum operador Hermitiano C tal que Tr(Cρ) > 0 e Tr(Cσ) ≥ 0 para qualquer σ

pertencente a Sk. Sendo assim, podemos chamar C testemunhas de emaranhamento, a

solução téorica para a questão de separabilidade de estados.

Toda vez que ρ estiver emaranhado, existirá algum C que irá testemunhar isso. En-

tretanto não há uma testemunha universal [129].

Uma das formas sistemáticas de se construir a otimização das testemunhas [130] para

estados puros é atraves da busca pelo elemento ótimo, Cψ = Λ2 − |ψ〉〈ψ|. Pela condição

que Tr(Cσ) ≥ 0 se σ é separável, temos que Λ2 = max
σ∈S

(
||〈σ|ψ〉||2

)
.

Diversos autores discutem qual seria o conjunto completo de requerimentos naturais

que um quanti�cador de emaranhamento C deve satisfazer. Apesar de não existir um con-

senso geral, existem sete condições que são importantes para uma quanti�cação adequada

do emaranhamento entre as partes do sistema:

• C(ρ) deve ser uma função contínua de ρ;

• Se ρ é separável, então o quanti�cador de emaranhamento C(ρ) = 0, pois apenas
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estados não-separáveis podem possuir um valor não-nulo de emaranhamento;

• A unidade de emaranhamento o ebit, do inglês entanglement bit, de forma que o

estado de Einstein-Podolsky-Rosen-Bohm [92], |ΨEPRB〉 , com máximo emaranha-

mento possuirá C(|ΨEPRB〉〈ΨEPRB|) = 1 ebit. Contudo, nas teorias de informação

é mais comum a consideração dos medidores de emaranhamento como grandezas

adimensionais;

Por exemplo, se o estado puro é representado por |Ψ〉 = 1√
d

∑d−1
j=0 |j, j〉 então

C(|Ψ〉〈Ψ|) = log d ebits.

• Operações locais com comunicação clássicas não podem gerar emaranhamento. Po-

dem sim gerar correlações, mas de uma maneira que possam ser descritas classica-

mente;

• Operações in�nitesimais sem comunicação clássica geram, ou destroem, quantidades

in�nitesimais de emaranhamento;

• Denota-se por ρ⊗n o estado com n cópias idênticas de um estado ρ, produto tensorial

das n réplicas de ρ. Sendo assim, C(ρ⊗n) = nC(ρ). Ou seja, n cópias independentes

de um estado qualquer possuem n vezes a quantidade de emaranhamento de cada

cópia;

• Se dois sistemas compartilham estados ρ e σ sobre sistemas independentes, podemos

dizer que eles compartilham ρ⊗σ e os quanti�cadores C devem obedecer: C(ρ⊗σ) ≤
C(ρ) + C(σ);

• C é uma função convexa no espaço de operadores, de tal forma que C(λρ+(1−λ)σ) ≤
λC(ρ) + (1− λ)C(σ).

Combinações convexas são mais misturadas, e, portanto, menos emaranhadas que

seus estados extremais.

3.5.3 Emaranhamento de formação

O emaranhamento de formação faz uso de dois conceitos:
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• Todo estado pode ser escrito como qualquer uma das diversas combinações convexas

de estados puros, ρ =
∑

i µi|Ψ〉〈Ψ|. Não havendo informação adicional sobre a

preparação do estado ρ, deve se considerar todas as possíveis decomposições;

• Quando fala-se em estados puros bipartidos, a quanti�cação entrópica de emara-

nhamento pode partir da combinação do espectro de Schmidt {λi} e do conceito

de entropia de von Neuman [126], S(Ψ) = −∑i λ
2
i log2

(
λ2
i

)
. Desta forma, torna-

se um bom quanti�cador inicial de emaranhamento para um estado desconhecido

[89, 126].

As primeiras propostas para se quanti�car o emaranhamento eram baseadas de sua

utilização e do esforço requerido para a produção de estados emaranhados. Deste modo,

suponha um protocolo LOCC Λ que leve M pares maximamente emaranhados em N

pares ρAB (os ρAB são criados através de operações LOCC para que os M pares possam

ser compartilhados entre duas partes). Assim concluimos que o emaranhamento de ρAB

é C(ρAB) = M
N

ebits. Entretanto, pode existir outro protocolo, Λ′, que obtenha a trans-

formação desejada, a um custo menor. O custo de emaranhamento CC(ρAB) é de�nido

como

CC(ρAB) = inf
Λ′

lim
N→∞

(M
N

)
(3.87)

O emaranhamento destilável, D, seria o inverso de Cc: quer-se saber quantos pares

EPR podem ser extraídos (destilados) de N pares de um estado ρAB (tomando-se o limite

que M tende ao in�nito), usando somente LOCC. Curiosamente há alguns estados que

possuem o que foi chamado de emaranhamento preso [131], ou seja, que não pode ser

destilado.

O emaranhamento de formação é um quanti�cador bastante interessante para o ema-

ranhamento. Contudo, por envolver um processo de extremização sobre todas as possíveis

decomposições de um estado, torna-se um quanti�cador não-operacional quando tratamos

de emaranhamento entre um grande número de partes do sistema. Exceto para o caso de

dois qubits, onde já é sabido um algorítimo para calcular o emaranhamento de formação

criado por Wootters [132].

Como o próprio nome sugere, o emaranhamento de formação faz uso da idéia de como
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são construidos os estados quânticos. É possível escrevermos qualquer estado quântico

como uma soma convexa de estados puros:

ρAB =
∑

i

pi|ψ〉〈ψ|, (3.88)

sendo {pi} é uma distribuição de probabilidades. Em seguida podemos calcular o emara-

nhamento de cada estado puro na decomposição e obter a média destes emaranhamentos,

a partir da entropia de von Neuman Se, dada pelas probabilidades {pi}:

C̄d(pi, {|ψ〉}) =
∑

i

piSe(ψi). (3.89)

O emaranhamento de formação do estado ρ é dada pela minimização do emaranha-

mento de decomposição, Cd. E o emaranhamento de formação será de�nido como a

minimização de Cd [133] sobre todas essas possíveis decomposições:

Cf (ρ) = inf
d

[
C̄d({µi,Ψi})

]
. (3.90)

É possivel relacionar a versão regularizada de Cf (ρ⊗n) ao custo de emaranhamento,

Cc, isto é:

lim
n→∞

Cf (ρ)

n
= Cc(ρ). (3.91)

Por conta do processo de minimização, infelizmente, o cálculo de Cf torna-se intratável

na maioria da situações. Sendo assim, busca-se achar um método prático para avaliar o

emaranhamento de formação para estados gerais. Em seguida irá se descutir o método

para obtenção de Ef para 2 qubits.

3.6 Concorrência

Em 1997, Hill e Wootters demonstraram a existência de uma fórmula para se calcular

o emaranhamento de formação para qualquer estado de 2 qubits [132]. Neste artigo, eles
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criaram um novo quanti�cador de emaranhamento: a concorrência, C, que está direta-

mente ligada à semelhança entre um estado e seu �estado invertido�, onde cada parte do

seus vetores de Bloch foram rotacionada em 180o em relação a um eixo especi�co.

Para um único qubit, o estado invertido pode ser expresso como:

|φ̄〉 =


0 −i
i 0


 |φ∗〉 = σy|φ∗〉, , (3.92)

em que |φ∗〉 é o vetor formado a partir de |ψ〉 conjugando seus coe�cientes em alguma

base.

Para estados puros, |Ψ〉, a concorrência tem uma de�nição simples:

C(Ψ) = |〈Ψ|Ψ̄〉|, , (3.93)

onde |Ψ̄〉 representa o estado invertido de |Ψ〉. A concorrência de um vetor qualquer |w〉
é dada por

C(Ψ) =
|〈w|w̄〉|
|〈w|w〉| ., (3.94)

Supondo que ρ é a matriz de densidade que descreve um estado quântico misto, o

estado invertido ρ̄ em relação ao eixo �y� será de�nido por:

ρ̄ = σy ⊗ σyρ∗σy ⊗ σy, (3.95)

onde σy representa a matriz de Pauli, σi, na direção �y� e ρ∗ é o complexo conjugado de ρ.

No intuito de exemplicar o estado invertido ρ̄, considere o exemplo simples de dois spins
1
2
, onde Hi = {| ↑i〉, | ↓i〉} e H = H1 ⊗ H2. A combinação do princípio da superposição

aliado ao produto tensorial nos leva a um autoestado não normalizado mais geral formado

por:

|Ψ〉 = a1| ↑↑〉+ a2| ↑↓〉+ a3| ↓↑〉+ a4| ↓↓〉. (3.96)
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Fica claro que nem todos os coe�cientes ai da eq. 3.96 podem ser fatoráveis, mais

explicitamente os coe�cientes a2 e a3 não podem ser fatoráveis. Quando os coe�cientes

são fatoráveis são conhecidos como estados produto, enquantos os demais estados são

chamados de estados emaranhados. O estado invertido será:

|Ψ̄〉 = σy ⊗ σy|Ψ〉 = −a4| ↑↑〉+ a3| ↑↓〉+ a2| ↓↑〉 − a1| ↓↓〉, (3.97)

A matriz ρ̄ pode ser expressa como

ρ̄ = |Ψ̄〉〈Ψ̄| =




|a4|2 −a∗4a3 −a∗4a3 a∗4a1

−a∗3a4 |a3|2 a∗3a2 −a∗3a1

−a∗2a4 a∗2a3 |a2|2 −a∗2a1

a∗1a4 −a∗1a3 −a∗1a2 |a1|2




(3.98)

Para estados mistos a de�nição da concorrência C(ρ) é um pouco menos direta, en-

volvendo os autovalores da matriz R =

√
ρ

1
2 × ρ̄× ρ 1

2 . A diagonalização da matriz R

nos proporciona os autovalores λi que serão organizados em ordem decrescente para gerar

de�nição da concorrência para o estados mistos ρ, dada por:

C(ρ) = max{0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4}. (3.99)

A concorrência C varia de 0, para estados separáveis, a 1, para estados maximamente

emaranhados. A concorrência é invariante por transformações unitárias locais. Conhecida

a concorrência, o emaranhamento de formação pode ser diretamente obtido, primeiro por

uma mudança de escala, e depois pela passagem a uma forma entrópica como a de�nição

do emaranhamento de formação:

E(C) = −
(1 +

√
1− C2

2

)
log
(1 +

√
1− C2

2

)
−
(1−

√
1− C2

2

)
log
(1−

√
1− C2

2

)
, (3.100)

que permite calcular diretamente o emaranhamento de formação para um sistema de dois

qubits, sem a necessidade de processos de extremização.

Na representação tomográ�ca [134, 135], também se pode reescrever ρ̄ como:

ρ̄ =
1

4

∑

ij

(−1)i+jcijSji, , (3.101)
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com c00 = 1 e os demais coe�cientes podem ser obtidos usando cij = Tr{ρSij}. Os coe�ci-
entes c0j e ci0 determinam os estados locais (aqueles obtidos por medições em apenas uma

das partes do sistema separadamente das demais). A maneira de obter tais coe�cientes

tomogra�camente envolve sempre um operador σi em uma das partes e a identidade na

outra, o que caracteriza uma medição local. Toda as informações sobre as correlações, e

emaranhamento em particular, do sistema estão nos tensores cij, sendo i e j diferentes de

zero.

Utilizando a representação tomográ�ca e supondo uma matriz densidade dos spins

localizados nos sítios i e j com invariancia translacional, pode-se representar a matriz de

densidade na base {| ↑↑〉, | ↑↓〉, | ↓↑〉, | ↓↓〉} [29, 136, 137]:

ρ̄ =




u+ 0 0 〈SixSjx〉 − r
0 w+ 〈SixSjx〉+ r 0

0 〈SixSjx〉+ r∗ w− 0

〈SixSjx〉 − r∗ 0 0 u−




(3.102)

onde:

u± =
1± 2〈Siz + Sjz〉+ 4〈SizSjz〉

4

w± =
1

4
− 〈SizSjz〉 ±

1

2
〈Siz − Sjz〉

r = 〈SiySjy〉+ i
(
〈SixSjy〉+ 〈SiySjx〉

)
(3.103)

A concorrência associada a tal matriz de densidade tem a forma:

Cij = 2 max{0, l1, l2}, (3.104)
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sendo

l1 =

√(
〈SixSjx〉 − 〈SiySjy〉

)2

+
(
〈SixSjy〉+ 〈SixSjy〉

)2

−
√(1

4
− 〈SizSjz〉

)2

− 1

4

(
〈Siz − Sjz〉

)2

(3.105)

l2 =

√(
〈SixSjx〉+ 〈SiySjy〉

)2

+
(
〈SixSjy〉 − 〈SixSjy〉

)2

−
√(1

4
+ 〈SizSjz〉

)2

− 1

4

(
〈Siz + Sjz〉

)2

. (3.106)

Quando consideramos a concorrência de dois spins-1
2
interagindo por um acoplamento

de Heisenberg num modelo XXZ [36, 51], temos que:

• 〈SixSjx〉 = 〈SiySjy〉 ;

• 〈Siz − Sjz〉 = 〈SiySjx〉 = 〈SixSjy〉 = 0 ;

• 〈Siz + Sjz〉 = 2mz.

Consequentemente, a expressão da concorrência, equação 3.104, torna-se:

Cij = max

{
0, 4|〈SixSjx〉| − 2

√(1

4
+ 〈SizSjz〉

)2

−m2
z

}
, (3.107)

que é a expressão que usaremos para avaliar o emaranhamento bipartido dos spins

primeiros vizinhos, Si e Sj, conectados por um acoplamento de Heisenberg nesta tese.
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Capı́tulo 4
GRUPO DE RENORMALIZAÇÃO

4.1 Teoria de Bandas de Energia

Com a redução da agitação térmica, metais puros tendem a diminuir sua resistência ao

transporte de elétrons. Sendo assim, seria plausível esperar que, a medida que fossemos

reduzindo a temperatura, a resistência fosse a zero. No entanto, quanto mais nos aproxi-

mamos da temperatura zero, metais do grupo do cobre têm sua resistência saturada num

valor não nulo [1], devido a presença de defeitos estáticos no material, como ilustrado na

�gura 4.1 pela curva em azul.

Resultados experimentais indicam que, quando íons de impurezas magnéticas como

ferro, cobalto ou níquel são dissolvidos em uma matriz metálica, observamos um mínimo

no valor da resistência para um certo valor da temperatura, conhecida como tempera-

tura de Kondo [138]. Este feito ocorre quando há interação entre elétrons de condução

(normalmente dos orbitais mais internos: s, p ou d) e elétrons fortemente localizados

(provenientes de orbitais mais externos: f), como ilustrado na �gura 4.1 pela curva em

vermelho.

Apesar dos momentos observados poder variar de um metal para outro, sua formação

depende, principalmente, das propriedades do metal hospedeiro. Para impurezas magné-

ticas dissolvidas em isolantes, sempre haverá a formação de momentos de acordo com a

regra de Hund [139].

O aumento da resistência quando diminuimos a temperatura, que ocasiona o efeito

Kondo [140], é atribuído a impurezas magnéticas diluidas na matriz metálica que atuam

como centros espalhadores, di�cultando a circulação de corrente elétrica no material.
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Figura 4.1: Diminuição da resistência, de metais do grupo do cobre, até um valor constante
com o redução da temperatura (curva em azul). Outros grupos de compostos metálicos
tornam-se supercondutores abaixo de um certo limiar, conhecido como temperatura crítica
(curva em verde). Em outro grupo de metais, que apresentam impurezas magnéticas, a
resistência apresenta um mínimo, em uma temperatura conhecida como temperatura de
Kondo. Figura adaptada de [1].

Fonte: Autor, 2017.

Kondo mostrou que esta interação entre os momentos locais e os elétrons de condução é

favorável ao alinhamento antiferromagnético. As impurezas magnéticas se agrupam com

os elétrons de condução formando singletos localizados blindando as mesmas. Isto faz do

efeito Kondo um efeito que irá competir com o magnetismo em algumas situações [1].

Experimentalmente, observou-se que nas amostras que apresentavam formação de mo-

mentos localizados, além da suceptibilidade de Pauli [141], havia também uma suceptibi-

lidade que dependia fortemente da temperatura e que podia ser ajustada por uma lei de

Currie-Weiss [142] da forma

χ =
µ2
eff

3k(T − θ) , (4.1)

onde µeff é o momento magnético efetivo e θ a temperatura de Curie, que independen

da concentração de impurezas. Se a susceptibilidade não depender da temperatura, não

haverá formação de momento localizado.

Logo depois descobriu-se que as bandas de condução dos metais eram tão largas que
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geralmente os níveis de energia das impurezas se encontravam em seu interior e, con-

sequentemente, esses estados não poderiam estar verdadeiramente localizados [143]. Em

geral, as energias dos estados localizados estão no interior da banda de condução do metal

hospedeiro e a teoria de um elétron não é capaz de descrever a localização dos estado da

impureza.

Em 1958, surgiu uma teoria para explicar esse fenômeno o que �cou conhecido como o

conceito de estado virtual, criando por Jacques Friedel [143], um estado construído a partir

de elétrons livres do contínuo. Tal estado não pode estar verdadeiramente localizado, pois

tem uma largura ∆ e a partir de um tempo τ∆ decai novamente em um estado contínuo.

A formação de momentos localizados se resolve, pela determinação das condições se-

gundo os quais os estados virtuais para elétrons com �spin para cima� não serão equiva-

lentes ao estados virtuais para elétrons com �spin para baixo� e um momento magnético

existirá no estado da impureza.

Na técnica de Grupo de Renormalização (GR) [144] aplicada a esses modelos com

impurezas diluidas, a banda de energia é representada por vários segmentos de bandas

menores com comprimentos que decaem exponencialmente próximos da energia de Fermi

εF [145].

Sabemos que um sistema metálico no estado fundamental Ψ0, isto é a T = 0, possui

todos os níveis abaixo de εF ocupados. Acima deste nível todos os estados estão vazios.

Assim, podemos estudar o comportamento da banda de condução analisando as várias

escalas de energia que podem ser excitadas termicamente.

Partindo do estado Ψ0, à medida que a temperatura cresce, a agitação térmica faz a

energia de excitação aumentar, tornam-se acessíveis escalas de energia crescentes, sendo

que acada uma dessas escalas o número de níveis acessiveis é in�nito, pois a banda de

condução é contínua.

Esse fato traz di�culdade para a abordagem numérica: assim é necessário que se

faça uma seleção adequada desses novos níveis. A ideia central da técnica do grupo

de renormalização é substituir a banda de condução contínua por uma banda discreta

para que o Hamiltoniano, H, seja diagonalizável numericamente. Mais ainda, que os

níveis de energia estejam dispostas em uma escala logarítimica de energia com origem

em εF . A ideia por trás da escolha da escala logarítmica é manter uma mesma estrutura

para o Hamiltoniano ao longo da diagonalização iterativa, fazendo-se essa discretização
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logarítmica da banda de condução com o intuito de preservar uma cararacterística da

banda: ser invariante por transformação de escala.

A discretização logarítima da banda de condução é o que ocasiona a convergência

do método de GR. Em particular, a discretização da banda de condução obriga que os

coe�cientes decaiam exponencialmente com n. Desta forma, se faz necessário introduzir

um parâmetro adimensional Λ > 1, a razão entre duas energias discretas sucessivas,

controla essa aproximação e de�ne o tempo de custo de um dado cálculo computacional.

Para implementar o procedimento de discretização, substituiremos o contínuo da

banda por níveis discretos que apresentam energias ±Λ−m−z, onde m = 0, 1, 2, 3, . . . e

0 < z < 1, e identi�ca dentro do espaço de energia, ou seja, estabelecendo como Λ−m o li-

mite superior, o restante do espectro é obtido através da divisão sucessiva por Λ. Quando

Λ → 1 o limite contínuo é recuperado, mas enquanto o procedimento se torna exato, o

custo do cálculo da função de partição de um Hamiltoniano modelo se torna ilimitado.

Por outro lado, aumentando-se Λ, o custo diminui exponencialmente com 1
ln Λ

, às custas

da precisão computacional.

Argumentos analíticos [140], felizmente, mostram que as médias termodinâmicas de-

pendem fracamente do parâmentro de discretização Λ. Logo, espera-se que médias nu-

mérias com Λ ≤ 3 estejam dentro de alguns por cento do limite exato. Por isso, o limite

superior , Λ = 3, tem sido tomado como padrão para os cálculos de suceptibilidade.

No limite superior, cálculos numéricos das propriedades termodinâmicas para modelos

de uma impureza de spin degenerado são econômicos. Infelizmente, o custo computacio-

nal aumenta exponencialmente com a degenerescência dos estados de condução e com o

número de impurezas [146]

Finalmente, para responder o efeito ilustrado na �gura 4.1 pela curva em verde (su-

percondutividade nos materiais), John Bardeen, Leon Cooper e J. Robert Schrie�er

(1957)[147] proporam uma explicação que �cou conhecida como Teoria BCS. Esta te-

oria relaciona a supercondutividade com um efeito causado pela atração efetiva entre

elétrons. O mecanismo para esta atração se dá através dos fônons da rede [148], fazendo

com que os elétrons se agrupem em pares, chamados de pares de Cooper. Este estado de

elétrons emparelhados teria uma energia menor que a energia de Fermi criando um gap

que impediria os elétrons de condução de sofrer espalhamentos pelas impurezas da rede.

Atualmente há outras aplicações para o grupo de renormalização, sendo que a maior
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parte das pesquisas que se baseam em grupos de renormalização são voltadas às areas de

física nuclear, cosmologia, física computacional. Em física nuclear é utilizado para estudar

sistemas de muitos corpos nuclêonicos, bem como para interação entre quarks de muitos

sabores [149].

4.2 Modelos com Impurezas Magnéticas Diluidas

A busca por uma forma analítica precisa para se calcular os expoentes críticos de

sistemas magnéticos, submetidos a uma transição de fase de segunda ordem [150], e a

explicação para como pequenas concentrações de impurezas magnéticas contribuem com

as propriedades termodinâmicas dos metais [151] proporcionaram o desenvolvimento de

vários modelos magnéticos teóricos, dentre eles o grupo de renormalização no espaço real

proposto por Wilson [53, 54, 152].

Uma das suposições feitas dentro desses modelos magnéticos é que a suscetibilidade

magnética dependeria da temperatura nas ligas magnéticas diluídas, o que �cou conhecido

como modelo de Kondo [140]. O modelo de Kondo [140] está intimamente relacionado

com o modelo de impurezas de Anderson [153], como mostrado pela transformação de

Schrie�er�Wol� [154]

O Hamiltoniano proposto por Anderson [155, 153] pra descrever este tipo de sistema

foi:

ĤA = εd
∑

σ

ndσ + Und↑n
d
↓ +

∑

k,σ

[
Vk,σ

(
c†k,σdk,σ + d†k,σck,σ

)
+ εkc

†
k,σck,σ

]
. (4.2)

Esta versão do modelo de impurezas de Anderson eq. 4.2 supõe que as impurezas

não degeneradas têm energia εd, ndσ = d†σdσ representa o operador número e d†σ (dσ)

corresponde ao operador criação (aniquilação). A interação de Coulomb U é local e

está presente apenas nas impurezas metálicas, mas a hibridização Vk,σ em geral permite

espalhamento para todos os momentos. A função de hibridização

∆(w) = π
∑
|Vk,d|2δ(w − εk), (4.3)
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que junto com a densidade de estados da banda de condução, ρ(w) =
∑

k δ(w − εk),

determinam o comportamento do sistema.

Supondo que há simetria no orbital, Vk,d = Vk,d e εk = εk, o que corresponderia

a analisar o problema como um gás isotrópico de elétrons, que se assemelha, em alguns

pontos, a um sólido metálico [156]. Se considerarmos apenas estados de ondas secundárias

para os elétrons de condução, então ck,σ pode ser substituido por ck,l=m=0,σ ≡ ck,σ.

Um modelo semelhante ao de Kondo é o modelo de troca s-d, cuja solução exata foi

tratada por P.B. Wiegman [157]. O modelo de troca s-d pode ser de�nido como:

Ĥk = JkSd · s0 +
∑

k,σ

εkc
†
k,σck,σ, (4.4)

com s0 = f †0,σ~σσ,µf0,µ e estados de Wannier localizados gerados por f0,σ =
∑

k ck,σ, em que

a impureza eletrônica é trocada por um spin-1
2
descrita pelo operador de spin Sd.

Desta forma, �ca fácil entender que o modelo de Kondo pode ser tomado como uma

aproximação do modelo de Anderson, para o caso U � V , através da transformação de

Schrie�er-Wol� [158] sendo εd = −U
2
, tem-se Jk = 8V

2

U
.

Para converter os modelos, de Anderson e o de Kondo, para uma estrutura algébrica

mais agradável para sua utilização e tratamento numérico, iremos mapeá-los em uma

cadeia unidimensional utilizando a tridiagonalização de Lanczos [159].

Podemos de�nir o modelo de Anderson (com simetria orbital) pelos estados localizados

de Wannier:

|0, σ〉 ≡ f †0,σ|Ψvac〉, (4.5)

sendo |Ψvac〉 denominado estado de vácuo. De tal forma que o operador f0,σ nesta repre-

sentação será

f0,σ =
1

V

∑

k

Vk,dck,d, (4.6)
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com a normalização, V , sendo de�nida por

V =
[∑

k

|Vk,d|2
] 1

2
. (4.7)

Sendo assim, podemos transformar a energia cinética de condução da banda:

Hc =
∑

k

εkc
†
k,dck,d, (4.8)

para uma nova base de operadores, reescrevendo-os na forma diagonal, pela construção

de um conjunto de estados ortogonais criados pela aplicação de Hc:

|1〉 =
1

λ0

[
Hc|0〉 − |0〉〈0|Hc|0〉

]

|n+ 1〉 =
1

λn

[
Hc|n〉 − |n〉〈n|Hc|n〉 − |n− 1〉〈n− 1|Hc|n〉

]
. (4.9)

Nesta nova base, o Hamiltoniano 4.2 torna-se:

ĤAc = εdn
d
l + Undl,↑n

d
l,↓ + V

∑

k,σ

(
f †0,σdσ + d†σf0,σ

)

+
∞∑

n=0,σ

[
εnf

†
n,σfn,σ + λn

(
f †n,σfn+1,σ + f †n+1,σfn,σ

)]
, (4.10)

onde foi aplicada a notação da segunda quantização [160], os operadores f †n,† criam um

elétron no estado |n〉.
Os coe�cientes de Lanczos, λn = 〈n + 1|Hc|n〉 e εn = 〈n|Hc|n〉, dependente da dis-

persão εk e a função de hibridização Λ(w) do modelo original. Em geral, esta pode ser

determinada, no último caso numericamente, durante o procedimento de Lanczos [159].

Eles não necessariamente decaem com n, que é uma propriedade que é crucial para a

convergência do método de grupo de renormalização de [161].
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4.3 Grupo de Renormalização Clássico

4.3.1 Técnica de Escalonamento

Como explicado nas seções introdutórias deste capítulo, o grupo de renormalização

no espaço real de Wilson introduziu, no modelo de Kondo, um procedimento iterativo de

diagonalização numérica de Hamiltonianos de sistemas de elétrons correlacionados [144].

A técnica do grupo de renormalização pode ser vista como um mapeamento M de

um Hamiltoniano H(g) [162], que é especi�cado por um conjunto de paramêtros g =

(g1, g2, . . . , gN), em um outro Hamiltoniano com a mesma estrutura, entretanto com novos

conjuntos de paramêtros de acoplamento g′ = (g′1, g
′
2, . . . , g

′
N), formalmente representados

por:

M [H(g)] = H(g′). (4.11)

Este procedimento corresponde a um método recursivo, visto que o Hamiltoniano a

ser diagonalizado em uma iteração tem seus elementos de matriz reescalonados pelos

elementos da etapa anterior. Utiliza-se os autovetores e autovalores de uma iteração pra

criar os autovetores e autovalores da próxima iteração e assim sucessivamente. Desta

forma, é aplicada uma transformação de escala sobre o sistema, através de um fator de

escala b prede�nido.

Portanto, o fator de escala de�ne a redução de graus de liberdade do sistema D-

dimensional, de N para N ′: bd = N
N ′
. O objetivo é que a energia livre total permaneça a

mesma, sendo necessário que a função de partição seja invariante sob a transformação:

ZN ′(H(g′)) = ZN(H(g)). (4.12)

A energia livre por spin é uma grandeza intensiva, sendo assim

f(H(g′)) = bdf(H(g)). (4.13)
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As medidas dos comprimentos do sistema �cam diminuidas por um fator b: ~r′ = 1
b
~r.

4.3.2 Procedimento de Truncagem de Estados

No contexto do grupo de renormalização aplicado a redes de spin, ao se permitir que

as variáveis de spin transformem-se de acordo com ~s′ = c−1~s, também se permite que c

seja uma constante diferente de b. De modo que a função de correlação entre dois spins

se transformará, num procedimento de renormalização, de acordo com:

Γ(b−1~r,H(g′)) =
1

c2
Γ(~r,H(g)). (4.14)

A �m de ilustrar as técnicas do grupo renormalização de Wilson, agora voltaremos

nossa atenção a análise do Hamiltoniano 4.2. Depois de aplicar o procedimento de tridia-

gonalização e a discretização logaritma sobre o o Hamiltoniano 4.2 para um sistema �nito

de comprimento L, obtem-se:

Ĥ ′k = D′
L−1∑

n=0,σ

Λ
−n
2

(
f †n,σfn+1,σ + f †n+1,σfn,σ

)
+ 2J

∑

µ,σ

f †0,σ~σσ,µf0,µ, (4.15)

onde

D′ = D
1 + Λ−1

2
, (4.16)

sendo D a densidade de estados da banda de condução que é uma constante.

Devido ao decaimento exponencial dos acoplamentos, o sistema �nito pode ser repre-

sentado por

DL ≡
D′

Λ
L−1
2

. (4.17)

A ideia é examinar o comportamento do �uxo de renormalização numericamente dos

autovalores inferiores apropriadamente reescalados na sequência do processo iterativo de

renormalização, H ′L, H
′
L+1, . . . , sendo conveniente reescalar o Hamiltoniano diretamente,

de�nindo HL =
H′L
DL

.

Instituto de Física - UFAL



GRUPO DE RENORMALIZAÇÃO 101

Nós podemos relacionar HL e HL+1 através da relação recursiva:

Ĥ ′L+1 = Λ
1
2HL +

∑

σ

(
f †L,σfL+1,σ

)
≡M [HL], (4.18)

de�nindo a transformação do grupo de renormalização para o modelo de Kondo.

Em princípio, esta transformação é exata (os erros da discretização estão associados

com Λ). Contudo, para tratar cada subsequente HL pela diagonalização numérica, o

espaço de memória e o processamento computacional necessário ira crescer exponenci-

almente por causa dos graus de liberdade que serão ampliados por 4 a cada passo. O

intuito deste método aproximativo é manter apenas os m menores autoestados de HL a

cada passo.

O procedimento do grupo de renormalização, na representação matricial, pode ser

de�nido como:

1. Diagonalizar HL numericamente e encontrar osm menores autovalores e autovetores

correspondentes.

2. Usar o operador mudança de base OL, matriz cuja as linhas são os m autovetores

foram obitdos no passo anterior, para reescrever todos os outros operadores que

atuarão no sistema. Por exemplo, H ′L = O†LHLOL é uma matriz diagonal de tama-

nho m. Entretanto, normalmente outro operador qualquer A′L = O†LALOL não será

diagonal por esta mudança de base.

3. Encontrar HL+1 a partir de H ′L usando a relação de recorrência 4.15, pela adição de

um sítio e a construção de H ′L+1 através da base reduzida.

4. Repetir os itens anteriores com HL+1 → HL, até que o tamanho �nal da rede seja

alcançado.

Tal procedimento começa com um termo local puro H0 consistindo da impureza aco-

plada a um único sítio. Na prática, a relevância do procedimento acontece quando HL é

maior que m.

No passo (1) as propriedades de simetria devem ser aplicadas para reduzir o espaço

de Hilbert do Hamiltoniano HL, pela conservação de alguns números quânticos, como o

número de elétrons N da banda de condução e a projeção do spin total Sz.
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Aplicadas as simetrias, os elementos de matriz dos operadores que ligam os sítios L e

L + 1 como f †L,σfL+1,σ podem ser construidos por um MPS [97]: |i, sL〉 ≡ |i〉|sL+1〉, com
o primeiro ket representando a base de H ′L e o segundo a base do sítio adicionado. A

expressão do elemento de matriz HL+1 é

〈i, sL|HL+1|i′, s′L〉 = Λ
1
2 〈i|i′〉〈sL+1|s′L+1〉EL

i

+(−1)NSL+1 〈i|f †L,σ|i′〉〈sL+1|fL+1,σ|s′L+1

+(−1)
NS′

L+1 〈i|fL,σ|i′〉〈sL+1|f †L+1,σ|s′L+1 (4.19)

onde EL
i são os autovalores de HL, i varia de 1 até m, e NSL é o número de elétrons no

estado SL.

Note que em um ponto particular no procedimento, o alcance dos autovalores de

H ′L = DLHL que representam a precisão do espectro não será su�ciente para descrevermos

adequadamente o modelo.

Em particular, a precisão cai em escalas que são multiplos de α×DL que dependem do

valor de Λ e do número de estados m. Tipicamente α é da ordem de 10 quando m é 1000.

Um limite mínimo de energia é mantido pela escala de energia DL. Autovalores abaixo

de DL são aproximadamente mais precisos em passos subsequentes. Desta forma, os

autovalores do Hamiltoniano reescalados E ′L poderão ser calculados com grande precisão

no intervalo DL ≤ E ′L ≤ αDL.

A �m de entender o comportamento de um sistema dentro do procedimento do grupo

de renormalização, se faz importante analisar os pontos �xos das transformações de re-

normalização. Encontrar pontos �xos é encontrar pontos estacionários no �uxo de valores

obtidos pela equação que governa a renormalização dessas constantes, como, por exemplo,

a equação 4.18.

4.3.3 Fluxo de Renormalização

ATodo Hamiltoniano pode ser escrito na forma:

H(g′) =
∑

{α}

~hα · ~sα, (4.20)
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onde ~sα são os produtos de operadores com a devida simetria (no modelo de Heisenberg

englobam, por exemplo, os operadores de spin) e ~hα são chamados de campos conjugados

[127].

Nesse tipo de representação, os campos se transformam sob a operação de renormali-

zação da seguinte forma:

~h′α =M [~hα], (4.21)

e também possuem pontos �xos ~h′α = ~hα ≡ ~h∗α. Podemos de�nir um deslocamento

∆~hα em termos dos campos conjugados ao redor de algum ponto �xo, ∆~hα = ~hα − ~h∗α, e
assim expandir esses deslocamento em série de Taylor, resultando em:

∆~h′α = Jα(~u∗)∆~hα, (4.22)

em que a matriz Jα deve ser calculada nos pontos críticos onde o sistema perde as cor-

relações de escala. Sendo os autovalores, λi, e autovetores, ~vi, de Jα são determinantes

para a avaliação das propriedades críticas do Hamiltoniano.

Os λi devem ter a forma: λ′i = bciλi, em razão de seu comportamento sob a mundança

de escalas. Essa hipótese é chamada de hipótese de escala, ou de homogeneidade. Pro-

porcionalmente, pode-se assumir que a energia livre seja uma função homogênia de suas

variáveis [59].

Uma das diversas formar de implementar a transformação de escala consiste em fazer

um traço parcial na função de partição do sistema. Nas proximidades do ponto crítico,

o novo sistema com menos graus de liberdade deve ser equivalente ao original no limite

termodinâmico. Este procedimento do traço parcial é conhecido como �dizimação� e é a

base do método proposto por K. G. Wilson [152].

Dependendo do valor do expoente ci, o sistema terá comportamentos distintos no

espaço de fase:

• se o expoente ci for positivo, os valores de gi aumentam, fazendo o sistema se afastar

cada vez mais no espaço de fase. Nessa situação, ci é conhecido como expoente

relevante;
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• se o expoente ci for negativo, os valores de gi diminuem, fazendo o sistema se

localizar num ponto �xo, não importando as condições iniciais. Nessa situação, ci é

conhecido como expoente irrelevante;

• se o expoente ci for nulo, ci recebe o nome de expoente marginal e foge do escopo

de estudo, sendo descrita em [146].

O objetivo é encontrar os pontos �xos da transformação de escala: H(g′) = H(g) ≡
H(g∗), para o caso do expoente ci negativo. Os pontos �xos são pontos de/para onde o

sistema �ui dependendo de suas condições iniciais.

Deve-se ter em mente que o Hamiltoniano H(g′) é também função das coordenadas ge-

neralizadas. Portanto, a constância do Hamiltoniano ocasiona uma constância generaliza-

das e dentro da criticalidade todas as escalas são importantes. Para tanto, o comprimento

de correlação deve permanecer constante sob a tranformação ζ(g′) = ζ(g) ≡ ζ(g∗).

Mas com a mudança de escala, ζ ′ = (1
b
)ζ, o que justi�ca o fato de ζ → ∞ na cri-

ticalidade. Vale frisar que o caso ζ = 0 é o trivial e não é cabível ao problema [146]

.

A idéia básica do grupo de renormalização [144] surge da observação que o compri-

mento de correlação ζ(T ) se torna muito grande a medida que a temperatura se aproxima

de Tc. Por tanto as estruturas observadas em diferentes escalas de distâncias devem ser as

mesmas, sempre que esta escalas sejam muito menores que ζ. Então, próximo dos pontos

críticos é possivel realizar as transformações de escala [162]. Não existe uma forma única

de implementar uma transformação de escala, irá depender do sistema em particular.

Para o problema de Kondo, dois pontos �xos podem ser claramente identi�cados, um

associado com o comportamento do modelo quando J = 0 e outro quando J = ∞. O

comportamento do sistema no ponto �xo é: para J = 0, a impureza é desacoplada da

banda de condução e as energias de excitação são do tipo de bandas �tight-binding� não

interagentes que se estendem de 0 até L. Para J =∞, a impureza forma um uma ligação

de alcance in�nito com o sítio 0 na cadeia �tight-binding�, efetivamente removendo-o do

sístema.

As energias de excitação relativas ao estado fundamental são, desta forma, aquelas da

cadeia se estendendo de 1 até L. O espectro de excitação de HL(J =∞) é o mesmo que

o espectro de HL−1(J = 0). A natureza do espectro de HL(J = 0) dependerá se L é par
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ou ímpar. Os valores assintóticos das energias de excitação poderão ser diferentes para os

casos ímpar e par do comprimento L.

Um ponto �xo K∗ pode ter componentes que não correspondem às interações originais

do sistema e, portanto, não necessariamente corresponderá ao ponto crítico Kc. O ponto

crítico pode ser identi�cado como um ponto na superfície crítica que possua exatamente

o conjunto de parâmetros do sistema original.

Como o comprimento de correlação de todos os pontos sobre a superfície crítica é

in�nito, o ponto Kc terá todas as propriedades do ponto crítico físico. No entanto, as

propriedades críticas do sistema são determinadas pelo comportamento do �uxo de renor-

malização nas vizinhanças do ponto �xo K* [163].
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Capı́tulo 5
GRUPO DE RENORMALIZAÇÃO DA

MATRIZ DE DENSIDADE (DMRG)

5.1 Surgimento do DMRG

Alguns sistemas físicos podem ser descritos efetivamente através da combinaçao dos

movimentos individuais de seus constituintes [148]. Contudo, em sistemas onde as intera-

ções entre os constituintes acarretam fortes efeitos de correlação entre eles, o mapeamento

dos comportamentos isolados das partes levará a uma descrição errada do comportamento

do sistema completo. Em alguns casos, essa obrigação de descrever o sistema como um

todo torna inclusive o tratamento numérico exato inviável.

Para ilustrar esta impossibilidade, Poplavskii [164] a�rmou:

�O cálculo quântico para uma molécula de Metano precisa de uma rede com 1042

pontos. Supondo que em cada ponto realizemos apenas 10 operações elementares, e que

a computação é feita à temperatura extremamente baixa de T = 3 × 10−3K, poderia-se

precisar nesse cálculo de toda a energia produzida na Terra durante o século passado."

Outro comentário célebre, sobre o tema em questão, foi feito por Philip W. Anderson

[165]:

�O comportamento de grandes e complexos agregados de partículas elementares não

pode ser entendido em termos de uma simples extrapolação das propriedades de algumas

poucas partículas. Ao invés disso, a cada nível de complexidade, propriedades comple-

tamente novas aparecem e o entendimento desses novos comportamentos requer pesquisa

que considero de natureza tão fundamental quanto qualquer outra.�
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Acerca da complexidade na descrição de sistemas reais através de modelos teóricos,

Philip W. Anderson comenta [151]:

�Um modelo téorico precisa, simultaneamente, ser su�cientemente simples para ser

solúvel (ou pelo menos compreensível) e su�cientemente complexo para ser interessante,

na medida em que a sua complexidade contenha as características essenciais que simulem

o comportamento observado no mundo real, preferencialmente algum aspecto que ainda

não tenha sido explicado.�

Quando se trabalha com problemas de partículas quânticas interagentes em redes, um

dos principais obstáculos para a solução do problema está relacionado com o tamanho do

espaço de Hilbert, H, [166, 167] que irá representar o modelo [5].

Um espaço vetorial, H′, sobre o corpo dos complexos e dotado de um produto escalar

u, v ∈ H′ → 〈u, v〉 ∈ C é dito ser um espaço de Hilbert se for completo em relação à

métrica d de�nida por seu produto escalar:

d(u, v) = ||u− v|| =
√
〈u− v, u− v〉. (5.1)

Espaços de Hilbert desempenham um papel fundamental em toda a Mecânica Quântica

e em várias áreas da Matemática. Historicamente, sua importância na Mecânica Quântica

foi apontada por diversos autores [160], mas foi especialmente von Neumann quem mais

claramente destacou sua relevância para a própria interpretação probabilística, o que �cou

conhecido como interpretação de Copenhagen[94].

Tecnicamente, determinar o estado quântico de um sistema é conhecer, para qualquer

observável do sistema, as probabilidades de todos os possíveis resultados de suas medi-

ções. De ponto de vista numérico, as possibilidades de se investigar um sistema quântico

estão em discretizar uma equação diferencial ou simular computacionalmente o modelo

diretamente sobre a rede, descrevendo as propriedades dos sítios locais e especi�cando a

topologia da rede: suas dimensões, tipos de interação entre os sítios e as condições de

contorno periódicas.

Através das técnicas do Grupo de Renormalização [168] se faz possível contornar essa

problemática. A idéia é começar com um sistema para o qual pode-se encontrar a solução

exata, o tamanho do sistema é então aumentado, porém sem aumentar o espaço de Hilbert

do sistema, até que se chegue ao tamanho desejado.
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Levando em consideraçao a ordem cronológica do desenvolvimento das técnicas de

grupo de renormalização, elas foram introduzidas pela primeira vez por Stückelberg e Pe-

termann [169] em 1953. No entanto, suas consequências para a eletrodinâmica quântica

só foram aplicadas um ano depois por Gell-Mann e Low [170], enquanto analisavam a

estrutura analítica dessa teoria que exibia inúmeras divergências introduzidas por �utu-

ações quãnticas nas teoria de perturbação. Mais tarde, em 1970, esses conceitos foram

estendidos e generalizados por Callan (1970) [171] e Symanzik [172] e formam hoje o

chamado grupo de renormalização de teoria de campos.

Ainda na década de 70, houve uma reformulação do que se conhecia como técnicas de

grupo de renormalização (essencialmente equivalente ao método do GR de teoria de cam-

pos para modelos renormalizáveis) proposta por Wilson [144, 53], o que �cou conhecido

como grupo de renormalização do espaço real. O objetivo era de calcular os expoentes

anómalos das chamadas transições de fase clássicas de segunda ordem, que se manifestam,

tipicamente, em física da matéria condensada.

A teoria do Grupo de renormalização no espaço real também gerou o ápice evolutivo

da compreensão dos fenômenos de transição de fase em sistema físicos de muitos corpos.

Nas decadas de 1960 e 1970, através da contribuições fundamentais de uma série de físicos,

entre eles B. Widom [173], M. Fisher [174], L. Kadano� [146] e K. G. Wilson [144, 175, 144],

possibilitaram o desenvolvimento e amadurecimento das idéias e aplicações do Grupo de

Renormalização nas mais diversas situações.

O crescimento do sistema, na técnica de renormalização, sem aumentar o espaço de

Hilbert pode ser descrito, de forma minimalista, em duas etapas:

1. O tamanho do sistema é aumentado, e consequentemente o espaço de Hilbert tam-

bém cresce.

2. O espaço de Hilbert é truncado para seu tamanho original, mantendo seu tamanho

constante.

O critério de truncagem escolhido e como é feito o aumento do sistema são os pilares

que diferenciam todas as técnicas de Renormalização entre si. Na versão do algoritmo

de Wilson [144] começa-se com um sistema pequeno, que é unido, posteriormente, a

um sistema igual, dobrando seu tamanho. O Hamiltoniano desse novo bloco é obtido e

diagonalizado exatamente, seus autovetores serão utilizados como base. O espaço será

truncado para o espaço gerado pelos m autovetores correspondentes às menores energias.
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Quando trunca-se a base, são selecionados apenas alguns estados de maior peso e

despreza-se todo o restante, podendo acarretar em uma negligência de vários aspectos

importantes da física envolvida. Esse problema, contudo, é dependente da base escolhida

para representar os estados. Se escolhermos uma base de maneira adequada podemos

fazer com que haja uma maior concentração dos pesos estatísticos e diminua, assim, a

quantidade de informação perdida no processo de truncagem.

Esse procedimento mostrou-se satisfatoriamente e�ciente para o modelo de Kondo

[140]. Porém outros modelos fortemente correlacionados, como o de Heisenberg [11], não

produzem bons resultados. Desta forma, o fracasso (ou sucesso) do procedimento de

renormalização surge na escolha dos autoestados a serem mantidos como base. Como

o bloco não está previamente conectado com o resto do sistema, esses autoestados não

têm as caracterísitcas apropriadas nas regiões de fronteira (na ponta do bloco em que se

conecta ao outro).

No inverno de 1992, a revista Physical Review Letters publicou um artigo intitulado

�Density Matrix Formulation for Quantum Renormalization Groups� de Steven R. White

[176] indicando esse problema e tentando resolvê-lo combinando autoestados de diferentes

blocos e sob variadas condições de contorno. Este artigo introduziu um novo algoritmo

baseado nas ideias do Grupo de renormalização numérico de Wilson, o grupo de renorma-

lização da matriz de densidade quântica (DMRG, do inglês), para se calcular os estados

alvos (de baixa energia) e os observáveis do modelo antiferromagnético unidimensional de

Heisenberg de spin-1
2
e spin-1.

Seis anos após a publicação do artigo de White [177], descobriu-se que a técnica do

DMRG está intimamente ligada a uma classe especial de estados quânticos, conhecidos

como estados do produto de matrizes (MPS) [30]. Isto ocasionou o surgimento de varias

extensões e propostas para ampliação do alcance do DMRG, entre elas o algoritmo ALPS

[88].

5.2 Simetrias e a Redução do Espaço de Hilbert

O conceito de simetria vem sendo constuido pela humanidade desde tempos longínquos

e tem sido abordado de um ponto de vista �losó�co, artístico e matemético. A análise das

propriedades de simetria de um sistema físico nos dá, de antemão, informações preciosas

Instituto de Física - UFAL



GRUPO DE RENORMALIZAÇÃO DA MATRIZ DE DENSIDADE (DMRG) 110

sobre o mesmo, como a forma de suas soluções (Teorema de Bloch [178]), redução de graus

de liberdade, etc...

Dentro desta temática, pode-se examinar o função das simetrias dentro do formalismo

de sistemas quânticos de spin e sua relação com quantidades físicas conservadas, sob o

ponto de vista de generalizações do teorema de Noether [179]: a invariância de Hamiltoni-

ano com respeito a qualquer transformação do sistema implica na existência de um certo

valor conservável relativo a esta transformação (ou grupo das transformações) [180].

Historicamente, a primeira proposta para agrupar as leis de conservação e simetrias foi

investigada primeiramente por Schütz [181] para o caso de simetria translacional. Uma

construção mais generalista foi proposta pelo teorema de Noether [179] que introduziu

uma ligação entre as leis de conservação e as transformações do grupo de Galilei [182].

O teorema de Noether (1918) [179] foi obtido pela matemática e física, Emi Noether,

sendo primeiro aplicado em teoria algébrica dos grupos e depois à mecânica clássica. Sua

generalização para mecãnica quântica foi feita pelo E. Wigner e J. von Neumann [183, 184].

Na mecânica clássica, nós usualmente consideramos a formulação Lagrangeana de�nida

em termos do Lagrangeano L [148], diferenca entre a energia cinética e a energia potencial

de interação, para de�nirmos as simetrias do sistema.

Se, por exemplo, o Lagragiano do sistema permanecer inalterado por um deslocamento

da partícula em um sentido, L(x, vx, t) = L(x + δx, vx, t) , então a componente do mo-

mento linear naquele sentido, px, é uma quantidade conservada. Teremos uma simetria

(de translação) e uma quantidade física foi conservada (px), como prevê o teorema de No-

ether. Pode-se classi�car as simetrias como contínuas (rotação, translação, . . . ) e discretas

(paridade, translação de rede, reversão temporal, . . . ).

Na mecãnica quântica, chama-se operadores unitários in�nitesimais operadores da

forma X̂i = 1− iε
h
P̂i, sendo P̂i um operador Hermitiano (P̂ †i = P̂i). De tal forma, podemos

associar um operador unitário X̂i para uma transformação que conserve a probabilidade.

De�ne-se simetria de um sistema com Hamiltoniano H uma transformação unitária

que torne o Hamiltoniano invariante. Seja, X̂i = e
iε
h
P̂i uma simetria. Então,

X̂†iHX̂i = H, (5.2)
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o que é equivalente a

[
P̂i, H

]
= 0. (5.3)

Na representação de Heisenberg, a correspondente equação de movimento para P̂i é:

dP̂i
dt

=
1

i~

[
P̂i, H

]
→ dP̂i

dt
= 0. (5.4)

Desta forma, P̂i não depende do tempo e isto representa uma conservação do operador

P̂i, frente a simetrias de translação do sistema. Portanto, podemos inferir:

• se H é invariante sobre translação, então o momento linear é uma constante de

movimento;

• se H é invariante sobre rotação, então o momento angular é uma constante de

movimento.

A �m de minimizar as dimensões do espaço de Hilbert do sistema, que agiliza e, em

alguns casos, é a única forma de tornar possível o tratamento numérico exato, é essencial

explorar as simetrias do sistema, como mencionado detalhadamente em [185].

Dado um grupo de simetria S com geradores sp, se [H, sp] = 0, o espaço de Hilbert,

H, pode ser particionado em setores, correspondendo a uma representação irredutível

do grupo de simetria, então o Hamiltoniano H torna-se um bloco diagonalizável nessa

situação. A solução do problema de autovalores para cada bloco leva a um parte do

espectro associada a um número quântico especí�co que é conservado.

Isto possibilita explorar simetrias e suas relações com as quantidades conservadas

(conservação do número de partículas, conservação da projeção z do spins, conservação

do valor quadrado do spin total, . . . ) dentro de modelo de spins em redes, ou seja:

[
H, (~S)2

]
=
[
H,Sz

]
=
[
H,N

]
= 0, (5.5)

e estes operadores também comutam entre si,

[
Sz, (~S)2

]
=
[
N,Sz

]
=
[
(~S)2, N

]
= 0. (5.6)
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Então, os autovalores deH, (~S)2, Sz eN são simultaneamente bons números quânticos,

pois representam quantidades conservadas no sistema. Durante o tratamento numérico

de um dado modelo é possivel considerar autovalores que simultaneamente diagonalizam

H e todos os outros operadores associados com as simetras.

Isto é feito pela escolha de uma representação de operadores simétricos que são sempre

diagonais, selecionando um subspaço ou um setor do espaço de Hilbert contendo valores

particulares destes operadores, e diagonalizar H neste setor particular, como exempli�ca

a tabela 5.1 que mostra a redução da dimensão espaço de Hilbert para o modelo de

Heisenberg numa rede quadrada com 40 sítios para S = 1
2
:

Tabela 5.1: A redução da dimensão do espaço de Hilbert para o modelo de Heisenberg
numa rede quadrada com 40 sítios para S = 1

2
.

Simetrias aplicadas Dimensão do Espaço de Hilbert do sistema
Espaço Hilbert completo dim = 240

Restringindo Sz = 0 dim = 138× 109

A inversão dos spins dim =69× 109

Todas as 40 translações dim =1.7× 109

Todas as 4 rotações dim = 430, 909, 650

A tabela 5.1 mostra diretamente como as simetrias podem reduzir a dimensão do

espaço de Hilbert do Hamiltoniano do modelo de Heisenberg a ser diagonalizado. Neste

caso, a dimensão do setor a ser diagonalizado é reduzida por um fator maior que 2500.

5.3 Processo de Truncagem em Blocos

Considere uma rede semi-in�nita com N sítios, onde cada sítio tem d graus de li-

berdade locais. Se agrupados k sítios num bloco, o estado do bloco terá dk coe�cientes.

Normalmente essa construção resulta em espaço de Hilbert exponecialmente grandes e

insolúveis pelas limitações computacionais, mesmo após o processo de redução do Hilbert

geral, utilizando as simetrias do modelo. Para contornar essa problemática, sugiram di-

versas propostas para a construção iterativa dos blocos aliadas à técnica da trucagem de

estados [176, 177, 144, 54]

De modo geral, começa-se com um bloco contendo apenas um único sítio. Então irão

sendo adicionados, sequencialmente, cada um dos sítios da rede. Posteriormente, inicia-se

o processo de redução de graus de liberdade, no qual descarta-se alguns autoestados uti-
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lizando um critério prede�nido, por exemplo, mantém-se apenas os primeiros autovetores

que estão relacionados aos m maiores autovalores da matriz de densidade reduzida do

bloco, no caso do DMRG [186, 176], para evitar o crescimento exponencial inevitável do

processo exato d→ d2 → d3 → . . .

Do ponto de vista operacional, será mantido um número m de estados �xos para que

o sistema consiga ser solúvel (segundo um críterio prede�nido pelo método de renorma-

lização), com isso contornam-se as possiveis limitações da capacidade de processamento,

memória de armazenamento e redução do tempo computacional. Essa escolha de m esta-

dos é o que se de�ne por trucagem do bloco.

A criação da base de um bloco de comprimento l pela adição de dois subsistemas: um

com a base {|al−1〉} que representará um sub-bloco de comprimento l−1 e outro com uma

base {|σl〉}, que representa a adição dos sítios ou outro sub-bloco, pode ser representada

como:

|al−1〉 ⊗ |σl〉 → |a′l〉. (5.7)

Pode-se aplicar uma mudança de base dos operadores e autovetores do sistema dentro

de uma base truncada, formada por m maiores autovertores, |al〉 = µaa′|a′l〉. De fato, os m
estados formarão uma base incompleta do bloco total de tamanho l:

|al〉 =
∑

al−1,σl

〈al−1, σl||al〉|al−1, σl〉 ≡
∑

al−1,σl

Mσl
al−1,al

|al−1, σl〉. (5.8)

Para cada estado do sítio adicionado σl, a matriz Mσl
al−1,al

mapeará o sistema do bloco

aumentado l através da base al−1 e do sub-bloco σl descrevendo um novo bloco com a

nova base al, a base truncada para o bloco aumentado com tamanho l; Esse procedi-

mento continuará com esta base mantendo sempre o mesmo tamanho. A função de onda

será representada por uma soma desses produtos, conhecida como estados de produto de

matrizes (MPS) [89]:
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|ΨMPS〉 =
∑

{σi}

Tr{Mσ1Mσ2 . . .Mσl}|σ1, σ2, . . . , σl〉, (5.9)

onde os Mσi são matrizes de dimensão m×m, exceto por Mσ1 e Mσl que são vetores de

dimensão m.

Considerando que o traço é feito sobre o conjunto de sítios adicionados, a renormali-

zação será dada por
∑
{σi}M

σi(Mσi)† = 1, e esse tipo de estrutura é um caso particular

de um MPS [187]. Um estado |ΨMPS translacionalmente invariante é aquele cujo todos

os Mσi são iguais, como o caso do estado saturado ferromagnético para modelos de spin.

Este protocolo leva a algumas considerações:

• Qualquer esquema de renormalização pode ser caracterizado por um esquema de

crescimento iterativo em blocos seguido de um processo de redução de estados [168];

• Métodos de redução e trucagem de blocos levam a estados do tipo MPS;

• A teoria do MPS liga o grupo de renormalização de Wilson [53, 144] ao DMRG

[187]. Apesar do método GR de Wilson falhar na descrição de sistemas quânticos

fortemente correlacionados.

Apesar da liberdade de escolha na decisão de qual base o MPS será escrito, deve-se

priorizar que {|al−1〉} e {|al〉}, que constituem os blocos, formem uma base ortonormal:

δa′l,al = 〈a′l|al〉 =
∑

σ′l,σl,al−1,a
′
l−1

(M
σ
′
l

a′l−1,a
′
l
)∗Mσl

al−1,al
〈a′l−1σ

′

l |al−1σl〉

=
∑

σl,al−1

(Mσl
al−1,a

′
l
)∗Mσl

al−1,a
′
l

=
∑

σl

(Mσ†lMσl)a′l,al

ou I =
∑

σl

Mσ†lMσl ≡
∑

σl

Aσ
†
lAσl . (5.10)

As matrizes que obedecem essa relação, conhecida como �normalizada à esquerda�,

serão descritas por A, exatamente a mesma propriedade que segue a decomposição geral

de estados, U †U = I [168].

Então, o processo de criação normalizada à esquerda segue da seguinte forma: constroi-

se o novo bloco à esquerda, adcionam-se os spins que estão à direita e realiza-se uma
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decomposição em valores singulares (SVD) [188] no estado geral de cada processo criado.

No processo �normalizada à direita�, as matrizes são descritas por B, constroi-se o novo

bloco à direita, adiciona-se os spins que estão à esquerda e realiza-se o SVD no estado

geral.

Contudo como podemos comprimir um MPS nesse processo iterativo, perdendo o

mínimo de informação possível e evitando o crescimento exponencial do espaço de Hilbert?

Essa é a pergunta central por trás de qualquer um dos métodos de renormalização.

Para responder a essa pergunta, assume-se um estado qualquer |Ψ〉, constituido de

operadores A (normalizados à esquerda) e B (normalizados à direita), criado na repre-

sentação MPS:

|Ψ〉 =
∑

σ

Aσ1Aσ2 . . . AσlMσl+1Bσl+2 . . . BσL|σ1 . . . σL〉. (5.11)

Com esse estado em mãos, deseja-se comprimir o operador Mσl+1 de forma a reduzir ao

mínimo a perda de precisão na descrição de |Ψ〉. Para este �m, pode-se criar uma pilha

com as d matrizes colunas de Mσl+1 em uma única matriz:

Mal,σl+1,al+1
= Mσl+1

al,al+1
(5.12)

e realizar um SVD na matriz, Mal,σl+1,al+1
, criada. Sendo assim:

Mal,σl+1,al+1
= USV † (5.13)

Se absorvemos U em Aσl , ou seja Aσl ← AσlU , isso irá corresponder a uma transformação

da base ortonormalizada reduzida no bloco A. Gerando uma nova base |al〉A formada

pelos sítios de 1 a l:

|al〉A =
∑

σ1...σl

(Aσ1 . . . Aσl)1,al |σ1 . . . σl〉. (5.14)

Similarmente,

V †al,σl+1,al+1
= Bσl+1

al,al+1
, (5.15)

Instituto de Física - UFAL



GRUPO DE RENORMALIZAÇÃO DA MATRIZ DE DENSIDADE (DMRG) 116

para termos uma nova base ortonormal formada pelos sítios do bloco de l + 1 até L (ao

invés de l+2 até L), lembrando que Bσl+1 são normalizadas à direita. Desta forma, temos

uma base:

|al〉B =
∑

σl+1...σL

(Bσl+1Bσl+2 . . . BσL)al,1|σl+1 . . . σL〉, (5.16)

que geralmente não é normalizada. Isto está relacionado à imposição da normalização à

esquerda das matrizes A. Para demonstramos essa a�rmação, vamos realizar um produto

interno utilizando a base correpondente à A:

〈a′l||al〉A =
∑

σ1...σl

(Aσ1 . . . Aσl)∗1,a′l(A
σ1 . . . Aσl)1,al

=
∑

σ1...σl

(Aσ1 . . . Aσl)†1,a′l
(Aσ1 . . . Aσl)1,al

=
∑

σ1...σl

(Aσl† . . . Aσ1†Aσ1 . . . Aσl)a′l,al

= δa′l,al . (5.17)

De modo análogo, para a base correspondente a B:

〈a′l||al〉B =
∑

σl+1...σL

(Aσl+1 . . . AσL)∗a′l,1(Aσl+1 . . . AσL)al,1

=
∑

σl+1...σL

(AσL† . . . Aσl+1†)1,a′l
(Aσl+1 . . . AσL)al,1

=
∑

σl+1...σL

(Aσl+1 . . . AσLAσL† . . . Aσl+1†)a′l,al , (5.18)

que não pode ser simpli�cado pois
∑

σ A
σAσ† 6= I.

Agora que discutimos quem são as bases normalizadas à esquerda e à direita, |al〉A e

|al〉B, podemos identi�car na decomposição SVD de Mσl+1 , eq. 5.13, sal = Sal,al , então

|Ψ〉 torna-se:

|Ψ〉 =
∑

al

sal |al〉A|al〉B, (5.19)
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que é exatamente a decomposição de Schmidt de |Ψ〉 [89].
Consequentemente a representação MPS, representada pela eq. 5.11, pode se tornar

uma decomposição de Schmidt, representada pela eq. 5.19, e vice-versa.

Entretanto a decomposição de Schmidt é de extrema importâcia quando queremos

realizar a técnica do DMRG, pois permite descrever uma correta estratégia de compres-

são utilizando os sal , que são proporcionais aos pesos estatísticos do operador matriz de

densidade reduzida. A redução de estados, otimizada para o sistema quântico, é dada por

manter-se os pares de estados de Schmidt que possuem os maiores coe�cientes de Schmidt

[89].

Pode-se organizar a matriz Aσl assumindo a ordem decrescente dos valores singulares,

variando as dimensões da coluna de 1 até o valor de corte m , o mesmo processo para as

linhas de Bl+1, e ambas as dimensões de S.

Após a truncagem, multiplica-se S a esquerda, Mσl ← AσlS. As matrizes no sítio l

irão perder suas propriedades de normalização e o estado nessa situação será:

|Ψ〉 =
∑

σ

Aσ1Aσ2 . . . Aσl−1MσlBσl+1 . . . BσL|σ1 . . . σL〉. (5.20)

Comparando com nosso estado inicial, a ligação entre os estados normalizados à es-

querda e á direita foi movida um sítio à esquerda. Esse procedimento pode ser continuado

agora no sítio à esquerda e, posteriormente, nos demais sítios da rede.

A qualidade da aproximação pela truncagem de estados depende de quão rápido os

valores singulares sα da decomposição de Schmidt (ou os pesos estatísticos da matriz

densidade reduzida) decaem com a: se eles decairem rapidamente, o limite da truncagem

será negligenciável.

Não é natural saber de antemão o espectro da matriz densidade reduzida. O ema-

ranhamento de formação tem um papel importante nesse processo que contém similar

mas muito menos informação: um estado no qual os sal decaem rapidamente têm menos

emaranhamento que um estado que tem um decaimento lento de sal [87].

Portanto, a viabilidade de representação de um estado por um MPS está intimamente

ligada às propriedades de emaranhamento dos estados bases, sendo MPS iniciado comu-

mente por uma representação de baixo emaranhamento. Normalmente, é utilizado um
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bloco formado por um único spin.

É importante frisar que a realização deste procedimento de compressão dos estados dos

blocos não pode ser absolutamente otimizada. Enquanto se otimiza em um passo, comu-

mente, as demais compressões dos sítios dependem dos resultados de outras compressões

de sítios que os antecederam. Então, há uma informação assimétrica que é repassada, a

cada passo, que usualmente não é muito importante porque a quantidade de compres-

são num único sítio é pequena, embora não possa ser ignorada. Para contornar essa

problemática, uma técnica variacional foi proposta em [95].

5.4 Técnica do Grupo de Renormalização da Matriz

Densidade

O coração da formulação da técnica do DMRG [176] consistiu numa nova abordagem

para processo de truncagem do sistema, com o auxílio da matriz densidade reduzida, e

uma nova estratégia de crescimento do sistema. No grupo de renormalização de Wilson,

o estado de um sítio é adcionado ao processo a cada passo. No DMRG, há uma maior

liberdade de escolha de como o sub-blocos serão formados.

A formação dos sub-blocos irá recair em duas situações, dependendo de como se deseja

formar o superbloco durantes as iterações:

• Algoritmo da cadeia in�nita: o crescimento do bloco é aplicado de maneira

semelhante ao do NRG (entretanto no DMRG ao superbloco são crescentados 2

sítios a cada passo);

• Algoritmo da cadeia �nita: no sistema �nito, os sublocos são escolhidos de ma-

neira que o tamanho do superbloco seja mantido constante, permitindo um iterativo

melhoramento da função de onda total do sistema.

5.4.1 Algoritmo da Cadeia In�nita

Dentro do procedimento da cadeia in�nita, o algoritmo pode ser usado para encon-

trar os pontos �xos do sistema in�nito, ou, como irá se observar, para construir uma

aproximação inicial para o sistema �nito.
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Considera-se uma aproximação inicial para o problema, pois o algoritmo do tamanho

in�nito não garante a convergência variacional com o número m de estados �xos, sendo

m bem menor que o número total de estados para a maioria dos sistemas �nitos [161].

O procedimento do algoritmo da cadeia in�nita para o cálculo do estado fundamental

de um sistema unidimensional, supondo a simetria de re�exão dos blocos, é descrito por:

1. escolher uma quantidade x de spins para formar um bloco, cujo Hamiltoniano é

HB;

2. adcionar a esse bloco um único spin, de�nindo um bloco aumentado de tamanho

x+ 1;

3. formar o superbloco (de tamanho 2(x+1)) adicionando um novo bloco aumentado,

com a mesma estrutura do primeiro bloco aumentado, à direita do bloco aumentado

criado no passo anterior;

4. diagonalizar o Hamiltoniano do superbloco Hsuper
l numericamente, obtendo apenas

o autovalor e o autovetor Ψ associado ao estado alvo desejado, que pode (ou não)

ser o estado fundamental;

5. construir a matriz densidade reduzida ρii′ , ρii′ =
∑

j Ψ∗ijΨi′j, sendo |i〉 a base do

bloco de tamanho l + 1, |j〉 a base do restante do superbloco e Ψij = 〈i|〈j|Ψ〉 as
projeções do estado alvo escolhido no passo anterior;

6. diagonalizar ρii′ e manter apenas os m maiores autovalores;

7. reescalonar todos os operadores através de um novo operador de mudança de base

Ol+1. O operador mudança de base é uma matriz, cujas linhas são os m autovetores

obtidos no passo anterior. O reescalonamento é obtido aplicando-se, por exemplo,

H ′super = O†l+1H
superOl+1;

8. veri�car se a direfença na energia ∆E, entre dois passos sucessivos, varia dentro de

um intervalo IE preestabelecido (ou quando atingimos o tamanho desejado para o

sistema):

(a) se ∆E > IE: substituir o Hamiltoniano do bloco pelo Hamiltoniano do super-

bloco, H ′superl → HB, e repetir os passos anteriores, recomeçando pelo passo

2;
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(b) caso não: parar o procedimento.

Entranto o método do DMRG da cadeia in�nita, quando aplicado a uma cadeia �nita,

possui uma fragilidade: a função de onda do estado alvo a cada passo é diferente, pois o

tamanho dos blocos será diferente, o que acarreta uma fraca convergência ou uma ausência

de convergência com m [176]. Isso surge devido à negligência de alguns estados com

alguma incomensurabilidade com a rede ou emaranhamentos locais nâo contabilizados,

como por exemplo, estados excitados de spin caracterizados por estados quânticos exóticos

[88].

Desta forma, surge a necessidade de um novo algoritmo que possa ser tratado a cada

passo: ao invés de convergência para um ponto �xo (como no caso do sistema in�nito)

com as iterações, haverá uma convergência variacional da função de onda ou do conjunto

de funções de onda para um particular sistema �nito. Este novo algoritmo �cou conhecido

como DMRG de cadeia �nita.

5.4.2 Algoritmo da Cadeia Finita

No DMRG da cadeia �nita o crescimento, obtido pelo algoritmo da cadeia in�nita,

é interrompido quando o superbloco atinge o tamanho desejado. A �m de eliminar erros

inerentes ao crescimento pelo algoritmo da cadeia in�nita, após o superbloco atingir o

tamanho máximo implementamos os ciclos, chamados sweeps.

Sweep é um ciclo completo de crescimento do bloco da esquerda às custas da di-

minuição do da direita, seguido do aumento bloco da direita graças a diminuição do da

esquerda, como visto na �gura 5.1, ou seja, é um procedimento de ida e vinda da operação

�crescimento-decrescimento� dos blocos aumentados.

Para obter o estado fundamental de uma cadeia linear de tamanho L, após o cresci-

mento, aumentamos o tamanho do bloco esquerdo até que o tamanho seja L−3, enquanto

o bloco direito diminui até que este possua apenas um sítio. Em seguida, revertermos a

situação, e o bloco da direita crescerá até possuir o tamanho L−3 enquanto o da esquerda

irá diminuindo a cada iteração.

O número de sweeps necessários depende do tamanho da cadeia, do modelo e da

�quantidade de estados mantidos� m (maxstates number, do inglês), ou seja, deve ser feita

uma análise de �escala do tamanho �nito� (�nite-size scaling, do inglês) para cada modelo

escolhidos usando a energia por spin em função do número de sweeps como parâmetro,
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para se decidir o número ideal de sweeps a serem escolhidos [189].

Figura 5.1: Aumento (Diminuição) do bloco esquerdo (direito) durante um dos passos da
movimentação �da esquerda para direita� dentro do sweep do DMRG do sistema �nito de
tamanho L

Fonte: Autor, 2017.

Podemos sintetizar o algoritmo do DMRG de tamanho �nito da seguinte forma:

1. aplicar o DMRG da cadeia in�nita ao sistema, até o superbloco alcançar um

tamanho L desejado;

2. armazenar todos os operadores renormalizados utilizados durante o procedimento

do algoritmo da cadeia in�nita;

3. formar um bloco esquerdo de tamanho l+ 1 usando He
l+1 (Hamiltoniano renormali-

zado pertencente ao bloco esquerdo), dois sítios eHd
l′−1 (Hamiltoniano renormalizado

pertencente ao bloco direito). A con�guração do superbloco é mostrado na �gura

5.1, sendo l′ = L− l − 2;

4. efetuar, sobre o superbloco criado no passo anterior, os passos 3 ao 7 do algoritmo

da cadeia in�nita;

5. realizar a movimentação da �esquerda para a direita� do sweep, ou seja, aplicar o

passo anterior várias vezes, gradativamente, aumentando o bloco esquerdo, l→ l+1,

e diminuindo o bloco direito, l′ → l′ − 1 (até que l = L− 3 e l′ = 1). Atualizam-se

os He
l e H

r
l armazenados, bem como os operadores do bloco gerados a cada passo;

6. aplicar o passo 4, agora invertendo a movimentação de crescimento-decrescimento

dos blocos: o bloco direito irá crescer um sítio enquanto o bloco esquerdo irá diminuir

um sítio (movimentação �da direita para a esquerda� do sweep), até que l′ = L− 3

e l = 1). Atualizam-se os He e Hr armazenados, bem como os operadores do bloco

gerados a cada passo;
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7. repetir os passos 5-6 até que o número de sweeps pré-de�nidos seja alcançado.

É importante frisar que para o caso do sistema simétrico por re�exão (simetria trans-

lacional na rede) os operadores da direita serão os mesmos da esquerda, diminuindo assim

a necessidade de armazenamento dos operadores pela metade, ou seja, basta armazenar

os He.

5.4.3 DMRG Aplicado ao Modelo 1D Antiferromagnético de Hei-

senberg

Para ilustrar o método de criação de blocos e o processo de trungagem dos autoestados

através de um exemplo simples, iremos aplicar a técnica do DMRG na cadeia linear an-

tiferromagnética de Heisenberg de spin-1
2
. Inicialmente começaremos com bloco formado

apenas por um único sítio. Nesta situação, a base para esse bloco será:

|b1〉 = | ↑〉,

|b2〉 = | ↓〉. (5.21)

Iremos usar B(p, 2p) para indicar o bloco, e H(p, 2p) para indicar o Hamiltoniano, de

dimensão 2p formado por p sítios. Para nosso bloco inicial, B(1, 2), que é constituido de

um spin isolado, o Hamiltoniano, H(1, 2), é nulo.

O bloco aumentado do sístema é criado adiconando a B(1, 2) outro sítio. Neste caso,

a base do bloco coincide com a base que descreve o sítio adicionado, D(1, 2):

|d1〉 = | ↑〉,

|d2〉 = | ↓〉. (5.22)

Então, a base do bloco aumentado é formada por:
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|ba1〉 = | ↑↑〉,

|ba2〉 = | ↑↓〉,

|ba3〉 = | ↓↑〉,

|ba4〉 = | ↓↓〉. (5.23)

O Hamiltoniano H(2, 4) para o bloco aumentado possui termos não nulos e descreve

as interações entre os sítios dentro de B(2, 4). O Hamiltoniano H(2, 4) será igual a soma

do Hamiltoniano interno do bloco H(1, 2), que descreveria as interações internas entre os

spins que formam o bloco mais os termos de interação entre o sítio i mais a direita do

bloco B(1, 2) e o novo sítio adicionado D(1, 2).

Utilizando essa descrição, temos que o Hamiltoniano de interação para o bloco B(2, 4)

é, tomando } = 1 :

H(2, 4) = H(1, 2)⊗ ID + Szi ⊗ SzD +
1

2

(
S+
i ⊗ S−D + S−i ⊗ S+

D

)
. (5.24)

Lembrando que H(1, 2) será nulo, nesta situação de um único spin interno, com Is sendo

uma matriz identidade 2 × 2. Usando a representação que utilize {| ↑〉, | ↓〉} como base,

temos a seguinte representação do Hamiltoniano H(2,4):

H(2, 4) =
1

4


1 0

0 −1


⊗


1 0

0 −1


+

1

2

{

0 1

0 0


⊗


0 0

1 0


+


0 0

1 0


⊗


0 1

0 0



}
.

=
1

4




1 0 0 0

0 −1 2 0

0 2 −1 0

0 0 0 1



. (5.25)

Assim, temos uma matriz que possui autovetores Ei dados por:

• 1 estado singleto |s〉 = 1√
2

(
| ↑↓〉 − | ↓↑〉

)
, com Es = −3

4
;

• 3 estados degenerados : {| ↑↑〉, | ↑↑〉 e 1√
2

(
| ↑↓〉+ | ↓↑〉

)
}, com Et = 1

4
.
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A construção do superbloco B(4, 16) é realizada contectando-se ao bloco aumentado

B(2, 4) a outro bloco aumentado B′(2, 4) (à direita). O Hamiltoniano do superbloco

deverá ter, além dos Hamiltonianos dos blocos aumentados, a interação entre os sítios nas

pontas dos blocos.

Os operadores de spin devem ser escritos em termos da base do superbloco B(4, 16),

para que todos os operadores tenham a mesmas dimensões. Por exemplo, o operador

(S+
2 )a = Ib⊗S+. As representações para os operadores (S−2 )a e (Sz2)a seguem de maneira

análoga. A base para o superbloco {|sB〉} é obtida com o produto tensorial das bases dos

dois blocos aumentados, B(2, 4) e B′(2, 4):

{|sB〉} =




| ↑↑〉
| ↑↓〉
| ↓↑〉
| ↓↓〉



⊗




| ↑↑〉
| ↑↓〉
| ↓↑〉
| ↓↓〉




=




| ↑↑↑↑〉
| ↑↑↑↓〉
| ↑↑↓↑〉
| ↑↑↓↓〉
| ↑↓↑↑〉
| ↑↓↑↓〉
| ↑↓↓↑〉
| ↑↓↓↓〉
| ↓↑↑↑〉
| ↓↑↑↓〉
| ↓↑↓↑〉
| ↓↑↓↓〉
| ↓↓↑↑〉
| ↓↓↑↓〉
| ↓↓↓↑〉
| ↓↓↓↓〉




(5.26)

Assumindo que se deseja estudar as propriedades do estado fundamental (ou seja, o es-

tado alvo escolhido em nosso exemplo será o estado fundamental), podemos explorar a

conservação de Sz e o fato que o estado alvo pertencer ao subespaço com Sz = 0.

Assim, vamos nos concentrar apenas nos estados que seguem esta simetria de inver-

são de spins, ou seja, usar simetria para reduzir o espaço que iremos escrever nossos
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operadores, ou seja:

{|sSz=0
B }〉 = {| ↑↑↓↓〉, | ↑↓↑↓〉, | ↑↓↓↑〉, | ↓↑↑↓〉, | ↓↑↓↑〉 e | ↓↓↑↑〉}. (5.27)

A redução de um espaço 16 × 16, formado pela base {|sB〉}, para um espaço 6 × 6,

formado pela base {|sSz=0
B 〉}, mostra a imensa utilidade de se usar as simetrias do problema

em nosso favor.

A partir deste ponto, o Hamiltoniano do superbloco terá três partes: dois termos

que contém os Hamiltonianos internos de cada bloco aumentado, B(2, 4) e B′(2, 4), e os

termos referentes às interações dos sítios entre esses blocos:

H(4, 16) = H(2, 4)⊗ 1′ + 1⊗H ′(2, 4) + (Sz)⊗ (S ′z)

+
1

2

[
(S+)⊗ (S ′−) + (S−)⊗ (S ′+)

]
, (5.28)

onde os operadores com �linha� são aqueles referentes ao bloco aumentado da direita.

Dessa forma, a representaçãoo de H(4, 16) no subespaço em que Sz = 0, {|sbSz=0〉}, será:

H(4, 16)Sz=0 =
1

4




1 0 2 0 0 0

0 −1 2 2 0 0

2 2 −3 0 2 0

0 2 0 −3 2 2

0 0 2 2 −1 0

0 0 0 2 0 1




. (5.29)

O menor autovalor da matriz H(4, 16)Sz=0 representa o estado fundamental com ener-

gia E0 = 1
4

(
3 + 2

√
3
)
, cujo autovetor é dado por:
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|Ψ0〉 =
1

2
√

3(2 +
√

3)




1

1 +
√

3

−2−
√

3

−2−
√

3

1 +
√

3

1




. (5.30)

A �m de decidir quais dos estados do bloco B(4, 16) são os mais importantes (mais

prováveis) para representar o estado fundamental do superbloco, precisa-se analisar quais

são os maiores autovalores da matriz densidade reduzida (reduzida com respeito a um dos

blocos aumentados) do estado |Ψ0〉 cuja representação matricial é:

ρAii′ = 〈i|ρ̂A|i′〉 =
∑

j

〈ij||Ψ0〉〈|Ψ0||i′j〉 =
∑

j

Ψij
0 (Ψi′j

0 )∗. (5.31)

Dentro da base {|sbSz=0〉} os coe�cientes Ψij
0 não nulos serão :

• Ψ14
0 referente ao ket: | ↑↑↓↓〉 = |ba1〉 ⊗ |ba4〉;

• Ψ22
0 referente ao ket: | ↑↓↑↓〉 = |ba2〉 ⊗ |ba2〉;

• Ψ23
0 referente ao ket: | ↑↓↓↑〉 = |ba2〉 ⊗ |ba3〉;

• Ψ32
0 referente ao ket: | ↓↑↑↓〉 = |ba3〉 ⊗ |ba2〉;

• Ψ33
0 referente ao ket: | ↓↑↓↑〉 = |ba3〉 ⊗ |ba3〉

• Ψ41
0 referente ao ket: | ↓↓↑↑〉 = |ba4〉 ⊗ |ba1〉.

Então, utilizando a equação 5.31 e os coe�cientes Ψij
0 não nulos, pode-se encontrar a

matriz densidade reduzida:
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ρA =
1

12(2 +
√

3)




1 0 2 0

0 11 + 6
√

3 −2(5 + 3
√

3) 0

0 −2(5 + 3
√

3) 11 + 6
√

3 0

0 0 0 1




(5.32)

Percebe-se que a matriz densidade ρA tem a mesma forma, bloco diagonal e simétrica,

do Hamiltoniano do bloco aumentado H(2, 4), de modo que teremos a mesma estrutura

de autovetores:

• 1 estado singleto com energia ws = 1
12(2+

√
3)
;

• 3 estados degenerados com energia wt = 21+12
√

3
12(2+

√
3)
.

Assim, apenas para �ns didáticos, a truncagem de estados será feita com m = 2,

ou seja, serão escolhidos apenas dois estados de maior energia da matriz de densidade

reduzida ρA. Neste caso, um dos estados do tripleto e o estado singleto, para formarem a

matriz mudança de base O do método do DMRG.

Ordenando os estados de maneira decrescente nas linhas da matriz O, tem-se:

O =


0 1√

2
− 1√

2
0

1 0 0 0


 (5.33)

O Hamiltoniano H(4, 16)Sz=0 reescrito na base truncada através do operador O da

seguinte forma:

Hsuper = O†
[
H(4, 16)Sz=0

]
O

Hsuper =
1

4


0 1√

2
− 1√

2
0

1 0 0 0







1 0 0 0

0 −1 2 0

0 2 −1 0

0 0 0 1







0 1

1√
2

0

− 1√
2

0

0 0




Hsuper =
1

4


−3 0

0 1


 . (5.34)
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Logicamente essa mudança de base deve ser efetuada sobre todos os operadores rele-

vantes para a formação do superbloco, que no nosso caso são os operadores:

(SzB(4,16))a =
1

2


0 1√

2
− 1√

2
0

1 0 0 0







1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1







0 1

1√
2

0

− 1√
2

0

0 0




=
1

2


0 0

0 1




(S+
B(4,16))a =

1√
2


0 1√

2
− 1√

2
0

1 0 0 0







0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0







0 1

1√
2

0

− 1√
2

0

0 0




=
1

2


0 0

1 0




(S−B(4,16))a =
1√
2


0 1√

2
− 1√

2
0

1 0 0 0







0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0







0 1

1√
2

0

− 1√
2

0

0 0




=
1

2


0 1

0 0


 . (5.35)

Se fosse prede�nido m = 25, no início do cálculo, teríamos que continuar crescendo

o sistema até atingirmos ao menos um bloco formado por 5 sítios, B(5, 32) para aplicar

o procedimento de renormalização dos operadores utilizando o DMRG. A partir desse

número de sítios, ultrapassaríamos o número de estados a serem mantidos e poderiamos

truncar os operadores.

Assim, o procedimento seria exato até B(4, 16). Apesar dos próximos passos levarem

a blocos com mais sítios, o espaço de Hilbert estaria �xado em m = 25 que, esquematica-

mente, pode ser representado por:

B(1, 2)→ B(2, 4)→ B(3, 8)→ B(4, 16)→ B(5, 25)→ B(6, 25) . . . (5.36)

É importante frisar que uma redução de um espaço 6×6, formado pela base {|sSz=0
B 〉},

para um espaço 2 × 2 indica que a escolha de m = 2 ocasiona uma grande perda de

informação para uma cadeia de spin tão pequena, já que foram ignorados dois estados do

tripleto no processo de truncagem. O erro associado a essa truncagem de 2 estados, δe, é
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de 0.04. Tal valor é obtido por uma soma dos autovalores dos estados descartados:

δe = 1−
m∑

α=1

wα, (5.37)

representando um erro muito alto devido a essa escolha. Em cálculos mais realistas, erros

de truncagem normalmente não devem ultrapassar 10−4. m = 2 foi escolhido apenas para

�ns didáticos.

5.5 Cálculo dos Observáveis no DMRG

Sabe-se que a análise de um sistema é feita pela medição dos observáveis associados

ao sistema, ou melhor, através do valor esperado dos operadores associados ao sistema

(operadores unitários para evolução temporal, operadores projeção para medidas, ...)

utilizando estado alvo. Entretanto, uma representação sistemática dos operadores em

uma generalização do esquema do MPS só foi proposta recentemente [187].

Pode-se veri�car que, no algoritmo DMRG, o mínimo global de energia é obtido na

con�guraçãoo simétrica [186], tamanhos idênticos para os dois blocos aumentados. De

maneira que a con�guração simétrica torna-se importante para obtençãoo de grande parte

dos observáveis de interesse.

Quando se trata de modelo de spins em rede, estamos interessados em valores esperados

das correlações locais dos n-sítios, com relação a algum autoestado do Hamiltoniano. O

processo iterativo de crescimento do algoritmo impõe a necessidade de 3 passos para a

análise de correlações desse tipo: inicialização, atualização e o valor esperado �nal.

• Inicialização Seja M̂j um operador local que atua no sítio j, por exemplo, a mag-

netização local do sítio j. Quando este sítio é incluido no processo iterativo ao bloco

de tamanho i− 1, 〈si|M̂j|s′i〉 é avaliado.

Então, seja {|βi〉} a base reduzida que reescreve o novo bloco, que inclui o sítio j, e

{|βi−1〉} a base do bloco antigo, temos assim:

〈βi|M̂j|β′i〉 =
∑

βi−1,si,s′i

〈βi|βi−1si〉〈si|M̂j|s′i〉〈s′iβi−1|β′i〉. (5.38)

• Atualização A cada passo do processo iterativo, ocorre uma mudançaa de base de
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{|βi〉} para {|βi+1〉}:

〈βi+1|M̂j|β′i+1〉 =
∑

βi,si,β′i

〈βi+1|siβi〉〈βi|M̂j|β′i〉〈β′isi|β′i+1〉. (5.39)

• Valor esperado �nal Depois do último passo do algoritmo, teremos o bloco à

esquerda, descrito pela base {|β〉} e o bloco a direita, descrito pela base {|τ〉}.

Desta forma, saberemos calcular 〈β|〈τ |Ψ〉 e , assumindo que M̂j atua num sítio

pertencente ao bloco à esquerda, 〈M̂j〉 resulta em:

〈Ψ|M̂j|Ψ〉 =
∑

βτβ′

〈Ψ|τβ〉〈β|M̂j|β′〉〈β′τ |Ψ〉, (5.40)

sendo |Ψ〉 o estado alvo.

Quando se trata do valor esperado de dois operadores, que atuam em diferentes sítios

da rede, Ŝj e Ŝq, devemos levar em consideração dois casos distintos:

• ambos os sítios, j e q, pertencentes a diferentes blocos:

Suponha que {αe} seja a base que descreve o bloco à esquerda e {αd} representa o

outro bloco.

Então, o estado fundamental será dado por:

|Ψ〉 =
∑

αe,αd

〈αeαd|Ψ〉|αeαd〉 =
∑

αe,αd

Ψαeαd |αeαd〉. (5.41)

Com essa relação, a correlação dos observáveis �ca dada por:

〈ŜjŜq〉 = 〈Ψ|ŜjŜq|Ψ〉

=
∑

αd,αe,α
′
d,α
′
e

Ψ∗α′dα′eΨαeαd〈α′eα′d|ŜjŜq|αeαd〉

=
∑

αd,αe,α
′
d,α
′
e

Ψ∗α′dα′eΨαeαd〈α′e|Ŝj|αe〉〈α′dŜq|αd〉

=
∑

αd,αe,α
′
d,α
′
e

Ψ∗α′dα′eΨαeαd(Ŝj)ee′(Ŝq)dd′ (5.42)
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• ambos os sítios, j e q, pertencentes ao mesmo bloco:

〈ŜjŜq〉 = 〈Ψ|ŜjŜq|Ψ〉

=
∑

αd,αe,α
′
d,α
′
e

Ψ∗α′dα′eΨαeαd〈α′eα′d|ŜjŜq|αeαd〉

=
∑

αd,αe,α
′
d,α
′
e

Ψ∗α′dα′eΨαeαd〈α′e|ŜjŜq|αe〉〈α′d|αd〉

=
∑

αd,αe,α′e

Ψ∗αdα′eΨαeαd(ŜjŜq)ee′ . (5.43)

Precisa-se representar esse operador duplo com a mesma base (que passou pelos proces-

sos de seleção e truncagem) que utilizamos para o reescrever o Hamiltoniano. Entretanto,

calcular esse operador como produto de dois operadores individuais, representados por

uma base atualizada, é bastante complicado.

Imagine que Ŝj atue sobre um bloco de tamanho i− 1 e Ŝq atue num sítio que acabou

de ser conectado ao bloco aumentado, dessa forma teríamos valores de 〈αi−1|ŜjŜq|α′i−1〉 e
〈si|Ŝq|s′i〉 e em termos da base do bloco aumentado:

{|αi〉} ≡ {|αi−1〉 ⊗ |si〉} (5.44)

.

Desta forma, o operador duplo torna-se:

〈αi|ŜjŜq|α′i〉 =
∑

αi−1,si,α′i−1,s
′
i

〈αi|αi−1〉〈αi−1|Ŝj|α′i−1〉〈si|Ŝ ′q|s′i〉〈α′i−1|α′i〉. (5.45)

Portanto, esse operador deve ser atualizado até que se atinja o passo �nal para o

cálculo de�nitivo.

Deve se tomar cuidado, pois, no algoritmo da cadeia �nita, dependendo da etapa do

sweep, podemos estar em uma situação em que ambos operadores estão no mesmo bloco

ou em outra em que eles estão em blocos diferentes.

Deste modo, �ca evidente que armazenar e atualizar todos os �operadores compostos�

exige bastante da capacidade de armazenamento computacional. A melhor opção, por-

tanto, é calcular os operadores individuais e calcular a correlação apenas quando os sítios
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estiverem em blocos distintos [186].

5.6 Cálculo da Magnetização através do DMRG

Como visto na sessão anterior, o cálculo do valor esperado dos operadores do sistema no

método aproximativo do DMRG pode se tornar uma grande dor de cabeça, dependendo

de uma série de fatores: posição operador na rede, tipo de rede, separação entre os

operadores, entre outros fatores [186].

Uma solução alternativa para se calcular a magnetização local, para tubos quânticos

de spin, foi proposto por A. Honecker e colaboradores [41].

O Hamiltoniano de um longo tubo de spins de comprimento L possui uma �circunferên-

cia� formada por N spins-1
2
. Esse modelo pode ser entendido como uma escada de spin-1

2

que possuí condições de contorno períodicas para os N spins localizados nos degraus dessa

escada, submetido a um campo externo h. Seu Hamiltoniano é descrito por:

H = J
L∑

i=1

( N∑

j=1

~Si,j

)
·
( N∑

j=1

~Si+1,j

)
+
J ′

2

L∑

i=1

[( N∑

j=1

~Si,j

)2

− 3N

4

]
− h

L∑

i=1

N∑

j=1

Szi,j.(5.46)

Então, podemos reescrever o Hamiltoniano H em função do spin total dos spins que

formam a sua circunferência, ~ti =
∑N

j
~Si,j. De modo que:

H = J
L∑

i=1

~ti · ~ti+1 +
J ′

2

L∑

i=1

[(
~ti

)2

− 3N

4

]
− h

L∑

i=1

tzi . (5.47)

Portanto, o problema é equivalente a uma cadeia linear de spins ti submetida a um

campo externo h. Nesse caso especial de rede de spin, supondo valores �xos para os

acoplamentos J e J ′, a energia pode ser escrita apenas em função do setor de magnetização,

que o modelo se encontra, e do campo magnético h, pois
(
~ti

)2

é quantizado de acordo

com a regra ti(ti + 1), sendo ti = N
2
, N

2
− 1, . . . .

O setor de magnetização do sistema é determinado pela soma das projeções tzi , T
z =

∑L
i t

z
i , e podemos relacioná-lo com o valor esperado da magnetização 〈M〉 = 2T z

LN
, indi-

cando, como esperado, a relação direta entre o setor de magnetização e a própria magne-

tização do sistema.
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Para obtermos a relação do campo externo h em função da energia, E(T z, h), podemos

usar a identidade:

h =
∂E

∂T z
=
E(T zf , 0)− E(T zi , 0)

T zf − T zi
, (5.48)

fazendo T zf = T zi + 1, sendo T zf o setor �nal e T zi o setor inicial, próximo setor de magne-

tização da cadeia, temos:

h(T zi ) = E(T zi + 1, 0)− E(T zi , 0). (5.49)

Assim temos uma expressão para calcular o campo de transição h(T z) entre diferentes

estados de energia de setores de energia adjacentes, E(T z, 0), a campo nulo. Iremos

de�nir h(0) = 0. Esse autovalores de energia podem ser facilmente encontrados utilizando

as rotinas do DMRG, para cadeias de spin de Heisenberg na ausência de campo externo,

contidas nos tutorias do pacote de programação do ALPS [88].

Então, para cada setor de magnetização T zi , teremos um campo h(T zi ) correspondente.

Se considerarmos o modelo do tubo triangular (N = 3) de spin-1
2
teremos 3 possíveis

con�gurações para os autovalores tzi e t
z
i+1:

• con�guração 1: tzi = 1
2
e tzi+1 = 1

2
, neste tipo de con�guração dos spins internos,

podemos mapear o modelo original através de uma cadeia de spins-1
2
de Heisenberg;

• con�guração 2: tzi = 1
2
e tzi+1 = 3

2
, neste tipo de con�guração dos spins internos,

podemos mapear o modelo original através de uma cadeia de spins mistos-(1
2
, 3

2
) de

Heisenberg;

• con�guração 3: tzi = 3
2
e tzi+1 = 3

2
, neste tipo de con�guração dos spins internos,

podemos mapear o modelo original através de uma cadeia de spins-3
2
de Heisenberg;

De tal forma que com o aumento ou decrecimento do campo h(T zi ) nosso sistema pode

transitar de uma con�guração A para uma con�guração B, con�gurações em diferentes

setores de magnetização não adjacentes, situação em que a magnetização M irá variar

discontinuamente, conhecido como salto de magnetização [42]. Dentro de uma mesma
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con�guração pode ocorrer a formação de platôs de magnetização, onde a magnetização

M permanece constante frente a variações do campo [40], ou a variação continua da

magnetização M com o campo h conhecido como estado de líquido de spin [47].

Podemos representar o comportamento da magnetização do tubo triangular de spins

através da �g. 5.2. Neste diagrama de transição, vemos os campos h(T zi ) associados a

cada uma das 3 con�gurações (representadas por h(1/2, 1/2), h(1/2, 3/2) e h(3/2, 3/2)),

para o tubo triangular de spin-1
2
com L = 12. Neste caso, h(T zi ) será hmin = ESF −ESA,

ou seja, será a diferença entre a energia do setor futuro que o sistema irá estar, entre as

três con�gurações, representado por ESF , menos a energia do setor anterior que o sistema

se encontrava entre as três con�gurações, representado por ESA.

O sistema irá selecionar em cada uma das três con�gurações através de uma busca

pelo menor valor do campo hmin para a próxima transição que ele fará entre os setores

superiores. Os valores de campo hmin utilizado para representar as transições entre as

três con�gurações são meramente ilustrativos. A transição em roxo representa um salto

da magnetização dentro de uma mesma con�guração (con�guração 1). A transição em

azul representa um salto da magnetização entre con�gurações diferentes. As transições

em verde são transições entre setores adjacentes dentro de uma mesma con�guração. As

regiões em vermelho são regiões proibidas para o mapeamento em questão, cujo setor de

magnetização é maior que o da cadeia mapeada.
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Figura 5.2: Diagrama de transição entre as 3 con�gurações, para o tubo triangular de
spin-1

2
com L = 12, através de uma busca pelo menor valor do campo h(T zi ) . Os valores

de campo utilizados para as três con�gurações são meramente ilustrativos. A transição
em roxo representa um salto da magnetização dentro de uma mesma con�guração (con�-
guração 1). A transição em azul representa um salto da magnetização entre con�gurações
diferentes. As transições em verde são transições entre setores adjacentes dentro de uma
mesma con�guração. As regiões em vermelho são regiões proibidas para o mapeamento
em questão, cujo setor de magnetização é maior que o da cadeia mapeada.

Fonte: Autor, 2017.
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Capı́tulo 6
TUBO TRIANGULAR DE SPIN-12 DE

ISING-HEISENBERG

Nos capítulos pregressos, foram feitas breves revisões sobre o ferramentário teórico ne-

cessário para se obter as propriedades magnéticas, termodinâncias e de emaranhamento

em modelos de cadeias de spin. O agrupamento destas técnicas metodologicas será apli-

cado ao sistema magnético conhecido como tubo triangular de spins-1
2
[36, 51, 190, 46, 47].

Neste capítulo ocorrerá a apresentação do modelo e as de�nições das propriedades

termodinâmicas e de emaranhamento de interesse. Assim, iniciaremos a primeira sessão

mostrando a aplicação da técnica da matriz de transferência ao modelo do tubo de spin-1
2

frustrado de Ising-Heisenberg composto por células unitárias triangulares. Cada triângulo

é composto por 3 spins conectados por ligações de Heisenberg tipo XXZ. Cada spin

pertencente à célula unitária i é conectado a todos os spins da celula posterior i + 1

através de ligações tipo Ising [36, 51], como representado na �gura 6.1, Consideraremos

condições de temperatura e campo externo aplicado não nulos.

O caso do modelo na ausência de campo externo, será tratado na próxima sessão como

um caso particular do modelo geral inicialmente descrito. Este modelo não trivial usa uma

aproximação semelhante a que foi utilizada na cadeia tetraédrica de spins-1
2
de Heisenberg

[191, 192].
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Figura 6.1: Geometria do modelo do tubo de spin-1
2
frustrado de Ising-Heisenberg. As

linhas sólidas representam os acoplamentos XXZ de Heisenberg dentro da célula unitária
triangular (Jz, Jx). As linhas �nas correspondem às interações de Ising entre as células
unitárias.

Fonte: Autor, 2017.

6.1 Tubo de Ising-Heisenberg na Presença do Campo

Externo

6.1.1 Método

Se o modelo do tubo triangular frustrado de Ising-Heisenberg composto por células

unitárias triangulares é colocado em equilíbrio térmico com um banho térmico a uma

temperatura �nita não-nula t, poderemos analisar uma grande gama de aspectos das

propriedades termodinâmicas decorrentes do acréscimo da temperatura e do campo mag-

nético externo aplicado h, extendendo assim a análise do modelo proposto em [36, 51]

para temperaturas �nitas através da técnica analítica exata da matriz de transferência.

Para iniciarmos o estudo, primeiro devemos de�nir o Hamiltoniano que será utilizado

e descrever as interações entre os spins no modelo, ilustradas na �g. 6.1. A partir dele

construiremos a matriz de transferência, encontrando a função de partição e as grandeza

termodinâmicas de interesse.

Sendo assim, devido à aplicação de um campo externo h o modelo do tubo triangular

de spin-1
2
de Ising-Heisenberg pode ser representado pelo seguinte Hamiltoniano:

H =
N∑

i=1

Hi − h
N∑

i=1

3∑

j=1

Si,j, (6.1)
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de modo que Hi de�nrá o Hamiltoniano de interação para cada uma das células unitárias

triangulares, formadas por 3 spins, bem como suas interações com as demais células

vizinhas, representado por:

Hi =
3∑

j=1

[
Jx

(
Sxi,jS

x
i,j+1 + Syi,jS

y
i,j+1

)
+ JzS

z
i,jS

z
i,j+1

]
+ J1

( 3∑

j=1

Szi,j

)( 3∑

j=1

Szi+1,j

)
, (6.2)

sendo Sαi,j a representação do operador de spin-1
2
no sítio j, o índice j descreve qualquer

um dos 3 spins localizados nos vértices do triângulo da célula unitária i, com α ∈ x, y e z
demarcando as respectivas componentes espaciais do operador. Os termos de interação Jx

e Jz de�nem as acoplamentos anisotrópicos, tipo XXZ, dentro da célula unitária triangular

e as ligações J1 caracterizam as interações de Ising entre spins pertencentes a celulas

unitárias distintas.

Por conseguinte, o conjunto de parâmetros de troca (Jx, Jz e J1) surge com motivações

puramente quânticas, resultado da repulsão Coulombiana entre as cargas elétricas e das

restrições impostas à função de onda pelo princípio de Pauli. Experimentalmente, o valor

da interação de troca é obtido por meio de medidas da suceptiblidade magnética dos

compostos magnéticos, cujas curvas são ajustadas por aquelas obtidas da diagonalização

do modelo teórico 6.2.

Uma particularidade destes modelos tipo escada de spins [190, 46, 47], como no caso do

tubo de spin triângular na ausência de campo [36], é que o Hamiltoniano total 6.2 pode ser

escrito alternativamente numa base soma, que representa o spin total da célula unitária

e sua componente na direção z, Ti =
∑3

j=1 Si,j e T
z
i =

∑3
j=1 S

z
i,j, respectivamente.

Nosso foco será a diagonalização desta cadeia com N células unitárias triangulares,

sujeitas a condições de contorno periódicas, com invariância translacional. Pela imposição

do campo uniforme e escolhendo o eixo de simetria na direção z, T2
i e T

z
i serão conserva-

dos. Desta forma, os principais operadores do sistema irão comutar entre si e, portanto,

compartilharão uma base comum de autovetores, explorando-se as possibilidades de co-

mutação entre os operadores:

[H,Hi] = [H,T2
i ] = [H, T zi ] = 0, (6.3)

, percebemos que o momento angular de spin total, na verdade, o quadrado do momento

total T2
i , e sua componente na direção z tornam-se bons números quânticos para descrever
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o sistema.

Um atalho matemático conveniente, para simpli�car os cálculos, é usar a identidade

algébrica:

(
Tαi

)2

=
3

4
− 2
(
Sαi,1S

α
i,2 + Sαi,1S

α
i,3 + Sαi,2S

α
i,3

)
, (6.4)

para reescrever o Hamiltoniano 6.2 em uma forma mais conveniene:

H = −3N

8

(
2Jx + Jz

)
+
∑

i

Ĥi (6.5)

A primeira parcela representa uma constante que irá simplesmente reescalar a energia,

enquanto o segundo termo é a soma dos Hamiltonianos internos Ĥi, que agora relaciona

os dois operadores de células unitárias consecutivas ~T 2
i e ~T 2

i+1, bem como suas projeções

no eixo z:

Ĥi = J1T
z
i T

z
i+1 +

Jx
4

(
~T 2
i + ~T 2

i+1

)
+

(
Jz − Jx

)

4

[(
T zi

)2

+
(
T zi+1

)2]
− h

2

(
T zi + T zi+1

)
, (6.6)

sendo ~T 2
i = Ti(Ti + 1) e T zi = −Ti,−Ti + 1, . . . , Ti.

Então, pela introdução do spin total do triângulo de Heisenberg, este modelo pode ser

rigorosamente mapeado em uma cadeia linear onde cada célula unitária é representada

por um único spin total, mapeando o modelo do tubo triangular de spins em 3 cadeias

lineares de spin: cadeia unidimensional de spin-3
2
, cadeia linear de spin misto (3

2
,1
2
) e o

modelo unidimensional de spin 1
2
[58, 193, 194]. Essas cadeias lineares de spins clássicas

podem ser tratadas pelo método da matriz de transferência [195].

A diagonalização da equação 6.5 permite de forma exata a obtenção através do método

da matriz de transferência de todas as quantidades termodinâmicas desejáveis. Além disso,

a equação 6.6 pode ser usada diretamente para se obter todos os estados fundamentais

para as diversas combinações de acoplamentos (Jx, Jz e J1) para formar o diagrama de

fase do modelo [148].

A primeira grandeza termodinâmica de interesse é a função de partição canônica,

que descreverá as propriedades estatísticas desse sistema quando ele se encontrar em

equilíbirio térmico. Esta função leva em conta a soma das energias de todos os estados i do
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sistema. Desta forma, para obter os resultados exatos para as quantidades temodinâmicas,

precisamos construir inicialmente a função de partição para o Hamiltoniano 6.6:

Z = Tre−βĤ = e
3Nβ
8

(2Jx+Jz)
∑

{Si}

N∏

i=1

Tre−βĤi

= e
3Nβ
8

(2Jx+Jz)
∑

{Si}

N∏

i=1

T(Ti, T
z
i ;Ti+1, T

z
i+1) = e

3Nβ
8

(2Jx+Jz)Tr(T)N , (6.7)

onde β = 1
κβt

, sendo κβ a constante de Boltzmann, t a temperatura absoluta e a soma
∑
{Si} descreve todos os possíveis graus de liberdade no espaço de con�gurações da variável

{Si}. Então, pode-se �nalmente representar a matriz de tranferência T(Ti, T
z
i ;Ti+1, T

z
i+1)

como:

T(Ti, T
z
i ;Ti+1, T

z
i+1) = 〈SiSzi |e−βĤi |Si+1S

z
i+1〉 =



q3r9u9s3 q5r5u3s2 q5r5u−3s q3r9u−9 q2u5z3s2 q2r5u−3s q2r5u3s2 q2r5u−3s

q5r5u3s2 q7rus q7ru−1 q5r5u−3s−1 q4rus q4ru−1 q4rus q4ru−1

q5r5u−3s q7ru−1 q7rus−1 q5r5u3s−2 q4ru−1 q4yzs−1 q4yz−1 q4yzs−1

q3r9u−9 q5r5u−3s−1 q5r5u3s−2 q3r9u9s−3 q2r5u−3s−1 q2r5u3s−2 q2r5u−3s−1 q2r5u3s−2

q2r5u3s2 q4rus q4ru−1 q2r5u−3s−1 qrus qru−1 qrus qru−1

q2r5u−3s q4ru−1 q4rus−1 q2r5u3s−2 qru−1 qrus−1 qru−1 qrus−1

q2r5u3s2 q4rus q4ru−1 q2r5u−3s−1 qrus qru−1 qrus qru−1

q2r5u−3s q4ru−1 q4rus−1 q2r5u3s−2 qru−1 qrus−1 qru−1 qrus−1



, (6.8)

onde q, r e u foram introduzidos para simpli�car a notação da matriz de transferência,

sendo q = e−
βJz
4 , r = e−

βJx
8 , s = e

βh
2 e u = e−

βJ1
4 . Os elementos matriz de transferência

T representam os chamados pesos de Boltzmann e dão uma medida de probabilidade do

sistema encontrar-se no estado i.

Agora, se faz necessário encontrar o maior autovalor da matriz de transferência, pela

resolução da equação secular:

Det
(
T(Ti, T

z
i ;Ti+1, T

z
i+1)− Iλ

)
= 0. (6.9)

Utilizando as propriedades dos determinantes [188], teremos que 4 dos 8 autovalores
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são nulos (λ8 = λ7 = λ6 = λ5 = 0).

Para con�rmar a validade desta informação, iremos usar a seguinte propriedade dos

determinantes: se a uma linha ou coluna de uma matriz quadrada somamos outra paralela

a ela multiplicada por um número, seu determinante não altera [196].

Então, propomos a aplicação das seguintes operações com as colunas, supondo que as

colunas são enumeradas da esquerda para direita de 1 a 8, da equação secular:

1. (oitava coluna) − (sexta coluna) → sexta coluna;

2. (sétima coluna) − (quinta coluna) → quinta coluna;

3. q3×(sétima coluna) − (segunda coluna) → sétima coluna;

4. q3×(oitava coluna) − (terceira coluna) → oitava coluna.

O conjunto destas operações, aplicadas ao determinante 6.9, simpli�ca a equação se-

cular para uma matriz 6× 6 dada por:

Det



q3r9u9s3 − λ q5r5u3s2 q5r5u−3s q3r9u−9 0 0

q5r5u3s2 q7rus− λ q7ru−1 q5r5u−3s−1 −λ 0

q5r5u−3s q7ru−1 q7rus−1 − λ q5r5u3s−2 0 −λ

q3r9u−9 q5r5u−3s−1 q5r5u3s−2 q3r9u9s−3 − λ 0 0

q2r5u3s2 q4rus q4ru−1 q2r5u−3s−1 −λq3 0

q2r5u−3s q4ru−1 q4rus−1 q2r5u3s−2 0 −λq3


= 0. (6.10)

De forma análoga, propomos a aplicação de novas operações usando as linhas, supondo

que as linhas são enumeradas da cima para baixo de 1 a 8, da equação secular:

1. q3×(segunda linha) + (quinta linha) → segunda linha;

2. q3×(terceira linha) + (sexta linha) → terceira linha.

Essas duas operações, aplicadas ao determinante 6.10, possibilitam uma nova redução

para a matriz 6.10 numa nova matriz 4× 4:

Det




q3r9u9s3 − λ q2r5u3s2 q2r5u−3s q3r9u−9

q2r5u3s2 qrus− λ
(q6+2)

qru−1 q2r5u−3s−1

q2r5u−3s qru−1 qrus−1 − λ
(q6+2)

q2r5u3s−2

q3r9u−9 q2r5u−3s−1 q2r5u3s−2 q3r9u9s−3 − λ




= 0. (6.11)

Instituto de Física - UFAL



TUBO TRIANGULAR DE SPIN-1
2
DE ISING-HEISENBERG 142

Como se pode observar, através da equação 6.11, temos a con�rmação que 4 dos

8 autovalores são nulos (λ8 = λ7 = λ6 = λ5 = 0). Então, através cálculo direto do

determinante da equação 6.11, obtemos uma equação secular de quarto grau em λ:

λ4 + Aλ3 +Bλ2 + Cλ+D = 0, (6.12)

cujos coe�cientes são, respectivamente:

A = qru
[
q2r8u8 cosh

(3βh

2

)
+ 2(q6 + 2) cosh

(βh
2

)]
(6.13)

B = 2q2r2
{
q2r8

(
q6 + 2

)[
u6
(
u4 − 1

)
cosh

(
2βh

)
+
(
u10 − u−6

)

× cosh
(
βh
)]
− q4r16 sinh

(9βJ1

2

)
−
(
q6 + 2

)2

sinh
(βJ1

2

)}
(6.14)

C = 4
(
q6 + 2

)
r11q5

{
q2r8u

[
sinh

(9βJ1

2

)
− u sinh

(
3βJ1

)

− u2 sinh
(3βJ1

2

)]
cosh

(βh
2

)
+
[
u9
(
q6 + 2

)
sinh

(βJ1

2

)

− u3 sinh
(
βJ1

)
+ u−3 sinh

(βJ1

2

)]
cosh

(3βh

2

)}
(6.15)

D = 4
(
q6 + 2

)2

q8r20
{

sinh
(3βJ1

2

)[
sinh

(3βJ1

2

)
+ 2 sinh

(βJ1

2

)]

+ sinh
(9βJ1

2

)
sinh

(βJ1

2

)
− 2 sinh

(
3βJ1

)
sinh

(
βJ1

)}
. (6.16)

Assim, por conveniência escolheu-se uma representação trigonométrica para simpli�car

a notação dos coe�cientes, foi adotada a relação matemática (u−c − uc) = 2 sinh(βcJ1
4

).

Através da versão númerica da solução da equação de quarto grau pelo método pro-

posto por Neumark [197, 198], pode se encontrar exatamente o maior autovalor dentre

as quatro raízes da equação 6.12 , λmax = max{λ1, λ2, λ3, λ4}, para qualquer conjunto

dos parâmetros {J1, Jx, Jz, h} pertencentes aos R. O método númerico será descrito no

apêndice A.

No limite termodinâmicoN →∞, a energia livre de Helmholtz por célula unitária é de-

terminada pelo maior autovalor entre as duas raízes da equação, λmax = max{λ1, λ2, λ3, λ4}.
Vale frisar que, a energia livre de Helmholtz é a energia interna que pode ser transformada
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em trabalho realizado pelo sistema sobre sua vizinhanças a temperatura constante.

Então, em termos quantitativos, a energia livre de Helmholtz é de�nida por:

f = −β−1 lim
N→∞

1

N
ln Z = −

3
(

2Jx + Jz

)

8
− β−1 lnλmax. (6.17)

Aplicando o maior autovalor da equação 6.12 na expressão referente a energia livre de

Helmholtz 6.20, pode-se de�nir grandezas termodinâmicas do sistema como entropia, a

magnetização e calor especí�co, através de derivadas numéricas [199] da função 6.20.

A magnetização do sistema decorre do momento magnético de spin dos elétrons, ou

seja, ocorre magnetização do material quando a soma dos momentos magnéticos de spin

é diferente de zero. Podemos de�nir a magnetização por spin m desta rede como:

m =
1

3N

{ 1

Z
Tr
[(
Ŝzj,i

)
e−βĤ

]}
=

1

3N

∂f

∂
(
βh
) . (6.18)

Sendo assim, os spins da rede tenderão a se alinhar paralelamente ao campo magnético

externo h aplicado, resultado em uma magnetização que irá aumentar com o campo até

o valor unitário de saturação, se for normalizada pelo valor de saturação 1
2
.

A entropia por spin s é obtida através de uma relação fundamental da variação da

energia livre 6.20 em função da temperatura do sistema mantendo-se a magnetização

constante:

s = −
( ∂f
∂T

)
m
. (6.19)

De acordo com a segunda lei da termodinâmica, trabalho pode ser completamente

convertido em calor, mas o inverso não é possível. Com a entropia procura-se mensurar

a parcela de energia que não pode mais ser transformada em trabalho em transformações

termodinâmicas a dada temperatura.

A terceira lei da termodinâmica, conhecido como teorema de Nernst, a�rma que a

entropia de um sistema no zero absoluto é uma constante bem de�nida. Então, quando

tivermos tratando do tubo de spin à temperatura de zero, a entropia é determinada apenas

pela degenerescência do estado fundamental que o sistema se encontra.

Outra grandeza importante para o sistema é o calor especí�co, grandeza que relaciona

a variação térmica de determinada substância ao receber uma certa quantidade de calor
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devido, unicamente, a uma diferença de temperatura [59]. Assim, o calor especí�co por

spin é uma grandeza térmica positiva de�nida C ≥ 0, e está associada à entropia pela

relação:

C = T
( ∂s
∂T

)
m
. (6.20)

As funções de correlação do sistema revelarão informações parciais sobre as correla-

ções de curto alcance que estão presentes em um estado, descrevendo como os graus de

liberdade de um spins são afetados por seus vizinhos. Assim, as 2 funções de correlação

spin-spin, para os 3 spins no interior da célula unitária de Heisenberg, podem ser obtidas

através por:

CZZ
11 =

1

3Z
Tr
[(
Ŝzj,iŜ

z
j+1,i

)
e−βĤ

]
= −1

3

(
∂f

∂Jz

)

T

(6.21)

CXX
11 =

1

3Z
Tr
[(
Ŝxj,iŜ

x
j+1,i

)
e−βĤ

]
=

1

3Z
Tr
[(
Ŝyj,iŜ

y
j+1,i

)
e−βĤ

]
= −1

6

( ∂f
∂Jx

)
T
.(6.22)

A correlação referente ao par de spins que estão em diferentes células unitárias, inte-

ragindo através das 9 ligações de Ising J1, pode ser obtida de forma análoga às expressões

anteriores

CZZ
1,2 =

1

9Z
Tr
(
Ŝzj,iŜ

z
j,i+1

)
e−βĤ = −1

9

( ∂f
∂J1

)
T
. (6.23)

O comportamento destas correlações, equações 6.21, 6.22 e 6.23 , irá de�nir a dinâmica

de orientação dos momentos magnéticos do modelo em relação às variações de temperatura

e do campo externo.

6.1.2 Resultados e Discussões

Agora iremos discutir os mais importantes resultados sobre o tubo frustrado de spin-
1
2
de Ising-Heisenberg, na presença de um reservatório térmico e sobre a ação de um

campo magnético externo, assumindo o caso particular onde as interações de Ising, J1,

são antiferromagnéticas.

Por simplicidade, iremos avaliar o caso isotrópico para as ligações de Heisenberg no
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interior das células unitárias triangulares: Jx = Jz = J . Pelo mesmo motivo, a constante

de Boltzmann também será imposta como unidade kB = 1.

Se caso de�nirmos o acoplamento J1 < 0, o comportamento geral seria semelhante,

pois os estados das células unitárias nos triângulos adjacentes são uma mera inversão

sobre a transformação J1 → −J1.

Diagrama de fases do estado fundamental

Figura 6.2: Diagrama de fase do estado fundamental do modelo de tubo de spin-1
2
de

Ising-Heisenberg tube no plano J1/J - h/J , de�nindo 6 possíbilidades para os estado
fundamental do modelo.

Fonte: Autor, 2017.

Todas as possíveis con�gurações de ordenamento magnético, para o estado fundamen-

tal do sistema, que descrevem o diagrama de fase do modelo no espaço de parâmetros

(Jx = Jz = J , J1 e h), foram obtidas através da diagonalização do Hamiltoniano, eq. 6.6.

Como o Hamiltoniano total comuta com o hamiltoniano das células unitárias triangula-

res, o ordenamento dos pares de células unitárias triangulares adjacentes irá descrever o

ordenamento global de todo o modelo. O diagrama de estado fundamental do modelo

triangular Ising-Heisenberg de spin-1
2
é descrito na �gura 6.2.

Desta forma, foram encontrados apenas seis estados fundamentais, para os pares de

células unitarias adjacentes, em função do conjunto de parâmetros (Jx = Jz = J , J1 e h)

de�nido. Por inspeção, os seis estados fundamentais são:

• estado antiferromagnético clássico (CAF):
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Figura 6.3: Diagrama representando duas células triangulares consecutivas dentro do
ordenamento antiferromagnético clássico.

External Field ( h )

S3,iS1,i

S2,i

S2,i+1

JS1,i+1 S3,i+1

Fonte: Autor, 2017.

|CAF〉 =





N/2∏

j=1

|↑↑↑〉2j−1 ⊗ |↓↓↓〉2j
N/2∏

j=1

|↓↓↓〉2j−1 ⊗ |↑↑↑〉2j
; (6.24)

• estado ferromagnético clássico (CFO)

Figura 6.4: Diagrama representando duas células triangulares consecutivas dentro do
ordenamento ferromagnético clássico.

External Field ( h )

S3,iS1,i

S2,i

S2,i+1

JS1,i+1 S3,i+1

J

Fonte: Autor, 2017.

|CFO〉 =
N∏

i=1

|↑↑↑〉i; (6.25)

• estado antiferromagnético quântico (QAF)
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Figura 6.5: Diagrama representando duas células triangulares consecutivas dentro do
ordenamento antiferromagnético quântico.

External Field ( h )

S3,iS1,i

S2,i

S2,i+1

JS1,i+1 S3,i+1

Fonte: Autor, 2017.

|QAF〉 =





N/2∏

j=1

∣∣1
2
, L orR

〉
2j−1
⊗
∣∣−1

2
, L orR

〉
2j

N/2∏

j=1

∣∣−1
2
, L orR

〉
2j−1
⊗
∣∣1

2
, L orR

〉
2j

; (6.26)

• estado ferrimagnético quântico (QFO)

Figura 6.6: Diagrama representando duas células triangulares consecutivas dentro do
ordenamento ferrimagnético quântico.

Fonte: Autor, 2017.

|QFO〉 =
N∏

j=1

∣∣∣∣
1

2
, L orR

〉

j

; (6.27)

• estado misto quântico-clássico ferrimagnético (MFI)
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Figura 6.7: Diagrama representando duas células triangulares consecutivas dentro do
ordenamento misto quântico-clássico ferrimagnético.

External Field ( h )

S3,iS1,i

S2,i

S2,i+1

JS1,i+1 S3,i+1

Fonte: Autor, 2017.

|MFI〉 =





N/2∏

j=1

|↑↑↑〉2j−1 ⊗
∣∣−1

2
, L orR

〉
2j

N/2∏

j=1

∣∣−1
2
, L orR

〉
2j−1
⊗ |↑↑↑〉2j

; (6.28)

• estado misto quântico-clássico ferromagnético (MFO)

Figura 6.8: Diagrama representando duas células triangulares consecutivas dentro do
ordenamento misto quântico-clássico ferromagnético.

External Field ( h )

S3,iS1,i

S2,i

S2,i+1

JS1,i+1 S3,i+1

Fonte: Autor, 2017.

|MFO〉 =





N/2∏

j=1

|↑↑↑〉2j−1 ⊗
∣∣1

2
, L orR

〉
2j

N/2∏

j=1

∣∣1
2
, L orR

〉
2j−1
⊗ |↑↑↑〉2j

; (6.29)
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Acima, foi introduzido, a �m de facilitar a notação, os autovetores da j-ésima célula

triangular de spins |± 1/2, R〉j e |± 1/2, L〉j com o spin total T zj = ±1/2, possuindo duas

quiralidades opostas (à direita e à esquerda):

∣∣∣∣
1

2
, R

〉

j

=
1√
3

(
|↓↑↑〉+ e

2iπ
3 |↑↓↑〉+ e

4iπ
3 |↑↑↓〉

)
j∣∣∣∣

1

2
, L

〉

j

=
1√
3

(
|↓↑↑〉+ e

4iπ
3 |↑↓↑〉+ e

2iπ
3 |↑↑↓〉

)
j∣∣∣∣−

1

2
, R

〉

j

=
1√
3

(
|↑↓↓〉+ e

2iπ
3 |↓↑↓〉+ e

4iπ
3 |↓↓↑〉

)
j∣∣∣∣−

1

2
, L

〉

j

=
1√
3

(
|↑↓↓〉+ e

4iπ
3 |↓↑↓〉+ e

2iπ
3 |↓↓↑〉

)
j
. (6.30)

Os autovalores de energia, correspondentes aos autovetores descritos, são de�nidos por:

ECAF = −9J1

4
+

3J

4
,

ECFO =
9J1

4
+

3J

4
− 3h

2
,

EQAF = −J1

4
− 3J

4
,

EQFO =
J1

4
− 3J

4
− h

2
,

EMFI = −3J1

4
− h

2
,

EMFO =
3J1

4
− h. (6.31)

É interessante frisar, observando os autovetores (6.24)-(6.29), que quatros estados

fundamentais: CAF, QAF, MFI e MFO, possuem uma quebra na simetria translacional,

possuem uma alternância e tendência a antiparalelismo entre os ordenamentos da células

triangulares adjacentes, ocasionado pelos acoplamentos antiferromagnéticos J1, diferindo

dos outros dois estados fundamentais ferromagnéticos, CFO e QFO, que possuem simetria

translacional (mesmo ordenamento entre células triangulares adjacentes).

Além disso, os graus de liberdade devidos a quiralidade do 3 spins contidos nos triân-

gulos de Heisenberg, para os ordenamentos (6.30), com total spin Tj = 1
2
são responsáveis

pela degenerescência macroscópica para os estados fundamentais: QAF, QFO, MFI e

MFO.

O estado fundamental antiferrromagnético quântico, QAF, é o de maior entropia re-

sidual, S = (N + 1)kB ln 2, devido aos graus de liberdade quirais (6.30), ao passo que os
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estados mistos, MFI e MFO, têm uma entropia residual menor, S = (N
2

+ 1)kB ln 2, pois

são formados por uma combinação de dois ordenamentos característicos para as células

pares e ímpares: uma célula triangular par, numa posição i, num ordenamento ferromag-

nético clássico (CFO) alternada por célula ímpar, localizada na posição adjacente (i+ 1),

representada pelos ordenamentos quirais (6.30).

Para campo magnético nulo, h = 0, as fases antiferromagnéticas: QAF e CAF, ambas

com magnetização nula, surgem como os dois estados fundamentais. O estado fundamen-

tal antiferrromagnético quântico, QAF, com características quânticas é estável na região

de parâmetros com predominâcia dos acoplamentos internos de Heisenberg, J , (acopla-

mentos quânticos) de cada célula sobre os acoplamentos externos de Ising (acoplamentos

clássicos) , J1
J
< 3

4
, enquanto o estado fundamental antiferrromagnético clássico, CAF, é

estável para regiões de valores mais intensos para os acoplamentos de Ising: J1
J
> 3

4
.

Os ordenamentos fortemente antiferromagnéticos, inerentes aos estados estados fun-

damentais QAF e CAF, serão quebrados com o aumento do campo magnético externo,

ou melhor, quando o campo magnético externo se aproximar do primeiro valor crítico de

transição: hc1. Quando o sistema se encontrar acima deste valor crítico de transição, duas

outras fases quânticas não usuais, QFO e MFI, irão aparecer.

Observando a �gura 6.2, vemos que o estado fundamental antiferrromagnético quân-

tico, QAF, se transforma no estado ferrromagnético quântico, QFO, o campo magnético

externo induz o alinhamento de um dos spins da célula triangular, mudando o total spin

T z = −1
2
da célula para T z = 1

2
, após cruzamos a linha de campo crítico hc1 = J1. O

estado antiferrromagnético clássico, CAF, evolui para a fase mista ferrimagnética, MFI,

acima do campo crítico hc1 = 3J1 − 3J
2
.

Os estados antiferromagnético quântico e misto ferrrimagnético, QFO e MFI, são

estáveis para valores moderados do campo magnético variando entre os campos críticos

hc2 = J1 + 3J
2
e 3J1, respectivamente, que representa um limite inferior para a surgimento

do estado misto ferromagnético, MFO, com característica ferromagnética moderada.

Finalmente, para campos magnéticos maiores que o campo de saturação hc3 = 3J1+ 3J
2

todos os spins são forçados a se alinharem na direção do campo externo, num estado de

polarização total, representado pela fase CFO.
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Entropia

Para melhor caracterizar a in�uência do banho térmico sobre as características de

ordenamento do modelo, foi criada a �gura 6.9, que mostra a dependência da entropia

em função da temperatura para dois valores da razão J1
J
, em duas regiões de parâmetros:

J1
J

= 0.6 (�gura 6.9(a)) e J1
J

= 0.8 (�gura 6.9(b)), e para alguns valores do campo

magnético.

Figura 6.9: Grá�co da entropia por spin em função da temperatura para alguns valores
do campo magnético dentro de uma região de acoplamentos isotrópicos de Heisenberg
(Jx=Jy=J) e dois valores especí�cos para J1/J ilustrados em: (a) J1

J
= 0.6; (b) J1

J
= 0.8.

Fonte: Autor, 2017.

Fonte: Autor, 2017.

Inicialmente, podemos comentar os valores residuais de entropia, que podem ser ob-

tidos através da inspenção direta do ordenamentos do autoestados do diagrama de fase,

�gura 6.2. Pode se obervar que as fases QAF e QFO têm a mesma entropia residual
S

NkB
= ln 2, as fases intermediárias MFI e MFO têm entropia residual S

NkB
= 1

2
ln 2 e on-
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dernamento CFO tem entropia residual nula, por ser um estado completamente ordenado

com o campo.

Na �gura 6.9(a), cuja razão dos acoplamentos é (J1
J

= 0.6), abaixo do primeiro campo

crítico, h1
c = 0.6, o sistema se encontra na estrutura do estado fundamental QAF, que

possui entropia S = NkB ln 2. Acima do primeiro campo crítico, h1
c = 0.6, o estado

fundamental passa ser o QFO, com mesmo valor de entropia, S = NkB ln 2, por possuir

um disposição dos spin semelhante. Com o aumento do campo magnético, para um valor

acima do segundo campo crítico de transição h2
c = 2.1, ordenamento MFO sobressai aos

demais, com baixa entropia S = 1
2
NkB ln 2. Finalmente, acima do terceiro (e último)

valor de campo crítico de transição h3
c = 3.3, o ordenamento irá corresponder ao estado

fundamental não degenerado CFO, sem entropia residual.

A �gura 6.9(b) indica a região de acoplamentos: (J1
J

= 0.8), onde é possível distinguir

uma sequência de transições entre quatro fases também, devido a transição sucessiva

entre os três campos de transição hc = {0.9, 2.4 e 3.9}, com o aumento do campo. Na

região de baixos campos magnéticos, abaixo do primeiro campo de transição h1
c = 0.9,

há a predominância da fase CAF, que não possui entropia residual por ser uma fase de

ordenamento clássico. Acima do primeiro campo de transição e abaixo do terceiro campo

de transição, h3
c = 3.9, que correspondem aos ordenamentos mistos (MFI e MFO), que

têm metade das células unitárias quânticas e a outra metade clássicas, possuem entropias

residuais iguais, S = 1
2
NkB ln 2, que representa uma entropia média entre as células

clássicas e quânticas que formam a fase. Dentro da região de campo externo intenso,

acima de h3
c , o sistema alcança a fase CFO, que é não degenerada, como a fase CAF para

campos baixos.

Desmagnetização adiabática

Conforme foi discutido no capítulo 1, a entropia de um sistema magnético é resultado

das entropias de rede, eletrônica e magnética, sendo apenas esta última dependente do

campo, pois este ordena os spins da rede diminuindo a entropia.

Assim, como o efeito magnetocalórico é resultado da variação do campo, apenas a

entropia magnética está ligada a este efeito. Esta entropia é inversamente proporcio-

nal à força do campo e diretamente proporcional à temperatura. Desta forma, o efeito

magnetocalórico consiste em duas transforma ções consecutivas: (i) uma transformação
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Figura 6.10: Curvas isentrópicas no diagrama do campo magnético externo h
J
em função

da temperatura kBT
J

dentro de uma região de acoplamentos isotrópicos de Heisenberg
(Jx=Jy=J) e dois valores especí�cos para J1/J ilustrados em: (a) J1

J
= 0.6; (b) J1

J
= 0.8.
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Fonte: Autor, 2017.
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Fonte: Autor, 2017.

isotérmica com o aumento do campo magnético e (ii) uma transformação adiabática com

uma redução quase estática do campo magnético. A primeira transformação nos dá uma

variação negativa da entropia magnética, já que o campo magnético reduz a desordem

magnética do sistema.

Recentemente, foi mostrado que vários sistema de spins frustrados podem exibir um

elevado efeito magnetocalórico durante a desmagnetização adiabática, um efeito que pode

ter muitas aplicações práticas para a utilização em refrigeração magnética [192]. Então,

iremos investigar a desmagnetização adiabática do modelo de tubo de spin-1
2
em condições

adiabáticas.

Na �gura 6.10, temos as curvas isentrópicas no diagrama do campo magnético externo
h
J
em função da temperatura kBT

J
dentro de uma região de acoplamentos isotrópicos de

Heisenberg (Jx=Jy=J) , em duas regiões de parâmetros: J1
J

= 0.6 (�gura 6.10(a)) e
J1
J

= 0.8 (�gura 6.10(b)).
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Dentro das �guras 6.10(b) e 6.10(a), as linhas escuras representam as curvas isentró-

picas. Na região de baixos campos externos, vemos que as curvas isentrópicas tendem

a se afunilar (representando um bom indicador de transição de fase nos diagramas), em

baixas temperaturas, exatamente na sequência de três campos critícos que revelam as

transições QAF → QFO → MFO → CFO, como mostrado na �gura 6.10(a), e a �-

gura 6.10(b) mostra o outro caso particular, re�etindo a outra sequência de campos de

transiçãos CAF →MFI →MFO → CFO.

Através das curvas isentrópicas, podemos observar que com a diminuição do campo

externo temos uma e�ciente redução da temperatura do sistema, em regiões de campos

�nitos, próximos ao valor do primeiro campo de transião h1
c . Entretanto, em ambos os

casos, não há um efeito de resfriamento magnético e�ciente (em campo nulo), o su�ciente

para que possamos conjecturar que compostos magnéticos com a estrutura magnética

semelhante ao nosso modelo possam ter aplicações industriais relevantes.

Calor Especí�co

Para uma maior compreensão dos efeitos térmicos sobre o sistema, é importante ana-

lisar, também, a dependência do calor especí�co em função da temperatura e do campo

magnético, em duas regiões de parâmetros: J1
J

= 0.6 (�gura 6.11(a)) e J1
J

= 0.8 (�gura

6.11(b)).

Em campo nulo, observando a �gura 6.11(a), uma estrutura de duplo pico surge supõe-

se devido a uma transição térmica introduzida entre os estados QAF → QFO, que

possuem entropias residuais semelhantes, assim explicaria o fato dos picos possuirem

mesma altura. Entretanto esta estrutura de duplo pico é instável, e o segundo pico tenderá

a mover-se em direção a temperaturas baixas com o aumento do campo magnético externo.

Vale frisar que a evolução da estrutura de duplo pico, quando nos referimos ao calor

especí�co, é um indicador da ocorrência de uma transição de fase no estado fundamental

no modelo.

Posteriormente, o pico de baixa temperatura tornará-se cada vez menor, por conta da

fases superiores (MFO e CFO) terem uma degenerescência menor que a fase QAF e QFO.

Na �gura 6.11(b) é observado outro grá�co do calor especí�co do sistema, dentro

da região de acoplamentos J1
J

= 0.8. Como podemos ver, o comportamento em campo

nulo é altamente degenerado, induzindo um pico do calor especí�co, chamando efeito
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Figura 6.11: Grá�co do calor espefício por spin em função da temperatura para alguns
valores do campo magnético dentro de uma região de acoplamentos isotrópicos de Hei-
senberg (Jx=Jy=J) e dois valores especí�cos para J1/J ilustrados em: (a) J1

J
= 0.6; (b)

J1
J
= 0.8.

Fonte: Autor, 2017.

Fonte: Autor, 2017.

Schottky [70], bastante ingrime devido a uma transição térmica induzida de um estado

pouco degenerado (CAF) para um estado altamente degenerado (MFI).

A grande diferença entre as degenerescências do estado fundamental para as fases CAF

e MFI, �gura 6.11(b) gera uma variação abrupta na entropia do sistema dentro de curto

valor de temperatura e, por consequência, um grande pico no calor especí�co do sistema.

Com o aumento do campo magnético, o pico Schottky vai diminuindo, gradativamente,

como no caso h
J

= 1.5, em que o pico é aproximadamente 1
3
menor que o pico para campo

nulo.

Posteriormente, surge uma estrutura de duplo pico, para valores de campo externo

superiores ao segundo campo de transição h2
c . Essa estrutura de duplo pico ocorre devido
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a uma transição térmica induzida entre estados mistos igualmente degenerados, (MFO) e

(MFI).

Processos de magnetização

Agora, iremos examinar a dependência das curvas de magnetização do tubo de spin-1
2

de Ising-Heisenberg. De acordo com o teorema de Oshikawa-Yamanaka-A�eck (OYA)

[23], o tubo triangular de spin-1
2
pode exibir platôs de magnetização em zero, um terço e

dois terço do valor de saturação da magnetização. Tal comportamento pode ser observado

na Fig. 6.12, onde o tubo de spin-1
2
exibe todos os possíveis platôs de magnetização,

previstos pelo teorema OYA.

Mais especi�camente, os estados fundamentais antiferromagnéticos, QAF e CAF, são

responsáveis pelo platô trivial com magnetização nula, os estados ferromagnético quântico

e ferrimagnético, QFO e MFI, são referentes aos platôs intermediários localizados na

região de um terço da magnetização de saturação e, �nalmente, o estado fundamental

misto ferromagnético, MFO, é responsável pelo aparecimento do platô de dois terços de

magnetização de saturação.

Então, os três platôs de magnetização estão sempre presentes nas curvas de tempe-

ratura nula. O mecanismo por trás do surgimento dos platôs depende, basicamente, da

razão de interação seja maior ou menor que um valor especí�co de acoplamentos: J1
J
,

ou seja, devido à frustração geometrica imposta. No sistema analisado, o acréscimo da

agitação térmica destrói as características dos platores, fazendo com que a magnetização

local cresca continuamente com o aumento do campo extreno.

Na região de acoplamentos J1
J
< 3

4
, o platô nulo e o platô um terço correspondem ao

estados fundamentais QAF e QFO, como mostrado na �gura 6.12(a), enquanto, na região
J1
J
> 3

4
, o platô nulo e o platô um terço representam o sistema dentro das fases: CAF e

MFI, como mostrado na �gura 6.12(b).

Outro ponto é que as curvas de magnetização, para diferentes valores de temperatura,

apresentam um ponto de encontro em comum num valor especí�co de magnetização, que

pode pode ser mais alto ou mais baixo dependendo do valor da diferença da degeneres-

cência dos estados que participam da transição.

Por exemplo, na transição entre fases, descrito na �gura 6.12(a), com mesmo valor

residual de entropia (QAF → QFO), o ponto de encontro da magnetização é aproxima-
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Figura 6.12: Grá�co da magnetização normalizada com respeito ao valor de saturação
em função do campo magnético dentro de uma região de acoplamentos isotrópicos de
Heisenberg (Jx=Jy=J) e dois valores especí�cos para J1/J ilustrados em: (a) J1

J
= 0.6;

(b) J1
J
= 0.8. Percebe-se, em ambos os casos, a presença dos platôs um terço e dois terços

após as regiões de transição.

QAF→ QFO→ MFO→ CFO

Fonte: Autor, 2017.

CAF→ MFI→ MFO→ CFO

Fonte: Autor, 2017.

damente o valor intermediário da magnetização platô subsequente. Para as transições

QFO → MFO e MFO → CFO, os pontos de encontro ocorrem abaixo do valor inter-

mediário, pois são transições de uma fase mais degenereda para uma menos degenerada.

Na �gura 6.12(b), o ponto de encontro das curvas de magnetização para a transição

CAF → MFI ocorre em um nível mais alto que na transição QAF→QFO, pois é uma

transição de uma fase com entropia residual nula para uma fase altamente degenerada, ou

seja, o sistema está saindo da fase clássica, CAF, para uma fase mista degenerada, MFI,

gerando um acentudado salto da magnetização. No caso da segunda transição, (QAF→
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QFO), as duas fases possuem o mesmo grau de degenerescência, como mencionado o ponto

de encontro será um valor intermediário do valor do salto de magnetização. O último ponto

de encontro das curvas de magnetização representa transição MFO → CFO ocorre em

um nível mais baixo que na transição QAF→QFO, pois é uma transição de uma fase

com altamente degenerada para uma fase com entropia nula, ou melhor, o sistema está

entrando da fase clássica, CFO, saindo uma fase mista degenerada, MFO.

Funções de correlação

Outro método, para se ter uma visão mais profunda sobre as caracteríticas do orde-

namento magnético do sistema frente às variações do campo externo e temperatura, é

explorar as funções de correlação entre os pares de spins primeiro vizinhos, descritas nas

�guras 6.13 (para a correlações transversais, Cxx) e 6.14 (para as correlações longitudinais,

Czz).

Pode-se a�rmar, de antemão, que os spins de diferentes células triangulares, acoplados

pela interação de Ising, J1, não possuem correlações entre suas componentes transversais,

Czz, pois esta interação é apenas entre as componentes z (longitudinais) dos pares de

spins.

Como resultado disso, o modelo não apresentará correlações quânticas entre spins de

células distintas. Contrariamente, correlações transversais ocorrem para as interações den-

tro de cada célula unitária, que podem estar correlacionados quanticamente dependendo

da região de parâmetros considerados, devido ao caráter quântico dos acoplamentos, J .

As funções de correlação analisadas, �guras 6.13 (Cxx) e 6.14 (Czz), estão gra�cadas em

função do campo magnético para alguns valores da temperatura, dentro de duas regiões

especí�cas do espaço de fase: J1
J

= 0.6 e J1
J

= 0.8.

A correlação transversal, Cxx, para J1
J

= 0.6, �gura 6.13(a), mostra um platô duplo

inicial, correspondente a Cxx
∣∣
T=0

= − 1
12
, pois as duas fases QFO e QFA possuem ordena-

mentos de spin semelhantes. Além disso, mostra um platô intermediário, acima do campo

de transição h2
c = 2.1, correspondendo a fase MFO com Cxx

∣∣
T=0

= − 1
24
, enquanto a fase

CFO não possue correlações transversais, por ser um ordenamento clássico de saturação

com o campo externo. Os valores negativos das correlações transversais mostram o caráter

antiferromagnético dos acoplamentos internos das células triangulares.

Para J1
J

= 0.8, tem-se �gura 6.13(b), há ainda um único platô intermediário com
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Figura 6.13: Grá�co da correlação Cxx em função do campo magnético externo h
J
para

alguns valores da temperatura kBT
J

dentro de uma região de acoplamentos isotrópicos de
Heisenberg (Jx=Jy=J) e dois valores especí�cos para J1/J ilustrados em: (a) J1

J
= 0.6;

(b) J1
J
= 0.8.

Fonte: Autor, 2017.

Fonte: Autor, 2017.

Cxx
∣∣
T=0

= − 1
24
, correspondente às fases MFI e MFO, entre os campos de transição h1

c =

0.9 e h3
c = 3.9. Não há correlações transversais nos estados fundamentais clássicos CAF

e CFO.

As excitações térmicas possuem um impacto diferente em cada um dos casos: 6.13(a)

e 6.13(b). Porém no caso do estado quântico para J1
J

= 0.6, �gura 6.13(a), as pequenas

excitações térmicas apenas atenuam os saltos das transições de fase. Outro ponto é que,

assim como nas curvas de magnetização, as curvas de correlações de spins para diferentes

valores de temperatura, apresentam um ponto de encontro em comum num valor especí�co

de correlação, que pode pode ser mais alto ou mais baixo dependendo do valor da diferença

da degenerescência dos estados que participam da transição.
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Figura 6.14: Grá�co da correlação Czz em função do campo magnético externo h
J
para

alguns valores da temperatura kBT
J

dentro de uma região de acoplamentos isotrópicos de
Heisenberg (Jx=Jy=J) e dois valores especí�cos para J1/J ilustrados em: (a) J1

J
= 0.6;

(b) J1
J
= 0.8.

Fonte: Autor, 2017.

Fonte: Autor, 2017.

As correlações longitudinais, Czz, para spins situados no interior dos triângulos de spin

ligados por acoplamentos de Heisenberg, mostradas na �gura 6.14, apresentam também

propriedades interessantes. Primeiramente, elas são apenas saturadas nas fases clássicas

(CFO e CAF) Czz
∣∣
T=0

= 1
4
. As fases quânticas (QAF e QFO) mostram uma tendência a

um �anti-alinhamento� com Czz
∣∣
T=0

= −1
12
, enquanto as fases mistas (MFI e MFO) possuem

os mesmos valores para as correlações longitudinais: Czz
∣∣
T=0

= 1
6
, com tendência a um

alinhamento ferromagneto.

A agitação térmica induz uma depressão exatamente sobre o campo de transição h2
c ,

que representa excitações do sistema entre os quântico misto, MFI e MFO, promovendo

uma inversão no valor das correlações longitudinais, para valores fracos do campo externo
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h, de ferromagnéticas para antiferromagnéticas para temperaturas altas, como mostrado

na �gura 6.14(b). Em todos os casos, os ordenamentos magnéticos descritos somem no

regime de altas temperaturas.

6.2 Tubo Triangular de Ising-Heisenberg a Campo Nulo.

6.2.1 Metódo

Para o caso particular do sistema na ausência de um campo externo, supondo h = 0 na

equação 6.32, o Hamiltoniano do modelo do tubo triangular de spin-1
2
de Ising-Heisenberg

pode ser representado pela seguinte expressão:

H =
N∑

i=1

Hi, (6.32)

com Hi de�nido pela equação 6.2.

Utilizando argumentos matemáticos análogos, pode-se mostrar que a matriz de tran-

ferência T(Ti, T
z
i ;Ti+1, T

z
i+1), representada pela equação 6.33, ganha uma nova e menos

complexa representação matricial:

T(Ti, T
z
i ;Ti+1, T

z
i+1) = 〈SiSzi |e−βĤi |Si+1S

z
i+1〉 =




q3r9u9 q5r5u3 q5r5u−3 q3r9u−9 q2u5z3 q2r5u−3 q2r5u3 q2r5u−3

q5r5u3 q7ru q7ru−1 q5r5u−3 q4ru q4ru−1 q4ru q4ru−1

q5r5u−3 q7ru−1 q7ru q5r5u3 q4ru−1 q4yz q4yz−1 q4yz

q3r9u−9 q5r5u−3 q5r5u3 q3r9u9 q2r5u−3 q2r5u3 q2r5u−3 q2r5u3

q2r5u3 q4ru q4ru−1 q2r5u−3 qru qru−1 qru qru−1

q2r5u−3 q4ru−1 q4ru q2r5u3 qru−1 qru qru−1 qru

q2r5u3 q4ru q4ru−1 q2r5u−3 qru qru−1 qru qru−1

q2r5u−3 q4ru−1 q4ru q2r5u3 qru−1 qru qru−1 qru




,(6.33)

onde q, r e u foram introduzidos para simpli�car a notação da matriz de transferência,

sendo q = e−
βJz
4 , r = e−

βJx
8 e u = e−

βJ1
4 .
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Portanto, nos concentraremos, mais uma vez, em encontrar os autovalores referentes

à diagonalização da matriz de transferência, pela resolução da equação secular:

Det
(
T(Ti, T

z
i ;Ti+1, T

z
i+1)− Iλ

)
= 0, (6.34)

Utilizando, novamente, as propriedades dos determinantes [188], teremos que 4 dos 8

autovalores são nulos (λ8 = λ7 = λ6 = λ5 = 0), pois a matriz de transferência, equação

6.33, possui algumas de suas colunas e linhas linearmente dependentes.

Então, podemos reduzir a matriz de transferência, equação 6.33, para uma uma matriz

4× 2 descrita por:

Det




q3r9u9 − λ q2r5u3 q2r5u−3s q3r9u−9

q2r5u3 qru− λ
(q6+2)

qru−1 q2r5u−3

q2r5u−3 qru−1 qru− λ
(q6+2)

q2r5u3

q3r9u−9 q2r5u−3 q2r5u3 q3r9u9 − λ




= 0. (6.35)

Após algumas manipulações algebricas, chega-se ao seguinte resultado para a equação

secular:

(λ2 − aλ+ b)(λ2 − cλ+ d) = 0, (6.36)

os 4 coe�cientes, a, b, c e d, são, respectivamente:

a = qr
[
q2r8(u9 + u−9) + (u+ u−1)(2 + q6)

]

b = q4r10(2 + q6)
[
(u+ u−1)(u9 + u−9)− (u3 + u−3)2

]

c = qr
[
q2r8(u9 − u−9) + (u− u−1)(2 + q6)

]

d = q4r10(2 + q6)
[
(u− u−1)(u9 − u−9)− (u3 − u−3)2

]
. (6.37)

Os outros quatro autovalores não nulos podem ser encontrados através equação secular

de quarto grau 6.36. Assim, torna-se fácil encontrar os quatro autovalores remanescentes

da matriz de transferência usando as raízes da equação 6.36. Por uma rápida inspeção da

equação 6.36, vê-se λ4 = λ2 e λ3 = λ1. Para simpli�car a notação dos autovalores, irá se
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adotar a relação matemática (zc + z−c) = 2 cosh(βcJ1
4

). Agora, tendo essas condições em

mente, obtemos os autovalores não nulos da matriz transferência :

λ1(2) = q3r9 cosh
(9βJ1

4

)
+ qrQ cosh

(βJ1

4

)
±
√
D1

λ2(4) = q3r9 cosh
(9βJ1

4

)
+ qrQ cosh

(βJ1

4

)
±
√
D2, (6.38)

onde foi de�nido Q =
(

2 + q6
)
, bem como D1 e D2 são dados pelas expressões:

D1 =
[
q3r9 cosh

(9βJ1

4

)
− qrQ cosh

(βJ1

4

)]2

+ 4q4r10Q cosh2
(3βJ1

4

)

D2 =
[
q3r9 sinh

(9βJ1

4

)
− qrQ sinh

(βJ1

4

)]2

+ 4q4r10Q sinh2
(3βJ1

4

)
. (6.39)

No limite termodinâmico, N →∞, a energia livre de Helmholtz por célula unitária é

determinada pelo maior autovalor entre as duas raízes da equação, λmax = max{λ1, λ2, λ3, λ4}.
Então,

f = −β−1 lim
N→∞

1

N
ln Z = −

3
(

2Jx + Jz

)

8
− β−1 lnλ1. (6.40)

Substituindo o maior autovalor 6.38 na equação para a energia livre de Helmholtz

6.40, após de algumas manipulações algébricas da expressão, pode-se obter uma forma

explicita para energia livre de Helmholtz do sistema:

f = −β−1 ln
(
g1 + g2 + g4

)
, (6.41)

que é expressa em termos de um novo conjunto de variáveis gi de�nidas por:

g1 = exp
(
− 3βJz

4

)
cosh

(9βJ1

4

)

g2 = exp
[β

4

(
Jz + 2Jx

)][
2 + exp

(
− 3βJx

2

)]
cosh

(βJ1

4

)

g3 = exp
[β

2

(
Jz − Jx

)][
2 + exp

(
− 3βJx

2

)]
cosh2

(3βJ1

4

)

g4 =

√(
g1 − g2

)2

+ 4g3. (6.42)

A entropia por sítio pode ser facilmente obtida a partir da derivada da energia livre

de Helmotz, equação 6.43, em função da temperatura do banho térmico T :
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S = kB

[
ln
(
g1 + g2 + g4

)
+ T

∂ ln
(
g1 + g2 + g4

)

∂T

]
, (6.43)

Em seguida, iremos calcular as funções de correlações, através da derivada da energia

livre de Helmholtz, equação 6.42, em função dos acoplamentos Jx, Jz e J1. Primeira-

mente, as correlações pertencentes a mesma célula unitária, acoplados pelas interações de

Heisenberg, Jx e Jz, de�nidas pelas expressões:

CZZ
11 =

1

Z
Tr
[(
Ŝzj,iŜ

z
j+1,i

)
e−βĤ

]
=

(
g1 − g2

)(
g1 + g2

3

)
+ 4g3

3
+
(
g1 − g2

3

)
g4

4
[(
g1 − g2

)2

+ 4g3 +
(
g1 + g2

)
g4

] (6.44)

CXX
11 =

1

Z
Tr
[(
Ŝxj,iŜ

x
j+1,i

)
e−βĤ

]
=

1

6

g5

(
g1 − g2

)
− 2g6 − g4g5

(
g1 − g2

)2

+ 4g3 +
(
g1 + g2

)
g4

, (6.45)

que contém dois novos parâmetros g5 e g6 dados por

g5 = exp
[β

4

(
Jz + 2Jx

)][
1− exp

(
− 3βJx

2

)]
cosh

(βJ1

4

)
(6.46)

g6 = exp
[β

2

(
Jz − Jx

)][
1− exp

(
− 3βJx

2

)]
cosh2

(3βJ1

4

)
. (6.47)

A correlação referente ao par de spins que estão em diferentes células unitárias, inte-

ragindo através das ligações de Ising J1, é representado por:

CZZ
1,2 =

1

Z
Tr
(
Ŝzj,iŜ

z
j,i+1

)
e−βĤ = −1

4

(
g1 − g2

)(
g7 + g2

3

)
+ g9

3
+
(
g7 + g8

3

)
g4

(
g1 − g2

)2

+ 4g3 +
(
g1 + g2

)
g4

,(6.48)

onde nessa expressão também foi introduzido um novo conjunto de parâmetros:

g7 = exp
(−3Jzβ

4

)
sinh

(9βJ1

4

)
,

g8 = exp
[β

4

(
Jz + 2Jx

)][
2 + exp

(
− 3βJx

2

)]
sinh

(βJ1

4

)
,

g9 = exp
[β

2

(
Jx − Jz

)][
2 + exp

(
− 3βJx

2

)]
sinh

(3βJ1

2

)
. (6.49)

Se faz importante estudar também se esse sistema de muitos corpos é capaz de mostrar

o emaranhamento, e qual comportamento das correlações quânticas frente à variação de
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temperatura. Bem como veri�car se o emaranhamento pode ser usado como parâmetro

de ordem para transições de fase quânticas.

Então, após o cálculo das correlações de pares acima, podemos obter relações para

a concorrência (C), equação 3.107, e para a função de Bell (B) [200], que servem como

medidas de emaranhamento quântico e não-localidade bipartida, respectivamente, dadas

por:

C = max
{

0; 4
∣∣∣Cxx

∣∣∣− 2

√(1

4
+ Czz

)2

−m2
}

(6.50)

e

B = max
{

8
√
C2
xx + C2

zz; 8
√

2C2
xx

}
. (6.51)

Haverá emaranhamento quântico se a concorrência C for maior que zero, de outro

modo os estados serão separáveis. Por outro lado, se houver a violação da inequação

de Bell, B ≤ 2. Isto pode ser usando para caracterizar a não-localidade das correlações

quânticas.

Para uma análise completa do emaranhamento térmico, iremos reportar essas duas

quantidades, C e B, pois elas capturam independentes caraterísticas das correlações quân-

ticas.

6.2.2 Resultados e Discussões

Diagrama de Fase

Como se pôde observar, a partir deste ponto, iremos nos concentrar nos resultados

do modelo de spin-1
2
de Ising-Heisenberg para o caso de campo nulo, h = 0. As inte-

reções de Ising serão mantidas antiferromagnéticas, J1 > 0, forçando um alinhamento

antiferromagnético entre os spins situados em diferentes células unitárias.

A forma diagonal do Hamiltoniano, descrito pela equação 6.6, pode ser usada di-

retamente para se obter todos os possíveis estados fundamentais, mesmo procedimento

utilizado para o caso com campo. Os estados de menor energia das células unitárias uni-

tárias adjacentes podem ser visto como extensões dos estados fundamentais do sistema
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Figura 6.15: O diagrama do estado fundamental do modelo do tubo triangular de spin-1
2
de

Ising-Heisenberg no plano Jx − Jz. Os números escritos dentro dos colchetes representam
o spin total e a componente z em duas células unitárias consecutivas [T2i−1, T

z
2i−1;T2i, T

z
2i].
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J z
  

J
x
 

Fonte: Autor, 2017.

geral.

Consequentemente, o estado fundamental desta rede triangular de spins pode ser es-

crito como um produto tensorial sobre todos os estados de menor energia das células

triangulares. Desta forma, o sistema na ausência de um campo magnético externo apre-

senta apenas 3 estados fundamentais diferentes:

• A fase antiferromagnética clássica (CAF):

Figura 6.16: Diagrama representando duas células triangulares consecutivas dentro do
ordenamento antiferromagnético clássico.

Fonte: Autor, 2017.
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|CAF〉 =





N/2∏

j=1

|↑↑↑〉2j−1 ⊗ |↓↓↓〉2j
N/2∏

j=1

|↓↓↓〉2j−1 ⊗ |↑↑↑〉2j
, (6.52)

• Fase simétrica trimerizada quântica (STQ):

Figura 6.17: Diagrama representando duas células triangulares consecutivas dentro do
ordenamento simétrico trimerizado quântico.

Fonte: Autor, 2017.

|STQ〉 =

N
2∏

j=1

1√
3

(
| ↓↑↑〉+ | ↑↓↑〉+ | ↑↑↓〉

)
2j−1

⊗ 1√
3

(
| ↑↓↓〉+ | ↓↑↓〉+ | ↓↓↑〉

)
2j
, (6.53)

• Fase antiferromagnética quântica (DCP) :

|QAF〉 =





N/2∏

j=1

∣∣1
2
, L orR

〉
2j−1
⊗
∣∣−1

2
, L orR

〉
2j

N/2∏

j=1

∣∣−1
2
, L orR

〉
2j−1
⊗
∣∣1

2
, L orR

〉
2j

, (6.54)

Acima, foi novamente introduzido, a �m de facilitar a notação, os mesmos autovetores

já de�nidos no caso do modelo a campo não nulo, equação 6.30, |±1/2, R〉j e |±1/2, L〉j.
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Figura 6.18: Diagrama representando duas células triangulares consecutivas dentro do
ordenamento antiferromagnético quântico.

Fonte: Autor, 2017.

Um ponto crucial, para discussão do modelo do tubo de spins na ausência do campo,

é que temos uma nova fase simétrica trimerizada quântica (SQT), que não aparece em

nossa análise anterior, para modelo sob a in�uência do campo magnético. A fase DCP

representa a mesma fase QAF, descrita no modelo do tubo de Ising-Heinseberg com o

campo magnético externo. As sigla DCP, SQT e CAF foram escolhidas para facilitar a

comparação com os resultados já obtidos na literatura [36].

As fases CAF e SQT são duplamente degeneradas, em contraste com a fase DCP que

é 2 × 2N degenerada devido ao fato da simetria de reversão dos spins e pela duplo grau

de quiralidade em cada uma das células unitárias triangulares. O alinhamento de spins

inerente a esses estados fundamentais podem ser considerados com valores assintóticos

para as funções de correlação 6.44, 6.45 e 6.48:

• CAF: CXX
11 = 0, CZZ

11 = 1
4
e CZZ

12 = −1
4
;

• SQT: CXX
11 = 1

6
, CZZ

11 = − 1
12

e CZZ
12 = − 1

36
;

• DPC: CXX
11 = − 1

12
, CZZ

11 = − 1
12

e CZZ
12 = − 1

36
.

O digrama de fase é descrito pela �gura 6.15. A fase CAF torna-se o estado funda-

mental quando o sistema se encontra dentro da região Jz < 2 + Jx e Jz < 2 − Jx
2
, que

são consistentes com as ligações de Heisenberg ferromagnéticas (Jz < 0) ou interações

su�cientemente fracas (Jz < 2).

Se as condições Jx > 0 e Jz > 2− Jx
2
são alcançadas, as frustrações nos alinhamentos

de spin irão surgir a medida que os acoplamentos antiferromagnéticos de Heisenberg au-

mentam. Isto cria uma degenerescência macroscopica do estado fundamental DCP com

Instituto de Física - UFAL



TUBO TRIANGULAR DE SPIN-1
2
DE ISING-HEISENBERG 169

dois graus de liberdade devido as quiralidades (à esquerda e á direita) em cada triân-

gulo. Quando o sistema sa�sfaz as condições: Jx < 0 e Jz > 2 + Jx, o estado SQT com

uma alternância regular da superposição quântica simetrica de 3 estados �up-up-down� e

�down-down-up� nos triângulos ímpares e pares torna-se o estado fundamental.

Funções de Correlação

Para termos um entendimento melhor do alinhamento dos spins na rede devido a

variações nos acoplamentos e na temperatura, iremos explorar em detalhes a dependência

das correlações, 6.44, 6.45 e 6.48, em relação a temperatura do sistema.

As funções de correlação de pares são plotadas em função da temperatura do sistema,

ilustradas na �gura 6.19, para 3 conjuntos de parâmetros diferentes, que leva a investigação

do sistema através dos 3 estados fundamentais presentes no modelo.

Na �gura 6.19(a) é ilustrado o comportamento as componentes z dos spins (linha

verde tracejada) dentro da fase CAF, em diferentes células unitárias são perfeitamente

anticorrelacionados em temperatura zero, onde a intensidade relativa das correlações anti-

ferromagnéticas decresce com o aumento da temperatura. Um efeito interessante, presente

nesta análise da fase CAF, é a correlação longitudinal para spins situados na mesma célula

unitária (linha azul tracejada), Czz
11 , mostrar uma mudança peculiar de sinal em uma tem-

peratura chamada temperatura de frustração, Tf , que faz com que as componentes

longitudinais dos spins tornem-se completamente descorrelacionados, Czz
11 = 0. Podemos

concluir, também, que a componente z dos spins são ferromagneticamente correlacionados

acima da temperatura de frustração.

A linha contínua vermelha representa a função de correlação transversa (entre spins

dentro da mesma célula unitária) é descorrelacionada em baixas temperaturas, Cxx
11 = 0,

devido à caracteristica clássica da fase CAF, mas com a introdução da agitação térmica

os spins passam a ser anticorrelacionados, como ilustrado na �gura 6.19(a) .

A �gura 6.19(b) demonstra a variação térmica das funções de correlação, que pos-

suem o comportamento típico da fase SQT. A função de correlação entre spins para o

mesmo triângulo de Heisenberg, linha tracejada azul (linha contínua vermelha), serve

como evidência das correlações antiferromagnéticas (ferromagnéticas) na direção longitu-

dinal (transversal), onde a intensidade relativa da correlação ferromagnética é mais forte

que a correlação longitudinal antiferromagnética. A correlação Czz
12 entre spins situados
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Figura 6.19: Funções de correlação de pares em função da temperatura para o conjunto
de parâmetros (Jz, Jx) constante representando em cada �gura uma das três fases do
estado fundamental: (a) Jx = 1, Jz = 1 (fase CAF), (b) Jx = −2, Jz = 2 (fase SQT) e
(c) Jx = 2, Jz = 2 (fase DCP)

0.0 0.5 1.0 1.5
-0.3

-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

J
x
  = 1.0

 C xx
11

 C zz
11

 C zz
12

J
z
  = 1.0

pa
ir

 c
or

re
la

tio
ns

 (a)                                      T 

Fonte: Autor, 2017.

0 1 2 3
-0.1

0.0

0.1

0.2

 C xx
11

 C zz
11

 C zz
12

J
x
 = -2.0

J
z
 = 2.0

pa
ir

 c
or

re
la

tio
ns

(b)                                       T 

Fonte: Autor, 2017.

0 1 2 3

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0.00

 C xx
11

 C zz
11

 C zz
12

J
x
 = 2.0

J
z
 = 2.0

pa
ir

 c
or

re
la

tio
ns

 (c)                                        T 

Fonte: Autor, 2017.

em triângulos vizinhos (linha tracejada verde) mostra-se antiferromagnética dentro da

fase SQT.

Finalmente, as curvas plotadas em 6.19(c) representa a típica dependência com a

temperatura das funções de correlação dentro da fase DCP. Como se pode ver, a correlação
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longitudinal (linha tracejada azul) e transversal (linha contínua vermelha) para os spins

dentro do mesmo triângulo são antiferromagnéticas. Apesar das correlações serem iguais

em baixa temperatura, a correlação de pares transversa supera a outra para temperaturas

não nulas. Além disso, a correlação entre os spins de triangulos vizinhos (linha tracejada

verde) é sempre antiferromagnética, quando o sistema é investigado dentro do alinhamento

DCP.

Frustração Geométrica

Torna-se claro que as fases SQT e DCP posssuem frustração geométrica, em contraste

com o comportamento de baixa temperatura do estado não frustrado CAF, entretanto

acontecerá frustração geométrica dentro da região de parâmetros da fase CAF com a ação

da agitação térmica sobre os spins, acima de uma temperatura frustração Tf .

O conceito de frustração foi introduzido por Touluse [27], como discutido no capítulo

introdutório desta tese: o sistema de spin é dito geometricamente frustrado quando o

produto dos sinas dos acoplamentos dentro da célula unitária é negativo. Analogamente,

o produto dos sinais das funções de correlação, dentro da célula triangular para este

modelo, também é um critério para caracterizar a frustração neste modelo.

Como a função de correlação Czz
11 é antiferromagnética (negativa), isto caracteriza a

frustração dentro das fases SQT e DCP para a tempertura não nula [�guras 6.19(b) e (c) ].

Por outro lado, as correlações longitudinais, entre os spins do mesmo triângulo para a fase

CAF, mostradas na �gura 6.19(a), mudam de sinal de positivas (para baixas temperatu-

ras) para negativas (em altas temperaturas), que con�rma um incremento da frustração

de spins com o aumento da temperatura dentro da fase não frustrada CAF, assumindo

que o acoplamento Jz dentro dos triângulos de Heisenberg seja antiferromagnético, Jz > 0

.

É importante mencionar que as componentes z dos spins pertencentes a mesma célula

unitária (linha tracejada azul), estão correlacionadas ferromagneticamente (antiferromag-

neticamente) abaixo (acima) da temperatura de frustração Tf , como ilustrado na �gura

6.19(a). Com isso, o modelo do tubo de spin-1
2
de Ising-Heisenberg é livre de frustração

dentro da região interna abaixo da linha de temperaturas de frustração, sendo frustrado

fora dessa região, como pode ser visto na �gura 6.20.

É evidente pela �gura 6.21 que a região não frustrada gradualmente desaparece com o
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Figura 6.20: (a) O comportamento reentrante da temperatura de frustração Tf nas vizi-
nhanças da região de transição das fases CAF-SQT para o caso particular de Jz = 1. (b)
Dependência da função de correlação com a temperatura para o conjunto de parâmetros
(Jz = 1.0, Jx = −1.002) usados para con�rmar o comportamento das correlações na re-
gião reentrância de Tf (uma �na linha horizontal foi colocada sobre o valor nulo apenas
como guia para a observação).
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aumento da componente longitudinal Jz e desaparece totalmente quando Jz ≥ 2. Isto está

de acordo com a ausência de emaranhamento na fase CAF que é não frustrada, quando o

sistema está na região Jz ≥ 2. Também pode-se comentar que os limites laterais estão de

acordo com as fronteiras de transição entre as fases FAC e DCP e a fronteira entre CAF

e SQT, respectivamente 6.15.

Outro ponto interessante a ser observado, nas �guras 6.21 e 6.20, é que a temperatura

de frustração exibe um notavél comportamento reentrante próximo a parte inferior da

região que presenta a região de transição entre as fases CAF e SQT. Para esclarecer essa

a�rmação, vamos observar o comportamento das funções de correlação que é apresentado
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Figura 6.21: Temperatura de frustração Tf como função da componente transversal do
acoplamento de Heisenberg Jx para alguns valores especí�cos da componente longitudinal
Jz.
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Fonte: Autor, 2017.

na �gura 6.20. Esta mostra uma dependência típica da temperatura de frustração nas

proximidades da transição existente no estado fundamental, como ilustrado na �g. 6.20(a),

e o correspondente comportamento das funções de correlação nessa região, descrito na �g.

6.20(b).

Se a componente transversa da interação de Heisenberg é selecionada su�cientemente

próxima mas um pouco acima da região de contorno, CAF → SQT , então, a compo-

nente longitudinal da função de correlação entre spins da mesma célula unitára mostra

uma correlação ferromagnética fraca dentro de um intervalo relativamente pequeno de

temperatura e antiferromagnética para as demais temperaturas, como mostrado na �gura

6.20.

A partir deste ponto, torna-se importante investigar como o emaranhamento térmico

faz surgir a frustração de spin sobre da fase não frustrada CAF depende do valor do

acoplamento de Heisenberg considerado. Com esse intuito, a �gura 6.21 mostra a de-

pendência típica com a temperatura de frustração, Tf , na componente transversal Jx dos

acoplamento de Heisenberg para alguns valores �xos da componente longitudinal Jz.

Emaranhamento Quântico

A concorrência, calculada pela equação 3.107, representa a caracterização do emara-

nhamento quântico para nosso modelo. A ausência de correlações quânticas na fase CAF

pode ser antecipada com base na forma clássica dessa fase 6.52. Entretanto, é de uma
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Figura 6.22: Dependência térmica da Concorrência em função da componente transversal
do acomplamento de Heisenberg Jx para alguns valores especí�cos da componente Jz: (a)
Jz = 2.0; (b) Jz = 1.8.
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certa surpresa que a concorrência seja nula também dentro da fase DCP (equação 6.54).

Concluímos, então, que a fase SQT é a única fase que irá apresentar emaranhamento

quântico.

Em temperatura zero, é fácil de se obter C = 1
3
através dos autovetor (equação 6.53) que

representam o estado SQT , indicando um emaranhamento substancial, mas não completo

dos estados de spin. Para esclarecer o efeito da temperatura sobre o emaranhamento

bipartido, foi proposta a ilustração 6.22(a), representando a concorrência em função da

temperatura parao acoplamento longitudinal Jz = 2 do triângulo de Heisenberg e vários

valores da componentes transversa Jx. Quando o acoplamento transversal tende a valores

positivos, Jx → Jx ≥ 0, o sistema entra gradativamente na fase DCP e o emaranhamento

desaparece.
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De acordo com a expectativa, as �utuações térmicas gradualmente eliminam as corre-

lações quânticas, fazendo com que a concorrência geralmente decresça com o aumento da

temperatura até o ponto que desapareça por completo numa temperatura limiar, Tt.

Além desse comportamento tradicional, também foi encontrado um comportamento re-

entrante para a função C(Jx, Jz), que foi ilustrado num exemplo particular, �gura 6.22(b),

para o conjunto de parâmetros Jz = 1.8 e Jx = −0.19. Sobre essas circunstâncias, a

concorrência inicia do zero e apenas surge a partir de uma temperatura um pouco menor

que Tt. Neste caso, o emaranhamento quântico mostra uma indução térmica peculiar

crescendo e decrescendo até completamente sumir em Tt.

Temperatura de Frustração e Temperatura Limiar

Figura 6.23: Temperatura limiar Tt como função da componente transversal do acom-
plamento de Heisenberg Jx para alguns valores especí�cos da componente Jz. O zoom
mostra, em detalhes, a região de reentrância para o caso particular Jz = 1.8.
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Fonte: Autor, 2017.

Para se obter uma idéia geral sobre a presença de emaranhamento e a relação disto

com a frustração geométrica, a �gura 6.23 montra também a temperatura de frustração

(Tf ) como função da interação de Heisenberg Jx para alguns valores do acoplamento Jz.

Assim como o modelo do tubo de spin-1
2
de Ising-Heisenberg será emaranhado dentro do

espaço de parâmetros interior contornado pelas linhas da temperatura limiar (Tt), onde a

concorrência é não nula.

Se a interação de Heisenberg longitudinal é su�cientemente alta Jz ≥ 2, então, a tem-

peratura limiar decresce monotonicamente com o crescimento da componente transversal

Jx até tender a zero quando Jx = 0. Por outro lado, a dependência da temperatura limiar
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acaba quando Jz < 2, ou seja, na região de fronteira entre as fases SQT-CAF, Jx = Jz−2.

Além disso, o comportamento reentrante mais proeminente pode ser observado na �gura

6.23 quando estamos bem próximos inferiormente de Jz ≈ 2.

Figura 6.24: Dependência da temperatura limiar Tt (linhas sólidas) e da temperatura de
frustração Tf (linhas pontilhadas) em função da componente transversal Jx para diversos
valores da componente longitudinal Jz. A �gura (a) mostra o comportamento reentrante
da temperatura limiar Tt e a �gura (b) o comportamento reentrante da temperatura de
frustração Tf .
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Neste ponto, é de grande interesse veri�car o comportamento conjunto entre a frus-

tração dos spins e o emaranhamento quântico, que em primeiro momento não mostra

nenhuma relação direta. Para veri�car esse efeito conjunto, temos a �gura 6.24, que re-

presenta a temperatura limiar e a temperatura de frustração em função do acoplamento de

Heisenberg transversal Jx para alguns valores do acoplamento longitudinal Jz constante.

Para iniciarmos a comparação, pode-se notar que as temperaturas, Tt e Tf , coincidem

em baixas temperaturas, pois ambas convergem para o mesmo limite de temperatura zero,
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mesmo apresentando um comportamento totalmente independente em temperaturas mais

altas.

Pode ser, também, entendido (a partir da �gura 6.24) que o emaranhamento térmico

ocorre apenas fora da região contornada pela linha das temperaturas de frustração. Isto

signi�ca que a frustração dos spins no modelo de spin-1
2
do tubo triangular de Ising-

Heisenberg é essencial para o surgimento do emaranhamento quântico.

O comportamento reentrante nas temperaturas limiares (Tt) indica o surgimento de

emaranhamento quântico termicamente induzido na região de parâmetros para o qual o

estado fundamental é não-frustrado Jz ≈ 2 (mostrado na �gura 6.24(a)). A reentrancia

na temperatura de frustração indica que é possível atingir correlações não-frustradas na

região de estado fundamental emaranhado(mostrado na �gura 6.24(b)).

Outro ponto interessante é que ambas as reentrancias são antagônicas e não podem

emergir simultaneamente.

Não-Localidade

Outro ponto importante no estudo das correlações quânticas é se o modelo proposto

viola ou não a desigualdade de Bell [200], pois o emaranhamento e a não-localidade

carregam características independentes das correlações quânticas.

A veri�cação da validade da desigualdade de Bell para os três estados fundamentais

revela que não há violação, desde que os valores obtidos nunca excedem o valor B = 2

permitido para correlações clássicas. Para comprovar essa a�rmação basta observar o

comportamento da função de Bell em função da temperatura, demonstrada na �gura

6.25(a). Esta mostra as variações da função de Bell em cada uma dos três estados funda-

mentais que formam o diagrama de fase (�gura 6.15): DCP (linha azul tracejada), CAF

(linha vermelha contínua) e SQT (linha verde tracejada).

Desta forma, foi veri�cado que as correlações quânticas neste modelo de Ising-Heisenberg

do tubo triângular apenas evidenciam a presença de emaranhamento quântico na fase

SQT, mas não implicam em comportamentos não-locais na troca de informação entre os

spins, resultado ilustrado na �gura 6.25(a).

A cúspide presente na função de Bell para a temperatura T ≈ 0.55, �gura 6.25(a), é

um caso particular da fase CAF representando o comportamento mais exótico observado.

A presença deste tipo de singularidade deve-se ao fato que o valor absoluto das correlações
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Figura 6.25: (a) Função de Bell em função da temperatura para 3 conjuntos diferentes de
parâmetros de Heisenberg (Jz, Jx) correspondendo aos 3 estados fundamentais disponíveis:
(Jz = Jx = 1.0) dentro da fase FAC, (Jz = −Jx = 2.0) dentro da fase SQT e (Jz =
Jx = 2.0) dentro da fase DAQ. (b) Variação térmica do valor absoluto das correlações
longitudinas e transversais para a mesma célula unitária quando estamos dentro da fase
FAC (Jz = Jx = 1.0) .
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Fonte: Autor, 2017.

transversais e longitudinais entre os spins de uma mesma célula unitária se cruzarem nesse

ponto, apresentando dois comportamentos distintos antes e depois do cruzamento, �gura

6.25(b).

Calor Especí�co

A variações substânciais das funções de correlação próximas às fronteiras de transição

entre os estados fundamentais que formam o diagrama de fase (�gura 6.15) indicam que

existem também comportamentos não usuais nas demais quantidades termodinâmicas.

Por �m, iremos analisar o comportamento do calor especí�co devido a variações térmicas
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na ausência de campo externo.

Figura 6.26: Calor especí�co por spin em função da temperatura para um valor especí�co
do acoplamento longitudinal Jz = 1 e alguns valores da componente transversal de Hei-
senberg Jx, selecionados dentro de cada uma das fases que formam o diagrama de fase do
modelo: (a) dentro da fase CAF (b) dentro da fase SQT e (c) dentro da fase DCP.
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Através da �gura 6.26(a) pode ser visto o comportamento do calor especí�co dentro da

fase SQT. Dentro desta fase, o calor especí�co pode exibir um pico duplo peduliar, onde

o pico de baixa temperatura surge devido a quebra nas correlações longitudinais entre

Instituto de Física - UFAL



TUBO TRIANGULAR DE SPIN-1
2
DE ISING-HEISENBERG 180

spins de triângulos vizinhos devido ao efeito térmico. Este segundo pico inferior aparece

quando o sistema se aproxima da fronteira da transição SQT → CAF : em Jz = 1.0 e

Jx = −1.0.

Em contraste a esse comportamento, o calor especí�co mostra um comportamento

usual, com um único máximo na maioria do espaço de parâmetros correspondentes à

fase CAF, como visto em 6.26(b), com excessão do comportamento atípico quando os

acoplamentos do modelo estão próximos da região de transição de fase DCP-CAF: em

Jz = 1.0 e Jx = 2.0, devido as �utuações de ordenamento magnético que surgem quando

nos aproximamos muito da linha de transição para temperaturas �nitas.

Na �gura 6.26(c), recupera-se o efeito do pico duplo para o calor especí�co assumindo

o conjunto de acoplamentos dentro da fase DCP. Dentro desta condição, o pico de baixa

temperatura surge novamente devido a quebra nas correlações longitudinais entre spins de

triângulos vizinhos, quando a agitação térmica começa a assumir um papel protagonista

na orientação dos spins.

O comportamento mais interessante talvez seja a estrutura de picos duplos, mostrado

nas �guras 6.26(a) e (c). A dependência térmica do calor especí�co a campo nulo mostra

duplos picos separados quando os acoplamentos estão na vizinhanças da região de transi-

ção DCP-CAF mas ainda assim dentro da fase CAF. Nessa região, as excitações térmicas

de origens diferentes são responsaveis pela existência de um pico máximo sobre T ≈ 1.0,

bem como um máximo intermediário próximo da temperatura T ≈ 0.25, revelando o

declínio gradual das correlações internas da célula unitária.

Bem como a presença de um pico agudo de baixa temperatura, , mostrado nas �guras

6.27(a) e (b), que aparece próximo de T ≈ 0.072, na região de Jz = 1.0 e Jx = 1.9, pode

ser entendido como uma excitação térmica da fase duplamente degenerada CAF para a

macroscopicamente degenerada fase DCP. A temperatura para o surgimento do pico pode

ser encontrada com uma certa precisão através da expressão:

Tp =
4− 2Jz − Jx

ln 4
, (6.55)

que surge pela uma comparação direta da energia livre de Helmholtz das fases CAF e

DCP supondo que as variações térmicas da energia interna e entropia são simplesmente

ignoradas.

A análise acima leva a concluir que o pico ponteagudo de baixa temperatura do calor
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Figura 6.27: (a) Figura em escala semi-logarítmica da dependendência térmica do calor
especí�co por spin exatamente na região de transição entre as fases CAF -DCP , em
Jz = 1.0 e Jx = 2.0. (b) Pico inferior para o calor especí�co em função da temperatura
quando Jz = 1.0 e Jx = 1.9, numa escala logarítimica. (c) Dependendência térmica do
calor especí�co por spin exatamente na região de transição entre as fases FAC -DAQ , em
Jz = 1.0 e Jx = 2.0, e quando Jz = 1.0 e Jx = 1.9.
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especí�co aparece devido ao alto ganho entrópico, que se origina dos graus de liberdade

quirais da fase DCP que possuem energia um pouco acima da energia da fase CAF. Para

con�rmar essa a�rmação, a �gura 6.27(c) mostra relevantes variações de entropia, que
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providenciam uma abrupta, mas ainda assim contínua, mudança na entropia a partir do

zero até ln 2 associada à dupla quiralidade, ou seja, da passagem da fase CAF para DCP.

A mudança abrupta da entropia pode ser detectada pela temperatura, em concodância

com a expressão para Tp 6.55.
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TUBO TRIANGULAR DE SPIN-12 DE

HEISENBERG

7.0.1 Método

Neste capítulo iremos confrontar os resultados exatos obtidos para o modelo de Ising-

Heisenberg através do método da matriz de transferência com os resultados que podem

ser obtidos para o modelo do tubo triângular de spin-1
2
de Heisenberg através do método

do grupo de renormalização da matriz densidade através de um código aberto pertencente

ao protejo ALPS (obtido da versão 2.0 do projeto ALPS) [36, 51, 88].

Sendo assim, devido à aplicação de um campo externo h, o modelo do tubo triangu-

lar de spin-1
2
de Heisenberg, descrito na �gura 7.1, pode ser representado pelo seguinte

Hamiltoniano:

H =
N∑

i=1

[
J

3∑

j=1

Si,j · Si,j+1 + J1

( 3∑

j=1

Si,j

)( 3∑

j=1

Si+1,j

)
− h

3∑

j=1

Szi,j

]
, (7.1)

Os acoplamentos de Heisenberg J e J1 possuem signi�cado similar aos apresentados

no capítulo anterior, para o modelo de Ising-Heisenberg, com exceção que agora os aco-

plamentos J1 para spins situados em diferentes células unitárias interagem devido a uma

ligação quântica de Heisenberg, ao invés da ligação de Ising proposta no caso anterior.

Este modelo foi analisado por Honecker e colaboradores [41, 51].

Tal qual o modelo do tubo de spin de Ising-Heisenberg, pode-se reescrever a equação

7.1 em termos do momento de spin total na i-ésima posição Ti =
∑j=3

i = Sij e sua
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projeção na direção z dada T zi =
∑j=3

i = Szij:

H = −3NJ

4
+

N∑

i=1

[
J1Ti ·Ti+1 +

J

4

(
T2
i + T2

i+1

)
− h

2

(
T zi + T zi+1

)
]. (7.2)

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

Figura 7.1: Geometria do modelo do tubo de spin-1
2
frustrado de Heisenberg. As linhas

sólidas representam os acoplamentos J de Heisenberg dentro da célula unitária triangular
e as linhas �nas tracejadas correspondem às interações de Heisenberg J1 entre spins de
diferentes células unitárias.

Torna-se evidente que foi obtida uma representação análoga a do modelo do tubo

de Ising-Heisenberg, eq. 6.6. Entretanto, a equação 7.2, que de�ne uma cadeia unidi-

mensional composta na representação do spin total, não está numa forma completamente

diagonal e preserva as caracteristicas quânticas do modelo. Contudo, o spin total da célula

unitária i e sua componente z continuam sendo bons números quânticos para representar

o sistema.

Isto permite aplicar alguns métodos computacionais baseados no DMRG, em especial,

permite utilizarmos uma versão do código (em linguagem Python) para obtermos a energia

do estado fundamental de cadeias de spin de Heisenberg presente no projeto ALPS [36,

51, 88], para se obter as grandezas termodinâmicas relevantes do sistema.

Deste modo, o estado fundamental do tubo de spin-1
2
de Heisenberg pode ser obtido

pela simulação numérica, através do código disponibilizado pelo projeto ALPS [88], de 3

cadeias de spin compostas:
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• Cadeia efetiva de Heisenberg com spin-3
2
, cuja energia é

E 3
2

=
3

4
NJ + J1E

3
2 (N,SzT ), (7.3)

• Cadeia efetiva mista de Heisenberg com spin-(1
2
, 3

2
), cuja energia é

E(
1
2
, 3
2

) = J1E

(
1
2
, 3
2

)
(N,SzT ), (7.4)

• Cadeia efetiva mista de Heisenberg com spin-1
2
, cuja energia é

E 1
2

= −3

4
NJ + J1E

1
2 (N,SzT ). (7.5)

Na notação acima, Ea(N,SzT ) refere-se a energia da cadeia efetiva de N spins-a da-

dos pelo Hamiltoniano efetivo Heff =
∑N

i=1 Ti · Ti+1 dentro do setor com spin total

SzT =
∑N

i = T zi . É importante frisar que cada estado de spin Ti = 1
2
surge com duas

quiralidades diferentes. Os autovalores do Hamiltoniano equação 7.3 são independentes

dessa quiralidade, mas a degenerescência faz surgir uma entropia de kB ln 2 por sítio.

O diagrama do estado fundamental e o processos de magnetização foram discutidos

através de simulações da técnica de DRMG aplicada às cadeias efetivas, equações 7.3,

7.4 e 7.5, por Honecker e colaboradores [41, 51]. No presente trabalho, nós utilizamos

o programa de código aberto do projeto ALPS [88] para implementar o procedimento

do DMRG numa cadeia efetiva de 120 spins efetivos, que correspondem para o modelo

original um tubo de spin de Heisenberg com 360 sítios.

A simulação do DMRG tem realizada com 16 sweeps, enquanto o número de esta-

dos mantidos foi de 1000. O grande número de sweeps é necesário devido à escolha de

condições periódicas.

Foram encontrados os seguintes estados de menor energia para as 3 cadeias de spins

compostos, equações 7.3, 7.4 e 7.5, : E
1
2 (120, 0) = −0.44320, E( 1

2
, 3
2

)(120, 0) = −0.98361

e E
3
2 (120, 0) = −2.82832 valores que estão de acordo com a previsão numérica prevista

anteriormente em [41].

Consequentemente, é possível estimar o estado fudamental de energia dessas cadeias

in�nitas com uma precisão de aproximadamente 10−4. Usando as equações 7.3, 7.4 e 7.5
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sem nenhuma extrapolação (exceto para os valores de campo onde ocorrem os saltos de

magnetização).

7.0.2 Resultados e Discussões

Diagrama do estado fundamental

A �gura 7.2 faz uma comparação entre os diagramas de fase entre os dois modelos,

Heisenberg e Ising-Heisenberg. O modelo do tubo de Ising Heisenberg é mostrado na

�gura 7.2(a) e o tubo de Heisenberg é mostrado nas �guras 7.2(b) e 7.2(c). Ambos estados

fundamentais possuem várias características em comum, principalmente na região para

a razão de acoplamentos J1
J
< 1

2
. Para região J1

J
≥ 1

2
, é mostrado um comportamento

distinto entre os dois modelos.

Para campos su�cientemente baixos, o modelo quântico de Heisenberg pode ser efeti-

vamente descrito pelo estado de líquido de spin (SL) [47, 201], fase sem ordem de longo-

alcance e que pode ser a responsável pelo acoplamento dos pares de Cooper [147], da cadeia

unidimensional de spin-1
2
de Heisenberg (para J1

J
< 0.629), ou pelo estado de líquido de

spin da cadeia unidimensional de spin-3
2
de Heisenberg (para J1

J
> 0.629).

Essa conjectura ganhou ampla discussão, porque este estado LS é caracterizado pela

existência de estados singletos que podem ser formados por dímeros ou plaquetas distri-

buídos aleatoriamente sobre uma rede cristalina. Em ambos os casos, as fases são sem gaps

e podem ser caracterizadas pela mudança continua da magnetização com o aumento do

campo magnético. Os primeiros estudos sobre o ordenamento LS foram feitos na década

de oitenta por Shartry e Sutherland [202]

Esse comportamento é completamente diferente, do obtido para o modelo exato de

Ising-Heisenberg, devido as novas correlações quânticas introduzidas pela rede�nição do

acoplamento J1 como um acoplamento quântico de Heisenberg no modelo do tubo de

spin-1
2
Heisenberg.

Entretanto o gap de energia do modelo efetivo de Heisenberg de spin-1
2
próximo ao

campo crítico hc1 = 2J1, onde o estado completamente polarizado do modelo efetivo é o

estado de menor energia do tubo de spin-1
2
de Heisenberg exceto para a região acima do

segundo campo crítico hc2 = J1 + 3J
2
.

É notável que o estado completamento polarizado do modelo unidimensional de spin-1
2

coincide com o estado QFO do modelo do tubo de spin-1
2
de Ising-Heisenberg. Similar-

Instituto de Física - UFAL



TUBO TRIANGULAR DE SPIN-1
2
DE HEISENBERG 187

Figura 7.2: (a) Diagrama do estado fundamental para o spin-1
2
de Ising Heisenberg no

plano J1
J
− h

J
, onde todas as transições de fase energéticas são descontínuas. (b) Diagrama

do estado fundamental para o spin-1
2
de Heisenberg no plano J1

J
− h
J
, onde quatro transições

de fase possuem gaps e três transições são contínuas. (c) Uma ampliação do diagrama de
fase do tubo de spin-1

2
de Heisenberg, que mostra a característica reentrante da linha de

transição relativa à fase de spin-3
2
. As linhas grossas (�nas) denotam uma transição de

primeira ordem (segunda ordem).
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mente, o estado completamente polarizado do modelo unidimensional de Heisenberg misto

de spin-(3
2
, 1

2
) aparece como outro auto-estado do modelo de tubo de spin-1

2
de Heisen-
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berg entre o segundo e o terceiro campo crítico hc2 = J1 + 3J
2

e hc3 = 3J1 + 3J
2
, sendo

exatamente idêntico ao estado fundamental MFO do modelo do tubo de spin de Ising-

Heisenberg. Além disto, este auto-estado é delimitado precisamente pelos mesmos campos

críticos encontrados para a fase MFO.

Desta forma, existe um perfeita coicidência entre o diagrama de fase do tubo de Ising-

Heisenberg e o tubo de Heisenberg na região do espaço de parâmetros delimitada por
J1
J
< 1

2
e h > 2J1, onde a razão de interação J1

J
é su�cientemente pequena.

Em contraste a isso, os estados fundamentais, dos diagramas de fase dos modelos de

spin-1
2
Ising-Heisenberg e Heisenberg, �guras 7.2(a) e 7.2(b), mostram um comportamento

distinto para a razão de interação J1
J
> 1

2
. Além disto, existem três regiões continuas para

o modelo de spin-1
2
de Heisenberg para essa região, correspondendo às cadeias efetivas

de spin-1
2
, spin-3

2
e de spin misto (1

2
, 3

2
) de Heisenberg. Uma nova região de platô corres-

pondente a um platô intermediário de um terço da magnetização de saturação pode ser

encontrada para uma região de campo intermediário.

O platô da cadeia efetiva de spin misto (1
2
, 3

2
) de Heisenberg gera o novo platô de

um terço de magnetização para o modelo do tubo de spin-1
2
de Heisenberg, que possui

uma origem completamente diferente que o platô de magnetização de um terço originado

pela cadeia efetiva unidimensional de spin 1
2
. Pode ser mostrado, entretanto, que o estado

fundamental MFI do tubo de spin-1
2
de Ising-Heisenberg não pode capturar o alinhamento

de spins desse novo estado quântico do modelo do tubo de spin de Heisenberg.

Processos de Magnetização

Agora, iremos analisar as curvas de magnetização do tubo de spin-1
2
de Heisenberg,

comparando-o ao modelo exato de Ising-Heisenberg, assim como foi feito com o diagrama

de estado fundamental.

De acordo com a regra de Oshikawa-A�eck-Yamanaka [23], o tubo triângular de spin-
1
2
pode exibir platôs de magnetização intermidiários na região zero, um terço e dois terços

da magnetização de saturação quando a duplicação da célula unitária é levada em con-

sideração. Isto pode ser observado, na �gura (a), para o tubo de Ising-Heisenberg que

exibe todos os platôs de magnezitação possíveis.

Para o caso de temperatura nula, a dinâmica dos processos de magnetização do tubo

de spin-1
2
de Heisenberg pode ser obtido utilizando os valores de magnetização dos estados
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Figura 7.3: Grá�co da magnetização normalizada com respeito ao valor de saturação em
função do campo magnético h

J
e da razão dos acoplamentos para J1

J
ilustrados em: (a)

Modelo do tubo de Ising-Heisenberg; (b) Modelo do tubo de Heisenberg.

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

 3.5

 4

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7  0.8  0.9  1

h
/J

J1/J

m/ms = 0

m/ms = 1/3

m/ms = 2/3

m/ms = 1

(a)

Fonte: Autor, 2017.

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1
 0

 1
 2

 3
 4

 5
 6

 7

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

m/ms

J1/J

h/J

m/ms

(b)

Fonte: Autor, 2017.

de menor energia adquiridos com a técnica do DMRG para as três cadeias de spin efetivas,

calculando-se separadamente cada setor de magnetização com spin total SzT .

O campo magnético será obtido através da mudança do spin total de SzT para SzT + 1,

pela diferença entre os estados fundamentais para cada um desses setores adjacentes, ou

seja, h = Eh=0
g (N,SzT +1)−Eh=0

g (N,SzT ) , em campo nulo. A �gura (b) mostra um grá�co

em três dimensões da magnetização em função do campo magnético h
J
aplicado e da razão

de interação J1
J
. Como pode ser visto, a magnetização varia continuamente do zero até o

valor de saturação, quando a razão entre os acoplamentos J1
J
> 0.64.

Entretanto, a magnetização mostra, �gura 7.4(b), um crescimento suave com o au-

mento do campo magnético até que encontra o platô de magnetização em um terço quando

a razão de interação é menor que J1
J
> 0.5. O platô de magnetização em um terço é subse-
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quentemente substituido por um salto abrupto da magnetização levando a magnetização

até o platô dois terços, tendo seu �m no campo de saturação onde a magnetização vai para

seu valor de saturação. Ainda pode ser mencionado que o comportamento mais relevante

pode ser obtido nas regiões de valor intermediário dos acoplamentos: 0.64 > J1
J
> 0.5,

que pode incluir uma mudança contínua na magnetização entre os platôs intermediários

devido à presença da variação continua do estado fundamental de líquido de spin.

Emaranhamento Quântico

Para o caso do modelo do tubo de Ising-Heisenberg, devido às características clás-

sicas do acomplamento de Ising J1, não há presença de correlações quânticas para os

spins situados em diferentes células triângulares adjacentes. Como esperado, o modelo de

Ising-Heisenberg não apresenta emaranhamento quântico entre diferentes células unitá-

rias, exatamente o oposto do que acontece dentro das células unitárias, onde há correlações

quânticas entre os spins devido ao acomplamento interno de Heisenberg J . Com isto em

mente, nos propomos a explorar o emaranhamento quântico agora para os spins situados

em diferentes células unitárias ligados pelo acoplamento quântico de Heisenberg, criando

correlações quânticas no modelo do tubo de Heisenberg antes não vistas no model de

Ising-Heisenberg.

Para tal feito a concorrência, dada pela equação 6.50, será usada mais uma vez como

um quanti�cador do emaranhamento quântico entre os spins do tubo de spin-1
2
. O dia-

grama resultante desta análise de emaranhamento é mostrado na �gura 7.4.

Na �gura 7.4, o emaranhamento quântico entre dois spins, de�nido pela função con-

corrência C como função do campo magnético h
J
e da razão entre os acoplamentos para J1

J

é ilustrado em: 7.4(a) valor de C para spins situados dentro dentro da célula triângular,

interligados pelo acoplamento J , no modelo do tubo de Ising-Heisenberg; 7.4(b) valor de

C para spins situados em diferentes células triângulares, interligados pelo acoplamento

J1, no modelo do tubo de Heisenberg.

Pode-se assim observar que existem diferenças profundas nos comportamentos do ema-

ranhamento dentro e fora da célula unitária.
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Figura 7.4: Emaranhamento quântico entre dois spins, de�nido pela função concorrência
C como função do campo magnético h

J
e da razão dos acoplamentos para J1

J
ilustrados

em: (a) valor de C para spins situados dentro dentro da célula triângular, interligados
pelo acoplamento J , no modelo do tubo de Ising-Heisenberg; (b) valor de C para spins
situados em diferentes células triângulares, interligados pelo acoplamento J1, no modelo
do tubo de Heisenberg.
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Funções de Correlações

Para se esclarecer esse comportamento distinto, propomos a observação das correlações

entre pares de spins, ilustrados na �gura 7.5. Nesta análise, foram calculadas, usando a

técnica do DMRG, as correlações de pares: CXX = 〈Ŝxi,jŜxi+1,j〉 e CZZ = 〈Ŝzi,jŜzi+1,j〉, para
os spins interligados pelo acoplamento de Heisenberg J1. Como esperado, as funções CZZ

e CXX exibem plâtos e regiões em que as funções de correlação crescem continuamente

com o aumento do campo externo, semelhantes aos encontrados na �gura (b), que ilustra

o comportamento da magnetização local do modelo do tubo de spin de Heisenberg.

Na �gura 7.5(a) , observa-se que a correlação transversal CXX entre spins de triângulos
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vizinhos é nula para as regiões de platôs, excluindo a possibilidade de emaranhamento

quântico dentro dessas regiões. Desta forma, o emaranhamento quântico só pode ser

encontrado na região, J1
J
> 0.62, onde há um aumento contínuo da correlação transversal

CXX em função do campo externo h. Para campos intensos é encontrado um platô da

magnetização de saturação, onde não há emaranhamento quântico, devido a polarização

dos spins com o campo magnético externo.

Figura 7.5: Grá�co das correlações dos spins Cxx e Czz para os spins situados em diferentes
células unitárias, interligados pelo acoplamento J1, em função do campo magnético h

J
e

da razão dos acoplamentos J1
J
.
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Deve ser comentado, contudo, que surpreendentemente o estado �spin-1
2
gapless� não

apresenta emaranhamento quântico, que é suprimido pela competição das funções de

correlação e da polarização do campo magnético, como mostrado na �gura 7.5(a).
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Neste trabalho, fornecemos uma comparação detalhada das propriedades termodinâ-

micas e de emaranhamento quântico dos modelos frustrados de spin-1
2
do tubo triangular

de Ising-Heisenberg e do tubo triangular de Heisenberg na presença de um campo ex-

terno. Os modelos diferenciam-se entre si pela presença ou não das correlações quânticas

dadas pelo acoplamento J1 que representa as ligações entre spins de diferentes células

unitárias consecutivas. Consideramos ainda nos cálculos análiticos do tubo de spin-1
2
de

Ising-Heisenberg o caso anisotrópico da constante J que representa as ligações internas

da célula unitária triângular do modelo. Todos os estados fundamentais dos dois modelos

foram minuciosamente avaliados e os respectivos diagramas de fase foram contruídos para

região em que razão de acoplamentos J1
J
> 0.

O procedimento que usamos para o estudo do tubo de spin-1
2
de Ising-Heisenberg foi a

diagonalização exata do Hamiltoniano que descreve o sistema para obter os auto-estados

de energia e assim detalhar o diagrama de fase. Utilizando o formalismo da matriz de

transferência, o comportamento térmico das correlações entre os spins das cadeias foi

determinado, bem como o diagrama de fase do modelo de spin-1
2
de Ising-Heisenberg que

envolve quatro estados fundamentais quânticos: QAF, QFO, MFI e MFO em conjunto

com dois estados fundamentais clássicos: CAF e CF. Cada par de spins dentro da mesma

célula unitária está quanticamente emaranhado dentro das fases QAF e QFO, enquanto o

emaranhamento quântico ocorre alternadamente, se uma célula apresentar a subsequente

não irá apresentar, nas células triangulares dentro da fase MFI e MFO. O emaranhamento

quântico entre spins vizinhos pertencentes ao mesmo triângulo de Heisenberg é con�rmado

mesmo na ausência de campo externo.
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Em contraste a isso, o diagrama de fase de spin-1
2
de Heisenberg envolve apenas um es-

tado fundamental clássico, 3 estados fundamentais quânticos com platôs de magnetização

local, �gapped�, e 3 estados fundamentais quânticos com aumento contínuo da magnetiza-

ção local com o campo externo h, �gapless�. O estado fundamental clássico e dois estados

quânticos gapped podem ser exatamente indenti�cados como os três estados CF, QFO e

MFO do modelo do tubo de spin-1
2
Ising-Heisenberg. Sabendo deste fato, torna-se fácil

compreender a perfeita coincidência entre o diagrama de fase do tubo de Ising-Heisenberg

e do tubo de Heisenberg na região de parâmetros J1
J
< 1

2
e h > 2J1 inerente a esses estados

fundamentais. No resto do espaço de parâmetros, ocorre substancial diferença entre os

estados gapless com características de líquido de spin presentes no modelo de Heisenberg

com as regiões gapped do modelo de Ising-Heisenberg. Consequentemente, o cenário de

magnetização do tubo de spin-1
2
de Heisenberg é bem mais diverso em comparação com o

processo de magnetização do tubo de spin-1
2
de Ising-Heisenberg, que sempre envolve os

platôs de zero, um terço e dois terços e saltos de magnetização entre eles.

Nas curvas do calor especí�co versus temperatura, para o modelo do tubo de spin-1
2

de Ising-Heisenberg, nota-se uma estrutura de duplos picos, o que re�ete a competição

entre dois possíveis estados fundamentais. Primeiro, há o surgimento de um pico intenso

no calor especí�co, chamando efeito Schottky, bastante ingrime devido ao "`crossover"'

termicamente induzido de um estado altamente degenerado para um estado pouco dege-

nerado. Para campo nulo, um segundo pico é também visto reminescente da transição

entre as fases QAF e QFO.

A análise do comportamento da desmagnetização adiabática do tubo de spin-1
2
de

Ising-Heisenberg foi feita observando-se a curva da temperatura versus campo, para li-

nhas de entropia constante (linhas adiabáticas). Pudemos observar que a maior taxa de

resfriamento ocorre quando diminuímos o campo nas proximidades dos valores críticos

(valores de campo que de�nem as transições entre os estados fundamentais). Entretanto,

se o campo externo for reduzido a partir de um valor crítico ocorrerá uma maior taxa

de aquecimento, existindo assim um duplo comportamento do sistema, efeito semelhante

aparece num mineral do grupo dos carbonatos com composição química Cu3(CO3)2(OH)2

conhecido como azurita.

O processo de magnetização do tubo de spin-1
2
de Heisenberg não se resume apenas

a regiões de platôs, mas também contém regiões de transição contínua sem saltos da
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magnetização. Sendo assim, podem ou não surgir platôs intermediarios de um terço e dois

terços da magnetização de saturação dependendo da razão relativa entre os acoplamentos
J1
J
. Em adição a isso, o modelo do tubo de Heisenberg pode exibir emaranhamento

quântico para os spins que são interligadas pelo acoplamento J1, situados em diferentes

células unitárias adjacentes.

Por �m, enfatizamos que este trabalho abre perspectivas bastante promissoras na pes-

quisas de emaranhamento quântico e desmagnetização adiabática em sistemas magnéticos

modelados por cadeias de spin anisotrópicas do tipo Ising ou Heisenberg com estruturas

mais elaboradas. Pode-se introduzir frustrações cinematicamente induzidas neste tubo de

spin triângular com geometrias mais complexas. É interessante incluir também o hopping

quântico entre os spins de células vizinhas que é relevante par ao estudo de magnetismo em

sistemas de spins itinerantes. Entretanto, como no caso do modelo do tubo de Heisenberg,

uma solução exata para as quântidades termodinâmicas deste não seria possível. Como

no caso do modelo do tubo de Heisenberg, deve-se recorrer a métodos numéricos para o

estudo de sistemas �nitos ou técnicas de Grupo de Renormalização de Matriz Densidade.

Em resumo, esperamos que a presente tese possa estimular futuros estudos de emara-

nhamento quântico e não-localidade em sistemas magnéticos frustrados de baixa dimen-

sionalidade que possam explorar suas potenciais aplicações cientí�cas e tecnológicas no

mapeamento de compostos magnéticos reais.
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a b s t r a c t

The spin-1/2 Ising–Heisenberg three-leg tube composed of the Heisenberg spin triangles mutually
coupled through the Ising inter-triangle interaction is exactly solved in a zero magnetic field. By making
use of the local conservation for the total spin on each Heisenberg spin triangle the model can be rig-
orously mapped onto a classical composite spin-chain model, which is subsequently exactly treated
through the transfer-matrix method. The ground-state phase diagram, correlation functions, con-
currence, Bell function, entropy and specific heat are examined in detail. It is shown that the spin
frustration represents an indispensable ground for a thermal entanglement, which is quantified by the
quantum concurrence. The specific heat displays diverse temperature dependences, which may include a
sharp low-temperature peak mimicking a temperature-driven first-order phase transition. It is convin-
cingly evidenced that this anomalous peak originates from massive thermal excitations from the doubly
degenerate ground state towards an excited state with a high macroscopic degeneracy due to chiral
degrees of freedom of the Heisenberg spin triangles.

& 2016 Elsevier B.V. All rights reserved.

1. Introduction

Quantum spin models in one dimension traditionally attract a
great deal of attention, because they often exhibit unique magnetic
properties closely connected to exotic quantum ground states
[1–5]. Although all real-world magnetic materials are essentially
three dimensional a lot of them can be effectively described by the
notion of one-dimensional (1D) quantum Heisenberg spin models
due to negligible interactions in other two spatial dimensions
[5,6]. It should be emphasized that 1D Heisenberg spin models
display more prominent quantum features than their higher-di-
mensional counterparts on account of reinforced quantum spin
fluctuations. If the geometric spin frustration is absent, the fun-
damental properties of quantum Heisenberg chains basically de-
pend on the parity of spin. The Heisenberg chains with half-odd-
integer spins have a gapless excitation spectrum and algebraic

decay of correlations, while the Heisenberg chains with integer
spins have an energy gap and exponential decay of correlations
[1,7]. If the geometric spin frustration comes into play, however,
the essential features of quantum Heisenberg chains may become
more complex and possibilities for a low-energy spectrum are also
broadened [2–5].

From an immense reservoir of 1D quantum spin systems, the
spin-1/2 Heisenberg tubes have recently attracted much attention
[8–23]. The term spin tube generally refers to a n-leg ( ≥n 3) spin
ladder with periodic boundary conditions along a rung (inter-
chain) direction. The antiferromagnetic coupling along the rung
direction obviously causes a geometric spin frustration whenever
the odd-numbered tube is considered. Owing to this fact, the an-
tiferromagnetic spin-1/2 Heisenberg three-leg tube has a spin gap
in contrast to the spin-1/2 Heisenberg three-leg ladder with an
open boundary condition along the rung (inter-chain) direction
[20–23]. The Lieb–Schultz–Mattis theorem [24] would suggest
that the spin gap must be accompanied with at least doubly
degenerate ground state with a spontaneous breaking of the
translational symmetry since the unit cell consists of three spins.
From the experimental point of view, 1D coordination polymers
[(CuCl2tachH)3Cl]Cl2 (tach¼1,3,5-triaminocyclohexane) [25–27]
and ·Cu Cl D C SO2 4 8 4 2 [28] provide unique experimental realizations
of a spin-1/2 Heisenberg three-leg and four-leg tube, respectively.

In the present work, we will exactly examine a spin frustration
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and thermal entanglement of the spin-1/2 Ising–Heisenberg three-
leg tube, which accounts for the Heisenberg intra-triangle and
Ising inter-triangle interaction. This simplified but still highly non-
trivial 1D quantum spin system is exactly tractable by adapting the
approach worked out previously for the spin-1/2 Ising–Heisenberg
tetrahedral chain [29,30]. The exotic quantum ground states along
with a mutual interplay of spin frustration and quantum en-
tanglement will be the main subject matter of our investigations.
In particular, we will compare a frustration temperature [31] with
a threshold temperature of thermal entanglement, which will be
calculated from a disappearance of the concurrence serving as a
measure of bipartite entanglement [32,33]. Besides, we will also
calculate the non-locality function in order to test whether or not
the Bell inequality is violated [34], because the nonlocality and
entanglement capture different aspects of quantum correlations
[36,35].

The organization of this paper is as follows. The spin-1/2 Ising–
Heisenberg tube will be introduced in Section 2 along with basic
steps of its exact analytical treatment. Section 3 deals with the
most interesting results obtained for the ground-state phase dia-
gram, correlation functions, spin frustration, bipartite entangle-
ment, non-locality and specific heat. Finally, several concluding
remarks are mentioned in Section 4.

2. Model and method

Let us consider the spin-1/2 Ising–Heisenberg three-leg tube
with a cross-section of equilateral spin triangles, whereas the
spins belonging to the same triangular unit are mutually coupled
through the Heisenberg intra-triangle interaction and the spins
from neighboring triangular units are coupled through the Ising
inter-triangle interaction (see Fig. 1). The Hamiltonian of the spin-
1/2 Ising–Heisenberg three-leg tube is then given by

∑ ∑

∑ ∑ ∑
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where α^ ( ∈ { })
α

S x y z, ,i j, mark spatial components of the standard
spin-1/2 operator, the former subscript i determines a position of a

triangular unit within a spin tube and the latter subscript j spe-
cifies a position of individual spin within a given triangular unit by

imposing cyclic boundary conditions ^ ≡ ^α α
S Si i,4 ,1,

^ ≡ ^α α
+S SN j j1, 1, (see

Fig. 1). The interaction terms Jx and Jz stand for the XXZ Heisenberg
intra-triangle interaction between three spins from the same tri-
angular unit and the coupling constant J1 labels the Ising inter-
triangle interaction between all spins from neighboring triangular
units.

The total Hamiltonian (1) of the spin-1/2 Ising–Heisenberg tube
can be alternatively rewritten in terms of composite spin operators,
which determine the total spin of the Heisenberg triangles and its
z-component

∑ ∑^ = ^ ^ = ^
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It can be proved by inspection that the composite spin operators

T̂i
2 and T̂i

z commute with the total Hamiltonian (1), i.e.

[ ^ ^ ] = [ ^ ^ ] =H H TT, , 0i i
z2 , which means that the total spin of the Hei-

senberg triangles and its z-component represent conserved
quantities with well defined quantum numbers. Consequently, the
eigenvalues of the total Hamiltonian (1) can be related to the ei-

genvalues of the composite spin operators T̂i

2
and T̂i

z
. Using the

spin identity ( ^ ) = − (^ ^ + ^ ^ + ^ ^ )
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miltonian (1) can be rewritten into the following form:
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which depends on the Hamiltonian Ĥi of two subsequent trian-
gular unit cells
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The first term in Eq. (3) is the less important constant term and the
second one is expressed as a sum over the symmetrically defined

cell Hamiltonians Ĥi, which depend according to Eq. (4) on the
composite spin operators from two neighboring triangular units.

The eigenvalues of the composite spin operators T̂i

2
and T̂i

z
are

quantized according to the rules ( + )T T 1i i with =T 1/2i or 3/2 and,
respectively, = − − + …T T T T, 1, ,i

z
i i i. From this point of view, the

spin-1/2 Ising–Heisenberg tube defined by the Hamiltonian (1)
can be rigorously mapped onto some classical composite spin-
chain model, which can be further treated by the transfer-matrix
method [37]. Owing to a validity of the commutation relation

between the cell Hamiltonians [ ^ ^ ] =H H, 0i j , the partition function
can be factorized into the following form:

∏

∑ ∏

β β

β

β

= ( + ) ( − ^ )

= ( + ) ( )

= ( + )
( )

=

{ } =
+ +

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

Z
N

J J H

N
J J T T T T

N
J J

exp
3

8
2 Tr exp

exp
3

8
2 W , ; ,

exp
3

8
2 Tr W ,

5

x z
i

N

i

x z
T T i

N

i i
z

i i
z

x z
N

1

, 1
1 1

i i
z

where β = ( )k T1/ B , kB is Boltzmann's constant, T is the absolute
temperature, and the summation ∑{ }T T,i i

z runs over all possible

values of the quantum spin numbers Ti and Ti
z. The expression

β= ( − ^ )W Hexp i , which depends on the composite spin operators
from two neighboring triangular units, can be alternatively viewed
as the transfer matrix with the following elements

J ,x J z
J1

Si,1

Si,2

Si,3

Fig. 1. A diagrammatic representation of spin-1/2 Ising–Heisenberg three-leg tube.
Thick solid lines represent the XXZ Heisenberg intra-triangle interaction (Jx, Jz),
while thin broken lines correspond to the Ising inter-triangle coupling J1.
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where β= ( − )x Jexp /4x , β= ( − )y Jexp /8z and β= ( − )z Jexp /41 . As
usual, the partition function is in the thermodynamic limit → ∞N
solely determined by the largest eigenvalue of the transfer matrix
W given by Eq. (6). By inspection, four out of eight transfer-matrix
eigenvalues equal zero (λ λ λ λ= = = = 05 6 7 8 ), because the second,
fifth and seventh (third, sixth and eighth) rows are linearly de-
pendent. The other four eigenvalues can be found by solving two
quadratic equations

λ λ λ λ( − + )( − + ) = ( )a b c d 0 72 2
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The remaining four eigenvalues of the transfer matrix (6) can be
therefore acquired by solving two quadratic equations (7)
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In thermodynamic limit → ∞N , the Helmholtz free energy per
unit cell is determined just by the largest transfer-matrix eigen-
value λ λ= +max
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After substituting the largest transfer-matrix eigenvalue (9) into
Eq. (11) and straightforward algebraic manipulations one obtains
an explicit form of the Helmholtz free energy

β= − ( + + ) ( )−f g g gln , 121
1 2 4

which is expressed in terms of the newly defined functions g1–g4
given by
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Now, let us calculate pair correlation functions between two
spins from the same Heisenberg triangle. Both different spatial
components of the pair correlation function between two spins
from the same Heisenberg triangle can be calculated by differ-
entiating the Helmholtz free energy (12) with respect to the
coupling constant Jz or Jx. This procedure yields for the respective
spatial components of the pair correlation function the following
simple expressions
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The z-component of the pair correlation function between two
spins from the neighboring Heisenberg triangles can in turn be
calculated by differentiating the Helmholtz free energy (11) with
respect to the coupling constant J1
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whereas the functions g7–g9 are defined as
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At this stage, one may employ two spatial components of the
pair correlation function (14) and (15) between the spins from the
same Heisenberg triangle in order to calculate the concurrence
[33]

{ }= | | − + ( )C C Cmax 0; 4 2 19xx zz
1
2

and the Bell function [34]
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{ }= + ( )B C C C8 max ; 2 , 20xx zz xx
2 2 2

which may serve as a measure of bipartite entanglement and
quantum non-locality at zero as well as non-zero temperature. The
Heisenberg spins from the same triangular unit display a thermal
entanglement just if the concurrence is greater than zero, i.e.

>C 0, otherwise they become disentangled. On the other hand, the
violation of the Bell inequality ≤B 2 can be used in order to prove
a non-local character of quantum correlations. The obtained exact
results for the thermal entanglement will be confronted with the
ones for non-locality, because the entanglement and non-locality
capture closely related yet independent features of quantum cor-
relations [34,36].

3. Results and discussion

Let us proceed to a discussion of the most interesting results for
the spin-1/2 Ising–Heisenberg three-leg tube by considering the
particular case with the antiferromagnetic inter-triangle interac-
tion >J 01 , which will henceforth serve as an energy unit =J 11
(the Boltzmann's constant is also set to unity =k 1B for easy no-
tation). It should be mentioned that another particular case with
the ferromagnetic inter-triangle interaction <J 01 behaves quite
analogously, because the spin states on each second Heisenberg
triangle are merely inverted under the transformation → −J J1 1.

3.1. Ground state

A diagonal form of the Hamiltonian (4) can be straightfor-
wardly used in order to obtain all possible ground states, since the
lowest-energy eigenstate of the cell Hamiltonian (4) can be readily
extended to the whole spin-1/2 Ising–Heisenberg three-leg tube.
Consequently, the ground state of the spin-1/2 Ising–Heisenberg
tube can be written as a tensor product over the lowest-energy
eigenstate of the cell Hamiltonian (4). One finds by inspection just
three different ground states, namely, the classical anti-
ferromagnetic phase (CAF)
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and the macroscopically degenerate chiral antiferromagnetic
phase (DCA)
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Owing to the time-reversal symmetry, the alternative

representation of the ground states CAF, SQT and DCA can be ob-
tained from Eqs. (21)–(23) by inter-changing the eigenkets on odd
and even Heisenberg triangles, respectively. Hence, it follows that
the ground states CAF and SQT are two-fold degenerate in contrast
to the ground state DCA, which is ×2 2N degenerate due to the
time-reversal symmetry and two chiral degrees of freedom on
each Heisenberg spin triangle. The spin arrangement inherent to
the three available ground states is consistent with the following
asymptotic values of the pair correlation functions as calculated
from Eqs. (14), (15) and (17) in a zero-temperature limit
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The ground-state phase diagram involving all three available
ground states is depicted in Fig. 2. The CAF phase becomes the
ground state in a parameter space delimited by the conditions

< +J J2z x and < −J J2 /2z x , which are consistent with the ferro-
magnetic Heisenberg interaction ( <J 0z ) or the sufficiently weak
antiferromagnetic Heisenberg interaction ( <J 2z ). If the condi-
tions >J 0x and > −J J2 /2z x are met, however, the spin frustra-
tion arising out from the stronger antiferromagnetic Heisenberg
interaction gives rise to the macroscopically degenerate DCA
ground state with two (right- or left-hand-side) chiral degrees of
freedom on each Heisenberg triangle. As long as the conditions

<J 0x and > +J J2z x are fulfilled, the SQT phase with a regular
alternation of the symmetric quantum superposition of three up-
up-down and down-down-up states on odd and even triangles (or
vice versa) becomes the relevant ground state.

3.2. Correlation functions

To gain an overall insight into a character of spin arrangements
emerging within the individual ground states, let us explore in
detail temperature dependences of all calculated pair correlation
functions. The pair correlation functions are plotted against tem-
perature in Fig. 3(a)–(c) for three different sets of the interaction
parameters, which drive the investigated system towards the CAF,
SQT and DCA ground states, respectively. It is quite clear from
Fig. 3(a) that z-components of the spins from the neighboring
Heisenberg triangles are perfectly anticorrelated at zero

Fig. 2. The ground-state phase diagram of the spin-1/2 Ising–Heisenberg three-leg
tube in the −J Jx z plane. The numbers quoted in square brackets determine the
total spin and its z-component on two consecutive Heisenberg triangles
[ ]− −T T T T, ; ,i i

z i i
z2 1 2 1 2 2 .
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temperature, whereas a relative strength of the antiferromagnetic
correlation gradually decreases with increasing temperature. In-
terestingly, the longitudinal correlation function between the
spins from the same Heisenberg triangle shows a peculiar cross-
over at a so-called frustration temperature Tf, at which z-compo-
nents of the spins become completely uncorrelated (i.e. the re-
levant correlation function equals zero). The longitudinal

correlation between the spins from the same Heisenberg triangle
would suggest that the z-components of the spins are ferro-
magnetically correlated below the frustration temperature ( <T Tf )
and antiferromagnetically correlated above it ( >T Tf ). The trans-
verse correlation function between the spins from the same Hei-
senberg triangle is zero at absolute zero temperature due to a
classical character of the CAF ground state, but it implies anti-
ferromagnetic (ferromagnetic) correlation at non-zero tempera-
tures provided that the x-component of the Heisenberg coupling is
antiferromagnetic (ferromagnetic).

Fig. 3 (b) demonstrates thermal variations of the correlation
functions, which are quite typical for the SQT ground state. The
correlation function between the spins from the same Heisenberg
triangle serves in evidence of the antiferromagnetic (ferromag-
netic) correlation in a longitudinal (transverse) direction, whereas
a relative strength of the ferromagnetic transverse correlation is
slightly stronger than that of the antiferromagnetic longitudinal
correlation. Furthermore, the z-components of the spins from the
neighboring Heisenberg triangles are antiferromagnetically cor-
related within the SQT phase.

Last but not least, the correlation functions plotted in Fig. 3
(c) illustrate typical temperature dependences for the DCA ground
state. As one can see, the longitudinal and transverse correlation
functions between the spins from the same Heisenberg triangle
are antiferromagnetic. While the longitudinal and transverse cor-
relation are of equal strength at zero temperature, the transverse
correlation overwhelms over the longitudinal one at non-zero
temperatures. It is noteworthy that the z-components of the spins
from the neighboring Heisenberg triangles are always anti-
ferromagnetically correlated when the investigated spin system
starts from the DCA ground state.

3.3. Spin frustration

It is obvious from previous discussions that the SQT and DCA
ground states have frustrated character in contrast to the unfru-
strated CAF ground state. According to the frustration concept de-
veloped by Toulouse [38], the spin system is said to be geome-
trically frustrated if a product of signs of the exchange couplings
along an elementary plaquette becomes negative. Analogously, the
product of signs of the pair correlation functions along an ele-
mentary plaquette can be used as another useful criterion for
testing whether or not a spin system is frustrated at finite tem-
peratures [31]. Hence, the antiferromagnetic (negative) correlation
function between z-components of the spins from the same Hei-
senberg triangle indeed verifies the frustrated character of the SQT
and DCA phases at non-zero temperatures [see Fig. 3(b) and (c)]. On
the other hand, the longitudinal correlation function between the
spins from the same Heisenberg triangle shown in Fig. 3(a) changes
its sign from positive (at lower temperatures) to negative (at higher
temperatures), which confirms an outstanding thermally activated
spin frustration above the unfrustrated CAF ground state on as-
sumption that the antiferromagnetic intra-triangle coupling >J 0z
is considered.

With this in mind, it might be quite interesting to investigate
how the thermally activated spin frustration above the unfrustrated
CAF ground state depends on a relative strength of the Heisenberg
intra-triangle interaction. For this purpose, we have depicted in
Fig. 4 typical dependences of the frustration temperature Tf on the
transverse component Jx of the Heisenberg coupling for a few fixed
values of its longitudinal component Jz. It is worthwhile to recall
that z-components of the spins from the same Heisenberg triangle
are ferromagnetically (antiferromagnetically) correlated below
(above) the frustration temperature Tf. In this regard, the spin-1/2
Ising–Heisenberg three-leg tube is free of frustration inside of the
region bounded from above by the line of frustration temperatures,

Fig. 3. The pair correlation functions as a function of temperature for the coupling
constants supporting three different ground states: (a) Jx¼1, Jz¼1 (CAF phase);
(b) = −J 2x , Jz¼2 (SQT phase); (c) Jx¼2, Jz¼2 (DCA phase).
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while it becomes frustrated outside of this region. It is evident from
Fig. 4 that the unfrustrated region gradually diminishes upon in-
creasing of the longitudinal component of the Heisenberg coupling
until it completely disappears for any ≥J 2z . This is in agreement
with the absence of the unfrustrated CAF phase in the parameter
region ≥J 2z . It should be pointed out, moreover, that the upper-
and lower-edge boundaries of the unfrustrated region exactly co-
incide at zero temperature with the ground-state boundaries CAF-
DCA and CAF-SQT, respectively (cf. Fig. 4 with Fig. 2).

Another interesting point to observe from Fig. 4 is that the
frustration temperature exhibits a notable reentrant behavior near
its lower edge closely connected to the ground-state boundary
between the CAF and SQT phases. To clarify this issue in a more
detail, we have plotted in Fig. 5 typical dependence of the frus-
tration temperature in a close neighborhood of its lower-edge
boundary [Fig. 5(a)] along with the corresponding thermal varia-
tions of the correlation functions [Fig. 5(b)]. If the transverse
component of the Heisenberg interaction is selected sufficiently
close but slightly below the ground-state boundary CAF-SQT, then,
the longitudinal correlation function between the spins from the
same Heisenberg triangle actually shows a weak ferromagnetic
correlation within a relatively narrow range of moderate tem-
peratures and antiferromagnetic correlation out of this tempera-
ture range.

3.4. Thermal entanglement

The concurrence, as calculated from Eq. (19), represents a fea-
sible measure of bipartite quantum entanglement at zero as well
as non-zero temperatures. Although the absence of quantum
correlations in the CAF ground state could be anticipated on the
grounds of the fully classical character of this phase, it is some-
what more surprising that the concurrence equals zero also within
the DCA ground state. According to this, the SQT phase is the only
ground state for which the calculated concurrence =C 1/3 at zero
temperature indicates the substantial but not full quantum en-
tanglement. To clarify the effect of temperature upon the bipartite
entanglement, we have plotted in Fig. 6 the concurrence against
temperature for two different values of the longitudinal compo-
nent Jz of the Heisenberg intra-triangle coupling and several values
of its transverse component Jx. In agreement with the general
expectations, thermal fluctuations gradually destroy the quantum
entanglement, i.e. the concurrence generally decreases upon in-
creasing temperature until it finally disappears above a certain

temperature referred to as the threshold temperature Tt. Apart
from this standard dependence, one may also found a peculiar
reentrant behavior of the concurrence, which is illustrated in Fig. 6
(b) on the particular example with Jz¼1.8 and = −J 0.19x . Under
this circumstance, the concurrence evolves from zero just at a
certain lower threshold temperature, then it shows a peculiar
thermally induced increase followed by a successive thermally
induced decrease until it completely vanishes at an upper
threshold temperature.

To gain an overall insight into the entangled part of the para-
meter region, we have depicted in Fig. 7 the threshold tempera-
ture as a function of the transverse component Jx of the Heisen-
berg intra-triangle coupling for several fixed values of its long-
itudinal component Jz. The spin-1/2 Ising–Heisenberg tube is en-
tangled inside of the parameter region bounded from above by
displayed lines of the threshold temperature, where the con-
currence as a measure of the thermal entanglement is non-zero. If
the longitudinal component of the antiferromagnetic Heisenberg
coupling is sufficiently strong ≥J 2z , then, the threshold tem-
perature monotonically decreases with increasing its transverse
component Jx until it tends to zero at Jx¼0. On the other hand, the
dependence of the threshold temperature terminates for <J 2z at
the ground-state phase boundary between the SQT and CAF pha-
ses at = −J J 2x z . Moreover, it can be observed from Fig. 7 that the

Fig. 4. The frustration temperature Tf as a function of the transverse component of
the Heisenberg coupling Jx for a few fixed values of its longitudinal component Jz.

Fig. 5. (a) A reentrant behavior of the frustrated temperature Tf in a vicinity of the
ground-state phase boundary CAF-SQT for the particular case Jz¼1.0;
(b) temperature dependences of the correlation functions for the parameter set

= −J 1.002x and Jz¼1.0 serving in evidence of the reentrant behavior (a thin
dotted line at zero is guide for eyes only).
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threshold temperature shows the most striking dependence with a
pronounced reentrant region when the longitudinal component of
the Heisenberg intra-triangle interaction is close enough but
slightly below ⪅J 2z .

3.5. Frustration vs. entanglement

At this stage, it might be of particular interest to investigate a
mutual interplay between the thermally activated spin frustration
and entanglement, which do not bear at first sight any direct re-
lation. To this end, we have plotted in Fig. 8 the threshold and
frustration temperature against the transverse component of the
Heisenberg intra-triangle coupling Jx for several fixed values of its
longitudinal component Jz. It is quite apparent from this compar-
ison that the threshold and frustration temperatures coincide at
low enough temperatures, because they both converge to the
identical zero-temperature asymptotic limit though they show
completely different behavior at higher temperatures. It can be
also understood from Fig. 8 that the thermal entanglement occurs
just outside of the parameter region bounded by the line of frus-
tration temperatures, which means that the spin frustration is in
the spin-1/2 Ising–Heisenberg tube indispensable for a presence of
the thermal entanglement. Another interesting point is that the
reentrance in the threshold temperatures gives rise to the thermal

Fig. 6. Thermal variations of the concurrence for several values of the transverse
component of the Heisenberg intra-triangle coupling Jx and two different values of
its longitudinal component: (a) Jz¼2.0; (b) Jz¼1.8.

Fig. 7. The threshold temperature Tt as a function of the transverse component of
the Heisenberg coupling Jx for a few fixed values of its longitudinal component Jz.
The inset shows a detail from the reentrant region for the particular case Jx¼1.8.

Fig. 8. The dependence of threshold (solid lines) and frustration (broken lines)
temperatures on the transverse component of the Heisenberg intra-triangle cou-
pling Jx for several fixed values of its longitudinal component Jz. The panel
(a) shows reentrant behavior of the threshold temperature and the panel
(b) reentrant behavior of the frustration temperature.
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entanglement above the unfrustrated parameter space for ⪅J 2z
[see Fig. 8(a)], while the reentrance in the frustration temperatures
makes possible to detect the unfrustrated region above the en-
tangled parameter space [see Fig. 8(b)]. Both types of reentrances
are apparently antagonistic and cannot emerge simultaneously.

3.6. Quantum non-locality

Next, it could be quite interesting to answer the question
whether or not the spin-1/2 Ising–Heisenberg tube may violate
the Bell inequality, because the entanglement and non-locality
capture closely related but independent features of quantum cor-
relations. A comprehensive analysis reveals that all three available
ground state do not violate the Bell inequality, since the calculated
value of the Bell function never exceeds the largest value =B 2
allowed for classical correlations. To support this statement, we
have depicted in Fig. 9(a) typical temperature variations of the Bell
function for three different sets of the Heisenberg intra-triangle
interaction, which drive the investigated model to the CAF, SQT
and DCA ground states, respectively. Altogether, it could be con-
cluded that quantum correlations are in the spin-1/2 Ising–Hei-
senberg tube strictly local in spite of the fact that the thermal
entanglement is evidently present within the SQT ground state.
The cuspate dip of the Bell function at the temperature ≈T 0.55 of
the particular case with the CAF ground states thus represents the

most striking feature of the displayed dependences. A presence of
this kind of singularity can be attributed to a crossing of absolute
values of the transverse and longitudinal pair correlation function
between the spins from the same Heisenberg triangle, which in-
dicates according to Eq. (20) two different analytic prescriptions
below and above a relevant crossing point [see Fig. 9(b)].

Fig. 9. (a) The Bell function versus temperature for three different Heisenberg in-
tra-triangle interactions corresponding to three available ground states:

= =J J 1.0z x (CAF phase), = − =J J 2.0z x (SQT phase), = =J J 2.0z x (DCA phase);
(b) thermal variations of absolute values of the longitudinal and transverse pair
correlation function between the spins from the same Heisenberg triangle for the
parameter set = =J J 1.0z x (CAF phase).

Fig. 10. Temperature variations of the specific heat (per one spin) for the fixed
value of the longitudinal component of the Heisenberg coupling Jz¼1 and several
values of its transverse component Jx. The selected coupling constants Jx are con-
sistent with the following ground states: (a) SQT phase; (b) CAF phase; (c) DCA
phase.
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3.7. Specific heat and entropy

The substantial thermal variations of the correlation functions
near the ground-state phase boundaries may manifest themselves
also in unusual temperature dependences of basic thermodynamic
quantities, so let us explore in the following typical thermal var-
iations of the zero-field specific heat. It can be seen from Fig. 10
(a) that the specific heat can exhibit a peculiar double-peak tem-
perature dependence when the SQT phase constitutes the ground
state, whereas the low-temperature peak predominantly comes
from thermally induced breakdown of the longitudinal correlation
between the spins from the neighboring triangles. Note further-
more that the low-temperature peak gradually merges with the
round high-temperature maximum, which shifts to lower tem-
peratures when the spin system approaches the ground-state
phase boundary between the SQT and CAF phases (at = −J 1x
when Jz¼1 is fixed).

Contrary to this, the specific heat shows a more common
temperature dependence with a single maximum in a majority of
the parameter space, which corresponds to the CAF ground state
[Fig. 10(b)]. The only notable exception from this rule is when the
Heisenberg intra-triangle coupling drives the spin system suffi-
ciently close to the ground-state phase boundary with the DCA
phase at Jx¼2.0 assuming the fixed value of Jz¼1.0 (see the sub-
sequent paragraph). Last but not least, one recovers the more
striking double-peak temperature dependence of the specific heat
on assumption that the DCA phase constitutes the ground state
[Fig. 10(c)]. Under this condition, the low-temperature peak pre-
dominantly comes from the thermally assisted breakdown of the
longitudinal correlation between the spins from the neighboring
triangles.

Let us turn back to the most spectacular temperature depen-
dence of the specific heat, which involves three separate peaks as
displayed in Fig. 11(a) and (b). The triple-peak thermal depen-
dence of the zero-field specific heat can be found when the Hei-
senberg intra-triangle coupling drives the spin-1/2 Ising–Heisen-
berg tube towards the CAF ground state but still keeps it in a close
vicinity of the phase boundary with the DCA phase (at Jx¼2.0 for
Jz¼1.0). While thermal excitations of physically different origin are
responsible for an existence of the high-temperature maximum at

≈T 1.0, the round maximum at moderate temperatures ≈T 0.25
relates to a gradual decline of the longitudinal and transverse
correlations between the spins from the same triangle. The most
surprising is of course a presence of the sizable low-temperature
peak, which could be at first sight easily confused with a tem-
perature-driven first-order phase transition. The sharp and very
narrow low-temperature peak, which emerges around the tem-
perature ≈T 0.072 by considering the particular case with Jx¼1.9
and Jz¼1.0, can be ascribed to massive thermal excitations from
the two-fold degenerate CAF ground state to the macroscopically
degenerate DCA excited state. As a matter of fact, the locus of the
sharp low-temperature peak is in a good concordance with the
formula

=
− −

( )T
J J4 2

ln 4
, 25p

z x

which follows from a direct comparison of the Helmholtz free
energies of the CAF and DCA phases provided that thermal varia-
tions of the internal energy and entropy are simply neglected.
Thus, it could be concluded that the sharp low-temperature peak
of the specific heat appears due to a high entropy gain, which
originates from the chiral degrees of freedom of the DCA phase
lying in energy just slightly above the doubly degenerate CAF
ground state. To support this statement, we have plotted in Fig. 11
(c) the relevant thermal variations of the entropy, which provides

a convincing evidence for an abrupt but still continuous change of
the entropy from almost zero to ln 2 associated with the vigorous
thermal excitations from the CAF phase to the DCA phase. The
abrupt entropy change can be detected at the temperature, which

Fig. 11. (a) The semi-logarithmic plot for the temperature dependence of the
specific heat (per one spin) exactly at the ground-state phase boundary CAF-DCA
( = =J J2.0; 1.0x z ) and just below it ( = =J J1.9; 1.0x z ); (b) the low-temperature
peak of the specific heat for the case with Jz¼1.0 and Jx¼1.9 in a log-log scale;
(c) the temperature dependence of the entropy (per one triangle) exactly at the
ground-state phase boundary CAF-DCA ( = =J J2.0; 1.0x z ) and just below it
( = =J J1.9; 1.0x z ).
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is in accordance with the position of the sharp low-temperature
peak of the specific heat given by the formula (25).

4. Conclusion

In the present work, we have exactly solved the spin-1/2 Ising–
Heisenberg three-leg tube by taking advantage of the local con-
servation of the total spin on each Heisenberg spin triangle and
the classical transfer-matrix method. The elaborated rigorous
procedure has enabled us to derive exact results for the ground-
state phase diagram, basic thermodynamic quantities and several
pair correlation functions, which were subsequently employed for
a calculation of the concurrence and Bell function. The latter two
quantities were used in order to quantify thermal entanglement
and non-locality, which are related to quantum correlations be-
tween two spins coupled by the Heisenberg intra-triangle inter-
action. While none of three available ground states violates the
Bell inequality, the SQT phase with a regular alternation of the
symmetric quantum superposition of up-up-down and down-
down-up on odd and even triangles (or vice versa) does exhibit
the thermal entanglement.

It has been demonstrated that the SQT and DCA ground states
are naturally frustrated unlike the unfrustrated CAF ground state,
above which the so-called thermally activated spin frustration can
develop provided that the antiferromagnetic intra-triangle inter-
action >J 0z is considered. We have rigorously calculated the
frustration temperature delimiting the unfrustrated region from
the frustrated one, which was subsequently compared with the
threshold temperature of a disappearance of the thermal en-
tanglement. It has been verified that the frustration and threshold
temperatures coincide at sufficiently low temperatures though
they can be very different at higher temperatures. Moreover, it
turns out that the spin-1/2 Ising–Heisenberg three-leg tube is
thermally entangled just in the frustrated region, which implies
that the frustration represents indispensable ground for a pre-
sence of the thermal entanglement in this spin system. Note fur-
thermore that the lines of threshold and frustration temperatures
may display a reentrant phenomenon though both reentrances are
antagonistic and cannot appear simultaneously. Hence, the famous
dictum that quantum correlations are gradually suppressed
through thermal fluctuations is not of general validity, because
thermal fluctuations can alternatively act against classical spin
arrangements and thus leaving more space to an emergence of the
thermal entanglement above a classical ground state.

The most interesting finding stemming from our study cer-
tainly represents an extraordinary diversity of temperature de-
pendences of the zero-field specific heat, which may show up to
three separate local maxima. The most remarkable temperature
variations of the specific heat involve a sharp low-temperature
peak extended in a very narrow temperature range, which is quite
reminiscent of a temperature-driven first-order phase transition.
However, it has been convincingly evidenced that this anomalous
peak relates to massive thermal excitations from the doubly de-
generate CAF phase to the macroscopically degenerate DCA phase

with two chiral degrees of freedom per each Heisenberg spin tri-
angle. To the best of our knowledge, the spin-1/2 Ising–Heisenberg
three-leg tube is just the second example of the exactly solved
model with such an intriguing feature in addition to a hybrid spin-
electron double-tetrahedral chain [39].

Finally, it should be also mentioned that the rigorous procedure
elaborated in the present work can be straightforwardly adapted
to account for the non-zero external magnetic field as well. Our
future work will continue in this direction.
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a b s t r a c t

The ground-state phase diagram, magnetization process and bipartite entanglement of the frustrated
spin-1/2 Ising-Heisenberg and Heisenberg triangular tube (three-leg ladder) are investigated in a non-
zero external magnetic field. The exact ground-state phase diagram of the spin-1/2 Ising-Heisenberg
tube with Heisenberg intra-rung and Ising inter-rung couplings consists of six distinct gapped phases,
which manifest themselves in a magnetization curve as intermediate plateaus at zero, one-third and
two-thirds of the saturation magnetization. Four out of six available ground states exhibit quantum
entanglement between two spins from the same triangular unit evidenced by a non-zero concurrence.
Density-matrix renormalization group calculations are used in order to construct the ground-state phase
diagram of the analogous but purely quantum spin-1/2 Heisenberg tube with Heisenberg intra- and
inter-rung couplings, which consists of four gapped and three gapless phases. The Heisenberg tube
shows a continuous change of the magnetization instead of a plateau at zero magnetization, while the
intermediate one-third and two-thirds plateaus may be present or not in the zero-temperature mag-
netization curve.
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1. Introduction

Geometrically frustrated quantum spin models represent fas-
cinating topics of current research interest emerging at the border
of condensed matter physics [1] and quantum information [2,3].
Recent interest in quantum spin models from the perspective of
quantum information and computation has been stimulated
mainly by the fact that these models provide indispensable ground
for the development and further testing of entanglement mea-
sures within realistic models of real many-body solid-state sys-
tems [2,3]. A quantum spin model is said to be geometrically
frustrated when the spins cannot simultaneously satisfy all un-
derlying pair interactions [4]. For example, any lattice built up
from elementary triangular plaquettes will be subject to a geo-
metric spin frustration provided that antiferromagnetic interac-
tions are assumed [1,5].

One-dimensional (1D) quantum spin systems deserve a special
mention among the wide class of geometrically frustrated models,
because they are basically affected by the mutual interplay be-
tween the geometric spin frustration and extraordinarily strong
quantum fluctuations. Geometrically frustrated 1D quantum spin
models display exotic quantum ground states such as the gapped

dimerized [6,7] and Haldane-like phases [8,9] with a peculiar to-
pological order, or the gapless one- or two-component Tomonaga-
Luttinger spin-liquid phases [10]. Another intriguing feature of
geometrically frustrated 1D quantum spin systems lies in the
presence of spin gap [11] and quantized plateaus in the magneti-
zation process [12–14]. The existence of fractional plateaus in the
zero-temperature magnetization curve of 1D quantum spin sys-
tems is restricted by the quantization condition ( − ) ∈p S m Zu u (p
is the period of the ground state, Su and mu are the total spin and
total magnetization of the unit cell), which is known as the Osh-
ikawa-Yamanaka-Affleck rule [15,16]. According to this rule, the
number of available plateaus can be lifted either by increasing the
total spin of the unit cell Su or by breaking the translational
symmetry (i.e. by increasing p).

Bearing this in mind, the spin-1/2 triangular tube with anti-
ferromagnetic interactions represents a valuable example of a 1D
frustrated spin model, which has large enough total spin per unit
cell ( =S 3/2u ) and is simultaneously accessible to a spontaneous
symmetry breaking. The magnetization plateaus at zero, one-third
and two-thirds of the saturation moment can accordingly occur in
the zero-temperature magnetization curve of the spin-1/2 trian-
gular tube once the period of the ground state is doubled (p¼2).
Whether or not those magnetization plateaus indeed emerge may
basically depend on the competition between the intra-triangle
and inter-triangle coupling constants [17]. For instance, the
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experimental realization of the frustrated spin-1/2 Heisenberg
triangular tube [(CuCl2tachH)3Cl]Cl2 (tach¼1,3,5-triaminocyclo-
hexane) does not show any magnetization plateau, since the inter-
triangle coupling constant is much stronger than the intra-triangle
interaction [18,19].

Another interesting aspect of the spin-1/2 Heisenberg trian-
gular tube concerns with the spin chirality. It has been demon-
strated that the geometric spin frustration may cause a spin chir-
ality order in the presence of a small magnetic field or a small
exchange anisotropy [20–22]. Quite recently, we have proposed
and exactly solved a simplified version of the spin-1/2 Ising-Hei-
senberg triangular tube with the Heisenberg intra-rung and the
Ising inter-rung coupling in the absence of an external magnetic
field [23]. In spite of a certain over-simplification, the frustrated
spin-1/2 Ising-Heisenberg tube also shows one peculiar ground
state with a high macroscopic degeneracy due to the chiral de-
grees of freedom of elementary triangular plaquettes. In addition,
one generally detects an anomalous behavior of basic thermo-
dynamic quantities (entropy, specific heat) when the spin-1/2 Is-
ing-Heisenberg tube is driven sufficiently close to a phase
boundary with the macroscopically degenerate ground state,
which is quite reminiscent of a thermally-induced first-order
phase transition [23].

In the present work, we will focus our attention to the ground-
state properties of two frustrated spin-1/2 Ising-Heisenberg and
Heisenberg triangular tubes. The former spin-1/2 Ising-Heisenberg
tube with the Ising inter-rung coupling is fully exactly tractable,
because it can be effectively mapped to a classical composite spin-
chain model by making use of the total spin of the elementary
triangular unit. By contrast, the latter spin-1/2 Heisenberg tube
with the Heisenberg inter-rung coupling can be mapped following
the same procedure to a quantum composite spin-chain model,
which can be subsequently treated by density-matrix re-
normalization group (DMRG) calculations. For both considered
models we will report the ground-state phase diagrams, magne-
tization curves and the pair correlation functions, which will be
subsequently used to quantify the bipartite quantum entangle-
ment within the relevant ground states.

The organization of this paper is as follows. The frustrated spin-
1/2 Ising-Heisenberg tube is introduced in Section 2 along with its
exact analytical treatment. Section 3 briefly describes the details of
DMRG calculations for the analogous but purely quantum spin-1/2
Heisenberg tube. The most interesting results for the ground state,
magnetization process, pair correlation functions and bipartite
entanglement are presented in Section 4. Finally, a few concluding
remarks are drawn in Section 5.

2. Ising-Heisenberg tube

Let us consider the frustrated spin-1/2 Ising-Heisenberg trian-
gular tube (three-leg ladder) schematically illustrated in Fig. 1,
which takes into account the Heisenberg intra-rung interaction,
the Ising inter-rung interaction and the effect of external magnetic
field. The XXZ Heisenberg intra-rung coupling is assigned to all
spin pairs belonging to the same triangular rung, while the Ising
inter-rung interaction is supposed between all spin pairs from
nearest-neighbor triangular rungs. It is worth noticing that the
triangular tube can be alternatively viewed as the frustrated three-
leg ladder with periodic boundary condition along the rung di-
rection, from which the terminology of both considered coupling
constants follows. The spin-1/2 Ising-Heisenberg tube is defined
by the following Hamiltonian

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑
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where ^ α
Si j, stands for the standard spin-1/2 operator, the superscript

α ∈ x y z, , denotes its respective spatial component, the subscript
=j 1, 2, 3 labels the lattice position within the i-th triangular rung

and periodic boundary conditions ≡S Si i,4 ,1, ≡+S SN j j1, 1, are imposed
(see Fig. 1). The interaction terms Jx and Jz specify the spatially an-
isotropic XXZ Heisenberg intra-rung interaction between the spin
pairs from the same triangular rung, the coupling constant J1 labels
the Ising inter-rung interaction between the spin pairs from the
nearest-neighbor triangular rungs and the field term h takes into
account the Zeeman's energy. The spin-1/2 Ising-Heisenberg trian-
gular tube defined by the Hamiltonian (1) is a natural extension of
the model introduced in our preceding work [23], which ad-
ditionally takes into account the effect of external magnetic field.

The Hamiltonian (1) of the spin-1/2 Ising-Heisenberg tube can
be alternatively rewritten in terms of the total spin of the Heisen-

berg spin triangles
→̂

= ∑
→̂

=T Si j i j1
3

, and its z-component ^ = ∑ ^
=T Si

z

j i j
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1
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, .

Using the spin identity ( ˆ ) = − ( ˆ ˆ + ˆ ˆ + ˆ ˆ )
α α α α α α α

T S S S S S S2i i i i i i i
2 3

4 ,1 ,2 ,2 ,3 ,3 ,1 , the
total Hamiltonian (1) can be recast into the form
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where the first term is a less important constant and the second

term is the sum of symmetrically defined Hamiltonians Ĥi each
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Fig. 1. A diagrammatic representation of the frustrated spin-1/2 Ising-Heisenberg
triangular tube. Thick (black) lines represent the XXZ Heisenberg intra-rung cou-
pling (Jx, Jz), while thin (blue) lines correspond to the Ising inter-rung coupling (J1).
(For interpretation of the references to color in this figure legend, the reader is
referred to the web version of this article.)
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Apparently, the total spin of the i-th Heisenberg spin triangle (rung)
and its z-component are conserved quantities with well defined
quantum numbers, because the corresponding spin operators
commute with the total Hamiltonian (1). The eigenvalues of the
Hamiltonian (3) can be accordingly expressed through the eigen-

values of the composite spin operators
→̂
Ti

2
and T̂i

z
. The basic

quantum-mechanical law for the composition of spin angular mo-
menta implies that the eigenvalues of the composite spin operators
→̂
Ti

2
and T̂i

z
are quantized according to the rules ( + )T T 1i i with

= { }T 1/2, 3/2i and = { − − + … }T T T T, 1, ,i
z

i i i , respectively. In this
regard, the Hamiltonian (3) has been put into a fully diagonal form
and its respective eigenvalues are given by

( ) ( )

= + [ ( + ) + ( + )]

+
−

+ − ( + )
( )

+ + +

+ +
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

E J T T
J

T T T T

J J
T T

h
T T

4
1 1

4 2
.

4

i i
z

i
z x

i i i i

z x
i
z

i
z

i
z

i
z

1 1 1 1

2
1

2
1

By introducing the total spin for the Heisenberg spin triangles
(rungs) one consequently obtains an exact mapping equivalence
between the Hamiltonians of the spin-1/2 Ising-Heisenberg trian-
gular tube and the classical composite spin-chain model, in which
the Ising interaction J1 determines the nearest-neighbor coupling
between z-components of the composite spins, the XXZ Heisenberg
interaction (Jx, Jz) shifts the energy corresponding to two possible
values of the composite spins =T 1/2i , 3/2, and respectively, the
external magnetic field h acts on z-component of the composite
spins Ti

z. The complete set of eigenstates of the spin-1/2 Ising-
Heisenberg tube can be obtained from Eqs. (2) and (4) after taking
into consideration all available combinations of the quantum spin
numbers Ti and Tiz for each i, from which all possible ground states
can be easily constructed by extending the lowest-energy eigenstate
(4) to the whole triangular spin tube (see the Section 4).

It is quite clear that the expectation values for the nearest-

neighbor pair correlation functions = 〈^ ^ 〉αα
α α

+C S Si j i j, , 1 and the aver-

aged magnetization = 〈^ 〉m Si j

z

, can be readily calculated once all
available ground states of the spin-1/2 Ising-Heisenberg tube are
found. These quantities gain an insight into the local spin ar-
rangement inherent to the relevant ground states, but they can be
alternatively explored for the computation of the degree of
quantum entanglement within unusual quantum ground states.
One of the most common measures of bipartite quantum en-
tanglement is the so-called entanglement of formation ( Ef ) de-
fined as [24]
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where the minimum is taken over all realizations of
ρ ψ ψ= ∑ | 〉〈 |pAB j j j j , and ρ( )S A i, is the von Neumann entropy of the
reduced density matrix ρ ψ ψ= | 〉〈 |TrA i B i i, . The expression for en-
tanglement of formation Ef reduces in the special case of the
quantum entanglement between two qubits to the following form
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which monotonically depends on the concurrence [24]

{ }λ= − [ ] ( )RC max 0; 2 Tr . 7max

Here, λmax is the largest eigenvalue of the positive Hermitian
matrix ρ σ σ ρ σ σ ρ= ( ⊗ ) *( ⊗ )R y y y y , ρ* is the complex conjugate
of the reduced density matrix ρ and sy is the relevant Pauli matrix.
Because the entanglement of formation (6) is a monotonous
function of the concurrence (7), the latter quantity can be also

used as a quantum entanglement estimator. The non-zero ele-
ments of the density matrix ρ for two spin-1/2 particles coupled
through the XXZ Heisenberg interaction are given by [25]
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whereas all other matrix elements are null. The concurrence be-
tween two spin-1/2 particles interacting via the XXZ Heisenberg
coupling then follows from the formula [25]
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As one can see, the two-qubit concurrence can be calculated from
the expectation values of two spatial components of the pair
correlation function and the magnetization, whereas it vanishes
whenever there are no quantum correlations between two spins
and becomes unity for maximally entangled spins [26].

3. Heisenberg tube

It might be quite interesting to contrast the exact results re-
ported for the spin-1/2 Ising-Heisenberg triangular tube with the
results for the analogous but fully quantum spin-1/2 Heisenberg
triangular tube, which is defined through the Hamiltonian
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The interaction terms J and J1 have similar meaning as described
previously for the spin-1/2 Ising-Heisenberg tube with the ex-
ception that they both refer to the isotropic Heisenberg couplings.
The spin-1/2 Heisenberg triangular tube belongs to a class of
frustrated ladders comprehensively studied in Ref. [17], so let us
recall just a few crucial steps of its rigorous treatment. At first, the
total Hamiltonian (10) of the spin-1/2 Heisenberg tube will be

rewritten using the total spin of the i-th rung
→̂

= ∑
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It is quite evident that one obtains a similar composite spin-chain
model as obtained previously for the spin-1/2 Ising-Heisenberg
tube [cf. Eq. (11) with Eqs. (2) and (3) considering the particular
case = =J J Jx z ], but the nearest-neighbor coupling J1 between the
composite spins is presently the isotropic Heisenberg coupling
rather than the simpler Ising coupling. Hence, it follows that the
composite spin-chain model defined through the Hamiltonian (11)
is still not in a fully diagonal form and preserves a quantum
character. However, the total spin of the i-th rung and its z-com-
ponent remain conserved quantities with well defined quantum
numbers, which allows one to get rid of a geometric spin
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frustration and to employ the state-of-the-art numerical calcula-
tions based on DMRG or QMC methods in order to obtain precise
numerical results. In addition, it turns out that the total spin of
rung is either the same or regularly alternates within all available
ground states [17], which means that the ground states of the
spin-1/2 Heisenberg tube can be obtained from the numerical si-
mulation of only three composite spin-chain models:

� the effective spin-3/2 Heisenberg chain with the overall energy

= + ( ) ( )E NJ J E N S
3
4

, , 12T
z

3/2 1
3/2

� the effective mixed spin-(1/2,3/2) Heisenberg chain with the
energy

= ( ) ( )−
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z
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� the effective spin-1/2 Heisenberg chain with the corresponding
energy
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In above, ( )⋆E N S, T
z denotes the energy of the effective Heisenberg

chain of N composite spins given by the Hamiltonian
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i i1 1 within the sector with the total spin

= ∑ =S TT
z

i
N

i
z

1 (the coupling constant is set to unity within the ef-

fective model). It is worthwhile to remark that each spin state
=T 1/2i comes with two different chiralities. The eigenvalues of

the Hamiltonian (10) are independent of these two chiralities, but
this degeneracy gives rise to an entropy k ln 2B per each rung with
the total spin =T 1/2i .

The ground-state phase diagram and magnetization process of
the spin-1/2 Heisenberg triangular tube has been previously in-
vestigated using DMRG simulations [27] for the effective chains of
60 composite spins [17]. In the present work, we have adapted the
open source software from Algorithms and Libraries for Physics
Simulations (ALPS) project [28] in order to perform DMRG simu-
lations for the larger effective chains of 120 composite spins,
which correspond to the spin-1/2 Heisenberg triangular tube of
360 spins. The DMRG simulations have been performed with 16
sweeps at the target system size, whereas the number of kept
states was raised up to 1000 during the final sweeps. The large
number of sweeps was necessary because of the choice of periodic
boundary conditions. We have found the following lowest energies
for three composite spin-chain models: ( ) = −E 120, 0 0.443201/2 ,

( ) = −−E 120, 0 0.983611/2 3/2 and ( ) = −E 120, 0 2.828323/2 , which
agree well with the numerical data reported previously. Conse-
quently, it was possible to estimate the ground-state energy of an
infinite chain with an accuracy of 10�4 using Eqs. (10)–(14)
without any extrapolation (except for special values of the field
where the magnetization jumps).

4. Results and discussion

In this section, let us proceed to a discussion of the most inter-
esting results for the frustrated spin-1/2 Ising-Heisenberg and Hei-
senberg triangular tubes in an applied external magnetic field by
assuming the particular case with the antiferromagnetic interactions.
For simplicity, our attention will be henceforth paid to the special
case of the spin-1/2 Ising-Heisenberg tube with the isotropic Hei-
senberg intra-rung interaction = =J J Jx z , the magnetic properties of
which will be later confronted with the precise numerical results for
the analogous but purely quantum spin-1/2 Heisenberg tube.

4.1. Ground-state phase diagrams

All possible ground states of the spin-1/2 Ising-Heisenberg tube
can be straightforwardly obtained from the diagonalized form of
the Hamiltonian (4) after taking into consideration all available
combinations of quantum spin numbers involved therein. By in-
spection, one finds six different ground states: the classical anti-
ferromagnetic phase (CAF)
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the mixed classical-quantum ferrimagnetic phase (MFI)
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In above, we have used the following notation for the eigenvectors
of the j-th Heisenberg spin triangle | ± 〉R1/2, j and | ± 〉L1/2, j with
the total spin = ±T 1/2j

z and two opposite (right- and left-hand)
chiralities
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The corresponding eigenenergies per elementary triangular unit
(Heisenberg spin triangle) are given by

R.C. Alécio et al. / Journal of Magnetism and Magnetic Materials 417 (2016) 294–301 297



= − +

= + −

= − −

= − −

= − −

= − ( )

E
J J

E
J J h

E
J J

E
J J h

E
J h

E
J

h

9
4

3
4

,

9
4

3
4

3
2

,

4
3
4

,

4
3
4 2

,

3
4 2

,

3
4

. 22

CAF
1

CFO
1

QAF
1

QFO
1

MFI
1

MFO
1

It is quite obvious from the eigenvectors (15)–(20) that the four
ground states CAF, QAF, MFI and MFO have a translationally-bro-
ken symmetry due to the antiferromagnetic coupling between
spins from neighboring triangular units in contrast to the other
two ground states CFO and QFO, which are translationally in-
variant. In addition, the chiral degrees of freedom of the Heisen-
berg spin triangles within the eigenstates (21) with the total spin

=T 1/2j are responsible for a macroscopic degeneracy of the
ground states QAF, QFO, MFI and MFO. The ground state QAF has
the largest residual entropy = ( + )S N k1 ln 2B due to a mutual
interplay of translationally broken symmetry and chiral degrees of
freedom, the ground state QFO has the residual entropy

=S Nk ln 2B originating solely from the chiral degrees of freedom,
while the latter two ground states MFI and MFO have the residual
entropy = ( + )S N k/2 1 ln 2B coming from the translationally bro-
ken symmetry and chiral degrees of freedom.

The ground-state phase diagram of the spin-1/2 Ising-Heisen-
berg triangular tube is depicted in Fig. 2(a). At zero magnetic field
h¼0 the antiferromagnetic phases QAF and CAF with a zero net
magnetization emerge as the only two possible ground states. The
ground state QAF of a quantum character is stable in a parameter
region with the predominant Heisenberg intra-rung interaction

<J J/ 3/41 , while the ground state CAF of a classical nature is stable
in a parameter region with the predominant Ising inter-rung in-
teraction >J J/ 3/41 . Of course, the antiferromagnetic order in-
herent to the ground states QAF or CAF breaks down when the
external magnetic field approaches its first critical value hc1, above
which another two unusual quantum ground states QFO and MFI
appear. It is evident from Fig. 2(a) that the ground state QAF turns
to the QFO phase at the critical field =h Jc1 1, while the ground state
CAF evolves into the MFI phase at the critical field = −h J J3 3 /2c1 1 .
The ground states QFO and MFI are stable at moderate values of
the magnetic field ranging up to the second critical fields

= +h J J3 /2c2 1 and 3J1, respectively, which represent a lower
boundary for a presence of the ground state MFO with a modu-
lated ferromagnetic character. Finally, all spins are forced to align
within the fully polarized ground state CF for the stronger mag-
netic fields than the saturation field = +h J J3 3 /2c3 1 .

To compare with, the ground-state phase diagram of the fully
quantum spin-1/2 Heisenberg triangular tube is shown in Fig. 2(b).
Both ground-state phase diagrams generally display several common
features especially for small enough values of the interaction ratio

<J J/ 1/21 , while they show quite distinct features mainly for larger
values of the interaction ratio >J J/ 1/21 . At low enough magnetic
fields, the ground state of the spin-1/2 Heisenberg tube can be effec-
tively described either by the spin-liquid state of the spin-1/2 Hei-
senberg chain (for <J J/ 0.6291 ), or by the spin-liquid state of the spin-
3/2 Heisenberg chain (for >J J/ 0.6291 ). In any case, both phases are
gapless and can be characterized by a continuous change of the
magnetization upon rising the magnetic field. This finding represents
quite distinct feature of the spin-1/2 Heisenberg tube, which cannot be
in principle found in the analogous spin-1/2 Ising-Heisenberg tube
regardless of a relative strength of both considered coupling constants.

However, the energy gap of the effective spin-1/2 Heisenberg
chain closes at the critical field =h J2c1 1, whereas the fully polar-
ized state of this effective model is the lowest-energy state of the
spin-1/2 Heisenberg tube unless the second critical field

= +h J J3 /2c2 1 is reached. It is quite apparent that the fully polar-
ized state of the effective spin-1/2 Heisenberg chain, as the ground
state of the spin-1/2 Heisenberg tube, exactly coincides with the
ground state QFO of the spin-1/2 Ising-Heisenberg tube given by
the eigenvector (18). Similarly, the fully polarized state of the ef-
fective mixed spin-(1/2,3/2) Heisenberg chain, which appears as

Fig. 2. (a) Ground-state phase diagram of the spin-1/2 Ising-Heisenberg tube in
−J J h J/ /1 plane, which consists of six distinct gapped phases. (b) Ground-state

phase diagram of the spin-1/2 Heisenberg tube in −J J h J/ /1 plane, which constitute
four gapped and three gapless phases. (c) A detail from the ground-state phase
diagram of the spin-1/2 Heisenberg tube, which shows a reentrant character of the
phase boundary related to the effective spin-3/2 gapless phase. Thick (thin) lines
denote first-order (second-order) phase transitions.
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another ground state of the spin-1/2 Heisenberg tube in between
the second and third critical fields = +h J J3 /2c2 1 and

= +h J J3 3 /2c3 1 , can be exactly identified with the ground state
MFO of the spin-1/2 Ising-Heisenberg tube given by the eigen-
vector (20). As a matter of fact, this eigenstate is delimited pre-
cisely by the same critical fields as reported for the ground state
MFO of the spin-1/2 Ising-Heisenberg tube. It can be thus con-
cluded that there is a perfect coincidence between the ground-
state phase diagrams of the spin-1/2 Ising-Heisenberg and Hei-
senberg tube in a parameter space <J J/ 1/21 and >h J2 1, i.e. once
the interaction ratio J J/1 is sufficiently small and the energy gap of
the effective spin-1/2 Heisenberg chain is closed by the magnetic
field.

Contrary to this, the ground-state phase diagrams of the spin-1/
2 Ising-Heisenberg and Heisenberg tube differ basically at moderate
and sufficiently strong values of the interaction ratio >J J/ 1/21 [c.f.
Fig. 2(a) with Fig. 2(c)]. In addition to three gapless ground states of
the spin-1/2 Heisenberg tube, which correspond to the effective
spin-1/2, mixed spin-(1/2,3/2) and spin-3/2 Heisenberg chains, one
novel gapful phase inherent to the intermediate one-half plateau of
the effective mixed spin-(1/2,3/2) Heisenberg chain can be found at
moderate values of h J/ and J J/1 . The intermediate one-half plateau
of the effective mixed spin-(1/2,3/2) Heisenberg chain gives rise to
the novel one-third plateau of the spin-1/2 Heisenberg tube, which
is of completely different origin than the one-third plateau origi-
nating from the fully polarized state of the effective spin-1/2 Hei-
senberg chain. It should be pointed out, moreover, that the ground
state MFI of the spin-1/2 Ising-Heisenberg tube cannot capture spin
arrangements of none of these novel quantum ground states of the
spin-1/2 Heisenberg tube.

4.2. Magnetization process

Next, let us examine zero-temperature magnetization curves of
the spin-1/2 Ising-Heisenberg and Heisenberg triangular tubes.
According to the Oshikawa-Yamanaka-Affleck rule, the spin-1/2
triangular tube may possibly exhibit intermediate magnetization
plateaus at zero, one-third and two-thirds of the saturation mag-
netization when the doubling of unit cell is taken into considera-
tion. It can be seen from Fig. 3(a) that the spin-1/2 Ising-Heisen-
berg tube exhibits all available magnetization plateaus. More
specifically, the antiferromagnetic ground states QAF and CAF are
responsible for a trivial plateau with zero net magnetization, the
ground states QFO and MFI are pertinent to the intermediate one-
third magnetization plateau and finally, the ground state MFO is
respective realization of the two-thirds magnetization plateau.
Hence, it follows that the zero, one-third and two-thirds magne-
tization plateaus are always present in the zero-temperature
magnetization curve of the spin-1/2 Ising-Heisenberg tube even
though the underlying mechanism for the plateau formation de-
pends basically on whether the interaction ratio is greater or
smaller than the speficic value =J J/ 3/41 . In the former case

<J J/ 3/41 the zero and one-third magnetization plateaus corre-
spond to the ground states QAF and QFO, while the zero and one-
third magnetization plateaus appear as a result of the ground
states CAF and MFI in the latter case with >J J/ 3/41 .

The zero-temperature magnetization process of the spin-1/2
Heisenberg triangular tube can be obtained from DMRG data for
the lowest-energy states of the three effective spin-chain models
(12)–(14) calculated separately for each sector with the total spin
ST

z. The magnetic field, at which the magnetization undergoes the
respective change of the total spin from ST

z to +S 1T
z , can be cal-

culated from the difference between the lowest-energy levels from
adjacent sectors = ( + ) − ( )= =h E N S E N S, 1 ,g

h
T
z

g
h

T
z0 0 at zero magnetic

field. Fig. 3(b) illustrates a 3D plot of the magnetization against the
relative strength of the interaction ratio J J/1 and the magnetic field

h J/ . As one can see, the magnetization continuously varies from
zero up to the saturation value upon strengthening of the mag-
netic field on assumption that the interaction ratio J J/1 is suffi-
ciently large. Under this condition, the spin-1/2 Heisenberg tube
does not display any intermediate magnetization plateau. Contrary
to this, the magnetization shows a smooth change with the rising
magnetic field only until the one-third magnetization plateau is
reached when the interaction ratio is sufficiently small <J J/ 1/21 .
The one-third plateau is subsequently followed by an abrupt
magnetization jump towards a narrower two-thirds plateau,
which ends up at the saturation field where the magnetization
jumps to its saturation value. It should be nevertheless mentioned
that the most striking magnetization curves can be detected at
moderate values of the interaction ratio < ≲J J0.5 / 0.641 , which
may involve a continuous change of the magnetization in between
the intermediate plateaus due to the presence of the gapless spin-
liquid ground states.

4.3. Bipartite entanglement

It is quite evident from the Ising character of the inter-rung
interaction assumed within the spin-1/2 Ising-Heisenberg trian-
gular tube that there is no correlation between transverse com-
ponents of two spins from neighboring triangular cells. As a result,
the spin-1/2 Ising-Heisenberg tube does not exhibit quantum
correlations between spins from distinct triangular units in con-
trast to the spins belonging to the same triangular unit, which may
display a quantum entanglement due to a quantum character of
the Heisenberg intra-rung coupling. With this background, we
have computed for all available ground states the longitudinal and
transverse components of the correlation function between two

Fig. 3. The magnetization normalized with respect to the saturation value as a
function the interaction ratio J J/1 and the magnetic field h J/ for: (a) the spin-1/2
Ising-Heisenberg tube; (b) the spin-1/2 Heisenberg tube.
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spins from the same triangular unit along with the local magne-
tization in order to determine from Eq. (9) the concurrence as a
quantum entanglement estimator. The resulting diagram for the
concurrence is plotted in Fig. 4. As it could be expected, there is no
quantum entanglement in the classical ground states CF and CAF,
while the other four ground states QAF, QFO, MFI and MFO display
quantum correlations evidenced by non-zero concurrence. Two
spatial components of the pair correlation function and local
magnetization for any two spins from the same triangular unit
equal within the ground states QAF and QFO to = = −C C 1/12xx zz

and = ±m 1/6, which implies the following value =C 1/3 of the
concurrence. Though any two spins from the same triangular cell
are quantum-mechanically entangled, the bipartite entanglement
is incomplete due to the Heisenberg intra-rung coupling with the
third spin. Quantum entanglement and frustration on clusters
with integer spins has been recently investigated showing also
distinct trends in the various ordered phases [29].

The more subtle situation can be observed within the mixed
classical-quantum ground states MFI and MFO, where the bipartite
entanglement between two spins from the same triangular unit
basically depends on a regular alternation of the classical state
↑ ↑ ↑ 〉 with the quantum state | ± 〉1/2, L or R , see the eigenvec-
tors (19) and (20). Of course, the former classical state ↑ ↑ ↑ 〉 is
consistent with the absence of quantum correlations C¼0 in ac-
cordance with =C 0xx , =C 1/4zz and =m 1/2, while the latter
quantum state | ± 〉1/2, L or R indicates the same incomplete bi-
partite entanglement C¼1/3 as reported for the ground states QAF
and QFO with regard to = = −C C 1/12xx zz and = ±m 1/6. Thus,
one may conjecture for the modulated classical-quantum ground
states MFI and MFO the mean value of the concurrence =C 1/6,
which measures the bipartite entanglement between two spins
from the same triangular unit.

The most profound difference between the spin-1/2 Ising-
Heisenberg and Heisenberg tube is that the former spin model
shows absence of quantum correlations between the spins from
distinct triangular unit cells in contrast with the latter fully
quantum spin model. To clarify this issue in a more detail, we have
calculated for the spin-1/2 Heisenberg tube using the DMRG
method two spatial components of the pair correlation function
between the spins from neighboring triangular units. The corre-

sponding results for the correlation functions = 〈^ ^ 〉+C S Sxx i j
x

i j
x

, 1, and

= 〈^ ^ 〉+C S Szz i j
z

i j
z

, 1, are plotted in Fig. 5 against the interaction ratio J J/1

and the magnetic field h J/ . As could be expected, the correlation
functions Cxx and Czz exhibit plateaus in the parameter region

corresponding to the gapful ground states, while they show a
continuous variation within the parameter space corresponding to
the gapless ground states. Apparently, the transverse correlation
Cxx between the spins from neighboring triangular units equals
zero in all gapful ground states, which excludes a possible occur-
rence of the respective bipartite entanglement.

The quantum entanglement between the spins from neigh-
boring unit cells can be accordingly found just within the gapless
ground states. Fig. 6 illustrates typical dependences of the con-
currence on the interaction ratio J J/1 and the magnetic field h J/ ,
which serve in evidence of the quantum entanglement in the
gapless ground state described by the effective spin-3/2 Heisen-
berg chain. It is quite evident from Fig. 6 that the concurrence
monotonically decreases with the magnetic field due to a gradual
degradation of quantum fluctuations and reinforcement of the
spin polarization. It should be pointed out, however, that the
concurrence vanishes well before the magnetization reaches the
full polarization. Another interesting observation is that the spins
from neighboring triangular units are not quantum-mechanically
entangled within the other gapless ground state, which corre-
spond to the effective spin-1/2 Heisenberg chain. This finding is
rather surprising with respect to stronger quantum fluctuations of
the effective spin-1/2 Heisenberg chain, which substantially sup-
press the relative strength of both spatial components Cxx and Czz
of the pair correlation function between the spins from neigh-
boring triangular units (see Fig. 5).

5. Conclusion

In summary, we have provided a detailed comparison of the
ground-state properties of the frustrated spin-1/2 Ising-Heisenberg

Fig. 4. The concurrence for two spins coupled within the spin-1/2 Ising-Heisenberg
tube through the Heisenberg intra-triangle interaction as a function of the inter-
action ratio J J/1 and the magnetic field h J/ .

Fig. 5. Both spatial components of the inter-rung pair correlation function Cxx and
Czz as a function of the interaction ratio J J/1 and the magnetic field h J/ within the
spin-1/2 Heisenberg tube.
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and Heisenberg triangular tubes in a presence of the external mag-
netic field, which differ from each other by character of the inter-
rung interaction (Ising vs. Heisenberg). All available ground states of
the spin-1/2 Ising-Heisenberg triangular tube were rigorously found
and the overall ground-state phase diagram constructed. The
ground-state phase diagram of the spin-1/2 Ising-Heisenberg tube
involves the four quantum ground states QAF, QFO, MFI and MFO in
addition to two classical ground states CAF and CF. Each couple of the
spins from one and the same triangular unit is quantum-mechani-
cally entangled within the ground states QAF and QFO, while the
quantum entanglement between the nearest-neighbor spins is only
present in each second triangular unit within the mixed classical-
quantum ground states MFI and MFO. The quantum entanglement
between the nearest-neighbor spins from the same triangular unit
cell was confirmed through the non-zero value of the concurrence
serving as a measure of bipartite entanglement.

To compare with, the ground-state phase diagram of the spin-
1/2 Heisenberg triangular tube constructed on the grounds of
DMRG calculations [17] includes in total one classical ground state,
three gapped quantum ground states and three gapless quantum
ground states. The classical ground state and two gapped quantum
ground states can be exactly identified with the three ground
states CF, QFO and MFO of the spin-1/2 Ising-Heisenberg tube.
Owing to this fact, there is a perfect coincidence between the
ground-state phase diagrams of the spin-1/2 Ising-Heisenberg and
Heisenberg tube in a parameter region <J J/ 1/21 and >h J2 1 in-
herent to those ground states. In the rest of the parameter space,
there appear substantial differences connected mainly with a
presence of gapless quantum ground states with a spin-liquid
character. Consequently, the magnetization scenario of the spin-1/
2 Heisenberg tube is much more miscellaneous in comparison
with the magnetization process of the spin-1/2 Ising-Heisenberg
tube, which always involves the zero, one-third and two-thirds
plateaus and respective magnetization jumps in between them.

The magnetization curve of the spin-1/2 Heisenberg tube never
contains just the plateau at zero magnetization, but it may contain
or not the intermediate one-third and two-thirds plateaus of dif-
ferent origin depending on the relative strength of the inter-rung
and intra-rung coupling constants. In addition, the spin-1/2 Hei-
senberg tube may exhibit bipartite entanglement evidenced by
non-zero concurrence between spins from distinct triangular unit
cells within the gapless spin-liquid ground state.
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Magnetization plateaus and enhanced magnetocaloric effect in a frustrated spin- 12 Ising-Heisenberg triangular tube2

1. Introduction

Exactly soluble quantum models are important
in several physical contexts, such as condensed
matter, quantum information and communication.
These models often produce new information on
aspects related to cooperative phenomena that would
be difficult to understand through approximate
approaches [1, 2, 3]. Despite considerable efforts,
a complete and rigorous solution for most realistic
quantum spin systems lies beyond the present stage
of human understanding.

Exactly solvable spin models are providing new
scenarios for the development and testing of new forms
of unusual physical behaviors including magnetization
plateaus, enhanced magnetocaloric effect, quantum
entanglement and non-locality effects, which have
been observed in several compounds [1, 4]. Exactly
solvable models thus enhance our capability to develop
a precise microscopic description of actual physical
properties observed in experiments [5]. Within this
context, there is a great variety of chemical compounds
retaining similar magnetic structure to a spin ladder [6]
as for instance several cuprates SrCu2O3, LaCuO2.5

[7], Cu2(C5H12N2)2Cl4 [8], (C5H12N)2CuBr4 [9],
(5IAP)2CuBr4 [10] or vanadium oxides CaV2O5 and
MgV2O5 [11].

An important feature of low-dimensional antifer-
romagnetic quantum spin systems is a respective zero-
temperature magnetization curve, which usually ex-
hibits a continuous growth as a function of the ex-
ternal magnetic field. However, under certain condi-
tions, the magnetization curve may also exhibit hori-
zontal plateaus at certain rational values of the mag-
netization. This phenomenon is quite analogous to the
quantum Hall effect, in which the electrical resistivity
exhibits plateaus as a function of the external magnetic
field. Oshikawa et al. [12] found a necessary condition
for the occurrence of fractional magnetization plateaus
in one-dimensional quantum spin models according to
which:

(Su −mu)p ∈ integer, (1)

where p is the ground-state period, Su and mu are
the total spin and the total magnetization of the unit
cell, respectively. The quantization condition (1) would
suggest that the number of available plateaus can
be increased either by the increase of the total spin
per unit cell Su or by breaking of the translational

symmetry when increasing the ground-state period p.
Note that the quantization condition (1) is necessary
but not sufficient, since not all predicted plateaus need
not be necessarily realized.

In this paper we will determine the thermody-
namic behavior of a frustrated spin- 12 Ising-Heisenberg
tube composed of triangular unit cells in a presence
of external magnetic field. In the triangular unit, the
three quantum spins are connected through the Heisen-
berg exchange coupling with XXZ symmetry. Each
spin belonging to the unit cell i is connected to all spins
of the posterior cell i+1 through an Ising-like exchange
coupling [13, 14], as shown in figure 1. The model is
analytically solved by exploring the local conservation
of the total spin on each rung and the transfer-matrix
method. We will be particularly interested in investi-
gating the possible presence of magnetization plateaus
induced by the local frustration of the antiferromag-
netic triangular unit and in identifying thermodynamic
signatures of the discontinuous quantum phase transi-
tions driven by the rising external magnetic field.

The organization of this paper is as follows. The
frustrated spin- 12 Ising-Heisenberg tube is introduced
in Sec. 2 along with its exact analytical treatment.
The most interesting results for the ground state,
magnetization process, entropy, specific heat, pair
correlation functions and magnetocaloric effect are
presented in Sec. 3. Finally, a few concluding remarks
are drawn in Sec. 4.

2. Exact solution of the Ising-Heisenberg tube

The Hamiltonian of a spin- 12 Ising-Heisenberg triangu-
lar tube in the presence of an external magnetic field
can be defined as:

H =
N∑

i=1

3∑

j=1

[
Jx

(
Sxi,jS

x
i,j+1 + Syi,jS

y
i,j+1

)
+JzS

z
i,jS

z
i,j+1

]

+ J1

N∑

i=1

( 3∑

j=1

Szi,j

)( 3∑

j=1

Szi+1,j

)
− h

N∑

i=1

3∑

j=1

Si,j , (2)

where Sαi,j (α ∈ {x, y, z}) denote spatial components

of a spin-12 operator, the subscript j labels one of
three vertices from the i-th triangular unit and the
constraints SN+1,j ≡ S1,j and Si,4 ≡ Si,1 ensure
a periodic boundary condition. The interaction
terms Jx and Jz determine the anisotropic XXZ
Heisenberg interaction within the triangular unit
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Figure 1: A diagrammatic representation of the
frustrated spin-1/2 Ising-Heisenberg triangular tube.
Thick (black) lines represent the XXZ Heisenberg
intra-rung coupling (Jx, Jz), while thin (blue) lines
correspond to the Ising inter-rung coupling (J1).

cell, the interaction term J1 represents the Ising-like
coupling between spins from neighboring unit cells
and the last term h incorporates the effect of external
magnetic field.

It is worthwhile to remark that the Hamiltonian
(2) belongs to a class of frustrated spin-ladder models
introduced in Ref. [6]. The general feature of the
spin-ladder models [6] is that their Hamiltonians can
alternatively be rewritten in terms of the total spin of
the unit cell Ti =

∑3
j=1 Si,j and its z-component T zi =∑3

j=1 S
z
i,j , which simultaneously represent conserved

quantities with well defined quantum spin numbers.
Our further focus will be therefore at diagonalization
of the Hamiltonian (2) under periodic boundary
conditions ensuring a translational invariance. A
convenient mathematical shortcut simplifying further
treatment affords the algebraic identity:

(
Tαi

)2
=

3

4
− 2
(
Sαi,1S

α
i,2 + Sαi,1S

α
i,3 + Sαi,2S

α
i,3

)
, (3)

in terms of which the Hamiltonian (2) can be rewritten
to the following form:

H = −3N

8

(
2Jx + Jz

)
+

N∑

i=1

Hi. (4)

Here, the first term represents less important constant
that simply rescales the energy and the second term
is written as a sum over the most symmetric local
Hamiltonians Hi depending on quantum spin numbers
from two consecutive unit cells:

Hi = J1T
z
i T

z
i+1 +

Jx
4

[
Ti(Ti + 1) + Ti+1(Ti+1 + 1)

]

+
Jz − Jx

4

[(
T zi

)2
+
(
T zi+1

)2]
− h

2

(
T zi + T zi+1

)
,(5)

whereas T zi = −Ti,−Ti + 1, . . . , Ti. The local
Hamiltonians obviously commute with each other, i.e.
[Hi,Hj ] = 0, by virtue of which one may employ
classical transfer-matrix method to obtain the main
thermodynamic quantities of interest. In addition,
the diagonal form of the Hamiltonian (5) can be
straightforwardly used to obtain all possible ground
states. The canonical partition function follows from
the standard procedure:

Z = Tre−βH = e
3Nβ

8 (2Jx+Jz)Tr

N∏

i=1

e−βHi

= e
3Nβ

8 (2Jx+Jz)
∑

{Ti,T zi }

N∏

i=1

T(Ti, T
z
i ;Ti+1, T

z
i+1)

= e
3Nβ

8 (2Jx+Jz)Tr(T)N , (6)

where β = 1/(kBT ), kB is Boltzmann’s constant, T is
the absolute temperature and the summation

∑
{Ti,T zi }

is carried out over all available values of quantum spin
numbers. The expression T(Ti, T

z
i ;Ti+1, T

z
i+1) can be

formally viewed as the transfer matrix given by:

T(Ti, T
z
i ;Ti+1, T

z
i+1) = 〈Ti, T zi |e−βHi |Ti+1, T

z
i+1〉 =




q3r9u9s3 q5r5u3s2 q5r5u−3s q3r9u−9 q2u5z3s2 q2r5u−3s q2r5u3s2 q2r5u−3s
q5r5u3s2 q7rus q7ru−1 q5r5u−3s−1 q4rus q4ru−1 q4rus q4ru−1

q5r5u−3s q7ru−1 q7rus−1 q5r5u3s−2 q4ru−1 q4yzs−1 q4yz−1 q4yzs−1

q3r9u−9 q5r5u−3s−1 q5r5u3s−2 q3r9u9s−3 q2r5u−3s−1 q2r5u3s−2 q2r5u−3s−1 q2r5u3s−2

q2r5u3s2 q4rus q4ru−1 q2r5u−3s−1 qrus qru−1 qrus qru−1

q2r5u−3s q4ru−1 q4rus−1 q2r5u3s−2 qru−1 qrus−1 qru−1 qrus−1

q2r5u3s2 q4rus q4ru−1 q2r5u−3s−1 qrus qru−1 qrus qru−1

q2r5u−3s q4ru−1 q4rus−1 q2r5u3s−2 qru−1 qrus−1 qru−1 qrus−1




,(7)

where q = e−
βJz
4 , r = e−

βJx
8 , s = e

βh
2 and u = e−

βJ1
4 .

In the thermodynamic limit N → ∞, the partition
function is given in terms of the largest eigenvalue

of the transfer matrix (7). All eigenvalues can be
calculated by solving the characteristic equation:

det
(
T− Iλ

)
= 0, (8)
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where I stands for eight-by-eight unity matrix. Using
standard properties of determinants [15] one may find
that four out of eight transfer-matrix eigenvalues equal
zero (λ8 = λ7 = λ6 = λ5 = 0).

The other four transfer-matrix eigenvalues are
obtained as roots of the fourth-order polynomial
equation:

λ4 +Aλ3 +Bλ2 + Cλ+D = 0, (9)

whose coefficients are respectively:

A = qru
[
q2r8u8 cosh

(3βh

2

)
+ 2(q6 + 2)

× cosh
(βh

2

)]
, (10)

B = 2q2r2
{
q2r8

(
q6 + 2

)[
u6
(
u4 − 1

)
cosh

(
2βh

)

+
(
u10 − u−6

)
cosh

(
βh
)]
− q4r16 sinh

(9βJ1
2

)

−
(
q6 + 2

)2
sinh

(βJ1
2

)}
, (11)

C = 4
(
q6 + 2

)
r11q5

{
q2r8u

[
sinh

(9βJ1
2

)

− u sinh
(

3βJ1

)
− u2 sinh

(3βJ1
2

)]
cosh

(βh
2

)

+
[
u9
(
q6 + 2

)
sinh

(βJ1
2

)
− u3 sinh

(
βJ1

)

+ u−3 sinh
(βJ1

2

)]
cosh

(3βh

2

)}
, (12)

D = 4
(
q6 + 2

)2
q8r20

{
sinh

(3βJ1
2

)[
sinh

(3βJ1
2

)

+ 2 sinh
(βJ1

2

)]
+ sinh

(9βJ1
2

)
sinh

(βJ1
2

)

− 2 sinh
(

3βJ1

)
sinh

(
βJ1

)}
. (13)

The Helmholtz free energy per unit cell is in
the thermodynamic limit N → ∞ determined by the
largest eigenvalue λmax = max{λ1, λ2, λ3, λ4}:

f = − β−1 lim
N→∞

1

N
ln Z = −

3
(

2Jx + Jz

)

8

− β−1 lnλmax. (14)

All other thermodynamic quantities such as entropy,
magnetization and specific heat can be calculated
from the Helmholtz free energy (14) by numerical
differentiation. In addition, two spatial components
of the pair correlation function between spins from the
same triangular unit are given by

CZZ11 =
1

3Z
Tr
[ 3∑

j=1

Szj,iS
z
j+1,ie

−βH
]

= −1

3

(
∂f

∂Jz

)

T

(15)

CXX11 =
1

3Z
Tr
[ 3∑

j=1

Sxj,iS
x
j+1,ie

−βH
]

=
1

3Z
Tr
[ 3∑

j=1

Syj,iS
y
j+1,ie

−βH
]

= −1

6

( ∂f
∂Jx

)
T
.(16)

while the pair correlation between spins from neighbor-
ing triangular cells is obtained from:

CZZ1,2 =
1

9Z
Tr
[ 3∑

j=1

3∑

k=1

Szj,iS
z
k,i+1e−βH

]
= −1

9

( ∂f
∂J1

)
T
.(17)

3. Results and discussion

In this section, let us proceed to a discussion of
the most interesting results for the frustrated spin- 12
Ising-Heisenberg triangular tube in an applied external
magnetic field by assuming the particular case with
the antiferromagnetic interactions. For simplicity, our
attention will be henceforth paid to the special case
of the spin- 12 Ising-Heisenberg tube with the isotropic
Heisenberg intra-rung interaction Jx = Jz = J , which
illustrates all generic features of the more general
model with the anisotropic XXZ Heisenberg coupling.

3.1. Ground-state phase diagram

All possible ground states of the spin- 12 Ising-
Heisenberg tube can be straightforwardly obtained
from the diagonalized form of the Hamiltonian (4) after
taking into consideration all available combinations
of quantum spin numbers involved therein. By
inspection, one finds six different ground states: the
classical antiferromagnetic phase (CAF)

|CAF〉 =





N/2∏

j=1

|↑↑↑〉2j−1 ⊗ |↓↓↓〉2j
N/2∏

j=1

|↓↓↓〉2j−1 ⊗ |↑↑↑〉2j
, (18)

the classical ferromagnetic phase (CFO)

|CFO〉 =
N∏

i=1

|↑↑↑〉i, (19)

the quantum antiferromagnetic phase (QAF)

|QAF〉 =





N/2∏

j=1

∣∣ 1
2 , L orR

〉
2j−1 ⊗

∣∣− 1
2 , L orR

〉
2j

N/2∏

j=1

∣∣− 1
2 , L orR

〉
2j−1 ⊗

∣∣ 1
2 , L orR

〉
2j

, (20)

the quantum ferromagnetic phase (QFO)

|QFO〉 =
N∏

j=1

∣∣∣∣
1

2
, L orR

〉

j

, (21)
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the mixed classical-quantum ferrimagnetic phase
(MFI)

|MFI〉 =





N/2∏

j=1

|↑↑↑〉2j−1 ⊗
∣∣− 1

2 , L orR
〉
2j

N/2∏

j=1

∣∣− 1
2 , L orR

〉
2j−1 ⊗ |↑↑↑〉2j

, (22)

and the mixed classical-quantum ferromagnetic phase
(MFO)

|MFO〉 =





N/2∏

j=1

|↑↑↑〉2j−1 ⊗
∣∣ 1
2 , L orR

〉
2j

N/2∏

j=1

∣∣ 1
2 , L orR

〉
2j−1 ⊗ |↑↑↑〉2j

. (23)

In above, we have used the following notation for
the eigenvectors of the j-th Heisenberg spin triangle
| ± 1/2, R〉j and | ± 1/2, L〉j with the total spin T zj =
±1/2 and two opposite (right- and left-hand) chiralities
∣∣∣∣
1

2
, R

〉

j

=
1√
3

(
|↓↑↑〉+ e

2iπ
3 |↑↓↑〉+ e

4iπ
3 |↑↑↓〉

)
j

∣∣∣∣
1

2
, L

〉

j

=
1√
3

(
|↓↑↑〉+ e

4iπ
3 |↑↓↑〉+ e

2iπ
3 |↑↑↓〉

)
j

∣∣∣∣−
1

2
, R

〉

j

=
1√
3

(
|↑↓↓〉+ e

2iπ
3 |↓↑↓〉+ e

4iπ
3 |↓↓↑〉

)
j

∣∣∣∣−
1

2
, L

〉

j

=
1√
3

(
|↑↓↓〉+ e

4iπ
3 |↓↑↓〉+ e

2iπ
3 |↓↓↑〉

)
j
.(24)

The corresponding eigenenergies per elementary trian-
gular unit (Heisenberg spin triangle) are given by

ECAF = − 9J1
4

+
3J

4
,

ECFO =
9J1
4

+
3J

4
− 3h

2
,

EQAF = − J1
4
− 3J

4
,

EQFO =
J1
4
− 3J

4
− h

2
,

EMFI = − 3J1
4
− h

2
,

EMFO =
3J1
4
− h. (25)

It is quite obvious from the eigenvectors (18)-
(23) that the four ground states CAF, QAF, MFI
and MFO have a translationally-broken symmetry
due to the antiferromagnetic coupling between spins
from neighboring triangular units in contrast to the
other two ground states CFO and QFO, which are
translationally invariant. In addition, the chiral
degrees of freedom of the Heisenberg spin triangles
within the eigenstates (24) with the total spin Tj = 1

2
are responsible for a macroscopic degeneracy of the

ground states QAF, QFO, MFI and MFO. The ground
state QAF has the largest residual entropy S = (N +
1)kB ln 2 due to a mutual interplay of translationally
broken symmetry and chiral degrees of freedom, the
ground state QFO has the residual entropy S =
NkB ln 2 originating solely from the chiral degrees of
freedom, while the latter two ground states MFI and
MFO have the residual entropy S = (N/2 + 1)kB ln 2
coming from the translationally broken symmetry and
chiral degrees of freedom.

The ground-state phase diagram of the spin- 12
Ising-Heisenberg triangular tube is depicted in Fig. 2.
At zero magnetic field h = 0 the antiferromagnetic
phases QAF and CAF with a zero net magnetization
emerge as the only two possible ground states.
The ground state QAF of a quantum character is
stable in a parameter region with the predominant
Heisenberg intra-rung interaction J1/J < 3/4, while
the ground state CAF of a classical nature is stable
in a parameter region with the predominant Ising
inter-rung interaction J1/J > 3/4. Of course, the
antiferromagnetic order inherent to the ground states
QAF or CAF breaks down when the external magnetic
field approaches its first critical value hc1, above which
another two unusual quantum ground states QFO and
MFI appear. It is evident from Fig. 2 that the
ground state QAF turns to the QFO phase at the
critical field hc1 = J1, while the ground state CAF
evolves into the MFI phase at the critical field hc1 =
3J1−3J/2. The ground states QFO and MFI are stable
at moderate values of the magnetic field ranging up to
the second critical fields hc2 = J1 + 3J/2 and 3J1,
respectively, which represent a lower boundary for a
presence of the ground state MFO with a modulated
ferromagnetic character. Finally, all spins are forced
to align within the fully polarized ground state CF for
the stronger magnetic fields than the saturation field
hc3 = 3J1 + 3J/2.

3.2. Magnetization process

Next, let us examine the temperature dependence
of the magnetization curves of the spin- 12 Ising-
Heisenberg triangular tube. According to the
Oshikawa-Yamanaka-Affleck rule [12], the spin-1/2
triangular tube may possibly display intermediate
magnetization plateaus at zero, one-third and two-
thirds of the saturation magnetization. It can be
seen from Fig. 3 that the spin- 12 Ising-Heisenberg
tube exhibits all available magnetization plateaus.
More specifically, the antiferromagnetic ground states
QAF and CAF are responsible for a trivial plateau
with zero net magnetization, the ground states QFO
and MFI are pertinent to the intermediate one-third
magnetization plateau and finally, the ground state
MFO is the respective realization of the two-thirds
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Figure 2: The ground-state phase diagram of the spin-
1/2 Ising-Heisenberg tube in J1

J - h
J plane, which

involves six distinct gapped ground states (for details
see the text).

magnetization plateau. Hence, it follows that the zero,
one-third and two-thirds magnetization plateaus are
always present in the zero-temperature magnetization
curve of the spin- 12 Ising-Heisenberg tube even though
the underlying mechanism for the plateau formation
basically depends on whether the interaction ratio is
greater or smaller than the specific value J1/J = 3/4.
In the latter case J1/J < 3/4, the zero and one-
third magnetization plateaus correspond to the ground
states QAF and QFO, while the zero and one-third
magnetization plateaus appear as a result of the ground
states CAF and MFI in the former case J1/J > 3/4.
Another interesting point to observe from Fig. 3(b) is
that all low-temperature magnetization curves coalesce
above a half of the zero-temperature magnetization
jump accompanying the field-driven transition from
CAF phase to MFI phase, because this transition
occurs from a classical two-fold degenerate phase
(CAF) to a macroscopically degenerate quantum phase
(MFI). On the other hand, the crossing point of low-
temperature magnetization curves at the field-driven
transition between the macroscopically degenerate
QAF and QFO phases takes place at a half of the
zero-temperature magnetization jump, because both
these phases have the same degree of degeneracy. The
crossing points of the low-temperature magnetization
curves at all other field-induced transitions are below
a half of the zero-temperature magnetization jump,
since the rising magnetic field generally suppresses
degeneracy.

3.3. Entropy and specific heat

To better characterize distinct degeneracies of the
ground states, we have plotted in Fig. 4 temperature
dependences of the entropy for some representative

values of the coupling ratio and magnetic field. In
Fig. 4(a) for J1/J = 0.6, thermal variations of the
entropy at two lowest values of the external magnetic
field h/J = 0.0 and 0.5 correspond to the QAF ground
state with the residual entropy S = NkB ln 2. The
third lowest magnetic field h/J = 1.5 leads to the QFO
ground state with the same residual entropy. On the
contrary, two higher magnetic fields h/J = 2.5 and 3.2
support the MFO ground state with a lower residual
entropy S = (1/2)NkB ln 2. Finally, the largest
value of the magnetic field h/J = 4.0 corresponds to
the non-degenerate CFO ground state. In Fig. 4(b)
for J1/J = 0.8, one detects a distinct sequence of
discontinuous field-driven phase transitions. At zero
and low magnetic field h/J = 0.0 and 0.5 one finds
the non-degenerate CAF ground state without the
residual entropy. The ground states MFI and MFO
emerging at moderate values of the magnetic field have
a quantum character with the same residual entropy
S = (1/2)NkB ln 2. At sufficiently high magnetic
fields, one reaches the CFO ground state with a non-
degenerate character.

Let us turn our attention to typical temperature
dependences of the specific heat as displayed in Fig. 5
for a few selected values of the magnetic field. In
Fig. 5(a) we have depicted the specific heat for the
particular case with J1/J = 0.6 for which the zero-
field ground state is the highly degenerate QAF phase.
In this case, the specific heat exhibits a round and
quite wide maximum due to thermal excitations from
the highly degenerate ground state to less degenerate
excited states. At zero magnetic field, the second
round maximum is also visible at lower temperatures
owing to a relatively small energy gap between the
QAF and QFO states. Consequently, this second
Schottky-type peak moves towards lower temperatures
as the magnetic field strengthens, because a quantum
phase transition between the QAF and QFO phases
is gradually approached. Above the zero-temperature
phase transition, the low-temperature peak is reduced
in height as the QFO state has a lower degeneracy than
the QAF state. For moderate values of the magnetic
field the low-temperature peak is superimposed on the
main round maximum as for instance for the specific
case with h/J = 1.5 in Fig. 5(a). Notice that the
development of double-peak specific-heat curves always
signals approaching of a discontinuous quantum phase
transition. The specific heat exhibits qualitatively the
same thermal behavior also for another particular case
with J1/J = 0.8 as illustrated in Fig. 5(b). There is
just one strikingly distinct feature, namely, the low-
temperature peak of the specific heat may exhibit a
remarkable height at low values of the magnetic field.
An extremely high Schottky-type maximum can be
attributed to a vigorous thermal excitations from a less
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QAF→ QFO→ MFO→ CFO

CAF→ MFI→ MFO→ CFO

Figure 3: The magnetization normalized with respect
to its saturation value against the magnetic field h/J
for a few different temperatures and two representative
values of the interaction ratio: (a) J1/J = 0.6; (b)
J1/J = 0.8. The intermediate 1/3- and 2/3-plateaus
appear in both kinds of the magnetization curves
irrespective of a specific sequence of the field-driven
phase transitions.

degenerate ground state towards a highly degenerate
excited state.

3.4. Correlation functions

To gain an overall insight into a character of spin
arrangements emerging within the individual ground
states, let us explore in detail the temperature
dependence of some relevant pair correlation functions.
It is quite evident from the Ising character of the
inter-rung interaction that there is no correlation
between transverse components of two spins from
neighboring triangular cells of the spin- 12 Ising-
Heisenberg triangular tube. As a result, the spin-
1
2 Ising-Heisenberg tube does not exhibit quantum

Figure 4: Thermal dependences of the entropy per spin
for some representative values of the magnetic field
and two different values of the interaction ratio: (a)
J1/J = 0.6; (b) J1J = 0.8. Notice that the QAF and
QFO phases have the residual entropy S/NkB = ln 2,
while the MFI and MFO phases have smaller residual
entropy S/NkB = (1/2) ln 2. Both CAF and CFO
phases are without macroscopic degeneracy.

correlations between spins from distinct triangular
units in contrast to the spins from the same triangular
unit, which may become entangled due to the quantum
character of the Heisenberg intra-rung coupling. With
this background, we have computed longitudinal (Czz)
and transverse (Cxx) components of the correlation
function between two spins from the same triangular
unit for all available ground states, see Figs. 6 and 7.
These pair correlation functions are plotted against the
external magnetic field for a few different temperatures
and two values of the interaction ratio used in our
previous analysis (J1J = 0.6 and J1J = 0.8).

The transverse correlation function shows for
J1/J = 0.6 [Fig. 6(a)] a single intermediate plateau
corresponding to the MFO ground state. Both QAF
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Figure 5: Thermal dependence of the specific heat per
spin for some representative values of the magnetic
field and two different values of the interaction ratio:
(a) J1J = 0.6; (b) J1J = 0.8. The presence of a
low-temperature peak signals vicinity of a field-driven
quantum phase transition. The intensity of the low-
temperature peak brings information about a relative
degeneracy between the ground state and low-lying
excited states.

and QFO phases have the same degree of transverse
correlation, while the transverse components of spins
are completely uncorrelated within the CFO phase.
The negative sign of the transverse correlations
reflects the antiferromagnetic character of the intra-
rung coupling. However, this correlation is not
fully saturated due to a topological frustration of
a triangular unit caused by the antiferromagnetic
interactions. The transverse correlation for J1/J =
0.8 [Fig. 6(b)] also exhibits a single intermediate
plateau at zero temperature corresponding to the MFI
and MFO phases. Contrary to this, there is no
transverse correlation in the CAF and CFO ground
states. Thermal excitations have diverse impact upon
the transverse correlations in these two special cases.

In the former case J1/J = 0.6, the low-energy thermal
excitations just make an abrupt jump between the
distinct plateaus smoother. On the contrary, two
new features emerge in the latter case J1/J = 0.8.
First, strong transverse correlations can be thermally
induced above the classical CAF ground state on
account of thermal excitations from the classical to
quantum states. Second, the field-induced quantum
phase transition between the MFI and MFO ground
states is manifested by a pronounced bump in the
transverse correlation, which can be observed just at
non-zero temperatures while it is completely absent at
zero temperature.

The longitudinal correlation function shown in
Fig. 7 also displays some features that deserve to be
closely analyzed. First, the longitudinal correlation
is fully saturated only within the classical ground
states CAF and CFO. Both QAF and QFO phases
possess negative (antiferromagnetic) but unsaturated
longitudinal correlation at zero temperature, while
both MFI and MFO phases have the same degree
of positive (ferromagnetic) longitudinal correlation.
Thermal excitations from the classical CAF ground
state may populate excited states of quantum character
and hence, they are able to promote a sign reversal of
the longitudinal correlation as illustrated in the low-
field regime of Fig. 7(b).

3.5. Adiabatic demagnetization

It is well known that several frustrated spin systems
may exhibit an enhanced magnetocaloric effect dur-
ing the adiabatic demagnetization, which might be of
practical importance for low-temperature magnetic re-
frigeration [16]. Owing to this fact, let us also in-
vestigate the adiabatic demagnetization of the spin-
1
2 Ising-Heisenberg triangular tube under adiabatic
(iso-entropic) conditions. Fig. 8 illustrates typical
iso-entropic curves in the temperature versus mag-
netic field parameter space for two different mag-
netization scenarios discussed previously. The se-
quence of three field-induced quantum phase tran-
sitions CFO→MFO→QFO→QAF upon adiabatic re-
moval of the magnetic field is reflected in the relevant
temperature changes shown in Fig. 8(a). The other
particular case shown in Fig. 8(b) reflects the another
possible sequence of three field-induced quantum phase
transitions CFO→MFO→MFI→CAF. In both cases,
the most pronounced changes of temperature can be
observed in a close vicinity of the critical fields due
to non-zero value of the residual entropy. It could be
thus concluded that an enhanced magnetocaloric effect
is achieved provided that the entropy is set sufficiently
close to one of its ground-state residual values.
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Figure 6: The transverse correlation function Cxx as
a function of the magnetic field for a few different
temperatures and two selected values of the interaction
ratio: (a) J1/J = 0.6; (b) J1/J = 0.8. A single
intermediate plateau in Fig. 6(a) corresponds at zero
temperature to the MFO ground state, while a single
intermediate plateau in Fig. 6(b) incorporates at zero
temperature both MFI and MFO ground states.

4. Conclusion

In the present work, we have investigated the mag-
netization process and thermodynamic behavior of
the frustrated spin- 12 Ising-Heisenberg triangular tube.
The model was exactly solved through the transfer-
matrix method by taking advantage of the local con-
servation law for the total spin on the Heisenberg trian-
gular plaquettes. This procedure enabled us to obtain
exact results for some basic thermodynamic quantities
including the magnetization, entropy, specific heat and
pair correlation functions.

It has been shown that the low-temperature
magnetization curves display intermediate plateaus
at zero, one-third and two-thirds of the saturation
magnetization, which signal discontinuous quantum

Figure 7: The longitudinal correlation function Czz
as a function of the magnetic field for a few different
temperatures and two selected values of the interaction
ratio: (a) J1/J = 0.6; (b) J1/J = 0.8. A single
intermediate plateau in Fig. 7(a) corresponds at zero
temperature to the MFO ground state, while a single
intermediate plateau in Fig. 7(b) incorporates at zero
temperature both MFI and MFO ground states.

phase transitions promoted by the external magnetic
field. At the critical fields, the investigated system
has a macroscopic residual entropy. We have also
computed typical adiabatic changes of temperature
achieved upon lowering of the external magnetic field,
which imply an enhanced magnetocaloric effect near
all field-driven quantum phase transitions. Further, it
has been demonstrated that the specific heat exhibits
diverse thermal dependences, which may include an
anomalous low-temperature peak due to a large
relative difference between the ground-state and first-
excited-state degeneracies.
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Figure 8: Iso-entropic changes of temperature in
response to variation of the external magnetic field for
two different values of the interaction ratio: (a) J1

J

= 0.6; (b) J1
J = 0.8. The enhanced magnetocaloric

effect, i.e. large slope of the iso-entropic curves, is
achieved at low temperatures when the entropy is
selected sufficiently close to one of its residual values.
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the afforded hospitality. J.S. acknowledges financial
support of Ministry of Education of Slovak Republic
provided under the VEGA grant No. 1/0043/16 and
by the grant of the Slovak Research and Development
Agency under the contract No. APVV-14-0073.

References

[1] Pathak A 2013 Elements of Quantum Computa-
tion and Quantum Communication (CRC Press)

ISBN 9781466517929

[2] Lacroix C, Mendels P and Mila F 2011 Introduc-
tion to Frustrated Magnetism (Berlin: Springer-
Verlag Berlin Heidelberg)

[3] Baake M and Grimm U 1995 Perspectives on
Solvable Models (Singapore: World Scientific
Publishing Co Pte Ltd)

[4] Amico L, Osterloh A, Plastina F, Fazio R and
Massimo Palma G 2004 Physical Review A 69
022304 (Preprint quant-ph/0307048)
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