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RESUMO

Esta tese é dedicada ao estudo analitico e numérico do emaranhamento quantico e nao-
localidade em modelos de tubos de spin quanticos fortemente correlacionados, em conexao
com diversas propriedades termodinamicas e processos de magnetizacao. Mais especifica-
mente, o estudo se alicerca na analise do comportamento dessas grandezas fisicas dentro
de uma rede de spin particular que inclui interacoes competitivas e flutuagoes quanticas
conhecida como escada de spins (sistema entre uma e duas dimensdes) de trés pernas ou
tubo de spin triangular, devido as condicoes de contorno periddicas impostas aos trés spins
que formam os degraus Heisenberg desta rede. Em sistemas com essa estrutura, formam-
se platds de magnetizacao devido & competicao imposta pela frustracao geométrica que a
rede impoe aos spins € o campo externo aplicado. Tal competicao é o mecanismo que de-
fine a orientagao dos dominios magnéticos que a rede ird apresentar, que dentro de regioes
especificas do espago de parametros da rede criam regioes onde ha resposta descontinua
da magnetizacao local a variacoes do campo externo. Tais regioes sao conhecidas como
platds de magnetizacao. O tubo de spin—% de Ising-Heisenberg consiste num tubo de spin—%
formado por células unitarias triangulares com 3 spins interligados por acoplamentos, en-
tre os primeiros vizinhos, de Heisenberg. Entretanto os pares de spins primeiros vizinhos
pertencentes a células diferentes tém interacao intermediada através de ligagoes cléssi-
cas tipo Ising. Utilizou-se um procedimento analitico exato, conhecido como técnica da
matriz de transferéncia, que possibilitou obter as solugoes analiticas para diversas propri-
edades termodinamicas do modelo, entre as quais magnetizacao, calor especifico e perfis
de magnetizacao. Estas foram avaliadas em fungao da temperatura, campo magnético
externo e acoplamentos relevantes. Entretanto, se fez necessério aplicar uma metodologia
diferente para se obter medidas termodinamicas para o outro modelo proposto nesta tese:
o tubo de spin—% de Heisenberg, que consiste num tubo de spin—% com estrutura seme-
lhante ao anterior, exceto que os pares de spins primeiros vizinhos pertencentes a células
diferentes tem sua interacao intermediada através de ligacdes quanticas tipo Heisenberg.
Neste caso utilizou-se um procedimento numérico do método do grupo de renormaliza-
¢ao da matriz densidade quéantica, conhecido como DMRG devido a sua denominacao
na lingua inglesa, sendo providencial para se obter os diagramas de estado fundamental,
processos de magnetizacao, e emaranhamento quantico do tubos triangular de Heisenberg
em funcao do campo magnético externo e acoplamentos relevantes. Nos dois modelos, as
curvas de magnetizagao exibem saltos descontinuos da magnetizagao e platds intermedia-
rios devido a transicoes de fase descontinuas induzidas pela aplicacao do campo externo.
Estas transicoes também se refletem no comportamento exotico de algumas quantidades
termodinamicas destes modelos, tais como, a presenca de um pico pronunciado de baixa
temperatura na curva do calor especifico e um efeito magnetocalorico ressaltado.

Palavras-chave: 1. Spin tube. 2. Frustaciao geométrica. 3. Platés de magnetizacao. 4.

Efeito magnetocaldrico. 5. Emaranhamento quantico. 6. Nao-localidade.
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ABSTRACT

This thesis is dedicated to the analytical and numerical study of quantum entangle-
ment and nonlocality in strongly correlated quantum spin tube models in connection
with various thermodynamic properties and magnetization processes. More specifically,
the study builds on the analysis of the behavior of these physical quantities within a par-
ticular spinning network that includes competitive interactions and quantum fluctuations
known as a three-leg spins ladder or triangular spin tube, due to the periodic boundary
conditions imposed on the three spins that form the Heisenberg steps of this network. In
systems with this structure described above, magnetization plateaus are formed due to
the competition imposed by the geometric frustration that the network imposes on the
spins and the applied external field. Such competition is the mechanism that defines the
orientation of the magnetic domains that the network will present, which within specific
regions of the network parameters space create regions where there is a discontinuous
response of local magnetization to external field variations, such regions are known as
magnetization plateaus. To evaluate the frustrated spin—% Ising-Heisenberg triangular
tube consisting of a spin tube formed by triangular unit cells with 3 spins—% interconnec-
ted by Heisenberg couplings between neighboring first spins and the pairs of neighboring
first spins belonging to the different cells have their interaction intermediated through
classical Ising couplings, an exact analytical procedure, known as a transfer-matrix tech-
nique, was used to obtain the analytical solutions for various thermodynamic properties
of the model, including magnetization, specific heat and magnetization profiles. These
quantities were evaluated as a function of temperature, external magnetic field and the
relevant couplings. However, it was necessary to apply a different methodology to obtain
thermodynamic measurements for the other model proposed in this thesis: the frustrated
spin—% Heisenberg triangular tube, which consists of a spin tube with similar structure
to the previous one, except that the pairs of the first neighboring spins belonging to the
different cells interact through Heisenberg-type quantum connections. In this case, a nu-
merical procedure known as the quantum density matrix renormalization group method,
known as DMRG, is used to obtain the ground state diagrams, magnetization processes,
and bipartite quantum entanglement of the Heisenberg triangular tubes as a function of
the external magnetic field and the relevant couplings. In both models, the magneti-
zation curves exhibit discontinuous magnetization jumps and intermediate plateaus due
to discontinuous phase transitions induced by the external field, These transitions are
also reflected in the exotic behavior of some thermodynamic quantities of the models,
such as the presence of a striking low temperature peak for the specific heat curve and a
highlighted magnetocaloric effect.

Keywords: 1. Spin tube. 2. Geometric frustration. 3. Magnetization plateau. 4.
Magnetocaloric effect. 5. Quantum entanglement. 6. Nonlocality.
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Capitulo

INTRODUCAO

1.1 Sistemas Magnéticos de Spin - Histoérico

Pierre Weiss foi o pioneiro em tentar explicar qualitativamente a magnetizacao es-
pontanea em materiais ferromagnéticos [2]. Na teoria do campo molecular de Weiss,
imaginava-se que os momentos magnéticos interagiam no interior de alguns compostos
ferromagnéticos através de uma energia de interacao tipo dipolo-dipolo. Mas essa supo-
sicao do termo de energia ser dipolar nao é capaz de explicar os altos valores da tem-
peratura critica, onde surge uma quebra espontanea de simetria do sistema (transigao
ferromagnética-paramagnética).

Atualmente, sabe-se que em compostos magnéticos a interagao dipolar certamente
possui sua parcela de importancia, porém, por ser extremamente fraca, ela sozinha nao
¢ capaz de explicar as propriedades magnéticas intensas de sistemas magnéticos. Por
outro lado, compostos organicos apresentam baixos valores de suas temperaturas criticas,
tornando a interacao dipolar indispensavel para caracterizar as propriedades magnéticas
em compostos organicos.

Embora a teoria de Weiss seja capaz de reproduzir, qualitativamente, diversas proprie-
dades magnéticas dos materiais ferromagnéticos, tais como: MnSb, CrBrs, CrOs, CrTe,
FEuO, EuS e varios outros componentes quimicos ferromagnéticos [3, 4], tal estudo, como
dito anteriomente, possui algumas inconsisténcias em sua precisao quantitativa. Tais
inconsisténcias se devem ao conjunto de principios introduzidos para o comportamento
qualitativo descrito por Wiess nao se fundamentarem nos principios propostos pela me-

canica quantica para as interacoes eletromagnéticas na matéria, pois seus trabalhos sao
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anteriores a teoria de Niels Bohr para o modelo atdémico.

Deste modo, a precisao quantitativa de sistemas magnéticos decorreu dos primeiros
modelos que tentavam descrever, através da teoria quantica, as interacoes eletromagné-
ticas dos constituintes da matéria, interacoes estas mediadas pelos fétons e por uma das
caracteristicas instrinsecas dos elétrons, conhecida como o spin, juntamente com anélises
experimentais mais aprimoradas [5]. Os spins dos elétrons das camadas eletonicas d e f
(quando estas estao com vacancias) podem ser arranjados e se orientar das mais diver-
sas formas e apresentar comportamentos distintos como paramagnetismo, diamagnetismo,
ferromagnetismo e antiferromagnetismo [4]. Esses dois tltimos tipos de comportamentos
magnéticos se destroem em alta temperatura por efeito do aumento da agitacao térmica,
que desordena os dominios magnéticos do material.

As primeiras propostas quantitativas de modelos magnéticos de spin em redes para se
estudar as propriedades magnéticas dos materias se referem aos trabalhos de W. Lenz [6]
e de seu orientando E. Ising [7], os quais introduziram e resolveram exatamente o modelo
unidimensional do modelo estatistico originalmente criado para servir como uma descri¢ao
teorica de uma transicao de fase magnética de materiais ferromagnéticos. Dentre os diver-
sos modelos magnéticos, o modelo de Ising representa o mais simples e, a0 mesmo tempo,
o mais frequente modelo de estudo de fenomenos cooperativos em mecanica estastistica
8]

O modelo de Ising pode ser usado para descrever os mais diversos sistemas fisicos
com variaveis binarias, como o gas de rede e a liga binaria [9]. Em 1952, Yang e Lee
[10] usaram o termo gas de rede para descrever um modelo em que M atomos podem
ocupar aleatoriamente os N > M sitios. A cada par de sitios vizinhos ocupados dé-se
uma energia F = Fj; se num par vizinho faltar pelo menos um atomo tem-se £ = 0. A
interacao tem a forma: —JS;(S;11 + S;_1), sendo S; a representagao da varidvel binaria
de Ising: 0 na auséncia de atomo ou 1 na presenca de atomo. Hidrogénio adsorvido em
uma superficie de ferro é um sistema que pode ser descrito por esse tipo de aproximacao.

Ja a liga binaria consiste em dois tipos de atomos ocupando, aleatoriamente, os sitios
de uma rede. Dependendo se os vizinhos sdo do mesmo tipo (mesmo atomo) ou nao, se
atribui energia diferente ao par. Neste caso, a variavel binaria de Ising, S;, representa: 1
para o atomo tipo 1, enquanto S; = 0 representa o outro tipo. O sistema prototipo pode

ser uma liga cobre-zinco |9).
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Todavia a solugao exata proposta por Ising, em 1925, refuta a existéncia de uma
transicao de fase a temperatura finita na cadeia linear de Ising de spin—%. Sabe-se que
a mesma conclusao foi erroneamente admitida para os modelos de dimensao maiores,
2D e 3D [7]. Esta conjectura incorreta suprimiu, significativamente, outras propostas
teoricas mais aprofundadas do modelo criado por Ising durante as duas décadas seguintes,
tornando-se um topico de pesquisas de baixo interesse e abriu espaco para a modelagem
matricial da interacao dos spins, que apesar de ser mais complexa, tornou-se mais atrativa
a epoca, ficando conhecidas como redes de spin de Heisenberg, propostas por Werner
Heisenberg [11]| e Paul Dirac [12].

Quase uma década depois, surgiu um novo artigo proposto por Bragg e Williams [13]
no qual foi analisado o modelo de Ising utilizando uma aproximacao de campo-médio.

Eles se inspiraram num trabalho anterior de Gorsky [14]. Na aproximagdo de Bragg

e Williams, a magnetizacao tende a zero de forma continua, decaindo de acordo com

1

5 (expoente critico). Este

uma, lei de poténcia com a temperatura com um expoente
comportamento da magnetizacao do modelo de Ising, decaimento continuo para zero com
uma lei poténcias e o correspondente expoente critico, € uma manifestacao genérica de
transigao de fase (ferromagnética-paramagnética) de segunda ordem, ou continua.

Todos os sistemas/modelos cujo pardmetro de ordem apresenta o mesmo compor-
tamento critico, no sentido do parametro de ordem ir a zero com um lei de poténcias
caracterizada por um mesmo expoente, se diz estarem na mesma classe de universalidade.

Claramente a aproximacao é exata apenas num limite d — oo, sendo d a dimensao
do modelo. Uma séria critica a essa aproximacgao surge do fato dela ser independente da
dimensao d assumida, ocasionando assim uma transicao de fase no modelo de Ising para
uma temperatura finita 7" para qualquer dimensao d, algo que ¢ claramente contraditorio
com a solugao exata do modelo de Ising em uma dimensao.

No ano de 1931, Hans Bethe publicou um famoso artigo intitulado: "Zur Theorie der
Metalle. I. Eigenwerte und Eigenfunktionen der linearen Atomkette” [15, 16] descrevendo
a técnica do "Bethe ansatz” que foi construida para se encontrar o estado fundamental
exato do modelo antiferromagnético quantico proposto por Heisenberg [11], para o caso
unidimensional.

Em adicao a essa técnica para solucao de novos modelos de spin em redes, Bethe

publicou outro artigo [15] expondo um aperfeicoamento no modelo proposto por Bragg e
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Williams que leva em consideracao uma interacao mais efetiva entre primeiros vizinhos.
Observou-se que esta aproximacao é de fato analiticamente exata para modelos unidimen-
sionais. Contudo nao prediz transicao de fase para temperaturas finitas nao-nulas quando
aplicada para modelos bidimensionais ou de dimensoes superiores, mas o modelo proposto
por Bethe chega a predizer processos de magnetizacao espontanea.

Em 1936, Peierls [17| publicou um artigo no qual defendeu uma nova abordagem
fenomenologica que sustentava, ao contrario do que ocorre no caso unidimensional, a
possibilidade do modelo de Ising bidimensional e tridimensional poder exibir magnetizacao
espontanea em baixas temperaturas, sendo o primeiro a demonstrar que o modelo de Ising
em duas dimensoes apresenta transicao de fase em temperatura nao nula. Ou seja, a ordem
de longo alcance que em uma cadeia linear de spins s6 era possivel em temperatura nula
persistia mesmo aumentando-se, levemente, a temperatura até uma dada temperatura
critica, acima da qual a ordem do sistema era destruida. A partir desse momento, o
modelo criou certa euforia nos cientistas da época, pois agora ele dava esperancas de
descrever uma transi¢ao de fase magnética.

Anos depois, Krames e Wannier [18], encontraram a temperatura de transicao 7, para
o modelo de Ising numa rede quadrada. Neste mesmo ano, o fenémeno do antiferromag-
netismo foi previsto por L. Néel [19]. De uma maneira minimalista, as estruturas magné-
ticas antiferromagnéticas podem ser considerados como subdivididos em duas sub-redes
equivalentes que se interpenetram, de maneira que cada uma delas possua um momento
magnético médio nao-nulo, mas possuindo orientagoes individuais opostas e com magni-
tudes que se cancelam exatamente, sendo 0 momento magnético da rede nulo em qualquer
temperatura.

Tal definicao torna-se verdadeira apenas abaixo de uma certa temperatura, denomi-
nada temperatura de Néel. Acima da temperatura critica, onde os efeitos da agitacao
térmica predominam, nem compostos ferromagnetos nem compostos antiferromagnetos
apresentaram magnetizacao espontanea, passando estes a comportar-se como materiais
paramagnéticos [4]. Esse comportamento é reflexo do efeito da competigao entre as in-
teragoes quanticas entre os dominios magnéticos microscopicos da matéria e a agitacao
térmica. Essa esséncia puramente quantica que da origem a magnetizacao espontanea
abaixo de uma certa temperatura critica, que é consequéncia das competicoes entre as

restricoes impostas na fungao de onda pelo Principio de Exclusao de Pauli e a repulsao
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coulombiana [4].

Através do principio de exclusao de Pauli, a funcao de onda total para sistemas fermi-
onicos, a qual depende das coordenadas espaciais e de spin que definem o sistema, deve
ser anti-simétrica. Portanto, definindo a simetria de uma das partes, espacial ou de spin,
a outra fica imediatamente determinada. De acordo com a simetria da parte espacial da
funcao de onda fermionica, os elétrons podem ficar mais distantes ou mais proximos. A
energia potencial repulsiva coulombiana ird variar de acordo com a orientagao relativa
entre os spins dos pares de elétrons, assim sendo, os elétrons irao utilizar esse grau de
liberdade adicional, devido a seus spins, para minimizar a interacao coulombiana entre
eles se acoplando aos pares, antiparalelos ou paralelos.

Apesar disso, o estudo dos modelos magnéticos de spin em redes teve seu apice quando
Onsager descobriu a solugao exata do modelo de Ising em 2D na rede de spins retangular
[20]. Um adendo curioso sobre o assunto ¢ um fato que ocorreu apos a Segunda Guerra
Mundial: Hendrik Casimir escreveu uma carta a Wolfgang Pauli, expressando sua preo-
cupagao por estar tanto tempo afastado, durante os anos de guerra, do meio académico e
dos ultimos avangos da fisica teodrica de paises aliados. Pauli em sua carta resposta disse
que "nada muito de interesse aconteceu, exceto a solucao exato de Onsager do modelo de
Ising em duas dimensoes"|8].

Antes de solugao exata do Onsager, nao era um consenso académico se o formalismo
estabelecido pela mecanica estatistica podia ou nao lidar com transicoes de fase. A solucao
estabelecida mostra sem dividas que as transi¢coes de fase aparecem como singularidades
nas fun¢oes termodinamicas e essas fungoes nao precisam ter descontinuidades simples
como foi postulado por Ehrenfest antes [21]. Nas quatro décadas seguintes, muitos resul-
tados exatos foram derivados, o mais notéavel deles ¢ o teorema de Mermin-Wagner [22].
Esse teorema demonstra que as flutuagoes de longo alcance podem ser criadas com pouco
custo de energia e uma vez que aumentam a entropia, sao favorecidas.

Outro ponto importante no estudo de sistemas magnéticos de spin com baixa dimen-
sionalidade é que a curva de magnetizacao do modelo antiferromagnético nem sempre
apresenta um continuo crescimento, partindo do valor de saturacao nulo, com o aumento
do campo magnético externo.

Em certos sistemas, a curva exibe platds em certos valores racionais da magnetizacao

por sitio m. O fenéomeno é andlogo ao efeito de Hall quantico no qual a resistividade elé-
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trica exibe platés como fung¢oes do campo externo magnético. Osgikawa e colaboradores
[23]| encontraram uma condigdo para a ocorréncia dos platos de magnetizagdo em mode-
los quase unidimensionais pela generalizacao do exemplar "de Land surface model"|[24],
quando incluido o campo externo magnético. Para um sistema de spins qualquer, a con-

dicao de quantizacao pode ser escrita como:

(Su—mu)peZ (1.1)

onde p é o periodo do estado fundamental, S, e m, sao o spin total e a magnetizacao
total da célula unitaria. De acordo com essa regra, o nimero de platoés disponiveis pode
ser aumentado tanto pelo aumento do spin total na célula unitaria S, quanto pela quebra
da simétria de translacao, pelo aumento de p. A condicao de quantizacdo é necessaria
mas nao suficiente, pois nem todos os platos previstos sao obtidos em geral.

Quarenta anos atras, pesquisas em sistemas magnéticos de baixa dimensao voltaram
a receber muita atencao, depois da descoberta dos supercondutores de alta temperatura
[25], cuja descrigao teodrica completa ainda representa um campo em aberto na fisica. A
saida torna-se partir para a busca empirica por sistemas de spins que exibem o com-
portamento de supercondutividade em alta temperatura, j& que nao existe uma teoria
completa para este fendmeno. Os Cupratos sao compostos que podem exibir o fen6meno
da supercondutividade de alta temperatura. Nesses compostos quimicos, a dinamica dos
portadores de carga é proeminente nos planos CuQOsy. A liga Lay_,(Sr, Ba),CuO4 é um
exemplo de supercondutor formado por planos CuO; [25].

Até hoje, o estudo de modelos quanticos e/ou classicos de spin, continua sendo objeto
de interesse de diversos pesquisadores, sobretudo devido a sua grande capacidade para

predizer e reproduzir resultados experimentais nos mais diversos sistemas fisicos.

1.2 Motivacoes Tecnolégicas

Modelos quanticos exatamente soliveis sao importantes na fisica da matéria conden-
sada e no estudo da comunicacao e informagao quantica, uma vez que produzem, fre-
quentemente, novas informacoes em aspectos relacionados a fendmenos cooperativos que

seriam dificeis de serem compreendidos através de outras abordagens [26, 27, 28]. Apesar
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dos esforcos consideraveis, uma solucao completa e rigorosa para a maioria dos siste-
mas realisticos de spin quanticos encontra-se além do presente estagio do atual avango
cientifico.

Como mencionado anteriormente, um dos pontos cruciais na utilizacao de modelos
exatamente soliveis de spins quanticos reside no campo de informacao e computacao
quantica, onde os modelos tém fornecido um novo cenario para o desenvolvimento e teste
de novas formas de caracterizar emaranhamento quanticos e a nao-localidade dos graus
de liberdade e estados que compbem os sistemas fisicos reais [29]. As medidas de emara-
nhamento quantico que podem ser obtidas através de alguma propriedade termodinamica
oferecem uma possibilidade intrigante para testes experimentais [30].

A presenga dos materiais magnéticos em nossas vidas é observada desde os pequenos
imas dos fones de ouvido até a memoria de HD do computador. Devido & grande demanda
comercial por novo materias magnéticos ocorre a impulsao das pesquisas de transicoes de
fase em sistemas magnéticos reais. Diversos materias magnéticos reais foram se apresen-
tando como candidatos razoaveis para serem mapeados analiticamente por modelos de
spins em redes finitas, inclusive por sistemas matematematicamente simples [27], como
o modelo de Ising, onde os momentos magnéticos possuem uma direcao preferéncia de
ordenamento|11]. Contudo materias magnéticos reais, em sua maioria, sdo extremamente
frustrados pelos diversos tipos de interacoes presentes entre os spins que formam sua
estrutura quimica basica [4].

A frustracdo geométrica é uma caracteristica que impede, por exemplo, a formacao
"perfeita” de um cristal, quando se tem uma pequena quantidade de atomos de determi-
nada substéancia, resultado em pequenas imperfeicoes, em fungao da estrutura geométrica.
A existéncia de modelos frustrados, também, esta presente em sistemas de spin. A palavra
” frustracao” foi introduzida para descrever a situa¢do em que um spin (ou um ndimero
de spins) no sitema nao pode encontrar uma tnica orientagio para satisfazer plenamente
todas as interagoes com seu spin vizinho [27].

Durante as primeiras tentativas de se criar um paralelo entre os modelos teéricos em
redes de spin e os compostos quimicos magnéticos reais, a maior parte das investigacoes
concentravam-se em compostos quimicos com fons Cut? que representavam spins—% ou
com fons Nit? que representam spins-1. Entre as cadeias de spin fracionario, onde nosso

particular interesse reside em redes de spin—%, CuClsy - 2NC5Hs é tido como a primeira
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cadeia quantica que foi investigada experimentalmente |31].
Pensando em uma representagao mais minimalista para descrever os componentes qui-
micos reais, pode-se propor trés principais condi¢oes para que uma substancia magnética

seja mapeada e descrita como um modelo tipo Ising:

1. A interacdo dominante entre os fons magnéticos, que governara o comportamento

magnético, devera ser de curto alcance [4].

2. O estado fundamental dos fons magnéticos devera ser um doubleto, o qual é bem
separado na energia de todos os outros estados excitados (normalmente, fons mag-

neticos com estado fundamental tipo doubleto de Kramer [32]).

3. Nao deverd haver acoplamento quantico entre estados mutuamente interagentes dos

fons magnéticos. [33].

Existem duas familias de materias isolantes que podem apresentar as propriedades
apresentadas acima. A primeira classe dos materias magnéticos tipo Ising sdo os compos-
tos quimicos conhecidos como terras raras, que contém seus momentos magnéticos dos
fons (como Dy*, Ho*" | Th>", etc.), interagindo entre eles mesmo basicamente através
de forcas de dipolo [27]. Embora a interagdo magnética de dipolo-dipolo seja em essén-
cia uma interacao de longo alcance, a interacao dipolar entre os ions terras raras mais
afastados entre si podem ocasionalmente se cancelar.

Sob estas circunstancias, desconsiderando efeitos eletromagnéticos mais complexos,
pode-se considerar as interagoes dipolo-dipolo dos ions terra raras apenas entre os fons
que forem primeiros vizinhos, desconsiderando as interacoes de longo alcance. Esta con-
sideragao mostra-se satisfatoria de acordo com diversos experimentos realizados [34].

A segunda classe de materias magnéticos tipo Ising é representada por estruturas
quimicas chamadas compostos de coordenacao [35]. A interagdo mais importante entre
os centros magnéticos (fons tipicos de metais de transigio) é a interagao de troca, que é
intermediada via intervencao de ligantes nao magnéticos e sendo extremamente de curto-
alcance. No entanto, a interacao de Ising mais anisotropica entre os centros magnéticos
pode ser obtida apenas para os ions magnéticos com uma forca de interacao spin-érbita
suficiente e/ou uma anisotropia do campo cristalino como, por exemplo, fons tipo Co?*
e Fe3t. Essa condicao especifica representa a mais importante limitacdo para um metal

de transicao ser identificado como um material tipo Ising [34].
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Embora todos os compostos magnéticos moleculares sejam essencialmente estruturas
em trés dimensides, como os demais sistemas reais, grande parte deles pode ser efetiva-
mente mapeada em modelos quanticos de spin em uma dimensao, devido & negligéncia
das fracas interagoes nas outras duas dimensdes espaciais [5]. O modelo de Heisenberg
unidimensonal apresenta efeitos quanticos mais proeminentes em comparacao aos modelos
de dimensoes superiores por causa do aumento das flutuacoes quanticas dos spins que a
reducgdo na dimensionalidade impde [36].

Redes antiferromagnéicas de spins—% de Heisenberg de duas dimensoes, por exemplo,
tém sido alvo de grande interesse, uma vez que se descobriu supercondutividade a altas
temperaturas para alguns compostos formados de 6xidos de cobre [4]. Para os sistemas
unidimensionais, por sua vez, ¢ investigada a conjectura de Haldane, que diz que cadeias
de spins semi-inteiros apresentam gap singleto-tripleto enquanto que o mesmo nao se
observa em cadeias de spin inteiros [23].

Entre as atuais realizagoes experimentais dos modelos de Heisenberg de spin—% deve-se
fazer referéncia aos compostos quimicos KCuF; e SroCuQs. Outro composto quimico
antiferromagnético quase unidimensional é o CuGeQs, tido como o primeiro material inor-

ganico de spin-Peierls [37]. O protétipo de material escada com spin-3 é o Sr,Cu,O.,.

V)

O componente quimico S7,Cu,O, nao serve apenas como modelo experimental para ma-
teriais escada com duas cadeias, SrCu,Os3, mas também para redes com mais de duas
cadeias, SroCusO; [38].

Véarios compostos formados por o6xidos de vanadio [5] podem ser descritos de forma
teorica pelo modelo de Heisenberg antiferromagnético, com interacoes de primeiros e
segundo vizinhos, onde seu estado fundamental é colinerar, como por exemplo VOM 00O,
e BaCdVO(PQOy)y. O modelo de Heisenberg, além de descrever esses compostos, vem
sendo um amplo motivador do estudo de materiais supercondutores.

Dentre os varios modelos de redes de spin para descrever sistemas fisicos reais ja
discutidos, um modelo promissor e de particular interesse é o modelo da escada de spins.
O modelo tubo de Heisenberg de spin—% tem recentemente atraido bastante atencao |39,
40, 41]. O termo tubo de spin, geralmente, se refere a um modelo de spin escada com
n-pernas (n > 3) e com condi¢oes periddicas entre as n ligagdo internas, essa regido
de ligacoes periddicas é chamada de degrau. O acoplamento antiferromagnético entre

os degraus, obviamente, causa uma frustracao de spin geométrica sempre que o tubo
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INTRODUCAO 10

tiver um nimero de ligacoes periddicas impar. Conhecendo esse fato, o tubo de spin—%
de Heisenberg possui um gap no seu espectro de excitacao de spin em contraste com a
escada com trés pernas de spin—% de Heisenberg com condigoes de contorno abertas nos
degraus [42].

A presenca de gap nos estados de excitacao é algo corriqueiro em sistemas de spin.
O gap ocorre nao devido as anisotropias existentes no sistema, mas por efeitos quanticos
das interacoes entre os spins da rede [43]. O teorema de Lieb-Schultz-Mattis [44] sugere
que o gap dos spins deve ser acompanhado com uma dupla degeneréncia do estado fun-
damental com uma quebra espontanea de simetria desde que a célula unitaria consista de
trés spins. Do ponto de vista experimental, os polimeros de coordenacao unidimensionais
[(CuClytanchH)3ClCly (tach = 1,3,5-triamina ciclohexano)[45] e CusCly - DgCySO5[46]
representam compostos quimicos que podem ser descritos pelos modelos Spin—% tubo de
Heisenberg com trés pernas e com quatro pernas, respectivamente. Entretanto as realiza-
coes experimentais do modelo frustrado do tubo de spin—% de Heisenberg nao mostraram
nenhum platd de magnetizagao, desde que as interagoes internas dos degraus eram muito
maior que as ligages entre os triangulos [45].

Outro aspecto interessante do tubo triangular de spin—% de Heisenberg ¢ a quiralidade
dos spins. Tem sido demonstrado que a frustracao geométrica pode causar uma quira-
lidade de spin na presenca de um campo magnético fraco ou um exchange ansiotropico
[47].

Fora as motivacoes tecnologicas descritas, voltadas as aplicacoes diretas dos mode-
los de spin para descrever os comportamentos eletromagnético quantico de componentes
quimicos, os modelos magnéticos de spin também possuem as mais diversas aplicacoes
relacionadas com sistemas cooperativos de interacao de muitas particulas. Para exempli-
ficar a imensa variadade de aplicacoes, podemos citar os trabalhos nas aréas de: anéalise
de séries temporais do mercado financeiro 48], segregacao urbana [49], alternancias ele-
tromecanicas das células cardiacas [50] e também na analise de mudangas linguisticas

148].
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1.3 Apresentacao Geral do Trabalho

Nesta tese, estudaremos as propriedades magnéticas e térmicas, de um modelo conhe-
cido como tubo triangular de spin—% frustrados, e as correlacoes quanticas e as transicoes de
fase, nas formas classica e quantica. O modelo é dividido em dois casos: Ising-Heisenberg,
quando as interacoes entre spins de células triangulares diferentes sao consideradas de
Ising; e o modelo de Heisenberg, quando as interacoes sao consideradas de Heisenberg. A
analise do emaranhamento quantico no modelo exatamente solivel nao se restringe uni-
camente ao ponto de vista teoérico. Existe uma variedade de componentes quimicos que
retém estruturas magnéticas semelhante a uma escada de spin tipo trés pernas. Isso pode
ser visto na andlise experimental de polimeros de coordenagao unidimensionais, como o
[(CuClstancH)3ClCly (tach = 1,3,5-triamina ciclohexano)[45].

A tese ird contemplar a analise das diversas correlagoes quanticas e classicas, por meio
da frustracao geométrica da rede e da aplicacao de um campo externo no modelo spin
quantico frustrado, representado por escada de Spin—% Ising-Heisenberg e de Heisenberg
com trés pernas. Para tal fim, estendemos o alcance da analise das correlacoes quanticas
em novos sistemas de spins quanticos que possam explicar comportamentos experimen-
talmente observados em alguns materiais magnéticos e/ou possam teoricamente prever
novos fendbmenos quanticos e cooperativos de fundamental importancia em sistemas reais.

Para um melhor entendimento deste trabalho, no préximo capitulo serao abordadas as
principais descri¢oes de modelos de spins em redes e ordenamentos magnéticos. Seréa feita
uma contextualizagao historica, explicado a relagao entre as interacoes de troca e o mag-
netismo na matéria, bem como uma revisao teérica dos principais métodos matematicos
para solucao dos modelos de Ising e de Heisenberg. Também serao discutidos alguns efei-
tos que a frustacao geométrica e emaranhamento causam nos processos de magnétizagao
como: efeito magnétocaldrico e platos de magnetizagao.

No capitulo 3, sera introduzido o conceito de emaranhamento quantico. Abordaremos
os processos de decomposicao e formacao de estados. Introduziremos o conceito de nao-
localidade causal, e como este conceito pode ser medido através da desigualdade de Bell.
Abordaremos os principais quantificadores do emaranhamento de formagao dos estados,
em especial o conceito de concorréncia.

No capitulo 4, sera apresentado o método do grupo de renormalizagao classsico, que

introduziu os conceitos de renormalizacao: escalonamento, formacao de blocos e trunca-

Instituto de Fisica - UFAL



INTRODUCAO 12

gem de estados. Conceitos que puderam ser extendidos para uma abordagem mais geral,
que descreve sistema de spins quanticamente correlacionados. Essa expansao ficou co-
nhecida como grupo de renormalizacao da matriz de densidade (DMRG, do inglés). Sera
apresentado o formalismo das teorias de bandas de energia que modelam as teorias de
impurezas magnéticas diluidas.

No capitulo 5, é voltado para o estudo da técnica do grupo de renormalizagao da ma-
triz de densidade: seu surgimento e subdivisao em duas sub-técnicas: algoritmo infinito
e algoritmo finito. Serd mostrado uma aplicacao da técnica de DMRG para o modelo 1D
antiferromagnético de Heisenberg. Mostraremos também como ¢é feito o calculo dos obser-
vaveis no DMRG, especificamente apresentando um método alternativo para se calcular
a magnetizacao local.

N capitulo 6 iremos introduzir o primeiro modelo de estudo desta tese: o tubo trian-
gular de spin de Ising-Heisenberg , bem como a analise de suas propriedades termodina-
micas e de emaranhamento quantico. As contribuicoes associadas & magnetizacao total
do sistema e sua propriedades termodinamicas, onde iremos analisar sua entropia, calor
especifico e taxa magnetocalorica, para diversos valores de parametros que caracterizam
o modelo do tubo triangular de spin—%. A conexao entre as funcoes termodinamicas e as
propriedades do estado fundamental serao analisadas.

Em nosso capitulo 7, sera apresentado o segundo modelo de estudo desta tese: o tubo
triangular de spin de Heisenberg puro, junto as motivagoes teodricas que levaram a sua
realizacao. A partir da aplicacao da técnica do DMRG nessa cadeia puramente quantica,
foi possivel se obter os espectros de energia, magnetizacao local, correlacoes quanticas
entre os spins e fazer uma andlise de emaranhamento quantico e nao localidade neste
modelo. Por fim, serao mostradas as principais conclusoes do trabalho, assim como as
perspectivas de realizacoes de novos trabalhos.

Os principais resultados produzidos por este trabalho de tese foram publicados recen-

temente em [36, 51, 52].
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Capitulo

MODELOS MAGNETICOS EM REDES DE
SPIN

2.1 Contextualizacao Histérica

Como referido no capitulo anterior, modelos magnéticos de spin—% evoluiram junta-
mente com o desenvolvimento da mecanica quantica, por meio de duas conquistas teo-
ricas inovadoras: Primeiro, a introdug¢ao do modelo de Ising em uma dimensao em 1929
[7], e segundo, o calculo exato do estado fundamental do modelo de Heisenberg em uma
dimensao através do ansatz de Bethe 1931 [15] .

A descricao quantica de materiais que apresentam propriedades magnéticas, proposta
no modelo de Heisenberg [11], assume que a principal contribui¢ao para o forte magnetismo
da matéria tem sua origem nas interacoes quanticas e na termodinamica dos agrupamentos
de spin, dos elétrons pertencentes aos atomos que formam o material.

Uma das explicacoes vindas de Heisenberg [11] dizia que: o alinhamento dos spins
decorria de seus vizinhos mais préximos. Interacoes eletrostaticas entre elétrons desem-
parelhados dos orbitais mais externos de fons adjacentes, quando vista pela teoria da
pertubacao, produz uma separac¢ao dos niveis energéticos eletronicos, que pode ser enten-
dida como a quantidade de energia necessaria para trocar os elétrons dos dtomos vizinhos.

Os modelos com impuzeras magnéticas diluidas foram os primeiros modelos em redes
de spin ao qual foram aplicadas as técnicas de grupo de renormalizacao, que culminaram
no completo entendimento das transicoes de fase em modelos magnéticos em redes de

spins [53, 54]
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Com base nessas ideias, a presente secao ird se debrucar sobre uma revisao dos con-
ceitos bésicos para o tratamento exato e/ou aproximado de modelos tedricos de redes de
spin—% , dando énfase aos casos unidimensionais dos modelos de Ising e Heisenberg, com
interacao de primeiros vizinhos. Introduziremos os conceitos de grupos de renormalizagao
analisando os modelos com impurezas magnéticas diluidas, mostrando a relacao destas
descricao de impurezas com os modelos de Ising e Heisenberg. Além disso, faremos uma
revisao nos métodos de solucao exata, solucao aproximada via campo molecular aplicados
ao modelo de spin—%. Mostraremos também a solugao exata para o modelo de Heisenberg
unidimensional de spin—%. Por fim, iremos apresentar uma discussao sobre alguns modelos
de spin frustrados, que podem apresentar platos de magnetizacao e efeito magnétocalorico

intensificado.

2.2 Interacao de Troca e o Magnetismo

Partindo-se de primeiros principios, os modelos magnéticos devem ser descritos utilizando-
se as propriedades da mecancia quantica, visto que sistemas puramente classicos, em equi-
librio termodinamico, nao apresentam momentos magnéticos. Esses momentos magnéticos
possuem trés origens: o spin do elétron e o momento angular orbital em torno do nicleo,
que fornecem contribuicao paramagnética, e a variacao no momento orbital induzida pela
aplicagao de um campo magnético, que origina uma contribuicao diamagnética.

Uma das maneiras mais simples de entender as interacoes entre spins originarias das
forcas de Coulomb ¢ se estudar um sistema formado por dois elétrons, proposto por Heitler
e London em 1927 [55]. Nesse modelo simples, composto por dois atomos de hidrogénio
infinitamente separados, cada elétron s6 pode interagir com o proton em sua vizinhanca.
Dessa maneira, podemos separar o Hamiltoniano como a soma de Hamiltonianos de uma

varidvel, que envolvem apenas as coordenadas espaciais de cada elétron, da seguinte forma:

Hoo (71, 7o, By, RBy) = (hy + ho) (71, 7, Ry, Ry) = Egib(71, 7, Ry, Ry), (2.1)

sendo
- —h? e?
h; = Vi — ﬁ 2.2
2m |7 — Rl >

onde 1] e 7 sdo as coordenadas dos elétrons e Ry e Ry sao as coordenadas dos ntcleos.
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Considerando que os ntcleos sao muito mais pesados que os elétrons é razoéavel dizer
que os niicleos estao quase fixos com respeito ao movimento dos elétrons. Pode-se fixar R ,
a configuragao nuclear, em um conjunto de valores {ﬁl, ﬁz} e resolver o Hamiltoniano com
relagdo as variaveis dos elétrons. Desta forma a autofuncao eletronica (i, 7, ﬁl, ég) ird
depender s6 parametricamente de R. Por essa razao, a dependéncia das coordenadas dos
nucleos serd omitida em inimeras deducoes a seguir.

As funcoes de onda do estado fundamental dos Hamiltonianos de um elétron satisfazem
a equagcao:

R (75) = € (75) (2.3)

Como consequéncia do Hamiltoniano do sistema ser uma soma de Hamiltonianos de
um elétron, podemos escrever a funcao de onda total como um produto das fungoes de
onda de cada Hamiltoniano individual. No entanto devemos lembrar que pelo principio de
Pauli a funcao de onda do sistema deve ser anti-simétrica. Portanto, a funcao de onda seré
escrita como uma combinacao linear dos produtos das fun¢oes de onda dos Hamiltonianos

individuais,

¢(F1; F27 éla EQ) = (QS(FM ﬁ1)¢(F2a ﬁQ) - QS(Fla ﬁ2)¢<F27 ﬁl)) : (24)

Na eq. 2.4 a dependéncia das coordenadas dos niicleos foi deixada explicita para en-
fatizar que o primeiro e o segundo termos da fungao de onda estao centrados em posicoes
diferentes. Enquanto os 4tomos estiverem bem afastados, a restricao imposta pelo prin-
cipio de Pauli na funcao de onda é irrelevante, pois o tiltimo termo da funcao de onda é

muito pequeno. Nesse limite uma boa aproximacao para a funcao de onda sera:

Y= ¢1(7717]3t1)¢2(7?2, ]3@) (2.5)

Na medida que o espacamento entre os protons se torna menor, Ry — Ry, o tltimo
termo da funcao de onda ¢ da 2.4 se torna relevante. As aproximacoes em que nao existe
interacao entre os elétrons e nem interacao entre o elétron em um atémo com o niicleo do

outro, nao podem ser mais utilizadas.
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O Hamiltoniano do sistema quando os dois 4tomos estao proximos serd expresso por:
H =Ho+ Hi, (2.6)

onde

1 1 1 1
e ——  —— )
F1 =72 Ry — Ro| | — Ro| |7y — Ry

Hi—e( (2.7)

Quando os protons se aproximam, os niveis de energia que eram degenerados se abrem
devivo a interacao entre os atomos. A abertura dos niveis devido & interacao entre os
atomos é pequena comparada com todas as outras excitacoes de energia do sistema de
dois elétrons. Sob essas condi¢oes, podemos representar entao o sistema de duas particulas
por um simples sistema de quatro estados (duas dire¢oes de spin), o qual é o subespago
de menor energia da molécula Hs.

A partir de deste ponto, vamos calcular a correcao na energia devido & interacao
coulombiana entre os atomos utilizando a teoria de pertubacao de primeira ordem.

A correcao de primeira ordem para a energia é simplesmente o valor médio do termo

de interacdo nos estados nao perturbados. Assim, temos:

E=E,+ /gz;*?{,-@zz. (2.8)

Se utilizarmos a funcao de onda da Eq. 2.5, o termo de correcao sera

U= [ [o1osm| s on(ri)on(rs) dradr (29)

Este termo tem a interpretacao fisica de ser a interagao média de Coulomb entre os
aAtomos, denominado termo direto. Este resultado, contudo, foi obtido sem considerar
o principio de Pauli. O principio de Pauli requer que a funcao de onda total seja anti-
simétrica pela troca das coordenadas de spin e espacial. As coordenadas de spin deverao
ser incluidas explicitamente na funcao de onda, apesar do Hamiltoniano nao depender de
spin, pois os elétrons (férmions) utilizam os graus de liberdade de spin como uma maneira

para minimizar suas energias.
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O Hamiltoniano comuta com os operadores de spin, sendo possivel escolher uma base
de autofuncoes em comum com S? e S,. Podemos escrever entdo a funcio de onda total
como o produto da autofuncao de spin e da auto funcao espacial. As auto funcoes espaciais

normalizadas, anti-simétricas e simétricas, do Hamiltoniano H sao, respectivamente:

Py = ﬁ(%(ﬂ)@(@) - ¢1(772)¢2(771)>;
s = s ()0l + 0un()
(2.10)
onde
? = [ [emesi)] [onlontri) ] driar (211)

é a integral de sobreposi¢ao da funcao de onda.

A medida que as duas particulas se aproximam, a funcdo anti-simétrica vai a zero,
ou seja, 4, — 0. Portanto, ¢ improvavel que particulas no mesmo estado anti-simétrico
sejam encontradas proximas umas das outras. Por outro lado, quando os dtomos estao
infinitamente afastados % é nulo.

As possiveis combinacoes, estruturadas sobre a condicao da funcao de onda total ser

anti-simétrica, sao:

]' — — — — .
Uy = m(%(ﬁ)%(rz) + ¢1(T2)¢2(T1)>X0,
1 . o . .
Uy = —2(1 ey (¢1(7’1)¢2(T2) — ¢1(7"2)¢2<7"1)>X1,j- (2.12)

onde 7 =1, 0 ou —1.
Devemos lembrar que as fungoes de onda, dadas na eq. 2.12, sao solugoes com energias
degeneradas. Quando nos calculamos a correcao de energia em primeira ordem na teoria

de pertubacgao, encontramos:
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)/ o U+V
EO = (4| H|1o) = /%H(Tlaﬁ)% = 260 + 112
EY = <'¢1’H|¢1> - wlfH(rl;rQ)wl = 2¢9 + W’ (2.13)

onde E© e EM s30 as energias do estado fundamental, quando a autofuncio de spin

assume os estados singleto e tripleto sendo, respectivamente:

V= [ [esm)] s oo drdr (2.14)

que representa a energia de troca de um elétron entre dois atomos. O termo V é o
elemento da matriz da interacao de Coulomb tomado entre o estado no qual o elétron
1 esta acoplado com o ntcleo 2 e o elétron 2 é acoplado com um niicleo 1. A energia
de troca decresce rapidamente (comparando com o termo direito) com o aumento da
distancia entre os prétons.

Quanto a parte de spin, a algebra de momentos angulares para dois spins—% nos fornece
quatro estados caracterizados pelo seu spin total S:

1

V2
S = h = Tripletos: |¢1)= {]Tﬂ,\i@ e

S =0 = Singleto: |o0) = —= (111 = | 41)); (2.15)

(1t +11n)}- @16)

Se o estado fundamental ¢ singleto |¢g) ou tripleto |¢1) serd determinado pelo estado
que apresentar o valor mais baixo de energia. Desta forma, o valor do gap de energia,

causado pela interagao, ¢ expresso por:

22U — 2V

O _ p) —
1-0

—J, (2.17)

onde J é denominado de parametro de troca.
Como pode ser visto, a interacao de troca que tem sua origem na teoria quantica,
sendo responsavel pelo ordenamento magnético na matéria. Apesar de nao ser capaz de

definir alguma orientacao dos momentos magnéticos em func¢ao dos eixos cristalograficos,
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por ser de natureza isotropica, produz um ordenamento muatuo dos spins em véarios sitios
da rede.
A interacdo de troca, entre duas particulas a e b com raios das camadas incompletas,

T, € Ty, respectivamente, e com uma separacao dos atomos, 4, = |, — 13|, € dada por:

62

J = / ¢Z(7"a)¢?§(7“b)iqﬁa(rb)d)b(m)d?’rad?’m (2.18)
Tab

47reg

onde ¢ é a funcao de onda da respectiva particula. A interagdo de troca entre dois
momentos de spins vizinhos surge da sobreposicao dos orbitais magnéticos entre dois
atomos adjacentes. Se J > 0 temos que B > E© e portanto, o estado fundamental
seré singleto.

A energia de troca J tem a propriedade de decrescer rapidamente com a distancia
entre os fons (decaimento exponencial), em contraste com a interacao coulombiana que
decresce mais lentamente (=~ %) A razao ¢ que J contém um produto de funcoes de onda
de elétrons ligados em ntcleos diferentes, portanto J dependera do envolvimento das
funcoes de onda, e este envolvimento descrece exponencialmente com a distancia. Desta
maneira, a interacao de troca corresponde a uma interacao de curto-alcance, em contraste
com a interagao dipolar que é de longo alcance (=~ %3) Se o sinal do parametro de troca
é negativo, o sistema apresenta um comportamento ferromagnético, ou seja, seus spins se
alinham paralelamente. Quando este é positivo, o sistema apresenta um comportamento
antiferromagnético, ou seja, seus spins se alinham anti-paralelamente.

O eixo facil de magnetizacao representa a orientacao numa dada direcao da distribui-
cao de spins ordenados, definida com respeito ao eixo cristalino. Pode-se, assim, incluir
novos termos de interacao que transforme o Hamiltoniano de Heisenberg num modelo
anisotropico, como, por exemplo, um termo dipolar proporcional & w
ij

Na pratica, as interagdes magnéticas (dipolar, quadrupolar, etc) sdo essenciais para
existéncia da anisotropia magnetocristalina, que se manisfesta com a dependéncia da
energia do cristal na orientagao dos momentos magnéticos dos fons com relagao ao eixo
cristalino. Podemos dizer que num cristal existem campos magnéticos efetivos internos
que tendem a orientar os momentos magnéticos em um dada direcao privilegiada. Este

campo pode alterar algumas vezes as orientacoes mutuas dos momentos magnéticos dos

atomos, distorcendo a estrutura magnetocristalina.
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Interessante notar que o magnetismo dos elementos de transigao, do grupo 8 da tabela
periddica é sempre associado ao momento magnético dos spins. Isto ocorre porque nos
cristais, formados por elementos do grupo 8, o campo cristalino geralmente remove as de-
generescéncias orbitais dos estados eletronicos responsaveis pelas propriedades magnéticas
dos compostos.

Os compostos magnéticos isolantes reais sao, com raras excecoes, antiferromagnéticos
[56, 57]. O estado fundamental ferromagnético corresponde a todos os spins alinhados
paralelamente. Entretanto, o estado fundamental deste mesmo Hamiltoniano, para o
caso antiferromagnético, nao corresponde necessariamente a todos os spins intercalados
antiparalelamente (estado Néel) [58]. O estado de Néel nao ¢é a unica possibilidade de con-
figuragao para o estado fundamental do Hamiltoniano antiferromagnético. Este depende
da geometria e dos valores escolhidos para acoplamentos antiferromagnéticos, pois existe
uma infinidade de estados de spin total nulo (S* = 0), que devem ser combinados para
formar o estado fundamental do sistema [3]. A diferenca em estabelecer um estado fun-
damental é o maior atrativo tedrico que surge no estudo do modelos antiferromagnéticos
de Heisenberg [56].

A analise qualitativa de outros casos pode ser realizada partindo de uma escolha
diferente para H; do Hamiltoniano da eq. 2.6 como, por exemplo, o caso do preenchimento
de uma subcamada atomica. Neste caso, ]%1 = ﬁg e, dessa forma, os Hamiltonianos, hy e
hs, serao idénticos e V' sera a repulsao coulombiana entre os elétrons. Se a camada nao for
degenerada, como os orbitais s, o estado singleto serd o de menor energia. Para construir
o Hamiltoniano de dois spins de forma que represente o sistema de dois elétrons, deve-se

escrever as relacoes de comutacao do operador de spin do elétron:

= 1 1 3
Siti = Si(Si+ 1)y = 3 (1 + 2)% 1Y (2.19)
Portanto, o operador de spin total, S=25 + §2, satisfaz:
o2 5, a3 5 a
S™i = (514 52)" = 5t 2(5; - Sa), (2.20)

onde o produto escalar dos operadores de spin, S} - So, sera igual a :
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1. S1-S, = =3, no estado singleto (S = 0);
2. 51+ S5 =1, no estado tripleto (S = 1).

Podemos, entao, reescrever o operador “produto escalar” da seguinte maneira:

) = 1 5 &
Jspin — 52 — Z(EO + 3E1) _ (EO _ El)(Sl . 5’2) (221)

O estado fundamental seréd ferromagnético ou antiferromagnético, dependendo do valor
do produto escalar entre os spins. Pode-se omitir a constante comum para os quatro
estados, redefinindo o zero da energia do sistema, e escrever o Hamiltoniano da eq. 2.21

CcOomo:

— —

Hspin _ 52 — _(EU _ El)(gl . §2) — J(Sl . SQ) (222)

O Hamiltoniano de spin da equagao 2.22 possui, em uma forma minimalista, informagcao
sobre a abertura dos niveis de energia.

Com base na mesma argumentacao para construcao do Hamiltoniano de dois atomos,
podemos escrever o Hamiltoniano para N atomos. Quando os N atomos de spins S estao
separados, o estado fundamental sera (2s—1)N vezes degenerado, e os niveis de energia se
abrem a medida que a distancia entre os a&tomos diminui. A abertura dos niveis sera muito
menor que qualquer outra energia de excitacao e por isso podemos utilizar o Hamiltoniano
de spin para descrever a abertura dos niveis do estado fundamental degenerado.

Podemos construir uma funcao de operadores que represente a abertura dos niveis de
energia. A forma do Hamiltoniano de spin serd simplesmente a forma do caso de dois

spins,

Hspin - Z Jm(gz . gj); (223)
(]

onde J;; é a interagao de troca entre o sitios ¢ e o sitio j. Com rela¢ao ao Hamiltoniano

de spin, é interessante notar que:
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1. Para aparecer somente produtos de pares de operadores de spin no Hamiltoniano, é
necessario que todos os atomos estejam suficientemente distantes para que a sobre-

posicao da funcao de onda de seus elétrons seja pequena.

2. Quando o momento angular de cada elétron tiver uma parte angular e uma parte
de spin, o acoplamento no Hamiltoniano de spin poderd depender da orientacao de

spin absoluta, bem como da relativa.

Para considerar os efeitos de anisotropia acrescentamos no Hamiltoniano um segundo
termo que irad considerar a interacao dos spins com o campo magnético externo H, sendo

assim:
PN = Z Ji(Si - Sp) + gupH - ) S, (2.24)

onde g é a razao giromagnética e up é o magnéton de Bohr. O Hamiltoniando da equacgao
2.24 ¢é conhecido como Hamiltoniano de Heisenberg, ponto de partida para teorias de
magnetismo em isolantes, onde os elétrons sao localizados.

Para o caso em que consideramos apenas a componente S*, ao invés do vetor tridi-
mensional de spin 5’, o modelo de Heisenberg se reduz ao modelo conhecido como modelo
de Ising. O modelo de Ising corresponde, do ponto de vista fenomenologico, ao limite de
Heisenberg anisotopico, no qual J5; > (J;’;, Jy>.

Como o tinico tipo de interacao que atua no sistema de Ising a campo nulo é a interacao
de Coulomb direta entre spins dos dois fons, esse tipo de interacao é comumente chamado
de modelo de troca direta [44]. Contudo a interagao entre dois 4tomos magnéticos nao
ocorre somente devido ao termo de troca direta, J. Pode ocorrer também o caso em
que dois fons magnéticos sejam separados por um atomo nao magnético (isto é, que tem
sua ultima camada eletronica completa). Nesse caso, os Atomos magnéticos tém uma
interacao magnética intermediada por elétrons do seu vizinho em comum, nao magnético.
Esse tipo de interacao é denominada super-troca [27].

Uma outra fonte de interagdo magnética pode ocorrer entre elétrons nas camadas f
parcialmente cheias em materiais terras raras. Em adicdo a seu acoplamento de troca
direta, os elétrons f sao acoplados com elétrons de conducao pela interagao entre eles.
Essa interagao pode ser mais forte que o acoplamento de troca direta, ja que nas camadas f

geralmente a sobreposicao da funcao de onda é pequena. Esse mecanismo é denominado
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como troca indireta [27]. Em geral, os termos J terdo contribui¢bes de mais de um

mecanismo.

2.3 Modelo de Ising em um Campo Longitudinal

2.3.1 Met6do Aproximativo: Teoria do Campo Molecular

Essa secao ird se debrucar em uma compreensivel descricao do mais basico método de
solucao para o modelo de Ising de spin—% conhecida como aproximagao do campo molecular
ou campo médio [28], para o caso do modelo de spin—% de Ising num campo longitudinal.

A aproximacao de campo médio oferece uma ferramenta simples para estimar o com-
portamento magnético geral de sistemas estatisticos de spin em redes complexas, onde o
tratamento exato nao pode ser aplicado.

O modelo Ising pode ser representado por rede de geometria arbitréria formada por
N spins, na qual cada um dos N sitios da rede esta preenchido por um spin o, que pode

assumir dois valores, +% (spin orientado no sentido positivo do referencial) e —% (spin

2
orientado no sentido negativo do referencial).

Agora, considere uma rede de spins de Ising submetida, em adicao & interagao de troca
entre primeiros vizinhos .JJ, a um campo externo h, relacionado com a energia magnetosta-
tica de Zeeman que representa a interacao do momento de dipolo magnético com o campo
magnético externo H, como descrito na equacao 2.24.

A definicao do campo externo h engloba o fator g de Landé e a o magneton de Bohr
pp através da relacao h = gugH. Além disso, para J > 0, o sistema se comporta como
ferromagnético. Para J < 0, o sistema sera antiferromagnético.

O Hamiltoniano deste modelo de Spin—% de Ising num campo longitudinal é dado pela

equacao:

an

H= —JiUz‘Uj—hZUk- (2.25)
(ig) k=1

Na equagdo acima, g representa o numero de coordenagio (ntimero de vizinhos pro-

ximos). O modelo de Ising dado pela eq. 2.25 é semi-classico, porque ele leva em consi-

deragdo a quantizacao do momento magnético (spin), mas ele é desprovido de flutuagoes

quénticas, relacionadas com a nao comutabilidade entre as componentes de spin [59].
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O método do campo molecular constiste na soma sobre os graus de liberdade de spin
para apenas um spin central individual e substituir todos os seus vizinhos por um campo
molecular médio proporcional ao valor esperado das contruibuicoes de todos os outros
spins adjacentes [59, 27].

Deste modo, o Hamiltoniano, eq. 2.25, escrito para um tnico spin situado no sitio 7,

H, = —Jo; i(aﬂ — ho;. (2.26)

j=1
O principio fundamental, deste método aproximativo, é negligenciar todas as flutu-
acoes locais nas correlagoes entre os pares de spins, que substancialmente simplifica o
tratamento ao considerar um modelo essencialmente feito por spins nao interagentes na
presenga de um campo efetivo hey = h + Jg(o;).
O ponto inicial da teoria de campo médio é a equagao de Gibbs-Bogoliubov [60]. O

principio variacional de Gibbs-Bogoliubov é baseado na inequacgao:
G < ®=Go+ (H—Ho)o, (2.27)

Acima, G e H representam a verdadeira energia livre de Gibbs e o Hamiltoniano
completo a ser considerado no modelo estatistico, enquanto Gy e Hg representam a energia
livre teste e o Hamiltoniano teste do modelo estatistico simplificado no qual é possivel
se realizar uma solucdo exata ( o simbolo (...)q especifica o valor médio no ensemble
canonico dentro do modelo simplificado com Hamiltoniano H ).

A expressao ® representa a energia de Gibbs variacional que deve passar por um
processo de minimizacao, uma correta escolha do Hamiltoniano teste Hy. Sendo assim, a
precisao da aproximacao variacional serd intimamente ligada a escolha da rede teste para
Ho que tentard descrever o modelo inicial H que se deseja calcular.

Como dito anteriormente, a aproximacao do campo molecular presume uma indepen-
déncia do spin de Ising, que é assumida pela substituicao do campo magnético atual para
o campo efetivo que considera a contribuicao média esperada das interacoes entre os spins
vizinhos préximos com o spin central.

Portanto, o campo médio para o modelo de Ising, numa cadeia unidimensional na

presenca de um campo magnético externo, pode ser mapeado utilizando-se o seguinte
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Hamiltoniano teste:

N
Ho=—7)_ou, (2.28)
k=1

que ird depender de um tnico parametro variacional v, que pode ser visto como um
campo efetivo. A funcao de particao Z,, a energia livre de Gibbs G, e a magnetizagao

mgo = (0;)0 do modelo de Ising sdo, respectivamente:

Zy = Zexp ( — 57—[0> = ﬂ Z exp (76%) = [2 cosh <%>}N,

{Uk,} k=1 Zk:i%
Go = —kpTInZy= —NkBT[ln(Q) —Incosh (?)]
1 1

Pode ser facilmente provado, com a ajuda das equacgoes 2.29, que o valor esperado da
correlagao entre pares de spins pode ser desacoplada dentro da teoria de campo médio,

como uma segunda poténcia da magnetizacao local:

(oi0)0 = (o:)o{0)0 = m§, (2.30)

e subsequentemente, pode-se calcular o valor médio entre o Hamiltoniano teste Hgy e o
Hamiltoniano do modelo inicial H, que representam o lado direito da inequacao Gibbs-

Bogoliubov:

qJmy

(H—Ho)o=> [H - HO} exp ( - 6H0> — — Nmo( Y h— ). (2.31)

{ok}
A forma final da energia livre ® = Gy + (H — Ho)o determina um limite superior para

a energia livre de Gibbs verdadeira, que serd dada pelas soma das equacoes 2.29 e 2.31:
ple)

® = —NkgT|In2 — Incosh <7> + Bmg(

qJmq
2

Y h— 7)] . (2.32)

Neste ponto, deve-se minimizar a energia livre ® com respeito ao campo ~y, com intuito

de se encontrar a energia livre de Gibbs verdadeira do sistema. Sendo assim,
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0 _
87_

0 — (quo +h— fy)aa—ﬂ;o = 0. (2.33)

Este procedimento encontra o valor correto do parametro variacional, v = gJmgy + h, que
estd de acordo com a expectativa fenomenoléogica da equacao 2.26. Com o valor correto
do parametro variacional, v, aplicado na equacao 2.32, obtém-se a real energia livre de

Gibbs do sistema:

G = —NkBT{ In2 — In cosh [g(quo + h)] — <&;)mg} (2.34)

Interessante notar que a magnetizacao deve obdecer a uma equagao transcendental: my =

m, de acordo com as equacoes 2.34 e 2.29:

m = %tanh (@) (2.35)

que indica uma magnetizacao espontanea nao nula relacionada com o ordenamento de
longo alcance da fase ferromagnética em baixas temperaturas.

E bem sabido que o modelo de Ising de spin—% pode exibir na auséncia de um campo
magnético externo uma transicao de fase de segunda ordem continua de um ordenamento
ferromagnético para uma fase paramagnética com o aumento da temperatura. A tempe-
ratura critica dessa transicao de fase pode ser obtida através de uma expansao em serie de

poténcias da equacao 2.35 considerando-se apenas o primeiro termo da expansao temos:

_ BegJm qJ
m=— — T

(2.36)

onde T, e B, = kB#T sao a temperatura critica e o inverso da temperatura critica, respec-
c

tivamente. A natureza de como a magnetizacao espontanea desaparece nas proximidades

do ponto critico, e pode ser obtida pela expansao da equacao 2.35, mantendo-se os 2

primeiros termos nao nulos:
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m(T < T, h = 0) ~ (1 - %) (2.37)

Deve ser frisado que o ponto critico dessa transicao de fase continua pode ser, alter-
nativamente, obtido de acordo com a teoria de Landau para as transicoes de fase como
uma expansao em campo nulo da energia livre de Gibbs com respeito a um parametro
de ordem. A formula 2.33 para a energia de Gibbs na auséncia de um campo externo,

torna-se

G(h=0) = —Nk:BT{ n2 - In [cosh (@)} . Bq‘gw } (2.38)

Expandindo a expressao 2.37 com respeito a magnetizagao local nas proximidades do

ponto critico, surge

Gh=0,m—0) = N(go+ng2+g4m4...>

go = —kgTIn2,
o = %(%f (2.39)

A transicao de fase continua é dada pelas constantes go = 0 e g4 > 0, dentro da teoria
de Landau para a transicoes de fase, que estd de acordo com a condicao critica, relacao
2.36.

Desta forma, a teoria de Landau mostra a existéncia de uma transicao de fase continua
para o modelo de Ising de spin—% independente da escolha do tipo de rede assumida. Porém
a temperatura critica varia de acordo com o nimero de coordenacao ¢ escolhido. Deste
ponto de vista, a temperatura critica nao nula na cadeia de Ising unidimensional, com
q = 2, ¢ um dos grandes problemas da teoria do campo molecular. Para dimensoes

superiores, o resultado aproximado torna-se exato no limite que ¢ — oo.

2.3.2 Solucao Exata: Met6do da Matrix de Transferéncia

A maior vantagem das cadeias unidimensionais de Ising encontra-se no fato que elas

podem ser tratadas exatamente através do método da matriz de transferéncia mesmo
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na presen¢a de um campo magnético externo [61]. Deve-se ressaltar, no entanto, que
os modelos de Ising unidimensional nao podem exibir uma criticalidade nao-trivial em
temperatura finita, em contraste com os seus homologos bidimensionais.

Agora, considere o Hamiltoniano para uma cadeia unidimensional, com condi¢ao de

contorno periddica, constituida de N spins de Ising representada por:

N N
H = —JZO'Z'O'Z'_H — hZO'Z‘, (240)
=1 =1

onde, 0; = j:% denota a variavel de spin de Ising localizada no sitio ¢ da cadeia linear. O
acoplamento de troca J entre os primeiros-vizinhos possui a mesma intensidade por toda
cadeia, por simplicidade, e a condi¢ao peridédica de contorno impoe que oni1 = 07. O
comportamento global da magnetizagao no limite termodinamico, N — oo, nao depende
das condicao de contorno escolhida. A definicao on,1 = 07 é equivalente a ligar as duas
pontas da cadeia e formar um circulo de spins, causando uma invariancia translacional
que simplifica bastante os calculos.

A maneira mais direta de se obter a solucdao exata ¢ o método da matriz de trans-
feréncia, originalmente introduzido para a fisica estatistica por H. A. Kramers e G. H.
Wannier [18]. Por conveniéncia, podemos reescrever o Hamiltoniano, representado pela

equacao 2.40, numa forma mais simétrica:

N

H=— Z [Jaiazurl + h(%)]. (2.41)
i=1

Pelo uso do Hamiltoniano simetrizado, demonstrado na 2.41, tem-se uma funcao de

particao,
N
Z = Z H exp [ — B’H] , (2.42)
o; 1=1
onde 5 = kBLT, sendo kg a constante de Boltzmann e T" a temperatura absoluta do sistema,

pode ser facilmente fatorada num produto de varios termos que relacionam apenas dois

spins adjacentes:

f[lexp |:/8J0'i0'i+1 + 5h<%)} ) (2.43)

2= % 2

—41l 41
01—i2 02—i2

(NI
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Entao, pode-se substituir cada fator no produto, equagao 2.43, pela func¢do T'(o;, 0;41)

dependendo apenas dos dois spins vizinhos préximos, o; e 0;41:

Z=> > > T(o1,02)T(02,03)...T(on, 01), (2.44)

—4 1 5o—=41 —41
0'1—i2 U'Q—iQ O'N—i2

onde a funcdo T'(0;,0;11) é:

M)} . (2.45)

T(0i,0i41) = exp |BJoioip1 + 5h< 5

Vale salientar que a fungao 2.45 ndo é a unica escolha possivel para T'(o;, 0:11) , ela
pode ser multiplicada, por exemplo, por um fator do tipo expla(o; — 0;41)], sendo a
uma constante arbitraria, sem perder a validade da equacao 2.43. Contudo, a escolha de

T(0;,0;11) deve preservar a simetria:
T(0i,0i41) = T(0it1,0), (2.46)

que esta de acordo com a simetria de translacao imposta pela condicao de contorno pe-
riddica.
Em seguida, é preciso calcular a funcao de particao, eq. 2.44, realizando o somatoério

sobre a variavel de spin do sitio ¢ das expressoes T'(0;_1,0;) e T(0;,0:11), temos:

T(04,0i1)T(04,0i11) = exp |BJoi(0i—1 + 1) + @ 20,4+ 01+ 0i1) )| =
2

Ulz:t% g'l::l:%

€xXp [%(01‘1 + Ui+1)] { exXp [%(Uz‘ﬂ +0i-1) + %} + exp [— %](Uiﬂ +0i1) — %} }

(2.47)
O mesmo resultado pode ser obtido assumindo que T'(0;, 0441) ¢ uma matriz quadrada,

T(osaus) = T(+,+) T(+=)| _ |exp [%(JJr?h)} eXP(-%f)  (248)

T(—,+) T(— ) exp ( - %) exp {gu - zh)]

que esta relacionada com as 4 configuragoes possiveis entre dois spins adjacentes, o; e

oir1. O elemento de matriz T'(+, —) é o fator de Boltzmann, que pode ser obtido através
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equagao 2.46, pela consideragao da configuragao de spin com o; = % € 011 = —%. Cada
linha na matriz T(0;,0,41) leva em conta apenas uma configuracdo especifica do spins
o; dentre todas as possiveis configuracoes acessiveis da variavel o, enquanto cada coluna
determina um estado diferente para o spin o;;.

Através da matriz T'(0;, 0441), equacdo 2.48, uma importante relagdo pode ser obtida,

tomando-se o quadrado de T'(0;_1,0;11)

2
20 ‘ - P [/3 Joi_10441 + ﬁh(%)] exp [* BJoi_10i11 + W(%)]
T, 0m) = pr[ BIoi10i1 + Ah( )] exp [BU0i10i — (T ) |
h J h
= [%(Uz 1+ Uerl)] { exp [%(%H +0i-1) + %}
J h
+ [ % (Ciy1 +0i1) — %}} (2.49)

Observa-se uma relacao direta com a equacao 2.47, ou seja,

ZT(O-i7Ui—1>T<O-i7O-i+1> == TQ(O-H-I;O-Z’—I)- (250)
{oi}
Entao, a funcao de particao, Z, é escrita como a soma sobre todos os estados de spin
{o1,09,...0x}, podendo se tornar uma tnica soma sobre N sucessivas multiplicagdes da

matriz 1"

0'1::t2 0'2—i% O’N—:I:§
= Z Z Z T%(01,03)T(03,04) ... T(on, 01)
o1==x1 o3 :i:% UN::N:%
> TV(o1,00) =TV (+,+) + TV (=, —) = Te[T"]. (2.51)
o1 :i:%

Ja se pode compreender o porqué da matriz T' ser conhecida como matriz de transfe-
réncia, ela transfere a dependéncia de um spin para seus vizinhos proximos.

Portanto, solucao exata, para a cadeia de spin de Ising num campo longitudinal,
equivale a calcular o traco sobre a matriz TV, se asseguramos condicdes de contorno

periodicas.
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Utilizar-se da invariancia do traco com respeito as permutacoes ciclicas do produto
de matrizes, Tr[ABC] = Tr[BCA] = Tr[CAB| (sendo A,B e C representado matrizes
quadradas), é bastante conveniente quando se deseja calcular o trago da matriz 7%V. Com
iss0 em mente, a matriz unitaria, U, e sua inversa, U~! (sendo UU~! = 1) podem ser

usadas para converter T' para uma forma diagonal:

» Ay O
UTU ' = A = . (2.52)
0 A

Depois, inserindo estes produtos na relagao 2.51, obtem-se:

Z = Te[T")=Tr[(CUHYT(WOUHYTWUUHT... (UUHT]
= Te[(U'TU)YUTU)U'TU) ... (U'TU)] = Tr[AY]. (2.53)

Isto significa que TV e AN possuem o mesmo traco, sem depender de uma particular

escolha da base. A matriz AV é a enésima poténcia de uma matriz diagonal:

AV 0
AV = |77 : (2.54)
0 AY

Para calcular o trago desejado Tr[TV] = Tr[AN] = 3. AV, com i € {+£}, é necessario
apenas calcular os autovalores \; de T. Os autovalores podem ser encontrados resolvendo

a seguinte equagao secular:

B BJ
exp |7(J+2h)| — N exp | — ==
Det|T — \I| = [4( )} ( ! =0, (2.55)
exp < — %) exp [g(J - 2h)} -\
que satisfazem essa equacao 2.55. Os autovalores sao:
Ae = exp(8) [ cosh(B1) & \/sinh®(3h) + exp(—44.7)]. (2.56)

Este é o ponto final da solucao exata do modelo, desde que toda a termodinamica pode
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ser obtida através da funcao de particao 2.53. Se especificarmos que h = 0, na equacao
2.56, a funcao de particdo obtida serd a mesma independente da condicao de contorno
assumida, no limite termodinamico N — oco. A expressao final para a energia livre de

Helmholtz por spin é sempre inferior a unidade:

1 1 N
F = —kgT— lim mZ = —kyT— lim In (ZA )
1 N AN
— kT ]\}grgjoln{A+ [1+ <Z> ]} — kpTln\,. (2.57)

De acordo com a energia livre de Helmholtz, eq. 2.57, todas as quantidade termodina-
micas depedem somente do maior autovalor A\, da matriz de transferéncia. Este resultado
também é valido para outros sistemas interagentes de muitas particulas, que forem tra-
tados usando o método da matriz de transferéncia. Entao, o problema de encontrar a
solucao exata via o método da matriz de transferéncia é essencialmente um problema de
encontrar o maior autovalor da matriz de transferéncia.

A auséncia de transicoes de fase no modelo unidimensional de Ising significa que
o modelo nao pode sustentar um processo de magnetizacao espontanea a temperatura
finita.

Para elucidar essa afirmacao, deve se calcular exatamente a magnetizacao como func¢ao
da temperatura e do campo externo, derivando a energia livre de Helmholtz eq. 2.57 com

respeito ao campo externo h:

e (20 = gy T () ot

i 7

_ 1 oF sinh(Sh) (2.58)

S NO(Bh) \/sinh2(5h) + exp(—44J)

onde gragas a invariancia de translacao, os valores esperados de cada spin na rede tém
que ser iguais, m = (o1) = (03) = -+ = (onN).

A magnetizacdo m é igual a zero se o campo externo é nulo, ndo havendo magnetizacao
espontanea a temperatura finita. Sendo assim, o modelo de Ising unidimensional nao exibe

uma transicao de fase para uma fase ordenada de longo alcance com m # 0 para uma
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temperatura finita.

A transicao s6 é possivel quando a temperatura é nula, onde temos um ponto critico
com um ordenamento espontaneo de longo alcance. Supondo o caso das ligacoes ferromag-
néticas (J > 0), a magnetizacdo espontanea toma um valor de saturagao na temperatura
7ero,

lim lim m(t, h) = £1,
Bh—0 T—0+

e a conjectura sobre o ponto critico sobre temperatura zero é confirmada.

2.3.3 Solucao Exata: Correlagoes e Criticalidade

Para elucidar o comportamento critico do modelo de Ising unidimensional, é necessario
estudar a correlagdo entre os pares de spins, que depende da distancia, r = |i — j|, entre
0s spins na rede.

Com esse proposito, vamos especificar os 2 autovetores:Vy = (a, by) pertencentes a
equacao da secular, TV, = ALV, da matriz de transferéncia 7', definida pela equacao

2.48. As quatro projecoes, a4 e by, dos autovetores Vi segue a seguinte condicao:

exp(—48J)
9 Ly /1+ sinh?(Bh)

2
az = —by
1F./1+ —egﬁflgfg,;]))

(2.59)

que junto com a condigdo de normalizagao, a% + b2 = 1, determinam precisamente os

vetores V.. Depois de um pouco de algebra, ¢ possivel obter expressoes explicitas em

1

5 arccotg [eXp(QﬂJ) sinh(b’H)} para os coeficientes a

termos de uma nova variavel ¢ =

e bii

ay = cos¢;

by = sing;

a_ = —sing;

b_ = coso. (2.60)
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Com a ajuda dos coeficientes, eq. 2.60, a expressao explicita da matriz unitaria, U, é

- cosp —sing (2.61)
sing  cosop

Agora, a correlagao entre os pares, (o;0;), entre os vizinhos proximos em uma posigao
arbitraria, ¢ e 7, respectivamente, de uma cadeia de spins com a condicao de contorno
periddica. A defini¢ao estatistica da funcao de particao nos permite calcular a correlacao

em termos da matriz de transferéncia:

1 1
<O'Z‘O'j> = E ZO’Z'UJ‘ exp < — ﬁH) = z Z |:T<O'1,0'2>T<O'2,0'3>
{o} {o}
.. .T(O’i_l, O'Z')UiT(O'Z'7 0i+1)T(0j7 Uj_l)UjT(O'j_H, O'j) Ce T(O’N, 0'1) . (262)

Se soma sobre todas as configuracoes de spin é preenchida pelo produto da matriz
unitaria U e sua inversa, a correlacao entre dois spins pode ser rearranjada numa forma

mais apropriada
(030i0r) = E’I‘r[STJ‘ZSTN“‘J] - zTr[U‘ISUAJ‘ZU‘ISUAN“‘J L (2.63)

usando as permutacoes ciclicas das matrizes dentro de um traco e o fato que a variavel S
com elementos S(o;,0;) = 0;0;5 (0;; € o simbolo do delta de Kronecker), que deve levar em
conta os possiveis estados de o; e ;. Através de um cdalculo simples a partir da equagao
2.61 obtem-se:

cos2¢  —sin2¢

U'SU = : (2.64)

—sin2¢p —cos2¢
que, em conjunto com a expressao explicita eq. 2.52 da matriz A, leva ao seguinte resultado
para a correlacao entre dois spins

(AYTAT 4+ AN
A+ AN

(0i0i1,) = cos®(2¢) + sin?(2¢), (2.65)

onde r = |i — j| é a distancia entre os spins i e j. No limite termodinamico, a correlagao
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entre pares eq. 2.65 pode ser ligeiramente simplificada para:

(0:0i4,) = cos?(2¢) + (%)r sin?(2¢). (2.66)

O resultado 2.66 representa o resultado mais geral para correlacao entre dois spins,
que depende da distancia r entre os dois spins, da distancia entre o maior e o menor
autovalor da matriz de transferéncia e de duas expressoes, diretamente conectadas com a

relagao cot 2¢ = exp (QBJ) sinh (5h):

sinh (ﬁh)
\/sinh2 (Bh) + exp(—48J)

sinh ( — 26J)
\/sinh2 (Bh) + exp(—46J).

cos2¢ = , sin2¢ = (2.67)

Na auséncia de um campo externo (H = 0), obtém-se cos(2¢) = 0 e sin(2¢) = 1.

Entao, a expressao eq. 2.66 para a correlacao assume a seguinte forma:

A

(0:05sr) = <Z> - [tanh(ﬁ}])y (2.68)

Através desse resultado, percebe-se que a correlacao entre os spins possui um decai-
mento tipo exponencial com relacdo a distancia r entre os spins. E importante frisar que
tanh(8J) < 1 para alguma temperatura finita qualquer. Entao, no limite que r — oo
tem-se que (0;0,41) = 0.

No limite de baixissimas temperaturas, 7' — 0, com r — 00, tem-se que (0;0;41) = 1,
mostrando um ordenamento espontaneo no limite de baixissimas temperatura.

Pode-se também definir a funcao de correlacao entre dois spins mais geral como:

[y (1) = {o05) = (o)1) = (:015,) = | tan(8J)] (2:69)
que pode servir como medida da flutuacao presente num determinado modelo de spin.

Como a temperatura critica do sistema é nula, ao invés de uma diferenca relativa t = ,

T-T,
Te
que representa uma indeterminacao, ird se utilizar a variavel t = exp(—28.J), que sera
zero quando a temperatura for nula e a 1 quando a temperatura T tender ao infinito.

Sendo assim,
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! _T. (2.70)

141

Lij(r) = [

A fungao de correlagao I';;(r) esta relacionada ao comprimento de correlacdo & através

de

r 1
- . , 2.71
SNy e n ( %> (2.71)

Quando se estd no limite da temperatura critica (t — 0), tem-se que & = (2t)7!,
permitindo indentificar os exponentes criticos v = 1 e n = 1, relacionados respectivamente
com o comprimento de correlacao £ e com a funcao de correlagao I';;(r) eq. 2.70 da cadeia
de Ising.

Analisando o comportamento da magnetizacao eq. 2.58 proximo da temperatura cri-

tica do sistema em termos de ¢, obtem-se

o sinh(Bh) (2.72)

/sinh(8h) + 2 ’

assumindo um campo magnético pequeno, |Sh| < 1, a expressao fica

m=—__ (2.73)

(BR)2 + 12
No limite de baixas temperaturas, m(t — 07, h — 0) = £1, pode-se encontrar o
expoente critico da magnetizacao (3 igual a zero, enquanto o expoente critico que deter-
mina como a magnetizagao aumenta como resposta a um campo magnético externo nas

proximidades da temperatura critica é dado por § = cc.

2.4 Modelo de Heisenberg

Nesta secao, iremos calcular explicitamente a funcao de particao e outras importantes

quantidades do modelo de Heisenberg. Faz-se importante mencionar que a solugao classica
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segue o tratamento original proposto por E. Fisher [62].
Primeiramente, deve-se escrever o Hamiltoniano do modelo unidimensional de Heisen-

berg de spin—% com interagao entre primeiro vizinhos e de segundo vizinhos, conhecido

como modelo de Majumdar-Ghosh [63], figura 2.1.

Figura 2.1: Geometria da rede degrau de spin—%, conhecida como modelo Majumdar-
Ghosh para o caso a = %, com J representando as interacoes entre os pares de spins
primeiros vizinhos e aJ representando as interagoes entre os pares de spins segundos

vizinhos.

Fonte: Autor, 2017.

N

H=J (§j - S1+aS; - §j+2> (2.74)
j=1

as condicoes de contorno peridédicas §N+1 = §1 e §N+2 = 5’2 sao impostas por simpli-

cidade. Note que o Hamiltoniano 2.74 se reduz ao modelo de Majumdar-Ghosh pela

restricao a = % A adicao de uma interacao de segundo vizinhos facilita a obtencao da

solucao exata comparada com o modelo com interacao apenas de primeiros vizinhos, que

pode ser exatamente tratado usando a solu¢do do método do ansatz de Bethe [4].

Agora, considere um Hamiltoniano teste dado por:

al J 3J
JY S S+ 5D 8 St 5 (2.75)
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Pode-se relacionar o Hamiltoniano teste, eq. 2.75, com o Hamiltoniano do modelo de

Majumdar-Ghosh, eq. 2.74, por intermedio de:

9
Hare = He — 1N (2.76)

A eq. 2.76 mostra que os autovalores obtidos pelo Hamiltoniano H ;¢ diferem dos

INJ

autovalores obtidos pelo Hamiltoniano teste H; por uma constante —=*.

Para conseguir
um entendimento de como sao as configuragoes possiveis para os spins no estado fun-
damental, serd proposto um Hamiltoniano apenas formado por dois spins (dimero) que

formam o degrau:

Hy=JS; - S,. (2.77)

As componentes do operador de spin, S, = <S§”, SY S-Z>, sao representadas pelas matrizes

de Pauli:

(2.78)

J J J
O Hamiltoniano eq. 2.77, que representa o dimero de Heisenberg de spin—%, pode ser

descrito através da representacao matricial:

(1 [Hal 1) (M [Hal 1) (1T [Hal 1) (1 [Ha] L)

H, — (M Hal 1) O [Hal 1) (N [Hal 1) (T [Hal 3
G [Hal 1) (el 1) (T [Hal 11 (T [Hal W)
L THal 1) THG 1) THG ) (G [Hal WD)
20 0 0

2
_ Y J4 QJ ! : (2.79)

0 2 -4 0
00 0 g
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sendo estes os quatro estados de spin ortogonais usados como base do sistema:

1 |1
| 1) = , 1) =
0| o

S =

1
1 2
0 1 0
1) = W= (2.80)
1 0 1

1 2 1 2

_

A diagonalizacao, do Hamiltoniano 2.79, dard o completo espectro de autovalores e
consequentemente suas autofuncoes. Entao, os autovalores e autovetores correspondentes

Serao:

-3J 1
By = —= wo>:ﬁ(\ 1) = 141)), (2.81)
By = % [P1) = | 1), (2.82)
J 1
Bo= e = (11 +141), (2.83)
Byo= T ) =) (2.84)

O espectro de autovalores é bastante interessante, por ser constituido por um tnico
nivel nao degenerado ( o singleto: |1y) ) que esta separado por uma diferenca de energia
J de outro estado triplamente degenerado ( o tripleto: |i1), [12) e [13) ). Os estados

ferromagnéticos, |¢;) e |13), possuem a mesma energia 7. Em contraste a esse fato, os

4

estados antiferromagnéticos, |12) e [1p), ndo estdo no mesmo nivel energético.
Pela consideragao de interagoes antiferromagnéticas, J > 0, o estado fundamental
do modelo de Heisenberg com spin—% na rede de Majumdar-Ghosh é caracterizado pelo

produto de & 5 funcdes do estado singleto [4]. Sendo assim, a energia do estado fundamental
é obtido pelo produto destes ¥ 5 pares de spins com energia Fy, ou seja £/ = % = %N".

Este modelo apresenta um perfeito ordenamento, que é conhecido como cristal de
dimeros. Devido a completo ordenamento dos spins que formam os dimeros. O que

contrasta bastante com os demais spins pertencentes a diferentes dimeros que possuem

correlagao nula.
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2.5 Efeito magnetocalorico

O efeito magnétocalorico possibilita materiais magnéticos serem aquecidos (resfria-
dos), devido a varia¢do de um campo magnético externo, sendo uma das aplicagoes mais
interessantes das propriedades magnéticas. De fato, ndo é apenas uma variagao na tem-
peratura do composto quimico, mas também uma variacdo na entropia magnética do
sistema sob o efeito do campo magnético. Este efeito é conhecido desde 1881 quando o
fisico alemao Emil Warburg [64] percebeu que um metal aumentava sua temperatura ao
ser aproximado de um forte ima.

Posteriormente, esse mesmo efeito foi utilizado para obter também baixas temperatu-
ras em compostos quimicos, possibilitando a criacao da refrigeracao magnética por Debye
[65] e Giauque [66, 67]. Este processo ficou conhecido como desmagnetizagdo adiabatica,
que permitiria a obtencao de temperaturas absolutas abaixo de 1K por meio do efeito
magnetocalérico.

O grau final de resfriamento obtido, por exemplo, por um sal paramagnético, depende
nao somente da temperatura inicial e do campo magnético externo, mas sobretudo das
propriedades magnéticas do refrigerante. O efeito ir4 ocorrer em todos os materiais mag-
néticos, porém ¢é mais comum em materiais que apresentem transicdo magnética |68|.

Apesar das verificacoes experimentais, o entendimento tedrico s6 surgiu a partir de
1928, quando Weiss e Piccard [69] explicaram o efeito. A partir destes trabalhos, os
estudos da entropia magnética, que é relacionada diretamente ao efeito magnetocalorico,
foram direcionados a obtengao de refrigeragdo magnética [67]. Para entender o mecanismo
que torna possivel esse efeito, se faz necessario descrever alguns efeitos magnéticos e algo
sobre a estrutura da matéria, mostrando que os spins sao de extremo interesse para o
estudo de fendmenos fisicos em baixas temperaturas.

Quando se aplica um campo magnético sobre um composto quimico, em uma tempe-
ratura cujos spins estao desordenados, isso favorece o ordenamento dos momentos magné-
ticos no sentido deste campo externo, causando uma diminuicao na entropia magnética.
O quanto a substancia se magnetiza, sob a acdo de um determinado campo, é quantifi-
cado suceptibilidade. Esse ordenamento magnético ir4 competir com a desordem devido
a agitacao térmica, ou seja, o maior odernamento ocorrerd em baixas temperaturas, em
situagoes de baixa entropia magnética.

O efeito magnetocalodrico gigante foi descoberto primeiramente nos compostos GdsSioGes
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[70], Th5Si,Gey |T1]. O processo de refrigeracdo magnética consiste num ciclo dado por
duas etapas: uma isotérmica e outra adiabatica; e as grandezas medidas sao a variagao da

entropia magnética e a variacao da temperatura adiabatica, dadas respectivamente por:

ASiso = [S(T) =0 — S(T') 0] (2.85)

AToq = [T(S) =0 — T(S) 10| (2.86)

A entropia de um sistema magnético é a soma das das entropias de rede, eletronica e
magnética [72], sendo apenas a entropia magnética dependente do campo, pois este ordena,
os spins da rede diminuindo a entropia. Deste modo, como o efeito magnetocalérico é
resultado da variacao do campo, apenas a entropia eletronica esta excluida deste efeito.
Esta entropia é inversamente proporcional & forca do campo e diretamente proporcional
a temperatura. Tentar retornar & mesma temperatura inicial é um dos problemas da
aplicagao comercial do efeito magnetocalorico, pois caso isto nao ocorra, ¢ necessario um
trabalho extra para voltar a esta temperatura.

Como a entropia é uma funcao de estado, sua variacao infinitesimal pode ser descrita

da seguinte forma:

oS oS
45 = (57) 4T+ (577) 27 (2:87)
Considerando um processo isotérmico, temos que g—f, = 0. Sendo assim, a variacao infini-
tesimal da entropia é dada por:
oS oM
—(£2) am = <—> H. 2,
ds <8H>Td oT Hd (2:88)

Vale ressaltar que a obtencao dos potenciais magnetocaloricos através das relacoes
de Maxwell, como a equacgao 2.88, s6 é valida para compostos com transicoes de fase de
segunda ordem, pois para materiais com transicao de primeira ordem, a derivada da mag-

netizacao nao é definida na transicao de fase. Contudo, experimentalmente, a transicao
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ocorre em uma faixa de temperatura tornando a derivada da magnetizagao definida. As-
sim, um intenso EMC é esperado na regiao de uma transicao de fase magnética, e o efeito
pode ser maximizado quando o parametro de ordem da transicao magnética muda inten-
samente dentro de um estreito intervalo de temperatura. O que é verdade para transicoes
de fase de primeira ordem.

A maior parte das das transicoes de fase magnética é de segunda ordem. Por outro
lado, o interesse em transicoes de primeira ordem esta diretamente relacionado com o
fato de que aplicando um campo magnético relativamente pequeno podemos induzir uma
intensa mudanca na entropia, devido ao fato de possuir certa quantidade de calor latente.
No entanto, em qualquer transi¢cdo de primeira ordem também ocorre histerese (térmica
ou magnética), a qual deve ser suficientemente pequena para aplicacoes. Entretanto, vale
lembrar que as relacoes de Maxwell sao obtidas utilizando a termodinamica do equili-
brio que nao sao validas na regiao da transicao de fase de primeira ordem que apresenta
metaestabilidade e coexisténcia de fases. A utilizacdo das relacoes de Maxwell para de-
terminar os potenciais magnetocaloricos em materiais com transicao de primeira ordem é
um assunto muito controverso na literatura.

Integrando a expressao 2.88, a variacao de entropia ¢ dada por:

ASy = / " <%_]¥>HdH (2.89)

H;

Esta é a relacao de Maxwell para a variacao isotérmica da entropia e, por meio dela,
vemos que a variagao da entropia depende da derivada da magnetizagao em relacao a
temperatura com campo aplicado constante. Quando essa derivada é negativa, temos o
efeito magnetocaldrico direto, que ocorre nos materiais ferromagnéticos. Neste caso, a
magnetizagao decresce com o aumento da temperatura até que se chegue na temperatura
de Curie, onde ha a transicao para a fase paramagnética. Quando esta derivada é positiva,
temos o efeito magnetocalorico inverso e hd um aumento da magnetizacao com o aumento
da temperatura. Materiais antiferromagnéticos apresentam este efeito na presenca de
um campo magnético externo para temperaturas abaixo da temperatura de Néel. Num

processo adabéatico, dS = 0 na equagao 2.87, tem-se:
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or (ﬁ)
oH
- (2.90)
0H/s <@)
T )
Para este processo, temos que o calor especifico a campo constante pode ser escrito

Ccomo:

oS
T—=-T() dH 2.91
Crd <8H)Td (2.91)
e entao podemos escrever:
B oM
AT, = — (=) aH 2.92
¢ /H OH<aT>h (2.92)

Esta é a relacao de Maxwell para a variacao adiabatica da temperatura. Essa equagao
pode ser relacionada na anélise de sistemas magnéticos com o parametro de Gruneisen

em condicoes adiabaticas |73]:

1 /oM
O = ——(—) , (2.93)
CH (‘3T h

onde O, é o paramentro de Gruneisen, que mede o efeito magnetocalérico em materiais.

Da mesma maneira que a equacao 2.89, tem-se que AT,y ird também depender da
derivada da magnetizacao em relagdo a temperatura, porém com o sinal negativo. O
aumento no campo externo produz uma reducao da temperatura e, inversamente, um
decréssimo no campo induz um aumento na temperatura.

O ciclo do EMC torna-se mais eficiente, quando ha uma variacao maxima da entropia
no processo isotérmico e uma variagao méaxima da temperatura no processo adiabatico.
Em compostos ferromagnéticos, isto torna-se possivel quando tomamos o limite de tem-
peratura proximo a da temperatura de Curie. Neste limite, surge um equilibrio entre o
ordenamento dos momentos magnéticos devido & influéncia do campo externo e o desor-

denamento deles devido a agitacao térmica.
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Para um paramagneto ideal, temos uma taxa magnetocalorica:
<0T> T (2.94)
OH/s H )
A razao entre a taxa magnetocalérica do material e a taxa magnetocalorica do paramag-
neto é chamada de taxa magnetocalérica normalizada. Ja a capacidade de refrigeracao
q ¢ uma caracteristica intriseca da substancia que pode ser usada como refrigerante em

um refriferador. Esta é caracterizada diretamente pela mudanca de entropia magnética

do sodlido como segue:

T
q=— ASz'sodTw (295)

T

a qual indica quanto calor pode ser transfeirdo de uma fonte fria T para uma fonte quente
T, do refrigerador em um ciclo termodinamico ideal. Logo, a capacidade de refrigeracao
de determinado material nada mais é que a area sob a curva da variacao de entropia
magnética em funcao da temperatura. Portanto, AS;, é geralmente mais usado para re-
presentar o efeito magnetocalorico de alguma amostra, pois pode ser aplicada diretamente
em ¢ para ser conhecido a capacidade de refrigeracao da amostra.

A descoberta do efeito magnetocalérico gigante a temperatura ambiente no composto
GdsSiaGey em 1997 |74] destacou ainda mais a aplicagdo do efeito magnetocalorico em
refrigeradores. Desde entao, o Gadolinio tem se mostrado um material promissor, pois sua
temperatura de ordenamento magnético é de 294K. Foram obtidos valores de ﬁ—;"; ~ %
para valores de campo fraco na temperatura critica.

E importante frisar que os processos de resfriamento comuns, resfriamento de um gas
em uma maquina de expansao, sao nocivos ao ambiente, ja que utilizam os gases CFC (clo-
rofluorcarboneto) e HCFC (hydrofluorcarbonetos). Além disso, consomem muita energia,
tornando a refrigeracao magnética uma saida ecoldgica para uma economia sustentavel
melhorada. Entretanto, para o uso de um material num refrigerador magnético comercial,
é necessario levar em consideragao outros fatores além de sua eficiéncia (razao 2—};). Estes
fatores sao os custos do material, custos de preparacao e fabricacao, histerese, corrosao,

estabilidade, dependéncia temporal da variacao da temperatura adiabatica e ainda fatores

relacionados a satude, como se o material é carcinogénico ou venenoso.
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2.6 Sistemas de spin frustrados

Modelos quanticos de spins geometricamente frustados representam um topico fasci-
nante das atuais pesquisas em fisica da matéria condensada [27] e de informacao quantica
[75]. Contudo, ha quase um século atras, os modelos magnéticos de spin serviram mais
como curiosos modelos matematicos idealizados, sem nenhuma correspondéncia direta a
algum material magnético real especifico [76]. O interesse nesses modelos era devido as
proprieades magnéticas dnicas, intimamente ligadas aos exodticos estados fundamentais
quanticos [5].

O termo “frustracao” foi primeiramente proposto [77] para descrever a situacao onde
um spin (ou diversos spins) no sistema nao conseguem encontrar uma orientagdo para
satisfazer simultaneamente todas as interacoes com seus vizinhos. Esta defini¢ao se aplica
a todos os modelos de spins em redes, como os modelo de Ising, Heisenberg, Potts [78] e ao
modelo m-vetorial [79], por exemplo. Em baixas temperaturas, devido a efeitos quanticos e
frustracao, sistemas de baixa dimensionalidade apresentam propriedades "exoticas”, como
por exemplo, estruturas de platores de magnetizacao e fases reentrantes. Em geral, a
frustracao ¢ causada seja pelas interagoes competitivas ( como no modelo de Villain [80] )
ou pela estrutura da rede dos spins 4] com interacao antiferromagnética entre os primeiros
vizinhos. Ou seja, a frustagdo geométrica sé pode ocorrer quando ao menos algumas das
interacoes de troca da rede sao antiferromagnéticas.

As interacOes competitivas entre os momentos magnéticos da rede podem produzir
um efeito chamado de reentrancia. Esta é uma fase sem ordenamento de longo alcance
ou sem nenhum ordenamento numa regido de temperatura abaixo da fase ordenada [4].
Isto é visto no diagrama de fases como uma mudanca da fase desordenada para uma fase
ordenada e posteriormente a transicao oposta, da fase ordenada para a desordenada, a
medida que a temperatura for diminuindo.

O comportamento do diagrama de fase, como visto, ¢ muito rico em modelos frustra-
dos. A degenerescéncia no estado fundamental é enorme, podendo ser infinita em algumas
situacoes. Essas degenerescéncias tendem a ser reduzidas com o aumento das flutuagoes
térmicas.

Os platos de magnetizagao sao as situacoes onde a magnetizacao se mantém cons-
tante mesmo com a variacao do campo magnético aplicado, caracterizada por uma reta

horizontal na curva de magnetizacdo em funcao do campo externo aplicado. Esses platos
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sdo observados em varios tipos de redes frustradas [4] e em compostos sintetizados nos

laboratoérios.

2.7 Platos de Magnetizacao

Devido as flutuacoes quanticas e as frustracoes geométricas impostas, sistemas de baixa
dimensionalidade, como o tubo triangular de spin—%, apresentam propriedades "exo6ticas”,
nas regioes de campos externos baixos e com pouca agitagao térmica, como, por exemplo,
estrutura de platés de magnetizacao. A origem real deste platds de magnetizacao ainda é
um ponto de intensificado debate entre os pesquisadores da area de sistemas magnéticos,
havendo varios modelos quanticos e classicos para reproduzir essas estrutura de platos.

O fenoémeno da frustracao é caracterizado por existir patamares de estados interme-
diarios da magnetizacdo em que a magnetizacao m é uma fracao da magnetizacao total
de saturacao local mg,. O fendmeno é analogo ao efeito de Hall quéantico no qual a re-
sistividade eletrica exibe platos como fungoes do campo externo magnético. Osgikawa
e colaboradores [23| encontraram uma condi¢ao para a ocorréncia destes platos de mag-
netizagdo em modelos quase unidimensionais pela generalizagdo do modelo de LSM [24]
incluindo o campo externo magnético. Para um sistema de spins qualquer, a condigao de

quantizacao pode ser escrita como:

(Su—mu)peZ (2.96)

onde p é o periodo do estado fundamental, S, e m, sao o spin total e a magnetizacao
total da célula unitaria. De acordo com essa regra, o nimero de platos disponiveis pode
ser aumentado tanto pelo aumento do spin total na célula unitaria S, quanto pela quebra
da simetria de translacdo, pelo aumento de p. A condicao de quantizacao é necessaria
mas nao suficiente, pois nem todos os platos previstos sao obtidos em geral.

Esses platores sao vistos em diversos modelos geométricos frustrados teoéricos e em
compostos sintetizados em laboratérios. Pode-se citar, como exemplo de sistema que
apresenta plato fracionario de um terco da magnetizacao de saturagao, a reacao de troca
idnica no caso da rede perovskite [81, 82|, com tripla camada de (CuBr)SraNb3O1p, um

calcio de titanio 6xido mineral composto por componentes de titanato de calcio.
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Através de experimentos de resfriamento com nitrogénio liquido de uma classe par-
ticular de 6xidos métalicos ceramicos com estrutura de perovskite, foi possivel descobrir
que estes compostos apresentavam temperatura critica de superconditivade proxima a 90
K. Georg Bednorz e Alex Muller [83] ganharam o prémio Nobel de Fisica em 1987 por
esta descoberta.

Cristais de perovskite apresentam simetria ctibica, com o maior atomo X localizado no
centro da célula unitaria, e os &tomos Y ocupando os 8 vértices de estrutura da célula e os
oxigénios as doze arestas. Os Oxidos desses cristais apresentam as mais variadas aplicagoes
nas areas de magnetoresisténcia, mas infinitas propriedades dielétricas que sao de grande
importancia na microeletronica e telecomunicacoes, além das propriedades magnéticas
[84, 85].

Resultados experimentais para os platos de magnetizagao sao obtidos através de méto-
dos que incluem a difracao de raios-X ou ressonancia magnética nuclear onde a difracao da
radiacao eletromagnética fornece informacgoes sobre a natureza e parametros da estrutura
geométrica cristalina e de orientacao dos spins de uma determinada amostra. Geralmente
0 equipamento proposto para esse tipo de atividade é o magnetometro, instrumento ana-
litico configurado especialmente para o estudo de propriedades magnéticas de pequenas

amostras sobre um amplo intervalo de campos magnéticos externos e temperatura.
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Capitulo

EMARANHAMENTO QUANTICO

3.1 Decomposicao de estados

Para demonstrar a técnica de decomposicao de estados, suponha um sistema quantico
constituido por uma rede de spins com L spins e com d estados locais {o;} em cada
um dos sitios ¢ € {1,2,...,L}. Um exemplo disso seria o modelo de Ising, onde d = 2,
representado pelas bases locais: {o;} = {| 1),| {)}. A rede de spin em questdo pode ter
dimensao arbitraria, desde que os spins sejam ordenados em sitios.

Podemos definir estados puros no espaco L¢ dimensional de Hilbert como:
H - ®f:1Hi7 (3]‘)

sendo H; = {|1;),...,|d:)}

O autoestado mais geral associado é descrito pela representacgao:
W) =D o, 00). (3:2)

Este tipo de representacdo gera uma série de problemas praticos [26, 30]. Um dos
problemas ocorre na obtencao das solucoes analiticas para os coeficientes ¢{”}. O numero
de coeficientes tende a crescer exponencialmente com o nimero de sitios L do sistema. Ao
longo do desenvolvimento da mecanica quantica aplicada a sistemas magnéticos, foram
sugeridas diversas técnicas aproximativas para a obtencio dos ¢!} para contornar esse
problema.

A primeira aproximacao padrao de decomposicao de estados, com o intuito de reduzir
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esse crescimento exponencial dos coeficientes, ficou conhecida como aproximacao de campo
médio, ja discutida na secao 2.3.1. A aproximacao de campo médio, para representar da

decomposicao de estados, consiste em fatorizar os coeficientes da seguinte maneira:

601,...,0L — 601002 . CUL. (33)

Aplicando a aproximacdo de campo médio, saimos de um espaco formado por d*
coeficientes e entramos num espaco formado por d x L coeficientes. Existem situacoes nas
quais pode-se assumir a invariancia translacional dos estados. A dimensao que representa
0 espaco ira se reduz ainda mais drasticamente para apenas d.

Tal decomposicao foi prostosta dentro da teoria do campo molecular criada por Weiss
(1907) [28]: as orientacoes dos spins sao obtidas assumindo que eles sdo expostos a dois
campos: um campo magnético externo e um campo magnético efetivo. O campo magné-
tico efetivo representa a interacao média de um spin com todos os outros sitios interea-
gentes da rede. Contudo, essa aproximacao de campo efetivo cancela todos os efeitos de
correlagoes quanticas no modelo.

Para demonstrarmos uma representacao pratica cujos os coeficientes sao nao fatoréveis
e que nao pode ser obtida pela aproximacao de Weiss, propomos o exemplo simples de dois
spins %, onde H; = {| 1), | }i) }, representados pelo produto tensorial dos hamiltonianos
individuais: ‘H = H; ® Hs. Esta representacao mais sofisticada, que mistura o principio

da superposicao aliado ao produto tensorial, nos leva a um autoestado nao normalizado

com coeficientes nao fatoraveis, formada por:

[9) =TI A1) + M) + ) + D). (3.4)

Através deste exemplo simples, fica claro que nem todos os coeficientes {7} da eq.
3.4 podem ser fatoraveis, como propoe a teoria de campo molecular, mais explicitamente
os coeficientes ¢ e T ndo podem ser fatoraveis. Se os estados forem fatoraveis, serdo
chamados de estados produto. Caso nao, serao chamados de estados emaranhados.

A importancia dos estados emaranhados surge devido & possibilidade de quebra na

propriedade de localidade nas transferéncias de informacao e pela presenca de correlacoes
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quanticas, que sao fendomenos essenciais para o processamento de informacao e comunica-
¢ao quantica [86].

Se a teoria de Weiss nao captura as correlacoes quanticas presentes no sistema, como
reescrever a representacao descrita pela eq. 3.3 para contemplar também os estados
emaranhados? Uma forma de responder a essa pergunta surge com a ideia que podemos
exprimir autoestados gerais pela soma dos produtos sobre os estados locais, propondo-se
uma nova descricdo matricial com o proposito de substituir os coeficientes escalares, ct7}

da equagao 3.3, da seguinte forma:

Cal,...,JL — MUl M0'2 o MG'L7 (35)

onde os M7 sao descritos por matrizes 2 X 2, exceto os que irao representar sitios que se
localizam nos extremos da rede. No caso da cadeia linear, os sitios que estao nos extremos
seriam: oy e op, implicando em M9 e ML terem que ser descritos por matrizes 1 X 2
e 2 x 1, respectivamente. Essa representacdo matricial dos M{7} mantém a dimensio
escalar original, dimensdo de ¢{}.

O autoestado total, eq. 3.2, equivalerd a seguinte expressao no espaco dos M {7}

‘w>: Z MJIMUQ---MUL‘O—170—27"'70_L>7 (36)

01,01

onde a cada sitio foi associado um matriz M7, onde ZU,(MUZ)TMOZ = I, que depende
do conjunto de estados locais {o;}. E interessante comentar que um dado autoestado
1 nao possui uma tnica decomposi¢ao matricial. Estas sao chamadaa de decomposicoes
de matrizes em produtos de estados (MPS). Sempre existe mais de uma maneira de se
representar autoestados através de decomposicoes deste tipo.

Uma das mais versateis ferramentas no estudo da separatibilidade dos estados, para
um sistema quantico bipartido, é chamada decomposicao em valores singulares (SVD)

[87, 30]. A decomposigao SVD garante que, para uma matriz retangular qualquer C' (com

dimensao n, X ny), existe uma decomposi¢ao na forma:
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C=USVT, (3.7)

onde:

e U possui dimensao (n, x min(n,,ny)) e tem colunas ortonormais (vetores sigulares

esquerdos), sendo UTU = I. Se n, < ny, isto significa que U é uma matriz unitéria;

e S tem dimensado (min(ng, ny) X min(ng, ny)), ¢ uma matriz diagonal de valores nao-
negativos S, . = Sa, conhecidos como valores singulares. O ndimero r de valores

sigulares nao-nulos ¢ o rank (de Schmidt) de C;

e VT tem dimensdo min(n,,ny) X ny e possui linhas ortonormais (vetores sigulares

direitos), sendo VIV = I. Se n, < n. Isto significa que V1 é uma matriz unitaria.

Uma das formas de demonstrar a validade da equacgao 3.6 é utilizar o procedimento

da decomposicao em SVD dos coeficientes originais, ¢?* 7% resultando em:

B Z -y My ;
C - Ua1 al a1 al a17027 "o M U027111 Sa27a2‘/;12,(03,...70L)

ai az

- Z Z Z Mol Mgfaz (03@2)7«13Sa3,a3VaT37(047_,_7UL) (3.8)

ai az as

O processo interativo pode continuar, substituindo os operadores U, q;,_,),a; POT uma
3 og; fo ] o o . .
matriz M com entradas M7, = U, a;_1)a; (€ com M7 = Us, 4,) , e assim por diante,

1,04

até retomarmos a expressao eq. 3.5:

01,0 01 )\ f02 03 oL _—
T = YYD D MM M, M =

ar  az as ar—1

= MMM ... M°*. (3.9)

Observa-se que esse processo leva a um produto de matrizes tal qual um MPS é
definido. A manipulacao do MPS deve ser cuidadosa pois esta é carregada de varios
indices bastante similares, como pode ser notado até agora. Felizmente, a referéncia

geométrica da formacgao dos blocos pode ser usada como um guia para a manipulacao
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do MPS, e por consequéncia na aplicagao do grupo de renormalizagao quantico (DMRG)
[88], como sera visto no proximo capitulo. Contudo a versao inicial do DMRG usa a
decomposicao de autovalores EVD, AU = UA, [86, 88] para uma matirz quadratica e
Hermitiana A, com A representando uma matriz diagonal com autovalores reais \; e U
é a matriz unitaria formada por vetores colunas |u;) que formam a base ortogonal do
sistema. Felizmente, SVD e EVD sao intimamente conectados.

Sabendo que A = USVT, entdo:
ATA=VSUTUSVI = VS*VT — (ATA)V = S%V, (3.10)
e, similarmente, que:
AAT =USVIVSUT = US?UT — (AANU = S*U. (3.11)

Comparando a decomposicao SVD com a EVD, percebe-se que os valores singulares
quadraticos sdo os autovalores de ATA e AAT, e os respectivos autovetores sio as colunas

de U e V respectivamente.

Figura 3.1: Biparticionando um sistema quantico em dois blocos A e B através das bases
ortonormais dos blocos.

Fonte Autor 2017.

Como mencionado anteriormente, a decomposicao de estados quanticos conhecida
como decomposi¢ao de Schmidt [89]é uma ferramenta bastante 1til para a determinagao
de emaranhamento quantico em sistema de spins [86], sendo um instrumento importante
para a extracao e descricao das propriedades de emaranhamento de um estado quantico.

Assim como a verificagdo em termos das desigualdades de Bell [90] para caracterizar
emaranhamento, a decomposicao de Schmidt [89] também s6 é valida para estados puros.
Contudo a decomposicao de Schmidt pode ser aplicada a estados com um ntmero arbitra-
rio de qubits, desde que sejam analisados em dois conjuntos. Ou seja, tal decomposicao s6

é vélida para sistemas analisados em biparti¢coes. Um sistema particionado desta forma é
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chamado de sistema bipartido, de duas partes ou, biparticionado [30].

O termo emaranhamento foi proposto pela primeira vez em 1935 por E. Schrodinger
[91] como sendo uma "acao fantasmagorica a distancia”, que surge ao analisar o paradoxo
EPR [92] e tentar responder a pergunta: como medigdes em uma particula podem influen-
ciar a outra, estando elas separadas por uma grande distancia? Essa questao introdutéria
gerou bastante controversias e teve sua solugao dada por Bell [93]. Essa "a¢ao fantasmago-
rica & distancia”, proporciona correlacoes nao locais que nao possuem explicacao classica,
por isso dizemos que sao correlagdes "mais fortes” que as classicas.

Em prol de esclarecer o processo de decomposicao proposto por Schmidt, considere
uma biparticao de uma cadeia de L sitios em dois subsistemas A e B, com A incluindo
os sitios 1 até k e B os sitios kK + 1 até L, como mostra figura 3.1.

Entdo, o estado quantico puro [¢) pode ser definido como:

dimH s dimHp

¥) = Z Z bijlia)lis), (3.12)

onde |i4) e |jp) formam as bases ortonormais dos subsistemas A e B, respectivamente.

O operador densidade p associado ao estado quantico puro |1)) consiste em:

p =)l (3.13)

A representacao deste operador na base adequada é chamada de matriz densidade.

Como exemplo deste operador, considere o estado com dois quibts:

)2 = <5 (100) + 1)), (3.14)

temos que o operador densidade é dado por

(yoo> + 111>) ((00| + (11|),

1
2
%(yooxooy +100)(11] + [11)(00] + y11><11y>. (3.15)
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Considerando a base {|00),|01), |10}, |11)} para a representacao matricial, temos que

3 00 3
0000

"“1o 000 (3:16)
|2 00 3]

Na pratica, estas bases irao ser usualmente formadas por MPS originadas das bases
locais como {|oy,...,07)}, como mostrado no exemplo. Interpretando os coeficientes 1,
como as entradas de uma matriz retangular de dimensao {H4 x Hp}, pode-se reescrever
o estado [¢) na decomposi¢do de Schmidt (ou em um SVD, tal que [¢)) = USVT), na

forma:

T

) = sala)ala) s (3.17)

a=1

com s, sendo os valores singulares nao nulos de [¢)) para

dimH 4 dimHp

) = Z Uiali)a e a)p = Z Viali)s. (3.18)

E importante notar que, devido as propriedades de U e V, {|a)4} e {|a)p} formam
uma base ortonormal. A fisica por tras dos subsistemas A e B ¢é transcrita pelos operador

de densidade reduzida, p;, da seguinte maneira:

trpl) (V] = 201 sala)alala = pa
pr : . (3.19)
tral) (v =320y sale)slels = ps

Através da decomposicao de Schmidt, p; pode ser obtida pelo traco parcial sobre um
dos subsistemas, A ou B, permitindo interessantes observacoes: como a igualdade dos
valores nao nulos das matrizes de densidades reduzidas, mesmo quando os operadores A

e B forem diferentes. Esta diferenca ocorrera apenas em seus autovetores.
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Esses operadores de densidade reduzida sao ferramentas importantes na quantificacao
do emaranhamento. Pode-se quantificar emaranhamento usando, por exemplo, a entropia
de emaranhamento de von Neumann [94|. O emaranhamento entre os subsistemas A e B

é represensentado por:

Sap([¥)) = —trapalnpa = —trpppnpp = — »_ s2Ins2. (3.20)

a=1

Ainda para a situacdo em que temos biparticionamento da cadeia, para os mesmos
dois subsistemas A e B, podemos supor o autoestado mais geral do sistema como um

produto tensorial direto dos estados que formam os subsistemas, A e B:

) = Z lou) alou) B, (3.21)

sendo

la)a= D5 o (Mo M2, o M) 0|01, 00, ..., 07)
)= D, e (MO M2 M),

)i : (3.22)

O141,0142, - - - ,UL>

Neste tipo de representagao o estado escolhido para representar um dos blocos sera orto-
normal e o outro estado, em geral, nao serd. No nosso caso, o sistema é dito normalizado

a esquerda, pois a normalizacao ird ocorrer sobre a base que descreve o subsistema A:

(fllaya = Y (M7 M7, MO (MO M7, M),

O1,..-,0]

= > (M"Z,MUH,...,M”l)Lm(M“l,M”z,...,M”l)l,al

01,--+,0]

= Z (MU”L, M0171T, o ,MUlTM017 M2 MUZ)Q{,OQ
T14.0,07

S (3.23)

Entretanto,
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(glla)s = Y (M=, M2 MOR)s (MO, M2, M),
O1,...,07]
= Z (MG'LT’ MO'LflJf’ o ,MJHIT)LQ;(M(”“, M2 M),
01,...50]
= > (Mo Mo MOEMEE M M) (3.24)
O1,...,0]

o que torna inviavel a continuidade do procedimento pois, em geral, > MMt # I,
mostrando que o sistema pode nao ser ortonormalizado para base que representa o bloco
B (pode nao ser normalizado a direita).

Isso mostra que é possivel obter diferentes representacoes exatas de [¢)) na estrutura
dos MPS que podem ou nao ser ortonormalizaveis dentro dos blocos definidos. A escolha
da representacao em MPS possui influéncia direta na eficiéncia da técnica de diagonali-
zacao proposta.

A fim de termos uma noc¢ao mais pratica de como a técnica MPS funciona, iremos
desenvolver a técnica do MPS para obter o estado fundamental do Hamiltoniano Affleck-
Kennedy-Lieb-Tasaki (AKLT)[95, 96|, modelo de spin em redes de particular interesse
para o estudo de emaranhamento quantico por apresentar um estado quantico nao-trivial,

o estado Affleck-Kennedy-Lieb-Tasaki (AKLT)[95], diagramatizado na figura 3.2.

Figura 3.2: O estado de Affleck-Kennedy-Lieb-Tasaki (AKLT) é constituido de particulas
de Spin—% que estdo em uma alternancia de estados: de estados tripletos (representados
pelos circulos com spin total 1) e estados singletos (barras vermelhas).

Singleto Singleto

Y Y

Spin-1 Spin-1 Spin-1
Fonte: Autor, 2017.

O Hamiltoniano AKTL pode ser definido como:

H=Y8, S+ %(s : SM)Z, (3.25)

onde, excepcionalmente no artigo original [96], o modelo é spin-1. Um das diversas for-

mas de se representar o estado de Affleck-Kennedy-Lieb-Tasaki (AKLT) é um estado
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constituido de particulas de spin—% que estao em uma alternancia de estados: de estados
tripletos (representados pelos circulos com spin total 1) e estados singletos (barras verme-
lhas). Cada spin-1 dos sitios da cadeia unidimensional pode ser substituido por um par
de spin—% que sao completamente simetrizadas, os quatro estados fundamentais a serem

considerados nesse modelo sao:

e As bases que representam os estados tripleto, representando o estados S = 1:

+) = |1 (3.26)
[T+ 1D
1) 7 (3.27)
=) = ) (3.28)
e As bases que representam os estados sigletos:
=14
0) = 7 . (3.29)
(3.30)

Desta forma, o estado geral pode ser escrito como uma decomposicao MPS de estados

nao triviais de dimensoes D = 2, para uma cadeia com 2L spins—% com comprimento L:

) =Y calab), (3.31)

. o . . . 1
sendo |a) = |ay,...,ag) e |b) = |by,...,br) descrevendo o primeiro e segundo spin-; em
cada sitio. Agora nos iremos transcrever os estados na representacao de ligacoes, que

descreve, simultaneamente, os sitios, 7 ¢ ¢ + 1, como:
(Wl = Z wh,q|bi)|ai11), (3.32)
bisait1

onde foi introduzida a matriz 2 x 2, w:

0
(3.33)

> s

1
V2
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Quando o sistema puder ser descrito exclusivamente por estados sigletos, teremos:

‘¢W> = Z Why,a2Why,a3 - - - Wor,_y,ar, Why,a; ’b> |a>7 (334)
b,a

considerando condigoes de contorno periddicas. Se forem assumidas condicoes de contorno
nao-peribédicas, o termo wy, 4, serd omitido, e o primeiro e o ultimo spins permanecerao
isolados. Perceba-se que esse estado é um produto de estados fatorizados sobre a divisao
de cada um dos sitios em dois constituintes: spin fisico e auxiliar.

Introduzindo o mapeamento dos estados dos spins-3 auxiliares, |b;)|a;) € {| 1),] 1)},
para os estados do spin fisico (spin-1) |o;) € {|4),]0),|—)}. Para acrescentar os estados
de spin-1, equagdo 3.28, iremos introduzir os operadores: MZ|o)(ab|, com |ab) e |o)
descrevendo o spin auxiliar e o spin fisico no sitio 7, respectivamente.

Escrevendo o operador M7 como uma matriz 2 x 2 (onde o corresponde as linhas e

a; e b; as colunas), temos:

10 0 X 0 0
M* = M= V2 e M = . (3.35)
00 7 0 0 1

O mapeamento que descreve os estados de spin-1 pode ser representado como:

> M M M) a0 (3.36)
Sendo assim, o estado AKLT (que é uma combina¢do da alternancia entre estados de

spins-1 e spins—%), |tw), pode ser mapeado como:

— g1 o3 oL
|¢W> - E , Ma1 b1wb17a2 as, bzwa (13Ma3,b3 e 'waflvaLMaL by Why,a1 ’0>

o

[Yw) = Z M7 wMP2wM? .. wMw|o), (3.37)

g

usando a notagao matricial. Para simplificarmos ainda mais as expressao anterior, iremos
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introduzir o operador A7 = M°w, de tal forma que:

_ 0 - _ -10 _ 0 0
At = V2ol A= 2 1 e A = 1 . (3.38)
0 0 0 3 -5 0
O estado AKLT pode agora ser descrito por:
[pw) = Y ATATAT . A%o). (3.39)

g

Também é possivel normalizar esses operadores, > Aot A = %], ou seja reescalar A% os

operadores por \%:

_ 0
At = S, A= s e A = . (3.40)

Nesta representagao dos operadores A%, a normaliza¢do (no limite termodinamico) de

b)) sera (Y ||w) = 32, AL, sendo \; os autovalores de:

;i 00 3
0o -1 0 0
E=) A"®A = 4 : (3.41)
- 0 0 -1 0
3 00 g

ou seja, A\; = {1,—3,—3, —5}. Entdo, (Yw||tw) =14 3(—3)" — 1, quando L — oc.
Desta forma, é possivel expressar o estado AKLT usando um MPS formado com ope-
radores de dimensao 2 X 2, sendo o caso mais simples nao-trivial de MPS [95]
Por que as decomposi¢oes de matrizes em produtos de estados (MPS) [87] sdo tao
importantes nas técnicas de renormalizacao e quantificagao de emaranhamento? Pode-se

citar 2 razoes:

e Qualquer estado quantico pode ser representado como um decomposi¢ao do tipo
MPS, podendo ser manipulado mais facilmente se comparado a outras representa-

¢oes de estados [97]. Esse tipo de decomposi¢ao surge naturalmente quando se aplica
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técnicas de grupo de renormalizagao em redes de spin quanticos. Contudo essa re-
presentacao pode ou nao ser numericamente eficiente, do ponto de vista da reducao
tempo computacional. Desta forma, a estrutura matemética de representacao do

estado escolhida para o MPS é importante.

e Ha uma hierarquia no MPS, estados com pouco emaranhamento podem ser repre-
sentados mais eficientemente (utilizando matrizes menores) que estados altamente
emaranhados. Esses estados quanticos pouco emaranhados sao de grande importan-

cia para sistemas quanticos em baixa temperatura [86].

Para provar a primeira afirmacao, serd preciso recorrer a decomposicao em valores
singulares [98]. Se existir uma matriz arbitraria, A, com dimensdo m X n, ela pode ser
representada por uma decomposicio do tipo A = USVT, conhecida como decomposicio
em valores sigulares (SVD) [99]. A SVD possui um papel crucial no campo da informagao
quantica (quantum information), numa forma comumente chamada de decomposi¢ao de
Schmidt [100]. Através dela, estados de dois sistemas quanticos sao decompostos natural-

mente, provendo condi¢ao necessaria e suficiente para eles serem emaranhados.

3.2 Emaranhamento de estados puros

A Mecéanica Quantica surgiu para preencher lacunas tebricas e experimentais as quais
a Fisica Cléssica nao teve argumentos para preencher, como, por exemplo, a catéstrofe
do ultravioleta [101]. Sendo assim, Niels Bohr e Werner Heisenberg desenvolveram em
1927 a interpretacao mais comum para a Mecanica Quantica, que ficou conhecida como
interpretagdo de Copenhagen [102]. Nesta interpretacio o estado de um sistema fisico
é descrito por uma funcao de onda ¥ que contém toda a informacao necessaria para
caracterizar um sistema fisico.

Entretanto, a observacao de possiveis inconsisténcias nos fundamentos da teoria quan-
tica, mais especificamente na interpretacao de Copenhagen, fez Finstein, Podolsky, Rosen
em 1935 [103, 92] iniciarem uma série de discussoes, ou melhor uma série de "Gedanke-
nexperiment’,” que ficaram conhecidos como paradoxos EPR, sobre as propriedades que
as fortes correlagoes quanticas tinham sobre a localidade da transmissao de informacao.
Utilizando uma argumentacao bastante engenhosa [101] para discutir os conceitos funda-

mentais da mecanica quantica e de transmissao de informagao, realidade e de completeza
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teorica (totalmente plausiveis) demonstraram que em certas ocasides os estados quanti-
cos ou apresentam a propriedade de nao-localidade ou nao serao descricoes completas da
realidade fisica.

Para Einstein et al., em um artigo de 1935 [92], um teoria fisica completa deveria

satisfazer duas condicoes:

e Cada elemento de realidade fazer parte da teoria;

e QQuando prevemos com certeza o valor de um observavel S, sem perturbar o sistema,

entao existe um elemento de realidade fisica relacionado a essa quantidade fisica.

Mas essa realidade fisica definida por Einstein entra em conflito com o principio da
incerteza de Heisenberg [101]: se medirmos r uma quantidade s torna-se indeterminada
(sendo s e r autovalores de dois observaveis, S e R, que ndo comutam entre si) e nao pode
ser mais prevista. O valor de s s6 pode ser encontrado através de medida direta. Esta
medida, porém, ir&4 perturbar o sistema e altera o estado para W, autofuncao associada
ao autovalor s (S|¥g) = s|¥)). Ou seja, podemos concluir que, se r é conhecido, s ndo
apresenta realidade fisica.

Entao, podemos chegar a duas hipoteses:
1. a funcao de onda nao nos fornece uma descricao completa da realidade;

2. quando dois operadores, S e R, nao comutam, as duas quantidades fisicas relacio-

nadas a eles realmente nao apresentam realidade fisica simultaneamente.

Todavia, consideramos como falsa a hipotese (1) e chegamos a conclusao de que auto-
funcoes de operadores que nao comutam correspondem a mesma realidade. Dessa forma,
chegamos a uma contradigdo, pois a negagao de (1) leva & negacdo de (2). Portanto,
somos forcados a concluir que a funcao de onda nao fornece uma descricao completa da
realidade.

Essa argumentacao, que contréria a intepretacao de Copenhagen, ficou conhecida com
Teoria de Variaveis Ocultas (TVO) [104]. Estas teorias tém como base fortes condicoes
de localidade. No paradoxo EPR, a localidade significa que uma medida no sistema A
nao pode ser afetada por operacoes feitas no sistema distante B com o qual A interagiu

no passado.
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As TVO permaneceram em alta durante muitos anos, bem como a questao da com-
pletude da Mecénica Quéntica. No entanto, em 1964 John S. Bell [90] demonstrou que,
devido as suas fortes condicoes de localidade, as TVO sao restritas a certas desigualdades
que nao sao sempre obedecidas pelo formalismo da Mecanica Quéantica.

A explicacao baseada em verificagoes experimentais, em defesa da interpretacao de
Copenhagen, é que a funcao de onda que descreve a superposicao de estados quanticos
possiveis existe em todos os pontos simultaneamente. O valor s observavel do sistema A e
o valor do observavel r da sistema B nao sao quantidades independentes, mas sao obtidos
por uma mesma estrutura dentro das equacoes da fisica quantica, o que é conhecido
como representacao de estados emaranhados. No instante em que é feita a medicao do
subsistema A, todo o resto da funcao de onda colapsa em um tnico estado.

O fato da informacao entre os estados estar fortemente correlacionada quanticamente
poderia implicar que a informagao seria transmitida de forma nao local, o que significa
que interacoes entre entidades separadas podem ocorrer instantaneamente, sem que haja
qualquer relacdo material entre elas. E como se nao existisse distancia fisica entre dois
eventos, nem mesmo 0 tempo existisse.

Em seu artigo de 1935, Schrodinger [105] descreveu o emaranhamento quantico como:
"Quando dois sistemas, cujos estados estados conhecemos através de seus representantes
(fungdo de onda), entram em interacao fisica temporaria devivo as forgas conhecidas entre
eles, e depois de um tempo de influéncia mitua os sistemas voltam a se separar, entao
nao podem mais ser descritos na mesma forma que anteriormente, a saber, associados a
cada um deles um representante proprio. Através da interacao os dois representantes se
tornam emaranhados”.

As previsoes probabilisticas feitas através da funcao de onda do sistema sao irredu-
tiveis no sentido em que nao sao um mero reflexo da falta de conhecimento de variaveis
escondidas (TVO). Nos eventos probabilisticos classicos, como no langamento de dados,
usamos probabilidades para prever o resultado final pois nao possuimos informacao sufi-
ciente disponivel, apesar de termos certeza que o processo é deterministico e que nossa
falta de conhecimento traga a dinamica cadtica do mesmo. As probabilidades sao utili-
zadas para completar as lacunas do nosso conhecimento. A interpretacao de Copenhagen
defende que os resultados sao indeterministicos.

Sendo a fisica um agrupamento de conhecimentos sobre o universo que tem seus resul-
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tados validados por processos de medida. Foge da alcada das interpretacoes de Copenha-
gen especular para além daquilo que pode ser medido, para o que s6 pode ser confirmado
no imaginario. A interpretacao de Copenhagen considera sem sentido perguntas como
"onde estava o foton antes de sua posicao ter sido medida?". O ato de observar provoca
o "colapso da funcao de onda'", o que significa que, embora nos momentos anteriores a
observacao o estado do sistema permitisse um “imenso oceano” de possibilidades, apenas
uma delas sera escolhida aleatoriamente pelo processo de medicao, e a funcao de onda
resume-se instantaneamente para satisfazer essa escolha.

As propriedades do emaranhamento quantico sao comumente associadas como pro-
priedades de sistemas de duas ou mais particulas, mas na verdade sao propriedades de
qualquer sistema quantico composto, no sentido de que o sistema quantico nao pode ser
decomposto como um produto de estados de seus subsistemas constituintes, possuindo
correlacdes nao locais. Apesar de gerar uma certa estranheza inicial, ainda é possivel
descrever o emaranhamento quantico de um tnico ente fisico, iremos assim descrever o
emaranhamento entre diferentes graus de liberdade que o compde (por exemplo, o mo-
mentum de um atomo pode se emaranhar com seu spin pela interacdo com um campo
magnético, como no experimento de Stern-Gerlach [106]).

No caso dos sistemas compostos, o espaco global acesivel, E, é construido a partir
do produto tensorial dos espacos de Hilbert, F;, associados com os subsistemas. FEsses
sisteras compostos sao aqueles no qual as suas partes nao interagem entre si, mas podem
ter interagido no passado.

Dentro deste contexto, o emaranhamento de sistemas compostos surge como uma
qualidade de todo estado fisico que nao pode ser representado como um produto tensorial
direto dos elementos dos espacos de Hilbert multiplicados.

Naturalmente, a situacao mais ristica de sistema quantico onde ocorre emaranhamento
é o caso de um sistema bipartido: um sistema A descrito por um base de estados {|a)},
enquanto o sistema B tem sua base descrita por {|b)}. A descrigdo do espago de estados
E para o sistema global é feita pelo produto tensorial dos espacos de estados das partes
A e B, sendo dim {|a)} = m e dim {|b)} = n, com m > n.

Dentro de E, um vetor |¥) é dito fatoravel se |¢)) = |p4) ® |¢p). Se tal decomposi¢ao
nao for possivel, |[¢)) é dito emaranhado. Qualquer que seja a operacao realizada em

apenas uma das partes serd referida como uma operacao local, e o emaranhamento nao
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pode ser criado e nem destruido por operagoes unitarias locais. Operacoes unitérias locais
nao alteram o emaranhamento, pois apenas transformam uma base qualquer de Schmidt
em outra base ortonormal [26].

Uma ferramenta comum para a identificagao de combinagoes de estados puros é a de-
composi¢ao em bases de Schmidt [26]. Na decomposi¢ao de Schmidt, um estado qualquer

do sistema |¥), pode ser escrito como:
T) = Milar) @ [br), (3.42)
k=1

onde m ¢ a dimensao da menor parte, \;, > 0 e > A2 = 1. Os coeficientes \; sdo chamados
de coeficientes de Schmidt e as bases {|ay)} e {|bx)} sdo as bases de Schmidt para o vetor
|W). As propriedades de emaranhamento bipartido de estados puros estdo inteiramente
contidas no conjunto dos seus coeficientes A, espectro de Schmidt.

Sob um olhar desatento este resultado pode parecer estranho: se o espaco E tem
dimensao n x m, como o vetor |¥) possuiria apenas m coeficientes? Vale lembrar que
a decomposicao de Schmidt esta relacionada diretamente com decomposicao em valores
singulares (|¥) = USVT) |87, 30] e o ntimero de elementos niao nulos que representam a
matriz diagonal S ir4 definir os ntimero m de coeficientes nao nulos para a decomposicao
de Schmidt. O numero de coefientes de Schmidt necessarios para descrever um estado
puro é chamado de nimero de Schmidt, n,, sendo uma forma de quantificar o emaranha-
mento presente no estado puro |¥). Se ny = 1 o sistema puro serd fatoravel [89]. Como
mencionado, o nimero n, de um vetor de E é limitado superiormente por m.

Diferenciando-se apenas nas escolhas de fases para as bases, a decomposicao de Sch-
midt 3.42 é tinica. Entretanto, toda regra possui uma excecao; e a excecao desta regra
sao os pares de Bell, que aparecem, como o estado de EPRB [92], quando ha igualdade

entre dois ou mais coeficientes de Schmdit. Na notacao de qubits, andlogo quantico de
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um registrador binério, os pares de Bell [92] sdo dados por:

4) = —=(100) + 11) ) (3.43)

16,) = (|01 +]10) > (3.44)
(|00 ) (3.45)

1)
(y(n 110) ) (3.46)

EIHNH&IH&IH

Teorema: Todos os pares de Bell sao emaranhados.
Para demonstrar, sera utilizado apenas o estado |¢y), jA que para qualquer um dos
outros 3 estados escolhidos a demonstragio sera totalmente analoga. Suponha que |¢,)

possa ser escrito como:

(clyo> v c2\1>) ® (cgyo> + (;4\1>), (3.47)

com os ¢; € C . Entao temos a igualdade:
1
6,) = EOOD + y1o>) — ¢103]00) + c1¢4]01) + €205]10) + caca|11). (3.48)

A ortogonalidade dos vetores |00), |01), [10) e |11) nos impde as condi¢des: c¢jc3 =
cocy = 0 e ciey = cocy = \/LE que nao podem ser satisfeitas simultaneamente, mostrando
que estados de Bell nao podem ser separados em um produto tensorial de vetores dos
subespacos de Hilbert. Esta forte correlacao entre os subsistemas é propria do emaranha-
mento. [107].

Na teoria classica da informacao um Bit é a menor unidade de informagao que pode
ser armazenada e transimitida de uma fonte para um receptor, assumindo somente dois
valores possiveis: zero ou um, mais ou menos, sim ou nao, para cima ou para baixo, com
corrente ou sem corrente... A situacao é anédloga quando tentamos passar informacao
usando qubits em sistemas que sao regidos pela Mecanica Quantica.

De maneira similar ao bit no processamento computacional, a unidade de informacao
quantica é o quantum bit ou qubit. Para um g-bit ji nao falamos em seus valores, mas em
seus estados, podendo estar num estado (representado por) |0) ou no estado (representado

por) |1), ou ainda em qualquer superposigao deles. Realizagoes fisicas de um g-bit sdo
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dadas por sistemas quanticos que possuem dois autoestados, como por exemplo: fotons
( . 1 . ~ , 1 . 1
com seus estados ortogonais de polarizagdo), uma particula com spin 5, etc.

A parametrizacao mais geral para estados puros de um qubit, que define a esfera de

estados puros de Bloch [108], é:

|W(6, ¢)) = cos g|0> + € cos gm (3.49)

Para um espaco de de dois qubits, temos o vetorial C*, com projetivo P3, uma variedade
de dimensao complexa 3, que corresponde a dimensao real 6 [26].

A Teoria de Bell [90] mostrou que a mecanica quantica, em algumas situagoes, pode
ser incompativel com o conceito classico de transmissao local de informacao e que leva a
previsoes contrarias aquelas via a interpretagao de Copenhagen. Os estados emaranhados,
como os pares de Bell, violam as desigualdades de Bell [103]|, o que mostra que a teoria
quantica exibe uma forma de nao-localidade, isto é, sistemas quanticos podem afetar um
a0 outro instantaneamente, independente de sua separacao espacial. Contudo, medicoes
realizadas na parte A de um sistema nao podem revelar informacoes sobre medicoes
realizadas na parte B.

Para provar que medicoes quanticas nao permitem a transmissao de informacao, consi-
dere que a parte A e a parte B compartilham o estado possivelmente emaranhado |V 4p),
e estdo realizando medicoes com os observaveis A e B, respectivamente. Entao a proba-

bilidade de A obter o valor x e B obter o valor y ¢ dada por:

PzylA,B = ‘<$‘®<y|’\PAB>’2

Peaian = (Casl (|2}l © 19)(0]) 19 ap) (3.50)

Mas fazendo as medig¢oes localmente em A tem acesso apenas a distribuigao marginal
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poas = Y (Wasl () (@] ® ly)(y]) [Vaz)

Y

peas = (Wanl[lo)al @ (3 o)) | 1wan)

pran = (sl (jo)(x] ©Za) [ ¥an)

(3.51)

que nao tem mais nenhuma dependéncia com as medigoes realizadas em B, conhecida
como condicao de nao-sinalizacao: as diferentes partes do sistema nao podem trocar
informagoes entre si. Isto €, p,ja,B = Puja € Pyja,B = Dy|B-

Outro contraste interessante surge quando confrontamos esse principio com a teoria do
realismo de Einstein [92], que pode ser enunciada como: todos os resultados de medicoes
podem (pelo menos em principio) ser previstos com probabilidade 1, se tivermos acesso a
todas as variaveis ocultas. Ou seja, o resultado de nossas observacoes j& é pré-determinado.
Um exemplo, claro e pratico, deste principio é: "quando observamos um péassaro azul,
apenas descobrimos que ele é azul”. Deve haver uma variavel que sabe a cor de todas os
péssaros, nos apenas nao temos acesso a ela ("Deus nao joga dados”).

Desta forma, determinado o sistema conjunto AB, existe uma variavel \ tal qual
Pryrab S€ja 1 ou 0, sendo p,, aap @ probabilidade dos resultados a e b serem obti-
dos, quando A é conhecido, dado que as medicoes = e y foram realizadas. Mesmo
assumindo a existéncia da varidvel A\, sempre vamos ter probabilidades independentes
PrgMap = DarlaPyrlp, © que define localidade. E todas correlagoes de uma teoria realista
local satisfazem a condi¢ao de nao-sinalizagao.

Como visto, a relacao entre emaranhamento e nao-localidade ¢ mais delicada do que
parece ser. Estes sao dois conceitos nao equivalentes. Em algumas situacoes, podem
surgir estados emaranhados mistos que a troca de informagoes é local, isto é, ndo violam
as desigualdades de Bell. Dado um estado emaranhado qualquer, ¥ 45, existe outro estado
¢ ap que nao viola a desigualdade de Bell, mas tal que a combinacgao de tais estados seja
nao-local. Isso significa que os estados emaranhados tém sempre uma nao-localidade
escondida que pode ser ativada. Satisfazer a desigualdade de Bell implica em localidade,

nao satisfazé-la implica em nao-localidade, o que significa que um ponto ira alterar outro
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ponto do espaco instantaneamente.

3.3 Teorema de Bell

O "teorema da impossibiliade de teorias de varidveis ocultas locais (TVOs)” criado
pelo norte-irlandes John Stuart Bell (1964) [93, 90| ¢ um dos mais importantes resultados
obtidos através de fundamentos da Teoria Quantica desde a criacao de uma proposta de
interpretagao da teoria quantica em termos de "varidveis ocultas"por David Bohm (1952)
[109]. Esse teorema e dos experimentos posteriores confirmaram as previsoes da teoria
quéantica sob a interpretacdo de Copenhagen (em oposicao & previsoes das VOs locais).

Apesar do teorema de Bell tem encontrado diversas aplicacoes na area de informacao
quantica, sendo o primeiro resultado quanto & analise da separabilidade de estados puros
com dois quibits, é curioso que nenhum avanco significativo ocorreu com relacao as suas
conseqiiéncias filosoficas desde 1982 [110], quando ficou clara a distin¢do entre dois tipos

de localidade:

e localidade incontrolavel (independéncia dos resultados): supde que a probabi-
lidade de obter o valor z para a particula 1 independe do valor y obtido para a

particula 2;

e localidade controlavel (independéncia dos parametros): supoe que a probabili-

dade para a particula 1 independa do observavel sendo medido na outra.

A rejeigdo da nao-localidade incontrolavel (independéncia de resultados) e aceitacdo da
localidade controlavel parece ser a interpretacao filosofica mais aceita, pois é analogo ao
que ¢ visto nos experimentos: o resultado obtido na medicao na particula 1 provoca um
colapso nao-local da funcao de onda, que afeta o resultado a ser obtido para a outra
particula [30].

Dentro da Teoria de Bohm [109], dois qubits em um estado emaranhado sao caracte-
rizados pelo fato que a medida de um interfere no resultado da medida do segundo, ainda
que estejam separados por longas distancias, o que Albert Einstein definiu como “a¢ao fan-
tasmagorica a distancia”. De acordo com esta ideia, o primeiro critério de separabilidade
sugere que todo estado puro emaranhado viola uma desigualdade de Bell [93].

John S. Bell estudou o trabalho de Bohm, como alguns outros fizeram, mas ficou

admirado que "as formulas que fornecem as velocidades das particulas exibem o trago
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curioso de ter em geral um carater flagrantemente nao-local"|93]. Ele pode extrapolar
a teoria através de um questionamento: "serd que o traco nao-local da teoria realista
de Bohm seria uma caracteristica de qualquer teoria realista local?” Em poucos dias,
mostrou que sim! Obteve uma prova de impossibilidade para teorias de varidveis ocultas
locais.

Para demonstrar o teorema de Bell usaremos o Gedankenexperiment de Einstein-
Podolsky-Rosen-Bohm (EPRB) [110]: duas particulas, A e B, de spin % sao produzidas
pelo decaimento de uma molécula C' com spin total 1. Alain Aspect utilizou a inter-
pretacao 6ptica do EPRB Gedankenexperiment para realizar seus experimentos, analises
Opticas que culminaram num artigo em 1982 [111|. No experimento de Aspect, as duas

particulas de spin se movem livremente em diregoes opostas conforme a figura 3.3. Pos-

teriormente, o aparato de Stern-Gerlach é aplicado sobre a particula A.

Figura 3.3: Gedankenexperiment de Bohm: duas particulas, A e B, de spin % sao produ-
zidas pelo decaimento de uma molécula C' com spin total 1. Posteriormente, o aparato
de Stern-Gerlach é aplicada sobre a particula A.
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Fonte: Autor, 2017.

Pela conservagao do momento angular, a soma dos spins em qualquer direcao tem de

ser nula. Isso significa que o sistema esta no estado “singleto”, dado pelo vetor

(7, () = ¢A<fA>¢B<fB>%{|+>A\—>B— =) a1} (3.52)

onde ¢4(74) e ¢p(rp) sdo fungdes de pacote de onda que ndo se sobrepdem e {|+);} e
{|%£)}} sao as bases das particulas A e B na dire¢ao 7 e 7/, respectivamente.

Caso se realize uma medida da particula A usando o aparato de Stern-Gerlach com
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o campo magnético na dire¢do do vetor unitario 7, se obterd como resultado |[+)4. O

colapso da funcao de onda devido & medicao sera:

U(7a, (7B) = ¢a(Ta) 5 (7TB)|[+) al =) 5. (3.53)

Apesar de nao ter sido realizada nenhuma medida sobre a particula B, pode-se concluir
que seu estado é |—)p. Mesmo que tivesse sido efetuado a medida do spin A ao longo
de uma nova direcao do vetor unitario 7', se o resultado da medida da particula A for a
autofuncao do operador de spin na dire¢do |+)’, na direcdo 7, deve-se atribuir |—)’; para
o atomo B que nao foi medido.

Para um leitor atento, este comportamento nao é estranho, podendo ocorrer inclusive
com particulas classicas que obedecem a algum principio de conservagao, como a conser-
vacao de momento angular (semelhante ao nosso exemplo). O que surge como inovador,
na abordagem quantica, é que este comportamento se verifica para qualquer orientacao
dos aparelhos de Stern-Gerlach! Ou seja, logo depois que o par de particulas for emitido,
o cientista pode colocar rapidamente os dois aparelhos em qualquer orientagao, que ele
queira para realizar medidas independentes em cada particula (sendo a mesma orientagao
para o par de aparelhos), e 0 que se observaré sera a anticorrelacao perfeita em qualquer
diregao.

Esta propriedade de anticorrelacao perfeita para qualquer os angulos nao pode ser
obtida "classicamente", isto é, por uma teoria realista local. A demonstracao disso é
justamente o que se conhece como teorema de Bell, que estamos tratando nessa secao.

Se posicionarmos um segundo aparato de Stern-Gerlach agora aplicado sobre a parti-
cula B, pode-se efetuar as medidas do spin B ao longo de uma nova dire¢ao indepedente
n'g, de modo que 7i'y - 7’ = cos 6.

As probabilidades conjuntas [112] das particulas A e B sdo:

1 0
v . v . 2
Praty = Py = o S5
pY =pY _ Leog? 3.54
tade — tlate T 5608 5 ( )

Com essas probabilidades construimos o valor esperado do resultado das medidas, definido

por:
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P(ﬁlB>ﬁ/) = PT\I,/ATB + Pi‘l;xiB o P’ltlj P&TB = —cosd (355)

alp

No caso que 73 = 7, temos a correlagao perfeita e o valor é -1, ja que as particulas
tém sempre spins opostos em uma dada direcao. Analogamente, quando os detectores
estiverem orientados em sentidos opostos, o produto das medidas deve ser sempre a média
dos produtos sera 1.

Agora iremos calcular o que ficou conhecido como média "classica” do experimento de
Bohm, supondo que existem variaveis ocultas. Suponha que a projecao P4 (7', A) do spin
da particula A ao longo da direcao i’ esta definida por um parametro de realismo A, fato
de X ser um parametro de realismo vem do valor P4 (7, \) existir antes da medida e nao
ter sido criado por ela.

O que sdo, na realidade, os termos P,(i,7)? Eles podem ser interpretados como os
coeficientes de correlacao do sistema e exprimem como os resultados obtidos para uma
das particulas se correlacionam com os resultados obtidos para a outra particula. Vejamos

trés casos simples:

e Se, para cada par de particulas, ambos os detectores sempre fornecerem o mesmo

resultado, entdo P,(i,7) = 1;

e Se os resultados forem sempre opostos, resultando na anticorrelacao perfeita, entao

e Se o resultado de um independer do outro, entao P,(i,j) = 0.

Esse estado, chamado "singleto", exibe anticorrelagao perfeita, P,(i,j) = —1, e inva-
ridncia rotacional. Suas propriedades nao mudam qualquer que seja a orientacao (igual)
dos aparatos de Stern-Gerlach.

Em muitas repeticoes de medidas de A e B, a variavel oculta varia estatisticamente, o
que se conhece como Teoria de Variaveis Ocultas Estocastica Local (TVOE) [93], conforme
uma distribuicdo p(\), sendo [ p(A)dA = 1. O abandono do "determinismo nas medicoes”
leva a essa classe de TVOs chamada "estocéstica". Nesta, as variaveis ocultas (juntamente
com o estado quantico) ndo determinam univocamente os resultados das medi¢oes, mas

fornecem apenas probabilidades para diferentes resultados.

Instituto de Fisica - UFAL



EMARANHAMENTO QUANTICO 72

A maior motivagao para se introduzir TVOEs estocasticas surge do fato que elas pode-
riam formar um conjunto incompleto de variaveis, que se "completariam" (reinstaurando
o determinismo nas medigoes) com variaveis adicionais localizadas em alguma parte, por

exemplo nos aparelhos de medi¢ao. Deste modo, a média do produto das medicoes é,

entao:
Pty i) = [ pAVPAGH APty X (3.50
Mas, Pa(v, \) = —=Pp(7, \), sendo ¥ um vetor qualquer, de modo que:
Plitly, i) = — / NP, A PaiTls, N (3.57)

De forma analoga, tomando uma terceira direcao 1,

P, i) = — / (NP, \YPa(, A)dA, (3.58)

e portanto
Plity, i) — P, i) = — / pNPAGN) | Paliily, \) — Pa, )\)]d)\. (3.59)
Como as fungbes Pa(i', ), Pa(ii’g, A) e Pa(i,\) s6 podem assumir os valores £1, o

valor quadrético delas ¢ sempre 1. Entao, podemos introduzir P4 (7, A)? na equagao 3.3,

obtendo:

Pitly, i) — P, il) = — / NP )P, N)[1 = Pl NP, )| dr. (3.60)

O moédulo de 3.60 obedece a desigualdade matematica:

P(riy, 1) — P(ii, 1)

/‘p 'PA n )\)PA(TZB, ) 1—77,4(77[39, )PA ”d)\ 361)
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Como a densidade p(\) ¢ positiva, [1 — P (g, \)Pa(r, /\)} >0e ’PA(ﬁ’, AN Pa(filg, N)| =

1, pode-se reduzir a equacao 3.61 a

Pity, ') — P(ii,ii')| < / () [1 = Py, \YPa(ii, 1) |ax. (3.62)
que pode ser reescrita como
Pty i) — P(id, )| < 1+ Palil, ily). (3.63)

Esta é a desigualdade de Bell [103], que deve ser obedecida por qualquer teoria realista
e local (teoria classica). Por exemplo, se fizermos 7' perpendicular a 7’y e 7 formando
45 graus com o plano formado por pelos outros dois vetores e com o auxilio da equacao ,

tem-se:

P, i) - (7. 7)

IN

1+ PA(ﬁ, ﬁlB)

—/

IA
—_
|

‘—ﬁjg-ﬁurﬁ-ﬁ’ 7

V2 V2
> 2
V2

IN
—_
|

’0+

IN
—_

(3.64)

que representa um resultado absurdo.

Com esses resultados, a interpretacao de Copenhagen se mostra incompativel com
qualquer teoria de variaveis ocultas locais. A ideia de Einstein, de completar a teoria
quantica com TVO que restaurassem o realismo e impusessem a localidade, é impraticavel.
Ou o realismo ou a localidade deve ser abandonado.

Essa limitagao foi removida por Clauser, Horne, Shimony e Holt (1969), o que ficou
conhecido como desigualdade CHSH, obtendo uma nova desigualdade com hipoteses me-
nos restritivas |113]. Bell (1971) rededuziu a desigualdade CHSH, com uma analise mais
cuidadosa para as hipoteses envolvidas [114]. Na reformulagdo da CHSH de Bell, a de-
ducao leva em conta que em algumas oportunidades um, ou o outro, ou ainda os dois

sistemas de deteccao nao registrem nenhum dos dois valores possiveis +1, situacao em
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que é atribuido 0 como valor da medicao. Dessa forma, escolhendo dois pares de direcoes
distintas, a e o’ para o primeiro subsistema e b e b’ para o segundo.
Assim, escolhendo as quatro direcoes distintas a, a’, b e b/, pode-se construir, analo-

gamente a equacao 3.3, a seguinte relagao:

Pla,b) — Pla,b) = / p(\)Pa(a, \) [PA(b,A)—PA(b’,A)]dA
_ / PN Pala, N Pr(b, \) [1 iPA(a’,)\)PA(b’,A)] d\

- / PN Pa(a, NP, \) [1iPA(a’,A)7?A(b,)\)]d)\ (3.65)

Utilizando argumentos semelhantes aos que foram usados na desigualdade 3.60, chega-

se

P(a,b) — P(a,b)

< / p(N) [1 :I:PA(a’,)\)PB(b’,)\)] d\
+ / p(N) [1 + Pa(d, N Palb, /\)}d/\

< 24 ’P(a’,b’) +77(a’,b)’. (3.66)
A relag@o 3.66 pode ser reescrita, no formalismo CHSH de Bell, como:
—2 < P(a,b) — P(a,b') + P(d,b') + P(d',b) < 2. (3.67)

Escolhas diferentes dentre as direcoes a, a’, b e b’ ao escrever a relacao 3.65 produzem ainda
outras formas dessa desigualdade, em que o sinal negativo (tinico) aparece em qualquer
das quatro fungoes de correlacao envolvidas. Por exemplo, escolhendo-se que as 4 direcoes
estejam contidas no plano zz, fazendo com o eixo z angulos respectivamente de “f, sendo

n =20, 1, 2 e 3, resulta para o estado eq. 3.52 em:

P(a,b) = —P(a,b") = P(d, V) +P(d,b) = ——, (3.68)

%
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que no formalismo CHSH de Bell, torna-se o limite da desigualdade CHSH:
P(a,b) — Pla, b))+ P(d, V) +P(d,b) < 2v2. (3.69)

Ou seja, a impossibilidade de Bell afirma que qualquer TVO (ou seja, qualquer teoria

realista) que seja local é eliminada por uma desigualdade do tipo:
Pla,b) — Pla, i) + P, b) + Pla,b)| < 2v3, (3.70)

de modo que o estado e a configuracao na realidade tendem a saturar nesse limite quantico,

que ¢ conhecido como limite de Tsirelson [115].

3.4 Emaranhamento de estados mistos

A maneira mais simples de se descrever estados mistos é considerar uma mistura
estatistica de estados puros. Ou seja, o sistema quantico que se quer descrever pode ser
representado por um conjunto de estados puros |¥;) normalizados, com probabilidades
associadas p;.

Durante muitas décadas, pensou-se que emaranhamento e violagao das desigualdades
de Bell eram a mesma expressao peculiar da Mecanica Quéntica: nao-localidade. Atual-
mente, sabe-se que essa equivalencia nao é completa, sendo valida apenas para estados
puros; ou seja, existem estados mistos emaranhados que nao violam as desigualdades de
Bell.

Como visto anteriormente, um estado puro |¥) de N particulas e dito separavel quando

pode ser escrito como:

V) = |U)) @ |[P2) @ -+ @ |Up). (3.71)

De tal forma, um estado puro é emaranhado quando for nao separavel. Entretanto este
conceito foi estendido para contemplar tambem estados mistos por R. F. Werner [116]:
um estado misto separavel, com suas partes classicamente correlacionadas, é aquele que

pode ser criado por Operagoes Locais e Comunicagio Classica (LOCC) [117], operacoes
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que geram correlacoes classicas por serem realizadas comunicagoes classicas entre as bases

que estao criando seus estados. Ou seja,

p=> pipt @ P @ - @ pl. (3.72)
k

O operador p é chamado operador densidade [118, 5], que representa uma combinagao
convexa dos N subsistemas pF. Utilizando um argumento similar advindo dos estados
puros, um estado misto emaranhado é um estado misto nao separavel.

Um situagao pratica, para melhor compreensao do que é realmente uma LOCC, seria:
supor que eu e vocé somos particulas quanticas. Ao tentarmos criar uma estratégia de
como gerar um estado global conjunto e enganar o grupo de cientistas que pretendem nos
analisar e que acham que nao podemos nos comunicar. Para ser uma decisdo justa (ao
menos para nos, que sabemos do combinado), iremos utilizar uma moeda e "tirar cara ou
coroa” para decidir os estados que iremos assumir.

Por exemplo, através do resultado do sorteio da moeda se o resultado for cara (cuja
probabilidade associdada ¢ p) nos iremos assumir os estados p e pf (eu represento o
estado p,, vocé o estado p,), e se der coroa (cuja probabilidade associdada é 1 — p)

assumiremos os estados p, e p, . Assim, o estado global, que ir& nos representar, é:

p=ppy @ps)+(1—=p)p; ®p;) (3.73)

E importante mencionar que uma LOCC ndo é capaz de criar emaranhamento, ela
s6 mantém ou destroi o emaranhamento pré-existente no sistema. Os estados individuais
estao correlacionados, mas a correlagao entre eles é classica [116]. O contéudo da informa-
¢ao, que eu e vocé compartilhamos para formar o estado global, representaria o conjunto
de informagoes que se entende, segundo a argumentacao da TVO, por variaveis ocultas
do problema. Outro ponto que pode ser mencionado é que ao analisar o caso particular

caracterizado por ter p; = 1 e pyx1 = 0 na eq. 3.74, ela torna-se:

pP=p1AOpP2Q---Q pn, (3.74)
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que representa um estado misto separdvel que nao possui correlagdo nenhuma entre seus
subsistemas.
Para discutirmos as misturas de estados puros, é mais conveniente associar o estado

geral do sistema aos operadores projetores |U;)(\U;| e as probabilidades p;:

p= sz‘\pz><qu| (3.75)

A primeira vista, é possivel referenciar algumas das principais propriedades matema-

ticas deste operador:
e 0<p;<1;
e p é Hermitiano;
e p é definido positivo, ou seja: (a|p|a) > 0, V¥|a);
o Tr(p) = 1.
Através destas propriedades, outras podem ser deduzidas:
1. Os autovalores de p s@o nao-negativos;
2. Os autovalores \; de p satisfazem: 0 < \; < 1;
3. Tr(p?) < 1.

Um impecilio natural no estudo de sistemas de muitas partes é como descrever o
resultado de todos os possiveis testes locais realizados sobre cada uma das partes. Para
simplificar a descri¢do, denominaremos a parte de interesse do sistema por S (de sistema)
e o resto do sistema por E (de entorno).

Quando estudamos sistemas dindmicos quanticos, as observacoes sao as tnicas fontes
de informacao sobre o estado caracteristico que descreve um sistema arbitrario. Entao,
sao feitas medicoes com o operador densidade representando a descricao mais completa
que se pode dar para tal estado caracteristico. Isso inclui, como caso particular, os estados
puros caracterizados por ter p; = 1, situacao tnica onde p é um projetor. Iremos chamar

de o = [W,)(T]. O valor esperado de um projetor, (p1) = (BlpM]6) = [(T;|6)[2,
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¢ nada mais do que a probabilidade de encontrar um sistema no estado |¢) no estado
particular [Uy).

Sejam Hg o espaco de estados do sistema S, Hg o espaco de estados do sistema F,
e p o operador densidade que representa o sistema composto inteiro. Entao, o estado
composto é separavel quando pode ser representado por p = Y " pip? @ pF tal que p?
e pE sdo operadores densidades sobre Hg e Hp qualquer que seja i € {1,2,3,...,m},
e (p1,p2,--.,pm) ¢ um vetor de probabilidades. Caso contrario o sistema composto é
emaranhado.

A estatistica dos resultados de qualquer teste quantico realizado esta descrita pelo
operador p. Por exemplo, o valor esperado de um teste descrito pelo operador A seré

dado por:

(4) = Tr(pA) (3.76)

Testes locais serao dados por operadores da forma A = A, ® Zg. O valor esperado
destes testes, supondo que o estado global do sistema é descrito na decomposicao de

Schmidt por [¥) =" \i[t)i)s @ |€;) g, sera dado por:

(4) = SNkl = Te{ (30 [0k A . (377)

tal que o operador densidade reduzida é representado por p, = Y. |:) A2 (¢, que corres-
ponde a um traco parcial (no subsistema E) que leva os operadores do espaco geral em
operadores do sistema S. O operador p, representa a informacao sobre a parte do sistema
desejado e nenhuma informacao do resto do sistema composto. Algo importante a ser
mencionado é que, para estados mistos, o conhecimento dos estados parciais nao descreve
o estado global.

Outro fato interessante é que, se o estado do sistema nao for puro, a decomposicao
apresentada no lado direito da equagao 3.77 nao é unica. Ou seja, um mesmo operador
densidade pode ser descrito de diversas formas como um ensemble de estados puros.
Resultado ja esperado, quando recordamos o que foi discutido acerca da decomposicao de

estados quanticos na secao 3.1.
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A menos que tenhamos alguma informacao adicional sobre a preparagao do estado, nao
h& maneira fisica de discriminar entre essas possibilidades. Segredos podem ser escondidos
em diversas formas de preparacao que levem a um mesmo estado. Os primeiros protocolos
de criptografia quantica se utilizam disso [119].

Se o estado misto introduz a ideia de mistura estatistica de estados puros, torna-se
natural querer comparar dois estados e vocé pode ser perguntar:

Qual é o que possui maior mistura dos dois?

Para responder, inicialmente é consideravel salientar: se ha uma transformacgao unita-
ria O tal que p' = OpOt, entdo p e p' sdo “igualmente misturados”. Muda-se os estados
puros que serao usados na descricao, nao a forma que eles sao misturados.

Serao mais misturados que p todos os estados que podem ser obtidos como combina-
cao convexas dos diversos Opr}(. Todos os estados que forem descritos como misturas
de estados sao tao misturados quanto p. Uma vez colocados em ordem decrescente os

autovalores \; de p e X de p, p' é mais misturado que p se, e somente se,

k k
DN<D N, VR (3.78)
=0

1=0

O estado p’ serd mais misturado que p se existirem operados unitérios O, e coeficientes

ur, > 0, com Y, u = 1, de forma que:

k

O entendimento de quais estados possuem maior ou menor “mistura’ é fundamental

para quantificacao de emaranhamento.

3.5 Quantificacao de Emaranhamento

3.5.1 Critérios para Separatibilidade

A partir deste ponto da tese, supomos que o leitor ji possui um bom entendimento

da idéia de emaranhamento em estados mistos e puros. Entao, a pergunta logica seguinte
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seria: como saber se posso separar, ou nao, o estado que estou analisando?

Para responder isso, suponha a situacao:

Se Laura e Bruno procedem testes locais, um estado puro fatorado |/,b) é separado.
Através de operacoes unitarias locais, qualquer estado puro fatorado deve ser separado,
ou melhor, existem procedimentos caracteristicos que podem ser usados para que Laura e
Bruno obtenham qualquer estado puro fatorado. Se nos fosse cedido algum sistema con-
fiavel de sorteios, deveriamos criar um registro onde os estados |ly, bx) sejam construidos

com probabilidades p;, de tal forma que qualquer estado poderia ser escrito como

p="> pell i) (I, b, (3.80)
k

que pode ser elaborado por Laura e Bruno apenas com LOCC. Estados assim montados,
em sua maioria, apresentam correlacoes, ou seja, os resultados de testes locais realizados
por Laura estarao correlacionados a resultados de testes locais realizados por Bruno, o
que define as correlagoes cléssicas.

Existem varios métodos que permitem identificar se um estado é, ou nao, emaranhado
[26]. Alguns deles sao ditos operacionais, ou seja, um simples calculo determina se um
dado estado é (ou nao) emaranhado. Mas como "every rose has its thorns”, é de se esperar
que existam estados que se encaixem somente numa classe de critérios mais "complicados”,
mais técnicos, chamados nao-operacionais [120, 121].

O que buscamos, entdo, é uma "receita’ (algum conjunto de critérios operacionais)
de separatibilidade que, dado um estado p, permita uma resposta: estado separavel, ou
emaranhado, ou ainda, o que ocorre para alguns critérios: nao conclusivo. A estratégia
comum é: se p é separavel, entdo possui uma certa propriedade (definida pelo critério
assumido). Assim, estados que violam esta propriedade serao emaranhados. Este tipo
de procedimento pode levar a testes inconclusivos, no sentido que, se a dita propriedade
for verificada, nao sabemos (em geral) se o estado é ou nao emaranhado. Como exemplo,
iremos discutir dois critérios de separatibilidade bem comuns na literatura: o primeiro,
critério de Peres-Horodecki [122], que utiliza a transposi¢do parcial e outro, critério de
Nielson e Kempe [123], que usa a majoragao, comparando se os estados bases sdo mais ou

menos emaranhados que o estado global.
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Desta forma, a determinacao de um critério de separabilidade que seja implementéavel
para qualquer que seja o estado que o sistema se encontre ainda é um problema em aberto,
pois as técnicas de andlise de estados com um grande niimero de qubits nao apresentam

uma sistematica global definida [26, 30].

Critério de Peres-Horodecki

Este critério operacional surge da observacao que se p representa um estado fisico, seu
complexo conjugado p também é um estado fisico [124, 122]. Usa-se entdo a operagao

chamada de transposicao parcial do estado global, se

p= Z P |, W) (N, v (3.81)

m,n,u,v

sua transposta parcial (neste caso, em relagao ao segundo fator) seré:

ple = Z P, V) (1 1, (3.82)
m,n,u,v

onde foi feita apenas a troca entre os segundos indices dos produtos tensoriais, v <— u.
A transposicao parcial é uma operacao linear no espaco real dos operadores Hermitianos.
O critério de Peres-Hodericki assume que se p for separdvel, entdo p’® nao possuira
valores negativos. Em outras palavras, se p’? tem valores negativos, é garantido que p
é emaranhado. Esse resultado é valido independente de qual parte serd usada para a
transposta parcial, p’4 = (p’2)T. Entretanto, se a dimensao de p for maior que 6, esse

teste é completamente inconclusivo.
Considere agora um estado de 2-qubits, como exemplo da aplicacao da técnica, escrito

em termos de um dos estado de Werner [116]:

F=plp )+ -p)], (3.89)

sendo [¢p7) = \/Li(’ —+) — |+ —>> e I é uma matriz identidade de dimensao 4. Na

representacao matricial, temos:
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1—p 0 0 0
1] 0 +1 -2 0
p=- P b (3.84)
41 0 -2 p+1 0
0 0 0 1-p
e sua transposta parcial (em relagdo ao segundo fator) sera:
1—-p O 0 —2p
1] 0 +1 0 0
. p (3.85)
41 o 0 p+1 0
—2p 0 0 1—p

, que possui seu menor autovalor dado por 1%%. Desta forma, o estado p é emaranhado

1
3

(pelo critério de Peres-Horodecki) para p > Contudo, um grupo de pesquisadores
conhecido como familia Horodecki mostrou que a suficiéncia nao se verificava para tais
analises generalizadas [125]

De forma mais abrangente, o critério de Peres-Horodecki pode ser citado como: um
estado p é separavel se, e somente se, para qualquer mapa (operador que age
no espago dos operadores) positivo M, Mp é positivo [124, 122].

Um mapa M é um operador que age nos espacos dos operadores, ou seja, se R é
um operador, entao MR também o é. Um mapa é positivo quando leva operadores
positivos em operadores positivos. De acordo com esses conceitos, podemos concluir que
a transposicao utilizada por Peres ¢ um mapa positivo, uma vez que este procedimento

nao modifica o conjunto dos autovalores de uma matriz [124, 122].

Critério de Neilsen-Kempe

Outro importante critério operacional, criado por Nielsen e Kempe [123], é conhecido
como critério da majoracao da separabilidade dos estados. A forma usual de quantificar
a desordem em sistemas fisicos é através do uso de medidas entropicas. Do ponto de vista
classico, se um sistema tem duas partes, partes i e j, a entropia do sistema global S, nao

pode ser menor que a entropia de cada subsistema S;. No contexto quantico, a entropia
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de von Neuman [126], S(p) = —Tr[plogp| é extensamente utilizada em varias situacoes.
Assim, pode-se definir uma entropia condicional S(2[i) = S; — S; que é a entropia do
sistema 7, uma vez que é conhecida a entropia da parte j do sistema [127]. Quando se
fala de probabilidades classicas, S(2]i) é sempre positiva. De forma que a variacao de
entropia de um sistema isolado também seja sempre positiva ou nula, segundo a 2 lei da
termodiamica.

Supondo, que os estados nao sdo emaranhados tem-se S(2]i) = S;, sendo S(2]i) > 0.
Entretanto, se S(2[i) < 0, entao o estado global py = >_, pep; @ p é nao separavel. Para
estados separdveis, p, ¢ necessariamente mais misturado que os estados locais p; e p;. Ou
seja, se p; (ou p;) for mais misturado que py, entao p, & um estado nao-separavel.

Critério entropico: Se S(2|i) = Sy —S; <0, entdo ps é um estado emaranhado.

Considere o conjunto de todas as distribuicoes de probabilidades possiveis para uma
varidvel aleatoria I', o espaco amostral de I'. Vamos considerar o caso em que o espaco
amostral possua N elementos, sendo a probabilidade de cada resultado (%) ser obtido
representada por p, = P(I' = ).

O conjunto de todas as distribui¢oes de probabilidades py, para I' é o conjunto de todos
os vetores em RY com coordenadas nao-negativas e que somam um. Esse conjunto é um
involucro convexo de (N — 1) pontos em RY. A envoltoria convexa sera denotadas por
O.

Para dois vetores §e € € O. Sejam 5 e & os vetores obtidos de 5 e € com as
coordenadas ordenadas em ordem descrescente. Dizemos que § é majorado por €, § < €,

ou que § majora €, § > €, se para todo k tem-se

k k
d s> e (3.86)

Critério da Majoragao [123]: Sejam p o operador densidade que representa com-
posto, U é o vetor cujas entradas sao os autovalores de p ,S e € vetores cujas componentes
sao os autovalores dos operadores densidade reduzidos ps e pg. Se é separavel, entao
T < 5, et

Diz-se entao que x é "mais misturado” que z quando z > x. Podemos agora enunciar

o critério de Nielsen e Kempe:
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Critério de Nielsen e Kempe: Se p, é separavel, entdo: A(p;) = A(p2) e A(p;) >
A(p2), onde A(p2), A(pi) e A(p;) representam os autovalores de p, e de suas matrizes

reduzidas, respectivamente.

3.5.2 Propriedades dos quantificadores de emaranhamento

Todos os critérios apresentados até entao servem para atestar apenas emaranhamento
em sistemas de duas partes. Quando estamos tratando com emaranhamento entre diversas
partes precisamos ser mais cuidadosos e especificar a qual emaranhamento estamos nos
referindo.

Como o emaranhamento quantico é um recurso vantajoso de manipulacao ou trans-
missao de informacao, em relacao aos meios “classicos” de manipulacao e transmissao,
torna-se imprescindivel quantifica-lo, ou seja, dizer quanto emaranhamento esti presente
e disponivel para ser utilizado em um sistema fisico de muitas partes.

Chamamos de k-separavel, todo estado que pode ser escrito sob a forma de uma
combinacao convexa de estados que produtos de k produtos tensoriais. Alternativamente,
dizemos que tal estado pertence ao conjunto S,. Cada um dos Si é convexo e fechado
e dado p nao percente a Sk, existe um hiperplano C' que separa p de S; [128]. Ou seja,
existe algum operador Hermitiano C' tal que Tr(Cp) > 0 e Tr(Co) > 0 para qualquer o
pertencente a Si. Sendo assim, podemos chamar C' testemunhas de emaranhamento, a
solucao téorica para a questao de separabilidade de estados.

Toda vez que p estiver emaranhado, existird algum C' que ird testemunhar isso. En-
tretanto nao ha uma testemunha universal [129)].

Uma das formas sisteméaticas de se construir a otimizacao das testemunhas [130] para
estados puros é atraves da busca pelo elemento 6timo, Cy = A% — 1) (1. Pela condigao
que Tr(Co) > 0 se o é separavel, temos que A% = max (H(aW)HQ>

Diversos autores discutem qual seria o conjunto completo de requerimentos naturais
que um quantificador de emaranhamento C' deve satisfazer. Apesar de nao existir um con-
senso geral, existem sete condigoes que sao importantes para uma quantificagao adequada

do emaranhamento entre as partes do sistema:

e ((p) deve ser uma funcao continua de p;

e Se p é separavel, entao o quantificador de emaranhamento C(p) = 0, pois apenas
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estados nao-separaveis podem possuir um valor nao-nulo de emaranhamento;

e A unidade de emaranhamento o ebit, do inglés entanglement bit, de forma que o
estado de Einstein-Podolsky-Rosen-Bohm 92|, |¥gprp) , com maximo emaranha-
mento possuird C(|Veprp)(Yeprs|) = 1 ebit. Contudo, nas teorias de informacao
¢ mais comum a consideracao dos medidores de emaranhamento como grandezas

adimensionais;

Por exemplo, se o estado puro é representado por |V) = \/Aazgl;é |7,7) entdo

C(|W)(¥|) = logd ebits.

e Operagoes locais com comunicagao cléssicas nao podem gerar emaranhamento. Po-
dem sim gerar correlagoes, mas de uma maneira que possam ser descritas classica-

mente;

e Operacoes infinitesimais sem comunicacao classica geram, ou destroem, quantidades

infinitesimais de emaranhamento;

e Denota-se por p®" o estado com n copias idénticas de um estado p, produto tensorial
das n réplicas de p. Sendo assim, C(p®") = nC(p). Ou seja, n copias independentes
de um estado qualquer possuem n vezes a quantidade de emaranhamento de cada

coOpia;

e Se dois sistemas compartilham estados p e o sobre sistemas independentes, podemos

dizer que eles compartilham p®o e os quantificadores C' devem obedecer: C(pR0o) <

C(p) + C(o);

e (' ¢ uma funcgao convexa no espaco de operadores, de tal forma que C(Ap+(1—X)o) <

AC(p) + (1 — N)C(0).

Combinacoes convexas sao mais misturadas, e, portanto, menos emaranhadas que

seus estados extremais.

3.5.3 Emaranhamento de formacgao

O emaranhamento de formacao faz uso de dois conceitos:

Instituto de Fisica - UFAL



EMARANHAMENTO QUANTICO 86

e Todo estado pode ser escrito como qualquer uma das diversas combinacoes convexas
de estados puros, p = Y. p;|¥)(¥|. Nao havendo informagdo adicional sobre a

preparacao do estado p, deve se considerar todas as possiveis decomposicoes;

e Quando fala-se em estados puros bipartidos, a quantificacao entropica de emara-
nhamento pode partir da combinagao do espectro de Schmidt {)\;} e do conceito
de entropia de von Neuman [126], S(¥) = — >, A?log, <)\Z2> Desta forma, torna-
se um bom quantificador inicial de emaranhamento para um estado desconhecido

89, 126].

As primeiras propostas para se quantificar o emaranhamento eram baseadas de sua
utilizacao e do esforco requerido para a producao de estados emaranhados. Deste modo,
suponha um protocolo LOCC A que leve M pares maximamente emaranhados em N
pares pap (0s pap sado criados através de operacoes LOCC para que os M pares possam
ser compartilhados entre duas partes). Assim concluimos que o emaranhamento de pap
¢ Cpap) = % ebits. Entretanto, pode existir outro protocolo, A’, que obtenha a trans-
formacao desejada, a um custo menor. O custo de emaranhamento Cc(pap) € definido

como

. M
Co(pag) = 1/I\1/f ]\}lm <W> (3.87)

—00

O emaranhamento destilavel, D, seria o inverso de C.: quer-se saber quantos pares
EPR podem ser extraidos (destilados) de N pares de um estado pap (tomando-se o limite
que M tende ao infinito), usando somente LOCC. Curiosamente hé alguns estados que
possuem o que foi chamado de emaranhamento preso [131], ou seja, que nao pode ser
destilado.

O emaranhamento de formacao é um quantificador bastante interessante para o ema-
ranhamento. Contudo, por envolver um processo de extremizacao sobre todas as possiveis
decomposicoes de um estado, torna-se um quantificador nao-operacional quando tratamos
de emaranhamento entre um grande nimero de partes do sistema. Exceto para o caso de
dois qubits, onde ja é sabido um algoritimo para calcular o emaranhamento de formacgao
criado por Wootters [132].

Como o proprio nome sugere, o emaranhamento de formagao faz uso da idéia de como
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sao construidos os estados quanticos. E possivel escrevermos qualquer estado quantico

como uma soma convexa de estados puros:

PAB = sz‘|¢><@/)|7 (3-88)

sendo {p;} é uma distribuigao de probabilidades. Em seguida podemos calcular o emara-
nhamento de cada estado puro na decomposicao e obter a média destes emaranhamentos,

a partir da entropia de von Neuman S,, dada pelas probabilidades {p;}:

C‘d(pi,{|¢>}) = sz'se(%)- (3-89)

O emaranhamento de formacao do estado p é dada pela minimizagdo do emaranha-
mento de decomposicao, Cy. E o emaranhamento de formacgao serd definido como a

minimizagao de Cy [133] sobre todas essas possiveis decomposigoes:

Cylp) = inf [Cal{ns, W:})] (3.90)

E possivel relacionar a versao regularizada de C'¢(p®") ao custo de emaranhamento,

C., isto é:

lim i) = C.(p). (3.91)

n—oo n

Por conta do processo de minimizacao, infelizmente, o calculo de C torna-se intratavel
na maioria da situacoes. Sendo assim, busca-se achar um método pratico para avaliar o
emaranhamento de formacgao para estados gerais. Em seguida ird se descutir o método

para obtencgao de Ey para 2 qubits.

3.6 Concorréncia

Em 1997, Hill e Wootters demonstraram a existéncia de uma férmula para se calcular

o emaranhamento de formagao para qualquer estado de 2 qubits [132]. Neste artigo, eles
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criaram um novo quantificador de emaranhamento: a concorréncia, C, que esta direta-
mente ligada a semelhanga entre um estado e seu "estado invertido”, onde cada parte do
seus vetores de Bloch foram rotacionada em 180° em relacao a um eixo especifico.

Para um tnico qubit, o estado invertido pode ser expresso como:

_ 0 7
|9) = . ¢%) = 0y]07), (3.92)

em que |¢*) é o vetor formado a partir de |¢)) conjugando seus coeficientes em alguma
base.

Para estados puros, |¥), a concorréncia tem uma defini¢cao simples:
C(T) = [(T[¥)],, (3.93)

onde |¥) representa o estado invertido de |¥). A concorréncia de um vetor qualquer |w)

é dada por

C(0) = ., (3.94)

Supondo que p é a matriz de densidade que descreve um estado quantico misto, o

7,07

estado invertido p em relagao ao eixo ”y” seré definido por:

p=0yQayp oy oy, (3.95)

3,0

onde o, representa a matriz de Pauli, 0;, na dire¢ao "y” e p* é o complexo conjugado de p.
No intuito de exemplicar o estado invertido p, considere o exemplo simples de dois spins
5, onde H; = {| 15),| Li)} e H = H1 ® Ha. A combinagdo do principio da superposi¢ao
aliado ao produto tensorial nos leva a um autoestado nao normalizado mais geral formado

por:

O) = | 1) + as] 1) + ag] 1) + aa] 1. (3.96)
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Fica claro que nem todos os coeficientes a; da eq. 3.96 podem ser fatordveis, mais
explicitamente os coeficientes as e a3 nao podem ser fatordveis. Quando os coeficientes
sao fatoraveis sao conhecidos como estados produto, enquantos os demais estados sao

chamados de estados emaranhados. O estado invertido sera:

[B) = 0, @ 0, [¥) = —as] 1) + as] 1) + as] 1) — ar| 1), (3.97)

A matriz p pode ser expressa como

las)>  —alas —ajas ajay
L —ajay laz|*  alay —ajay
p=1U)Ul=1 " ) . (3.98)
—asay ayaz  |ag* —ajay
| ajas  —ajay —aja |ay |2 |

Para estados mistos a definigdo da concorréncia C(p) é um pouco menos direta, en-

. /1 1 . L .
volvendo os autovalores da matriz R = 1/ p2 X p x p2. A diagonalizacdo da matriz R
nos proporciona os autovalores \; que serao organizados em ordem decrescente para gerar

definicao da concorréncia para o estados mistos p, dada por:
C(,O) = max{O, /\1 - /\2 - A3 — )\4} (399)

A concorréncia C' varia de 0, para estados separaveis, a 1, para estados maximamente
emaranhados. A concorréncia é invariante por transformagcoes unitarias locais. Conhecida
a concorréncia, o emaranhamento de formacao pode ser diretamente obtido, primeiro por
uma mudanca de escala, e depois pela passagem a uma forma entrépica como a defini¢ao

do emaranhamento de formacao:

_<1+\/;—*C2> (W;—W) B (W) log (m), (3.100)

E(C) = 1

(&) og 5 5
que permite calcular diretamente o emaranhamento de formacao para um sistema de dois
qubits, sem a necessidade de processos de extremizacao.

Na representagao tomografica [134, 135|, também se pode reescrever p como:

D (1) eS8y, (3.101)

ij

p=

N
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com ¢op = 1 e os demais coeficientes podem ser obtidos usando ¢;; = Tr{pS;;}. Os coefici-
entes co; € ¢;o determinam os estados locais (aqueles obtidos por medi¢oes em apenas uma,
das partes do sistema separadamente das demais). A maneira de obter tais coeficientes
tomograficamente envolve sempre um operador o; em uma das partes e a identidade na
outra, o que caracteriza uma medicao local. Toda as informacoes sobre as correlacoes, e
emaranhamento em particular, do sistema estao nos tensores c;;, sendo 7 e j diferentes de
Zero.

Utilizando a representacao tomografica e supondo uma matriz densidade dos spins

localizados nos sitios ¢ e j com invariancia translacional, pode-se representar a matriz de

densidade na base {| 1), | 1), 41), | L)} [29, 136, 137]:

u™ 0 0 (SSI)y —r
0 wt SiSIN 0
p= S (3.102)
0 (SLSIY 4 r w” 0
(5i57) — 7+ 0 0 u
onde:
o L E 2(S% 4 57) + 4(S.57)
4
+ 1 i Qj L, j
w =~ (S182) £ (51 - 51)
r = (Sysy) +i((SLs) + (Sys0)) (3.103)
A concorréncia associada a tal matriz de densidade tem a forma:
Cij = QmaX{O,ll,lg}, (3104)

Instituto de Fisica - UFAL



EMARANHAMENTO QUANTICO 91

sendo

=y (e - (sisn) + (1sit) + ()
_\/(%L - <5;S§>)2 - i(<s;; - s,z>)2 (3.105)

b=y (5150 + (sys0) + (1sih) — ()

1 N2 1 A N2
= (Z +(sish) - Z((S; +52))" (3.106)
Quando consideramos a concorréncia de dois spins—% interagindo por um acoplamento
de Heisenberg num modelo X X 7 [36, 51|, temos que:
o (S.51) = (5,5)) ;
o (5. —51) =(S,50) = (5.5)) =0;
o (S!+59)=2m,.

Consequentemente, a expressao da concorréncia, equacao 3.104, torna-se:

o o\ 2
Ciy = max {0, 4(S589)] — 2\/(2 +(sish) - mg} , (3.107)

que é a expressao que usaremos para avaliar o emaranhamento bipartido dos spins

primeiros vizinhos, S® e S7, conectados por um acoplamento de Heisenberg nesta tese.
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Capitulo

GRUPO DE RENORMALIZACAO

4.1 Teoria de Bandas de Energia

Com a redugao da agitacao térmica, metais puros tendem a diminuir sua resisténcia ao
transporte de elétrons. Sendo assim, seria plausivel esperar que, a medida que fossemos
reduzindo a temperatura, a resisténcia fosse a zero. No entanto, quanto mais nos aproxi-
mamos da temperatura zero, metais do grupo do cobre tém sua resisténcia saturada num
valor nao nulo [1], devido a presencga de defeitos estaticos no material, como ilustrado na
figura 4.1 pela curva em azul.

Resultados experimentais indicam que, quando fons de impurezas magnéticas como
ferro, cobalto ou niquel sao dissolvidos em uma matriz metélica, observamos um minimo
no valor da resisténcia para um certo valor da temperatura, conhecida como tempera-
tura de Kondo [138]. Este feito ocorre quando ha interacao entre elétrons de condugao
(normalmente dos orbitais mais internos: s, p ou d) e elétrons fortemente localizados
(provenientes de orbitais mais externos: f), como ilustrado na figura 4.1 pela curva em
vermelho.

Apesar dos momentos observados poder variar de um metal para outro, sua formacao
depende, principalmente, das propriedades do metal hospedeiro. Para impurezas magné-
ticas dissolvidas em isolantes, sempre haverd a formacao de momentos de acordo com a
regra de Hund [139).

O aumento da resisténcia quando diminuimos a temperatura, que ocasiona o efeito
Kondo [140], é atribuido a impurezas magnéticas diluidas na matriz metélica que atuam

como centros espalhadores, dificultando a circulagao de corrente elétrica no material.
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Figura 4.1: Diminuigao da resisténcia, de metais do grupo do cobre, até um valor constante
com o redugao da temperatura (curva em azul). Outros grupos de compostos metalicos
tornam-se supercondutores abaixo de um certo limiar, conhecido como temperatura critica
(curva em verde). Em outro grupo de metais, que apresentam impurezas magnéticas, a
resisténcia apresenta um minimo, em uma temperatura conhecida como temperatura de
Kondo. Figura adaptada de [1].

A

Temperatura
de Kondo
Critica

| v

[ .

Temperatura
Fonte: Autor, 2017.

Resisténcia

Temperatura

Kondo mostrou que esta interagao entre os momentos locais e os elétrons de conducao é
favoravel ao alinhamento antiferromagnético. As impurezas magnéticas se agrupam com
os elétrons de conducao formando singletos localizados blindando as mesmas. Isto faz do
efeito Kondo um efeito que ird competir com o magnetismo em algumas situagoes [1].
Experimentalmente, observou-se que nas amostras que apresentavam formacao de mo-
mentos localizados, além da suceptibilidade de Pauli [141], havia também uma suceptibi-
lidade que dependia fortemente da temperatura e que podia ser ajustada por uma lei de

Currie-Weiss [142] da forma

Hess

e

= 4.1
Y= 36T —9) (4.1)
onde p.r¢ ¢ 0 momento magnético efetivo e 6 a temperatura de Curie, que independen
da concentracao de impurezas. Se a susceptibilidade nao depender da temperatura, nao
havera formacao de momento localizado.

Logo depois descobriu-se que as bandas de conducao dos metais eram tao largas que
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geralmente os niveis de energia das impurezas se encontravam em seu interior e, con-
sequentemente, esses estados ndo poderiam estar verdadeiramente localizados [143]. Em
geral, as energias dos estados localizados estao no interior da banda de conducao do metal
hospedeiro e a teoria de um elétron nao é capaz de descrever a localizacao dos estado da
impureza.

Em 1958, surgiu uma teoria para explicar esse fendmeno o que ficou conhecido como o
conceito de estado virtual, criando por Jacques Friedel [143], um estado construido a partir
de elétrons livres do continuo. Tal estado nao pode estar verdadeiramente localizado, pois
tem uma largura A e a partir de um tempo 7o decai novamente em um estado continuo.

A formacao de momentos localizados se resolve, pela determinacao das condicoes se-
gundo os quais os estados virtuais para elétrons com ”spin para cima’ nao serao equiva-
lentes ao estados virtuais para elétrons com ”spin para baixo” e um momento magnético
existird no estado da impureza.

Na técnica de Grupo de Renormalizacao (GR) [144] aplicada a esses modelos com
impurezas diluidas, a banda de energia é representada por varios segmentos de bandas
menores com comprimentos que decaem exponencialmente préximos da energia de Fermi

Sabemos que um sistema metélico no estado fundamental Uy, isto é a T" = 0, possui
todos os niveis abaixo de er ocupados. Acima deste nivel todos os estados estao vazios.
Assim, podemos estudar o comportamento da banda de conducao analisando as varias
escalas de energia que podem ser excitadas termicamente.

Partindo do estado Vg, a medida que a temperatura cresce, a agitacao térmica faz a
energia de excitacao aumentar, tornam-se acessiveis escalas de energia crescentes, sendo
que acada uma dessas escalas o nimero de niveis acessiveis é infinito, pois a banda de
conducao é continua.

Esse fato traz dificuldade para a abordagem numérica: assim é necessario que se
faca uma selecdo adequada desses novos niveis. A ideia central da técnica do grupo
de renormalizacao é substituir a banda de conducao continua por uma banda discreta
para que o Hamiltoniano, H, seja diagonalizavel numericamente. Mais ainda, que os
niveis de energia estejam dispostas em uma escala logaritimica de energia com origem
em ep. A ideia por tras da escolha da escala logaritmica é manter uma mesma estrutura

para o Hamiltoniano ao longo da diagonalizacao iterativa, fazendo-se essa discretizagao
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logaritmica da banda de condugao com o intuito de preservar uma cararacteristica da
banda: ser invariante por transformacao de escala.

A discretizacao logaritima da banda de conducdo é o que ocasiona a convergéncia
do método de GR. Em particular, a discretizacao da banda de conducao obriga que os
coeficientes decaiam exponencialmente com n. Desta forma, se faz necessario introduzir
um parametro adimensional A > 1, a razao entre duas energias discretas sucessivas,
controla essa aproximacao e define o tempo de custo de um dado calculo computacional.

Para implementar o procedimento de discretizacao, substituiremos o continuo da
banda por niveis discretos que apresentam energias +A~""* onde m = 0,1,2,3,... e
0 < z < 1, e identifica dentro do espaco de energia, ou seja, estabelecendo como A~ o li-
mite superior, o restante do espectro é obtido através da divisao sucessiva por A. Quando
A — 1 o limite continuo é recuperado, mas enquanto o procedimento se torna exato, o

custo do calculo da funcao de particao de um Hamiltoniano modelo se torna ilimitado.

1

ma» as custas

Por outro lado, aumentando-se A, o custo diminui exponencialmente com
da precisao computacional.

Argumentos analiticos [140], felizmente, mostram que as médias termodinamicas de-
pendem fracamente do paramentro de discretizacdao A. Logo, espera-se que médias nu-
mérias com A < 3 estejam dentro de alguns por cento do limite exato. Por isso, o limite
superior , A = 3, tem sido tomado como padrao para os calculos de suceptibilidade.

No limite superior, calculos numeéricos das propriedades termodinamicas para modelos
de uma impureza de spin degenerado sao econémicos. Infelizmente, o custo computacio-
nal aumenta exponencialmente com a degenerescéncia dos estados de condugao e com o
namero de impurezas [146|

Finalmente, para responder o efeito ilustrado na figura 4.1 pela curva em verde (su-
percondutividade nos materiais), John Bardeen, Leon Cooper e J. Robert Schrieffer
(1957)[147] proporam uma explica¢do que ficou conhecida como Teoria BCS. Esta te-
oria relaciona a supercondutividade com um efeito causado pela atracao efetiva entre
elétrons. O mecanismo para esta atragdo se da através dos fonons da rede [148], fazendo
com que os elétrons se agrupem em pares, chamados de pares de Cooper. Este estado de
elétrons emparelhados teria uma energia menor que a energia de Fermi criando um gap
que impediria os elétrons de conducao de sofrer espalhamentos pelas impurezas da rede.

Atualmente ha outras aplicagoes para o grupo de renormalizagao, sendo que a maior
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parte das pesquisas que se baseam em grupos de renormalizagao sao voltadas as areas de
fisica nuclear, cosmologia, fisica computacional. Em fisica nuclear é utilizado para estudar
sistemas de muitos corpos nucléonicos, bem como para interacao entre quarks de muitos

sabores [149].

4.2 Modelos com Impurezas Magnéticas Diluidas

A busca por uma forma analitica precisa para se calcular os expoentes criticos de
sistemas magnéticos, submetidos a uma transicao de fase de segunda ordem [150], e a
explicagao para como pequenas concentracoes de impurezas magnéticas contribuem com
as propriedades termodinamicas dos metais [151] proporcionaram o desenvolvimento de
varios modelos magnéticos teoricos, dentre eles o grupo de renormalizacao no espaco real
proposto por Wilson [53, 54, 152].

Uma das suposicoes feitas dentro desses modelos magnéticos é que a suscetibilidade
magnética dependeria da temperatura nas ligas magnéticas diluidas, o que ficou conhecido
como modelo de Kondo [140]. O modelo de Kondo [140] estd intimamente relacionado
com o modelo de impurezas de Anderson [153], como mostrado pela transformacao de
Schrieffer—Wolff [154]

O Hamiltoniano proposto por Anderson [155, 153| pra descrever este tipo de sistema

foi:

Hy= ¢y Z nd + Un?nf + Z [Vkﬂ (chdk,,, + dLUckJ) + ekcLack,g} . (4.2)
o k,o

Esta versao do modelo de impurezas de Anderson eq. 4.2 supde que as impurezas

d:

¢ = dld, representa o operador nimero e df (d,)

nao degeneradas tém energia €z, n
corresponde ao operador criacdo (aniquilagdo). A interacdo de Coulomb U é local e
estd presente apenas nas impurezas metalicas, mas a hibridiza¢ao Vi, em geral permite

espalhamento para todos os momentos. A funcao de hibridizacao

Aw) =7 [Viea*s(w — @), (4.3)
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que junto com a densidade de estados da banda de condugao, p(w) = >, d(w — ex),
determinam o comportamento do sistema.

Supondo que ha simetria no orbital, Vx4 = Viq e ex = €, 0 que corresponderia
a analisar o problema como um gas isotropico de elétrons, que se assemelha, em alguns
pontos, a um sélido metalico [156]. Se considerarmos apenas estados de ondas secundarias
para os elétrons de conducao, entao ck, pode ser substituido por cii—m=0s = Cko-

Um modelo semelhante ao de Kondo é o modelo de troca s-d, cuja solucao exata foi

tratada por P.B. Wiegman [157]. O modelo de troca s-d pode ser definido como:

[:Ik = Jde - So + Z Ekchck,m (44)
k,o

com Sg = fgvaﬁa,ﬂfoﬂ e estados de Wannier localizados gerados por fo, = Y, k., €m que
a impureza eletronica é trocada por um spin—% descrita pelo operador de spin S,.

Desta forma, fica facil entender que o modelo de Kondo pode ser tomado como uma
aproximacao do modelo de Anderson, para o caso U > V, através da transformacao de
Schrieffer-Wolff [158] sendo ¢; = —%, tem-se Jj, = 8‘/72.

Para converter os modelos, de Anderson e o de Kondo, para uma estrutura algébrica
mais agradéavel para sua utilizacao e tratamento numeérico, iremos mapea-los em uma
cadeia unidimensional utilizando a tridiagonalizacdo de Lanczos [159].

Podemos definir o modelo de Anderson (com simetria orbital) pelos estados localizados

de Wannier:

10,0) = £ | Wsac), (4.5)

sendo |W,,.) denominado estado de vacuo. De tal forma que o operador fy, nesta repre-

sentacao sera

1
Joo = % g Vi.dCr.d; (4.6)
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com a normalizacao, V, sendo definida por

V=2 M (@7)

Sendo assim, podemos transformar a energia cinética de condugao da banda:
Hc = Z ekcL’dck,d, (48)
k

para uma nova base de operadores, reescrevendo-os na forma diagonal, pela construcao

de um conjunto de estados ortogonais criados pela aplicacao de H.:

1 = 5 [H10 - 10)01I0)]
1

n+1) = A—n[HcW — [n)(n|Holn) — |n — 1) (n — 1| H,|n)|. (4.9)

Nesta nova base, o Hamiltoniano 4.2 torna-se:

= ottt VY (4 1)

k,o

+ i [E"fgﬂfnﬂ + A <frt,afn+17a + f;—‘,—l,afn,o’)] ) (4.10)

n=0,0

onde foi aplicada a notacao da segunda quantizagao [160], os operadores fl,f criam um
elétron no estado |n).

Os coeficientes de Lanczos, A, = (n + 1|H.|n) e €, = (n|H.|n), dependente da dis-
persdo €; e a fungdo de hibridizagdo A(w) do modelo original. Em geral, esta pode ser
determinada, no ultimo caso numericamente, durante o procedimento de Lanczos [159].
Eles nao necessariamente decaem com n, que é uma propriedade que é crucial para a

convergéncia do método de grupo de renormalizacao de [161].
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4.3 Grupo de Renormalizacao Classico

4.3.1 Técnica de Escalonamento

Como explicado nas secoes introdutoérias deste capitulo, o grupo de renormalizacao
no espaco real de Wilson introduziu, no modelo de Kondo, um procedimento iterativo de
diagonalizagdo numeérica de Hamiltonianos de sistemas de elétrons correlacionados [144].

A técnica do grupo de renormalizacao pode ser vista como um mapeamento M de

um Hamiltoniano H(g) [162], que é especificado por um conjunto de paramétros g =

(91,92, - --,gn), em um outro Hamiltoniano com a mesma estrutura, entretanto com novos
conjuntos de paramétros de acoplamento ¢’ = (g}, g5, - - -, ¢l ), formalmente representados
por:

M H(g)) = H(g). (4.11)

Este procedimento corresponde a um método recursivo, visto que o Hamiltoniano a
ser diagonalizado em uma iteracao tem seus elementos de matriz reescalonados pelos
elementos da etapa anterior. Utiliza-se os autovetores e autovalores de uma iteracao pra
criar os autovetores e autovalores da proxima iteracao e assim sucessivamente. Desta
forma, é aplicada uma transformacgao de escala sobre o sistema, através de um fator de
escala b predefinido.

Portanto, o fator de escala define a reducao de graus de liberdade do sistema D-
dimensional, de N para N’: ¢ = % O objetivo é que a energia livre total permaneca a

mesma, sendo necessario que a funcao de particao seja invariante sob a transformacao:

Zni(H(g") = Zn(H(g)). (4.12)

A energia livre por spin é uma grandeza intensiva, sendo assim

F(H(g") = b f(H(g)). (4.13)
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As medidas dos comprimentos do sistema ficam diminuidas por um fator b: 7 = %F

4.3.2 Procedimento de Truncagem de Estados

No contexto do grupo de renormalizacao aplicado a redes de spin, ao se permitir que

as varidveis de spin transformem-se de acordo com § = ¢ '3, também se permite que ¢
?

seja uma constante diferente de b. De modo que a funcao de correlacao entre dois spins

se transformaré, num procedimento de renormalizacdo, de acordo com:
L~'7 H(g)) = 5T(F H(g)). (4.14)

A fim de ilustrar as técnicas do grupo renormalizacao de Wilson, agora voltaremos
nossa atencao a analise do Hamiltoniano 4.2. Depois de aplicar o procedimento de tridia-
gonalizacao e a discretizacao logaritma sobre o o Hamiltoniano 4.2 para um sistema finito

de comprimento L, obtem-se:

L—1
H,k = D/ Z A%n (f;;,o'fnJrl,U + f?i—&-l,ofnﬂ) +2J Z f(J)r,o&)UwavH’ (415)
n=0,0 o
onde
1+A
D' = D+T, (4.16)

sendo D a densidade de estados da banda de conducao que é uma constante.
Devido ao decaimento exponencial dos acoplamentos, o sistema finito pode ser repre-
sentado por
Dl
D, = ——. (4.17)
A

L-1
2

A ideia é examinar o comportamento do fluxo de renormalizacdo numericamente dos
autovalores inferiores apropriadamente reescalados na sequéncia do processo iterativo de
renormalizacdo, Hy, H; ,,..., sendo conveniente reescalar o Hamiltoniano diretamente,

definindo H; = g—%.
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No6s podemos relacionar Hy e Hy 1 através da relagao recursiva:

F[,LJrl = A%HL -+ Z (fz,afL+1,U> = /[HL]; (418)

definindo a transformacao do grupo de renormalizacao para o modelo de Kondo.

Em principio, esta transformacio é exata (os erros da discretizacao estdo associados
com A). Contudo, para tratar cada subsequente Hj pela diagonalizacio numérica, o
espaco de memoria e o processamento computacional necessario ira crescer exponenci-
almente por causa dos graus de liberdade que serao ampliados por 4 a cada passo. O
intuito deste método aproximativo é manter apenas os m menores autoestados de Hy, a
cada passo.

O procedimento do grupo de renormalizacao, na representacao matricial, pode ser

definido como:

1. Diagonalizar H; numericamente e encontrar os m menores autovalores e autovetores

correspondentes.

2. Usar o operador mudanca de base Oy, matriz cuja as linhas sao os m autovetores
foram obitdos no passo anterior, para reescrever todos os outros operadores que
atuardao no sistema. Por exemplo, H] = OTLHLOL ¢ uma matriz diagonal de tama-
nho m. Entretanto, normalmente outro operador qualquer A, = OTLALO £ NAo sera

diagonal por esta mudanca de base.

3. Encontrar Hy ., a partir de H} usando a relacao de recorréncia 4.15, pela adicao de

um sitio e a construcao de H; , através da base reduzida.

4. Repetir os itens anteriores com Hy,; — Hj, até que o tamanho final da rede seja

alcancado.

Tal procedimento comeca com um termo local puro Hy consistindo da impureza aco-
plada a um tnico sitio. Na pratica, a relevancia do procedimento acontece quando Hy, é
maior que m.

No passo (1) as propriedades de simetria devem ser aplicadas para reduzir o espago
de Hilbert do Hamiltoniano Hj, pela conservacao de alguns ntimeros quanticos, como o

numero de elétrons N da banda de conducgao e a projecao do spin total S=.
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Aplicadas as simetrias, os elementos de matriz dos operadores que ligam os sitios L e
L + 1 como fLJfLHﬂ podem ser construidos por um MPS [97]: |i,s.) = |i)|spy1), com
o primeiro ket representando a base de H} e o segundo a base do sitio adicionado. A

expressao do elemento de matriz Hy . ¢

. . 1.,
(i,sp|Hpaali', s) = A2 (ili") (spalsp ) B
+(_1)NSL+1<i|f£,g|i,><SL+1|fL+17U|SIL+1

N . .
+(=1) e (i froli) (5Ll L o157 (4.19)

onde EF sao os autovalores de Hy, i varia de 1 até m, e Ng, ¢ o niimero de elétrons no
estado St

Note que em um ponto particular no procedimento, o alcance dos autovalores de
H}| = Dy H| que representam a precisao do espectro nao sera suficiente para descrevermos
adequadamente o modelo.

Em particular, a precisao cai em escalas que sao multiplos de o x D, que dependem do
valor de A e do ntmero de estados m. Tipicamente « é da ordem de 10 quando m ¢é 1000.
Um limite minimo de energia ¢ mantido pela escala de energia Dy. Autovalores abaixo
de Dy sao aproximadamente mais precisos em passos subsequentes. Desta forma, os
autovalores do Hamiltoniano reescalados E’ poderao ser calculados com grande precisao
no intervalo D, < F} < aDy.

A fim de entender o comportamento de um sistema dentro do procedimento do grupo
de renormalizagdo, se faz importante analisar os pontos fixos das transformacgoes de re-
normalizacao. Encontrar pontos fixos é encontrar pontos estacionarios no fluxo de valores
obtidos pela equagao que governa a renormalizacao dessas constantes, como, por exemplo,

a equagao 4.18.

4.3.3 Fluxo de Renormalizacao

ATodo Hamiltoniano pode ser escrito na forma:

H(g) = ha-5a (4.20)

{a}
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onde §, sao os produtos de operadores com a devida simetria (no modelo de Heisenberg
englobam, por exemplo, os operadores de spin) e i;a sao chamados de campos conjugados
[127].

Nesse tipo de representacao, os campos se transformam sob a operagao de renormali-

zagao da seguinte forma:

W = Hh), (4.21)

e também possuem pontos fixos ﬁ; = hy = E; Podemos definir um deslocamento
Aﬁa em termos dos campos conjugados ao redor de algum ponto fixo, Afza = Ea — fzz, e

assim expandir esses deslocamento em série de Taylor, resultando em:

AR, = 3o (@) Ahg, (4.22)

em que a matriz J, deve ser calculada nos pontos criticos onde o sistema perde as cor-
relacoes de escala. Sendo os autovalores, \;, e autovetores, v;, de J, sao determinantes
para a avaliagao das propriedades criticas do Hamiltoniano.

Os A; devem ter a forma: A, = b%)\;, em razao de seu comportamento sob a mundanga
de escalas. Essa hipotese é chamada de hipotese de escala, ou de homogeneidade. Pro-
porcionalmente, pode-se assumir que a energia livre seja uma funcao homogénia de suas
variaveis [59].

Uma das diversas formar de implementar a transformacao de escala consiste em fazer
um traco parcial na funcao de particao do sistema. Nas proximidades do ponto critico,
0 novo sistema com menos graus de liberdade deve ser equivalente ao original no limite
termodinamico. Este procedimento do traco parcial é conhecido como "dizimacao” e é a
base do método proposto por K. G. Wilson [152].

Dependendo do valor do expoente ¢;, o sistema terd comportamentos distintos no

espaco de fase:

e se 0 expoente ¢; for positivo, os valores de g; aumentam, fazendo o sistema se afastar
cada vez mais no espaco de fase. Nessa situacao, ¢; é conhecido como expoente

relevante;
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e se 0 expoente ¢; for negativo, os valores de ¢g; diminuem, fazendo o sistema se
localizar num ponto fixo, nao importando as condicoes iniciais. Nessa situacao, ¢; é

conhecido como expoente irrelevante;

e se 0 expoente ¢; for nulo, ¢; recebe o nome de expoente marginal e foge do escopo

de estudo, sendo descrita em [146].

O objetivo é encontrar os pontos fixos da transformacgao de escala: H(¢') = H(g) =
H(g"), para o caso do expoente ¢; negativo. Os pontos fixos sdo pontos de/para onde o
sistema flui dependendo de suas condicoes iniciais.

Deve-se ter em mente que o Hamiltoniano H(g’) é também funcao das coordenadas ge-
neralizadas. Portanto, a constancia do Hamiltoniano ocasiona uma constancia generaliza-
das e dentro da criticalidade todas as escalas sao importantes. Para tanto, o comprimento
de correlacao deve permanecer constante sob a tranformacao ((¢') = ((g9) = ((g").

Mas com a mudanca de escala, ( = (%)C, o que justifica o fato de ( — oo na cri-

ticalidade. Vale frisar que o caso ¢ = 0 ¢ o trivial e ndo é cabivel ao problema [146]

A idéia basica do grupo de renormalizagao [144] surge da observagao que o compri-
mento de correlagao ((T") se torna muito grande a medida que a temperatura se aproxima
de T.. Por tanto as estruturas observadas em diferentes escalas de distancias devem ser as
mesmas, sempre que esta escalas sejam muito menores que . Entao, proximo dos pontos
criticos é possivel realizar as transformagoes de escala [162|. N&o existe uma forma unica
de implementar uma transformacao de escala, ird depender do sistema em particular.

Para o problema de Kondo, dois pontos fixos podem ser claramente identificados, um
associado com o comportamento do modelo quando J = 0 e outro quando J = oco. O
comportamento do sistema no ponto fixo é: para J = 0, a impureza é desacoplada da
banda de conducao e as energias de excitagao sao do tipo de bandas "tight-binding” nao
interagentes que se estendem de 0 até L. Para J = oo, a impureza forma um uma ligacao
de alcance infinito com o sitio 0 na cadeia "tight-binding”, efetivamente removendo-o do
sistema.

As energias de excitacao relativas ao estado fundamental sao, desta forma, aquelas da
cadeia se estendendo de 1 até L. O espectro de excitagdo de Hy(J = 0o0) é 0 mesmo que

o espectro de Hy_1(J = 0). A natureza do espectro de Hy(J = 0) dependera se L é par
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ou fmpar. Os valores assintoticos das energias de excitacao poderao ser diferentes para os
casos impar e par do comprimento L.

Um ponto fixo K* pode ter componentes que nao correspondem as interacoes originais
do sistema e, portanto, nao necessariamente correspondera ao ponto critico K.. O ponto
critico pode ser identificado como um ponto na superficie critica que possua exatamente
o conjunto de parametros do sistema original.

Como o comprimento de correlacao de todos os pontos sobre a superficie critica é
infinito, o ponto K. terd todas as propriedades do ponto critico fisico. No entanto, as
propriedades criticas do sistema sao determinadas pelo comportamento do fluxo de renor-

maliza¢do nas vizinhancas do ponto fixo K* [163].
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Capitulo

GRUPO DE RENORMALIZACAO DA
MATRIZ DE DENSIDADE (DMRG)

5.1 Surgimento do DMRG

Alguns sistemas fisicos podem ser descritos efetivamente através da combinacao dos
movimentos individuais de seus constituintes [148|. Contudo, em sistemas onde as intera-
coes entre os constituintes acarretam fortes efeitos de correlagao entre eles, o mapeamento
dos comportamentos isolados das partes levara a uma descricao errada do comportamento
do sistema completo. Em alguns casos, essa obrigacao de descrever o sistema como um
todo torna inclusive o tratamento numérico exato inviavel.

Para ilustrar esta impossibilidade, Poplavskii [164] afirmou:

"0 calculo quantico para uma molécula de Metano precisa de uma rede com 1042
pontos. Supondo que em cada ponto realizemos apenas 10 operagoes elementares, e que
a computacao & feita & temperatura extremamente baixa de T = 3 x 1073K, poderia-se
precisar nesse calculo de toda a energia produzida na Terra durante o século passado."

Outro comentario célebre, sobre o tema em questao, foi feito por Philip W. Anderson
[165]:

"0 comportamento de grandes e complexos agregados de particulas elementares nao
pode ser entendido em termos de uma simples extrapolagao das propriedades de algumas
poucas particulas. Ao invés disso, a cada nivel de complexidade, propriedades comple-
tamente novas aparecem e o entendimento desses novos comportamentos requer pesquisa

que considero de natureza tao fundamental quanto qualquer outra.”
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Acerca da complexidade na descricao de sistemas reais através de modelos tebricos,
Philip W. Anderson comenta [151]:

"Um modelo téorico precisa, simultaneamente, ser suficientemente simples para ser
solavel (ou pelo menos compreensivel) e suficientemente complexo para ser interessante,
na medida em que a sua complexidade contenha as caracteristicas essenciais que simulem
o comportamento observado no mundo real, preferencialmente algum aspecto que ainda
nao tenha sido explicado.”

Quando se trabalha com problemas de particulas quanticas interagentes em redes, um
dos principais obstaculos para a solucao do problema esta relacionado com o tamanho do
espaco de Hilbert, H, [166, 167| que ira representar o modelo [5].

Um espaco vetorial, H', sobre o corpo dos complexos e dotado de um produto escalar
u, v € H' — (u,v) € C & dito ser um espago de Hilbert se for completo em relacao a

métrica d definida por seu produto escalar:

d(u,v) = |lu —v|| =/ {u—v,u—v). (5.1)

Espacos de Hilbert desempenham um papel fundamental em toda a Mecanica Quantica
e em varias areas da Matematica. Historicamente, sua importancia na Mecanica Quantica
foi apontada por diversos autores [160], mas foi especialmente von Neumann quem mais
claramente destacou sua relevancia para a propria interpretacao probabilistica, o que ficou
conhecido como interpretacao de Copenhagen|94|.

Tecnicamente, determinar o estado quantico de um sistema é conhecer, para qualquer
observavel do sistema, as probabilidades de todos os possiveis resultados de suas medi-
coes. De ponto de vista numeérico, as possibilidades de se investigar um sistema quantico
estdao em discretizar uma equacao diferencial ou simular computacionalmente o modelo
diretamente sobre a rede, descrevendo as propriedades dos sitios locais e especificando a
topologia da rede: suas dimensoes, tipos de interacao entre os sitios e as condigoes de
contorno periddicas.

Através das técnicas do Grupo de Renormalizagio [168] se faz possivel contornar essa
problematica. A idéia é comecar com um sistema para o qual pode-se encontrar a solucao
exata, o tamanho do sistema é entao aumentado, porém sem aumentar o espaco de Hilbert

do sistema, até que se chegue ao tamanho desejado.
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Levando em consideragao a ordem cronolégica do desenvolvimento das técnicas de
grupo de renormalizacdo, elas foram introduzidas pela primeira vez por Stiickelberg e Pe-
termann [169] em 1953. No entanto, suas consequéncias para a eletrodinamica quéantica
s6 foram aplicadas um ano depois por Gell-Mann e Low [170], enquanto analisavam a
estrutura analitica dessa teoria que exibia intimeras divergéncias introduzidas por flutu-
acoes quanticas nas teoria de perturbacao. Mais tarde, em 1970, esses conceitos foram
estendidos e generalizados por Callan (1970) [171] e Symanzik [172] e formam hoje o
chamado grupo de renormalizacao de teoria de campos.

Ainda na década de 70, houve uma reformulagao do que se conhecia como técnicas de
grupo de renormalizagao (essencialmente equivalente ao método do GR de teoria de cam-
pos para modelos renormalizaveis) proposta por Wilson [144, 53|, o que ficou conhecido
como grupo de renormalizagao do espaco real. O objetivo era de calcular os expoentes
andémalos das chamadas transicoes de fase cléssicas de segunda ordem, que se manifestam,
tipicamente, em fisica da matéria condensada.

A teoria do Grupo de renormalizacao no espaco real também gerou o apice evolutivo
da compreensao dos fendmenos de transicao de fase em sistema fisicos de muitos corpos.
Nas decadas de 1960 e 1970, através da contribuicoes fundamentais de uma série de fisicos,
entre eles B. Widom |173], M. Fisher [174], L. Kadanoff |146] e K. G. Wilson [144, 175, 144],
possibilitaram o desenvolvimento e amadurecimento das idéias e aplicacoes do Grupo de
Renormalizacao nas mais diversas situagoes.

O crescimento do sistema, na técnica de renormalizacao, sem aumentar o espago de

Hilbert pode ser descrito, de forma minimalista, em duas etapas:

1. O tamanho do sistema é aumentado, e consequentemente o espaco de Hilbert tam-

bém cresce.

2. O espago de Hilbert é truncado para seu tamanho original, mantendo seu tamanho

constante.

O critério de truncagem escolhido e como é feito o aumento do sistema sao os pilares
que diferenciam todas as técnicas de Renormalizagao entre si. Na versao do algoritmo
de Wilson [144] comeca-se com um sistema pequeno, que é unido, posteriormente, a
um sistema igual, dobrando seu tamanho. O Hamiltoniano desse novo bloco é obtido e
diagonalizado exatamente, seus autovetores serao utilizados como base. O espago serd

truncado para o espaco gerado pelos m autovetores correspondentes as menores energias.
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Quando trunca-se a base, sao selecionados apenas alguns estados de maior peso e
despreza-se todo o restante, podendo acarretar em uma negligéncia de varios aspectos
importantes da fisica envolvida. Esse problema, contudo, é dependente da base escolhida
para representar os estados. Se escolhermos uma base de maneira adequada podemos
fazer com que haja uma maior concentracao dos pesos estatisticos e diminua, assim, a
quantidade de informacao perdida no processo de truncagem.

Esse procedimento mostrou-se satisfatoriamente eficiente para o modelo de Kondo
[140]. Porém outros modelos fortemente correlacionados, como o de Heisenberg [11], ndo
produzem bons resultados. Desta forma, o fracasso (ou sucesso) do procedimento de
renormalizacao surge na escolha dos autoestados a serem mantidos como base. Como
o bloco nao esta previamente conectado com o resto do sistema, esses autoestados nao
tém as caracterisitcas apropriadas nas regides de fronteira (na ponta do bloco em que se
conecta ao outro).

No inverno de 1992, a revista Physical Review Letters publicou um artigo intitulado
"Density Matrix Formulation for Quantum Renormalization Groups” de Steven R. White
[176] indicando esse problema e tentando resolvé-lo combinando autoestados de diferentes
blocos e sob variadas condicoes de contorno. Este artigo introduziu um novo algoritmo
baseado nas ideias do Grupo de renormalizagao numérico de Wilson, o grupo de renorma-
lizagdo da matriz de densidade quantica (DMRG, do inglés), para se calcular os estados
alvos (de baixa energia) e os observaveis do modelo antiferromagnético unidimensional de
Heisenberg de spin—% e spin-1.

Seis anos apos a publica¢do do artigo de White [177], descobriu-se que a técnica do
DMRG esta intimamente ligada a uma classe especial de estados quanticos, conhecidos
como estados do produto de matrizes (MPS) [30]. Isto ocasionou o surgimento de varias

extensoes e propostas para ampliacao do alcance do DMRG, entre elas o algoritmo ALPS

[38].

5.2 Simetrias e a Reducao do Espaco de Hilbert

O conceito de simetria vem sendo constuido pela humanidade desde tempos longinquos
e tem sido abordado de um ponto de vista filosofico, artistico e matemético. A andlise das

propriedades de simetria de um sistema fisico nos dé, de antemao, informacoes preciosas
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sobre 0 mesmo, como a forma de suas solu¢oes (Teorema de Bloch [178]), redugao de graus
de liberdade, etc...

Dentro desta temética, pode-se examinar o func¢ao das simetrias dentro do formalismo
de sistemas quanticos de spin e sua relagao com quantidades fisicas conservadas, sob o
ponto de vista de generalizagoes do teorema de Noether [179]: a invariancia de Hamiltoni-
ano com respeito a qualquer transformacao do sistema implica na existéncia de um certo
valor conservavel relativo a esta transformacao (ou grupo das transformacoes) [180].

Historicamente, a primeira proposta para agrupar as leis de conservacao e simetrias foi
investigada primeiramente por Schiitz [181] para o caso de simetria translacional. Uma,
construgao mais generalista foi proposta pelo teorema de Noether [179] que introduziu
uma ligagao entre as leis de conservagao e as transformagoes do grupo de Galilei [182].

O teorema de Noether (1918) [179] foi obtido pela matematica e fisica, Emi Noether,
sendo primeiro aplicado em teoria algébrica dos grupos e depois & mecanica classica. Sua
generalizacao para mecanica quantica foi feita pelo E. Wigner e J. von Neumann [183, 184].

Na mecanica classica, nés usualmente consideramos a formulacao Lagrangeana definida
em termos do Lagrangeano L [148], diferenca entre a energia cinética e a energia potencial
de interacao, para definirmos as simetrias do sistema.

Se, por exemplo, o Lagragiano do sistema permanecer inalterado por um deslocamento
da particula em um sentido, L(z,v,,t) = L(z + dz,v,,t) , entdo a componente do mo-
mento linear naquele sentido, p,, € uma quantidade conservada. Teremos uma simetria
(de translagao) e uma quantidade fisica foi conservada (p,), como prevé o teorema de No-
ether. Pode-se classificar as simetrias como continuas (rotagao, translacio, ... ) e discretas
(paridade, translacao de rede, reversao temporal, ... ).

Na mecanica quantica, chama-se operadores unitarios infinitesimais operadores da
forma X; = 1— Zh—GISZ, sendo P, um operador Hermitiano (P = B;). De tal forma, podemos
associar um operador unitario X, para uma transformacao que conserve a probabilidade.

Define-se simetria de um sistema com Hamiltoniano H uma transformacao unitaria

P

. . . . . > i€ p. . . ~
que torne o Hamiltoniano invariante. Seja, X; = e®»’* uma simetria. Entao,

X/HX, = H, (5.2)
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0 que é equivalente a
[R,H} = 0. (5.3)

Na representacao de Heisenberg, a correspondente equagao de movimento para P; é:

dP, 17 dP,
dt _%[B’H]% dt

~0. (5.4)

Desta forma, P; nao depende do tempo e isto representa uma conservacao do operador

P;, frente a simetrias de translacao do sistema. Portanto, podemos inferir:

e se H ¢é invariante sobre translacao, entao o momento linear é uma constante de

movimento;

e se H ¢ invariante sobre rotagao, entao o momento angular é uma constante de

movimento.

A fim de minimizar as dimensoes do espaco de Hilbert do sistema, que agiliza e, em
alguns casos, é a Gnica forma de tornar possivel o tratamento numeérico exato, é essencial
explorar as simetrias do sistema, como mencionado detalhadamente em [185].

Dado um grupo de simetria S com geradores s,, se [H,s,] = 0, o espaco de Hilbert,
‘H, pode ser particionado em setores, correspondendo a uma representacao irredutivel
do grupo de simetria, entao o Hamiltoniano H torna-se um bloco diagonalizavel nessa
situacao. A solucao do problema de autovalores para cada bloco leva a um parte do
espectro associada a um numero quantico especifico que é conservado.

Isto possibilita explorar simetrias e suas relacoes com as quantidades conservadas
(conservagao do niumero de particulas, conservacao da projegdo z do spins, conservacio

do valor quadrado do spin total, ...) dentro de modelo de spins em redes, ou seja:
[H, (5)2] — [H Sﬂ — [H, N] —0, (5.5)
e estes operadores também comutam entre si,

[52,(5)2] — [N, SZ] - [(5)2,N] —0. (5.6)
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Entao, os autovalores de H, (§ )2, S% e N sdo simultaneamente bons niimeros quénticos,
pois representam quantidades conservadas no sistema. Durante o tratamento numérico
de um dado modelo é possivel considerar autovalores que simultaneamente diagonalizam
H e todos os outros operadores associados com as simetras.

Isto é feito pela escolha de uma representacao de operadores simétricos que sao sempre
diagonais, selecionando um subspaco ou um setor do espago de Hilbert contendo valores
particulares destes operadores, e diagonalizar H neste setor particular, como exemplifica

a tabela 5.1 que mostra a redugao da dimensao espaco de Hilbert para o modelo de

1
2

Heisenberg numa rede quadrada com 40 sitios para S =

Tabela 5.1: A reducao da dimensao do espaco de Hilbert para o modelo de Heisenberg
numa rede quadrada com 40 sitios para S = %

‘ Simetrias aplicadas H Dimensao do Espaco de Hilbert do sistema ‘
Espaco Hilbert completo || dim = 2
Restringindo S, = 0 dim = 138 x 10°
A inversao dos spins dim =69 x 10°
Todas as 40 translacoes || dim —1.7 x 10°
Todas as 4 rotacoes dim = 430, 909, 650

A tabela 5.1 mostra diretamente como as simetrias podem reduzir a dimensao do
espaco de Hilbert do Hamiltoniano do modelo de Heisenberg a ser diagonalizado. Neste

caso, a dimensao do setor a ser diagonalizado é reduzida por um fator maior que 2500.

5.3 Processo de Truncagem em Blocos

Considere uma rede semi-infinita com N sitios, onde cada sitio tem d graus de li-
berdade locais. Se agrupados k sitios num bloco, o estado do bloco tera d* coeficientes.
Normalmente essa construcao resulta em espaco de Hilbert exponecialmente grandes e
insoliiveis pelas limitagoes computacionais, mesmo apés o processo de reducao do Hilbert
geral, utilizando as simetrias do modelo. Para contornar essa problemética, sugiram di-
versas propostas para a construcao iterativa dos blocos aliadas a técnica da trucagem de
estados [176, 177, 144, 54|

De modo geral, comeca-se com um bloco contendo apenas um tnico sitio. Entao irao
sendo adicionados, sequencialmente, cada um dos sitios da rede. Posteriormente, inicia-se

o processo de reducao de graus de liberdade, no qual descarta-se alguns autoestados uti-
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lizando um critério predefinido, por exemplo, mantém-se apenas os primeiros autovetores
que estao relacionados aos m maiores autovalores da matriz de densidade reduzida do
bloco, no caso do DMRG [186, 176], para evitar o crescimento exponencial inevitavel do
processo exato d — d? — d> — ...

Do ponto de vista operacional, serd mantido um nimero m de estados fixos para que
o sistema consiga ser solavel (segundo um criterio predefinido pelo método de renorma-
lizagao), com isso contornam-se as possiveis limitac¢oes da capacidade de processamento,
memoria de armazenamento e reducao do tempo computacional. Essa escolha de m esta-
dos é o que se define por trucagem do bloco.

A criacao da base de um bloco de comprimento [ pela adicao de dois subsistemas: um
com a base {|a;_1)} que representard um sub-bloco de comprimento [ — 1 e outro com uma
base {|o;)}, que representa a adi¢do dos sitios ou outro sub-bloco, pode ser representada,

COINoO:

|a1-1) @ |ov) — |ay). (5.7)

Pode-se aplicar uma mudanca de base dos operadores e autovetores do sistema dentro
de uma base truncada, formada por m maiores autovertores, |a;) = u |a;). De fato, os m

estados formarao uma base incompleta do bloco total de tamanho I:

a) = Y {ay,allada-, o) = Y M laio, o). (5.8)

a;—1,01 a;—1,01

Para cada estado do sitio adicionado 0}, a matriz M7!  mapeard o sistema do bloco
aumentado [ através da base a;_; e do sub-bloco o; descrevendo um novo bloco com a
nova base a;, a base truncada para o bloco aumentado com tamanho [; Esse procedi-
mento continuard com esta base mantendo sempre o mesmo tamanho. A funcao de onda

serd representada por uma soma desses produtos, conhecida como estados de produto de

matrizes (MPS) [89]:
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(Warps) = Y Te{M M ... M}|o1,0,...,00), (5.9)
{oi}
onde os M7 sao matrizes de dimensao m X m, exceto por M e M que sao vetores de
dimensao m.

Considerando que o traco é feito sobre o conjunto de sitios adicionados, a renormali-
zacao serd dada por Z{Gi} M?i(M°)T = 1, e esse tipo de estrutura é um caso particular
de um MPS [187]. Um estado |¥,,pg translacionalmente invariante é aquele cujo todos
os M7 sao iguais, como o caso do estado saturado ferromagnético para modelos de spin.

Este protocolo leva a algumas consideracoes:

e Qualquer esquema de renormalizacao pode ser caracterizado por um esquema de

crescimento iterativo em blocos seguido de um processo de redugao de estados [168];
e Métodos de reducao e trucagem de blocos levam a estados do tipo MPS;

e A teoria do MPS liga o grupo de renormalizagdo de Wilson [53, 144] ao DMRG
[187]. Apesar do método GR de Wilson falhar na descrigao de sistemas quanticos

fortemente correlacionados.

Apesar da liberdade de escolha na decisao de qual base o MPS seré escrito, deve-se

priorizar que {|a;_1)} e {|a;)}, que constituem os blocos, formem uma base ortonormal:

!
/
dopor = aila) = D0 (M )M (a0 laon)

0.1,7Ulval717a;,1

;
- Z (M;lefhaé)*Mgzlfl’a{ - Z(MUZ Mal)aival

o1 o)
ou I = Y Moo= acian, (5.10)
ol ]

As matrizes que obedecem essa relacao, conhecida como “normalizada a esquerda”,
serao descritas por A, exatamente a mesma propriedade que segue a decomposicao geral
de estados, UTU = I |168].

Entao, o processo de criacao normalizada a esquerda segue da seguinte forma: constroi-

se 0 novo bloco & esquerda, adcionam-se os spins que estao a direita e realiza-se uma
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decomposi¢ao em valores singulares (SVD) [188] no estado geral de cada processo criado.
No processo "normalizada a direita”, as matrizes sao descritas por B, constroi-se 0 novo
bloco a direita, adiciona-se os spins que estao a esquerda e realiza-se o SVD no estado
geral.

Contudo como podemos comprimir um MPS nesse processo iterativo, perdendo o
minimo de informacao possivel e evitando o crescimento exponencial do espaco de Hilbert?
Essa ¢ a pergunta central por tras de qualquer um dos métodos de renormalizacao.

Para responder a essa pergunta, assume-se um estado qualquer |¥), constituido de
operadores A (normalizados a esquerda) e B (normalizados a direita), criado na repre-

sentacao MPS:

(W) = A7IAT ATMO B B oy .. oy). (5.11)

Com esse estado em maos, deseja-se comprimir o operador M?+! de forma a reduzir ao
minimo a perda de precisao na descrigao de |¥). Para este fim, pode-se criar uma pilha
com as d matrizes colunas de M?+1 em uma Unica matriz:

M, = M7 (5.12)

ap,0141,014+1 a,ap1

e realizar um SVD na matriz, M, criada. Sendo assim:

1,01+1,31+17?

M,

ap,014+1,01+1

=USV? (5.13)

Se absorvemos U em A% ou seja A% < AU, isso ird corresponder a uma transformacao
da base ortonormalizada reduzida no bloco A. Gerando uma nova base |a;)4 formada

pelos sitios de 1 a (:

jaha =D (A AT glor..00), (5.14)
g1...07
Similarmente,
T _ 0141
‘/;11701+1,az+1 - Ballj-nﬂa (515)
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para termos uma nova base ortonormal formada pelos sitios do bloco de [ + 1 até L (ao
invés de [ +2 até L), lembrando que B7+! sdo normalizadas a direita. Desta forma, temos

uma base:

) = Z (B B2 . Bt g aloin .. o), (5.16)

Ol41---0L
que geralmente nao ¢ normalizada. Isto esta relacionado a imposicao da normalizagao a

esquerda das matrizes A. Para demonstramos essa afirmacao, vamos realizar um produto

interno utilizando a base correpondente & A:

(afllana = > (A7, A (A7 A%,

01...0]

= D (A A (AT AT,

01...0]

= ) (ATTLATTAT AT,
01...00

. (.17

De modo analogo, para a base correspondente a B:

(afllays = Y (A750 L ATE) (AT AT
Ol41---0L
= ) (AT AT (AT AT )
O|4+1---OL
= ) (AT ATEATT AT (5.18)
Ol41---0L

que ndo pode ser simplificado pois ATATT £ T
Agora que discutimos quem sao as bases normalizadas a esquerda e & direita, |a;) 4 e
|a;) B, podemos identificar na decomposicao SVD de M7+, eq. 5.13, s, = S4,.q,, €ntao

|W) torna-se:

O) = salar) alar) s, (5.19)
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que é exatamente a decomposigao de Schmidt de |¥) [89].

Consequentemente a representacao MPS, representada pela eq. 5.11, pode se tornar
uma decomposicao de Schmidt, representada pela eq. 5.19, e vice-versa.

Entretanto a decomposicao de Schmidt ¢ de extrema importacia quando queremos
realizar a técnica do DMRG, pois permite descrever uma correta estratégia de compres-
sao utilizando os s,,, que sao proporcionais aos pesos estatisticos do operador matriz de
densidade reduzida. A reducao de estados, otimizada para o sistema quantico, é dada por
manter-se os pares de estados de Schmidt que possuem os maiores coeficientes de Schmidt
[89].

Pode-se organizar a matriz A% assumindo a ordem decrescente dos valores singulares,
variando as dimensoes da coluna de 1 até o valor de corte m , 0 mesmo processo para as
linhas de B!, e ambas as dimensdes de S.

Apos a truncagem, multiplica-se S a esquerda, M7 < A°S. As matrizes no sitio [

irao perder suas propriedades de normalizacao e o estado nessa situacao sera:

(W) =) ATA% AT MOB L B oy .. oy). (5.20)
o

Comparando com nosso estado inicial, a ligacao entre os estados normalizados a es-
querda e & direita foi movida um sitio a4 esquerda. Esse procedimento pode ser continuado
agora no sitio a esquerda e, posteriormente, nos demais sitios da rede.

A qualidade da aproximacao pela truncagem de estados depende de quao rapido os
valores singulares s, da decomposi¢do de Schmidt (ou os pesos estatisticos da matriz
densidade reduzida) decaem com a: se eles decairem rapidamente, o limite da truncagem
serd negligenciavel.

Nao é natural saber de antemao o espectro da matriz densidade reduzida. O ema-
ranhamento de formacao tem um papel importante nesse processo que contém similar
mas muito menos informagao: um estado no qual os s, decaem rapidamente tém menos
emaranhamento que um estado que tem um decaimento lento de s,, [87].

Portanto, a viabilidade de representacao de um estado por um MPS est4 intimamente
ligada as propriedades de emaranhamento dos estados bases, sendo MPS iniciado comu-

mente por uma representagao de baixo emaranhamento. Normalmente, é utilizado um
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bloco formado por um tdnico spin.

E importante frisar que a realizacio deste procedimento de compressao dos estados dos
blocos nao pode ser absolutamente otimizada. Enquanto se otimiza em um passo, comu-
mente, as demais compressoes dos sitios dependem dos resultados de outras compressoes
de sitios que os antecederam. Entao, ha uma informacao assimétrica que é repassada, a
cada passo, que usualmente nao é muito importante porque a quantidade de compres-
sao num Tunico sitio é pequena, embora nao possa ser ignorada. Para contornar essa

problematica, uma técnica variacional foi proposta em [95].

5.4 Técnica do Grupo de Renormalizacao da Matriz

Densidade

O coragao da formulac¢ao da técnica do DMRG [176] consistiu numa nova abordagem
para processo de truncagem do sistema, com o auxilio da matriz densidade reduzida, e
uma nova estratégia de crescimento do sistema. No grupo de renormalizacao de Wilson,
o estado de um sitio é adcionado ao processo a cada passo. No DMRG, h& uma maior
liberdade de escolha de como o sub-blocos serao formados.

A formacao dos sub-blocos ira recair em duas situacoes, dependendo de como se deseja

formar o superbloco durantes as iteracoes:

e Algoritmo da cadeia infinita: o crescimento do bloco ¢ aplicado de maneira
semelhante ao do NRG (entretanto no DMRG ao superbloco sao crescentados 2

sitios a cada passo);

e Algoritmo da cadeia finita: no sistema finito, os sublocos sao escolhidos de ma-
neira que o tamanho do superbloco seja mantido constante, permitindo um iterativo

melhoramento da funcao de onda total do sistema.

5.4.1 Algoritmo da Cadeia Infinita

Dentro do procedimento da cadeia infinita, o algoritmo pode ser usado para encon-
trar os pontos fixos do sistema infinito, ou, como ird se observar, para construir uma

aproximacao inicial para o sistema finito.
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Considera-se uma aproximagcao inicial para o problema, pois o algoritmo do tamanho
infinito ndo garante a convergéncia variacional com o ntimero m de estados fixos, sendo
m bem menor que o niamero total de estados para a maioria dos sistemas finitos [161].

O procedimento do algoritmo da cadeia infinita para o calculo do estado fundamental

de um sistema unidimensional, supondo a simetria de reflexao dos blocos, é descrito por:

1. escolher uma quantidade z de spins para formar um bloco, cujo Hamiltoniano é

Hpg;

2. adcionar a esse bloco um tnico spin, definindo um bloco aumentado de tamanho

x4+ 1;

3. formar o superbloco (de tamanho 2(x+1)) adicionando um novo bloco aumentado,
com a mesma estrutura do primeiro bloco aumentado, a direita do bloco aumentado

criado no passo anterior;

4. diagonalizar o Hamiltoniano do superbloco H;""" numericamente, obtendo apenas
o autovalor e o autovetor ¥ associado ao estado alvo desejado, que pode (ou nao)

ser o estado fundamental;

5. construir a matriz densidade reduzida p;, pir = Zj \Ifjj\Ili/j, sendo |i) a base do
bloco de tamanho [ + 1, |j) a base do restante do superbloco e W;; = (i|(j|¥) as

projecoes do estado alvo escolhido no passo anterior;
6. diagonalizar p;; e manter apenas os m maiores autovalores:
?

7. reescalonar todos os operadores através de um novo operador de mudanca de base
Oj11. O operador mudanga de base é uma matriz, cujas linhas sao os m autovetores
obtidos no passo anterior. O reescalonamento ¢ obtido aplicando-se, por exemplo,

/ -t : .
[J/super — Ol+1Hsupe7 Ol+17

8. verificar se a direfenca na energia AF, entre dois passos sucessivos, varia dentro de
um intervalo Ig preestabelecido (ou quando atingimos o tamanho desejado para o

sistema):

(a) se AE > Ig: substituir o Hamiltoniano do bloco pelo Hamiltoniano do super-
bloco, H,*"P*" — Hp, e repetir os passos anteriores, recomegando pelo passo

2;
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(b) caso ndo: parar o procedimento.

Entranto o método do DMRG da cadeia infinita, quando aplicado a uma cadeia finita,
possui uma fragilidade: a fungao de onda do estado alvo a cada passo é diferente, pois o
tamanho dos blocos sera diferente, o que acarreta uma fraca convergéncia ou uma auséncia
de convergéncia com m [176]. Isso surge devido a negligéncia de alguns estados com
alguma incomensurabilidade com a rede ou emaranhamentos locais nao contabilizados,
como por exemplo, estados excitados de spin caracterizados por estados quanticos exoticos
[88].

Desta forma, surge a necessidade de um novo algoritmo que possa ser tratado a cada
passo: ao invés de convergéncia para um ponto fixo (como no caso do sistema infinito)
com as iteracoes, haverd uma convergéncia variacional da funcao de onda ou do conjunto
de funcoes de onda para um particular sistema finito. Este novo algoritmo ficou conhecido

como DMRG de cadeia finita.

5.4.2 Algoritmo da Cadeia Finita

No DMRG da cadeia finita o crescimento, obtido pelo algoritmo da cadeia infinita,
é interrompido quando o superbloco atinge o tamanho desejado. A fim de eliminar erros
inerentes ao crescimento pelo algoritmo da cadeia infinita, apos o superbloco atingir o
tamanho maximo implementamos os ciclos, chamados sweeps.

Sweep é um ciclo completo de crescimento do bloco da esquerda as custas da di-
minui¢ao do da direita, seguido do aumento bloco da direita gragas a diminui¢ao do da
esquerda, como visto na figura 5.1, ou seja, ¢ um procedimento de ida e vinda da operacao
“crescimento-decrescimento” dos blocos aumentados.

Para obter o estado fundamental de uma cadeia linear de tamanho L, ap6s o cresci-
mento, aumentamos o tamanho do bloco esquerdo até que o tamanho seja L — 3, enquanto
o bloco direito diminui até que este possua apenas um sitio. Em seguida, revertermos a
situacao, e o bloco da direita crescera até possuir o tamanho L —3 enquanto o da esquerda
ird diminuindo a cada iteracao.

O ntmero de sweeps necessarios depende do tamanho da cadeia, do modelo e da
"quantidade de estados mantidos” m (maxstates number, do inglés), ou seja, deve ser feita
uma anélise de "escala do tamanho finito” (finite-size scaling, do inglés) para cada modelo

escolhidos usando a energia por spin em funcao do nimero de sweeps como parametro,
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para se decidir o ntimero ideal de sweeps a serem escolhidos [189].

Figura 5.1: Aumento (Diminuigao) do bloco esquerdo (direito) durante um dos passos da
movimentacao “da esquerda para direita” dentro do sweep do DMRG do sistema finito de
tamanho L

1 2 3.1 1 +2 | H+3.. L1 L
0--0--0--0+--10--0--0
Bloco esquerdo Bloco direito

1 2 3. +1 | +2 1+3f. L1

| L
--0--0--0--00 0100

Fonte: Autor, 2017.

Podemos sintetizar o algoritmo do DMRG de tamanho finito da seguinte forma:

1. aplicar o DMRG da cadeia infinita ao sistema, até o superbloco alcancar um

tamanho L desejado;

2. armazenar todos os operadores renormalizados utilizados durante o procedimento

do algoritmo da cadeia infinita;

3. formar um bloco esquerdo de tamanho [ + 1 usando Hf,, (Hamiltoniano renormali-
zado pertencente ao bloco esquerdo), dois sitios e H! ;, (Hamiltoniano renormalizado

pertencente ao bloco direito). A configuracdo do superbloco é mostrado na figura

5.1, sendo l' =L — 1 — 2;

4. efetuar, sobre o superbloco criado no passo anterior, os passos 3 ao 7 do algoritmo

da cadeia infinita;

5. realizar a movimentacao da "esquerda para a direita” do sweep, ou seja, aplicar o
passo anterior varias vezes, gradativamente, aumentando o bloco esquerdo, [ — [+1,
e diminuindo o bloco direito, I’ — ' — 1 (até que | = L — 3 e I’ = 1). Atualizam-se

os Hf e H] armazenados, bem como os operadores do bloco gerados a cada passo;

6. aplicar o passo 4, agora invertendo a movimentacao de crescimento-decrescimento
dos blocos: o bloco direito ira crescer um sitio enquanto o bloco esquerdo ird diminuir
um sitio (movimentacao “da direita para a esquerda” do sweep), até que ' = L — 3
e [ =1). Atualizam-se os H¢ e H" armazenados, bem como os operadores do bloco

gerados a cada passo;
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7. repetir os passos 5-6 até que o ntumero de sweeps pré-definidos seja alcancado.

E importante frisar que para o caso do sistema simétrico por reflexdo (simetria trans-
lacional na rede) os operadores da direita serdo os mesmos da esquerda, diminuindo assim

a necessidade de armazenamento dos operadores pela metade, ou seja, basta armazenar

os HE.

5.4.3 DMRG Aplicado ao Modelo 1D Antiferromagnético de Hei-

senberg

Para ilustrar o método de criagao de blocos e o processo de trungagem dos autoestados
através de um exemplo simples, iremos aplicar a técnica do DMRG na cadeia linear an-
tiferromagnética de Heisenberg de spin—%. Inicialmente comecaremos com bloco formado

apenas por um tunico sitio. Nesta situacao, a base para esse bloco sera:

by) = |1),
b2) = |- (5.21)

Iremos usar B(p,2P) para indicar o bloco, e H(p,2P) para indicar o Hamiltoniano, de
dimensao 27 formado por p sitios. Para nosso bloco inicial, B(1,2), que é constituido de
um spin isolado, o Hamiltoniano, H(1,2), é nulo.

O bloco aumentado do sistema é criado adiconando a B(1,2) outro sitio. Neste caso,

a base do bloco coincide com a base que descreve o sitio adicionado, D(1,2):

) = [ 1),
[d2) = 1) (5.22)

Entao, a base do bloco aumentado é formada por:
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b5 = [11),
05) = 1),
b5) = [11),
b3 = [ (5.23)

O Hamiltoniano H(2,4) para o bloco aumentado possui termos nao nulos e descreve
as interagoes entre os sitios dentro de B(2,4). O Hamiltoniano H(2,4) seré igual a soma
do Hamiltoniano interno do bloco H(1,2), que descreveria as intera¢oes internas entre os
spins que formam o bloco mais os termos de interacao entre o sitio ¢ mais a direita do
bloco B(1,2) e o novo sitio adicionado D(1,2).

Utilizando essa descri¢ao, temos que o Hamiltoniano de interacao para o bloco B(2,4)

é, tomando h =1 :

1
H(2,4)=H(1,2)® Ip + S @ Sh + 5(5; ®Sp+57 ® S,§>. (5.24)

Lembrando que H(1,2) sera nulo, nesta situa¢ao de um unico spin interno, com I sendo
uma matriz identidade 2 x 2. Usando a representacao que utilize {| 1),| )} como base,

temos a seguinte representacao do Hamiltoniano H(2,4):

111 0 1 0 1¢10 1 0 0 0 0 01
H(2,4) = - ® + 54 ® + ® 3
410 -1 0 —1] 2%00 o 10 10 0 0
1 0 0 0
1o -1 2 00 (5.25)
410 2 -1 0
00 0 1

Assim, temos uma matriz que possui autovetores F; dados por:

e 1 estado singleto |s) = %(\ ) — | iT)), com F, = —%;

e 3 estados degenerados : {| 11),| 1) e \/Li <] )+ | ¢T>>}, com By = 1.
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A construgao do superbloco B(4,16) é realizada contectando-se ao bloco aumentado
B(2,4) a outro bloco aumentado B’(2,4) (a direita). O Hamiltoniano do superbloco
devera ter, além dos Hamiltonianos dos blocos aumentados, a interacao entre os sitios nas
pontas dos blocos.

Os operadores de spin devem ser escritos em termos da base do superbloco B(4, 16),
para que todos os operadores tenham a mesmas dimensoes. Por exemplo, o operador
(S)a = I, ® ST. As representagdes para os operadores (S5 )q € (55), seguem de maneira
analoga. A base para o superbloco {|sg)} é obtida com o produto tensorial das bases dos

dois blocos aumentados, B(2,4) e B'(2,4):

[| 1111
| L
| M1
|
| 4t

_ _ | 4L
] ] |

)

)

)

)

)

)

) ) )
Goany = |9 g |1P9 | _ [ 114 (5.26)

) ) )

) ) )

)

)

)

)

)

)

I I R I AT
W] ] |1
e
JEm
| Lt
L
e
1)

Assumindo que se deseja estudar as propriedades do estado fundamental (ou seja, o es-
tado alvo escolhido em nosso exemplo serd o estado fundamental), podemos explorar a
conservacao de 5% e o fato que o estado alvo pertencer ao subespaco com 5% = 0.

Assim, vamos nos concentrar apenas nos estados que seguem esta simetria de inver-

sao de spins, ou seja, usar simetria para reduzir o espaco que iremos escrever nossos
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operadores, ou seja:

{155 708 = {0 A0 [ AR | A | Sy, | ) e | L)) (5.27)

A redugao de um espaco 16 x 16, formado pela base {|sg)}, para um espaco 6 x 6,
formado pela base {|s7 =°)}, mostra a imensa utilidade de se usar as simetrias do problema
em nosso favor.

A partir deste ponto, o Hamiltoniano do superbloco tera trés partes: dois termos
que contém os Hamiltonianos internos de cada bloco aumentado, B(2,4) e B'(2,4), e os

termos referentes as interacoes dos sitios entre esses blocos:

H(4,16) = H((2,4)®1'+1® H'(2,4) + (5%) ® (57)

+ (ST @ (S7)+(S7)® (8], (5.28)

1
2

onde os operadores com “linha” sao aqueles referentes ao bloco aumentado da direita.

Dessa forma, a representacioo de H (4, 16) no subespaco em que S* = 0, {|sb°"=%)}, sera:

1 0 2 0 0 0
0 -1 2 2 0 0

H(4,16)5=° i (2) Z _03 _03 z 2 (5.29)
00 2 2 —-10
00 0 2 0 1

O menor autovalor da matriz H (4, 16)°:=C representa o estado fundamental com ener-

gia Ey = i(S + 2\/§>, cujo autovetor é dado por:
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1
1++3

=L |77 vl (5.30)

2/3(2+/3) |—2—-V3

1++3
1

A fim de decidir quais dos estados do bloco B(4,16) sao os mais importantes (mais
provaveis) para representar o estado fundamental do superbloco, precisa-se analisar quais
sao os maiores autovalores da matriz densidade reduzida (reduzida com respeito a um dos

blocos aumentados) do estado |¥y) cuja representacao matricial é:

pay = (loali’) =Y (il Wo){|Wol[75) = > UF (Tp7)". (5.31)

J J

Dentro da base {|sb =%} os coeficientes ¥ nao nulos serao :

o Ul referente ao ket: | MJL) = [b) ® |b9);

W22 referente ao ket: | 1I1]) = [b3) @ |b4);

U2 referente ao ket: | 1L41) = [b%) @ [b3);

W32 referente ao ket: | {11]) = [b%) ® |b9);

W33 referente ao ket: | [11) = [b%) & |b9)

o Uil referente ao ket: | LJ11) = [09) @ |b9).

Entao, utilizando a equagao 5.31 e os coeficientes WUy nao nulos, pode-se encontrar a

matriz densidade reduzida:
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1 0 2 0]
1 0 11+6v3 —2(54+3v3) 0

T REAVE) |0 —a543vE)  1146vE 0 532
0 0 0 1]

Percebe-se que a matriz densidade p4 tem a mesma forma, bloco diagonal e simétrica,
do Hamiltoniano do bloco aumentado H(2,4), de modo que teremos a mesma estrutura

de autovetores:

e 1 estado singleto com energia w, = m;
e 3 estados degenerados com energia w; = 1221;;12\/\/;’)

Assim, apenas para fins didaticos, a truncagem de estados serd feita com m = 2,
ou seja, serao escolhidos apenas dois estados de maior energia da matriz de densidade
reduzida p4. Neste caso, um dos estados do tripleto e o estado singleto, para formarem a
matriz mudanca de base O do método do DMRG.

Ordenando os estados de maneira decrescente nas linhas da matriz O, tem-se:

(5.33)

— (@]
o s
© g
@) (@)

O Hamiltoniano H(4,16)%:=° reescrito na base truncada através do operador O da

seguinte forma:

Fsuper OT [H(4, 16)5220] 0O

1 0 0 0 0 1
1 1 1
power 1 0 % 5 0 0o -1 2 0 7 0
4 1
_1 0 0 0 0o 2 —-120 ~% 0
0 0 0 1 0 0
11-3 0
A (5.34)
410 1
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Logicamente essa mudanca de base deve ser efetuada sobre todos os operadores rele-

vantes para a formacao do superbloco, que no nosso caso sao os operadores:

1 0 0 0 0 1
1 1 1
o :1075—7500—100 750:100
(B(4,16))a 9 1
10 0 0[f0 01 0|70 0 1
0 0 0 —1 0 0
0100 0 1
1 1 1
(S+):i075_7§0 0000750:_00
B(4,16)/a V2 1 2
210000001—750 10
0000 0 0
0000 0 1
1 1 1
(Sf>:i07§—7§0 1000750:101(535)
B(4,16)/a V2 1 2 Y
210000000—750 00
0010 0 0

Se fosse predefinido m = 25, no inicio do célculo, teriamos que continuar crescendo
o sistema até atingirmos ao menos um bloco formado por 5 sitios, B(5,32) para aplicar
o procedimento de renormalizacao dos operadores utilizando o DMRG. A partir desse
nimero de sitios, ultrapassariamos o ntmero de estados a serem mantidos e poderiamos
truncar os operadores.

Assim, o procedimento seria exato até B(4,16). Apesar dos proximos passos levarem
a blocos com mais sitios, o espaco de Hilbert estaria fixado em m = 25 que, esquematica-

mente, pode ser representado por:

B(1,2) — B(2,4) — B(3,8) — B(4,16) — B(5,25) — B(6,25). .. (5.36)

E importante frisar que uma redu¢io de um espaco 6 x 6, formado pela base {|s% =°)},
para um espaco 2 X 2 indica que a escolha de m = 2 ocasiona uma grande perda de
informacao para uma cadeia de spin tao pequena, ja que foram ignorados dois estados do

tripleto no processo de truncagem. O erro associado a essa truncagem de 2 estados, de, é
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de 0.04. Tal valor é obtido por uma soma dos autovalores dos estados descartados:

de=1- wa, (5.37)
a=1

representando um erro muito alto devido a essa escolha. Em célculos mais realistas, erros
de truncagem normalmente nao devem ultrapassar 10~*. m = 2 foi escolhido apenas para

fins didaticos.

5.5 Calculo dos Observaveis no DMRG

Sabe-se que a anélise de um sistema é feita pela medicao dos observéaveis associados
ao sistema, ou melhor, através do valor esperado dos operadores associados ao sistema
(operadores unitarios para evolugao temporal, operadores projecdo para medidas, ...)
utilizando estado alvo. Entretanto, uma representacao sistemética dos operadores em
uma generalizacdo do esquema do MPS s6 foi proposta recentemente [187].

Pode-se verificar que, no algoritmo DMRG, o minimo global de energia é obtido na
configuragaoo simétrica [186], tamanhos idénticos para os dois blocos aumentados. De
maneira que a configuracao simétrica torna-se importante para obtencaoo de grande parte
dos observaveis de interesse.

Quando se trata de modelo de spins em rede, estamos interessados em valores esperados
das correlacoes locais dos n-sitios, com relacao a algum autoestado do Hamiltoniano. O
processo iterativo de crescimento do algoritmo impoe a necessidade de 3 passos para a

andlise de correlagoes desse tipo: inicializacao, atualizacao e o valor esperado final.

e Inicializagao Seja M; um operador local que atua no sitio j, por exemplo, a mag-
netizagao local do sitio j. Quando este sitio é incluido no processo iterativo ao bloco

de tamanho i — 1, (s;|M,]|s}) ¢ avaliado.

Entéao, seja {|f;)} a base reduzida que reescreve o novo bloco, que inclui o sitio j, e

{|Bi-1)} a base do bloco antigo, temos assim:

BilM;1BY) = > (Bil Bimasi) (sil M|} (5181 18]). (5.38)

/
Bi—1,8i,8;

e Atualizacao A cada passo do processo iterativo, ocorre uma mudancaa de base de
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{18} para {[Bi1)}:

(Bist | M;|Bl,) = Z (Biai|5:B3:) (Bl M| B1) (Blsil By ). (5.39)

Bi,si,B,

e Valor esperado final Depois do dltimo passo do algoritmo, teremos o bloco a

esquerda, descrito pela base {|3)} e o bloco a direita, descrito pela base {|7)}.

Desta forma, saberemos calcular (B|(7|¥) e , assumindo que M; atua num sitio

pertencente ao bloco a esquerda, (Mj> resulta em:

(UM, 0) = (W|7B)(BIM;]8) (87| W), (5.40)
Brp’

sendo |¥) o estado alvo.
Quando se trata do valor esperado de dois operadores, que atuam em diferentes sitios

da rede, S; e S;, devemos levar em consideracao dois casos distintos:

e ambos os sitios, j e ¢, pertencentes a diferentes blocos:

Suponha que {a.} seja a base que descreve o bloco a esquerda e {ay} representa o

outro bloco.

Entao, o estado fundamental serd dado por:

T) = ) (e V) |eag) = Y Voa,loeq). (5.41)

Qe,xq Qe,0q

Com essa relagao, a correlacao dos observaveis fica dada por:

<§qu> - <\I/|‘§J§q|\1j>

= D Wi Vo, (0l0fl8;Sylaca)

/ !
Ag,0e,x 7,0

= > U VaadarlSilac) (@gSlaa)

! /
Qd,0e ,ad,ae

- Z ‘I’Zga;q’aead(gj)ee'(gq)dd/ (5.42)

T
Qg,Qe, X ;5,0
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e ambos os sitios, j e ¢, pertencentes ao mesmo bloco:

<‘§qu> = <‘IJ|SJ‘§<1|\I]>

= Z ‘PZW& VYacay <a,eo‘:1|§j§q|aead>

p
Qg,Qe, X ;5,0

= Y U Ve, (L] S ac) (0l aa)

’oo
Ag,Qe, X ;5,0

= Z ‘Ijzdaéqjaaad (Squ)ee/' (543)

/
Ad,0e;Qe

Precisa-se representar esse operador duplo com a mesma base (que passou pelos proces-
sos de selegao e truncagem) que utilizamos para o reescrever o Hamiltoniano. Entretanto,
calcular esse operador como produto de dois operadores individuais, representados por
uma base atualizada, é bastante complicado.

Imagine que S*j atue sobre um bloco de tamanho i — 1 e Sq atue num sitio que acabou
de ser conectado ao bloco aumentado, dessa forma terfamos valores de (c;_1|S;S,| ) e

(54S,]s}) e em termos da base do bloco aumentado:

{la)} = {leia) @ si)} (5.44)

Desta forma, o operador duplo torna-se:

(0l S;Sglal)y = Z (041‘|04i—1><04i—1|3j|04§_1><8i|§;|52><Of§_1|04§>~ (5.45)
Qi_1,84,05_ 4,8

Portanto, esse operador deve ser atualizado até que se atinja o passo final para o
calculo definitivo.

Deve se tomar cuidado, pois, no algoritmo da cadeia finita, dependendo da etapa do
sweep, podemos estar em uma situacao em que ambos operadores estao no mesmo bloco
ou em outra em que eles estao em blocos diferentes.

Deste modo, fica evidente que armazenar e atualizar todos os “operadores compostos”
exige bastante da capacidade de armazenamento computacional. A melhor opgao, por-

tanto, é calcular os operadores individuais e calcular a correlacao apenas quando os sitios
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estiverem em blocos distintos [186].

5.6 Calculo da Magnetizacao através do DMRG

Como visto na sessao anterior, o cilculo do valor esperado dos operadores do sistema no
método aproximativo do DMRG pode se tornar uma grande dor de cabeca, dependendo
de uma série de fatores: posicao operador na rede, tipo de rede, separacao entre os
operadores, entre outros fatores [186].

Uma solucao alternativa para se calcular a magnetizacao local, para tubos quanticos
de spin, foi proposto por A. Honecker e colaboradores [41].

O Hamiltoniano de um longo tubo de spins de comprimento L possui uma “circunferén-
cia” formada por N spins—%. Esse modelo pode ser entendido como uma escada de spin—%
que possui condigoes de contorno periodicas para os N spins localizados nos degraus dessa

escada, submetido a um campo externo h. Seu Hamiltoniano é descrito por:

N B 7 L \2 3N L N

H=73 (3080) (X Sims) + 5 X [(8) — ] ~n XX si-(5.46)
i=1  j=1 j=1 =1 j=1 i=1 j=1

Entao, podemos reescrever o Hamiltoniano H em funcao do spin total dos spins que

. A . g N &
formam a sua circunferéncia, t; = Zj S;.j- De modo que:

L , L

H:J25.5+1+%Z[(5)2—%}—hit;. (5.47)

i=1 =1

Portanto, o problema ¢é equivalente a uma cadeia linear de spins ¢; submetida a um
campo externo h. Nesse caso especial de rede de spin, supondo valores fixos para os

acoplamentos J e J', a energia pode ser escrita apenas em fun¢ao do setor de magnetizacao,

—

2
que o modelo se encontra, e do campo magnético h, pois (t1> é quantizado de acordo

N N—l
oo

com a regra t;(t; + 1), sendo t; = 5, 5

O setor de magnetizacao do sistema é determinado pela soma das projecoes t7, 177 =
L z > Ve . ~ _ 2TZ . .
Y. t7, e podemos relaciona-lo com o valor esperado da magnetizacio (M) = T, indi-
cando, como esperado, a relagao direta entre o setor de magnetizacao e a propria magne-

tizacao do sistema.
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Para obtermos a rela¢ao do campo externo h em fungao da energia, E(T%, h), podemos

usar a identidade:

0E  E(T%,0) — E(T7,0)
h = = .4
R i -T; (5:48)

fazendo TF = T + 1, sendo TF o setor final e 777 o setor inicial, proximo setor de magne-

tizacao da cadeia, temos:

h(T?) = E(T7 +1,0) — E(T7,0). (5.49)

Assim temos uma expressao para calcular o campo de transicao h(7%) entre diferentes
estados de energia de setores de energia adjacentes, E (7%, 0), a campo nulo. Iremos
definir 2(0) = 0. Esse autovalores de energia podem ser facilmente encontrados utilizando
as rotinas do DMRG, para cadeias de spin de Heisenberg na auséncia de campo externo,
contidas nos tutorias do pacote de programacao do ALPS [88|.

Entao, para cada setor de magnetizagao T7, teremos um campo h(7T}) correspondente.
Se considerarmos o modelo do tubo triangular (N = 3) de spin—% teremos 3 possiveis

configuragoes para os autovalores t7 e t7 ;:

e configuracao 1: t7 = % ety = %, neste tipo de configuragao dos spins internos,

podemos mapear o modelo original através de uma cadeia de spins—% de Heisenberg;

~ . z 1 z _ 3 . ~ . .
e configuragao 2: ¢7 = ; e t7,; = 3, neste tipo de configuragao dos spins internos,
podemos mapear o modelo original através de uma cadeia de spins mistos—(%, %) de

Heisenberg;

e configuracao 3: ¢} = % ety = %, neste tipo de configuragao dos spins internos,

podemos mapear o modelo original através de uma cadeia de spins—% de Heisenberg;

De tal forma que com o aumento ou decrecimento do campo h(T7) nosso sistema pode
transitar de uma configuracao A para uma configuracao B, configuracoes em diferentes
setores de magnetizacao nao adjacentes, situagao em que a magnetizagao M ird variar

discontinuamente, conhecido como salto de magnetizagao [42]. Dentro de uma mesma
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configuragao pode ocorrer a formacao de platos de magnetizacao, onde a magnetizagcao
M permanece constante frente a variagdes do campo [40], ou a variagdo continua da
magnetizacao M com o campo h conhecido como estado de liquido de spin [47].

Podemos representar o comportamento da magnetizacao do tubo triangular de spins
através da fig. 5.2. Neste diagrama de transi¢io, vemos os campos h(T7) associados a
cada uma das 3 configuragoes (representadas por h(1/2,1/2), h(1/2,3/2) e h(3/2,3/2)),
para o tubo triangular de spin—% com L = 12. Neste caso, h(T7) serd hyin = Esp — Esa,
ou seja, seré a diferenca entre a energia do setor futuro que o sistema ira estar, entre as
trés configuracgoes, representado por Fgpr, menos a energia do setor anterior que o sistema
se encontrava entre as trés configuracoes, representado por Fg4.

O sistema ird selecionar em cada uma das trés configuracoes através de uma busca
pelo menor valor do campo h,,;, para a proxima transicao que ele fard entre os setores
superiores. Os valores de campo h,,;, utilizado para representar as transicoes entre as
trés configuracdes sao meramente ilustrativos. A transicdo em roxo representa um salto
da magnetizagdo dentro de uma mesma configuragao (configuragao 1). A transi¢do em
azul representa um salto da magnetizacao entre configuragoes diferentes. As transicoes
em verde sao transicoes entre setores adjacentes dentro de uma mesma configuracdo. As
regioes em vermelho sao regioes proibidas para o mapeamento em questao, cujo setor de

magnetizagao é maior que o da cadeia mapeada.
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Figura 5.2: Diagrama de transicao entre as 3 configuragoes, para o tubo triangular de
spin—% com L = 12, através de uma busca pelo menor valor do campo h(T7) . Os valores
de campo utilizados para as trés configuracoes sao meramente ilustrativos. A transicao
em roxo representa um salto da magnetizagao dentro de uma mesma configuragao (confi-
guragao 1). A transicdo em azul representa um salto da magnetizacao entre configuracoes
diferentes. As transicoes em verde sao transicoes entre setores adjacentes dentro de uma
mesma configuracao. As regides em vermelho sao regides proibidas para o mapeamento
em questao, cujo setor de magnetizacao ¢ maior que o da cadeia mapeada.

T2 h(1/2,1/2) | h(1/2,3/2) | h(3/2,3/2)

0 0,0 — 0,0 0,0
12 < 3,4 4.6

5 18 — 3,6 48

3 —__ 2,05 < 3,8 49

4 [ 2.3 3,9 4,95

5 24 472 5,0

6 521 [ 474 5,05

7 =246 — 5,1

3 —48 < 5,105

9 ~>50 — 52

10 52— 525

11 5,4 53

12 5,6 —5,35&

13 N54 —~

14 _—-5,45<

15 (>55 —

16 _— 555<’

17 > 56 —

572<

Fonte: Autor, 2017.
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Capitulo

TUBO TRIANGULAR DE SPIN—% DE
[SING-HEISENBERG

Nos capitulos pregressos, foram feitas breves revisoes sobre o ferramentario teérico ne-
cessario para se obter as propriedades magnéticas, termodinancias e de emaranhamento
em modelos de cadeias de spin. O agrupamento destas técnicas metodologicas sera apli-
cado ao sistema magnético conhecido como tubo triangular de spins—% [36, 51, 190, 46, 47].

Neste capitulo ocorrerd a apresentacao do modelo e as definicoes das propriedades
termodinamicas e de emaranhamento de interesse. Assim, iniciaremos a primeira sessao
mostrando a aplicacao da técnica da matriz de transferéncia ao modelo do tubo de spin—%
frustrado de Ising-Heisenberg composto por células unitarias triangulares. Cada tridngulo
é composto por 3 spins conectados por ligacoes de Heisenberg tipo XX 7. Cada spin
pertencente a célula unitaria ¢ é conectado a todos os spins da celula posterior ¢+ + 1
atraveés de ligagoes tipo Ising [36, 51|, como representado na figura 6.1, Consideraremos
condicoes de temperatura e campo externo aplicado nao nulos.

O caso do modelo na auséncia de campo externo, serd tratado na proxima sessao como

um caso particular do modelo geral inicialmente descrito. Este modelo nao trivial usa uma

aproximacao semelhante a que foi utilizada na cadeia tetraédrica de spins—% de Heisenberg

[191, 192].
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Figura 6.1: Geometria do modelo do tubo de spin—% frustrado de Ising-Heisenberg. As
linhas so6lidas representam os acoplamentos XXZ7 de Heisenberg dentro da célula unitaria
triangular (J,, J;). As linhas finas correspondem as interagoes de Ising entre as células
unitarias.

Fonte: Autor, 2017.

6.1 Tubo de Ising-Heisenberg na Presenca do Campo

Externo

6.1.1 Meétodo

Se o modelo do tubo triangular frustrado de Ising-Heisenberg composto por células
unitarias triangulares é colocado em equilibrio térmico com um banho térmico a uma
temperatura finita nao-nula t, poderemos analisar uma grande gama de aspectos das
propriedades termodinamicas decorrentes do acréscimo da temperatura e do campo mag-
nético externo aplicado h, extendendo assim a analise do modelo proposto em [36, 51|
para temperaturas finitas através da técnica analitica exata da matriz de transferéncia.

Para iniciarmos o estudo, primeiro devemos definir o Hamiltoniano que sera utilizado
e descrever as interacoes entre os spins no modelo, ilustradas na fig. 6.1. A partir dele
construiremos a matriz de transferéncia, encontrando a funcao de particao e as grandeza
termodinamicas de interesse.

Sendo assim, devido a aplicagdo de um campo externo h o modelo do tubo triangular

de spin—% de Ising-Heisenberg pode ser representado pelo seguinte Hamiltoniano:

N N 3
M= Hi—h> > Si, (6.1)
=1

i=1 j=1
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de modo que H; definrd o Hamiltoniano de interacao para cada uma das células unitarias
triangulares, formadas por 3 spins, bem como suas interagoes com as demais células
vizinhas, representado por:

3 3
Hi=Y [ (sx ST+ S&Sj’m) +1.SZ, ;]+1] n J1<Z s;fj> (Z z+1j> (6.2)
j=1 j=1
sendo S a representagao do operador de spin—% no sitio 7, o indice j descreve qualquer
um dos 3 spins localizados nos vértices do triangulo da célula unitaria ¢, com o € x, y e 2
demarcando as respectivas componentes espaciais do operador. Os termos de interacao J,
e J, definem as acoplamentos anisotropicos, tipo XXZ, dentro da célula unitaria triangular
e as ligacoes J; caracterizam as interagoes de Ising entre spins pertencentes a celulas
unitarias distintas.

Por conseguinte, o conjunto de parametros de troca (J,, J, e J;) surge com motivagoes
puramente quanticas, resultado da repulsao Coulombiana entre as cargas elétricas e das
restrigoes impostas a funcao de onda pelo principio de Pauli. Experimentalmente, o valor
da interacao de troca é obtido por meio de medidas da suceptiblidade magnética dos
compostos magnéticos, cujas curvas sao ajustadas por aquelas obtidas da diagonalizacao
do modelo teorico 6.2.

Uma particularidade destes modelos tipo escada de spins [190, 46, 47|, como no caso do
tubo de spin tridngular na auséncia de campo [36], € que o Hamiltoniano total 6.2 pode ser
escrito alternativamente numa base soma, que representa o spin total da célula unitaria
e sua componente na direcao z, T; = Z?Zl Sijel; = 25:1 +;» respectivamente.

Nosso foco serd a diagonalizacao desta cadeia com N células unitarias triangulares,
sujeitas a condi¢oes de contorno peridédicas, com invariancia translacional. Pela imposicao
do campo uniforme e escolhendo o eixo de simetria na dire¢ao z, T? e T7 serao conserva-
dos. Desta forma, os principais operadores do sistema irao comutar entre si e, portanto,
compartilharao uma base comum de autovetores, explorando-se as possibilidades de co-

mutacao entre os operadores:
(7, 1] = [H, T3] = [H. T7] = 0, (6.3)

, percebemos que o momento angular de spin total, na verdade, o quadrado do momento

total T?, e sua componente na diregao z tornam-se bons ntimeros quénticos para descrever

Instituto de Fisica - UFAL



TUBO TRIANGULAR DE SPIN—% DE ISING-HEISENBERG 139

o sistema.
Um atalho matemaético conveniente, para simplificar os céalculos, é usar a identidade

algébrica:

>3
(72)" =5 —2(S80% + 55158 + 5253, (6.4)

para reescrever o Hamiltoniano 6.2 em uma forma mais conveniene:

H= —% <2Jz + JZ> + Z H; (6.5)

A primeira parcela representa uma constante que ir& simplesmente reescalar a energia,
enquanto o segundo termo ¢ a soma dos Hamiltonianos internos H;, que agora relaciona
os dois operadores de células unitarias consecutivas 77 e T72 ;, bem como suas projecoes

no eixo z:

. Jo (20 <Jz - Jx) 2 29 B
Hy = LWT7TH, + Z<Ti +Ti+1> t— [(Tf> + <Tf+1) ] - §(Tf +Tf+1>, (6.6)
sendo T2 = Ty(Ti+ 1) e T7 = =T0, =Ti +1,..., T,
Entao, pela introducao do spin total do tridngulo de Heisenberg, este modelo pode ser

rigorosamente mapeado em uma cadeia linear onde cada célula unitaria é representada

por um Unico spin total, mapeando o modelo do tubo triangular de spins em 3 cadeias

31
272

lineares de spin: cadeia unidimensional de spin—% , cadeia linear de spin misto (2,5) e o
modelo unidimensional de spin % [58, 193, 194|. Essas cadeias lineares de spins classicas
podem ser tratadas pelo método da matriz de transferéncia |195].

A diagonalizacao da equacao 6.5 permite de forma exata a obtencao através do método
da matriz de transferéncia de todas as quantidades termodinamicas desejaveis. Além disso,
a equacao 6.6 pode ser usada diretamente para se obter todos os estados fundamentais
para as diversas combinagoes de acoplamentos (J,, J, e J;) para formar o diagrama de
fase do modelo [148].

A primeira grandeza termodindmica de interesse é a funcdo de particdo canonica,

que descrevera as propriedades estatisticas desse sistema quando ele se encontrar em

equilibirio térmico. Esta fungao leva em conta a soma das energias de todos os estados ¢ do
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sistema. Desta forma, para obter os resultados exatos para as quantidades temodinamicas,

precisamos construir inicialmente a funcao de particao para o Hamiltoniano 6.6:

N
7 — Tre PH — e%(wﬁu Z HT‘I‘G_Bﬁi

150 =1
3NgB N 3N
= e 5 Fhat)) Z H T(T;, 17 Tia, Tfy) = € 5 CFH9Te(T)Y, (6.7)
(S} i=1

onde B = sendo kg a constante de Boltzmann, t a temperatura absoluta e a soma

1
Kkgt?
> () descreve todos os possiveis graus de liberdade no espaco de configuragoes da varidvel

{S;}. Entao, pode-se finalmente representar a matriz de tranferéncia T(7;,77;T;41,T7 )

COmao:
T(T, 175 Tiva, ZZ:H) = <SiSf|€_BHi Sit1 f+1> =

q3r9u953 q5r5u382 q5r5u*3s q3r9u’9 q2u52352 q2r5u*3s q2r5u352 q2r5u*35

q51ﬂ5u3s2 q77“us q77“u’1 q5r5u’3s*1 q4rus (]47‘u*1 q4rus q47’u’1

q5r5u*3s q7ru*1 q7rus’1 q5r5u35*2 q4ru*1 q4yzs*1 q4yz*1 q4yzs’1

@rou? @PBréu—3s~1  ¢Brdyds—2 @Brouds—3 Priu3s7l  2r5uBs—2  2rSyu—3s71 25352 68
q2r5u352 q4rus q47"u_1 q2r5u_3s_1 qrus qru_l qrus qru_1 ’ ( . )
q27'5u_35 q4ru_1 q4rus_1 q2r5u35_2 qru_1 qrus‘1 q'ru_1 q'rus_1

q2r5u352 q47‘us q47"u’1 q2r5u’3571 qrus qru’l qrus qru’1

q27"5u’35 q41ﬂu*1 q4rus’1 q2r5u35*2 qru’1 q?“us*1 qT’u’1 q?"us*1

onde ¢, r e u foram introduzidos para simplificar a notagdo da matriz de transferéncia,

Bz _BJz Bh BJ1
8

sendog=¢e" 4 ,r=¢ ,s=¢e2 eu=e 1. Os elementos matriz de transferéncia
T representam os chamados pesos de Boltzmann e dao uma medida de probabilidade do
sistema encontrar-se no estado 1.

Agora, se faz necessario encontrar o maior autovalor da matriz de transferéncia, pela

resolucao da equacao secular:
Det (T(TZ-,Tf;TiH, =) —I/\> —0. (6.9)

Utilizando as propriedades dos determinantes [188], teremos que 4 dos 8 autovalores
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sao nulos (A\s = A7 = X\g = A5 = 0).

Para confirmar a validade desta informacao, iremos usar a seguinte propriedade dos
determinantes: se a uma linha ou coluna de uma matriz quadrada somamos outra paralela
a ela multiplicada por um nimero, seu determinante nao altera [196].

Entao, propomos a aplicacao das seguintes operagoes com as colunas, supondo que as

colunas sao enumeradas da esquerda para direita de 1 a 8, da equagao secular:
1. (oitava coluna) — (sexta coluna) — sexta coluna;
2. (sétima coluna) — (quinta coluna) — quinta coluna;
3. ¢*x(sétima coluna) — (segunda coluna) — sétima coluna;
4. ¢>x(oitava coluna) — (terceira coluna) — oitava coluna.

O conjunto destas operacoes, aplicadas ao determinante 6.9, simplifica a equacao se-

cular para uma matriz 6 x 6 dada por:

I Brousd — A @Briuds? Priu3s @Brou9 0 0
q®rouds? q'rus — X q"ru~?! ¢®rou—3s1 - 0
Det q5r5u_3s q7ru_1 q7rus_1 - A q57"5u3s_2 0 - —o. (6.10)
@Brou—? @driu—3s~1 @Brouds—2 Brouds—3 — ) 0 0
q27‘5u352 q47‘us q4ru’1 qzrsu’3s’1 —)\q3 0
q2r5u*3s q4ru’1 q47"us’l q2r5u3s*2 0 —>\q3 i

De forma anéloga, propomos a aplicacao de novas operacoes usando as linhas, supondo

que as linhas sao enumeradas da cima para baixo de 1 a 8, da equacao secular:
1. ¢*x(segunda linha) + (quinta linha) — segunda linha;
2. ¢*x(terceira linha) + (sexta linha) — terceira linha.

Essas duas operacoes, aplicadas ao determinante 6.10, possibilitam uma nova reducao

para a matriz 6.10 numa nova matriz 4 X 4:

Prouds® — \ Priuds? Priu3s Prou?
¢*rouds? qrus — ﬁ gru~t ¢rou3s!
Det 7 =0. (6.11)
2,5, —3 -1 -1 _ _A 2,5, 3 —2
qrouT"s qru qrus =) qrou’s
Frou? Priu3s! Prouds? Frouds—3 — )
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Como se pode observar, através da equacao 6.11, temos a confirmacao que 4 dos
8 autovalores sdo nulos (A\s = Ay = A\¢ = A5 = 0). Entdo, através célculo direto do

determinante da equacao 6.11, obtemos uma equacao secular de quarto grau em A:
M4+ AN+ BN+ CA+ D =0, (6.12)

cujos coeficientes sao, respectivamente:

A = qru [q2r8u8 cosh (3’%) +2(q% + 2) cosh (%)] (6.13)

B = 2q27’2{q2r8 (q6 + 2) [uﬁ (u4 — 1) cosh (26h) + (ulo — u’ﬁ)
X cosh <5h>] — ¢*%sinh (952J1> — <q6 - 2)2 sinh (%)} (6.14)

C = 4<q6 + 2>r11q5{q2r8u[sinh (962J1> — wsinh (3&71)

— u’sinh (3%]1)] cosh (%) + [ug <q6 + 2) sinh (%)

— u?sinh (BJl) + u 3 sinh (%)] cosh (@)} (6.15)

D — 4<q6 n 2>2q87“20{ sinh (3%]1) [sinh (352J1> + 2sinh (%)}

+ sinh (952J1> sinh (%) — 2sinh <3BJ1> sinh (le) } (6.16)

Assim, por conveniéncia escolheu-se uma representacao trigonométrica para simplificar
a notagao dos coeficientes, foi adotada a relagdo matematica (u=¢ — u®) = 2 sinh(%).

Através da versao nimerica da solucao da equacao de quarto grau pelo método pro-
posto por Neumark [197, 198|, pode se encontrar exatamente o maior autovalor dentre
as quatro raizes da equacdo 6.12 , A\pn.x = max{\i, A2, A3, A4}, para qualquer conjunto
dos parametros {.Jy, J,, J,, h} pertencentes aos R. O método niimerico sera descrito no
apéndice A.

No limite termodinamico N — 0o, a energia livre de Helmholtz por célula unitéria é de-
terminada pelo maior autovalor entre as duas raizes da equacio, A\pa: = max{Ai, Ao, Az, Ay}

Vale frisar que, a energia livre de Helmholtz ¢ a energia interna que pode ser transformada
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em trabalho realizado pelo sistema sobre sua vizinhancas a temperatura constante.

Entao, em termos quantitativos, a energia livre de Helmholtz é definida por:

f=—p" lim %mz = ——3<2JI + )

Jim. 3 — 710 Apax. (6.17)
Aplicando o maior autovalor da equacao 6.12 na expressao referente a energia livre de
Helmholtz 6.20, pode-se definir grandezas termodinamicas do sistema como entropia, a
magnetizacao e calor especifico, através de derivadas numéricas [199] da funcdo 6.20.
A magnetizacao do sistema decorre do momento magnético de spin dos elétrons, ou

seja, ocorre magnetizacao do material quando a soma dos momentos magnéticos de spin

é diferente de zero. Podemos definir a magnetizagao por spin m desta rede como:

) -t 619

Sendo assim, os spins da rede tenderao a se alinhar paralelamente ao campo magnético
externo h aplicado, resultado em uma magnetizagao que ir4d aumentar com o campo até

lor unitario de saturagao, se fi lizada pelo valor de saturagao %
o valor unitério de saturacao, se for normalizada pelo valor de saturagao .

A entropia por spin s é obtida através de uma relacao fundamental da variacdao da
energia livre 6.20 em fungao da temperatura do sistema mantendo-se a magnetizacao

constante:

5= —(S-éi)m. (6.19)

De acordo com a segunda lei da termodinamica, trabalho pode ser completamente
convertido em calor, mas o inverso nao é possivel. Com a entropia procura-se mensurar
a parcela de energia que nao pode mais ser transformada em trabalho em transformacoes
termodinamicas a dada temperatura.

A terceira lei da termodinamica, conhecido como teorema de Nernst, afirma que a
entropia de um sistema no zero absoluto ¢ uma constante bem definida. Entao, quando
tivermos tratando do tubo de spin a temperatura de zero, a entropia é determinada apenas
pela degenerescéncia do estado fundamental que o sistema se encontra.

Outra grandeza importante para o sistema é o calor especifico, grandeza que relaciona

a variacao térmica de determinada substancia ao receber uma certa quantidade de calor
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devido, unicamente, a uma diferenca de temperatura [59]. Assim, o calor especifico por
spin é uma grandeza térmica positiva definida C' > 0, e estd associada a entropia pela

relacao:

C= T(S;) (6.20)

As fungoes de correlacao do sistema revelarao informagoes parciais sobre as correla-
¢oes de curto alcance que estao presentes em um estado, descrevendo como os graus de
liberdade de um spins sao afetados por seus vizinhos. Assim, as 2 func¢oes de correlacao
spin-spin, para os 3 spins no interior da célula unitaria de Heisenberg, podem ser obtidas

através por:

cH? = 3iZTr[(j Ajm) *5H = <a ) (6.21)

x = (55 } (557, - -3 (20), 02

A correlacdo referente ao par de spins que estao em diferentes células unitarias, inte-

ragindo através das 9 ligacoes de Ising J;, pode ser obtida de forma anédloga as expressoes

anteriores

1 A A af
Z7Z  __ Ty z Qz —BH _
Cir = 5 ( 7 J‘ﬂ‘“)e (&]1) (6.23)
O comportamento destas correlacoes, equacoes 6.21, 6.22 e 6.23 , ir4 definir a dinamica

de orientacao dos momentos magnéticos do modelo em relagao as variacoes de temperatura

e do campo externo.

6.1.2 Resultados e Discussoes

Agora iremos discutir os mais importantes resultados sobre o tubo frustrado de spin-
% de Ising-Heisenberg, na presenca de um reservatorio térmico e sobre a acao de um
campo magnético externo, assumindo o caso particular onde as interacoes de Ising, Ji,
sao antiferromagnéticas.

Por simplicidade, iremos avaliar o caso isotropico para as ligagoes de Heisenberg no
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interior das células unitarias triangulares: J, = J, = J. Pelo mesmo motivo, a constante
de Boltzmann também serd imposta como unidade kg = 1.

Se caso definirmos o acoplamento J; < 0, o comportamento geral seria semelhante,
pois os estados das células unitarias nos triangulos adjacentes sao uma mera inversao

sobre a transformacao J; — —J;.

Diagrama de fases do estado fundamental

Figura 6.2: Diagrama de fase do estado fundamental do modelo de tubo de spin—% de
Ising-Heisenberg tube no plano J;/J - h/J, definindo 6 possibilidades para os estado
fundamental do modelo.

3 ki
25 ¢ /
~
= 2 MFI
1.5
QFO
1 L 4
am b CAF |
QAF
0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 |
J /T

Fonte: Autor, 2017.

Todas as possiveis configuragoes de ordenamento magnético, para o estado fundamen-
tal do sistema, que descrevem o diagrama de fase do modelo no espaco de parametros
(J. = J,=J, J; e h), foram obtidas através da diagonalizagdo do Hamiltoniano, eq. 6.6.
Como o Hamiltoniano total comuta com o hamiltoniano das células unitarias triangula-
res, o ordenamento dos pares de células unitarias triangulares adjacentes ira descrever o
ordenamento global de todo o modelo. O diagrama de estado fundamental do modelo
triangular Ising-Heisenberg de spin—% é descrito na figura 6.2.

Desta forma, foram encontrados apenas seis estados fundamentais, para os pares de
células unitarias adjacentes, em funcdo do conjunto de parametros (J, = J, = J, J; e h)

definido. Por inspecao, os seis estados fundamentais sao:

e estado antiferromagnético classico (CAF):
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Figura 6.3: Diagrama representando duas células triangulares consecutivas dentro do
ordenamento antiferromagnético classico.

@ Soiv1

External Field (E‘) ‘

“célulai”

Fonte: Autor, 2017.

( N/2

| R

CAF) = { 2 ; (6.24)

H [ )21 @ [T11)2;
j=1

e cstado ferromagnético classico (CFO)

Figura 6.4: Diagrama representando duas células triangulares consecutivas dentro do
ordenamento ferromagnético classico.

O So i1

External Field (E’) ‘

“célula i”

Fonte: Autor, 2017.

[CrO) = [T I1t1)s (6.25)

e estado antiferromagnético quantico (QAF)
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Figura 6.5: Diagrama representando duas células triangulares consecutivas dentro do
ordenamento antiferromagnético quantico.

O Soiv1

External Field (E‘) ‘

“célulai”

Fonte: Autor, 2017.

( N/2

H %,LorR)Qj_l ® }—%,LorR>2j

[QAF) = ¢ 1, : (6.26)

H ‘—%,LorR>2j_1 & ‘%,LorR>2j
j=1

e estado ferrimagnético quantico (QFO)

Figura 6.6: Diagrama representando duas células triangulares consecutivas dentro do
ordenamento ferrimagnético quantico.

“célula i”

Sii * Ss,i
Fonte: Autor, 2017.
N
|QFO) = H 5,Lor1-2>j; (6.27)

Jj=1

e estado misto quantico-classico ferrimagnético (MFT)
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Figura 6.7: Diagrama representando duas células triangulares consecutivas dentro do
ordenamento misto quantico-classico ferrimagnético.

@ Soiv1

External Field (E‘) ‘

“célula i+1”

Si,i+1 Ss,i+1

“célulai”

Fonte: Autor, 2017.

( N/2
[TI1t1)21 @|=4 Lor k),

MFL) = ¢ 1, ; (6.28)

[Il-3LorR),, , @[111)s;

Jj=1

e cstado misto quantico-classico ferromagnético (MFO)

Figura 6.8: Diagrama representando duas células triangulares consecutivas dentro do
ordenamento misto quantico-classico ferromagnético.

0 So i1

External Field ( F) ‘

“célula i”

Sui J Sa,i
Fonte: Autor, 2017.
( N/2
HlTTT)Mfl ® %7 Lor R>2j
IMFO) = ¢ 15 ; (6.29)
[I15: LorR),, @111
j=1

Instituto de Fisica - UFAL



TUBO TRIANGULAR DE SPIN—% DE ISING-HEISENBERG 149

Acima, foi introduzido, a fim de facilitar a notagao, os autovetores da j-ésima célula
triangular de spins | £1/2, R); e | £1/2, L); com o spin total 77 = 41/2, possuindo duas

quiralidades opostas (& direita e a esquerda):

'%,R>j = o (e ),
';,L>j = 2= (et i)]
H, >j - \f(lm>+es|m +eFIL).
‘—%, >j = 2= (1t + e F L + ) (6.30)

Os autovalores de energia, correspondentes aos autovetores descritos, sao definidos por:

Ecar = —QTJW%

Ecpo = 97‘]%%—%,

Boar =~

I 1

EMFL = —%Jl—;

Enpo = 37‘]1_/1. (6.31)

E interessante frisar, observando os autovetores (6.24)-(6.29), que quatros estados
fundamentais: CAF, QAF, MFI e MFO, possuem uma quebra na simetria translacional,
possuem uma alternancia e tendéncia a antiparalelismo entre os ordenamentos da células
triangulares adjacentes, ocasionado pelos acoplamentos antiferromagnéticos .J;, diferindo
dos outros dois estados fundamentais ferromagnéticos, CFO e QFO, que possuem simetria
translacional (mesmo ordenamento entre células triangulares adjacentes).

Além disso, os graus de liberdade devidos a quiralidade do 3 spins contidos nos trian-
gulos de Heisenberg, para os ordenamentos (6.30), com total spin T; = % Sa0 responsaveis
pela degenerescéncia macroscopica para os estados fundamentais: QAF, QFO, MFT e
MFO.

O estado fundamental antiferrromagnético quantico, QAF, é o de maior entropia re-

sidual, S = (N + 1)kpIn 2, devido aos graus de liberdade quirais (6.30), ao passo que os
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estados mistos, MFI e MFO, tém uma entropia residual menor, S = (% + 1)kpIn2, pois
sao formados por uma combinacao de dois ordenamentos caracteristicos para as células
pares e impares: uma célula triangular par, numa posi¢ao ¢, num ordenamento ferromag-
nético classico (CFO) alternada por célula impar, localizada na posicao adjacente (i + 1),
representada pelos ordenamentos quirais (6.30).

Para campo magnético nulo, h = 0, as fases antiferromagnéticas: QAF e CAF, ambas
com magnetizacao nula, surgem como os dois estados fundamentais. O estado fundamen-
tal antiferrromagnético quantico, QAF, com caracteristicas quanticas é estavel na regiao
de parametros com predominéacia dos acoplamentos internos de Heisenberg, J, (acopla-
mentos quanticos) de cada célula sobre os acoplamentos externos de Ising (acoplamentos
classicos) , % < %, enquanto o estado fundamental antiferrromagnético classico, CAF, é
estavel para regioes de valores mais intensos para os acoplamentos de Ising: % > %.

Os ordenamentos fortemente antiferromagnéticos, inerentes aos estados estados fun-
damentais QAF e CAF, serdo quebrados com o aumento do campo magnético externo,
ou melhor, quando o campo magnético externo se aproximar do primeiro valor critico de
transicao: h.;. Quando o sistema se encontrar acima deste valor critico de transicao, duas
outras fases quanticas nao usuais, QFO e MFI, irao aparecer.

Observando a figura 6.2, vemos que o estado fundamental antiferrromagnético quan-
tico, QAF, se transforma no estado ferrromagnético quantico, QFO, o campo magnético
externo induz o alinhamento de um dos spins da célula triangular, mudando o total spin
T = —% da célula para 7% = %, ap6s cruzamos a linha de campo critico he; = J;. O
estado antiferrromagnético classico, CAF, evolui para a fase mista ferrimagnética, MFT,
acima do campo critico h.; = 3J; — 3%.

Os estados antiferromagnético quantico e misto ferrrimagnético, QFO e MFI, sao
estaveis para valores moderados do campo magnético variando entre os campos criticos
heo = J1 + % e 3J1, respectivamente, que representa um limite inferior para a surgimento
do estado misto ferromagnético, MFO, com caracteristica ferromagnética moderada.

Finalmente, para campos magnéticos maiores que o campo de saturacao h.g = 3J;+ %
todos os spins sao forcados a se alinharem na direcao do campo externo, num estado de

polarizacao total, representado pela fase CFO.
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Entropia

Para melhor caracterizar a influéncia do banho térmico sobre as caracteristicas de

ordenamento do modelo, foi criada a figura 6.9, que mostra a dependéncia da entropia

em funcao da temperatura para dois valores da razao %, em duas regioes de parametros:

L = 0.6 (figura 6.9(a)) e & = 0.8 (figura 6.9(b)), e para alguns valores do campo
magnético.
Figura 6.9: Gréfico da entropia por spin em funcao da temperatura para alguns valores

do campo magnético dentro de uma regiao de acoplamentos isotropicos de Heisenberg
(Jo=J,=J) e dois valores especificos para J;/J ilustrados em: (a) 2 = 0.6; (b) £ = 0.8.

(a) J,/J =06
0-7 T T T T T T T

0.6
0.5

Q
=704
N E
> 0.3

0257

0.1

. | . ] \ 1 \ 1 .
% 025 05 075 ] 125

Fonte: Autor, 2017.

(b) J,/J=0.8

Fonte: Autor, 2017.

Inicialmente, podemos comentar os valores residuais de entropia, que podem ser ob-
tidos através da inspencgao direta do ordenamentos do autoestados do diagrama de fase,
figura 6.2. Pode se obervar que as fases QAF e QFO tém a mesma entropia residual

% = In 2, as fases intermediarias MFI e MFO tém entropia residual % = %ln2 e on-
B B
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dernamento CFO tem entropia residual nula, por ser um estado completamente ordenado
com o campo.

Na figura 6.9(a), cuja razao dos acoplamentos é (% = 0.6), abaixo do primeiro campo
critico, hl = 0.6, o sistema se encontra na estrutura do estado fundamental QAF, que
possui entropia S = NkgIn2. Acima do primeiro campo critico, h! = 0.6, o estado
fundamental passa ser o QFO, com mesmo valor de entropia, S = NkgIn2, por possuir
um disposicao dos spin semelhante. Com o aumento do campo magnético, para um valor
acima do segundo campo critico de transigao h? = 2.1, ordenamento MFO sobressai aos
demais, com baixa entropia S = 1NkgIn2. Finalmente, acima do terceiro (e tltimo)
valor de campo critico de transicao h? = 3.3, o ordenamento ira corresponder ao estado
fundamental nao degenerado CFO, sem entropia residual.

A figura 6.9(b) indica a regido de acoplamentos: (% = 0.8), onde é possivel distinguir
uma sequéncia de transicoes entre quatro fases também, devido a transicao sucessiva
entre os trés campos de transicdo h, = {0.9,2.4 e 3.9}, com o aumento do campo. Na
regiao de baixos campos magnéticos, abaixo do primeiro campo de transigao hl = 0.9,
hé a predominancia da fase CAF, que nao possui entropia residual por ser uma fase de
ordenamento classico. Acima do primeiro campo de transicao e abaixo do terceiro campo
de transigao, h? = 3.9, que correspondem aos ordenamentos mistos (MFI ¢ MFO), que
tém metade das células unitarias quanticas e a outra metade classicas, possuem entropias
residuais iguais, S = %N kpIn2, que representa uma entropia média entre as células
classicas e quanticas que formam a fase. Dentro da regiao de campo externo intenso,
acima de h3, o sistema alcanga a fase CFO, que é nao degenerada, como a fase CAF para

campos baixos.

Desmagnetizagao adiabatica

Conforme foi discutido no capitulo 1, a entropia de um sistema magnético é resultado
das entropias de rede, eletronica e magnética, sendo apenas esta dltima dependente do
campo, pois este ordena os spins da rede diminuindo a entropia.

Assim, como o efeito magnetocaldrico é resultado da variacao do campo, apenas a
entropia magnética estd ligada a este efeito. Esta entropia ¢ inversamente proporcio-
nal a forca do campo e diretamente proporcional & temperatura. Desta forma, o efeito

magnetocalorico consiste em duas transforma ¢oes consecutivas: (i) uma transformagao
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Figura 6.10: Curvas isentropicas no diagrama do campo magnético externo % em funcio

J
da temperatura 2L dentro de uma regido de acoplamentos isotropicos de Heisenberg

(Jo=Jy=J) e dois valores especificos para Ji/J ilustrados em: (a) 2 = 0.6; (b) & = 0.8.
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isotérmica com o aumento do campo magnético e (ii) uma transformacao adiabética com
uma reducdo quase estatica do campo magnético. A primeira transformacao nos da uma
variacao negativa da entropia magnética, ja que o campo magnético reduz a desordem
magnética do sistema.

Recentemente, foi mostrado que varios sistema de spins frustrados podem exibir um
elevado efeito magnetocalorico durante a desmagnetizacao adiabética, um efeito que pode
ter muitas aplicagoes praticas para a utilizacao em refrigeragdo magnética [192]. Entao,
iremos investigar a desmagnetizagao adiabatica do modelo de tubo de Spin—% em condicoes
adiabaticas.

Na figura 6.10, temos as curvas isentropicas no diagrama do campo magnético externo

% em funcao da temperatura kBTT dentro de uma regiao de acoplamentos isotropicos de
Heisenberg (J,=J,=J) , em duas regides de parametros: 2+ = 0.6 (figura 6.10(a)) e

% = 0.8 (figura 6.10(b)).

Instituto de Fisica - UFAL



TUBO TRIANGULAR DE SPIN—% DE ISING-HEISENBERG 154

Dentro das figuras 6.10(b) e 6.10(a), as linhas escuras representam as curvas isentro-
picas. Na regiao de baixos campos externos, vemos que as curvas isentropicas tendem
a se afunilar (representando um bom indicador de transi¢ao de fase nos diagramas), em
baixas temperaturas, exatamente na sequéncia de trés campos criticos que revelam as
transigoes QAF — QFO — MFO — CFO, como mostrado na figura 6.10(a), e a fi-
gura 6.10(b) mostra o outro caso particular, refletindo a outra sequéncia de campos de
transicaos CAF — M FI — MFO — CFO.

Através das curvas isentropicas, podemos observar que com a diminuicao do campo
externo temos uma eficiente redugao da temperatura do sistema, em regides de campos
finitos, proximos ao valor do primeiro campo de transiao h!. Entretanto, em ambos o0s
casos, nao ha um efeito de resfriamento magnético eficiente (em campo nulo), o suficiente
para que possamos conjecturar que compostos magnéticos com a estrutura magnética

semelhante ao nosso modelo possam ter aplicacoes industriais relevantes.

Calor Especifico

Para uma maior compreensao dos efeitos térmicos sobre o sistema, é importante ana-
lisar, também, a dependéncia do calor especifico em fun¢ao da temperatura e do campo
magnético, em duas regides de parametros: 2 = 0.6 (figura 6.11(a)) e & = 0.8 (figura
6.11(b)).

Em campo nulo, observando a figura 6.11(a), uma estrutura de duplo pico surge supde-
se devido a uma transicao térmica introduzida entre os estados QAF — QFO, que
possuem entropias residuais semelhantes, assim explicaria o fato dos picos possuirem
mesma altura. Entretanto esta estrutura de duplo pico é instavel, e o segundo pico tenderd
a mover-se em direcao a temperaturas baixas com o aumento do campo magnético externo.
Vale frisar que a evolucao da estrutura de duplo pico, quando nos referimos ao calor
especifico, &€ um indicador da ocorréncia de uma transicao de fase no estado fundamental
no modelo.

Posteriormente, o pico de baixa temperatura tornara-se cada vez menor, por conta da
fases superiores (MFO e CFO) terem uma degenerescéncia menor que a fase QAF e QFO.

Na figura 6.11(b) é observado outro grafico do calor especifico do sistema, dentro

J1

da regiao de acoplamentos <+ = 0.8. Como podemos ver, o comportamento em campo

nulo é altamente degenerado, induzindo um pico do calor especifico, chamando efeito
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Figura 6.11: Gréfico do calor espeficio por spin em funcdo da temperatura para alguns
valores do campo magnético dentro de uma regiao de acoplamentos isotropicos de Hei-
senberg (J,=J,=J) e dois valores especificos para J;/J ilustrados em: (a) 2 = 0.6; (b)
L —0.8
i 8.
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Fonte: Autor, 2017.
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Fonte: Autor, 2017.

Schottky [70], bastante ingrime devido a uma transi¢do térmica induzida de um estado
pouco degenerado (CAF) para um estado altamente degenerado (MFI).

A grande diferenga entre as degenerescéncias do estado fundamental para as fases CAF
e MFI, figura 6.11(b) gera uma variacido abrupta na entropia do sistema dentro de curto
valor de temperatura e, por consequéncia, um grande pico no calor especifico do sistema.
Com o aumento do campo magnético, o pico Schottky vai diminuindo, gradativamente,
€Omo No €aso % = 1.5, em que o pico é aproximadamente % menor que o pico para campo
nulo.

Posteriormente, surge uma estrutura de duplo pico, para valores de campo externo

superiores ao segundo campo de transigao h2. Essa estrutura de duplo pico ocorre devido
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a uma transi¢do térmica induzida entre estados mistos igualmente degenerados, (MFO) e

(MFT).

Processos de magnetizacao

Agora, iremos examinar a dependéncia das curvas de magnetizacao do tubo de spin—%
de Ising-Heisenberg. De acordo com o teorema de Oshikawa-Yamanaka-Affleck (OYA)
[23], o tubo triangular de spin—% pode exibir platos de magnetizagao em zero, um tergo e
dois terco do valor de saturacao da magnetizacao. Tal comportamento pode ser observado
na Fig. 6.12, onde o tubo de spin—% exibe todos os possiveis platds de magnetizacgao,
previstos pelo teorema OYA.

Mais especificamente, os estados fundamentais antiferromagnéticos, QAF e CAF, sao
responsaveis pelo plato trivial com magnetizacao nula, os estados ferromagnético quantico
e ferrimagnético, QFO e MFI, sao referentes aos platds intermediarios localizados na
regiao de um terco da magnetizacao de saturacao e, finalmente, o estado fundamental
misto ferromagnético, MFO, é responsavel pelo aparecimento do platé de dois tercos de
magnetizacao de saturagao.

Entao, os trés platos de magnetizacao estao sempre presentes nas curvas de tempe-

ratura nula. O mecanismo por tras do surgimento dos platos depende, basicamente, da

J1
J J

razao de interacao seja maior ou menor que um valor especifico de acoplamentos:
ou seja, devido & frustracao geometrica imposta. No sistema analisado, o acréscimo da
agitacao térmica destroi as caracteristicas dos platores, fazendo com que a magnetizagao
local cresca continuamente com o aumento do campo extreno.

Na regiao de acoplamentos J—Jl < %, o platoé nulo e o platdé um terco correspondem ao
estados fundamentais QAF e QFO, como mostrado na figura 6.12(a), enquanto, na regiao
% > % , 0 plato nulo e o platd um terco representam o sistema dentro das fases: CAF e
MFI, como mostrado na figura 6.12(b).

Outro ponto é que as curvas de magnetizacao, para diferentes valores de temperatura,
apresentam um ponto de encontro em comum num valor especifico de magnetizagao, que
pode pode ser mais alto ou mais baixo dependendo do valor da diferenca da degeneres-
céncia dos estados que participam da transicao.

Por exemplo, na transigdo entre fases, descrito na figura 6.12(a), com mesmo valor

residual de entropia (QAF — QFO), o ponto de encontro da magnetizagao é aproxima-
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Figura 6.12: Grafico da magnetizacao normalizada com respeito ao valor de saturagao
em funcao do campo magnético dentro de uma regiao de acoplamentos isotropicos de
Heisenberg (J,=J,=J) e dois valores especificos para J;/J ilustrados em: (a) 2+ = 0.6;
(b) % = 0.8. Percebe-se, em ambos os casos, a presenca dos platéos um terco e dois tercos
apos as regioes de transicao.
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damente o valor intermedidrio da magnetizacao platd subsequente. Para as transicoes
QFO — MFO e MFO — CFO, os pontos de encontro ocorrem abaixo do valor inter-
mediario, pois sao transicoes de uma fase mais degenereda para uma menos degenerada.

Na figura 6.12(b), o ponto de encontro das curvas de magnetizagdo para a transicao
CAF — MFI ocorre em um nivel mais alto que na transicio QAF—QFO, pois ¢ uma
transicao de uma fase com entropia residual nula para uma fase altamente degenerada, ou
seja, o sistema esta saindo da fase classica, CAF, para uma fase mista degenerada, MFI,

gerando um acentudado salto da magnetizacao. No caso da segunda transi¢ao, (QAF—
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QFO), as duas fases possuem o mesmo grau de degenerescéncia, como mencionado o ponto
de encontro serd um valor intermediario do valor do salto de magnetizacao. O tltimo ponto
de encontro das curvas de magnetizacao representa transicao M FO — C'FO ocorre em
um nivel mais baixo que na transicao QAF—QFO, pois é uma transicao de uma fase
com altamente degenerada para uma fase com entropia nula, ou melhor, o sistema esta

entrando da fase classica, CFO, saindo uma fase mista degenerada, MFO.

Funcgoes de correlacao

Outro método, para se ter uma visao mais profunda sobre as caracteriticas do orde-
namento magnético do sistema frente as variagoes do campo externo e temperatura, é
explorar as fungoes de correlacao entre os pares de spins primeiro vizinhos, descritas nas
figuras 6.13 (para a correlagoes transversais, C,,) e 6.14 (para as correlacoes longitudinais,
C..).

Pode-se afirmar, de antemao, que os spins de diferentes células triangulares, acoplados
pela interacao de Ising, J;, nao possuem correlacoes entre suas componentes transversais,
C,., pois esta interagdo é apenas entre as componentes z (longitudinais) dos pares de
spins.

Como resultado disso, o modelo nao apresentard correlacoes quanticas entre spins de
células distintas. Contrariamente, correlagoes transversais ocorrem para as interagoes den-
tro de cada célula unitaria, que podem estar correlacionados quanticamente dependendo
da regiao de parametros considerados, devido ao carater quantico dos acoplamentos, .J.

As funcoes de correlagao analisadas, figuras 6.13 (Cy;) e 6.14 (C.,), estao graficadas em

funcao do campo magnético para alguns valores da temperatura, dentro de duas regioes

especificas do espaco de fase: J—Jl =06e % =0.8.
A correlacao transversal, C,,, para % = 0.6, figura 6.13(a), mostra um platé duplo

inicial, correspondente a C’m|T7 = —%, pois as duas fases QFO e QFA possuem ordena-

0
mentos de spin semelhantes. Além disso, mostra um plato intermediario, acima do campo

de transi¢ao h? = 2.1, correspondendo a fase MFO com me‘T:O = —i, enquanto a fase

CFO nao possue correlacoes transversais, por ser um ordenamento classico de saturacao
com o campo externo. Os valores negativos das correlacoes transversais mostram o carater

antiferromagnético dos acoplamentos internos das células triangulares.

Para % = 0.8, tem-se figura 6.13(b), ha ainda um tnico plato intermediario com
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Figura 6.13: Grafico da correlacao C,, em funcao do campo magnético externo % para
alguns valores da temperatura ]‘”BTT dentro de uma regiao de acoplamentos isotrépicos de

Heisenberg (J,=J,=J) e dois valores especificos para J;/J ilustrados em: (a) & = 0.6;
(b) 2+ =08.
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Fonte: Autor, 2017.
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CmI}T:O = —i, correspondente as fases MFT e MFO, entre os campos de transigao hl =

0.9 e h3 = 3.9. Nao h4 correlagoes transversais nos estados fundamentais cléssicos CAF
e CFO.

As excitacoes térmicas possuem um impacto diferente em cada um dos casos: 6.13(a)
e 6.13(b). Porém no caso do estado quantico para % = 0.6, figura 6.13(a), as pequenas
excitacoes térmicas apenas atenuam os saltos das transicoes de fase. Outro ponto é que,
assim como nas curvas de magnetizacao, as curvas de correlagoes de spins para diferentes
valores de temperatura, apresentam um ponto de encontro em comum num valor especifico

de correlacao, que pode pode ser mais alto ou mais baixo dependendo do valor da diferenca

da degenerescéncia dos estados que participam da transicao.
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Figura 6.14: Grafico da correlagao C,, em fun¢ao do campo magnético externo % para
alguns valores da temperatura ]‘”BTT dentro de uma regiao de acoplamentos isotrépicos de
Heisenberg (J,=J,=J) e dois valores especificos para J;/J ilustrados em: (a) & = 0.6;

(b) 2+ =08.
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Fonte: Autor, 2017.

As correlagoes longitudinais, C',,, para spins situados no interior dos triangulos de spin
ligados por acoplamentos de Heisenberg, mostradas na figura 6.14, apresentam também
propriedades interessantes. Primeiramente, elas sao apenas saturadas nas fases classicas
(CFO e CAF) CZZ‘T:O = 1. As fases quanticas (QAF e QFO) mostram uma tendéncia a
um “anti-alinhamento” com C., ‘T:O = 1—21, enquanto as fases mistas (MFI e MFO) possuem
os mesmos valores para as correlacoes longitudinais: sz|T:0 = %, com tendéncia a um
alinhamento ferromagneto.

A agitagao térmica induz uma depressao exatamente sobre o campo de transigao hZ,

que representa excitacoes do sistema entre os quantico misto, MFI e MFO, promovendo

uma inversao no valor das correlagoes longitudinais, para valores fracos do campo externo
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h, de ferromagnéticas para antiferromagnéticas para temperaturas altas, como mostrado
na figura 6.14(b). Em todos os casos, os ordenamentos magnéticos descritos somem no

regime de altas temperaturas.

6.2 Tubo Triangular de Ising-Heisenberg a Campo Nulo.

6.2.1 Metodo

Para o caso particular do sistema na auséncia de um campo externo, supondo h = 0 na
equacao 6.32, o Hamiltoniano do modelo do tubo triangular de spin—% de Ising-Heisenberg

pode ser representado pela seguinte expressao:

H=> M, (6.32)

com H,; definido pela equagao 6.2.
Utilizando argumentos mateméticos analogos, pode-se mostrar que a matriz de tran-
feréncia T(T;,T7; Ti+1,T7,,), representada pela equacdo 6.33, ganha uma nova e menos

complexa representagao matricial:

T(T3, T7; Thor, i) = (SiSile ™S40 87,) =

Prow W Prud Grou® i @rud rdd @t

erovwd ¢ru ¢rut Prfu? ¢tru ¢trut ¢tru gtru!

P et dru @rud gt gyz guet gz

Grou® Frut w0 a2 a2t

(6.33)

¢roud ¢rru grrut Prfu® qru gru~! qru gru~t

q27’5u_3 q47’u_1 q4’r’u q27’5u3 qru‘1 qru qru‘1 qru

erovd grru o ¢rrumt @riuT qru qgru~! qru qgru~!

¢rou=? grumt ¢tru @Priud grutt qru gru~t qru

onde ¢, r e u foram introduzidos para simplificar a notagao da matriz de transferéncia,

BJz _ BJx BJ1

sendog=e 4 ,r=e" 8 eu=e 1.
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Portanto, nos concentraremos, mais uma vez, em encontrar os autovalores referentes

a diagonalizacao da matriz de transferéncia, pela resolucao da equacao secular:
Det(T(T;, T7 Ty, o) — IA) =0, (6.34)

Utilizando, novamente, as propriedades dos determinantes [188], teremos que 4 dos 8
autovalores sao nulos (A\s = A\; = A\¢ = A5 = 0), pois a matriz de transferéncia, equagao
6.33, possui algumas de suas colunas e linhas linearmente dependentes.

Entao, podemos reduzir a matriz de transferéncia, equacao 6.33, para uma uma matriz

4 x 2 descrita por:

q3T9u9 -\ q2r5u3 q2r5u’3s q3r9u*9
2,.5,,3 A -1 2,5, —3
qerou qru — 55 qru q°rou
Det (¢°+2) ) =0. (6.35)
q27’5u_3 qru‘1 qru — [C)) q2r5u3
q37“9u*9 q27“5u’3 q2r5u3 q3r9u9 —\

Apos algumas manipulagoes algebricas, chega-se ao seguinte resultado para a equacao

secular:

(A2 —a\+b) (N —cA+d) =0, (6.36)

os 4 coeficientes, a, b, ¢ e d, sao, respectivamente:

a = qr [q2r8(u9 +u )+ (u+u )2+ QG)]

S

— 12 1 ¢f) [(u Fu )@ %) — (P u_3)2}
c = qr [q2r8(u9 —u )+ (u—u )2+ qﬁ)}

d = ¢r'°2+ ¢ [(u (@ — ) — (uf — u*3)2] . (6.37)

Os outros quatro autovalores nao nulos podem ser encontrados através equacgao secular
de quarto grau 6.36. Assim, torna-se facil encontrar os quatro autovalores remanescentes
da matriz de transferéncia usando as raizes da equacao 6.36. Por uma répida inspecao da

equacao 6.36, vé-se Ay = Ay e A3 = ;. Para simplificar a notacao dos autovalores, ird se
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M)

adotar a relagdo matematica (z°+ 27¢) = 2cosh(%*). Agora, tendo essas condigoes em

mente, obtemos os autovalores nao nulos da matriz transferéncia :

9
A2) = ¢*r? cosh ( B

J)—i—chosh( ):I:\/_

Aoy = ¢*r° cosh (95 h L) + grQcosh (Bi )= VD, (6.38)

onde foi definido Q) = (2 + q6>, bem como D; e D, sao dados pelas expressoes:

D, = [q?”l"g cosh (%) — qrQ cosh (%)] + 4¢%1°Q) cosh? <3ﬁJ1>
B [ (2) s ()] s o (52). o

No limite termodinamico, N — oo, a energia livre de Helmholtz por célula unitéaria é
determinada pelo maior autovalor entre as duas raizes da equacao, A\pae = maxr{Ai, Ao, Az, \1}.

Entao,

3(2J$ + JZ>

1
= — -1 1 e — = —

— B In A, (6.40)

Substituindo o maior autovalor 6.38 na equacao para a energia livre de Helmholtz
6.40, apos de algumas manipulacoes algébricas da expressao, pode-se obter uma forma

explicita para energia livre de Helmholtz do sistema:

f=—-p""'In <g1 + 9o + g4>, (6.41)

que é expressa em termos de um novo conjunto de variaveis g; definidas por:

= o B (2

o = ()]s (-5 e ()

exp [ (2= 2.)] [+ exp (= 225 ot (1)

gs = \/(91 - 92)2 + 4gs. (6.42)

gs

A entropia por sitio pode ser facilmente obtida a partir da derivada da energia livre

de Helmotz, equacao 6.43, em funcao da temperatura do banho térmico 7"
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dln <91+gg+g4>]

S:k3[1n<gl+g2+g4>—|—T e

(6.43)

Em seguida, iremos calcular as fungoes de correlacoes, através da derivada da energia
livre de Helmholtz, equacao 6.42, em funcao dos acoplamentos J,, J, e J;. Primeira-
mente, as correlagoes pertencentes a mesma célula unitéria, acoplados pelas interagoes de

Heisenberg, J, e J., definidas pelas expressoes:

2 493 g2
1 . 1/4. A - <91—92>(91+gf—)+—+<gl—f—>g4
Cf? = STr (S?.SZ )e*ﬁH = ” ’ 2 (6.44)

3,1~ +1 2
4 [(91 - 92) +4g3 + (91 + 92)94}

1 1/~ A 11 95(91—92>—296—9495
CXY = T (S?S“ )e*ﬂH . , (6.45)

7,15 +1 6 2
(91 - 92) +4g3 + (91 + 92)94

que contém dois novos parametros g; e gg dados por

g5 = exp [g (JZ + 2Jz>] [1 — exp ( — Béjxﬂ cosh <%> (6.46)
gs = exp [g (JZ — Jxﬂ [1 —exp < — Sﬁ;x)} cosh? <@> (6.47)

A correlacao referente ao par de spins que estao em diferentes células unitarias, inte-

ragindo através das ligacoes de Ising Ji, é representado por:

o 1(91—92>(g7+%2)+%9+(g7+%8)94

2
(91 - 92> +4g3 + (91 + 92>g4

7 = %Tr(S*?S? )e (6.48)

Ji g+l

onde nessa expressao também foi introduzido um novo conjunto de parametros:

o - oo (22) o (52)
gg = exp [é (JZ + 2Jz>] [2 + exp < - Bﬁjx)} sinh <@>,

4 2 4
g9 = exp [g (Jx — Jzﬂ [2 + exp ( — 3%&)} sinh (3%]1). (6.49)

Se faz importante estudar também se esse sistema de muitos corpos é capaz de mostrar

o emaranhamento, e qual comportamento das correlacoes quanticas frente a variacao de
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temperatura. Bem como verificar se o emaranhamento pode ser usado como parametro
de ordem para transicoes de fase quanticas.

Entao, apos o célculo das correlagoes de pares acima, podemos obter relacoes para
a concorréncia (C), equagao 3.107, e para a fun¢ao de Bell (B) [200], que servem como
medidas de emaranhamento quantico e nao-localidade bipartida, respectivamente, dadas

por:

. 2\/G n sz)2 - m2} (6.50)

C = max {0;4‘@“

B = max {8\/03235 T2 '8\/20335}. (6.51)

zz)

Haver4d emaranhamento quantico se a concorréncia C for maior que zero, de outro
modo os estados serao separaveis. Por outro lado, se houver a violacao da inequacao
de Bell, B < 2. Isto pode ser usando para caracterizar a nao-localidade das correlacoes
quanticas.

Para uma analise completa do emaranhamento térmico, iremos reportar essas duas
quantidades, C e B, pois elas capturam independentes carateristicas das correlacoes quan-

ticas.

6.2.2 Resultados e Discussoes
Diagrama de Fase

Como se pode observar, a partir deste ponto, iremos nos concentrar nos resultados
do modelo de spin—% de Ising-Heisenberg para o caso de campo nulo, ~ = 0. As inte-
recoes de Ising serao mantidas antiferromagnéticas, J; > 0, forcando um alinhamento
antiferromagnético entre os spins situados em diferentes células unitarias.

A forma diagonal do Hamiltoniano, descrito pela equacao 6.6, pode ser usada di-
retamente para se obter todos os possiveis estados fundamentais, mesmo procedimento
utilizado para o caso com campo. Os estados de menor energia das células unitarias uni-

tarias adjacentes podem ser visto como extensoes dos estados fundamentais do sistema
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Figura 6.15: O diagrama do estado fundamental do modelo do tubo triangular de spin—% de
Ising-Heisenberg no plano J, — J,. Os ntimeros escritos dentro dos colchetes representam
o spin total e a componente z em duas células unitarias consecutivas [Ty, 1, Ty, _1; Toi, T5;].

4 T T T T
3T SQT DCP I
[3/2,1/2 ; 3/2,-1/2] [1/2,1/2 5 1/2,-1/2]
2+ _
HN
1} _
CAF

Of [3/2,3/2;3/2,-3/2] i
_1 1 1 1 1 1

Fonte: Autor, 2017.

geral.

Consequentemente, o estado fundamental desta rede triangular de spins pode ser es-
crito como um produto tensorial sobre todos os estados de menor energia das células
triangulares. Desta forma, o sistema na auséncia de um campo magnético externo apre-

senta apenas 3 estados fundamentais diferentes:

e A fase antiferromagnética classica (CAF):

Figura 6.16: Diagrama representando duas células triangulares consecutivas dentro do
ordenamento antiferromagnético classico.

Sa,i

“célula i+1”

Si,i+1 Ss,it1

“célula i”

Ssi
Fonte: Autor, 2017.
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( N/2

T2 @ 11D

[CAF) = ¢ 4, , (6.52)

H [ )21 @ [ 11125

\ J=1

e Fase simétrica trimerizada quantica (STQ):

Figura 6.17: Diagrama representando duas células triangulares consecutivas dentro do
ordenamento simétrico trimerizado quantico.

“célula i+1”

“célula i”

$1,, ) Sa,i

Fonte: Autor, 2017.

157Q) = [T o= (1410 + 1140 + 1 1103),
1
®ﬁ(| T [0+ UD), (6.53)

e Fase antiferromagnética quantica (DCP) :

( N/2
H %,Lor R>2j—1 ® ‘_%’LOIR>2j
QAF) = ¢ 7} , (6.54)

N/2
H ‘_%7LOIR>2]‘—1 ® %7LOIR>2j

\ J=1

Acima, foi novamente introduzido, a fim de facilitar a notacdo, os mesmos autovetores

ja definidos no caso do modelo a campo ndo nulo, equagao 6.30, |£1/2, R); e |£1/2, L);.
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Figura 6.18: Diagrama representando duas células triangulares consecutivas dentro do
ordenamento antiferromagnético quantico.

“célula i+1”

Fonte: Autor, 2017.

Um ponto crucial, para discussao do modelo do tubo de spins na auséncia do campo,
é que temos uma nova fase simétrica trimerizada quantica (SQT), que nao aparece em
nossa andlise anterior, para modelo sob a influéncia do campo magnético. A fase DCP
representa a mesma fase QAF, descrita no modelo do tubo de Ising-Heinseberg com o
campo magnético externo. As sigla DCP, SQT e CAF foram escolhidas para facilitar a
comparagao com os resultados ja obtidos na literatura [36].

As fases CAF e SQT sao duplamente degeneradas, em contraste com a fase DCP que
& 2 x 2V degenerada devido ao fato da simetria de reversao dos spins e pela duplo grau
de quiralidade em cada uma das células unitarias triangulares. O alinhamento de spins
inerente a esses estados fundamentais podem ser considerados com valores assintoticos

para as func¢oes de correlacao 6.44, 6.45 e 6.48:

e CAF: C{¥=0,Cf =1eCl =1

) XX _ 1 ~ZZ _ _ 1 77 _ 1.
* SQT: (" =5 O = -3 e 01y = =5

. XX _ 1 ~zzZ _ 1 zzZ _ 1
e DPC: (" =—5,Cf" = —55e O = —56.

O digrama de fase é descrito pela figura 6.15. A fase CAF torna-se o estado funda-
mental quando o sistema se encontra dentro da regiao J, < 2+ J, e J, < 2 — %, que
sdo consistentes com as ligacoes de Heisenberg ferromagnéticas (J, < 0) ou interacoes
suficientemente fracas (J, < 2).

Se as condicoes J, >0e J, > 2 — % sao alcancadas, as frustracoes nos alinhamentos
de spin irao surgir a medida que os acoplamentos antiferromagnéticos de Heisenberg au-

mentam. Isto cria uma degenerescéncia macroscopica do estado fundamental DCP com
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dois graus de liberdade devido as quiralidades (a esquerda e & direita) em cada trian-
gulo. Quando o sistema safisfaz as condicoes: J, < 0e J, > 2+ J,, o estado SQT com
uma alternancia regular da superposicao quantica simetrica de 3 estados "up-up-down” e

"down-down-up” nos triangulos impares e pares torna-se o estado fundamental.

Funcgoes de Correlagao

Para termos um entendimento melhor do alinhamento dos spins na rede devido a
variacoes nos acoplamentos e na temperatura, iremos explorar em detalhes a dependéncia
das correlagoes, 6.44, 6.45 e 6.48, em relacao a temperatura do sistema.

As funcoes de correlacao de pares sao plotadas em fungao da temperatura do sistema,
ilustradas na figura 6.19, para 3 conjuntos de parametros diferentes, que leva a investigacao
do sistema através dos 3 estados fundamentais presentes no modelo.

Na figura 6.19(a) é ilustrado o comportamento as componentes z dos spins (linha
verde tracejada) dentro da fase CAF, em diferentes células unitarias sdo perfeitamente
anticorrelacionados em temperatura zero, onde a intensidade relativa das correlacoes anti-
ferromagnéticas decresce com o aumento da temperatura. Um efeito interessante, presente
nesta anéalise da fase CAF, é a correlacao longitudinal para spins situados na mesma célula
unitaria (linha azul tracejada), Cf, mostrar uma mudanga peculiar de sinal em uma tem-
peratura chamada temperatura de frustragao, 7%, que faz com que as componentes
longitudinais dos spins tornem-se completamente descorrelacionados, C7f = 0. Podemos
concluir, também, que a componente z dos spins sao ferromagneticamente correlacionados
acima da temperatura de frustracao.

A linha continua vermelha representa a fungao de correlagao transversa (entre spins
dentro da mesma célula unitaria) é descorrelacionada em baixas temperaturas, C{5¥ = 0,
devido & caracteristica classica da fase CAF, mas com a introducao da agitacao térmica
0s spins passam a ser anticorrelacionados, como ilustrado na figura 6.19(a) .

A figura 6.19(b) demonstra a variacdo térmica das funcoes de correlagdo, que pos-
suem o comportamento tipico da fase SQT. A funcao de correlacdo entre spins para o
mesmo triangulo de Heisenberg, linha tracejada azul (linha continua vermelha), serve
como evidéncia das correlagdes antiferromagnéticas (ferromagnéticas) na dire¢ao longitu-
dinal (transversal), onde a intensidade relativa da correlagdo ferromagnética é mais forte

que a correlacao longitudinal antiferromagnética. A correlacao C75 entre spins situados
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Figura 6.19: Funcoes de correlacdo de pares em fungao da temperatura para o conjunto
de parametros (J,, J,) constante representando em cada figura uma das trés fases do
estado fundamental: (a) J, = 1, J, = 1 (fase CAF), (b) J, = —2, J, = 2 (fase SQT) e

(¢) J. =2, J, =2 (fase DCP)

0.3
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02} N .
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= 0.1F R
% \\ """""" CIZ
% 00 R T TS TToToooem=
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pair correlations
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Fonte: Autor, 2017.

em tridngulos vizinhos (linha tracejada verde) mostra-se antiferromagnética dentro da

fase SQT.

Finalmente, as curvas plotadas em 6.19(c) representa a tipica dependéncia com a

temperatura das fun¢oes de correlacao dentro da fase DCP. Como se pode ver, a correlagao
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longitudinal (linha tracejada azul) e transversal (linha continua vermelha) para os spins
dentro do mesmo triangulo sao antiferromagnéticas. Apesar das correlacdes serem iguais
em baixa temperatura, a correlacao de pares transversa supera a outra para temperaturas
nao nulas. Além disso, a correlagao entre os spins de triangulos vizinhos (linha tracejada
verde) é sempre antiferromagnética, quando o sistema é investigado dentro do alinhamento

DCP.

Frustracao Geomeétrica

Torna-se claro que as fases SQT e DCP posssuem frustragao geométrica, em contraste
com o comportamento de baixa temperatura do estado nao frustrado CAF, entretanto
acontecerd frustragao geométrica dentro da regiao de parametros da fase CAF com a acao
da agitagao térmica sobre os spins, acima de uma temperatura frustracao 7%.

O conceito de frustragao foi introduzido por Touluse [27], como discutido no capitulo
introdutorio desta tese: o sistema de spin é dito geometricamente frustrado quando o
produto dos sinas dos acoplamentos dentro da célula unitaria é negativo. Analogamente,
o produto dos sinais das funcoes de correlacao, dentro da célula triangular para este
modelo, também é um critério para caracterizar a frustracao neste modelo.

Como a funcdo de correlacao Cf7 ¢ antiferromagnética (negativa), isto caracteriza a
frustracao dentro das fases SQT e DCP para a tempertura ndo nula [figuras 6.19(b) e (c) |.
Por outro lado, as correlacoes longitudinais, entre os spins do mesmo triangulo para a fase
CAF, mostradas na figura 6.19(a), mudam de sinal de positivas (para baixas temperatu-
ras) para negativas (em altas temperaturas), que confirma um incremento da frustragao

de spins com o aumento da temperatura dentro da fase nao frustrada CAF, assumindo

que o acoplamento J, dentro dos triangulos de Heisenberg seja antiferromagnético, J, > 0

E importante mencionar que as componentes z dos spins pertencentes a mesma célula
unitaria (linha tracejada azul), estao correlacionadas ferromagneticamente (antiferromag-
neticamente) abaixo (acima) da temperatura de frustragao 7%, como ilustrado na figura
6.19(a). Com isso, o modelo do tubo de spin—% de Ising-Heisenberg ¢ livre de frustracao
dentro da regiao interna abaixo da linha de temperaturas de frustragao, sendo frustrado
fora dessa regiao, como pode ser visto na figura 6.20.

E evidente pela figura 6.21 que a regidao nio frustrada gradualmente desaparece com o
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Figura 6.20: (a) O comportamento reentrante da temperatura de frustracao 7'y nas vizi-
nhancas da regiao de transicao das fases CAF-SQT para o caso particular de J, = 1. (b)
Dependéncia da funcao de correlacao com a temperatura para o conjunto de parametros
(J, = 1.0, J, = —1.002) usados para confirmar o comportamento das correlagoes na re-
gido reentrancia de Ty (uma fina linha horizontal foi colocada sobre o valor nulo apenas
como guia para a observagao).

0.6 T T

frustrated

0.4
e

non-frustrated
0.2}

0.0
@

-1.00 -0.98 -0.96
J

X

Fonte: Autor, 2017.

0.2

o
=

0.0

pair correlations

Fonte: Autor, 2017.

aumento da componente longitudinal J, e desaparece totalmente quando J, > 2. Isto esta
de acordo com a auséncia de emaranhamento na fase CAF que é nao frustrada, quando o
sistema esta na regiao J, > 2. Também pode-se comentar que os limites laterais estao de
acordo com as fronteiras de transicao entre as fases FAC e DCP e a fronteira entre CAF
e SQT, respectivamente 6.15.

Outro ponto interessante a ser observado, nas figuras 6.21 e 6.20, é que a temperatura
de frustragao exibe um notavél comportamento reentrante proximo a parte inferior da
regiao que presenta a regiao de transicao entre as fases CAF e SQT. Para esclarecer essa

afirmacao, vamos observar o comportamento das fungoes de correlacao que é apresentado
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Figura 6.21: Temperatura de frustragao Ty como func¢ao da componente transversal do
acoplamento de Heisenberg J, para alguns valores especificos da componente longitudinal

J.

x

Fonte: Autor, 2017.

na figura 6.20. Esta mostra uma dependéncia tipica da temperatura de frustragao nas
proximidades da transi¢ao existente no estado fundamental, como ilustrado na fig. 6.20(a),
e o correspondente comportamento das fungoes de correlagdo nessa regiao, descrito na fig.
6.20(Db).

Se a componente transversa da interacao de Heisenberg é selecionada suficientemente
proxima mas um pouco acima da regiao de contorno, CAF — SQT, entao, a compo-
nente longitudinal da funcao de correlacao entre spins da mesma célula unitara mostra
uma correlacao ferromagnética fraca dentro de um intervalo relativamente pequeno de
temperatura e antiferromagnética para as demais temperaturas, como mostrado na figura
6.20.

A partir deste ponto, torna-se importante investigar como o emaranhamento térmico
faz surgir a frustracdo de spin sobre da fase nao frustrada CAF depende do valor do
acoplamento de Heisenberg considerado. Com esse intuito, a figura 6.21 mostra a de-
pendéncia tipica com a temperatura de frustracao, T, na componente transversal .J, dos

acoplamento de Heisenberg para alguns valores fixos da componente longitudinal .J,.

Emaranhamento Quantico

A concorréncia, calculada pela equacao 3.107, representa a caracterizacao do emara-
nhamento quantico para nosso modelo. A auséncia de correlacoes quanticas na fase CAF

pode ser antecipada com base na forma classica dessa fase 6.52. Entretanto, ¢ de uma
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Figura 6.22: Dependéncia térmica da Concorréncia em fungao da componente transversal
do acomplamento de Heisenberg J, para alguns valores especificos da componente J,: (a)
J,=2.0; (b) J, =138.

concurrence

concurrence

Fonte: Autor, 2017.

certa surpresa que a concorréncia seja nula também dentro da fase DCP (equagao 6.54).
Concluimos, entao, que a fase SQT é a tnica fase que ird apresentar emaranhamento
quantico.

Em temperatura zero, é facil de se obter C = % através dos autovetor (equacao 6.53) que
representam o estado SQT , indicando um emaranhamento substancial, mas nao completo
dos estados de spin. Para esclarecer o efeito da temperatura sobre o emaranhamento
bipartido, foi proposta a ilustragao 6.22(a), representando a concorréncia em fungao da
temperatura parao acoplamento longitudinal J, = 2 do triangulo de Heisenberg e varios
valores da componentes transversa .J,. Quando o acoplamento transversal tende a valores
positivos, J, — J, > 0, o sistema entra gradativamente na fase DCP e o emaranhamento

desaparece.
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De acordo com a expectativa, as flutuagoes térmicas gradualmente eliminam as corre-
lagoes quanticas, fazendo com que a concorréncia geralmente decres¢a com o aumento da
temperatura até o ponto que desapareca por completo numa temperatura limiar, 7;.

Além desse comportamento tradicional, também foi encontrado um comportamento re-
entrante para a funcdo C(J,, J,), que foi ilustrado num exemplo particular, figura 6.22(b),
para o conjunto de parametros J, = 1.8 e J, = —0.19. Sobre essas circunstancias, a
concorréncia inicia do zero e apenas surge a partir de uma temperatura um pouco menor
que T;. Neste caso, o emaranhamento quantico mostra uma inducao térmica peculiar

crescendo e decrescendo até completamente sumir em 7;.

Temperatura de Frustracao e Temperatura Limiar

Figura 6.23: Temperatura limiar 7; como fun¢ao da componente transversal do acom-
plamento de Heisenberg J, para alguns valores especificos da componente J,. O zoom
mostra, em detalhes, a regiao de reentrancia para o caso particular J, = 1.8.

1.2

0.3

0.0 -
-1.5 -1.0 -0.5 0.0
J

x

Fonte: Autor, 2017.

Para se obter uma idéia geral sobre a presenca de emaranhamento e a relacao disto
com a frustracao geométrica, a figura 6.23 montra também a temperatura de frustracao
(Tf) como funcdo da interacao de Heisenberg .J, para alguns valores do acoplamento .J,.
Assim como o modelo do tubo de Spin—% de Ising-Heisenberg serd emaranhado dentro do
espaco de parametros interior contornado pelas linhas da temperatura limiar (73), onde a
concorréncia é nao nula.

Se a interagao de Heisenberg longitudinal é suficientemente alta J, > 2, entao, a tem-
peratura limiar decresce monotonicamente com o crescimento da componente transversal

J, até tender a zero quando J, = 0. Por outro lado, a dependéncia da temperatura limiar

Instituto de Fisica - UFAL



TUBO TRIANGULAR DE SPIN—% DE ISING-HEISENBERG 176

acaba quando J, < 2, ou seja, na regiao de fronteira entre as fases SQT-CAF, J, = J, —2.
Além disso, o comportamento reentrante mais proeminente pode ser observado na figura

6.23 quando estamos bem proximos inferiormente de J, ~ 2.

Figura 6.24: Dependéncia da temperatura limiar T; (linhas solidas) e da temperatura de
frustracao T’ (linhas pontilhadas) em fun¢do da componente transversal J, para diversos
valores da componente longitudinal J,. A figura (a) mostra o comportamento reentrante
da temperatura limiar 7} e a figura (b) o comportamento reentrante da temperatura de
frustragao T%.

J =025

Fonte: Autor, 2017.

Neste ponto, é de grande interesse verificar o comportamento conjunto entre a frus-
tracao dos spins e o emaranhamento quantico, que em primeiro momento nao mostra
nenhuma relagdo direta. Para verificar esse efeito conjunto, temos a figura 6.24, que re-
presenta a temperatura limiar e a temperatura de frustragao em funcao do acoplamento de
Heisenberg transversal J, para alguns valores do acoplamento longitudinal J, constante.

Para iniciarmos a comparagao, pode-se notar que as temperaturas, 7; e T, coincidem

em baixas temperaturas, pois ambas convergem para o mesmo limite de temperatura zero,
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mesmo apresentando um comportamento totalmente independente em temperaturas mais
altas.

Pode ser, também, entendido (a partir da figura 6.24) que o emaranhamento térmico
ocorre apenas fora da regiao contornada pela linha das temperaturas de frustragao. Isto
significa que a frustracao dos spins no modelo de spin—% do tubo triangular de Ising-
Heisenberg é essencial para o surgimento do emaranhamento quantico.

O comportamento reentrante nas temperaturas limiares (7}) indica o surgimento de
emaranhamento quantico termicamente induzido na regiao de parametros para o qual o
estado fundamental é ndo-frustrado J, ~ 2 (mostrado na figura 6.24(a)). A reentrancia
na temperatura de frustracao indica que é possivel atingir correlacoes nao-frustradas na
regido de estado fundamental emaranhado(mostrado na figura 6.24(b)).

Outro ponto interessante é que ambas as reentrancias sao antagonicas e nao podem

emergir simultaneamente.

Nao-Localidade

Outro ponto importante no estudo das correlagoes quanticas é se o modelo proposto
viola ou ndo a desigualdade de Bell [200], pois o emaranhamento e a nao-localidade
carregam caracteristicas independentes das correlacoes quanticas.

A verificacdo da validade da desigualdade de Bell para os trés estados fundamentais
revela que nao ha violacao, desde que os valores obtidos nunca excedem o valor B = 2
permitido para correlacoes classicas. Para comprovar essa afirmacao basta observar o
comportamento da funcao de Bell em funcao da temperatura, demonstrada na figura
6.25(a). Esta mostra as variacoes da fungao de Bell em cada uma dos trés estados funda-
mentais que formam o diagrama de fase (figura 6.15): DCP (linha azul tracejada), CAF
(linha vermelha continua) e SQT (linha verde tracejada).

Desta forma, foi verificado que as correlacoes quanticas neste modelo de Ising-Heisenberg
do tubo triangular apenas evidenciam a presenca de emaranhamento quantico na fase
SQT, mas nao implicam em comportamentos nao-locais na troca de informacgao entre os
spins, resultado ilustrado na figura 6.25(a).

A cuspide presente na func¢ao de Bell para a temperatura 7" ~ 0.55, figura 6.25(a), é
um caso particular da fase CAF representando o comportamento mais exotico observado.

A presenca deste tipo de singularidade deve-se ao fato que o valor absoluto das correlacoes

Instituto de Fisica - UFAL



TUBO TRIANGULAR DE SPIN—% DE ISING-HEISENBERG

Figura 6.25: (a) Funcao de Bell em fun¢ao da temperatura para 3 conjuntos diferentes de
parametros de Heisenberg (J,, J,.) correspondendo aos 3 estados fundamentais disponiveis:
(J, = J. = 1.0) dentro da fase FAC, (J, = —J, = 2.0) dentro da fase SQT e (J,

J, = 2.0) dentro da fase DAQ. (b) Variacao térmica do valor absoluto das correlagoes
longitudinas e transversais para a mesma célula unitaria quando estamos dentro da fase

FAC (J, = J, = 1.0) .
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Fonte: Autor, 2017.

transversais e longitudinais entre os spins de uma mesma célula unitaria se cruzarem nesse

ponto, apresentando dois comportamentos distintos antes e depois do cruzamento, figura

6.25(D).
Calor Especifico

A variagoes substanciais das funcoes de correlacao proximas as fronteiras de transicao
entre os estados fundamentais que formam o diagrama de fase (figura 6.15) indicam que
existem também comportamentos nao usuais nas demais quantidades termodinamicas.

Por fim, iremos analisar o comportamento do calor especifico devido a variacoes térmicas

Instituto de Fisica - UFAL



TUBO TRIANGULAR DE SPIN—% DE ISING-HEISENBERG 179

na auséncia de campo externo.

Figura 6.26: Calor especifico por spin em funcao da temperatura para um valor especifico
do acoplamento longitudinal J, = 1 e alguns valores da componente transversal de Hei-
senberg .J,, selecionados dentro de cada uma das fases que formam o diagrama de fase do
modelo: (a) dentro da fase CAF (b) dentro da fase SQT e (c¢) dentro da fase DCP.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0.05F

0.00
©

Fonte: Autor, 2017.

Através da figura 6.26(a) pode ser visto o comportamento do calor especifico dentro da
fase SQT. Dentro desta fase, o calor especifico pode exibir um pico duplo peduliar, onde

o pico de baixa temperatura surge devido a quebra nas correlagoes longitudinais entre
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spins de triangulos vizinhos devido ao efeito térmico. Este segundo pico inferior aparece
quando o sistema se aproxima da fronteira da transicao SQT — CAF: em J, = 1.0 e
J. = —1.0.

Em contraste a esse comportamento, o calor especifico mostra um comportamento
usual, com um tnico maximo na maioria do espaco de parametros correspondentes a
fase CAF, como visto em 6.26(b), com excessao do comportamento atipico quando os
acoplamentos do modelo estao proximos da regiao de transicao de fase DCP-CAF: em
J, =1.0e J, = 2.0, devido as flutuacoes de ordenamento magnético que surgem quando
nos aproximamos muito da linha de transicdo para temperaturas finitas.

Na figura 6.26(c), recupera-se o efeito do pico duplo para o calor especifico assumindo
o conjunto de acoplamentos dentro da fase DCP. Dentro desta condigao, o pico de baixa
temperatura surge novamente devido a quebra nas correlagoes longitudinais entre spins de
triangulos vizinhos, quando a agitagao térmica comeca a assumir um papel protagonista
na orientacao dos spins.

O comportamento mais interessante talvez seja a estrutura de picos duplos, mostrado
nas figuras 6.26(a) e (c). A dependéncia térmica do calor especifico a campo nulo mostra
duplos picos separados quando os acoplamentos estao na vizinhancas da regiao de transi-
¢ao DCP-CAF mas ainda assim dentro da fase CAF. Nessa regiao, as excitagoes térmicas
de origens diferentes sao responsaveis pela existéncia de um pico méximo sobre T' ~ 1.0,
bem como um méximo intermedidrio proximo da temperatura 7' ~ 0.25, revelando o
declinio gradual das correlagoes internas da célula unitaria.

Bem como a presenca de um pico agudo de baixa temperatura, , mostrado nas figuras
6.27(a) e (b), que aparece proximo de T' & 0.072, na regido de J, = 1.0 e J, = 1.9, pode
ser entendido como uma excitagao térmica da fase duplamente degenerada CAF para a
macroscopicamente degenerada fase DCP. A temperatura para o surgimento do pico pode
ser encontrada com uma certa precisao através da expressao:

4—-2J,—J,

T, =——"F7""— 6.55
p 1n4 ? ( )

que surge pela uma comparagao direta da energia livre de Helmholtz das fases CAF e
DCP supondo que as variacoes térmicas da energia interna e entropia sao simplesmente
ignoradas.

A anélise acima leva a concluir que o pico ponteagudo de baixa temperatura do calor
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Figura 6.27: (a) Figura em escala semi-logaritmica da dependendéncia térmica do calor
especifico por spin exatamente na regidao de transicao entre as fases CAF -DCP , em
J, =1.0e J, = 2.0. (b) Pico inferior para o calor especifico em fun¢ao da temperatura
quando J, = 1.0 e J, = 1.9, numa escala logaritimica. (c) Dependendéncia térmica do
calor especifico por spin exatamente na regiao de transicao entre as fases FAC -DAQ , em
J.,=10e J,=2.0,equando J, =1.0e J, = 1.9.
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Fonte: Autor, 2017.

especifico aparece devido ao alto ganho entrépico, que se origina dos graus de liberdade
quirais da fase DCP que possuem energia um pouco acima da energia da fase CAF. Para

confirmar essa afirmacao, a figura 6.27(c) mostra relevantes variagoes de entropia, que
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providenciam uma abrupta, mas ainda assim continua, mudanca na entropia a partir do
zero até In 2 associada a dupla quiralidade, ou seja, da passagem da fase CAF para DCP.
A mudanca abrupta da entropia pode ser detectada pela temperatura, em concodancia

com a expressao para 1), 6.55.
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Capitulo

TUBO TRIANGULAR DE SPIN-4 DE
HEISENBERG

7.0.1 Meétodo

Neste capitulo iremos confrontar os resultados exatos obtidos para o modelo de Ising-
Heisenberg através do método da matriz de transferéncia com os resultados que podem
ser obtidos para o modelo do tubo triangular de spin—% de Heisenberg através do método
do grupo de renormalizagao da matriz densidade através de um codigo aberto pertencente
ao protejo ALPS (obtido da versdao 2.0 do projeto ALPS) [36, 51, 88|.

Sendo assim, devido a aplicacao de um campo externo h, o modelo do tubo triangu-
lar de spin—% de Heisenberg, descrito na figura 7.1, pode ser representado pelo seguinte

Hamiltoniano:

3

N 3 3 3
H=3" IS S+ 51 (D8u) (Do Sins) —n >S5, (7.1)
1 =1 j=1 j=1 j=1

Os acoplamentos de Heisenberg J e J; possuem significado similar aos apresentados
no capitulo anterior, para o modelo de Ising-Heisenberg, com excecao que agora 0s aco-
plamentos J; para spins situados em diferentes células unitarias interagem devido a uma
ligacao quantica de Heisenberg, ao invés da ligacao de Ising proposta no caso anterior.
Este modelo foi analisado por Honecker e colaboradores [41, 51].

Tal qual o modelo do tubo de spin de Ising-Heisenberg, pode-se reescrever a equagao

7.1 em termos do momento de spin total na i-ésima posicao T; = 2523 = S;; e sua
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projecao na diregdo z dada T7 = Zf::}’ = Si:

N

3NJ J

h
H= =" > AT T + Z(Tg +TE) - 5 (77 + 721 (7.2)

=1

4

Figura 7.1: Geometria do modelo do tubo de spin—% frustrado de Heisenberg. As linhas
solidas representam os acoplamentos J de Heisenberg dentro da célula unitaria triangular
e as linhas finas tracejadas correspondem as interagoes de Heisenberg J; entre spins de
diferentes células unitarias.

Torna-se evidente que foi obtida uma representacao analoga a do modelo do tubo
de Ising-Heisenberg, eq. 6.6. Entretanto, a equacao 7.2, que define uma cadeia unidi-
mensional composta na representacao do spin total, nao estd numa forma completamente
diagonal e preserva as caracteristicas quanticas do modelo. Contudo, o spin total da célula
unitaria ¢ e sua componente z continuam sendo bons nimeros quanticos para representar
o sistema.

Isto permite aplicar alguns métodos computacionais baseados no DMRG, em especial,
permite utilizarmos uma versao do codigo (em linguagem Python) para obtermos a energia
do estado fundamental de cadeias de spin de Heisenberg presente no projeto ALPS |36,
51, 88|, para se obter as grandezas termodinamicas relevantes do sistema.

Deste modo, o estado fundamental do tubo de spin—% de Heisenberg pode ser obtido
pela simulagao numeérica, através do codigo disponibilizado pelo projeto ALPS [88], de 3

cadeias de spin compostas:
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e Cadeia efetiva de Heisenberg com spin—%, cuja energia é

3

By =" NJ+ JE2(N, S3), (7.3)

3
2

e Cadeia efetiva mista de Heisenberg com spin—(%, %), cuja energia é

e

)

D=

) (N, S7), (7.4)

3
2

o=

2 >J1E(

e Cadeia efetiva mista de Heisenberg com spin—%, cuja energia é

3 !
E% = _ZNJ+ J1Ez(N,S7). (7.5)
Na notagdo acima, E*(N, S%) refere-se a energia da cadeia efetiva de N spins-a da-

dos pelo Hamiltoniano efetivo H.;r = Zf\il T, - T;,1 dentro do setor com spin total

1
2

S% = va — T7. E importante frisar que cada estado de spin T; = 1 surge com duas
quiralidades diferentes. Os autovalores do Hamiltoniano equacao 7.3 sao independentes
dessa quiralidade, mas a degenerescéncia faz surgir uma entropia de kg ln 2 por sitio.

O diagrama do estado fundamental e o processos de magnetizacao foram discutidos
através de simulacoes da técnica de DRMG aplicada as cadeias efetivas, equacoes 7.3,
7.4 e 7.5, por Honecker e colaboradores [41, 51]. No presente trabalho, nos utilizamos
o programa de codigo aberto do projeto ALPS [88] para implementar o procedimento
do DMRG numa cadeia efetiva de 120 spins efetivos, que correspondem para o modelo
original um tubo de spin de Heisenberg com 360 sitios.

A simulacao do DMRG tem realizada com 16 sweeps, enquanto o ntimero de esta-
dos mantidos foi de 1000. O grande ntimero de sweeps é necesario devido & escolha de
condicoes periodicas.

Foram encontrados os seguintes estados de menor energia para as 3 cadeias de spins
compostos, equacdes 7.3, 7.4 ¢ 7.5, : F2(120,0) = —0.44320, E(z:2)(120,0) = —0.98361
e E%(120, 0) = —2.82832 valores que estao de acordo com a previsio numérica prevista
anteriormente em [41].

Consequentemente, é possivel estimar o estado fudamental de energia dessas cadeias

infinitas com uma precisao de aproximadamente 10~*. Usando as equacoes 7.3, 7.4 e 7.5
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sem nenhuma extrapolacao (exceto para os valores de campo onde ocorrem os saltos de

magnetizacao).

7.0.2 Resultados e Discussoes
Diagrama do estado fundamental

A figura 7.2 faz uma comparacao entre os diagramas de fase entre os dois modelos,
Heisenberg e Ising-Heisenberg. O modelo do tubo de Ising Heisenberg ¢ mostrado na
figura 7.2(a) e o tubo de Heisenberg ¢ mostrado nas figuras 7.2(b) e 7.2(c). Ambos estados
fundamentais possuem varias caracteristicas em comum, principalmente na regiao para
a razao de acoplamentos % < % Para regiao % > %, ¢ mostrado um comportamento
distinto entre os dois modelos.

Para campos suficientemente baixos, o modelo quantico de Heisenberg pode ser efeti-
vamente descrito pelo estado de liquido de spin (SL) [47, 201], fase sem ordem de longo-
alcance e que pode ser a responsavel pelo acoplamento dos pares de Cooper [147], da cadeia
unidimensional de spin—% de Heisenberg (para % < 0.629), ou pelo estado de liquido de
spin da cadeia unidimensional de spin—% de Heisenberg (para J—Jl > 0.629).

Essa conjectura ganhou ampla discussao, porque este estado LS é caracterizado pela
existéncia de estados singletos que podem ser formados por dimeros ou plaquetas distri-
buidos aleatoriamente sobre uma rede cristalina. Em ambos os casos, as fases sao sem gaps
e podem ser caracterizadas pela mudanca continua da magnetizagao com o aumento do
campo magnético. Os primeiros estudos sobre o ordenamento LS foram feitos na década
de oitenta por Shartry e Sutherland [202]

Esse comportamento é completamente diferente, do obtido para o modelo exato de
Ising-Heisenberg, devido as novas correlagoes quanticas introduzidas pela redefinicao do
acoplamento J; como um acoplamento quantico de Heisenberg no modelo do tubo de
spin—% Heisenberg.

Entretanto o gap de energia do modelo efetivo de Heisenberg de spin—% proximo ao
campo critico h.y = 2.J;, onde o estado completamente polarizado do modelo efetivo é o
estado de menor energia do tubo de spin—% de Heisenberg exceto para a regiao acima do
segundo campo critico heo = J; + %

E notavel que o estado completamento polarizado do modelo unidimensional de spin—%

coincide com o estado QFO do modelo do tubo de spin—% de Ising-Heisenberg. Similar-
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Figura 7.2: (a) Diagrama do estado fundamental para o spin-3 de Ising Heisenberg no

plano J—; — %, onde todas as transigoes de fase energéticas sao descontinuas. (b) Diagrama
do estado fundamental para o spin—% de Heisenberg no plano % — %, onde quatro transicoes

de fase possuem gaps e trés transi¢oes sao continuas. (¢) Uma ampliagdo do diagrama de
fase do tubo de Spin—% de Heisenberg, que mostra a caracteristica reentrante da linha de
transicao relativa a fase de spin—%. As linhas grossas (finas) denotam uma transi¢ao de
primeira ordem (segunda ordem).
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mente, o estado completamente polarizado do modelo unidimensional de Heisenberg misto

de spin—(%, %) aparece como outro auto-estado do modelo de tubo de spin—% de Heisen-
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berg entre o segundo e o terceiro campo critico he = J; + % e hes = 3J; + %, sendo
exatamente idéntico ao estado fundamental MFO do modelo do tubo de spin de Ising-
Heisenberg. Além disto, este auto-estado é delimitado precisamente pelos mesmos campos
criticos encontrados para a fase MFO.

Desta forma, existe um perfeita coicidéncia entre o diagrama de fase do tubo de Ising-

Heisenberg e o tubo de Heisenberg na regiao do espaco de parametros delimitada por

Ji

+ € suficientemente pequena.

% < % e h > 2J;, onde a razao de interagao

Em contraste a isso, os estados fundamentais, dos diagramas de fase dos modelos de
spin-3 Ising-Heisenberg e Heisenberg, figuras 7.2(a) e 7.2(b), mostram um comportamento
distinto para a razao de interagao ‘7—]1 > % Além disto, existem trés regioes continuas para
o modelo de spin—% de Heisenberg para essa regiao, correspondendo as cadeias efetivas
de spin—%, spin—% e de spin misto (%, %) de Heisenberg. Uma nova regiao de platd corres-
pondente a um plato intermediario de um ter¢o da magnetizacao de saturacao pode ser
encontrada para uma regiao de campo intermediario.

O platd da cadeia efetiva de spin misto (%, g) de Heisenberg gera o novo platd de
um ter¢o de magnetizacao para o modelo do tubo de Spin—% de Heisenberg, que possui
uma origem completamente diferente que o platé de magnetizacao de um terco originado
pela cadeia efetiva unidimensional de spin % Pode ser mostrado, entretanto, que o estado
fundamental MFT do tubo de Spin—% de Ising-Heisenberg nao pode capturar o alinhamento

de spins desse novo estado quantico do modelo do tubo de spin de Heisenberg.

Processos de Magnetizagao

Agora, iremos analisar as curvas de magnetizacao do tubo de spin—% de Heisenberg,
comparando-o ao modelo exato de Ising-Heisenberg, assim como foi feito com o diagrama
de estado fundamental.

De acordo com a regra de Oshikawa-Affleck-Yamanaka [23], o tubo triangular de spin-
% pode exibir platos de magnetizagao intermididrios na regiao zero, um tergo e dois tercos
da magnetizacao de saturacao quando a duplicagao da célula unitaria é levada em con-
sideracao. Isto pode ser observado, na figura (a), para o tubo de Ising-Heisenberg que
exibe todos os platos de magnezitacao possiveis.

Para o caso de temperatura nula, a dinamica dos processos de magnetizacao do tubo

de spin—% de Heisenberg pode ser obtido utilizando os valores de magnetizacao dos estados
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Figura 7.3: Grafico da magnetizacao normalizada com respeito ao valor de saturacao em
funcao do campo magnético % e da razao dos acoplamentos para % ilustrados em: (a)

Modelo do tubo de Ising-Heisenberg; (b) Modelo do tubo de Heisenberg.

h/J

4

m/mg = 1/3

m/mg =0
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Fonte: Autor, 2017.

I}

5 7

Fonte: Autor, 2017.

de menor energia adquiridos com a técnica do DMRG para as trés cadeias de spin efetivas,

calculando-se separadamente cada setor de magnetizacao com spin total S7.

O campo magnético serd obtido através da mudanca do spin total de S7 para S7 + 1,

pela diferenca entre os estados fundamentais para cada um desses setores adjacentes, ou

seja, h = E}=0(N,S7+1)— E}=°(N,57) , em campo nulo. A figura (b) mostra um grafico

em trés dimensoes da magnetizacao em funcao do campo magnético % aplicado e da razao

de interacao J—Jl Como pode ser visto, a magnetizacao varia continuamente do zero até o

valor de saturacao, quando a razao entre os acoplamentos % > 0.64.

Entretanto, a magnetizagao mostra, figura 7.4(b), um crescimento suave com o au-

mento do campo magnético até que encontra o platdo de magnetizacao em um terco quando

a razao de interacao é menor que % > 0.5. O platé de magnetizacao em um terco é subse-
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quentemente substituido por um salto abrupto da magnetizacao levando a magnetizacao
até o plato dois tercos, tendo seu fim no campo de saturacao onde a magnetizacao vai para
seu valor de saturacao. Ainda pode ser mencionado que o comportamento mais relevante
pode ser obtido nas regioes de valor intermediario dos acoplamentos: 0.64 > % > (.5,

que pode incluir uma mudanga continua na magnetizagao entre os platos intermediarios

devido a presenca da variagao continua do estado fundamental de liquido de spin.

Emaranhamento Quantico

Para o caso do modelo do tubo de Ising-Heisenberg, devido as caracteristicas clés-
sicas do acomplamento de Ising .J;, nao h& presenca de correlacoes quanticas para os
spins situados em diferentes células triangulares adjacentes. Como esperado, o modelo de
Ising-Heisenberg nao apresenta emaranhamento quantico entre diferentes células unita-
rias, exatamente o oposto do que acontece dentro das células unitarias, onde hé correlacoes
quanticas entre os spins devido ao acomplamento interno de Heisenberg J. Com isto em
mente, nos propomos a explorar o emaranhamento quantico agora para os spins situados
em diferentes células unitarias ligados pelo acoplamento quantico de Heisenberg, criando
correlagoes quanticas no modelo do tubo de Heisenberg antes nao vistas no model de
Ising-Heisenberg.

Para tal feito a concorréncia, dada pela equacao 6.50, serd usada mais uma vez como
um quantificador do emaranhamento quantico entre os spins do tubo de Spin—%. O dia-
grama resultante desta analise de emaranhamento ¢ mostrado na figura 7.4.

Na figura 7.4, o emaranhamento quantico entre dois spins, definido pela funcao con-
corréncia C' como fun¢ao do campo magnético % e da razao entre os acoplamentos para %
é ilustrado em: 7.4(a) valor de C para spins situados dentro dentro da célula triangular,
interligados pelo acoplamento J, no modelo do tubo de Ising-Heisenberg; 7.4(b) valor de
C para spins situados em diferentes células triangulares, interligados pelo acoplamento
J1, no modelo do tubo de Heisenberg.

Pode-se assim observar que existem diferencas profundas nos comportamentos do ema-

ranhamento dentro e fora da célula unitaria.
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Figura 7.4: Emaranhamento quantico entre dois spins, definido pela fungao concorréncia
C como funcao do campo magnético % e da razao dos acoplamentos para % ilustrados
em: (a) valor de C para spins situados dentro dentro da célula triangular, interligados
pelo acoplamento J, no modelo do tubo de Ising-Heisenberg; (b) valor de C' para spins
situados em diferentes células triangulares, interligados pelo acoplamento J;, no modelo

do tubo de Heisenberg.
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Fonte: Autor, 2017.
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Funcoes de Correlacgoes

Para se esclarecer esse comportamento distinto, propomos a observacao das correlagoes

entre pares de spins, ilustrados na figura 7.5. Nesta anéalise, foram calculadas, usando a

A

técnica do DMRG, as correlagoes de pares: Cxx = (SffjgﬁrLﬂ e Czz = (S}, AfH,j), para

~

os spins interligados pelo acoplamento de Heisenberg .J;. Como esperado, as funcoes Cyz
e Cxx exibem platos e regioes em que as fungoes de correlagao crescem continuamente
com o aumento do campo externo, semelhantes aos encontrados na figura (b), que ilustra
o comportamento da magnetizacao local do modelo do tubo de spin de Heisenberg.

Na figura 7.5(a) , observa-se que a correlagao transversal C'x x entre spins de tridngulos

Instituto de Fisica - UFAL



TUBO TRIANGULAR DE SPIN—% DE HEISENBERG 192

vizinhos é nula para as regioes de platos, excluindo a possibilidade de emaranhamento
quantico dentro dessas regides. Desta forma, o emaranhamento quantico s6 pode ser
encontrado na regiao, % > (.62, onde h4 um aumento continuo da correlacao transversal
Cxx em funcao do campo externo h. Para campos intensos é encontrado um platd da
magnetizagao de saturacao, onde nao ha emaranhamento quantico, devido a polarizacao

dos spins com o campo magnético externo.

Figura 7.5: Grafico das correlagoes dos spins C,,. e C,, para os spins situados em diferentes

células unitarias, interligados pelo acoplamento J;, em funcdo do campo magnético & e

da razao dos acoplamentos % .

J

0.25
0.15
220.05
-0.05
-0.15

Fonte: Autor, 2017.

Deve ser comentado, contudo, que surpreendentemente o estado ”spin—% gapless” nao

apresenta emaranhamento quantico, que é suprimido pela competicao das funcgoes de

correlagao e da polarizagdo do campo magnético, como mostrado na figura 7.5(a).
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Capitulo

CONCLUSAO E PERSPECTIVAS

Neste trabalho, fornecemos uma comparacao detalhada das propriedades termodina-
micas e de emaranhamento quantico dos modelos frustrados de spin—% do tubo triangular
de Ising-Heisenberg e do tubo triangular de Heisenberg na presenca de um campo ex-
terno. Os modelos diferenciam-se entre si pela presenca ou nao das correlacoes quanticas
dadas pelo acoplamento J; que representa as ligacoes entre spins de diferentes células
unitarias consecutivas. Consideramos ainda nos calculos andliticos do tubo de spin—% de
Ising-Heisenberg o caso anisotropico da constante J que representa as ligacoes internas
da célula unitéaria triangular do modelo. Todos os estados fundamentais dos dois modelos
foram minuciosamente avaliados e os respectivos diagramas de fase foram contruidos para
regiao em que razao de acoplamentos % > 0.

O procedimento que usamos para o estudo do tubo de spin—% de Ising-Heisenberg foi a
diagonalizacao exata do Hamiltoniano que descreve o sistema para obter os auto-estados
de energia e assim detalhar o diagrama de fase. Utilizando o formalismo da matriz de
transferéncia, o comportamento térmico das correlacoes entre os spins das cadeias foi
determinado, bem como o diagrama de fase do modelo de spin—% de Ising-Heisenberg que
envolve quatro estados fundamentais quanticos: QAF, QFO, MFI ¢ MFO em conjunto
com dois estados fundamentais classicos: CAF e CF. Cada par de spins dentro da mesma
célula unitaria estd quanticamente emaranhado dentro das fases QAF e QFO, enquanto o
emaranhamento quantico ocorre alternadamente, se uma célula apresentar a subsequente
nao ird apresentar, nas células triangulares dentro da fase MFT e MFO. O emaranhamento
quantico entre spins vizinhos pertencentes ao mesmo triangulo de Heisenberg é confirmado

mesmo na auséncia de campo externo.
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Em contraste a isso, o diagrama de fase de spin—% de Heisenberg envolve apenas um es-
tado fundamental cléssico, 3 estados fundamentais quanticos com platos de magnetizagao
local, "gapped”, e 3 estados fundamentais quanticos com aumento continuo da magnetiza-
¢ao local com o campo externo h, "gapless”. O estado fundamental classico e dois estados
quanticos gapped podem ser exatamente indentificados como os trés estados CF, QFO e
MFO do modelo do tubo de spin—% Ising-Heisenberg. Sabendo deste fato, torna-se facil
compreender a perfeita coincidéncia entre o diagrama de fase do tubo de Ising-Heisenberg
e do tubo de Heisenberg na regiao de parametros % < % e h > 2.J; inerente a esses estados
fundamentais. No resto do espaco de parametros, ocorre substancial diferenca entre os
estados gapless com caracteristicas de liquido de spin presentes no modelo de Heisenberg
com as regioes gapped do modelo de Ising-Heisenberg. Consequentemente, o cenario de
magnetizagao do tubo de Spin—% de Heisenberg ¢ bem mais diverso em comparag¢ao com o
processo de magnetizacao do tubo de spin—% de Ising-Heisenberg, que sempre envolve os
platos de zero, um terco e dois tercos e saltos de magnetizacao entre eles.

Nas curvas do calor especifico versus temperatura, para o modelo do tubo de spin—%
de Ising-Heisenberg, nota-se uma estrutura de duplos picos, o que reflete a competicao
entre dois possiveis estados fundamentais. Primeiro, ha o surgimento de um pico intenso

"“crossover"’

no calor especifico, chamando efeito Schottky, bastante ingrime devido ao
termicamente induzido de um estado altamente degenerado para um estado pouco dege-
nerado. Para campo nulo, um segundo pico ¢ também visto reminescente da transicao
entre as fases QAF e QFO.

A analise do comportamento da desmagnetizagao adiabatica do tubo de spin—% de
Ising-Heisenberg foi feita observando-se a curva da temperatura versus campo, para li-
nhas de entropia constante (linhas adiabaticas). Pudemos observar que a maior taxa de
resfriamento ocorre quando diminuimos o campo nas proximidades dos valores criticos
(valores de campo que definem as transi¢oes entre os estados fundamentais). Entretanto,
se o campo externo for reduzido a partir de um valor critico ocorrerd uma maior taxa
de aquecimento, existindo assim um duplo comportamento do sistema, efeito semelhante
aparece num mineral do grupo dos carbonatos com composi¢ao quimica Cuz(CO3)2(OH )o
conhecido como azurita.

O processo de magnetizacao do tubo de spin—% de Heisenberg nao se resume apenas

a regioes de platds, mas também contém regioes de transicao continua sem saltos da
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magnetizagao. Sendo assim, podem ou nao surgir platos intermediarios de um tergo e dois

tercos da magnetizacao de saturagao dependendo da razao relativa entre os acoplamentos

Ju
7

Em adicao a isso, o modelo do tubo de Heisenberg pode exibir emaranhamento
quantico para os spins que sao interligadas pelo acoplamento Jj, situados em diferentes
células unitarias adjacentes.

Por fim, enfatizamos que este trabalho abre perspectivas bastante promissoras na pes-
quisas de emaranhamento quantico e desmagnetizacao adiabatica em sistemas magnéticos
modelados por cadeias de spin anisotropicas do tipo Ising ou Heisenberg com estruturas
mais elaboradas. Pode-se introduzir frustracoes cinematicamente induzidas neste tubo de
spin tridngular com geometrias mais complexas. E interessante incluir também o hopping
quantico entre os spins de células vizinhas que é relevante par ao estudo de magnetismo em
sistemas de spins itinerantes. Entretanto, como no caso do modelo do tubo de Heisenberg,
uma solucao exata para as quantidades termodinamicas deste nao seria possivel. Como
no caso do modelo do tubo de Heisenberg, deve-se recorrer a métodos numéricos para o
estudo de sistemas finitos ou técnicas de Grupo de Renormalizacao de Matriz Densidade.

Em resumo, esperamos que a presente tese possa estimular futuros estudos de emara-
nhamento quantico e nao-localidade em sistemas magnéticos frustrados de baixa dimen-
sionalidade que possam explorar suas potenciais aplicacoes cientificas e tecnologicas no

mapeamento de compostos magnéticos reais.
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ABSTRACT

The spin-1/2 Ising-Heisenberg three-leg tube composed of the Heisenberg spin triangles mutually
coupled through the Ising inter-triangle interaction is exactly solved in a zero magnetic field. By making
use of the local conservation for the total spin on each Heisenberg spin triangle the model can be rig-
orously mapped onto a classical composite spin-chain model, which is subsequently exactly treated
through the transfer-matrix method. The ground-state phase diagram, correlation functions, con-
currence, Bell function, entropy and specific heat are examined in detail. It is shown that the spin
frustration represents an indispensable ground for a thermal entanglement, which is quantified by the
quantum concurrence. The specific heat displays diverse temperature dependences, which may include a
sharp low-temperature peak mimicking a temperature-driven first-order phase transition. It is convin-
cingly evidenced that this anomalous peak originates from massive thermal excitations from the doubly
degenerate ground state towards an excited state with a high macroscopic degeneracy due to chiral
degrees of freedom of the Heisenberg spin triangles.

© 2016 Elsevier B.V. All rights reserved.

1. Introduction

Quantum spin models in one dimension traditionally attract a
great deal of attention, because they often exhibit unique magnetic
properties closely connected to exotic quantum ground states
[1-5]. Although all real-world magnetic materials are essentially
three dimensional a lot of them can be effectively described by the
notion of one-dimensional (1D) quantum Heisenberg spin models
due to negligible interactions in other two spatial dimensions
[5,6]. It should be emphasized that 1D Heisenberg spin models
display more prominent quantum features than their higher-di-
mensional counterparts on account of reinforced quantum spin
fluctuations. If the geometric spin frustration is absent, the fun-
damental properties of quantum Heisenberg chains basically de-
pend on the parity of spin. The Heisenberg chains with half-odd-
integer spins have a gapless excitation spectrum and algebraic
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decay of correlations, while the Heisenberg chains with integer
spins have an energy gap and exponential decay of correlations
[1,7]. If the geometric spin frustration comes into play, however,
the essential features of quantum Heisenberg chains may become
more complex and possibilities for a low-energy spectrum are also
broadened [2-5].

From an immense reservoir of 1D quantum spin systems, the
spin-1/2 Heisenberg tubes have recently attracted much attention
[8-23]. The term spin tube generally refers to a n-leg (n > 3) spin
ladder with periodic boundary conditions along a rung (inter-
chain) direction. The antiferromagnetic coupling along the rung
direction obviously causes a geometric spin frustration whenever
the odd-numbered tube is considered. Owing to this fact, the an-
tiferromagnetic spin-1/2 Heisenberg three-leg tube has a spin gap
in contrast to the spin-1/2 Heisenberg three-leg ladder with an
open boundary condition along the rung (inter-chain) direction
[20-23]. The Lieb-Schultz—Mattis theorem [24] would suggest
that the spin gap must be accompanied with at least doubly
degenerate ground state with a spontaneous breaking of the
translational symmetry since the unit cell consists of three spins.
From the experimental point of view, 1D coordination polymers
[(CuCltachH)sCl|Cl, (tach=1,3,5-triaminocyclohexane) [25-27]
and Cu,Cl4-DgC4S0, [28] provide unique experimental realizations
of a spin-1/2 Heisenberg three-leg and four-leg tube, respectively.

In the present work, we will exactly examine a spin frustration
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and thermal entanglement of the spin-1/2 Ising-Heisenberg three-
leg tube, which accounts for the Heisenberg intra-triangle and
Ising inter-triangle interaction. This simplified but still highly non-
trivial 1D quantum spin system is exactly tractable by adapting the
approach worked out previously for the spin-1/2 Ising-Heisenberg
tetrahedral chain [29,30]. The exotic quantum ground states along
with a mutual interplay of spin frustration and quantum en-
tanglement will be the main subject matter of our investigations.
In particular, we will compare a frustration temperature [31] with
a threshold temperature of thermal entanglement, which will be
calculated from a disappearance of the concurrence serving as a
measure of bipartite entanglement [32,33]. Besides, we will also
calculate the non-locality function in order to test whether or not
the Bell inequality is violated [34], because the nonlocality and
entanglement capture different aspects of quantum correlations
[36,35].

The organization of this paper is as follows. The spin-1/2 Ising-
Heisenberg tube will be introduced in Section 2 along with basic
steps of its exact analytical treatment. Section 3 deals with the
most interesting results obtained for the ground-state phase dia-
gram, correlation functions, spin frustration, bipartite entangle-
ment, non-locality and specific heat. Finally, several concluding
remarks are mentioned in Section 4.

2. Model and method

Let us consider the spin-1/2 Ising-Heisenberg three-leg tube
with a cross-section of equilateral spin triangles, whereas the
spins belonging to the same triangular unit are mutually coupled
through the Heisenberg intra-triangle interaction and the spins
from neighboring triangular units are coupled through the Ising
inter-triangle interaction (see Fig. 1). The Hamiltonian of the spin-
1/2 Ising-Heisenberg three-leg tube is then given by

AZAZ
[.]x(s Sl]+l+sljslj+1) +]z 1,]+l:|
1

M

where §i;(a € {x, y, z}) mark spatial components of the standard
spin-1/2 operator, the former subscript i determines a position of a

Fig. 1. A diagrammatic representation of spin-1/2 Ising-Heisenberg three-leg tube.
Thick solid lines represent the XXZ Heisenberg intra-triangle interaction (Jy, J,),
while thin broken lines correspond to the Ising inter-triangle coupling J;.

triangular unit within a spin tube and the latter subscript j spe-
cifies a position of individual spin within a given triangular unit by

Aa

imposing cyclic boundary conditions ./S\i: =51 §,:,l+1J = §1: (see
Fig. 1). The interaction terms J, and J, stand for the XXZ Heisenberg
intra-triangle interaction between three spins from the same tri-
angular unit and the coupling constant J; labels the Ising inter-
triangle interaction between all spins from neighboring triangular
units.

The total Hamiltonian (1) of the spin-1/2 Ising-Heisenberg tube
can be alternatively rewritten in terms of composite spin operators,
which determine the total spin of the Heisenberg triangles and its
z-component

3 N 3
= Z S,‘J‘ and T Z Zj
j=1 j=1 2)

It can be proved by inspection that the composite spin operators
”If,z and ﬁz commute with the total Hamiltonian (1), i.e.

[ﬁ, iz] = [ﬁ, f,-z] = 0, which means that the total spin of the Hei-
senberg triangles and its z-component represent conserved
quantities with well defined quantum numbers. Consequently, the
eigenvalues of the total Hamiltonian (1) can be related to the ei-

2 z
genvalues of the composite spin operators '/l\',» and ﬁ . Using the
spin identity (ﬁa)2 = % - 2(§ifll§i2 + §l,,2§!a3 + §,:§za]) the total Ha-
miltonian (1) can be rewritten into the following form:

A 3N N A
H= -=—Q2 H;,

8(]x+Jz)+g] ; 5
which depends on the Hamiltonian ﬁi of two subsequent trian-
gular unit cells

NZ AZ
R B B d e de) "
The first term in Eq. (3) is the less important constant term and the
second one is expressed as a sum over the symmetrically defined

cell Hamiltonians ﬁ,v, which depend according to Eq. (4) on the
composite spin operators from two neighboring triangular units.

The eigenvalues of the composite spin operators ”/I\‘,z and fiz are
quantized according to the rules T;(T; + 1) with T; = 1/2 or 3/2 and,
respectively, T/ = - T;, - T, + 1, ..., T,. From this point of view, the
spin-1/2 Ising-Heisenberg tube defined by the Hamiltonian (1)
can be rigorously mapped onto some classical composite spin-
chain model, which can be further treated by the transfer-matrix
method [37]. Owing to a validity of the commutation relation
between the cell Hamiltonians [IQ,-, IQ]-] = 0, the partition function
can be factorized into the following form:

Z= exp[—(ij +J,) ]Tr H exp( — /}H)

i=1

3N,
:exp[?ﬁ(fo*-]z)] Y [IWd, 17 T T2

(T i=1

=ex —2 +J,) |Tr WH,
o[ 2, +1 | -

where g =1/(kgT), kg is Boltzmann's constant, T is the absolute

temperature, and the summation Z(Ti rz) Tuns over all possible
i

values of the quantum spin numbers T; and T#. The expression

A . . .

W = exp( — pH;), which depends on the composite spin operators
from two neighboring triangular units, can be alternatively viewed
as the transfer matrix with the following elements
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W (T, T7; Tiy1, T (Tj, TZIe‘/"HllTH] TZ

1) = i)

x3y92-9

x3y929  x5y573 x5y57-3 X523 x%y5z-3 x2y573 x2y57-3

59523 Xlyz  Xlyz7l x5y5z3 xfyz xYyzl xYyz  xdyz!

x5y5z73 xlyz7l Xlyz  x5y523 xtyz ! x%yz x%yz ! xYyz
3929 15573 15523 x99 x%y523 x5 x2Sz x5

x%5z3  xtyz  xtyzl x%y5z3 xyz xyz! xyz  xyz ' |

x2y5z73 x4zl x4z x%y5z3  xyz! Xyz xyz~1 xyz

x2y5z3  xtyz  x%yzl x%ySz3 xyz xyz! xyz  xyz~!

x%y5z3 x4zl xtyz  x3523 xyz ! xyz xyz~1 xyz (6)

where x = exp( - fi},[4), y = exp( - f,/8) and z = exp( - f};/4). As
usual, the partition function is in the thermodynamic limit N - oo
solely determined by the largest eigenvalue of the transfer matrix
W given by Eq. (6). By inspection, four out of eight transfer-matrix
eigenvalues equal zero (15 = A = 47 = 13 = 0), because the second,
fifth and seventh (third, sixth and eighth) rows are linearly de-
pendent. The other four eigenvalues can be found by solving two
quadratic equations

A -al+b@2-ci+d)=0 @
with the coefficients a, b, ¢ and d given by

a=xyx2y8% + 29 + (z+ 27 H2 + x9)],

b=x%02 +x5[z+2zHZ°+ 29 - (B + 27372,
c=xy[¥y8@° - 29 + z -z H2 + )],
d=x%02 +x5[@z -2z -29 - (2 -2z3)72. 8)

The remaining four eigenvalues of the transfer matrix (6) can be
therefore acquired by solving two quadratic equations (7)

Ay = x3y° cosh( 95]1) +xy2 + x"')cosh( /ﬂl) Di,

J3.q = X3y9 sinh( 9?1) +xy2 + xG)smh( ﬂjl) D>,

9
where
2
D; = [x3y9 cosh( U‘) —-xy2 + x%cosh(%]l)]
+4x4y102 + xﬁ)coshz( #]
D, = [x3y9 sinh( QZJI) xy2 + xG)smh( ﬂj1)]
. 3ﬁfl)
4x410 (2 1 x5)sinh2[ 221,
+ 4x%y'Y (2 + x°)sin (4 (10)

In thermodynamic limit N — o, the Helmholtz free energy per
unit cell is determined just by the largest transfer-matrix eigen-
value Amax = A4

.1 3L +))

= —pllim—-InZ= - % _2° _p-llnj,.
f=—p7lim 5 in 8 pinds an
After substituting the largest transfer-matrix eigenvalue (9) into
Eq. (11) and straightforward algebraic manipulations one obtains

an explicit form of the Helmholtz free energy
f=-p1In(g + & + &) (12)

which is expressed in terms of the newly defined functions g;-g4
given by

g = exp( 3, )cosh( 9 )

4
&= exp[g(]z + ZJX)][z + exp( ﬂ]")]cosh(%]]),
8= exp[g(jx —]z)][z + exp(—%)]coshz(#),

84 =8 — &)* +4g. (13)

Now, let us calculate pair correlation functions between two
spins from the same Heisenberg triangle. Both different spatial
components of the pair correlation function between two spins
from the same Heisenberg triangle can be calculated by differ-
entiating the Helmholtz free energy (12) with respect to the
coupling constant J, or J,. This procedure yields for the respective
spatial components of the pair correlation function the following
simple expressions

Cﬂ = ( j+1 z) = TI'[ ]1 _]+l,i eXp( _ﬁli\l)]

&), 48 g
1 (gl - gZ)(g] + ?2) + T3 + (g1 - ?Z)g4

4 (g-n)+am+ (8t ) (14)

]+11>—< ]+11>— TI'[ ]+1leXP( ﬂH)]

1 85(8 - &)~ 28 ~ 885
6 (8- &) +4g + (g] * gz)g4 (15)

Cl]‘(

which contain two new functions gs and gg given by

g = exp[g(jz + ZJX)][l - eXp[_3ﬂJx )]Cosh( /Zl)

8= eXp[g(Jx —JZ)][I - exp( 3ﬂ]")]coshz(%). 6)

The z-component of the pair correlation function between two
spins from the neighboring Heisenberg triangles can in turn be
calculated by differentiating the Helmholtz free energy (11) with
respect to the coupling constant J;

- NZ NZ ] AZ NZ A
B = (SiSjiv1) = 7 Tr [Sj,isj,i+l exp( - /7’1‘1)]

B l(gl - gz)(g7 + %) g39 (g7 + %)&

’

4 (8- &) +48 + (g] + gz)g4 a7

whereas the functions g;-g9 are defined as

g = exp( 34, )smh( Sl ]

4
8 = eXp[g(]z + 2J, )][2 + exp(—%)]smh( ﬁf])
o exp[g(Jx _JZ)][Z " EXp(_ 3§Jx )]Sinh(#)’ (18)

At this stage, one may employ two spatial components of the
pair correlation function (14) and (15) between the spins from the
same Heisenberg triangle in order to calculate the concurrence
[33]

€ = max{ 0; 4(Cul - |} + 22

} 19)
and the Bell function [34]
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B=smax| [G+ i 2Gi ], 20)

which may serve as a measure of bipartite entanglement and
quantum non-locality at zero as well as non-zero temperature. The
Heisenberg spins from the same triangular unit display a thermal

entanglement just if the concurrence is greater than zero, i.e.

C > 0, otherwise they become disentangled. On the other hand, the
violation of the Bell inequality B < 2 can be used in order to prove
a non-local character of quantum correlations. The obtained exact
results for the thermal entanglement will be confronted with the
ones for non-locality, because the entanglement and non-locality
capture closely related yet independent features of quantum cor-
relations [34,36].

3. Results and discussion

Let us proceed to a discussion of the most interesting results for
the spin-1/2 Ising-Heisenberg three-leg tube by considering the
particular case with the antiferromagnetic inter-triangle interac-
tion J; > 0, which will henceforth serve as an energy unit J; =1
(the Boltzmann's constant is also set to unity kg = 1 for easy no-
tation). It should be mentioned that another particular case with
the ferromagnetic inter-triangle interaction J; < 0 behaves quite
analogously, because the spin states on each second Heisenberg
triangle are merely inverted under the transformation J, - —J;.

3.1. Ground state

A diagonal form of the Hamiltonian (4) can be straightfor-
wardly used in order to obtain all possible ground states, since the
lowest-energy eigenstate of the cell Hamiltonian (4) can be readily
extended to the whole spin-1/2 Ising-Heisenberg three-leg tube.
Consequently, the ground state of the spin-1/2 Ising-Heisenberg
tube can be written as a tensor product over the lowest-energy
eigenstate of the cell Hamiltonian (4). One finds by inspection just

three different ground states, namely, the classical anti-
ferromagnetic phase (CAF)
N/J2
ICAF) = [t 1 t)y1 @111l
=1 21
the symmetric quantum trimerized phase (SQT)
N2 1
ISQT) = —(I + 1 +1 .
Qr) gﬁ( LI+ 0t +1114)),,
1
® (LI +ITLL) 111 1)y,
(22)

and the macroscopically degenerate chiral antiferromagnetic
phase (DCA)

IDCA)
i(umwei%"mH>+ei4*3”|M¢>)
_N/Z ﬁ 2j-1
(S eeing )
ﬁ 2j-1
1 2z j4r
?(IllT>+e3|lTl)+e3lTli>)
, 2
® 1 Az, 2z
f(lllT>+63|lTl)+63lTli>)
V3 2 23)
Owing to the time-reversal symmetry, the alternative

3T SQT DCA 1
[3/2,1/2 ; 3/2,-1/2] [1/2,1/2 ;1/2,-1/2]
2 L
\N
1 L
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Fig. 2. The ground-state phase diagram of the spin-1/2 Ising-Heisenberg three-leg
tube in the J, — J, plane. The numbers quoted in square brackets determine the
total spin and its z-component on two consecutive Heisenberg triangles
[Ti-1, T5;_y Toi, T3]

representation of the ground states CAF, SQT and DCA can be ob-
tained from Egs. (21)-(23) by inter-changing the eigenkets on odd
and even Heisenberg triangles, respectively. Hence, it follows that
the ground states CAF and SQT are two-fold degenerate in contrast
to the ground state DCA, which is 2 x 2V degenerate due to the
time-reversal symmetry and two chiral degrees of freedom on
each Heisenberg spin triangle. The spin arrangement inherent to
the three available ground states is consistent with the following
asymptotic values of the pair correlation functions as calculated
from Eqgs. (14), (15) and (17) in a zero-temperature limit

1 1
CAF: Gi=0, Gi=1 CGi= -k
.orxx 1 7z _ 1 7z _ 1.
SQI: G =5 Gi= -5 Gi= -4
. XX 1 7z _ 1 7z _ 1
DCA: Cn = -1 C]] = T 1 12= 7 36° (24)

The ground-state phase diagram involving all three available
ground states is depicted in Fig. 2. The CAF phase becomes the
ground state in a parameter space delimited by the conditions
J, <2+],and J, <2 -], /2, which are consistent with the ferro-
magnetic Heisenberg interaction ( J, < 0) or the sufficiently weak
antiferromagnetic Heisenberg interaction ( J, < 2). If the condi-
tions J, >0 and J, > 2 — ], /2 are met, however, the spin frustra-
tion arising out from the stronger antiferromagnetic Heisenberg
interaction gives rise to the macroscopically degenerate DCA
ground state with two (right- or left-hand-side) chiral degrees of
freedom on each Heisenberg triangle. As long as the conditions
J, <0 and J, > 2 +J, are fulfilled, the SQT phase with a regular
alternation of the symmetric quantum superposition of three up-
up-down and down-down-up states on odd and even triangles (or
vice versa) becomes the relevant ground state.

3.2. Correlation functions

To gain an overall insight into a character of spin arrangements
emerging within the individual ground states, let us explore in
detail temperature dependences of all calculated pair correlation
functions. The pair correlation functions are plotted against tem-
perature in Fig. 3(a)-(c) for three different sets of the interaction
parameters, which drive the investigated system towards the CAF,
SQT and DCA ground states, respectively. It is quite clear from
Fig. 3(a) that z-components of the spins from the neighboring
Heisenberg triangles are perfectly anticorrelated at zero
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Fig. 3. The pair correlation functions as a function of temperature for the coupling
constants supporting three different ground states: (a) Jy=1, J,=1 (CAF phase);
(b) Jy = - 2,J,=2 (SQT phase); (c) Jx=2, J,=2 (DCA phase).

temperature, whereas a relative strength of the antiferromagnetic
correlation gradually decreases with increasing temperature. In-
terestingly, the longitudinal correlation function between the
spins from the same Heisenberg triangle shows a peculiar cross-
over at a so-called frustration temperature Ty, at which z-compo-
nents of the spins become completely uncorrelated (i.e. the re-
levant correlation function equals zero). The longitudinal

correlation between the spins from the same Heisenberg triangle
would suggest that the z-components of the spins are ferro-
magnetically correlated below the frustration temperature (T < Tf)
and antiferromagnetically correlated above it (T > Ty). The trans-
verse correlation function between the spins from the same Hei-
senberg triangle is zero at absolute zero temperature due to a
classical character of the CAF ground state, but it implies anti-
ferromagnetic (ferromagnetic) correlation at non-zero tempera-
tures provided that the x-component of the Heisenberg coupling is
antiferromagnetic (ferromagnetic).

Fig. 3 (b) demonstrates thermal variations of the correlation
functions, which are quite typical for the SQT ground state. The
correlation function between the spins from the same Heisenberg
triangle serves in evidence of the antiferromagnetic (ferromag-
netic) correlation in a longitudinal (transverse) direction, whereas
a relative strength of the ferromagnetic transverse correlation is
slightly stronger than that of the antiferromagnetic longitudinal
correlation. Furthermore, the z-components of the spins from the
neighboring Heisenberg triangles are antiferromagnetically cor-
related within the SQT phase.

Last but not least, the correlation functions plotted in Fig. 3
(c) illustrate typical temperature dependences for the DCA ground
state. As one can see, the longitudinal and transverse correlation
functions between the spins from the same Heisenberg triangle
are antiferromagnetic. While the longitudinal and transverse cor-
relation are of equal strength at zero temperature, the transverse
correlation overwhelms over the longitudinal one at non-zero
temperatures. It is noteworthy that the z-components of the spins
from the neighboring Heisenberg triangles are always anti-
ferromagnetically correlated when the investigated spin system
starts from the DCA ground state.

3.3. Spin frustration

It is obvious from previous discussions that the SQT and DCA
ground states have frustrated character in contrast to the unfru-
strated CAF ground state. According to the frustration concept de-
veloped by Toulouse [38], the spin system is said to be geome-
trically frustrated if a product of signs of the exchange couplings
along an elementary plaquette becomes negative. Analogously, the
product of signs of the pair correlation functions along an ele-
mentary plaquette can be used as another useful criterion for
testing whether or not a spin system is frustrated at finite tem-
peratures [31]. Hence, the antiferromagnetic (negative) correlation
function between z-components of the spins from the same Hei-
senberg triangle indeed verifies the frustrated character of the SQT
and DCA phases at non-zero temperatures [see Fig. 3(b) and (c)]. On
the other hand, the longitudinal correlation function between the
spins from the same Heisenberg triangle shown in Fig. 3(a) changes
its sign from positive (at lower temperatures) to negative (at higher
temperatures), which confirms an outstanding thermally activated
spin frustration above the unfrustrated CAF ground state on as-
sumption that the antiferromagnetic intra-triangle coupling J, > 0
is considered.

With this in mind, it might be quite interesting to investigate
how the thermally activated spin frustration above the unfrustrated
CAF ground state depends on a relative strength of the Heisenberg
intra-triangle interaction. For this purpose, we have depicted in
Fig. 4 typical dependences of the frustration temperature Ty on the
transverse component J, of the Heisenberg coupling for a few fixed
values of its longitudinal component J,. It is worthwhile to recall
that z-components of the spins from the same Heisenberg triangle
are ferromagnetically (antiferromagnetically) correlated below
(above) the frustration temperature Ty In this regard, the spin-1/2
Ising-Heisenberg three-leg tube is free of frustration inside of the
region bounded from above by the line of frustration temperatures,
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Fig. 4. The frustration temperature Ty as a function of the transverse component of
the Heisenberg coupling J, for a few fixed values of its longitudinal component J,.

while it becomes frustrated outside of this region. It is evident from
Fig. 4 that the unfrustrated region gradually diminishes upon in-
creasing of the longitudinal component of the Heisenberg coupling
until it completely disappears for any J, > 2. This is in agreement
with the absence of the unfrustrated CAF phase in the parameter
region J, > 2. It should be pointed out, moreover, that the upper-
and lower-edge boundaries of the unfrustrated region exactly co-
incide at zero temperature with the ground-state boundaries CAF-
DCA and CAF-SQT, respectively (cf. Fig. 4 with Fig. 2).

Another interesting point to observe from Fig. 4 is that the
frustration temperature exhibits a notable reentrant behavior near
its lower edge closely connected to the ground-state boundary
between the CAF and SQT phases. To clarify this issue in a more
detail, we have plotted in Fig. 5 typical dependence of the frus-
tration temperature in a close neighborhood of its lower-edge
boundary [Fig. 5(a)] along with the corresponding thermal varia-
tions of the correlation functions [Fig. 5(b)]. If the transverse
component of the Heisenberg interaction is selected sufficiently
close but slightly below the ground-state boundary CAF-SQT, then,
the longitudinal correlation function between the spins from the
same Heisenberg triangle actually shows a weak ferromagnetic
correlation within a relatively narrow range of moderate tem-
peratures and antiferromagnetic correlation out of this tempera-
ture range.

3.4. Thermal entanglement

The concurrence, as calculated from Eq. (19), represents a fea-
sible measure of bipartite quantum entanglement at zero as well
as non-zero temperatures. Although the absence of quantum
correlations in the CAF ground state could be anticipated on the
grounds of the fully classical character of this phase, it is some-
what more surprising that the concurrence equals zero also within
the DCA ground state. According to this, the SQT phase is the only
ground state for which the calculated concurrence C = 1/3 at zero
temperature indicates the substantial but not full quantum en-
tanglement. To clarify the effect of temperature upon the bipartite
entanglement, we have plotted in Fig. 6 the concurrence against
temperature for two different values of the longitudinal compo-
nent J, of the Heisenberg intra-triangle coupling and several values
of its transverse component J,. In agreement with the general
expectations, thermal fluctuations gradually destroy the quantum
entanglement, i.e. the concurrence generally decreases upon in-
creasing temperature until it finally disappears above a certain
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Fig. 5. (a) A reentrant behavior of the frustrated temperature Ty in a vicinity of the
ground-state phase boundary CAF-SQT for the particular case J,=1.0;
(b) temperature dependences of the correlation functions for the parameter set
Jy = —1.002 and J,=1.0 serving in evidence of the reentrant behavior (a thin
dotted line at zero is guide for eyes only).

temperature referred to as the threshold temperature T, Apart
from this standard dependence, one may also found a peculiar
reentrant behavior of the concurrence, which is illustrated in Fig. 6
(b) on the particular example with J,=1.8 and J, = - 0.19. Under
this circumstance, the concurrence evolves from zero just at a
certain lower threshold temperature, then it shows a peculiar
thermally induced increase followed by a successive thermally
induced decrease until it completely vanishes at an upper
threshold temperature.

To gain an overall insight into the entangled part of the para-
meter region, we have depicted in Fig. 7 the threshold tempera-
ture as a function of the transverse component J, of the Heisen-
berg intra-triangle coupling for several fixed values of its long-
itudinal component J,. The spin-1/2 Ising-Heisenberg tube is en-
tangled inside of the parameter region bounded from above by
displayed lines of the threshold temperature, where the con-
currence as a measure of the thermal entanglement is non-zero. If
the longitudinal component of the antiferromagnetic Heisenberg
coupling is sufficiently strong J, > 2, then, the threshold tem-
perature monotonically decreases with increasing its transverse
component J, until it tends to zero at J,=0. On the other hand, the
dependence of the threshold temperature terminates for J, < 2 at
the ground-state phase boundary between the SQT and CAF pha-
ses at J, =J, — 2. Moreover, it can be observed from Fig. 7 that the
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Fig. 6. Thermal variations of the concurrence for several values of the transverse
component of the Heisenberg intra-triangle coupling J, and two different values of
its longitudinal component: (a) J,=2.0; (b) J,=1.8.

0.3

0.0
-1.5

05 00

-1.0
J

X

Fig. 7. The threshold temperature T, as a function of the transverse component of
the Heisenberg coupling J for a few fixed values of its longitudinal component J,.
The inset shows a detail from the reentrant region for the particular case J,=1.8.
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Fig. 8. The dependence of threshold (solid lines) and frustration (broken lines)
temperatures on the transverse component of the Heisenberg intra-triangle cou-
pling J, for several fixed values of its longitudinal component J,. The panel
(a) shows reentrant behavior of the threshold temperature and the panel
(b) reentrant behavior of the frustration temperature.

threshold temperature shows the most striking dependence with a
pronounced reentrant region when the longitudinal component of
the Heisenberg intra-triangle interaction is close enough but
slightly below J, 2.

3.5. Frustration vs. entanglement

At this stage, it might be of particular interest to investigate a
mutual interplay between the thermally activated spin frustration
and entanglement, which do not bear at first sight any direct re-
lation. To this end, we have plotted in Fig. 8 the threshold and
frustration temperature against the transverse component of the
Heisenberg intra-triangle coupling J, for several fixed values of its
longitudinal component J,. It is quite apparent from this compar-
ison that the threshold and frustration temperatures coincide at
low enough temperatures, because they both converge to the
identical zero-temperature asymptotic limit though they show
completely different behavior at higher temperatures. It can be
also understood from Fig. 8 that the thermal entanglement occurs
just outside of the parameter region bounded by the line of frus-
tration temperatures, which means that the spin frustration is in
the spin-1/2 Ising-Heisenberg tube indispensable for a presence of
the thermal entanglement. Another interesting point is that the
reentrance in the threshold temperatures gives rise to the thermal
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Fig. 9. (a) The Bell function versus temperature for three different Heisenberg in-
tra-triangle interactions corresponding to three available ground states:
J, =Jy = 1.0 (CAF phase), J, = - J, = 2.0 (SQT phase), J, =J, = 2.0 (DCA phase);
(b) thermal variations of absolute values of the longitudinal and transverse pair
correlation function between the spins from the same Heisenberg triangle for the
parameter set J, = J, = 1.0 (CAF phase).

entanglement above the unfrustrated parameter space for J, <2
[see Fig. 8(a)], while the reentrance in the frustration temperatures
makes possible to detect the unfrustrated region above the en-
tangled parameter space [see Fig. 8(b)]. Both types of reentrances
are apparently antagonistic and cannot emerge simultaneously.

3.6. Quantum non-locality

Next, it could be quite interesting to answer the question
whether or not the spin-1/2 Ising-Heisenberg tube may violate
the Bell inequality, because the entanglement and non-locality
capture closely related but independent features of quantum cor-
relations. A comprehensive analysis reveals that all three available
ground state do not violate the Bell inequality, since the calculated
value of the Bell function never exceeds the largest value B = 2
allowed for classical correlations. To support this statement, we
have depicted in Fig. 9(a) typical temperature variations of the Bell
function for three different sets of the Heisenberg intra-triangle
interaction, which drive the investigated model to the CAF, SQT
and DCA ground states, respectively. Altogether, it could be con-
cluded that quantum correlations are in the spin-1/2 Ising-Hei-
senberg tube strictly local in spite of the fact that the thermal
entanglement is evidently present within the SQT ground state.
The cuspate dip of the Bell function at the temperature T ~ 0.55 of
the particular case with the CAF ground states thus represents the
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Fig. 10. Temperature variations of the specific heat (per one spin) for the fixed
value of the longitudinal component of the Heisenberg coupling J,=1 and several
values of its transverse component J,. The selected coupling constants J, are con-

sistent with the following ground states: (a) SQT phase; (b) CAF phase; (c) DCA
phase.

most striking feature of the displayed dependences. A presence of
this kind of singularity can be attributed to a crossing of absolute
values of the transverse and longitudinal pair correlation function
between the spins from the same Heisenberg triangle, which in-
dicates according to Eq. (20) two different analytic prescriptions
below and above a relevant crossing point [see Fig. 9(b)].
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3.7. Specific heat and entropy

The substantial thermal variations of the correlation functions
near the ground-state phase boundaries may manifest themselves
also in unusual temperature dependences of basic thermodynamic
quantities, so let us explore in the following typical thermal var-
iations of the zero-field specific heat. It can be seen from Fig. 10
(a) that the specific heat can exhibit a peculiar double-peak tem-
perature dependence when the SQT phase constitutes the ground
state, whereas the low-temperature peak predominantly comes
from thermally induced breakdown of the longitudinal correlation
between the spins from the neighboring triangles. Note further-
more that the low-temperature peak gradually merges with the
round high-temperature maximum, which shifts to lower tem-
peratures when the spin system approaches the ground-state
phase boundary between the SQT and CAF phases (at J, = -1
when J,=1 is fixed).

Contrary to this, the specific heat shows a more common
temperature dependence with a single maximum in a majority of
the parameter space, which corresponds to the CAF ground state
[Fig. 10(b)]. The only notable exception from this rule is when the
Heisenberg intra-triangle coupling drives the spin system suffi-
ciently close to the ground-state phase boundary with the DCA
phase at Jy=2.0 assuming the fixed value of J,=1.0 (see the sub-
sequent paragraph). Last but not least, one recovers the more
striking double-peak temperature dependence of the specific heat
on assumption that the DCA phase constitutes the ground state
[Fig. 10(c)]. Under this condition, the low-temperature peak pre-
dominantly comes from the thermally assisted breakdown of the
longitudinal correlation between the spins from the neighboring
triangles.

Let us turn back to the most spectacular temperature depen-
dence of the specific heat, which involves three separate peaks as
displayed in Fig. 11(a) and (b). The triple-peak thermal depen-
dence of the zero-field specific heat can be found when the Hei-
senberg intra-triangle coupling drives the spin-1/2 Ising-Heisen-
berg tube towards the CAF ground state but still keeps it in a close
vicinity of the phase boundary with the DCA phase (at J,=2.0 for
J,=1.0). While thermal excitations of physically different origin are
responsible for an existence of the high-temperature maximum at
T ~ 1.0, the round maximum at moderate temperatures T ~ 0.25
relates to a gradual decline of the longitudinal and transverse
correlations between the spins from the same triangle. The most
surprising is of course a presence of the sizable low-temperature
peak, which could be at first sight easily confused with a tem-
perature-driven first-order phase transition. The sharp and very
narrow low-temperature peak, which emerges around the tem-
perature T ~ 0.072 by considering the particular case with J,=1.9
and J,=1.0, can be ascribed to massive thermal excitations from
the two-fold degenerate CAF ground state to the macroscopically
degenerate DCA excited state. As a matter of fact, the locus of the
sharp low-temperature peak is in a good concordance with the
formula

o _4-2 -,
TV 2

which follows from a direct comparison of the Helmholtz free
energies of the CAF and DCA phases provided that thermal varia-
tions of the internal energy and entropy are simply neglected.
Thus, it could be concluded that the sharp low-temperature peak
of the specific heat appears due to a high entropy gain, which
originates from the chiral degrees of freedom of the DCA phase
lying in energy just slightly above the doubly degenerate CAF
ground state. To support this statement, we have plotted in Fig. 11
(c) the relevant thermal variations of the entropy, which provides
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Fig. 11. (a) The semi-logarithmic plot for the temperature dependence of the
specific heat (per one spin) exactly at the ground-state phase boundary CAF-DCA
(Jy =2.0; ], =1.0) and just below it ( J, = 1.9; J, = 1.0); (b) the low-temperature
peak of the specific heat for the case with J,=1.0 and J,=1.9 in a log-log scale;
(c) the temperature dependence of the entropy (per one triangle) exactly at the
ground-state phase boundary CAF-DCA ( J, = 2.0;J, = 1.0) and just below it
(Jy=19: ), = 10).

a convincing evidence for an abrupt but still continuous change of
the entropy from almost zero to In 2 associated with the vigorous
thermal excitations from the CAF phase to the DCA phase. The
abrupt entropy change can be detected at the temperature, which
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is in accordance with the position of the sharp low-temperature
peak of the specific heat given by the formula (25).

4. Conclusion

In the present work, we have exactly solved the spin-1/2 Ising—
Heisenberg three-leg tube by taking advantage of the local con-
servation of the total spin on each Heisenberg spin triangle and
the classical transfer-matrix method. The elaborated rigorous
procedure has enabled us to derive exact results for the ground-
state phase diagram, basic thermodynamic quantities and several
pair correlation functions, which were subsequently employed for
a calculation of the concurrence and Bell function. The latter two
quantities were used in order to quantify thermal entanglement
and non-locality, which are related to quantum correlations be-
tween two spins coupled by the Heisenberg intra-triangle inter-
action. While none of three available ground states violates the
Bell inequality, the SQT phase with a regular alternation of the
symmetric quantum superposition of up-up-down and down-
down-up on odd and even triangles (or vice versa) does exhibit
the thermal entanglement.

It has been demonstrated that the SQT and DCA ground states
are naturally frustrated unlike the unfrustrated CAF ground state,
above which the so-called thermally activated spin frustration can
develop provided that the antiferromagnetic intra-triangle inter-
action J, > 0 is considered. We have rigorously calculated the
frustration temperature delimiting the unfrustrated region from
the frustrated one, which was subsequently compared with the
threshold temperature of a disappearance of the thermal en-
tanglement. It has been verified that the frustration and threshold
temperatures coincide at sufficiently low temperatures though
they can be very different at higher temperatures. Moreover, it
turns out that the spin-1/2 Ising-Heisenberg three-leg tube is
thermally entangled just in the frustrated region, which implies
that the frustration represents indispensable ground for a pre-
sence of the thermal entanglement in this spin system. Note fur-
thermore that the lines of threshold and frustration temperatures
may display a reentrant phenomenon though both reentrances are
antagonistic and cannot appear simultaneously. Hence, the famous
dictum that quantum correlations are gradually suppressed
through thermal fluctuations is not of general validity, because
thermal fluctuations can alternatively act against classical spin
arrangements and thus leaving more space to an emergence of the
thermal entanglement above a classical ground state.

The most interesting finding stemming from our study cer-
tainly represents an extraordinary diversity of temperature de-
pendences of the zero-field specific heat, which may show up to
three separate local maxima. The most remarkable temperature
variations of the specific heat involve a sharp low-temperature
peak extended in a very narrow temperature range, which is quite
reminiscent of a temperature-driven first-order phase transition.
However, it has been convincingly evidenced that this anomalous
peak relates to massive thermal excitations from the doubly de-
generate CAF phase to the macroscopically degenerate DCA phase

with two chiral degrees of freedom per each Heisenberg spin tri-
angle. To the best of our knowledge, the spin-1/2 Ising-Heisenberg
three-leg tube is just the second example of the exactly solved
model with such an intriguing feature in addition to a hybrid spin-
electron double-tetrahedral chain [39].

Finally, it should be also mentioned that the rigorous procedure
elaborated in the present work can be straightforwardly adapted
to account for the non-zero external magnetic field as well. Our
future work will continue in this direction.
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ABSTRACT

The ground-state phase diagram, magnetization process and bipartite entanglement of the frustrated
spin-1/2 Ising-Heisenberg and Heisenberg triangular tube (three-leg ladder) are investigated in a non-
zero external magnetic field. The exact ground-state phase diagram of the spin-1/2 Ising-Heisenberg
tube with Heisenberg intra-rung and Ising inter-rung couplings consists of six distinct gapped phases,
which manifest themselves in a magnetization curve as intermediate plateaus at zero, one-third and
two-thirds of the saturation magnetization. Four out of six available ground states exhibit quantum
entanglement between two spins from the same triangular unit evidenced by a non-zero concurrence.
Density-matrix renormalization group calculations are used in order to construct the ground-state phase
diagram of the analogous but purely quantum spin-1/2 Heisenberg tube with Heisenberg intra- and
inter-rung couplings, which consists of four gapped and three gapless phases. The Heisenberg tube
shows a continuous change of the magnetization instead of a plateau at zero magnetization, while the
intermediate one-third and two-thirds plateaus may be present or not in the zero-temperature mag-

netization curve.

© 2016 Elsevier B.V. All rights reserved.

1. Introduction

Geometrically frustrated quantum spin models represent fas-
cinating topics of current research interest emerging at the border
of condensed matter physics [1] and quantum information [2,3].
Recent interest in quantum spin models from the perspective of
quantum information and computation has been stimulated
mainly by the fact that these models provide indispensable ground
for the development and further testing of entanglement mea-
sures within realistic models of real many-body solid-state sys-
tems [2,3]. A quantum spin model is said to be geometrically
frustrated when the spins cannot simultaneously satisfy all un-
derlying pair interactions [4]. For example, any lattice built up
from elementary triangular plaquettes will be subject to a geo-
metric spin frustration provided that antiferromagnetic interac-
tions are assumed [1,5].

One-dimensional (1D) quantum spin systems deserve a special
mention among the wide class of geometrically frustrated models,
because they are basically affected by the mutual interplay be-
tween the geometric spin frustration and extraordinarily strong
quantum fluctuations. Geometrically frustrated 1D quantum spin
models display exotic quantum ground states such as the gapped

* Corresponding author.

http://dx.doi.org/10.1016/j.jmmm.2016.05.081
0304-8853/© 2016 Elsevier B.V. All rights reserved.

dimerized [6,7] and Haldane-like phases [8,9] with a peculiar to-
pological order, or the gapless one- or two-component Tomonaga-
Luttinger spin-liquid phases [10]. Another intriguing feature of
geometrically frustrated 1D quantum spin systems lies in the
presence of spin gap [11] and quantized plateaus in the magneti-
zation process [12-14]. The existence of fractional plateaus in the
zero-temperature magnetization curve of 1D quantum spin sys-
tems is restricted by the quantization condition p(S, - my) € Z (p
is the period of the ground state, S,, and m, are the total spin and
total magnetization of the unit cell), which is known as the Osh-
ikawa-Yamanaka-Affleck rule [15,16]. According to this rule, the
number of available plateaus can be lifted either by increasing the
total spin of the unit cell S, or by breaking the translational
symmetry (i.e. by increasing p).

Bearing this in mind, the spin-1/2 triangular tube with anti-
ferromagnetic interactions represents a valuable example of a 1D
frustrated spin model, which has large enough total spin per unit
cell (S, =3/2) and is simultaneously accessible to a spontaneous
symmetry breaking. The magnetization plateaus at zero, one-third
and two-thirds of the saturation moment can accordingly occur in
the zero-temperature magnetization curve of the spin-1/2 trian-
gular tube once the period of the ground state is doubled (p=2).
Whether or not those magnetization plateaus indeed emerge may
basically depend on the competition between the intra-triangle
and inter-triangle coupling constants [17]. For instance, the
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experimental realization of the frustrated spin-1/2 Heisenberg
triangular tube [(CuClytachH)sCl]|Cl, (tach=1,3,5-triaminocyclo-
hexane) does not show any magnetization plateau, since the inter-
triangle coupling constant is much stronger than the intra-triangle
interaction [18,19].

Another interesting aspect of the spin-1/2 Heisenberg trian-
gular tube concerns with the spin chirality. It has been demon-
strated that the geometric spin frustration may cause a spin chir-
ality order in the presence of a small magnetic field or a small
exchange anisotropy [20-22]. Quite recently, we have proposed
and exactly solved a simplified version of the spin-1/2 Ising-Hei-
senberg triangular tube with the Heisenberg intra-rung and the
Ising inter-rung coupling in the absence of an external magnetic
field [23]. In spite of a certain over-simplification, the frustrated
spin-1/2 Ising-Heisenberg tube also shows one peculiar ground
state with a high macroscopic degeneracy due to the chiral de-
grees of freedom of elementary triangular plaquettes. In addition,
one generally detects an anomalous behavior of basic thermo-
dynamic quantities (entropy, specific heat) when the spin-1/2 Is-
ing-Heisenberg tube is driven sufficiently close to a phase
boundary with the macroscopically degenerate ground state,
which is quite reminiscent of a thermally-induced first-order
phase transition [23].

In the present work, we will focus our attention to the ground-
state properties of two frustrated spin-1/2 Ising-Heisenberg and
Heisenberg triangular tubes. The former spin-1/2 Ising-Heisenberg
tube with the Ising inter-rung coupling is fully exactly tractable,
because it can be effectively mapped to a classical composite spin-
chain model by making use of the total spin of the elementary
triangular unit. By contrast, the latter spin-1/2 Heisenberg tube
with the Heisenberg inter-rung coupling can be mapped following
the same procedure to a quantum composite spin-chain model,
which can be subsequently treated by density-matrix re-
normalization group (DMRG) calculations. For both considered
models we will report the ground-state phase diagrams, magne-
tization curves and the pair correlation functions, which will be
subsequently used to quantify the bipartite quantum entangle-
ment within the relevant ground states.

The organization of this paper is as follows. The frustrated spin-
1/2 Ising-Heisenberg tube is introduced in Section 2 along with its
exact analytical treatment. Section 3 briefly describes the details of
DMRG calculations for the analogous but purely quantum spin-1/2
Heisenberg tube. The most interesting results for the ground state,
magnetization process, pair correlation functions and bipartite
entanglement are presented in Section 4. Finally, a few concluding
remarks are drawn in Section 5.

2. Ising-Heisenberg tube

Let us consider the frustrated spin-1/2 Ising-Heisenberg trian-
gular tube (three-leg ladder) schematically illustrated in Fig. 1,
which takes into account the Heisenberg intra-rung interaction,
the Ising inter-rung interaction and the effect of external magnetic
field. The XXZ Heisenberg intra-rung coupling is assigned to all
spin pairs belonging to the same triangular rung, while the Ising
inter-rung interaction is supposed between all spin pairs from
nearest-neighbor triangular rungs. It is worth noticing that the
triangular tube can be alternatively viewed as the frustrated three-
leg ladder with periodic boundary condition along the rung di-
rection, from which the terminology of both considered coupling
constants follows. The spin-1/2 Ising-Heisenberg tube is defined
by the following Hamiltonian

Fig. 1. A diagrammatic representation of the frustrated spin-1/2 Ising-Heisenberg
triangular tube. Thick (black) lines represent the XXZ Heisenberg intra-rung cou-
pling (J, J.), while thin (blue) lines correspond to the Ising inter-rung coupling (J;).
(For interpretation of the references to color in this figure legend, the reader is
referred to the web version of this article.)
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where §lj stands for the standard spin-1/2 operator, the superscript
a € X, y, z denotes its respective spatial component, the subscript
j =1, 2, 3 labels the lattice position within the i-th triangular rung
and periodic boundary conditions S;4 = S; 1, Sn+1, = S1,j are imposed
(see Fig. 1). The interaction terms J, and J, specify the spatially an-
isotropic XXZ Heisenberg intra-rung interaction between the spin
pairs from the same triangular rung, the coupling constant J, labels
the Ising inter-rung interaction between the spin pairs from the
nearest-neighbor triangular rungs and the field term h takes into
account the Zeeman's energy. The spin-1/2 Ising-Heisenberg trian-
gular tube defined by the Hamiltonian (1) is a natural extension of
the model introduced in our preceding work [23], which ad-
ditionally takes into account the effect of external magnetic field.

The Hamiltonian (1) of the spin-1/2 Ising-Heisenberg tube can
be alternatively rewritten in terms of the total spin of the Heisen-

. . —A> 3 —A> . AZ 3 AZ

berg spin triangles T, = ZH Sij and its z-component T; = Zj:l Sij-
Using the spin identity (f;")? = 2 - 25,35 + 525,53 + $;35;1), the
total Hamiltonian (1) can be recast into the form

A 3N NoA
H= - ?(ij +J)+ EH“ )

where the first term is a less important constant and the second
term is the sum of symmetrically defined Hamiltonians I/-}i each

A A
. . . . . _)2 _)2
involving two consecutive composite spin operators T; , T;,; and
their z-components

A AZ NZ Jx A2 A2
Hi=hT T+ 1 Ti + T

I, —]X[(AZ)Z (I\Z )2] h[/\z Az]
+ 2] (T |- 5| B+ T
4 +1 2 +1 (3)
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Apparently, the total spin of the i-th Heisenberg spin triangle (rung)
and its z-component are conserved quantities with well defined
quantum numbers, because the corresponding spin operators
commute with the total Hamiltonian (1). The eigenvalues of the
Hamiltonian (3) can be accordingly expressed through the eigen-
A

values of the composite spin operators 7"),»2 and 7/\',-2. The basic
quantum-mechanical law for the composition of spin angular mo-
menta implies that the eigenvalues of the composite spin operators
A

?,-2 and ﬁz are quantized according to the rules T;(T; + 1) with
T={1/2,3/2} and T/ ={ - T, - T + 1, ..., T}, respectively. In this
regard, the Hamiltonian (3) has been put into a fully diagonal form
and its respective eigenvalues are given by

Ei =J1TizTiZ+1 + %[7;(7; + 1) + E+1(E+1 + 1)]

o L bl (qpf 4 (1if] - B e T, "
By introducing the total spin for the Heisenberg spin triangles
(rungs) one consequently obtains an exact mapping equivalence
between the Hamiltonians of the spin-1/2 Ising-Heisenberg trian-
gular tube and the classical composite spin-chain model, in which
the Ising interaction J; determines the nearest-neighbor coupling
between z-components of the composite spins, the XXZ Heisenberg
interaction (Jy,J;) shifts the energy corresponding to two possible
values of the composite spins T; = 1/2, 3/2, and respectively, the
external magnetic field h acts on z-component of the composite
spins T7. The complete set of eigenstates of the spin-1/2 Ising-
Heisenberg tube can be obtained from Eqgs. (2) and (4) after taking
into consideration all available combinations of the quantum spin
numbers T; and T# for each i, from which all possible ground states
can be easily constructed by extending the lowest-energy eigenstate
(4) to the whole triangular spin tube (see the Section 4).

It is quite clear that the expectation values for the nearest-

neighbor pair correlation functions C,, = (§i:§1—;+1) and the aver-

aged magnetization m = (§,—j—) can be readily calculated once all
available ground states of the spin-1/2 Ising-Heisenberg tube are
found. These quantities gain an insight into the local spin ar-
rangement inherent to the relevant ground states, but they can be
alternatively explored for the computation of the degree of
quantum entanglement within unusual quantum ground states.
One of the most common measures of bipartite quantum en-
tanglement is the so-called entanglement of formation ( Ef) de-
fined as [24]

Ef(ﬂ)=min{ pis(ﬂ,i)}|
zi: § ®)

where the minimum is taken over all realizations of
Pag = Zj pily;)(w;l, and S(py ;) is the von Neumann entropy of the
reduced density matrix p,; = Tigly;)(y;l. The expression for en-
tanglement of formation E; reduces in the special case of the
quantum entanglement between two qubits to the following form

Eo=- Y Jl;—aC ln[ J1+aC]'

a=x1 2

(6)
which monotonically depends on the concurrence [24]
C = max{ 0; 2Amex — Tr[R1}. 7

Here, Amax is the largest eigenvalue of the positive Hermitian
matrix R = /p (6 ® o¥)p*(6? ® o¥) Jp, p* is the complex conjugate
of the reduced density matrix p and ¢” is the relevant Pauli matrix.
Because the entanglement of formation (6) is a monotonous
function of the concurrence (7), the latter quantity can be also

used as a quantum entanglement estimator. The non-zero ele-
ments of the density matrix p for two spin-1/2 particles coupled
through the XXZ Heisenberg interaction are given by [25]

1
p11=z+m+sz,
U
ﬂzz—/’33—4 72

1
P44=Z_m+C22y

P23 =P = 2Gx ®)

whereas all other matrix elements are null. The concurrence be-
tween two spin-1/2 particles interacting via the XXZ Heisenberg
coupling then follows from the formula [25]

2
C= max{O; 4ICixl — 2 (% + sz) - mz}.
€)]

As one can see, the two-qubit concurrence can be calculated from
the expectation values of two spatial components of the pair
correlation function and the magnetization, whereas it vanishes
whenever there are no quantum correlations between two spins
and becomes unity for maximally entangled spins [26].

3. Heisenberg tube

It might be quite interesting to contrast the exact results re-
ported for the spin-1/2 Ising-Heisenberg triangular tube with the
results for the analogous but fully quantum spin-1/2 Heisenberg
triangular tube, which is defined through the Hamiltonian
A
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The interaction terms J and J; have similar meaning as described
previously for the spin-1/2 Ising-Heisenberg tube with the ex-
ception that they both refer to the isotropic Heisenberg couplings.
The spin-1/2 Heisenberg triangular tube belongs to a class of
frustrated ladders comprehensively studied in Ref. [17], so let us
recall just a few crucial steps of its rigorous treatment. At first, the
total Hamiltonian (10) of the spin-1/2 Heisenberg tube will be

A A
rewritten using the total spin of the i-th rung f = Z?zl §: j and its
z-component f,-z = Z?:] §,j

N A A A A
A 3N 355 352 52 hiarz az
H= -=J+ |:]]’E'E+l + i[Ti + Ti+l]_2(7; + 7;+1)]-
an

i=1

It is quite evident that one obtains a similar composite spin-chain
model as obtained previously for the spin-1/2 Ising-Heisenberg
tube [cf. Eq. (11) with Egs. (2) and (3) considering the particular
case J, = J, =J], but the nearest-neighbor coupling J; between the
composite spins is presently the isotropic Heisenberg coupling
rather than the simpler Ising coupling. Hence, it follows that the
composite spin-chain model defined through the Hamiltonian (11)
is still not in a fully diagonal form and preserves a quantum
character. However, the total spin of the i-th rung and its z-com-
ponent remain conserved quantities with well defined quantum
numbers, which allows one to get rid of a geometric spin
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frustration and to employ the state-of-the-art numerical calcula-
tions based on DMRG or QMC methods in order to obtain precise
numerical results. In addition, it turns out that the total spin of
rung is either the same or regularly alternates within all available
ground states [17], which means that the ground states of the
spin-1/2 Heisenberg tube can be obtained from the numerical si-
mulation of only three composite spin-chain models:

e the effective spin-3/2 Heisenberg chain with the overall energy

_3 3/2 z
Espp = ZN] + JE?4(N, $§), 12)
® the effective mixed spin-(1/2,3/2) Heisenberg chain with the

energy

Eija_3p2 = JEV2-312(N, $§), 13)

® the effective spin-1/2 Heisenberg chain with the corresponding
energy

_ 2 1/2 z
Eip= — 7N+ LE2(N, 5. 14)

In above, E* (N, Sf) denotes the energy of the effective Heisenberg
chain of N composite spins given by the Hamiltonian

A A
ﬁeff: ZIN:] 7,-)-?;1 within the sector with the total spin

St = Zfi 1 T7 (the coupling constant is set to unity within the ef-
fective model). It is worthwhile to remark that each spin state
T = 1/2 comes with two different chiralities. The eigenvalues of
the Hamiltonian (10) are independent of these two chiralities, but
this degeneracy gives rise to an entropy kg In 2 per each rung with
the total spin T; = 1/2.

The ground-state phase diagram and magnetization process of
the spin-1/2 Heisenberg triangular tube has been previously in-
vestigated using DMRG simulations [27] for the effective chains of
60 composite spins [17]. In the present work, we have adapted the
open source software from Algorithms and Libraries for Physics
Simulations (ALPS) project [28] in order to perform DMRG simu-
lations for the larger effective chains of 120 composite spins,
which correspond to the spin-1/2 Heisenberg triangular tube of
360 spins. The DMRG simulations have been performed with 16
sweeps at the target system size, whereas the number of kept
states was raised up to 1000 during the final sweeps. The large
number of sweeps was necessary because of the choice of periodic
boundary conditions. We have found the following lowest energies
for three composite spin-chain models: E'/2(120, 0) = — 0.44320 ,
E'/2-312(120, 0) = — 0.98361 and E3/2(120, 0) = — 2.82832, which
agree well with the numerical data reported previously. Conse-
quently, it was possible to estimate the ground-state energy of an
infinite chain with an accuracy of 10~* using Eqs. (10)-(14)
without any extrapolation (except for special values of the field
where the magnetization jumps).

4. Results and discussion

In this section, let us proceed to a discussion of the most inter-
esting results for the frustrated spin-1/2 Ising-Heisenberg and Hei-
senberg triangular tubes in an applied external magnetic field by
assuming the particular case with the antiferromagnetic interactions.
For simplicity, our attention will be henceforth paid to the special
case of the spin-1/2 Ising-Heisenberg tube with the isotropic Hei-
senberg intra-rung interaction J, = J, = J, the magnetic properties of
which will be later confronted with the precise numerical results for
the analogous but purely quantum spin-1/2 Heisenberg tube.

4.1. Ground-state phase diagrams

All possible ground states of the spin-1/2 Ising-Heisenberg tube
can be straightforwardly obtained from the diagonalized form of
the Hamiltonian (4) after taking into consideration all available
combinations of quantum spin numbers involved therein. By in-
spection, one finds six different ground states: the classical anti-
ferromagnetic phase (CAF)

NJ2
[Tttty
j=1
NJ2
IIrevi ettty
j=1 (15)

ICAF) =

’

the classical ferromagnetic phase (CFO)

N
ICFO) = J]11 11
i=1

(16)
the quantum antiferromagnetic phase (QAF)
NJ2
H‘l,LorR> ®‘—1,LorR>
=1 2 2j-1 2 2
IQAF) = ,
N2y 1
‘——,LorR> ®’—,LorR>
il 2 y-1 12 y a7
the quantum ferromagnetic phase (QFO)
Ap|
IQFO) = [] —,LorR> ,
j=112 j (18)
the mixed classical-quantum ferrimagnetic phase (MFI)
N/2 1
[Tttt ‘—5. L orR>
j=1 2
IMFI) = ,
NJ2 1
—E.LorR> RITT 1 )y
i1 2j-1 19

and the mixed classical-quantum ferromagnetic phase (MFO)

N/2 1
[Tttt )yae ‘E'LOTR>

J
N

N =

%
IMFO) = .
1

—,LorR> QIT 11 )y
2 2j-1

ie1

(20

-

In above, we have used the following notation for the eigenvectors
of the j-th Heisenberg spin triangle | + 1/2, R); and | + 1/2, L); with
the total spin T = + 1/2 and two opposite (right- and left-hand)
chiralities

1R>—i(lim>+e%rm>e%¢u>)

2’ j ﬁ j
1L>—i(lur>+e%ru>e%wl>)

2’ j_\/§ j

1 1( 2in din. )

-——R) =—[1tll)+es3l1itl)+e31l]1

3 >]_ el ) ) >,-

1 1( din 2in )

——, L) =—\I1tll)+e31l1tl)+e31)]l1)].

2 >j 3 ) ) >j @n

The corresponding eigenenergies per elementary triangular unit
(Heisenberg spin triangle) are given by
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It is quite obvious from the eigenvectors (15)-(20) that the four
ground states CAF, QAF, MFI and MFO have a translationally-bro-
ken symmetry due to the antiferromagnetic coupling between
spins from neighboring triangular units in contrast to the other
two ground states CFO and QFO, which are translationally in-
variant. In addition, the chiral degrees of freedom of the Heisen-
berg spin triangles within the eigenstates (21) with the total spin
T;=1/2 are responsible for a macroscopic degeneracy of the
ground states QAF, QFO, MFI and MFO. The ground state QAF has
the largest residual entropy S = (N + 1kzIn 2 due to a mutual
interplay of translationally broken symmetry and chiral degrees of
freedom, the ground state QFO has the residual entropy
S = Nkg In 2 originating solely from the chiral degrees of freedom,
while the latter two ground states MFI and MFO have the residual
entropy S = (N/2 + 1)kg In 2 coming from the translationally bro-
ken symmetry and chiral degrees of freedom.

The ground-state phase diagram of the spin-1/2 Ising-Heisen-
berg triangular tube is depicted in Fig. 2(a). At zero magnetic field
h=0 the antiferromagnetic phases QAF and CAF with a zero net
magnetization emerge as the only two possible ground states. The
ground state QAF of a quantum character is stable in a parameter
region with the predominant Heisenberg intra-rung interaction
J11J] < 3/4, while the ground state CAF of a classical nature is stable
in a parameter region with the predominant Ising inter-rung in-
teraction J;/J > 3/4. Of course, the antiferromagnetic order in-
herent to the ground states QAF or CAF breaks down when the
external magnetic field approaches its first critical value h.;, above
which another two unusual quantum ground states QFO and MFI
appear. It is evident from Fig. 2(a) that the ground state QAF turns
to the QFO phase at the critical field h = J;, while the ground state
CAF evolves into the MFI phase at the critical field hq = 3J; - 3J/2.
The ground states QFO and MFI are stable at moderate values of
the magnetic field ranging up to the second critical fields
he=J; +3J/2 and 3], respectively, which represent a lower
boundary for a presence of the ground state MFO with a modu-
lated ferromagnetic character. Finally, all spins are forced to align
within the fully polarized ground state CF for the stronger mag-
netic fields than the saturation field h. = 3J; + 3J/2.

To compare with, the ground-state phase diagram of the fully
quantum spin-1/2 Heisenberg triangular tube is shown in Fig. 2(b).
Both ground-state phase diagrams generally display several common
features especially for small enough values of the interaction ratio
J11J < 1/2, while they show quite distinct features mainly for larger
values of the interaction ratio J,/J > 1/2. At low enough magnetic
fields, the ground state of the spin-1/2 Heisenberg tube can be effec-
tively described either by the spin-liquid state of the spin-1/2 Hei-
senberg chain (for J; /] < 0.629), or by the spin-liquid state of the spin-
3/2 Heisenberg chain (for J;/J > 0.629). In any case, both phases are
gapless and can be characterized by a continuous change of the
magnetization upon rising the magnetic field. This finding represents
quite distinct feature of the spin-1/2 Heisenberg tube, which cannot be
in principle found in the analogous spin-1/2 Ising-Heisenberg tube
regardless of a relative strength of both considered coupling constants.

4
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Fig. 2. (a) Ground-state phase diagram of the spin-1/2 Ising-Heisenberg tube in
Jil]l = h/] plane, which consists of six distinct gapped phases. (b) Ground-state
phase diagram of the spin-1/2 Heisenberg tube in J;/J — h/J plane, which constitute
four gapped and three gapless phases. (c) A detail from the ground-state phase
diagram of the spin-1/2 Heisenberg tube, which shows a reentrant character of the
phase boundary related to the effective spin-3/2 gapless phase. Thick (thin) lines
denote first-order (second-order) phase transitions.

However, the energy gap of the effective spin-1/2 Heisenberg
chain closes at the critical field h.; = 2J;, whereas the fully polar-
ized state of this effective model is the lowest-energy state of the
spin-1/2 Heisenberg tube unless the second critical field
hez =J; + 3J/2 is reached. It is quite apparent that the fully polar-
ized state of the effective spin-1/2 Heisenberg chain, as the ground
state of the spin-1/2 Heisenberg tube, exactly coincides with the
ground state QFO of the spin-1/2 Ising-Heisenberg tube given by
the eigenvector (18). Similarly, the fully polarized state of the ef-
fective mixed spin-(1/2,3/2) Heisenberg chain, which appears as
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another ground state of the spin-1/2 Heisenberg tube in between
the second and third critical fields hep =], +3//2 and
hes = 3J; + 3J/2, can be exactly identified with the ground state
MFO of the spin-1/2 Ising-Heisenberg tube given by the eigen-
vector (20). As a matter of fact, this eigenstate is delimited pre-
cisely by the same critical fields as reported for the ground state
MFO of the spin-1/2 Ising-Heisenberg tube. It can be thus con-
cluded that there is a perfect coincidence between the ground-
state phase diagrams of the spin-1/2 Ising-Heisenberg and Hei-
senberg tube in a parameter space J,// < 1/2 and h > 2J,, i.e. once
the interaction ratio J,/J is sufficiently small and the energy gap of
the effective spin-1/2 Heisenberg chain is closed by the magnetic
field.

Contrary to this, the ground-state phase diagrams of the spin-1/
2 Ising-Heisenberg and Heisenberg tube differ basically at moderate
and sufficiently strong values of the interaction ratio J,/] > 1/2 [c.f.
Fig. 2(a) with Fig. 2(c)]. In addition to three gapless ground states of
the spin-1/2 Heisenberg tube, which correspond to the effective
spin-1/2, mixed spin-(1/2,3/2) and spin-3/2 Heisenberg chains, one
novel gapful phase inherent to the intermediate one-half plateau of
the effective mixed spin-(1/2,3/2) Heisenberg chain can be found at
moderate values of h/J and J;/J. The intermediate one-half plateau
of the effective mixed spin-(1/2,3/2) Heisenberg chain gives rise to
the novel one-third plateau of the spin-1/2 Heisenberg tube, which
is of completely different origin than the one-third plateau origi-
nating from the fully polarized state of the effective spin-1/2 Hei-
senberg chain. It should be pointed out, moreover, that the ground
state MFI of the spin-1/2 Ising-Heisenberg tube cannot capture spin
arrangements of none of these novel quantum ground states of the
spin-1/2 Heisenberg tube.

4.2. Magnetization process

Next, let us examine zero-temperature magnetization curves of
the spin-1/2 Ising-Heisenberg and Heisenberg triangular tubes.
According to the Oshikawa-Yamanaka-Affleck rule, the spin-1/2
triangular tube may possibly exhibit intermediate magnetization
plateaus at zero, one-third and two-thirds of the saturation mag-
netization when the doubling of unit cell is taken into considera-
tion. It can be seen from Fig. 3(a) that the spin-1/2 Ising-Heisen-
berg tube exhibits all available magnetization plateaus. More
specifically, the antiferromagnetic ground states QAF and CAF are
responsible for a trivial plateau with zero net magnetization, the
ground states QFO and MFI are pertinent to the intermediate one-
third magnetization plateau and finally, the ground state MFO is
respective realization of the two-thirds magnetization plateau.
Hence, it follows that the zero, one-third and two-thirds magne-
tization plateaus are always present in the zero-temperature
magnetization curve of the spin-1/2 Ising-Heisenberg tube even
though the underlying mechanism for the plateau formation de-
pends basically on whether the interaction ratio is greater or
smaller than the speficic value J;//=3/4. In the former case
Ji1] < 3/4 the zero and one-third magnetization plateaus corre-
spond to the ground states QAF and QFO, while the zero and one-
third magnetization plateaus appear as a result of the ground
states CAF and MFI in the latter case with J,/J > 3/4.

The zero-temperature magnetization process of the spin-1/2
Heisenberg triangular tube can be obtained from DMRG data for
the lowest-energy states of the three effective spin-chain models
(12)~(14) calculated separately for each sector with the total spin
S/ The magnetic field, at which the magnetization undergoes the
respective change of the total spin from S;* to S7 + 1, can be cal-
culated from the difference between the lowest-energy levels from
adjacent sectors h = EF=O(N, Sf + 1) — EF=O(N, Sf) at zero magnetic
field. Fig. 3(b) illustrates a 3D plot of the magnetization against the
relative strength of the interaction ratio J;/J and the magnetic field
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Fig. 3. The magnetization normalized with respect to the saturation value as a
function the interaction ratio J;// and the magnetic field h/J for: (a) the spin-1/2
Ising-Heisenberg tube; (b) the spin-1/2 Heisenberg tube.

h/J. As one can see, the magnetization continuously varies from
zero up to the saturation value upon strengthening of the mag-
netic field on assumption that the interaction ratio J,/J is suffi-
ciently large. Under this condition, the spin-1/2 Heisenberg tube
does not display any intermediate magnetization plateau. Contrary
to this, the magnetization shows a smooth change with the rising
magnetic field only until the one-third magnetization plateau is
reached when the interaction ratio is sufficiently small J,/J < 1/2.
The one-third plateau is subsequently followed by an abrupt
magnetization jump towards a narrower two-thirds plateau,
which ends up at the saturation field where the magnetization
jumps to its saturation value. It should be nevertheless mentioned
that the most striking magnetization curves can be detected at
moderate values of the interaction ratio 0.5 < J;/J < 0.64, which
may involve a continuous change of the magnetization in between
the intermediate plateaus due to the presence of the gapless spin-
liquid ground states.

4.3. Bipartite entanglement

It is quite evident from the Ising character of the inter-rung
interaction assumed within the spin-1/2 Ising-Heisenberg trian-
gular tube that there is no correlation between transverse com-
ponents of two spins from neighboring triangular cells. As a result,
the spin-1/2 Ising-Heisenberg tube does not exhibit quantum
correlations between spins from distinct triangular units in con-
trast to the spins belonging to the same triangular unit, which may
display a quantum entanglement due to a quantum character of
the Heisenberg intra-rung coupling. With this background, we
have computed for all available ground states the longitudinal and
transverse components of the correlation function between two
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Fig. 4. The concurrence for two spins coupled within the spin-1/2 Ising-Heisenberg
tube through the Heisenberg intra-triangle interaction as a function of the inter-
action ratio J;/J and the magnetic field h/J.

spins from the same triangular unit along with the local magne-
tization in order to determine from Eq. (9) the concurrence as a
quantum entanglement estimator. The resulting diagram for the
concurrence is plotted in Fig. 4. As it could be expected, there is no
quantum entanglement in the classical ground states CF and CAF,
while the other four ground states QAF, QFO, MFI and MFO display
quantum correlations evidenced by non-zero concurrence. Two
spatial components of the pair correlation function and local
magnetization for any two spins from the same triangular unit
equal within the ground states QAF and QFO to Cyy = C,, = — 1/12
and m = + 1/6, which implies the following value C = 1/3 of the
concurrence. Though any two spins from the same triangular cell
are quantum-mechanically entangled, the bipartite entanglement
is incomplete due to the Heisenberg intra-rung coupling with the
third spin. Quantum entanglement and frustration on clusters
with integer spins has been recently investigated showing also
distinct trends in the various ordered phases [29].

The more subtle situation can be observed within the mixed
classical-quantum ground states MFI and MFO, where the bipartite
entanglement between two spins from the same triangular unit
basically depends on a regular alternation of the classical state
|11 1) with the quantum state | + 1/2, L or R), see the eigenvec-
tors (19) and (20). Of course, the former classical state | 1 1 1) is
consistent with the absence of quantum correlations C=0 in ac-
cordance with Cy =0, C,=1/4 and m = 1/2, while the latter
quantum state | + 1/2, L or R) indicates the same incomplete bi-
partite entanglement C=1/3 as reported for the ground states QAF
and QFO with regard to Cyy = C; = — 1/12 and m = + 1/6. Thus,
one may conjecture for the modulated classical-quantum ground
states MFI and MFO the mean value of the concurrence C = 1/6,
which measures the bipartite entanglement between two spins
from the same triangular unit.

The most profound difference between the spin-1/2 Ising-
Heisenberg and Heisenberg tube is that the former spin model
shows absence of quantum correlations between the spins from
distinct triangular unit cells in contrast with the latter fully
quantum spin model. To clarify this issue in a more detail, we have
calculated for the spin-1/2 Heisenberg tube using the DMRG
method two spatial components of the pair correlation function
between the spins from neighboring triangular units. The corre-

sponding results for the correlation functions Gy = (§i;§iil ;) and
Cp = (§,»j§,il ;) are plotted in Fig. 5 against the interaction ratio J;/J
and the magnetic field h[J. As could be expected, the correlation
functions Gy, and C,, exhibit plateaus in the parameter region
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22 0.05
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-0.15

Fig. 5. Both spatial components of the inter-rung pair correlation function Cyy and
C,, as a function of the interaction ratio J;// and the magnetic field h/J within the
spin-1/2 Heisenberg tube.

corresponding to the gapful ground states, while they show a
continuous variation within the parameter space corresponding to
the gapless ground states. Apparently, the transverse correlation
Cix between the spins from neighboring triangular units equals
zero in all gapful ground states, which excludes a possible occur-
rence of the respective bipartite entanglement.

The quantum entanglement between the spins from neigh-
boring unit cells can be accordingly found just within the gapless
ground states. Fig. 6 illustrates typical dependences of the con-
currence on the interaction ratio J;/J and the magnetic field h/J,
which serve in evidence of the quantum entanglement in the
gapless ground state described by the effective spin-3/2 Heisen-
berg chain. It is quite evident from Fig. 6 that the concurrence
monotonically decreases with the magnetic field due to a gradual
degradation of quantum fluctuations and reinforcement of the
spin polarization. It should be pointed out, however, that the
concurrence vanishes well before the magnetization reaches the
full polarization. Another interesting observation is that the spins
from neighboring triangular units are not quantum-mechanically
entangled within the other gapless ground state, which corre-
spond to the effective spin-1/2 Heisenberg chain. This finding is
rather surprising with respect to stronger quantum fluctuations of
the effective spin-1/2 Heisenberg chain, which substantially sup-
press the relative strength of both spatial components Cy, and C,,
of the pair correlation function between the spins from neigh-
boring triangular units (see Fig. 5).

5. Conclusion

In summary, we have provided a detailed comparison of the
ground-state properties of the frustrated spin-1/2 Ising-Heisenberg
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Fig. 6. The concurrence between two spins from neighboring triangular units of
the spin-1/2 Heisenberg tube as a function of the interaction ratio J;/J and the
magnetic field h/J. The incomplete entanglement, which occurs just within the
gapless ground state corresponding to the effective spin-3/2 Heisenberg chain, is
gradually suppressed as the magnetic field strengthens.

and Heisenberg triangular tubes in a presence of the external mag-
netic field, which differ from each other by character of the inter-
rung interaction (Ising vs. Heisenberg). All available ground states of
the spin-1/2 Ising-Heisenberg triangular tube were rigorously found
and the overall ground-state phase diagram constructed. The
ground-state phase diagram of the spin-1/2 Ising-Heisenberg tube
involves the four quantum ground states QAF, QFO, MFI and MFO in
addition to two classical ground states CAF and CF. Each couple of the
spins from one and the same triangular unit is quantum-mechani-
cally entangled within the ground states QAF and QFO, while the
quantum entanglement between the nearest-neighbor spins is only
present in each second triangular unit within the mixed classical-
quantum ground states MFI and MFO. The quantum entanglement
between the nearest-neighbor spins from the same triangular unit
cell was confirmed through the non-zero value of the concurrence
serving as a measure of bipartite entanglement.

To compare with, the ground-state phase diagram of the spin-
1/2 Heisenberg triangular tube constructed on the grounds of
DMRG calculations [17] includes in total one classical ground state,
three gapped quantum ground states and three gapless quantum
ground states. The classical ground state and two gapped quantum
ground states can be exactly identified with the three ground
states CF, QFO and MFO of the spin-1/2 Ising-Heisenberg tube.
Owing to this fact, there is a perfect coincidence between the
ground-state phase diagrams of the spin-1/2 Ising-Heisenberg and
Heisenberg tube in a parameter region J;/J < 1/2 and h > 2], in-
herent to those ground states. In the rest of the parameter space,
there appear substantial differences connected mainly with a
presence of gapless quantum ground states with a spin-liquid
character. Consequently, the magnetization scenario of the spin-1/
2 Heisenberg tube is much more miscellaneous in comparison
with the magnetization process of the spin-1/2 Ising-Heisenberg
tube, which always involves the zero, one-third and two-thirds
plateaus and respective magnetization jumps in between them.

The magnetization curve of the spin-1/2 Heisenberg tube never
contains just the plateau at zero magnetization, but it may contain
or not the intermediate one-third and two-thirds plateaus of dif-
ferent origin depending on the relative strength of the inter-rung
and intra-rung coupling constants. In addition, the spin-1/2 Hei-
senberg tube may exhibit bipartite entanglement evidenced by
non-zero concurrence between spins from distinct triangular unit
cells within the gapless spin-liquid ground state.
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1. Introduction

Exactly soluble quantum models are important
in several physical contexts, such as condensed
matter, quantum information and communication.
These models often produce new information on
aspects related to cooperative phenomena that would
be difficult to understand through approximate
approaches [1, 2, 3]. Despite considerable efforts,
a complete and rigorous solution for most realistic
quantum spin systems lies beyond the present stage
of human understanding.

Exactly solvable spin models are providing new
scenarios for the development and testing of new forms
of unusual physical behaviors including magnetization
plateaus, enhanced magnetocaloric effect, quantum
entanglement and non-locality effects, which have
been observed in several compounds [1, 4]. Exactly
solvable models thus enhance our capability to develop
a precise microscopic description of actual physical
properties observed in experiments [5]. Within this
context, there is a great variety of chemical compounds
retaining similar magnetic structure to a spin ladder [6]
as for instance several cuprates SrCusOs, LaCuOs 5
[7], CUQ(C5H12N2)QCI4 [8], <C5H12N)QCUBI'4 [9],
(5IAP)2CuBry [10] or vanadium oxides CaV2Ojs and
MgV205 [11]

An important feature of low-dimensional antifer-
romagnetic quantum spin systems is a respective zero-
temperature magnetization curve, which usually ex-
hibits a continuous growth as a function of the ex-
ternal magnetic field. However, under certain condi-
tions, the magnetization curve may also exhibit hori-
zontal plateaus at certain rational values of the mag-
netization. This phenomenon is quite analogous to the
quantum Hall effect, in which the electrical resistivity
exhibits plateaus as a function of the external magnetic
field. Oshikawa et al. [12] found a necessary condition
for the occurrence of fractional magnetization plateaus
in one-dimensional quantum spin models according to
which:

(Su — my)p € integer, (1)

where p is the ground-state period, S, and m, are
the total spin and the total magnetization of the unit
cell, respectively. The quantization condition (1) would
suggest that the number of available plateaus can
be increased either by the increase of the total spin
per unit cell S, or by breaking of the translational

symmetry when increasing the ground-state period p.
Note that the quantization condition (1) is necessary
but not sufficient, since not all predicted plateaus need
not be necessarily realized.

In this paper we will determine the thermody-
namic behavior of a frustrated spin—% Ising-Heisenberg
tube composed of triangular unit cells in a presence
of external magnetic field. In the triangular unit, the
three quantum spins are connected through the Heisen-
berg exchange coupling with X X7 symmetry. Each
spin belonging to the unit cell ¢ is connected to all spins
of the posterior cell i+1 through an Ising-like exchange
coupling [13, 14], as shown in figure 1. The model is
analytically solved by exploring the local conservation
of the total spin on each rung and the transfer-matrix
method. We will be particularly interested in investi-
gating the possible presence of magnetization plateaus
induced by the local frustration of the antiferromag-
netic triangular unit and in identifying thermodynamic
signatures of the discontinuous quantum phase transi-
tions driven by the rising external magnetic field.

The organization of this paper is as follows. The
frustrated spin-% Ising-Heisenberg tube is introduced
in Sec. 2 along with its exact analytical treatment.
The most interesting results for the ground state,
magnetization process, entropy, specific heat, pair
correlation functions and magnetocaloric effect are
presented in Sec. 3. Finally, a few concluding remarks
are drawn in Sec. 4.

2. Exact solution of the Ising-Heisenberg tube
The Hamiltonian of a spin—% Ising-Heisenberg triangu-

lar tube in the presence of an external magnetic field
can be defined as:

H= ﬁ: 23: {Jw (Sf,jsfjﬂ + Sﬁjsfj,jﬂ) 250 f,j+1}

i=1]z/;=1 3 3 N 3
+ JlZ( Sf,j)(z f+1,j) —hY > Sy (2)
i=1  j=1 j=1 i=1 j=1

where S9; (a € {r,y,z}) denote spatial components
of a spin—% operator, the subscript j labels one of
three vertices from the ¢-th triangular unit and the
constraints Syy1,; = S1; and S;4 = S;1 ensure
a periodic boundary condition. The interaction
terms J, and J, determine the anisotropic XXZ

Heisenberg interaction within the triangular unit
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Figure 1: A diagrammatic representation of the
frustrated spin-1/2 Ising-Heisenberg triangular tube.
Thick (black) lines represent the XXZ Heisenberg
intra-rung coupling (J;, J;), while thin (blue) lines
correspond to the Ising inter-rung coupling (J7).

cell, the interaction term J; represents the Ising-like
coupling between spins from neighboring unit cells
and the last term A incorporates the effect of external
magnetic field.

It is worthwhile to remark that the Hamiltonian
(2) belongs to a class of frustrated spin-ladder models
introduced in Ref. [6]. The general feature of the
spin-ladder models [6] is that their Hamiltonians can
alternatively be rewritten in terms of the total spin of
the unit cell T; = Z§:1 S;.; and its z-component T? =
23:1 S7;, which simultaneously represent conserved
quantities with well defined quantum spin numbers.
Our further focus will be therefore at diagonalization
of the Hamiltonian (2) under periodic boundary
conditions ensuring a translational invariance. A
convenient mathematical shortcut simplifying further
treatment affords the algebraic identity:

2 3
(7)) = 5 —2(SoSm + 50180 + 5085 ), ()

q3r9u983 q5r5u332 q57.5u73s q37.9u79

q5r5u3s2 q71“US q77‘u_1 q5r5u_3s_1
q5r5u738 q7rufl q7ru$71 q5r5u3872
q37‘9u_9 q5,r5u—3s—1 q5r5u33_2 q37‘9u95_3
q27"5u382 q4rus q47,.u71 q2,r,5u73871
q2r5u_35 q4ru_1 q4ru5_1 q27’5u3s_2
q27"5u382 q4ru5 q47,u71 q2r5 — 871
q27’5u_35 q4,,,u—1 q4ru5_1 q27"5u35_2

_ 8- _BJa 8h _Bn
where q=e~ 7 ,r=e 5 ,s=ez andu=e~ 7 .

In the thermodynamic limit N — oo, the partition
function is given in terms of the largest eigenvalue

in terms of which the Hamiltonian (2) can be rewritten
to the following form:

H_—?’év(sz+Jz)+éHi. (4)

Here, the first term represents less important constant
that simply rescales the energy and the second term
is written as a sum over the most symmetric local
Hamiltonians H; depending on quantum spin numbers
from two consecutive unit cells:

Jy
Hi= WT7T + [Tz‘(Ti +1) + Tip1 (Tin + 1)}

_ 2 2
() () - 5 ()

whereas 177 = -T;,—T; + 1,...,7;.  The local
Hamiltonians obviously commute with each other, i.e.
[H;,H;] = 0, by virtue of which one may employ
classical transfer-matrix method to obtain the main
thermodynamic quantities of interest. In addition,
the diagonal form of the Hamiltonian (5) can be
straightforwardly used to obtain all possible ground
states. The canonical partition function follows from
the standard procedure:

N
7 — Tre M — o 5" 2Tty H o BHi

i=1

N
NB z z
=e's 2t Z HT(Ti»Tz‘ s Tig1, T 1)
(T, T7} i=1
= o5 IHI)Ty(T)V, (6)
where 5 = 1/(kpT), kp is Boltzmann’s constant, 7" is
the absolute temperature and the summation ) (1,77}
is carried out over all available values of quantum spin

numbers. The expression T(T3,T7; Tiq1,T7,,) can be
formally viewed as the transfer matrix given by:

T(T3, T7; Tiv1, T7 ) = (T, T7 e PM4| T, T, ) =

q2u52352 q27"5u*33 q27ﬂ5u382 q27ﬂ5u738
q4rus q47“u_1 q4rus q4ru_1
q4ru*l q4yzs*1 q4yzfl q4yzs*1
q rou—3g1 q2r5u3s_2 q2r5u_3s_1 q2r5u3s_2 (7)
qrus gru?! qrus gru! ’
qru_1 qrus‘1 qru‘1 qrus‘l
qrus qrzf1 qrus qrzf1
qru_1 qrus‘1 qru_1 qrus‘1

of the transfer matrix (7). All eigenvalues can be
calculated by solving the characteristic equation:

det (T — I)\) —0, (8)
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where Z stands for eight-by-eight unity matrix. Using
standard properties of determinants [15] one may find
that four out of eight transfer-matrix eigenvalues equal
Zero (Ag = )\7 = AG = )\5 = O)

The other four transfer-matrix eigenvalues are
obtained as roots of the fourth-order polynomial
equation:

M4+ AN +BX2+C A+ D=0, (9)

whose coefficients are respectively:
A= qm[q r8u8 cosh (357") +2(5 +2)
X cosh (i—h)}
B= 2q2r2{q27’8 (q6 + 2) [uﬁ (u4 . 1) cosh (Qﬁh)
) 0)] (4
- (° +2) smh( 3 (11)
sl sl Lo ()
_ usinh (3,8J1) — u2sinh (3ﬂJ1 )}

+ [u‘*’ (q6 + 2) sinh (

(10)

2 (3)

) — u3sinh (wl)

et (Dea(D) o
D=4(¢ + 2) ¢*r2{ sin 52‘]1) [sinh (352‘]1)

 2sini (%51 ) ] sinh () sinh (751

— 2sinh (3,3J1) sinh (B,Jl) } (13)

The Helmholtz free energy per unit cell is in
the thermodynamic limit N — oo determined by the
largest eigenvalue A = max{Ai, A2, Az, A1 }:

3(2Jx + JZ)
8

—1 1 1
1= 57 jim iz
— B7 In Amax- (14)
All other thermodynamic quantities such as entropy,
magnetization and specific heat can be calculated
from the Helmholtz free energy (14) by numerical
differentiation. In addition, two spatial components
of the pair correlation function between spins from the
same triangular unit are given by

— 1Tr[i5ji ;+Me‘ﬁ”} - _% <66=£>7“(15)
{Z j i J+1Z }

- iﬁ[ZSzz%u ) =2 (55, a0

while the pair correlation between spins from neighbor-
ing triangular cells is obtained from:
7)
( a.J1 Ql

1 3 3
DD DAL ST B

j=1k=1

727 __
01,2 =

3. Results and discussion

In this section, let us proceed to a discussion of
the most interesting results for the frustrated spin-%
Ising-Heisenberg triangular tube in an applied external
magnetic field by assuming the particular case with
the antiferromagnetic interactions. For simplicity, our
attention will be henceforth paid to the special case
of the spin—% Ising-Heisenberg tube with the isotropic
Heisenberg intra-rung interaction J, = J, = J, which
illustrates all generic features of the more general
model with the anisotropic XXZ Heisenberg coupling.

3.1. Ground-state phase diagram

All possible ground states of the spin—% Ising-
Heisenberg tube can be straightforwardly obtained
from the diagonalized form of the Hamiltonian (4) after
taking into consideration all available combinations
of quantum spin numbers involved therein. By
inspection, one finds six different ground states: the

classical antiferromagnetic phase (CAF)

N/2
H [T 25-1 @ [ 1) 25
[CAF) = ¢ 45 : (18)
110251 @ 11112
j=1
the classical ferromagnetic phase (CFO)
N
CFO) = [ [ I111):, (19)
i=1
the quantum antiferromagnetic phase (QAF)
N/2
H ’%’ Lor R>2j71 ® ’7%7 Lor R>2j
QAF) = ¢ 17, , (20)
H |_%’L0rR>2j—1 ® |%7L0rR>2j
j=1
the quantum ferromagnetic phase (QFO)
|QFO) = LorR> , (21)
j=1 j
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the mixed classical-quantum ferrimagnetic phase
(MFI)

N/2

H|TTT>2j—1 ® |-%, Lor R>2j

j=1
IMFT) = < %5 , (22)

4 ® [ T11) 25

H ’f%,LorR>2
j=1

and the mixed classical-quantum ferromagnetic phase
(MFO)

N/2
[Tt 21 ® |5, Lor ),

IMFO) = ¢ 1,

H ‘Q,LorR>2

In above, we have used the following notation for
the eigenvectors of the j-th Heisenberg spin triangle
| £1/2,R); and | £1/2, L); with the total spin T7 =
+1/2 and two opposite (right- and left-hand) chiralities

1 1 dim
,R>j -2 (1 + SFIT))

2
1 3 3
2,L>j f(|m>+e 141) + e 111

(23)
® 1112

e 1) +

),

~5R) = = (1) + e+ ¥ ),

%), T ;
1 1 ; :

‘27L>j = = (110 + e 1 + ¥ ) @0

The corresponding eigenenergies per elementary trian-
gular unit (Heisenberg spin triangle) are given by

EcAr = —97{1+%»

Ecro :%+%f%,

Bqar =~ =

saro =234

Enrr = —37‘]1—%’

EMFo—%*h (25)

It is quite obvious from the eigenvectors (18)-
(23) that the four ground states CAF, QAF, MFI
and MFO have a translationally-broken symmetry
due to the antiferromagnetic coupling between spins
from neighboring triangular units in contrast to the
other two ground states CFO and QFO, which are
translationally invariant. In addition, the chiral
degrees of freedom of the Heisenberg spin triangles
within the eigenstates (24) with the total spin T; = %
are responsible for a macroscopic degeneracy of the

ground states QAF, QFO, MFI and MFO. The ground
state QAF has the largest residual entropy S = (N +
1)kpIn2 due to a mutual interplay of translationally
broken symmetry and chiral degrees of freedom, the
ground state QFO has the residual entropy S =
Nkpln?2 originating solely from the chiral degrees of
freedom, while the latter two ground states MFI and
MFO have the residual entropy S = (N/2 + 1)kpIn2
coming from the translationally broken symmetry and
chiral degrees of freedom.

The ground-state phase diagram of the spin—%
Ising-Heisenberg triangular tube is depicted in Fig. 2.
At zero magnetic field h = 0 the antiferromagnetic
phases QAF and CAF with a zero net magnetization
emerge as the only two possible ground states.
The ground state QAF of a quantum character is
stable in a parameter region with the predominant
Heisenberg intra-rung interaction Ji/J < 3/4, while
the ground state CAF of a classical nature is stable
in a parameter region with the predominant Ising
inter-rung interaction Jy/J > 3/4. Of course, the
antiferromagnetic order inherent to the ground states
QAF or CAF breaks down when the external magnetic
field approaches its first critical value h.;, above which
another two unusual quantum ground states QFO and
MFI appear. It is evident from Fig. 2 that the
ground state QAF turns to the QFO phase at the
critical field h.; = Jj, while the ground state CAF
evolves into the MFI phase at the critical field h.; =
3.J1—3J/2. The ground states QFO and MFT are stable
at moderate values of the magnetic field ranging up to
the second critical fields he.o = Ji + 3J/2 and 3.Jy,
respectively, which represent a lower boundary for a
presence of the ground state MFO with a modulated
ferromagnetic character. Finally, all spins are forced
to align within the fully polarized ground state CF for
the stronger magnetic fields than the saturation field
hes = 3J1 + 3J/2.

3.2. Magnetization process

Next, let us examine the temperature dependence
of the magnetization curves of the spin—% Ising-
Heisenberg triangular tube. According to the
Oshikawa-Yamanaka-Affleck rule [12], the spin-1/2
triangular tube may possibly display intermediate
magnetization plateaus at zero, one-third and two-
thirds of the saturation magnetization. It can be
seen from Fig. 3 that the spin—% Ising-Heisenberg
tube exhibits all available magnetization plateaus.
More specifically, the antiferromagnetic ground states
QAF and CAF are responsible for a trivial plateau
with zero net magnetization, the ground states QFO
and MFT are pertinent to the intermediate one-third
magnetization plateau and finally, the ground state
MFO is the respective realization of the two-thirds
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Figure 2: The ground-state phase diagram of the spin-
1/2 Ising-Heisenberg tube in % - % plane, which
involves six distinct gapped ground states (for details

see the text).

magnetization plateau. Hence, it follows that the zero,
one-third and two-thirds magnetization plateaus are
always present in the zero-temperature magnetization
curve of the spin—% Ising-Heisenberg tube even though
the underlying mechanism for the plateau formation
basically depends on whether the interaction ratio is
greater or smaller than the specific value J;/J = 3/4.
In the latter case J;/J < 3/4, the zero and one-
third magnetization plateaus correspond to the ground
states QAF and QFO, while the zero and one-third
magnetization plateaus appear as a result of the ground
states CAF and MFI in the former case Jy/J > 3/4.
Another interesting point to observe from Fig. 3(b) is
that all low-temperature magnetization curves coalesce
above a half of the zero-temperature magnetization
jump accompanying the field-driven transition from
CAF phase to MFI phase, because this transition
occurs from a classical two-fold degenerate phase
(CAF) to a macroscopically degenerate quantum phase
(MFT). On the other hand, the crossing point of low-
temperature magnetization curves at the field-driven
transition between the macroscopically degenerate
QAF and QFO phases takes place at a half of the
zero-temperature magnetization jump, because both
these phases have the same degree of degeneracy. The
crossing points of the low-temperature magnetization
curves at all other field-induced transitions are below
a half of the zero-temperature magnetization jump,
since the rising magnetic field generally suppresses
degeneracy.

3.3. Entropy and specific heat

To better characterize distinct degeneracies of the
ground states, we have plotted in Fig. 4 temperature
dependences of the entropy for some representative

values of the coupling ratio and magnetic field. In
Fig. 4(a) for J1/J = 0.6, thermal variations of the
entropy at two lowest values of the external magnetic
field h/J = 0.0 and 0.5 correspond to the QAF ground
state with the residual entropy S = NkpIn2. The
third lowest magnetic field h/J = 1.5 leads to the QFO
ground state with the same residual entropy. On the
contrary, two higher magnetic fields h/J = 2.5 and 3.2
support the MFO ground state with a lower residual
entropy S = (1/2)Nkpln2. Finally, the largest
value of the magnetic field h/J = 4.0 corresponds to
the non-degenerate CFO ground state. In Fig. 4(b)
for Ji/J = 0.8, one detects a distinct sequence of
discontinuous field-driven phase transitions. At zero
and low magnetic field h/J = 0.0 and 0.5 one finds
the non-degenerate CAF ground state without the
residual entropy. The ground states MFI and MFO
emerging at moderate values of the magnetic field have
a quantum character with the same residual entropy
S = (1/2)NkpIn2. At sufficiently high magnetic
fields, one reaches the CFO ground state with a non-
degenerate character.

Let us turn our attention to typical temperature
dependences of the specific heat as displayed in Fig. 5
for a few selected values of the magnetic field. In
Fig. 5(a) we have depicted the specific heat for the
particular case with J;/J = 0.6 for which the zero-
field ground state is the highly degenerate QAF phase.
In this case, the specific heat exhibits a round and
quite wide maximum due to thermal excitations from
the highly degenerate ground state to less degenerate
excited states. At zero magnetic field, the second
round maximum is also visible at lower temperatures
owing to a relatively small energy gap between the
QAF and QFO states. Consequently, this second
Schottky-type peak moves towards lower temperatures
as the magnetic field strengthens, because a quantum
phase transition between the QAF and QFO phases
is gradually approached. Above the zero-temperature
phase transition, the low-temperature peak is reduced
in height as the QFO state has a lower degeneracy than
the QAF state. For moderate values of the magnetic
field the low-temperature peak is superimposed on the
main round maximum as for instance for the specific
case with h/J = 1.5 in Fig. 5(a). Notice that the
development of double-peak specific-heat curves always
signals approaching of a discontinuous quantum phase
transition. The specific heat exhibits qualitatively the
same thermal behavior also for another particular case
with J;/J = 0.8 as illustrated in Fig. 5(b). There is
just one strikingly distinct feature, namely, the low-
temperature peak of the specific heat may exhibit a
remarkable height at low values of the magnetic field.
An extremely high Schottky-type maximum can be
attributed to a vigorous thermal excitations from a less
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Figure 3: The magnetization normalized with respect
to its saturation value against the magnetic field h/J
for a few different temperatures and two representative
values of the interaction ratio: (a) Ji/J = 0.6; (b)
J1/J = 0.8. The intermediate 1/3- and 2/3-plateaus
appear in both kinds of the magnetization curves
irrespective of a specific sequence of the field-driven
phase transitions.

degenerate ground state towards a highly degenerate
excited state.

8.4. Correlation functions

To gain an overall insight into a character of spin
arrangements emerging within the individual ground
states, let us explore in detail the temperature
dependence of some relevant pair correlation functions.
It is quite evident from the Ising character of the
inter-rung interaction that there is no correlation
between transverse components of two spins from
neighboring triangular cells of the spin—% Ising-
Heisenberg triangular tube. As a result, the spin-

% Ising-Heisenberg tube does not exhibit quantum

(@) J,/1=06
0.7—— —

0.6

Figure 4: Thermal dependences of the entropy per spin
for some representative values of the magnetic field
and two different values of the interaction ratio: (a)
Ji/J = 0.6; (b) J1J = 0.8. Notice that the QAF and
QFO phases have the residual entropy S/Nkp = In2,
while the MFT and MFO phases have smaller residual
entropy S/Nkp = (1/2)In2. Both CAF and CFO
phases are without macroscopic degeneracy.

correlations between spins from distinct triangular
units in contrast to the spins from the same triangular
unit, which may become entangled due to the quantum
character of the Heisenberg intra-rung coupling. With
this background, we have computed longitudinal (C,,)
and transverse (Cy;) components of the correlation
function between two spins from the same triangular
unit for all available ground states, see Figs. 6 and 7.
These pair correlation functions are plotted against the
external magnetic field for a few different temperatures
and two values of the interaction ratio used in our
previous analysis (J1J = 0.6 and J;J = 0.8).

The transverse correlation function shows for
J1/J = 0.6 [Fig. 6(a)] a single intermediate plateau
corresponding to the MFO ground state. Both QAF
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Figure 5: Thermal dependence of the specific heat per
spin for some representative values of the magnetic
field and two different values of the interaction ratio:
(a) J1J = 0.6; (b) J1J = 0.8. The presence of a
low-temperature peak signals vicinity of a field-driven
quantum phase transition. The intensity of the low-
temperature peak brings information about a relative
degeneracy between the ground state and low-lying
excited states.

and QFO phases have the same degree of transverse
correlation, while the transverse components of spins
are completely uncorrelated within the CFO phase.
The negative sign of the transverse correlations
reflects the antiferromagnetic character of the intra-
rung coupling.  However, this correlation is not
fully saturated due to a topological frustration of
a triangular unit caused by the antiferromagnetic
interactions. The transverse correlation for Ji/J =
0.8 [Fig. 6(b)] also exhibits a single intermediate
plateau at zero temperature corresponding to the MFI
and MFO phases. Contrary to this, there is no
transverse correlation in the CAF and CFO ground
states. Thermal excitations have diverse impact upon
the transverse correlations in these two special cases.

In the former case J;/J = 0.6, the low-energy thermal
excitations just make an abrupt jump between the
distinct plateaus smoother. On the contrary, two
new features emerge in the latter case Ji/J = 0.8.
First, strong transverse correlations can be thermally
induced above the classical CAF ground state on
account of thermal excitations from the classical to
quantum states. Second, the field-induced quantum
phase transition between the MFI and MFO ground
states is manifested by a pronounced bump in the
transverse correlation, which can be observed just at
non-zero temperatures while it is completely absent at
zero temperature.

The longitudinal correlation function shown in
Fig. 7 also displays some features that deserve to be
closely analyzed. First, the longitudinal correlation
is fully saturated only within the classical ground
states CAF and CFO. Both QAF and QFO phases
possess negative (antiferromagnetic) but unsaturated
longitudinal correlation at zero temperature, while
both MFI and MFO phases have the same degree
of positive (ferromagnetic) longitudinal correlation.
Thermal excitations from the classical CAF ground
state may populate excited states of quantum character
and hence, they are able to promote a sign reversal of
the longitudinal correlation as illustrated in the low-
field regime of Fig. 7(b).

3.5. Adiabatic demagnetization

It is well known that several frustrated spin systems
may exhibit an enhanced magnetocaloric effect dur-
ing the adiabatic demagnetization, which might be of
practical importance for low-temperature magnetic re-
frigeration [16]. Owing to this fact, let us also in-
vestigate the adiabatic demagnetization of the spin-
% Ising-Heisenberg triangular tube under adiabatic
(iso-entropic) conditions. Fig. 8 illustrates typical
iso-entropic curves in the temperature versus mag-
netic field parameter space for two different mag-
netization scenarios discussed previously. The se-
quence of three field-induced quantum phase tran-
sitions CFO—MFO—QFO—QAF upon adiabatic re-
moval of the magnetic field is reflected in the relevant
temperature changes shown in Fig. 8(a). The other
particular case shown in Fig. 8(b) reflects the another
possible sequence of three field-induced quantum phase
transitions CFO—-MFO—MFI—CAF. In both cases,
the most pronounced changes of temperature can be
observed in a close vicinity of the critical fields due
to non-zero value of the residual entropy. It could be
thus concluded that an enhanced magnetocaloric effect
is achieved provided that the entropy is set sufficiently
close to one of its ground-state residual values.
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Figure 6: The transverse correlation function C,, as
a function of the magnetic field for a few different
temperatures and two selected values of the interaction
ratio: (a) Ji/J = 0.6; (b) J1/J = 0.8. A single
intermediate plateau in Fig. 6(a) corresponds at zero
temperature to the MFO ground state, while a single
intermediate plateau in Fig. 6(b) incorporates at zero
temperature both MFI and MFO ground states.

4. Conclusion

In the present work, we have investigated the mag-
netization process and thermodynamic behavior of
the frustrated spin—% Ising-Heisenberg triangular tube.
The model was exactly solved through the transfer-
matrix method by taking advantage of the local con-
servation law for the total spin on the Heisenberg trian-
gular plaquettes. This procedure enabled us to obtain
exact results for some basic thermodynamic quantities
including the magnetization, entropy, specific heat and
pair correlation functions.

It has been shown that the low-temperature
magnetization curves display intermediate plateaus
at zero, one-third and two-thirds of the saturation
magnetization, which signal discontinuous quantum
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Figure 7: The longitudinal correlation function C,,
as a function of the magnetic field for a few different
temperatures and two selected values of the interaction
ratio: (a) J1/J = 0.6; (b) J1/J = 0.8. A single
intermediate plateau in Fig. 7(a) corresponds at zero
temperature to the MFO ground state, while a single
intermediate plateau in Fig. 7(b) incorporates at zero
temperature both MFI and MFO ground states.

phase transitions promoted by the external magnetic
field. At the critical fields, the investigated system
has a macroscopic residual entropy. We have also
computed typical adiabatic changes of temperature
achieved upon lowering of the external magnetic field,
which imply an enhanced magnetocaloric effect near
all field-driven quantum phase transitions. Further, it
has been demonstrated that the specific heat exhibits
diverse thermal dependences, which may include an
anomalous low-temperature peak due to a large
relative difference between the ground-state and first-
excited-state degeneracies.
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(a) Ji/J = 0.6

(b) Ji/J = 0.8
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Figure 8: Iso-entropic changes of temperature in
response to variation of the external magnetic field for
two different values of the interaction ratio: (a) %
= 0.6; (b) # = 0.8. The enhanced magnetocaloric
effect, i.e. large slope of the iso-entropic curves, is
achieved at low temperatures when the entropy is

selected sufficiently close to one of its residual values.
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