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Resumo

Sistemas fisicos fora do equilibrio termodinamico apresentam excitabilidade
e irreversibilidade. A excitabilidade é responséavel pela grande sensibilidade desses
sistemas a estimulos externos enquanto a irreversibilidade estd associada a dissipa-
¢ao de energia. As flutuacoes térmicas, inevitaveis em qualquer sistema real, surgem
devido a interacao entre as inimeras particulas do meio. Para tais sistemas uma
das melhores abordagens é dada pela Mecanica Estatistica de nao-equilibrio, uma
vez que ¢é praticamente impossivel uma abordagem individualizada das equacoes de
movimento. Muitos trabalhos na literatura atual utilizam uma modelagem esto-
céstica gaussiana (sem correlagdo) para representar as flutuagoes. No entanto, ha
um nimero crescente de trabalhos que relatam a ocorréncia de flutuacoes corre-
lacionadas, principalmente em sistemas bioldgicos. Nesta tese nos investigamos a
influéncia da distribuicao estocéstica nao-gaussiana sobre as propriedades de dois
modelos excitaveis representativos. No primeiro, estudamos a influéncia da distri-
bui¢ao sobre a dinamica neural através do mecanismo de ressonancia estocastica
(RE). No segundo, abordamos o mecanismo do efeito catraca (EC) sobre o trans-
porte direcionado de particulas. Nos dois sistemas utilizamos um ruido colorido
nao-gaussiano com distribuigao tipo lei de poténcia obtido através de um processo
multiplicativo aleatorio (PMA). Esse processo permite o ajuste fino do expoente de
decaimento assintotico da lei de poténcia. As condi¢oes de otimizacao sao relata-
das. Em particular, obtivemos que as condicoes de otimizacao para a ressonancia e
para o transporte direcionado em catracas brownianas sao atingidas para um valor
finito do expoente da distribuicao estocastica que representa um carater fortemente
nao-gaussiano. Como flutuagdes nao-gaussianas ocorrem com muita frequéncia nos
sistemas naturais, acreditamos que o cariter nao-gaussiano pode otimizar a eficién-

cia dos mecanismos estocasticos de transporte em micro e nanoescala.

Palavras-chave: Dindmica Neural. Motores Brownianos. Ruido Ndo-Gaussiano.



Abstract

Physical systems far from thermodynamic equilibrium present excitability
and irreversibility. The excitability is responsible for the great sensitivity of these
systems to external stimuli while the irreversibility is associated with energy dis-
sipation. The thermal fluctuations, inevitable in any real system, arise due to the
interaction between many particles of the system. For such systems one of the best
approaches is given by the non-equilibrium Statistical Mechanics, since it is virtu-
ally impossible an individualized approach of the motion equations. Many works in
the current literature use a Gaussian stochastic modeling (without correlations) to
represent the fluctuations. However, there is a growing number of studies reporting
the occurrence of correlated fluctuations, mainly related to biological systems. In
this thesis we investigate the influence of non-Gaussian stochastic distribution on the
properties for two representative excitable models. In the first model we study the
influence of distribution on the neural dynamics through the stochastic resonance
(SR) mechanism. In the second model we approach the ratchet effect (RE) on di-
rected transport of particles. In both systems we use a non-Gaussian power-law
distributed noise obtained through a random multiplicative process (RMP). This
process allows a fine tuning of the asymptotic power-law decay exponent. The op-
timization conditions are reported. In particular, we show that the optimization
conditions for resonance and directed transport in Brownian ratchets are reached
for a finit decay exponent of the stochastic distribution that represents a strong
non-Gaussian character. As non-Gaussian fluctuations occur with great frequency
in natural systems, we believe that the non-Gaussian character can optimize the

efficiency on the stochastic transport mechanisms in micro and nanoscale.

Keywords: Neural Dynamics. Brownian Motors. Non-Gaussian Noise.
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Capitulo 1

Introducao Geral

1.1 Introducao

No inicio do século XX, mais precisamente no ano de 1905, a comunidade
cientifica foi surpreendida com a publicacao de cinco artigos escritos por um jovem,
até entao desconhecido, que causaram uma profunda mudanca na forma como alguns
dos problemas mais intrigantes da época eram abordados. A raiz desses problemas
estava, essencialmente, na inadequacgao das leis de Newton quando aplicadas a par-
ticulas subatdomicas ou a corpos com velocidades apreciaveis, quando comparadas a
velocidade da luz. Foi entao que Albert Einstein surgiu com seus trabalhos revolu-
cionarios. Em um desses trabalhos, e também em sua tese de doutorado, ele tratava
do estudo dos movimentos de particulas microscopicas, como atomos e moléculas, e
sua relac¢do com as leis da termodinamica [1]. A relagdo entre o mundo microscopico
dos atomos e moléculas e o universo macroscopico regido tanto pelas variaveis ter-
modinamicas quanto pelas leis de Newton despertavam nao s6 a atencao do proprio
Einstein como a de parte da comunidade cientifica da época.

De uma forma geral, a Fisica estava alicercada na mecanica de Newton, no

eletromagnetismo de Maxwell e na termodinamica de Clausius e, mais recentemente,
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1 Introducao 11

de Boltzmann. Um aspecto comum a todos estes contextos é o estudo da interacao
entre uma ou mais particulas e o meio que as cerca. Esse problema continua em
aberto atualmente, dependendo do grau de liberdade, da natureza da interagao e da
quantidade de particulas envolvidas no sistema. De acordo com a Mecanica Esta-
tistica, um sistema macroscopico é constituido de muitas particulas, caracterizadas
por micro-estados, interagindo constantemente entre si. Dessa forma seria impossi-
vel escrever as equacoes de movimento para todas as particulas, pois nao teriamos
condicoes de conhecer todos os micro-estados do sistema e apenas uma abordagem
estatistica seria possivel.

Em relacao a interacao entre o sistema fisico de interesse e o meio que o cerca,
o problema surge quando impomos condi¢oes mais realisticas as interagoes. Essas
interacoes de cardter mais realistico podem ter natureza térmica, eletromagnética ou
ambas e sao consideradas como flutuacoes do meio ou simplesmente o ruido produ-
zido pelo mesmo. Essas flutuagoes (e a consequente dissipagao de energia no meio)
contribuem para a irreversibilidade observada nos sistemas naturais fora do equili-
brio termodinamico. Para tais sistemas uma das melhores abordagens é dada pela
Mecanica Estatistica de ndo-equilibrio [2]. O ruido e as flutuagdes do meio estdo,
inevitavelmente, presentes nesses sistemas naturais (como reagoes quimicas, siste-
mas neurais, lasers, dinamica climatica, etc), pois é praticamente impossivel isolar
perfeitamente um sistema fisico de seu meio (que, de acordo com alguns modelos
utilizados pela Termodinamica, pode ser considerado como um reservatorio térmico
constituido de um namero muito grande de osciladores harmonicos). Mesmo a tem-
peratura zero, quando as flutuagoes térmicas se anulam, ha uma interacao com
reservatorios de temperatura zero, que sao fontes de ruido quantico.

A importancia do estudo de como as flutuacoes ou perturbacoes de um meio
podem interferir na dindmica de um determinado sistema fisico ficou mais evidente
a partir do trabalho original de Einstein sobre o movimento browniano. A partir
desse ponto, houve um crescente interesse na investigagao das propriedades de siste-

mas com flutuagoes e dos mecanismos de transporte desses sistemas. Benzi et al [3]

Instituto de Fisica - UFAL



1 Introducao 12

evidenciaram o papel das flutuagoes em sistemas dinamicos sujeitos a forcas pe-
riodicas e perturbacoes aleatorias, caracterizando o mecanismo que ficou conhecido
como ressonancia estocéstica (RE) e, posteriormente, utilizaram esse mecanismo
para investigar a dindmica nas mudancas climaticas [4]. No modelo utilizado por
Benzi et al, o clima global é representado como um potencial biestavel, onde um
dos minimos representa a temperatura que identifica a era glacial. A modulagao da
excentricidade da oOrbita terrestre é representada por um sinal periddico fraco e as
flutuacoes anuais da radiacao solar sao modeladas como um ruido branco gaussi-
ano. No inicio da década de 90, Stocks et al |5, 6] descobriram uma forma de RE
em sistemas monoestaveis, um oscilador sobreamortecido. Desde entao verificou-se
que alguns fenémenos estocasticos, como o de RE, estao geralmente relacionados
a sistemas dinamicos os quais, considerando uma determinada faixa de frequéncia,
exibem um aumento na sensibilidade em relacao a pequenas perturbacoes.

Em contraste aos sistemas biestéveis, os sistemas monoestaveis possuem so-
mente um estado estavel, que também é denominado estado de repouso, mas, por
outro lado, possuem um limiar de disparo e um estado excitado. Apés o cruzamento
do limiar de disparo, o estado excitado decai, depois de um tempo relativamente
longo (em comparagao a taxa de relaxagao de pequenas perturbagoes em torno do
estado estavel), ao estado de repouso. Como a dinamica desses dois sistemas, mono-
estaveis com barreira de ativacao e biestaveis, pode ser favorecida por propriedades
estocésticas, podemos considera-los como sistemas excitaveis por flutuagoes do meio.
Muitos trabalhos recentes relatam a influéncia de RE, principalmente, em sistemas
excitaveis biologicos, tais como redes de neurdnios do cérebro de mamiferos |7], na
transmissao e recep¢ao de sinais por neurotransmissores [8], na érea de processa-
mento da visdo no cérebro humano [9] e no comportamento de acasalamento entre
algumas espécies de insetos [10].

Outros mecanismos estocésticos de transporte geralmente associados a sis-
temas excitaveis sao os motores brownianos (MB) ou catracas brownianas (CB).

Um motor browniano é um dispositivo que combina os efeitos do ruido térmico, de

Instituto de Fisica - UFAL



1 As Flutuagoes Térmicas e o Movimento Browniano 13

assimetrias espaciais ou temporais do potencial que governa um determinado sis-
tema fisico com a taxa de fornecimento de energia a esse sistema para estimular um
movimento direcionado de particulas [11,12]. Por causa dessas condi¢oes, os moto-
res brownianos operam fora do equilibrio termodinamico e alguns conceitos como a
teoria da resposta linear, relagoes de flutuacao-dissipacao e balanco detalhado nao
podem ser aplicados. Muitos sistemas biologicos em niveis microscopicos podem
utilizar as propriedades de transporte dos motores moleculares, por exemplo, para a
sintetizagao de moléculas [13,14]. Nesse nivel, as forgas de arrasto e o ruido térmico

prevalecem sobre as forcas inerciais que dominam nos sistemas macroscopicos .

1.2 As Flutuacoes Térmicas e o

Movimento Browniano

O movimento browniano recebeu este nome em homenagem a Robert Brown
quando observou, na primeira metade do século XIX, que particulas de polen dissol-
vidas em agua desenvolviam um movimento incessante e erratico. Esse mesmo movi-
mento também foi observado em relagao a particulas inorganicas de cinza. Mostrou-
se posteriormente que o movimento estava relacionado aos incessantes choques que
as particulas de um determinado soluto sofriam devido & colisao com as moléculas
do fluido solvente. Com isso, a teoria atomica comegava a ganhar espaco entre as
teorias de constituicao da matéria em niveis microscopicos. No entanto, os energeti-
cistas (opositores da teoria atomica) defendiam que a termodindmica macroscopica
nao deveria usar tais argumentos por considera-los metafisicos e nao passiveis de

medi¢ao. No entanto, o trabalho sobre as leis que governam o movimento browni-

!No capitulo seguinte serdo tratados os principais mecanismos de locomocio de organismos na

escala microscopica, assim como a competicdo entre forcas inerciais e viscosas.
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1 As Flutuagoes Térmicas e o Movimento Browniano 14

ano e sua confirmacao experimental por Perrin et al [15] alguns anos depois foram
decisivos para a aceitacao da realidade de atomos e moléculas.

A teoria de Einstein do movimento browniano é baseada na semelhanca entre
o comportamento de solugoes e suspensoes diluidas, na relacao entre o coeficiente
de difusao e a viscosidade do meio e numa deducao probabilistica da equacao da
difusao, antecipando-se as teorias modernas de cadeias markovianas. Através desse
raciocinio probabilistico, Einstein obteve a expressao do percurso quadratico médio

no movimento browniano [16],

RT
N = 9Dt = ——¢ 1.1
(2?) Nt (L.1)

onde D é o coeficiente de difusao, R a constante universal dos gases, 7" a tempe-
ratura absoluta, a o raio das particulas em estudo (consideradas como esféricas) e
1 a viscosidade do fluido. Observamos, aqui, a dependéncia linear entre o percurso
quadratico médio (x?) e o tempo ¢, uma marca registrada para o movimento. Dessa
relacao, podemos determinar o niimero de Avogadro Ny, desde que (2%) e ¢ possam
ser medidos e os valores de T', 7 e a sejam conhecidos. Uma equacao diferencial
para o movimento browniano foi escrita por Langevin [17] em 1908, recuperando
a relacao obtida por Einstein sobre o percurso quadratico médio de uma particula
com movimento browniano. A dinamica de Langevin é considerada como a des-
cricao mais simples do movimento na presenca de flutuacoes estocasticas. Ha um
ntmero crescente de aplicagoes contemporaneas, principalmente em relacao ao fun-
cionamento dos motores moleculares reponsaveis pelo metabolismo biologico 18],
onde as flutuacoes sao decisivas para a otimizagao da transmissao de sinais ou para

o transporte efetivo de particulas.
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1 Motivagao para a Pesquisa 15

1.3 Motivacao para a Pesquisa

Como mencionado anteriormente, dentre os mecanismos estocasticos destacam-
se dois fenomenos ou efeitos de suma importancia: a ressonancia estocastica e as
catracas brownianas (ou motores brownianos). Combinando os processos assistidos
por ruido com as diversas propriedades nao lineares dos sistemas excitaveis, temos
uma variedade de fendémenos interessantes que estao presentes em muitos dos sis-
temas naturais e que podem ser observados e medidos. Nossa motivacao para a
realizacao deste trabalho estd no fato de que muitos desses fen6menos encontram
aplicagoes praticas de interesse fisico e biologico.

Como exemplo dessas aplicagoes podemos citar os trabalhos de Mori et al [9]

e Matthias et al [19].
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Figura 1.1: Esquema do procedimento experimental utilizado no trabalho de Mori e Kai. A
figura da esquerda mostra o estimulo visual para os olhos esquerdo (um sinal ruidoso) e direito
(um sinal periédico de onda quadrada). A figura da direira mostra um arranjo, que é padrao

internacional, para medidas de ondas cerebrais. Figura retirada e adaptada da Referéncia [9].
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1 Motivagao para a Pesquisa 16

Mori e Kai evidenciaram a ressonancia estocastica na area de processamento
das imagens do cérebro humano ao investigarem a resposta na percepc¢ao visual
para 5 individuos independentemente (Figuras 1.1 e 1.2). No cerébro humano os
estimulos visuais sao igualmente divididos entre os hemisférios esquerdo e direito do
Cortex Visual Priméario (veja a Figura 1.1). Apesar da ligeira diferenga na forma
da curva para cada individuo (pois cada um detecta o estimulo de forma diferente),
todos apresentaram uma curva de ressonancia em relacao a intensidade luminosa

captada (veja a Figura 1.2).
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Figura 1.2: Evidéncia experimental do mecanismo de ressonancia estocastica para a otimizagio
da percepcdo visual humana. A figura mostra a curva caracteristica da ressonancia estocéstica nas
ondas “alpha” no ponto O; (no padrdo mostrado no lado direito da Figura 1.1) para 5 pessoas.

Figura retirada da Referéncia [9].

Dessa forma, os autores mostraram que existe uma intensidade ¢tima de ruido
capaz de estimular com maxima eficiéncia a area cerebral do Cortex. Desde que se
considere a existéncia de muitas fontes internas de ruido eletro-quimico no cérebro
humano, os autores sugeriram que, possivelmente, as altas fun¢oes cerebrais (como

percepgao e cogni¢ao) podem explorar o mecanismo de ressonancia estocéstica.
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1 Motivagao para a Pesquisa 17

No trabalho de Matthias et al, os autores utilizaram uma matriz tridimensi-
onal com micro-poros (veja a Figura 1.3) para a separagio de particulas através do
efeito catraca. Os canais da matriz porosa sao tubos cilindricos cujos raios variam
na direcao do eixo principal. A catraca direcional, nesse aparato, consiste de um
fluxo oscilante no qual as particulas estao suspensas, ao invés de um campo eletro-
magnético. A matriz é, entao, submersa em um determinado fluido que contém um
recipiente de cada lado dos poros da matriz (Figura 1.3-(a)). No comego do pro-
cesso de separacao, as particulas sao uniformemente suspensas no fluido. A pressao
de uma bomba (que ndo aparece na figura) induz um fluxo oscilante para frente e
para tras através dos poros da matriz. Um movimento direcionado de particulas
¢ induzido pelas assimetrias na geometria dos poros (Figuras 1.3-(b) e (c¢)), pelas
oscilagoes da pressao aplicada e pelo movimento browniano no fluido (e consequen-
temente das particulas). Como a dire¢cdo do movimento das particulas depende do
tamanho delas, o processo pode ser usado para uma separacao continua e paralela

em micro-escala.

a b c
S
Upper basin -:“ -;L;u.'-.
Lower basin

100 um 6 um
i
Figura 1.3: Visualizagdo de uma aplicagao para o efeito catraca. Em (a) é ilustrada a repre-
sentacdo esquematica do aparato. Em (b) uma micrografia ilustra a estrutura tridimensional da
matriz de poros e em (c) a micrografia ampliada para a geometria de dois poros. O comprimento
de um poro é de 8.4 um, seu didmetro minimo é de 2.5 um e seu didmetro méximo é de 4.8 pum.

Figura retirada da Referéncia [19].
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1 Objetivos e Organizacao da Tese 18

Como mencionado anteriormente, todos esses mecanismos e fendémenos apre-
sentam caracteristicas comuns, como propriedades de nao equilibrio e processos as-
sistidos por ruido. Dessa forma, este trabalho é motivado pelo estudo da influéncia
das propriedades estocasticas, como correlagao e distribuicao, sobre sistemas excita-
veis por acreditarmos que tais mecanismos sao de fundamental importancia para as
propriedades de transporte de particulas e otimizagao de sinais em sistemas naturais.
Apesar da grande variedade de trabalhos que usam uma modelagem gaussiana para
as fontes de ruido, acreditamos que as propriedades de reconhecimento de sinais e
o transporte de particulas podem ser otimizadas quando a natureza estocastica das

flutuagoes se distancia do carater gaussiano.

1.4 Objetivos e Organizacao da Tese

Na maioria dos trabalhos citados acima a forma de distribui¢ao do ruido era
de natureza gaussiana e o ruido nao apresentava correlagao temporal (neste caso, é
comumente chamado de ruido branco). A aproximacao de ruido branco é apropriada
para a modelagem de sistemas onde a escala de tempo que caracteriza a relaxagao
da auto-correlacao do ruido é muito menor que a escala de tempo caracteristica do
sistema. O efeito do tempo de correlacao finito do ruido em sistemas biestéveis foi
investigado por Gammaitoni et al [20]. Nesse trabalho, os autores mostraram que o
fenomeno de RE é apreciavelmente degradado na presenca de ruidos correlacionados
temporalmente devido a competicao entre o tempo de correlagao do ruido e o tempo
médio de espera entre duas transicoes induzidas no sistema.

Mais recentemente observamos um aumento no interesse em estudos de sis-
temas submetidos a ruidos externos cuja distribuicao é nao-gaussiana, ou seja, que
utilizam uma distribuigao tipo lei de poténcia. O surgimento de algumas evidéncias

experimentais de que tais distribuicoes ocorrem com razoavel frequéncia, particular-
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1 Objetivos e Organizacao da Tese 19

mente em sistemas biologicos excitaveis [21-23], motiva nosso interesse em relagao
a0 estudo da influéncia dos processos estocasticos sobre a dinamica intrinseca de
muitos dos sistemas naturais.

Partindo destas e de outras observagoes pertinentes ao tema, realizaremos
neste trabalho um estudo da influéncia de desvios do carater gaussiano do ruido
sobre fenomenos estocasticos e mecanismos de transporte, como a ressonancia esto-
castica e os motores brownianos, em dois modelos para sistemas dinamicos excitaveis
através de simulagbes numeéricas das equagoes diferenciais (estocésticas) que regem
a dinamica desses sistemas. Faremos ainda consideragoes sobre o expoente da lei
de poténcia que governa a distribuicao do ruido nao-gaussiano e seus efeitos para a
otimizacao da resposta do sistema quando submetido a flutuagoes dessa natureza.

Com estes objetivos em mente detalharemos, no capitulo seguinte, os meca-
nismos estocasticos de transporte e as principais propriedades dos sistemas dinami-
cos excitaveis que julgamos importantes para a compreensao da tese. No Capitulo 3
faremos uma abordagem sobre as técnicas para resolucao das equacoes diferenciais
estocésticas e sobre a geracao de um ruido com distribuicao tipo lei de poténcia
gerado via processo multiplicativo aleatorio (PMA). No Capitulo 4 relataremos os
resultados obtidos nas simulagoes numeéricas, assim como as observagoes pertinen-
tes a estes. No Capitulo 5 faremos um resumo e uma analise final dos resultados

obtidos, considerando os principais aspectos observados nas simulacoes numéricas.
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Capitulo 2

Propriedades de Sistemas Dinamicos
Excitaveis e Alguns Mecanismos

Estocasticos de Transporte

2.1 Sistemas Dinamicos Excitaveis

Sistemas que apresentam excitabilidade sao comuns em uma grande escala de
sistemas naturais. Os exemplos incluem lasers, reacoes quimicas, sistemas neurais e
dinamica climatica. Uma propriedade comum a todos esses sistemas excitaveis é a
existéncia de um estado de “repouso”, um estado “excitado” e um estado “refratario”
ou estado de “recuperagao”’”. Podemos resumir o comportamento geral de sistemas
desse tipo analisando cada etapa mostrada na Figura 2.1: (a) se o sistema nao per-
turbado esta no estado de repouso, pequenas perturbagoes podem somente resultar
em respostas lineares de pequena amplitude do sistema. Isso equivale a dizer que se
o estimulo é menor que o limiar de disparo do sistema (linha tracejada), a resposta é
apenas um movimento de pequena amplitude em torno do estado estavel do sistema

(representado por um circulo cheio na coluna do meio). (b) Um estimulo que supere
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2 Sistemas Dinamicos Excitaveis 21

o limiar leva a um ponto instavel (circulo vazio na coluna do meio) e a excursoes de
grande amplitude da variavel do sistema, ou seja, faz com que o sistema “dispare”!.
(c) Mesmo para um aumento na amplitude de entrada, ndo ha uma mudanga signi-
ficativa na forma do disparo. (d) Dois estimulos supra-limiares, separados temporal
ou espacialmente de acordo com determinadas caracteristicas do sistema, resultam
em dois disparos. (e) Se os dois estimulos supra-limiares estiverem muito proximos,
o sistema nao responde satisfatoriamente ao segundo estimulo por causa do efeito

de recuperacgao do sistema.

output

T

Figura 2.1: Caracteristicas de um sistema excitével. A coluna da esquerda representa os estimulos
de entrada. A coluna do meio representa a dindmica excitavel e a coluna da direita a resposta do

sistema. Figura retirada da Referéncia [26].

Podemos perceber dessa analise que, para perturbacoes suficientemente for-

tes, o sistema pode deixar o estado de repouso, indo em direcao aos estados excitado e

IPara exemplificar, no caso da dindmica neural, isso equivale a dizer que um neurdnio, apos

acumular os estimulos do meio externo, transmitiu uma sinapse para os neurénios vizinhos.
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2 Sistemas Dinamicos Excitaveis 22

refratario, antes de voltar novamente ao estado de repouso (como ilustram as Figuras
2.1-b e ¢). Normalmente, esta resposta ¢ extremamente nao-linear e acompanhada
por uma grande excursao da varidvel do sistema através do espacgo de fase, o que
corresponde a um “disparo”. Apos esse disparo, o sistema leva um certo tempo para
se recuperar antes que qualquer outra excitacao possa provocar um segundo disparo
(Figuras 2.1-d e e).

Existem muitos trabalhos na literatura sobre sistemas excitaveis determinis-
ticos, isto é, onde nao se consideram as interagoes ruidosas com o meio. A ex-
citabilidade em sistemas deterministicos é bem compreendida, especialmente em
aplicagoes quimicas e bioldgicas, onde existem bons artigos e livros publicados sobre
o tema [24,25]. A excitabilidade é um fenomeno dinamico tipico de sistemas fora
do equilibrio termodinamico. Essas situacoes de nao equilibrio podem ser mantidas
por varios meios, dependendo do sistema fisico de interesse. No caso de lasers, por
exemplo, a condi¢ao de nao equilibrio é mantida por um bombeamento de energia
externa, no caso das reacoes quimicas é o fluxo permanente de matéria e em neuro-
nios a condicao de nao equilibrio esta associada a uma diferenca de potencial através
da membrana da célula, originada por um bombeamento de fons.

Nao h& um consenso na literatura atual sobre a classificacao dos sistemas
excitaveis [26] mas, de uma forma geral, podemos usar duas classificagdes: sistemas
monoestaveis com barreira de ativacao e sistemas multiestaveis. Nesse trabalho, nos
utilizamos um modelo de dindmica neural (o modelo integra-e-dispara com vaza-
mento, que serd abordado em detalhes na Sec¢ao 2.3.2) para representar um sistema
monoestavel com barreira de ativacao e um modelo de catraca browniana unidimen-
sional para representar um sistema biestavel?. Nas secoes seguintes, nos detalhamos
dois dos principais mecanismos de transporte em sistemas fora do equilibrio - a res-

sonancia estocastica e as catracas brownianas (ou motores brownianos) - assim como

2 Aqui, o conceito de biestabilidade esta associado aos dois sentidos possiveis para a corrente de
particulas numa catraca browniana unidimensional que esta sujeita a uma forca externa periddica.

Nao trataremos neste trabalho de sistemas multiestaveis.
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2 Ressonancia Estocastica 23

detalharemos as principais propriedades dos dois modelos usados para a observagao

desses mecanismos de transporte.

2.2 Ressonancia Estocastica

Alguns dispositivos eletronicos modernos de comunica¢ao podem apresentar
um desempenho insatisfatorio quando expostos a fontes de ruidos durante o processo
de transmissao dos dados. No entanto, sob certas circunstancias, uma dose extra de
ruido pode, até certo ponto, otimizar o desempenho desses dispositivos. Nesses tipos
de dispositivos, o ruido é usado como uma fonte de energia para amplificar o sinal de
saida. Esse fenomeno é conhecido atualmente como ressonancia estocastica (RE).
A ocorréncia de RE, ou seja, a amplificacao de respostas de meios nao lineares a
estimulos externos devido a presenca de fontes de ruido, tem sido relatada em vérias
areas do conhecimento humano [9,27-32|.

A seguir discutiremos as principais propriedades de um modelo genérico de
RE: o modelo de uma biestabilidade periédica em um sistema de dois niveis . O
principio bésico que gera o fendomeno de ressonancia estocastica é simples de ser
explicado. Considere uma particula muito pesada de massa m movendo-se em um
meio de viscosidade I' na presenca de um potencial duplo simétrico V(z) (veja
a Figura 2.2). Essa particula estd sujeita a for¢as com caracteristicas aleatorias
que sao, por exemplo, induzidas por um acoplamento térmico. A forca estocastica
causa transicoes entre os minimos do potencial a uma taxa dada pela regra de

Kramers [33,34]:

_M)

_ “oWh
= e D
2

ri(D) (2.1)

" 2z A . e . 7 . .
onde w? = V' (z,,)/m ¢ a frequéncia angular quadratica no minimo do potencial

” . L. .
em +z,, e wi = V (z5)/m a frequéncia angular quadrética no topo da barreira

3Usaremos este modelo por um motivo didatico. Nosso foco, em relacdo ao mecanismo de RE,

é direcionado a um modelo com um estado estavel e uma barreira energética de ativagao.
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2 Ressonancia Estocastica 24

localizado em x,. AV é a altura da barreira separando os dois minimos. Desde que
D = kT, ha uma relacao entre a intensidade do ruido e o efeito térmico. Kramers
usou o conceito de movimento browniano, junto com uma descricao via equacao de
Fokker-Planck para o estado estacionario, ao descrever o movimento de particulas
em relacao a transposicao de barreiras como um modelo para reagoes quimicas em

solucoes?.

A

(a)
V) / w W

Figura 2.2: Fenémeno de ressonancia estocéstica na presenga de um poco de duplo potencial

simétrico. O potencial é mostrado em (a) e é dado por V(z) = (1/4)bx* — (1/2)az?. Os miminos
sao localizados em +z,, ¢ —x,,, onde z,, = (a/ b)l/ 2. Os minimos sdo separados por uma barreira
de potencial de altura dada por AV = a?/(4b). O topo da barreira esta localizado em z, = 0.
Na presenga de uma forca periodica, o duplo potencial V(z,t) = V(x) + Agcos(Qt) é inclinado
periodicamente, erguendo e baixando sucessivamente a barreira de potencial de um lado e de outro
de uma maneira assimétrica. A variagao ciclica é mostrada em (b). Figura retirada e modificada

da Referéncia [27].

4No Apéndice B fazemos uma descricio mais detalhada sobre a solucdo estacionsria para a
equagao de Fokker-Planck. Boas abordagens que também tratam do problema de Kramers, além

do artigo original de 1940, podem ser encontradas em [2,34, 35, 50].
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Se aplicarmos um pequeno sinal periddico a particula, o duplo potencial é
inclinado assimetricamente de cima para baixo, de uma maneira também periddica,
contribuindo para um aumento ou diminuicao da barreira de potencial de acordo
com a frequéncia do sinal peridédico, como mostra a Figura 2.2. Devido a amplitude
do sinal peridédico ser pequena comparada a barreira de potencial, a particula s6 pode
saltar entre um minimo e outro impulsionada pelo ruido. Entretanto, a frequéncia
dos saltos pode ser sincronizada com a frequéncia do sinal periddico. Esta sincroni-
zagao estatistica s6 pode ocorrer quando a média temporal do tempo de salto entre
os minimos, Tk (D) = 1/rg, for igual & metade do periodo do sinal periodico, T /2.

Esta escala de tempo marca a condicao para a ressonancia estocastica, isto é,
2Tk (D) =Tg , (2.2)

onde T e €2 sao o periodo e a frequéncia do sinal periddico, respectivamente.

De uma forma geral, o fendmeno de RE, considerando um potencial biestéavel,
manifesta-se pela sincronizacao da ativacao dos saltos entre os minimos do poten-
cial em relagdo a frequéncia do sinal periodico aplicado [36]. Para um dado sinal
peridédico com periodo Tq, dado pela condicao da Equagao 2.2, existe uma certa

intensidade de ruido Dgg que sincroniza o sistema.

2.3 Dinamica Neural

O sistema nervoso é formado por um conjunto de células funcionais que per-
mitem ao sistema fisiologico dos animais responder eficientemente aos estimulos
externos do meio ambiente. Os neurdnios sao as principais células funcionais for-
madoras do sistema nervoso. Estima-se que existem em torno de 10'! neur6nios no
sistema nervoso do ser humano, além de um nimero ainda mais elevado de células

de suporte, também chamadas de células gliais ou neuroglias [37].
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Esse sistema tem a fungao de recolher as informagoes oriundas dos meios in-
terno e externo e usa-las para coordenar o funcionamento do corpo. A estrutura do
sistema nervoso é baseada na interconexao entre todos esses neuronios, que traba-
lham cooperativamente (Figura 2.3). Apesar da enorme rede de neurdnios, cada um
possui uma estrutura propria e complexa para o recolhimento, processamento e re-
transmissao dos sinais que sao captados na rede. Essas interconexoes sao chamadas
de circuitos neurais e suas conexoes sao analogas em varios aspectos aos circuitos
elétricos. Todas as funcoes exercidas pelo sistema nervoso — coordenacao dos mo-
vimentos, percepc¢ao, aprendizagem, memoria e consciéncia — provém de processos

fisicos e quimicos da atividade neural [38|.

Figura 2.3: Esquema fisiolégico de um neurénio. As principais partes sdo: o corpo celular (em
destaque na cor azul), os dendritos (as partes mais ramificadas do corpo celular) e o axénio (a fibra
mais alongada que conduz os pulsos de tensao, que sao captados pelos dendritos e processados pelo

corpo celular, em direcao a outros neurénios. Figura retirada da Referéncia [40].

O neuronio pode ser dividido em trés partes principais: os dendritos, o corpo
celular e o axonio [39]. Os dendritos consistem de uma arborizac¢ao altamente rami-
ficada da membrana celular, cuja funcao é receber os estimulos enviados por outros
neuronios e leva-los ao corpo celular. No corpo celular, situam-se o niicleo celular e
as organelas citoplasmaticas, que realizam os processos metabolicos necessarios para

a sobrevivéncia da célula. O corpo celular também é responsavel pelo processamento
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da informacao trazida pelos dendritos. O axonio é uma fibra alongada que conduz
os pulsos de tensao gerados pelo corpo celular em direcao a outras células.
Funcionalmente, os neuronios sao classificados em neurdnios sensoriais, inter-
neurénios e neurénios motores. Os neuronios sensoriais sao aqueles que transmitem
as informacoes captadas de estimulos externos (como o som, a luz, a pressio e sinais
quimicos) aos interneurdnios. Os interneurdnios sdo aqueles que conectam outros
neurdnios dentro do sistema nervoso central e os neurénios motores sao aqueles que
conduzem sinais aos 6rgaos efetores, causando contracao de musculos ou secrecao

de células glandulares [37-39].

2.3.1 Geragao de um Potencial de Acao

Um neurénio é envolvido por uma espécie de membrana ou barreira superfi-
cial muito fina que controla a difusao de substancias ionicas para dentro e para fora
da célula. A membrana neural é formada basicamente por lipideos e proteinas [39).
Os lipideos estao arranjados em uma camada dupla na qual as proteias estao imer-
sas. Alguns ions de proteinas (Sodio e Potassio) atravessam a membrana de um lado
para outro, formando canais ou poros. A membrana possui uma bomba de Sédio-
Potassio que produz uma alta concentragao de Sédio em seu exterior e uma baixa
concentragao no seu interior. Para o Potéssio esta fungao se inverte; concentragao
elevada no interior e reduzida no exterior da membrana [37].

No estado de repouso, a membrana de um neurdnio é permeével ao Potéssio
e praticamente impermeéavel as demais espécies idnicas. Nessa situacao de repouso,
a concentragao de Potéssio é cerca de 20 vezes maior no interior da célula e a
concentracao de ions Na™ é cerca de 10 vezes maior no fluido extracelular. Como
a membrana ¢é permeavel ao Potassio nos dois sentidos, as concentracoes interna e

externa poderiam se equilibrar por difusao. Mas isso nao ocorre em virtude de uma
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forca de natureza elétrica, cujo potencial V' é obtido através da equagao deduzida

em 1889 por W.H. Nernst [41]. A equagdo de Nernst estabelece que o potencial V'

¢ dado por:
. /<LBT Cl CZ
Vo= =T dn(g) = (20 mV) () (2.3)

sendo kg ~ 1,38.107% J/K a constante de Boltzmann; T a temperatura absoluta
do meio (~ 310 K); e ~ 1,6.107' C' a carga do elétron; C; a concentragio interna

do fon e C, sua concentragao externa. Para o Potéssio e o Sodio tem-se [41]:
Vi+ =~ (=27 mV) In(20) ~ —80 mV (2.4)

1
Vet = (=27 mV) ln(l—o) ~ +60 mV . (2.5)

H&, portanto, uma diferenca de potencial V;, (denominada de potencial de
membrana) cujo valor estd em torno de —75 mV, devido a alta concentragao de
Potassio no interior da célula quando esta se encontra no estado de repouso, admi-
tindo um valor nulo como referéncia para o meio externo. Isso ocorre porque a parte
interna da membrana esti negativamente carregada e a parte externa, positivamente
carregada, assim como acontece com as placas de um capacitor.

Para um neur6nio em repouso, portanto, as forcas geradas pelo campo elétrico
e pela pressao osmotica estao em equilibrio, de modo que o nimero de ions K que
entram na célula, por unidade de tempo, é igual ao nimero de ions que saem. Devido
a impermeabilidade s demais espécies idnicas, o potencial de membrana que se mede
¢ um valor proximo do potencial do K.

Entretanto, quando um neuro6nio é excitado por um estimulo de qualquer
natureza (quimico, térmico, elétrico ou mecénico), os canais de Na™ abrem-se rapi-
damente [39]. Quando os canais de Na™ se abrem, fons Na™ fluem para dentro do
neur6nio, aumentando localmente o potencial de membrana (processo chamado de
despolarizagao). Ou seja, o potencial passa a ter um valor positivo, aproximando-se
do potencial de equilibrio do Na™.

Os canais de K abrem-se mais ainda, em resposta ao estimulo, s6 que de

uma forma mais lenta. Isso permite que fons KT saiam da célula, o que diminui
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o potencial de membrana (processo chamado de repolarizagao). Apods o pico, as
permeabilidades aos fons K™ e Na™* tendem a seus valores originais e a polarizagao
inicial é restaurada.

Nesse caso, o potencial de membrana muda, localmente, em resposta a aber-
tura dos canais. Esse pulso, chamado de potencial de agao (PA), propaga-se ao longo
do axonio. A Figura 2.4 mostra a mudanc¢a no potencial de membrana durante a

geragao de um potencial de agao.
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Figura 2.4: Variagdo do potencial de membrana durante a geragdo de um potencial de agao.

Figura retirada da Referéncia [39].

A principal causa da geracao de um potencial de acao é o aumento localizado
na facilidade com que os fons Na™ entram passivamente na célula, se comparada a
facilidade com que os fons KT deixam passivamente essa célula. Apos o potencial de
acao, os ions Na™ sao removidos por transporte ativo, ou seja, através de um pro-
cesso que envolve custo energético. Os outros ions presentes no interior e no exterior
do neuronio, como o C'I”, nao tém suas concentracoes modificadas significativamente

pelo potencial de acao.
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A intensidade dos estimulos recebidos via dendritos deve superar um certo
valor limite, chamado de limiar de polarizacao, para que o neurdnio possa gerar um
potencial de acao. A geracao de um potencial de acao tem um carater “tudo ou
nada”: se o limiar nao é atingido, entao nao ha potencial de acao, caso contrario, ha
potencial de acao®.

Analisando essas caracteristicas, podemos dizer que o processo de codifica-
¢ao e transmissao da informagao neural segue uma determinda logica: (i) eventos
provocam a chegada de correntes aos dendritos de um determinado neurénio; (i)
a soma das correntes dendriticas que chegam a esse neurdnio deve superar o limiar
de excitabilidade do corpo celular, a fim de que ocorra a geracao de um potencial
de acao; (i17) esse potencial é conduzido ao longo do axénio, podendo ser transmi-
tido para o dendrito de um préximo neurénio. Nessa transmissao, porém, deve-se
superar um intervalo fisico, chamado de sinapse.

A terminacao do axénio é chamada de botao pré-sinaptico. Nesse botao,
existem vesiculas que se deslocam até a superficie, com a chegada de um potencial de
acao, e liberam neurotransmissores que interagem com a membrana pos-sinaptica do
outro neur6nio. Dois neuronios estao fisicamente separados por uma fenda sinaptica
da ordem de poucas centenas de Angstrons.

Em relacao a funcao desempenhada pelos neurotransmissores, podemos con-
siderar duas agdes: excitatoria (pode levar o neur6nio pos-sinaptico a disparar) ou
inibitoria (dificulta o disparo, ao elevar o limiar de polarizagao). Outra caracteris-
tica interessante dos impulsos nas sinapses é que os mesmos s se propagam em uma
unica direcao.

Até aqui nos detivemos em uma descri¢ao da fisiologia do neurénio. Baseados
em descri¢oes como estas, varios pesquisadores tentam modelar o funcionamento de
neur6nios sob certas circunstancias. Obviamente, esses modelos devem reproduzir
uma boa parte das caracteristicas reais dos mesmos. Mas nem sempre isso é uma

tarefa facil, em virtude do grande ntimero de variaveis a serem levadas em consi-

5Observe aqui a excitabilidade do sistema, como descrito na Secdo 2.1.
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deracao, como descrevemos anteriormente. Porém, existem modelos que, apesar de
omitirem alguns aspectos fisiologicos, reproduzem as principais caracteristicas da
funcionalidade dos neurdnios. Exporemos, na secao seguinte, o modelo que utiliza-
mos para observar o mecanismo de RE em um sistema monoestavel. Trata-se do
modelo integra-e-dispara com vazamento, muito utilizado em estudos computacio-

nais de neurofisiologia.

2.3.2 O Modelo Integra-e-Dispara com Vazamento

Em 1907, Lapicque |42| construiu um modelo do potencial de membrana em
termos de um circuito elétrico consistindo de um resistor e um capacitor em para-
lelo, representando a resisténcia e a capacitancia da membrana. Neste modelo, o
capacitor é carregado até que se atinja um certo valor limite, depois descarrega e
um potencial de agao é gerado. Imediatamente ap6s a geragao do potencial de agao,
o potencial de membrana vai a zero. Este modelo deterministico simples permitiu
a Lapicque calcular a taxa de disparo de um neurdnio que foi ligado a um eletrodo
estimulado por uma voltagem fixa. Uma das chaves para a compreensao do com-
portamento neural que este modelo apresentou foi a separacao, em escala temporal,
entre a integragao de sinais sub-limiares (relativamente lenta) e a geragao (muito
rapida) de picos de potencial. Esta aproximagao mostrou-se muito ttil porque as
mudancas rapidas da voltagem durante a geracao de um potencial de agao possuem
uma forma mais ou menos fixa. Uma versao estocéstica para o modelo foi proposta
por Stein [43,44] e um ntimero grande de outros autores investigaram as propriedades
do modelo usando equagoes diferenciais estocasticas e técnicas numéricas |45, 46|.

Um dos modelos mais simples que resume as principais caracteristicas da

dindmica neural para estudos tedricos é o modelo integra-e-dispara com vazamento®

60 termo “vazamento” estd associado & taxa de decaimento v do sinal de entrada processado

no modelo.
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(ou LIF, abreviatura para o termo em inglés Leaky Integrate-and-Fire). Este modelo
é comumente utilizado em estudos computacionais na neurobiologia teérica |[47-49].
O modelo LIF é um modelo unidimensional com realimentacgao e a voltagem

através da membrana é determinada por uma corrente de base de forma que:

X
O X[ Ruwe 101) (2.6)

onde C é a capacitancia da membrana celular e R,,. é a resisténcia de vazamento.
Para a corrente de entrada I(t), ou sinal de entrada, é usualmente utilizada uma
superposicao de um ruido branco gaussiano e um sinal peridédico. No modelo, o ruido
vem ou de flutuagoes intrinsecas ou da superposicao de muitas sinapses externas.
O processo de ativacao nesse modelo é implementado por uma regra de acumula-e-
dispara: (i) toda vez que o nivel de limiar é atingido, um sinal é “disparado” para o(s)
neuronio(s) vizinho(s), (i7) a partir dai a voltagem retorna a um valor fixo Xy, €,
(7i1) apos um periodo refratario absoluto (periodo no qual o neurdnio nao dispara,
mesmo recebendo muitos estimulos intensos) 7.5, 0 sistema evolui novamente de
acordo com a Equacao 2.6 até que se atinja novamente o limiar de disparo e, assim,
o ciclo possa repetir-se mais uma vez. Usando a variavel adimensional x = (X —
X fizo)/ (Xtimiar — X fizo) € medindo o tempo em unidades da constante temporal
de membrana Ten = Rue.C, n6s podemos reescrever a Equacao 2.6 da seguinte
maneira:

Z—f = —yx + p+ Acos(wt) + £(t) (2.7)

onde z é o sinal de saida ou potencial de membrana, v é uma taxa de decaimento
do sinal de entrada (positiva), u é um termo constante denominado de corrente de
base ou “drift ’, Acos(wt) é o sinal periodico de amplitude A e frequéncia angular
w , &£(t) o ruido branco gaussiano de intensidade D¢ (que foi substituido, neste
trabalho, pelo ruido colorido nao-gaussiano v(t) de intensidade D, resultante de um
processo multiplicativo aleatorio - PMA - que sera descrito no Capitulo 3). Com
essas transformacoes, o valor de limiar é assumido como x7 = 1, o de restauracao é

de zr = 0 e o periodo refratario absoluto é dado por Tus = Taps/Tmem-
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Na saida do neurénio temos uma sucessao de pulsos, o(t), que representam

os potenciais de acao:

o(t)=> o(t—t;). (2.8)

t;
O parametro p determina o valor de restauracao da voltagem, ou seja, o
valor “estacionario” (de equilibrio) para o qual o sistema evolui caso eliminemos os
estimulos externos (sinal periodico e ruido). Para o caso em que p < 1 o modelo
LIF apresenta excitabilidade, disparando somente com ajuda do sinal periodico ou
do termo de ruido.
O comportamento geral do modelo LIF é mostrado na Figura 2.5, onde a

trajetoria da voltagem e o pulso gerado sao mostrados.
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béckgfound

0 20 4I0
t Figura 2.6: O sinal de entrada em um
Figura 2.5: Trajetéria da variavel z(t) no mo- neurdnio LIF é gerado por ruidos de fundo e
delo integra-e-dispara com vazamento e uma su- por uma populacao de neurdnios excitatérios
cessao de potenciais de agao para u = 0.8, D = e inibitérios disparando a uma taxa depen-

0.015 e 7 = 0.5. Figura retirada e modificada da dente do tempo s(t) = so + ecos(wt). Figura

Referéncia [26]. retirada da Referéncia [26].

Para ;o < 1 o modelo exibe trés escalas de tempo com dependéncias no ruido
distintas. Uma escala de tempo é a passagem da voltagem de restauracao para a
voltagem de ativacao do sistema, onde ha um periodo refratério absoluto, uma vez
que cruzamentos pelo limiar sao bastante improvaveis nesse periodo. A segunda

escala de tempo é determinada pelo escape de ruido gerado pelo nivel de ativagao
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do limiar (o tempo de ativacdo), que exibe uma forte dependéncia em relagao a
intensidade do ruido. Finalmente, o terceiro tempo é dado pelo periodo refratario
absoluto; por definicao, ele nao depende da intensidade do ruido. Na Equagao 2.7,
como ja mencionado, o padrao do sinal de entrada e do ruido é devido a uma série
de pulsos vindos de todos os outros neurdnios (veja a Figura 2.6).

Podemos estender as caracteristicas de um modelo simples como este em re-
lacao a muitos aspectos da dinamica neural com a inclusao de processos estocasticos.
H& um ntmero crescente de trabalhos na literatura que exploram o carater gaussi-
ano desta distribui¢ao [50-52] e seu efeito sobre dinamicas neurais. Adotaremos, no
entanto, a abordagem estocastica do modelo integra-e-dispara neste trabalho com
a intencao de verificarmos o efeito da distribuigao nao-gaussiana do ruido sobre as
propriedades de resposta do sistema a estimulos externos. No Capitulo 4 relatamos
os resultados obtidos nas simulacoes digitais para a dinamica no modelo LIF com
o termo de ruido gaussiano £(t), na Equacao 2.7, substituido pelo ruido colorido
nao-gaussiano v(t). Por enquanto, discutiremos como foi realizada a caracterizacao

do fenémeno de RE no modelo LIF.

2.3.3 Caracterizacao da Ressonancia Estocéastica

na Dinamica Neural

Na secao anterior discutimos os principais aspectos da ocorréncia de RE num
modelo de dinamica neural. Faremos a seguir uma discussao sobre alguns observaveis
utilizados com maior frequéncia para caracterizar esse fenémeno. Devemos desta-
car que o uso desses observaveis para a caracterizagao depende da relevancia fisica,
da técnica empregada ou, ainda, da facilidade experimental com que sao medidos.
No trabalho seminal de Benzi et al [3], a RE foi quantificada pela intensidade dos

picos no espectro de poténcia (ou SNR, abreviatura para o termo em inglés Signal-
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to-Noise Ratio). Observagoes sobre espectros de poténcia sao relevantes, tanto do
ponto de vista experimental quanto tedrico, uma vez que o espectro de poténcia tem
um significado intuitivo imediato e pode ser medido diretamente. A medicao desse
espectro de poténcia pode ser realizada através da transformada de Fourier da série
temporal gerada da variavel estocastica de interesse. Se o fenomeno de ressonancia
estiver ocorrendo o espectro revelard a frequéncia na qual ocorrem os picos de ganho
do sistema. Ainda de posse do espectro de poténcia podemos saber se a frequéncia
na qual ocorrem os picos tem alguma relacao com a frequéncia do sinal peridédico
aplicado ao sistema, caso esse sinal esteja presente no modelo. Em aplicacoes neu-
rofisilogicas, no entanto, outros observiveis sao mais convenientes. Nestes casos
utiliza-se como observavel a distribuicao dos tempos entre dois disparos sucessivos
de um neurénio ou o tempo gasto para cruzar a barreira de potencial energético
(chamado de tempo de primeira passagem) gerada pela distribui¢do de ions no meio
intra e extracelular [21,53,54]. O tempo de primeira passagem representa, em ou-
tras palavras, o intervalo de tempo transcorrido desde que o neur6nio comecou a
receber os sinais captados nos dendritos até a retransmissao dessas informagoes aos
neuronios vizinhos.

Neste trabalho utilizamos a abordagem da distribui¢ao dos tempos de pri-
meira passagem, ao invés da andlise direta do espectro de poténcia, quando ana-
lisamos a influéncia da distribuicao estocastica sobre o mecanismo de RE para o
modelo de sistema monoestavel escolhido para nosso estudo (o modelo de dindmica
neural descrito acima). A forma desta distribui¢do é importante porque nos mos-
tra, por exemplo, se os tempos de primeira passagem coincidem com miultiplos ou
submuiiltiplos do periodo do sinal periédico que aplicamos ao modelo de dinamica
neural. Quando ocorrer essa sincronizagao, devemos observar uma otimizacao dos
disparos no modelo, caracterizando, dessa forma, o fenémeno de RE. Ainda de posse
das distribuicoes desses tempos, podemos encontrar as curvas de ressonancia e as-
sim determinar se existe um valor 6timo de ruido capaz de estimular os disparos

no neuronio. Podemos, ainda, determinar se existe um expoente 6timo para a lei
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de poténcia que governa a distribuicao de probabilidades do ruido nao-gaussiano
empregado nas simulag¢oes numeéricas (no capitulo seguinte detalharemos o processo

pelo qual geramos esse tipo de ruido).

2.4 Motores Brownianos

Um dos grandes desafios no campo da nanotecnologia atual é a modelagem
e a construcao de motores microscopicos que possam utilizar a energia consumida
para estimular um movimento direcionado de particulas em meios onde as flutuacgoes
térmicas sdo consideraveis. De acordo com Astumian et al [12], para termos uma
idéia da magnitude dessas flutuacoes em micro ou até em nanoescala, consideramos
que a poténcia quimica disponivel para um motor molecular tipico, que consome de
100 a 1000 moléculas de Adenosina Trifosfato (ATP) por segundo, é da ordem de
10716 2 10~1"W. Em comparacao, um motor molecular que se move através da agua
troca com seu meio em torno de 1072'.J (uma energia térmica xp7T a temperatura
ambiente) em um tempo de relaxagao térmica da ordem de 107'3s. Portanto, a
molécula experimenta uma poténcia térmica ruidosa da ordem de 1078W, sendo
continuamente usada para a difusao da molécula. Essa poténcia, que de acordo com
a segunda lei da termodinamica nao pode ser usada para realizar trabalho 1util, é
cerca de 8 a 9 ordens de magnitude maior que a poténcia disponivel para estimular
um movimento direcionado de particulas nesse meio.

Podemos perceber a dificuldade, nessa escala, em estabelecer um movimento
direcionado de particulas. No entanto, os motores moleculares sao capazes de realizar
esta tarefa e até mesmo com um certo grau de precisao. Nas secOes seguintes,
detalharemos o mecanismo pelo qual algumas proteinas movem-se em ambientes com
ruido de natureza térmica, onde o ruido pode assistir um movimento direcionado de

particulas através da superacao de barreiras de potencial.
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2.4.1 O Meio Biolégico e as Flutuagoes Térmicas

O meio do qual as particulas microscopicas fazem parte esta sujeito a forcas
vicosas de grande intensidade, quando comparadas as forcas inerciais, de tal forma
que o termo inercial mv pode ser seguramente ignorado nas equagoes de movimento.
O movimento de uma bactéria, por exemplo, governado por essas forcas viscosas é
muito diferente de movimentos governados por termos inerciais que conhecemos de
nossa experiéncia didria. Para exemplificar podemos considerar o movimento de
alguns tipos de moluscos, que possuem uma espécie de concha articulada, onde o
movimento é realizado abrindo-se lentamente a concha e a fechando rapidamente.
Durante o fechamento rapido das conchas, essas espécies expelem &gua e desen-
volvem momento, permitindo a eles deslizarem para frente devido a inércia. Esses
moluscos possuem um comprimento tipico a de cerca de um centimetro e conseguem
a propulsao de seu proprio corpo a uma velocidade de varios ecm/s, ou seja, varias
vezes seu comprimento por segundo. Portanto, o nimero de Reynolds (um parame-
tro adimensional que compara os efeitos de forcas inerciais e viscosas) R = avp/n
¢ em torno de 100, onde p é a densidade do fluido (para a adgua a densidade é 1
g/cm?) e n & sua viscosidade (para a agua, em torno de 1072g/(cm - s)).

Para organismos cerca de milhares de vezes menores que essas espécies, que
também podem se mover a uma velocidade de varias vezes seu tamanho por segundo,
o numero de Reynolds ¢ muito menor que 1. Nesse caso, a distancia deslizada é
desprezivel. A razao matematica é que o movimento a baixo nimero de Reynolds é
governado pela equacao de Navier-Stokes sem o termo de inércia, —Vp +nV>2v = 0.
Como o tempo nao estd explicito na equacao, a trajetoria depende somente da
sequéncia das configuracoes e nao de quao rapido ou quao lento qualquer parte do
movimento é executada. Portanto, qualquer sequéncia de movimentos, que retornam
a origem para completar um ciclo (e este é o inico tipo de sequéncia para um sistema

com apenas um grau de liberdade), nao resultard num movimento liquido efetivo.
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Com comprimentos tipicos da ordem de 10~°m e velocidades tipicas em torno
de 107°m/s, as bactérias vivem em um regime no qual o nimero de Reynolds é
muito baixo, em torno de 107%. Portanto, esses organismos devem utilizar um
meio diferente para sua locomocao. Nosso objetivo aqui nao é investigar como
esses organismos se movem, mas Sim examinar mecanismos genéricos pelos quais a
locomogao a baixo nimero de Reynolds (quando as forgas viscosas prevalecem sobre
as inerciais) é possivel, enfatizando a influéncia da distribuigao estocéstica sobre os
mecanismos de transporte como RE e os motores bronwnianos no regime de escalas

comparaveis ao tamanho das moléculas.

2.4.2 Auto-Propulsao x Difusao

Eduard Purcell, em seu artigo intitulado Life at Low Reynolds Number [55],
descreve varios mecanismos de locomocao, todos dos quais estao relacionados ao
movimento induzido por mudancas de configuracoes ciclicas nas quais, ao contrario
do mecanismo do molusco citado anteriormente, a sequéncia das configuracoes em
uma metade dos ciclos nao implica voltar a origem da sequéncia das configuragoes
na outra metade dos ciclos. Para ilustrar dois dos mecanismos distintos propostos
por Purcell, vejamos a Figura 2.7.

Os dois mecanismos possuem simetrias bastante diferentes. Em relacao ao
mecanismo de saca-rolha, para baixas frequéncias de rotacao, a bactéria se move
a uma distancia fixa para cada rotacao completa do mecanismo em torno de seu
eixo. Nesse caso a velocidade sera proporcional a frequéncia. Se o sentido de rota-
¢ao do saca-rolha for invertido, o movimento da bactéria também se inverte. Se a
rotacao for suficientemente lenta, o mecanismo produzird movimento praticamente
sem dissipacao de energia, sendo considerado como um mecanismo adiabatico. Por

outro lado, o sistema de remo flexivel baseia-se na relaxagao interna da curvatura do
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remo, de tal forma que, para baixas frequéncias, a amplitude da curvatura do remo
é proporcional a frequéncia e, portanto, a velocidade serd proporcional ao quadrado
da frequéncia. Como nesse caso a relaxacao e a dissipagao estao presentes, o remo

flexivel é considerado como um mecanismo nao-adiabéatico.

Corkscrew

Flexible oar

Figura 2.7: Alguns mecanismos de auto-propulsdo para baixos nimeros de Reynolds. Na figura
do topo, a bactéria é propelida por uma espécie de “saca-rolhas” (do termo em inglés corkscrew)
girante. A baixas frequéncias, a velocidade resultante é proporcional a frequéncia. Na ilustragio de
baixo, a auto-propulsao da bactéria acontece através do movimento ondulatério para cima e para
baixo de seu flagelo, um mecanismo conhecido como “remo flexivel” (do termo em inglés flexible
oar) . Por causa da flexibilidade desse flagelo, ele adquire uma curvatura cuja concavidade depende
da direcdo de seu movimento - concavidade para baixo enquanto o flagelo estd se movendo para
cima, concavidade para cima enquanto o flagelo se move para baixo. O grau de curvatura depende
da frequéncia com a qual o flagelo oscila para cima e para baixo. Portanto, a velocidade que a
bactéria adquire através do mecanismo do remo flexivel é proporcional ao quadrado da frequéncia.

Figura retirada da Referéncia [12].

Os dois mecanismos mencionados mostram como é possivel a auto-propulsao
a baixo nimero de Reynolds. No entanto, quando as particulas tém comprimentos
caracteristicos das dimensdes moleculares (1078 m ou menos), a difusdo causada pelo
ruido térmico (movimento browniano) competird com o movimento auto-propelido.

Isso acontece porque o tempo para um corpo de comprimento a se mover a uma
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velocidade de auto-propulsao v ¢ t,, = ¥, enquanto que o tempo para a difusao
A . L, 2 . . ~ ,
nessa mesma distancia serd t4;5 ~ 4. O coeficiente de difusao D ¢ dado em termos

do tamanho da particula a, da viscosidade da solugao 1 e da energia térmica kgT

através da relagao de Einstein-Stokes (D = gf;;) Entao, de acordo com a relacao
de competicao,
2
a a
top = ~ versus taif ~ D (2.9)

a temperatura ambiente e em um meio onde a viscosidade é em torno da viscosidade
da agua, a bactéria precisara de mais tempo para a difusao num comprimento do
tamanho de seu corpo a do que propelir-se & mesma distancia a. Para particulas
muito menores que tais bactérias, no entanto, um comprimento de corpo é alcancado
muito mais rapido por difusao. Para os motores moleculares, diferentemente dessas

bactérias, o movimento difusivo oprime o movimento direcionado de auto-propulsao.

2.4.3 Catracas Brownianas

Provavelmente o primeiro modelo de uma catraca browniana tenha sido o dis-
positivo idealizado por Richard Feynmam em seu Lectures on Physics [56]. Feynman
imaginou um engenhoso dispositivo microscopico baseado em uma catraca conec-
tada por meio de um eixo a uma hélice. A catraca e a hélice estariam separadas em
duas regioes perfeitamente isoladas que continham gases a uma mesma temperatura
(Ty = T5 na Figura 2.8).

Em virtude do choque das microscopicas moléculas do gas sobre a hélice,
poderiamos simplesmente acoplar uma lingueta a catraca (de forma que a lingueta
sO permitesse o movimento da catraca em um sentido) e teriamos, assim, construido
um dispositivo aparentemente capaz de realizar algum trabalho 1til (como levantar
um objeto, por exemplo). No entanto, de acordo com o principio de Carnot, o calor

nao pode ser convertido em trabalho util através de um processo ciclico em um
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sistema no equilibrio termodinamico. Feynman teria idealizado uma maquina que

contrariasse a segunda lei da termodinamica?

Figura 2.8: Esquema do dispositivo de catraca e lingueta idealizado por Feynman. Figura

retirada da Referéncia [56].

7 concluiu-se que nao. Nesse

Apo6s uma analise mais detalhada do sistema
nivel microscopico todas as pegas do “motor” (incluindo catraca, lingueta, hélice,
etc) estariam sujeitas as flutuagbes térmicas do meio. Isso quer dizer que, estatis-
ticamente, o nimero de vezes em que a lingueta estd levantada e a catraca possa
girar livremente é igual ao ntimero de vezes em que a lingueta esta abaixada e que
temos energia disponivel para gird-la no sentido oposto. Assim teriamos um equili-
brio e a catraca, em média, nao desenvolve nenhum movimento unidirecional. Seria
possivel até observar grandes oscilagoes para um lado e para outro, mas nao um mo-
vimento direcionado da catraca. Dessa forma, o principio de Carnot nao é violado.
A tnica maneira, segundo Feynmam, de conseguirmos um movimento direcionado
da catraca nesse nivel seria desequilibrar termicamente o sistema, tornando 77 > T5.
Dessa forma surgiu a concepgao de um motor browniano e também a inspiragao para
os motores moleculares.

Os modelos atuais de motores brownianos nao tém um aspecto fisico parecido

com o motor imaginado por Feynmam, pois manter gradientes térmicos a pequenas

"Para maiores detalhes veja a Referéncia [56].
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distancias é praticamente impossivel. Na literatura atual, encontramos modelos que
utilizam desde flutuagoes externas [57,58| a reagde quimicas fora do equilibrio |59].
Assim, o movimento browniano pode ser induzido a fim de se obter transporte
direcionado de particulas em sistemas que apresentam quebra de simetria espacial,
mesmo que o sistema seja isotérmico. O modelo proposto por Magnasco [57] é um
dos modelos mais utilizados hoje em dia. Em seu modelo, Magnasco representou a
catraca por meio de um potencial periodico e assimétrico V' (z) do tipo dente-de-serra

(Figura 2.9).

Vx)

Figura 2.9: Potencial assimétrico e com periodo L, tipo dente-de-serra, proposto por Magnasco.

A quebra de simetria espacial é essencial para o efeito catraca.

O modelo de Magnasco leva em consideracao forcas de origem deterministica

e estocastica, sendo que a dinamica do modelo pode ser descrita pela equagao
ai = f(z)+ F(t) +£(t) (2.10)

onde « é uma constante de amortecimento (com unidades de massa/tempo), x é a
variavel que representa a posicao da particula, f(x) é a for¢a devido o potencial pe-
riodico V(z) (f = -0V (x)/0z), F(t) é uma forga externa dependente do tempo que

pode ser de origem deterministica ou estocastica e £(¢) é o ruido térmico gaussiano
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com as seguintes propriedades:

€@) =0, (&O)Et) =2akgTs(t —1') . (2.11)

Em seu trabalho, Magnasco mostrou que o movimento direcionado das par-
ticulas poderia ser obtido sob duas condicoes: pela quebra da simetria espacial,
através do potencial V' (x), e pela quebra do equilibrio térmico, onde a forga F'(t)
desempenha esta funcao.

Desde o modelo proposto por Magnasco, surgiram muitos outros na literatura
que usam, basicamente, os mesmos principios mais que podem apresentar algumas
variagoes [60-64]. Um dos modelos mais utilizados na literatura atual é chamado de
catraca liga-desliga ou, do inglés, on-off ratchet [65—67]. Nesse modelo a amplitude
do potencial V (x) é variavel no tempo e a for¢a F'(t) nao é levada em consideragao®.
Existem ainda outros modelos que usam essencialmente o efeito catraca liga-desliga,
mas com modulagoes temporais periodicas na temperatura [61,68]. Em todos esses
modelos a violacao da simetria espacial e o ruido térmico sao essenciais para a
obtencao da corrente liquida de particulas, mas existem outros modelos na literatura,
que sao incomuns, que excluem o ruido térmico £(t) e incluem o termo de inércia
mi na equacao de Langevin utilizada por Magnasco (Equagao 2.10). Nesse caso,
tais modelos sdo chamados de catracas deterministicas’.

Podemos resumir o efeito catraca utilizando um modelo com potencial do
tipo liga-desliga como ilustrado na Figura 2.10. Quando o potencial V' (z) esta li-
gado as particulas sao aprisionadas na base desse potencial. Quando o potencial
estd desligado, as particulas podem ir para a direita ou esquerda dependendo da
intensidade e do sinal de uma possivel forca externa F,;, mas elas sofrem difusao
com igual probabilidade para a esquerda e para a direita, pois a distribuicao de
probabilidade de cada particula é simétria independentemente da assimetria do po-

tencial V' (z). Apos algum tempo, o potencial é novamente ligado e a particula tera

8Este foi o modelo utilizado neste trabalho.
9Nesse trabalho, nio abordaremos esses modelos.

Instituto de Fisica - UFAL
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maior probabilidade, em virtude da assimetria do potencial, de ficar aprisionada na
base do potencial que fica a sua esquerda que a sua direita, em relacao ao ponto de
partida. Se esse processo continuar, a assimetria do potencial combinada & difusao
das particulas produzird uma corrente liquida de particulas para a esquerda (como
ilustrado na Figura 2.10), mesmo na presenga de uma possivel forca externa Fi,;
(como F(t)). Esse mecanismo funciona mesmo se, assim como acontece no efeito de

uma reagao quimica, o potencial é ligado e desligado de uma forma aleatoéria.

S ‘*w

Off %® 0o %%

LA,

Figura 2.10: Tlustragio do efeito catraca utilizando um potencial do tipo liga-desliga. Particulas
brownianas estdo presas em um potencial periddico e assimétrico V(z) (tipo dente-de-serra ou
catraca) que pode ser ligado e desligado. A difusio aleatoria quando o potencial esta desligado
é convertida em um movimento liquido de particulas para a esquerda quando a catraca é siste-
maticamente ligada e desligada. Considerando a presenca de uma possivel forca externa Fe.¢, 0
potencial efetivo ao qual as particulas ficam submetidas ¢ dado por Vess = V(x) — aFeype. Figura

retirada e modificada da Referéncia [69].

As pesquisas recentes indicam que este é o mecanismo utilizado pelos mo-
tores moleculares para o transporte de vérias proteinas intracelulares responsaveis
pela hidroélise, considerada como aleatéria, de moléculas de Adenosina Trifosfato
(ATP), essenciais para o balango energético das células [12-14,70,71]. Outros tra-
balhos abordam aspectos também relevantes como a dependéncia da corrente com
a forma assimétrica do potencial e com o espectro de poténcia do ruido térmico.

Um aspecto recorrente nos trabalhos atuais diz respeito a “eficiéncia” dos motores
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brownianos. Uma vez que os dispositivos operam fora do equilibrio, a definicao de
eficiéncia desses motores precisa ser revista [72-74|. Nesse sentido, Suzuki e Mu-
nakata |75] propuseram uma rela¢do que considera um balango energético baseado
em médias dos termos que compoem a equagao de Langevin sem a aproximacao de

superamortecimento ,
Fopi(v) + v (v)
Pi ’

Nrec = (212)

onde 7,. € uma “eficiéncia de retificacao”, o numerador é a soma da taxa com a qual
o motor realiza trabalho contra uma forca externa mais a poténcia necessaria para
o movimento a uma velocidade média (v) contra a forga de arrasto y(v) através de

um meio viscoso. O denominador é a poténcia média fornecida que pode ser escrita

1 [md
P — —/ Wi, (2.13)
0

T dx

como

para longo tempo 7. Outros modelos combinam expressoes para a velocidade de
nao equilibrio com distribui¢des de coordenadas no equilibrio [76,77|. Alguns tra-
balhos que tratam da dinamica de transferéncia de energia e dissipagao entre as
particulas e o meio utilizam modelos que consideram o meio como um reservatorio
térmico com um namero finito N de osciladores harmonicos quanticos [78]. Um meio
descrito dessa forma é dito modulado. Ainda em relacao a abordagem quantica em
nanoescala, sdo comuns as investigacoes de eventos tipo tunelamento [79,80].
Nesse capitulo nés analisamos as propriedades gerais de sistemas dinamicos
excitaveis (ou fora do equilibrio), assim como os mecanismos de transporte mais
comuns nesses sistemas. No capitulo seguinte n6s abordamos a técnica (chamada de
PMA) para a gera¢ao de um ruido colorido e ndo-gaussiano com distribui¢ao tipo lei
de poténcia. A idéia é aplicarmos esta distribuicao estocastica para investigarmos
como a dinamica desses sistemas é afetada e quais as consequéncias para os processos
de reconhecimento de sinais sub-limiares neurais e para o transporte direcionado de

particulas por motores brownianos.
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Capitulo 3

Dinamica Estocastica

3.1 Equacoes Diferenciais Estocasticas

As equacoes diferenciais apresentadas nesta tese apresentam um termo que
resulta de processos estocasticos. Por esse motivo, recebem a denominacgao de equa-
¢oes diferenciais estocésticas (EDE’s). A fim de resolvermos tais equagoes, devemos
utilizar métodos diferentes daqueles usados no céalculo de equacgoes diferenciais or-
dindrias comuns, pois os termos de ruido impoem regras que diferem do calculo
infinitesimal usual em relacao a diferenciacao e integracao.

Processos estocasticos sao aqueles cuja classe de variaveis envolvidas no pro-
cesso dependem explicitamente do tempo de forma aleatoria. A ocorréncia de tais
processos na natureza ¢ muito comum devido a presenca inevitavel do ruido em
sistemas fisicos cujas partes interagem entre si. Em reagoes quimicas, por exemplo,
o ruido resulta de efeitos de tamanho finito e heterogeneidades, enquanto que em
mudancas na dinamica climatica o ruido se origina de flutuac¢oes anuais da radiacao
solar [3,4,81]. Em neurotransmissores, por exemplo, o ruido vem de muitas fontes
diferentes, tais como da comutacao aleatoria entre canais idnicos e das entradas si-

napticas vindas de muitos outros neurénios. Em virtude da importancia do estudo
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desses processos para a compreensao de muitos sistemas dinamicos (que em muitos
casos sao sistemas biologicos) excitaveis, nos discutiremos a seguir os processos es-
tocasticos, como o ruido branco e o processo de Wiener [82], assim como os métodos

utilizados para a resolugao das equagoes que envolvem termos estocasticos.

3.2 O Ruido Branco e o Processo de Wiener

O ruido branco é um dos principais processos estocésticos (PE) encontrados
na natureza. A intensidade espectral de um processo estocastico é a transformada
de Fourier da funcao de auto correlagao. A transformada de Fourier da delta de
Dirac é uma constante, ou seja, todas as frequéncias estao presentes com a mesma
intensidade em uma fonte ruidosa considerada como branca, como a luz branca. O
tempo de correlagao do ruido branco é zero. Na verdade, na natureza nao existe
ruido rigorosamente branco, pois todo PE tem um tempo de correlagao finito. Mas
existem, entretanto, circunstancias em que o tempo de correlacao de um determinado
PE é tao curto que poderemos trata-lo como ruido branco, de acordo com a escala
de tempo de interesse.

De forma a caracterizarmos melhor o ruido branco 7(t), vamos relaciona-lo

ao processo de Wiener x(t) através da seguinte defini¢ao [82]:

X(t) = /0 n(t)dt'. (3.1)

De acordo com as propriedades e a definicao do processo de Wiener, o incre-
mento usado no processo, Ay = x(t+At) — x(t), possui uma largura na distribuigao

dada por

oy = VAL (3.2)

Nesse caso, o processo de Wiener possui caracteristicas incomuns que o dife-

rem dos demais processos encontrados na natureza. Uma das principais é que x(t)
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3 O Ruido Branco e o Processo de Wiener 48

nao possui derivada, pois se tentarmos deriva-lo de maneira usual, teremos:

dy LAY VAL
at Ao A S TAf o0

(3.3)

Com uma analise rapida podemos constatar que a derivada de x(t) nao é n(t),
0 que parece uma contradicao. No entanto, a Equacao 3.1 é a definicao comumente
usada em virtude de sua importancia fisica no contexto dos processos estocasticos.
Dessa forma, um processo estocéstico, x(t), ndo é uma fungao, no sentido

usual, e o que se entende pela derivada

dx(t)
X (3.4)

¢ que dx(t)/dt representa o processo estocastico cujas realizagoes sao as derivadas
das realizagoes do PE x(t).
Uma das principais classes de equacoes que envolve dinamica estocastica é
a equacao de Langevin. A equacao de Langevin mais simples é a que descreve o
movimento de uma particula em um fluido sujeita a uma forca viscosa proporcional
a sua velocidade e a uma forca de carater aleatorio devido ao impacto da particula
com as moléculas do fluido. Para exemplificarmos, vamos considerar um movimento
unidimensional ao longo de um eixo preferencial x. Nesse caso, podemos escrever a
equacao de Langevin da seguinte maneira:
L= U0+ nl), (3.5

onde 7(t) é a forga aleatoria que possui as propriedades dadas por

() =0, (n)n(t") =2D,5(t — 1. (3.6)

Aqui consideramos que os impactos sao totalmente independentes e, em média, a
forca devido aos choques com as moléculas é nula. v é a velocidade da particula no

fluido e U'(v) = —VU, onde U(v) é um potencial viscoso dado por

Uv) = i (3.7)
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com constante de viscosidade I'/m. Podemos obter uma solugao para esta equacao
de Langevin da seguinte maneira: comegamos escrevendo v(t) como [84,85]:

I't

v(t) = u(t)e m, (3.8)

onde u(t) é uma fun¢ao a ser definida. Substituindo-a na Equagao 3.5 temos

du 1 ¢

= = Eeﬁn(t), (3.9)

cuja solucao, para as condi¢oes iniciais v(t = 0) = vy e u(t = 0) = ug, ¢ dada por

_%+m/ (3.10)

Temos, portanto

1 Lo
o(t) = voe m + —e_gzt/ e n(t)dt. (3.11)
m 0

Em seguida, podemos usar as propriedades dadas na Equacao 3.6 do ruido

n(t) para determinarmos a média e a variancia da velocidade:

I't

(v) = voe~ m. (3.12)
Dessa forma temos,
t t/
v— (W) = e (et dr 3.13
2
m=Jo Jo
2 _ore 1 bt ’ ” M ! g
v— (v =e m— e )
= (0= @) [ ] wenene S aar @
m=Jo Jo
D ory
= (V%) — (v)* = ﬁ(l —e ), (3.15)
D 2I't 2I't
= (¥) =5 (1~ e ) + voZe (3.16)

Podemos observar que, para tempos longos (v(t — o0)) = 0, isto &, no estado
estacionario, a velocidade quadratica média torna-se

D

@%:ﬁ; (3.17)
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A partir de agora, podemos integrar a velocidade em relagao ao tempo e

obtermos o deslocamento, observando a condigao inicial z(t = 0) = x,

m ¢ 1 [ (=)
x@:%+mfu—a%+ﬁg n(t)(1—e w )t (3.18)
0

Utilizando novamente as relacoes na Equacao 3.6 podemos calcular o deslo-

camento médio e o deslocamento quadratico médio

(x) :$0+00?(1—6_%), (3.19)
2m2D 2m It 2m _ore
(%) = (2 = = |t = T —em) + = (1—em)]. (3.20)

Para o estado estacionario (! — oo) podemos ver que o primeiro termo é

dominante, de forma que podemos escrever

(@) — (o = T2 (3.21)

onde nds notamos que o desvio quadratico médio cresce linearmente com o tempo,
o que reflete uma das caracteristicas do movimento browniano, concordando com a
relagao obtida inicialmente por Einstein (Equagao 1.1).

A generalizacao para a Equacao 3.5 é dada por

2—1; = A(v(t),t) + B(v(t), t)n(t), (3.22)
onde v é a variavel estocastica de interesse, B(v(t),t) é uma fungao conhecida, n(t)
é o ruido branco e A(v(t),t) = U'(v(t),t) = —VU sendo U(v(t),t) um potencial que
caracteriza o sistema fisico. Esta equacao descreve o movimento superamortecido
unidimensional de uma particula, uma vez que o termo inercial foi desconsiderado.
O termo B pode ser constante, como no exemplo acima, ou ser uma funcao de v.

Quando B é constante, dizemos que o termo de ruido na Equacao 3.22 é aditivo e

quando B = B(v(t),t) dizemos que o termo é de ruido multiplicativo.
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3.2.1 Termo de Ruido Aditivo

Colocando a Equacao 3.22 na forma diferencial, vamos integra-la de t a t+ At

e depois tomaremos o limite At — dt:

t+At t+At t+At
/ do(t') = / A(v(t'),t)dt' + B / n(t"dt', (3.23)
t t t

ou seja,

du(t) = A(v(t), t)dt + Bdx(t), (3.24)

onde usamos a definicao do processo de Wiener, Equacao 3.1, e desprezamos termos
com ordem maior que dt().

Ao tentarmos resolver numericamente esta equacao, devemos dar atencao es-
pecial ao termo Bdx(t), que nao aparece nos algoritmos de integragao de equagoes
diferenciais ordinarias (ou seja, que nao possuem termo estocastico). Devemos lem-
brar que o incremento de Wiener, dx(t), ¢ um PE gaussiano, de largura o = V/dt.
Por isso, a cada passo de integragao temos que sortear dx(t) e normalizar o resultado
apropriadamente. Escolhendo um ntimero aleatério R, com distribuicao gaussiana,
centrada em Rg = 0 e de largura 1, o ultimo termo da Equagao 3.24 pode ser escrito
como

Bdy(t) = VdtBR. (3.25)

Nesse ponto, ao utilizarmos uma linguagem de programagao e um algoritmo

apropriado (como o de Euler) para a resolugao numérica desta equacao , teremos':
dx = sqrt(dt) « RG(1,n). (3.26)
onde RG(1,n) = Rg e o j-ésimo passo de integracao serd, entao,

v(j+ 1) =v() + Av()),7) xdt + B *xdx(j). (3.27)

! Aqui, utilizamos Fortran90. sqrt(dt) = v/dt e RG(1,n) ¢ um vetor utilizado para representar

¢ armazenar valores de Rg.

Instituto de Fisica - UFAL



3 O Ruido Branco e o Processo de Wiener 52

3.2.2 Termo de Ruido Multiplicativo

Como ja mencionamos, a forma mais geral para a equacao diferencial esto-
castica na Equacao 3.22 é obtida se permitirmos que A e B dependam de v e possam
também ter dependéncia explicita em t:

dv
== A(v(t),t) + B(v(t), t)n(t), (3.28)
Quando B depende de v a Equacao 3.22 é denominada equacao diferencial

estocéstica com ruido multiplicativo. Colocando-a na forma diferencial temos:

Av(t) = /t o A(v(t),t)dt’ + /t o B(v(t'),t")n(t")dt'. (3.29)

Observando agora que a primeira integral na Equacao 3.29 pode ser tratada
da mesma forma como tratamos o termo andlogo da Equagao 3.23, ou seja, no limite
At — dt nos o substituimos por A(v(t),t)dt. Para a segunda integral, no entanto,
devemos lembrar que, de acordo com a Equagao 3.2 (que define a largura da distri-
buicdo para o processo de Wiener), Ax(t) o< v/At. Entdo Av também pode conter
termo O(v/At) e o erto que se comete substituindo a integral por B (v(t),t) Ax(t)
pode ser igual ou maior do que O(At). Por isso, as equagoes diferenciais estocésti-
cas que envolvem ruido multiplicativo devem ser tratadas por um calculo diferente.
Existem alguns métodos, como os célculos de Ito e o de Stratonovich [82], utilizados
para esse fim. A seguir, exporemos, resumidamente, as regras gerais para o calculo

de Ito por ser o método utilizado neste trabalho para a resolucao das EDE’s.

O Calculo de Ito

O calculo de Tto é baseado em relagoes diferenciais que visam a resolucao de

EDE’s onde o erro que envolve o termo de ruido multiplicativo é minimizado a cada
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passo de integracao. As relagoes diferenciais sao definidas por:
2
(dx(t))” = dt
dx(t)dt = 0 (3.30)

(dx(t))m = 0, para m>2.

Considerando novamente a equacao de Langevin na forma integrada, Equacao
3.29, e a fim de minimizarmos o erro em substituir B(v(t'),t') por B(v(t),t), podemos

utilizar a seguinte substituigao [82]:
t t+ At
B(o(t'),t') = B(”( )“2( i ),t), (3.31)

ou seja, tomamos como argumento de B a média entre os valores de v no inicio e no

fim do intervalo de integracao, o que certamente corresponde a uma aproximacao

melhor para a integral. Neste caso

Av(t) = A(o(t), ) At + B (w) + %Aw), t) Ax(®), (3.32)

pois
v(t+ At) = v(t) + Av(t) (3.33)
/t T = M), (3.34)

Iterando a Equacao 3.32 em Aw, expandindo B em série de Taylor, tomando
o limite infinitesimal, At — dt, Av — dv, Ax — dx e desprezando termos de ordem

maior que dtM, ficamos com

dv(t) = A(v(t),t)dt + B(v(t),t)dx(t) +

LOB pu(t). t)(dx(t)) (3.35)

2o

Instituto de Fisica - UFAL



3 Processo Multiplicativo Aleatorio 54

ou seja,

dv(t) = AW (u(t), t)dt + B(v(t), t)dx(t), (3.36)

com a definicao:

AW (1), ) = A(o(t), 1) + %%—53@@), ). (3.37)

Dessa forma a Equacao 3.36 passa a contemplar o termo de ruido multiplica-
tivo. Com isso podemos utilizar novamente o algoritmo de Euler para a discretizagao
e integracao de todos os termos da Equacao 3.36. A seguir detalharemos o processo
para a geracao do ruido nao Gaussiano , que utiliza a prescricao de Ito descrita

acima, de interesse nesse trabalho e sua implementagao digital.

3.3 Processo Multiplicativo Aleatoério

Descreveremos a seguir o método, chamado de Processo Multiplicativo Ale-
atorio (PMA), utilizado para a geragdo do ruido ndo Gaussiano a partir do ruido

branco Gaussiano. O processo é descrito pela equagdo de Langevin [83]:

dv

i At)v(t) +n(t), (3.38)

onde v(t) é a variavel estocastica final desejada, A\(¢) um ruido multiplicativo e 7(t)
um ruido aditivo. Ambos, A(t) e n(t), sao assumidos como descorrelacionados (ruido

branco) e Gaussianos, com média e variancia dadas por

A=A (M) = NAE) = A)) = 2Dx6(t = 1) (3.39)

() =0, m@)n(t) =2D,6(t —t). (3.40)
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A equacao de Fokker-Planck satisfeita pela funcao distribuicao de probabili-
dades P(v,t) de v(t) é dada por [83-85]

QP('U?t) = _2

5 50 (A4 Dy)vP(v,t)

— %[(D,\UQ + D,))P(v,t)]|, (3.41)

e possui uma solucao estacionéria do tipo?

27— (B+1)/2
v

1+ (—) ] : (3.42)
S

onde s = /D,/Dy e B = —\/D,. A intensidade do ruido gerado ¢ dada por

P(v)

2D, = (v*) = D, /[Dx(a—3/2)]. Assumimos aqui uma condig¢ao de ruido aditivo de
pequena intensidade (D, < D,), o que implica em s < 1 com o sinal estocastico
possuindo uma distribuigao assintética tipo lei de poténcia P(v/s < 1) o< (v/s) 72,
O expoente caracteristico na lei de poténcia a = (8+1)/2 é, portanto, determinado
somente por caracteristicas estatisticas do ruido multiplicativo.

No processo de geracao do ruido multiplicativo com as caracteristicas apre-
sentadas acima utilizaremos uma média negativa para o ruido multiplicativo (A < 0),
desta forma seré possivel o ajuste continuo da distribuicao do sinal estocastico gerado
na saida, variando desde um sinal gaussiano (o — oo) até um sinal com decaimento
assintotico tipo lei de poténcia.

A abordagem do ruido gaussiano é bastante utilizada devido a suas propri-
edades estatisticas, que simplificam os cédlculos analiticos, e por se tratar de uma
distribuicao bastante frequente na natureza, uma vez que o teorema do limite cen-
tral prevé que esta distribuicao é bastante comum a uma grande classe de variaveis
estocasticas.

Problemas envolvendo ruidos nao-gaussianos envolvem técnicas mais elabo-
radas, utilizando simulagoes analogicas [86-88] ou digitais [85,89] para a resolu-
cao das equacoes diferenciais estocasticas que envolvem processos dessa natureza.

Neste trabalho utilizaremos um ruido ndo-gaussiano (gerado através do processo

2Para maiores datalhes veja o Apéndice B e as Referéncias [2,50,83].
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multiplicativo aleatorio descrito anteriormente) com distribui¢ao de probabilidade
do tipo [2,50]:
1 1

P(v) = Z_a@ ) (3.43)

onde o é o expoente de decaimento da lei de poténcia e Z, é uma constante de
normalizagao da funcao distribuicao de probabilidade dada por
+o00 1
Lo :/ ———dv. (3.44)
oo [T+ %]
Podemos recuperar o ruido branco gaussiano no limite & — co. A intensidade
média desse ruido pode ser finita apenas quando « > 3/2, o que ird determinar o

intervalo de valores que exploraremos nas simulagoes.

3.4 Simulacao Numérica

O procedimento do calculo de Ito foi empregado para resolvermos nume-
ricamente a equacgao diferencial estocastica de Langevin, Equacao 3.38, a fim de
introduzirmos o resultado final do PMA nas EDE’s tratadas neste trabalho. A

discretizacao desta equacgio, em uma dimensao, fica como segue 3:
e ra=sigmal*(dsqrt(-2.0d0*dlog(rl))*dcos(2.0d0*pi*r2))

o rm=lambda+sigma2*(dsqrt(-2.0d0xdlog(r3))*dcos(2.0d0*pi*rd))
o x=x0+(lambda*x0+x0* (sigma2x*2.0d0)/2.0d0) *dt+(rm-lambda)*x0*dsqrt (dt) +raxdsqrt (dt)

onde ra e rm sao o ruido aditivo e multiplicativo respectivamente (ambos gaussia-
nos), sigmal**2 e sigma2+**2 suas intensidades, lambda é o valor médio do ruido
multiplicativo (tomado nas simulagbes como negativo, variando entre —40.0 (apro-

ximadamente gaussiano) e —2.5 (fortemente nao-gaussiano)) ri, r2, r3 e r4 sao

3Escrita em Fortran90.
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nimeros aleatorios com distribuicao uniforme entre 0 e 1 gerados pelo compilador *.
O ruido final obtido, x, possui uma distribuicao de acordo com a Equacao 3.42 e o
ajuste desta distribuicao se da por conta do fator lambda. Nesse tultimo item, pode-
mos observar os termos que possuem Vdt, devido a largura da distribuicao para o
incremento de Wiener descrito anteriormante (Equacao 3.2). O segundo e o terceiro
termo para a equacao do ruido final, (1ambda*x0+x0* (sigma2**2.0d0)/2.0d0) *dt,
sao exatamente o primeiro e o terceiro termo na Equacao 3.36, onde esses termos
surgem a partir da expansao em série de Taylor da funcao considerada até a ordem
dtV e as regras de integracdo impostas pelo calculo de Ito. O ruido final x, as-
sim obtido, foi inserido nas equacoes que governam a dinamica dos sistemas fisicos
de interesse para este trabalho. No capitulo seguinte discutimos o efeito da distri-
buicao estocéstica com estas propriedades sobre dois dos principais mecanismos de

transporte em sistemas excitaveis.

4Utilizamos a funcdo ran2 como base para o algoritmo de geracio dos ntmeros aleatorios,
?

considerada como geradora de niimeros aleatorios de longo periodo (> 2 x 10'®), cujas “sementes’

sao trocadas a cada compilacao do codigo fonte.

Instituto de Fisica - UFAL



Capitulo 4

Sistemas Dinamicos Excitaveis sob a

Acao de Ruidos nao-Gaussianos

4.1 Séries Temporais

Nos resolvemos numericamente as equacoes diferenciais estocasticas de inte-

resse com o incremento da variavel estocastica escrito na forma [50]:
1
dv(t) = \v(t)dt + v(t)dW) + §v(t)(dWA)2 +dW,, ,

onde dW, (x = n,\) representa o incremento devido ao processo de Wiener, que
surgiu ao integrarmos o ruido = no intervalo de tempo dt. Dessa forma, considerando
uma sequéncia de passos de integracao, teremos uma sequéncia de termos dW,
considerados como variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas.
De acordo com o Teorema do Limite Central [2,50] a distribui¢ao dos valores de dW,
convergird para uma distribuicdo gaussiana com variancia 2D,dt. Observando este
fato, o incremento de Wiener, durante a integracao numérica, foi gerado por dW, =
Rav/2D,dt, onde Rg é uma amostra de nimero aleatério com distribuicao gaussiana
e variancia unitaria. Em relacao ao ruido multiplicativo, o termo quadrético foi

incluido no incremento de Wiener como uma maneira de melhorar a convergéncia,
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4 Séries Temporais 59

de acordo com o calculo de Stratonovich [82]. De fato, utilizamos como uma melhor
aproximacao para v(t) a média entre os valores no inicio e no fim do intervalo de
integracao dt. Em nossas simulacoes utilizamos um passo com dt = 1073.

Na Figura 4.1 n6s mostramos as séries temporais da variavel estocastica v(t),
resultante do PMA, para dois valores representativos da média do ruido multiplica-

tivo.

5 a=20.5

a=1.75

|
0 500 1000 1500 2000

t

Figura 4.1: Séries temporais tipicas da variavel estocéstica gerada atraveés do PMA. Utiliza-
mos dois valores distintos para A que correspondem a dois valores distintos para o expoente de
decaimento assintético da distribuicao: o = 20.5, correspondendo a um ruido aproximadamente
gaussiano, e o = 1.75, que corresponde a um ruido fortemente ndo-gaussiano. Podemos observar

nesta tltima série alguns eventos raros, como a presenca de picos com grande amplitude.

Podemos verificar, para o carater fortemente nao-gaussiano da série, a pre-
senca de picos com grande amplitude associados ao aumento na probabilidade de
ocorréncia desses eventos raros. Na Figura 4.2, mostramos a funcao distribuicao

de probabilidade correspondente para as duas séries, assim como as curvas que re-
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presentam a forma analitica dada pela Equacao 3.5. Na figura podemos observar
claramente o desvio do comportamento gaussiano para pequenos valores de a. No
entanto, & medida que o desvio torna-se mais acentuado a variavel estocéastica v(t)

torna-se mais, temporalmente, correlacionada.

0.1

P (V)

0.01

0.001

Figura 4.2: Fungéo distribui¢do de probabilidade da varidvel estocastica gerada pelo PMA com
termos de ruido aditivo e multiplicativo, usando os mesmos valores de a que na Figura 4.1. As
linhas sélida e tracejada representam a expressao analitica para a distribuicdo probabilidade dada

pela Equacao 3.5. Podemos observar um forte desvio em relacao ao carater gaussiano para o = 1.75.

A fungao de correlagao C(1) = v(t)v(t + 7) € mostrada na Figura 4.3. O
decaimento exponencial de C'(7) torna-se muito mais lento para valores pequenos
de a. O tempo de correlagao tipico para o caso a = 1.75 é da ordem de 7 ~ 0.5,
enquanto que este tempo é da ordem de 7 ~ 0.02 para a = 20.5. No entanto,
mesmo neste regime aproximadamente gaussiano, o tempo de correlacao é ainda

muito maior que o intervalo de integracao dt.
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Figura 4.3: Funcao de correlagao para as duas séries temporais mostradas na Figura 4.1. Podemos
notar que o tempo de correlacdo tipico aumenta & medida que a funcao distribuicao probabilidade
se desvia do comportamento gaussiano. Em ambos os casos, o tempo de correlagao tipico € muito

maior que o intervalo de integracdo usado para resolver numericamente a equacao de Langevin.

Tendo obtido a distribui¢ao desejada para v(t) através de um PMA nos ana-
lisamos, a seguir, os mecanismos de ressonancia estocastica para um modelo de

dinamica neural e os motores brownianos com potencias do tipo catraca liga-desliga.

4.2 Ressonancia Estocastica Induzida por

Distribuicao Estocastica nao-Gaussiana

O estudo do fenomeno de ressonancia estocastica tem sido usado para in-
vestigar muitos sitemas fisicos, quimicos e biologicos em uma série de trabalhos
recentes |9,27,90,91]. Estudos numéricos normalmente consideram um ruido des-

correlacionado no tempo (branco) e gaussiano como uma boa aproximacao para
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modelos de sistemas onde o tempo de relaxagao da auto-correlacao do ruido é muito
curto comparado ao tempo de escala caracteristico do sistema dinamico. O efeito
do tempo de correlacao do ruido em um sistema biestével foi primeiramente investi-
gado por Gammaitoni et al [92], mostrando uma degradagao no efeito da ressonancia
devido a competicao entre o tempo de correlacao do ruido e o tempo médio de es-
pera das transicoes entre dois minimos de um potencial considerado. A correlagao
também exerce um importante papel para a ressonancia estocastica de modelos
neurais [93-95]. Um estudo experimental do efeito do ruido colorido na ressonancia
estocéstica de neuronios sensoriais mostrou que, para baixas frequéncias do sinal
periédico, o ruido branco convencional promove uma baixa intensidade 6tima e uma
alta relagao sinal-ruido quando comparado com o ruido colorido [96]. No entanto, o
mesmo estudo sugere que o ruido colorido 1/f pode ser melhor que o ruido branco
a altas frequéncias, tornando possivel uma explicacao para a vasta ocorréncia de
ruido 1/f em sistemas biologicos, efeito comprovado por outros trabalhos mais re-
centes [97,98].

Motivados por essa nova fenomenologia, surgiram varios trabalhos recen-
tes [99-101| mostrando uma otimizagao na relacao sinal-ruido (SNR) quando o ruido
se distancia do comportamento gaussiano. Ha um grande interesse no estudo de sis-
temas dinamicos excitados por ruidos nao-gaussianos que apresentam uma distribui-
cao tipo lei de poténcia com decaimento lento, uma vez que este tipo de distribuicao
parece estar presente em muitos dos fendmenos naturais [93-95, 97, 98].

Diante destas motivacoes e possibilidades, nos realizamos um estudo sobre a
resposta dinamica do modelo neural integra-e-dispara (dada pela Equagao 2.7 com
o termo de ruido gaussiano £(t) substituido pelo ruido colorido ndo-gaussiano v(t)).

Temos, portanto:
dx
dt

onde as propriedades estatisticas do ruido v(t) foram descritas no Capitulo 3 e

= —yx + pu+ Acos(wt) + v(t) (4.1)

mostradas através das Figuras 4.1, 4.2 e 4.3.
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Para caracterizarmos o mecanismo de RE no modelo LIF vamos utilizar a
distribuicao dos tempos de primeira passagem. Esta distribuicao apresenta picos
que sinalizam a escala caracteristica do sinal harmonico cuja amplitude é menor que
o limiar que representa a altura da barreira de ativacao para o neuronio. Estaremos
particularmente interessados em investigar como a natureza nao-gaussiana do sinal
de alimentacao pode influenciar na condicao de ressonancia para o reconhecimento
dos sinais sub-limiares. Os parametros fixos usados nas simulacées numéricas para
a dindmica neural foram: v = 2.0, A=0.3, p = 0.1, w = 1.0, D) = 1.0, © = 0.23.
A (e o respectivo valor de «) variou de acordo com os valores mostrados nas Tabelas

4.1 e 4.1:

Tabela 4.1: Variacao do parametro A
Al —20.0 | —16.0 | —12.0 | =9.0 | =8.0 | —=7.0

a || 10.5 8.5 6.5 5.0 4.5 4.0

Tabela 4.2: Variagao do parametro A
Al —6.0| =5.0 | —4.0 | =3.0 | —2.5 | —=2.0

ol 3.5 3.0 2.5 20 | L7 | 1.5

Os demais parametros envolvidos no processo serao quantificados & medida
que forem surgindo. Para comparacao com dados experimentais deve-se tomar 1/
como o tempo caracteristico da membrana e usar unidades para o potencial de forma

a normalizar a intensidade do ruido multiplicativo D) = 1.
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4.2.1 O Potencial de Membrana

A Figura 4.4 mostra a evolugao temporal do potencial de membrana, descrito
pela Equacao 4.1. Os parametros comuns, usados para a obtencao dos graficos
mostrados nas Figuras 4.4 e 4.5, foram: v = 2.0, A = 0.3, p = 0.1, w = 1.0 e
D, =1.5x107?. A equagio diferencial estocéstica é complementada com uma regra
de dispara-e-anula, ou seja, toda vez que o potencial cruza o limiar de disparo, um
potencial de ac¢ao é gerado e o potencial de membrana vai a zero, z = 0 (caracteristica
nao mostrada na figura para melhor evidenciar a diferenca entre os dois tipos de

sinais).

04 T T T T

a=5.0 — X(t) (com ruido)

0.3 — X(t) (sem ruido)

X(t)

Figura 4.4: Evolugio temporal do potencial de membrana obtida por resolu¢io numérica da
Equagdo 4.1 para a = 5.0. A linha so6lida mais grossa corresponde as oscilagoes periodicas do
potencial quando este ndo estd submetido ao ruido (um sinal sub-limiar). A linha mais fina
corresponde ao potencial superposto por um sinal periédico e por um ruido. O nivel de limiar
© = 0.23 (representado como uma linha tracejada) foi considerado para a anéalise dos tempos de

primeira passagem (Figura 4.5).

Instituto de Fisica - UFAL



4 Ressonancia Estocéstica Induzida por Distribuicao Estocéstica nao-Gaussiana 65

Para o conjunto de parametros que usamos, o valor do potencial de mem-
brana utilizado, no equilibrio, foi de =y = 0.05. Uma vez que o ruido resultante
do processo multiplicativo aleatério é adicionado ao sinal de entrada periddico, o
potencial de membrana desenvolve flutuagoes periodicamente moduladas e niveis de

ultrapassagem de limiar induzidos por ruido.

4.2.2 Distribuicao dos Tempos de Primeira Passagem

Duas amostras do histograma das distribuigoes dos tempos de primeira passa-
gem sao mostradas nas Figuras 4.5-(a) (para a = 5.0, aproximadamente gaussiano)

e 4.5-(b) (para a = 1.5, fortemente nao-gaussiano).

W ———
S— T T T T T

0.5

(b)

0.4

03

g(v)

0.2

0.1

L L L L -
% iz 3n/2 5m/2 2 on/2

Tempo de primeira passagem t Tempo de primeira passagem T

Figura 4.5: Histogramas obtidos considerando séries de 20000 disparos do neurénio. Podemos
observar que a posicao dos picos coincide com a posicao dos maximos do sinal periédico quando
o ruido é aproximadamente gaussiano (o = 5.0). Notamos ainda que, a uma intensidade fixa de

ruido e para o caso ndo-gaussiano (« = 1.5), o primeiro pico é fortalecido em relagdo aos demais.

Podemos observar que as posi¢ao dos méximos estao proximas das posigoes
do sinal harmonico ¢, = 27(n + 1/4)/w. Notamos ainda que, para o ruido nao-
gaussiano, o primeiro pico ¢ muito maior que os demais picos subsequentes e suas

posicoes estao um pouco mais desviadas dos maximos do sinal periodico. Isto indica
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que, para esse nivel de ruido aditivo, o cruzamento do limiar se torna mais frequente,
mesmo na auséncia do sinal de entrada peridédico em uma escala de tempo da ordem

da constante temporal caracteristica da membrana.

4.2.3 Curvas de Ressonancia

A altura da distribuicao dos tempos de primeira passagem proxima de seus
trés primeiros picos (t, = 2m(n+1/4)/w, com n = 0, 1, 2) como fungao da intensidade
de ruido aditivo D, é mostrada nas Figuras 4.6-(a) e 4.6-(b) para os dois valores de

Q.

06 . T T T T T T

08 e —

o
~
|

o
w
|

n
n

Pt = 2ma+1/4)/w]

Pt =2n(+1/4)/w ]
]

D, (x107) D,(x 10%

Figura 4.6: Altura da distribuigdo dos tempos de primeira passagem. Podemos observar as
curvas de ressonancia para os trés primeiros picos, onde os mesmos acontecem em uma, intensidade
de ruido e amplitude cada vez menores & medida que o ruido de alimentacao do neurdnio se torna

nao-gaussiano, da esquerda para a direita, com « diminuindo de 5.0 (a) para 1.5 (b).

Essas curvas mostram claramente uma assinatura de ressonancia estocastica.
As amplitudes destes picos atingem um maximo e depois decaem. A amplitude do
ruido que provoca o maximo em cada pico nao é a mesma, uma vez que func¢oes
resposta distintas apresentam estimativas distintas da condi¢ao de ressonancia (em-

bora com a mesma ordem de magnitude) [27]. Em relac¢do a influéncia do carater
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nao-gaussiano do ruido, noés podemos perceber claramente que a condicao de resso-
nancia é atingida a uma intensidade cada vez menor de ruido aditivo (uma ordem de
grandeza para os casos ilustrados) & medida que o ruido de alimentagio do neurdnio

passa a ter um carater fortemente nao-gaussiano (« diminuindo).

4.2.4 Intensidade Otima de Ruido

A Figura 4.7 mostra a dependéncia da intensidade de ruido aditivo Dy stima),
na ressonancia, em relacao a . No entanto, para melhor caracterizar a resposta
neural, ¢ mais adequada uma anélise em relacao a intensidade D, do ruido gerado

pelo processo multiplicativo aleatorio.

20

15

-2
D, oo (@ (X 107)
5
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o

1 ] 3 5 7 9 11

a

Figura 4.7: Dependéncia da intensidade 6tima de ruido aditivo em relagio a «.

O desvio quadratico médio do ruido de entrada é divergente para qualquer
a < 1.5 devido ao lento decaimento na distribuicao de probabilidade. Por essa razao,

a intensidade Otima de ruido passa por um minimo a um valor finito do expoente

de decaimento (Figura 4.8).
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Esta caracteristica indica que a eficiéncia da resposta do neurdnio a estimulos
periddicos sub-limiares pode aumentar se a este sinal superpormos um fraco ruido
nao-gaussiano que possua um decaimento assintotico, tipo lei de poténcia, com um
expoente caracteristico bem definido.

O resultado obtido no grafico da Figura 4.8 permite concluir que a eficiéncia
de um neurdnio em identificar sinais sub-limiares pode nao apenas aumentar, devido
a presenca do ruido, como também pode passar por um processo de otimizagao, ao se
beneficiar de possiveis desvios da distribui¢ao do ruido em relagao ao comportamento

gaussiano.
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Figura 4.8: Ruido 6timo D, em fun¢io de a. O minimo apresentado na fungao, em torno de
a = 3.0, indica uma melhor resposta do neurénio a estimulos periédicos superpostos por ruidos que
possuem uma distribui¢do ndo-gaussiana e com expoente de decaimento finito na lei de distribui¢ao

de probabilidade.

Como existem véarias evidéncias de que séries temporias nao-gaussianas sao
frequentemente geradas na natureza |96-98,109,110|, é possivel que sistemas senso-
rias biologicos possam se utilizar desse mecanismo para otimizarem suas respostas
a estimulos externos. No capitulo seguinte faremos uma anélise mais aprofundada

dos resultados obtidos nesta secao.
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4.3 Motor Browniano sob a Acao

de um Ruido nao-Gaussiano

4.3.1 O Potencial Tipo Catraca Liga-Desliga

Em relacao a dinadmica dos motores brownianos vamos utilizar um modelo
de potencial tipo catraca liga-desliga que estd submetido a um PMA. Para isto, va-
mos considerar o movimento de uma pequena particula na presenga de um potencial
externo e sob a influéncia de flutuacoes produzidas em um meio biol6gico ou por flui-
dos que apresentam elevada viscosidade. Dessa forma, a equacao do movimento da
particula pode ser descrita como a de um movimento superamortecido que obedece
a equacao’:

de(t)  OV(z,t)
& - o +o(t) , (4.2)

onde z(t) é a coordenada da particula, v(t) representa a fonte do ruido e V(z,t) é
o potencial assimétrico e pulsado. Todas essas grandezas sao medidas em unidades
reescaladas apropriadas. O ruido v(t) foi gerado de um processo de Langevin que
inclui os termos de ruido aditivo e multiplicativo, como descrito nas Secoes 3.4 e 4.1.
O potencial V(z,t) é espacialmente periddico e periodicamente ligado e desligado,
podendo ser escrito como V(z,t) = A(t)V(z). A escolha particular A(t) = (1 +
sgn[sin(7t/2)]) /2 mostra que a mudanga entre ligado e desligado ocorre a cada meio
periodo T' = 2. Para a assimetria espacial do potencial usamos a composicao de

potenciais harmonicos dada por
2 4
V(z) =V [sin(%) +0.25 sin(%xﬂ , (4.3)

que possui a forma mostrada na Figura 4.9.

!Como discutido na Segio 2.4.
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Devido a periodicidade do potencial, nao ha transporte efetivo de particulas
no equilibrio. Portanto, a velocidade média das particulas ¢ nula se o potencial é
permanentemente aplicado, independente de sua forma assimétrica e da presenca de
flutuagoes. Um transporte efetivo s6 pode ser obtido em uma situacao de nao equi-
librio que pode ser estabelecida, por exemplo, ligando-se e desligando-se o potencial

periodicamente.

20 ‘
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Figura 4.9: Potencial assimétrico ao qual a particula ¢ submetida. Quando é periodicamente
ligado e desligado, a particula adquire uma velocidade média positiva, devido a presenca da fonte

de ruido e ao segmento maior do potencial com gradiente negativo.

Com o potencial ligado, a distribui¢ao da posi¢ao das particulas possui picos
em torno do minimo do potencial. A largura dos picos de distribuicao é estacionaria
e controlada pela intensidade do ruido. Durante o periodo no qual o potencial
permanece desligado, a largura da distribuicao aumenta, simetricamente, com o
tempo devido a difusao das particulas. Quando o potencial é ligado novamente,
havera maior probabilidade que a posicao das particulas esteja mais proxima do
minino do potencial localizado & direita da posicao inicial que a esquerda. Esta
assimetria produz um movimento direcional efetivo de um conjunto de particulas

ap6s uma sequéncia de liga e desliga.
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De forma a estudarmos o movimento das particulas sujeitas a essa dinamica,
nos resolvemos numericamente a Equacao 4.2 em tempo discreto. Usamos o mesmo
passo de integracdo dt = 1072 que foi usado para a geracao das séries do ruido.
Ressaltamos, novamente, que este intervalo de integracao é muito menor que o tempo
de correlacao do ruido para todos os valores de « explorados. As particulas sao
liberadas da origem z(t = 0) = 0 e os valores dos parametros usados foram L =1 e
Vo = 10/27. O valor da amplitude do potencial V foi escolhido de tal forma que os
saltos, induzidos por ruido, das particulas sobre a barreira de potencial tornam-se

raros proximos ao regime gaussiano.

4.3.2 Gradiente Caracteristico

A Figura 4.10 mostra o gradiente do potencial que é sentido pela particula

durante sua evolucao temporal.

20

15| a=4.0 ]

10 —

Figura 4.10: Gradiente do potencial ao qual a particula estd sujeita durante sua trajetoria.
Os periodos quiescentes correspondem aos intervalos nos quais o potencial permanece desligado.
As flutuacdes aleatérias durante os periodos ativos indicam a presenca de um ruido fundamental

nao-gaussiano com o = 4.0.
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Os trechos quiescentes correspondem aos periodos durante os quais o poten-
cial fica desligado. Os picos observados durante os periodos ativos sao os responsaveis
pela captura das particulas em uma posi¢ao longe do minimo do potencial. As par-
ticulas sao, entao, rapidamente direcionadas para uma regiao de minimo proxima.
Em torno dessa posicao, o efeito do potencial externo é sentido somente devido as
flutuacoes nas posicoes das particulas induzidas por ruido.

Podemos observar que existe uma frequéncia maior de captura em uma regiao
com forga positiva (que corresponde a um gradiente negativo). Esta caracteristica
é devida a assimetria do potencial que possui um segmento maior de gradiente

negativo.

4.3.3 Evolucao Temporal

A evolugao temporal da posigao das particulas é mostrada na Figura 4.11 para
dois casos representativos que correspondem aos casos de um ruido aproximadamente
gaussiano e fortemente nao-gaussiano. Em ambos os casos, a particula de fato exibe
um movimento liquido com uma velocidade média positiva.

Podemos observar que a escala temporal mostrada é muito maior que o pe-
riodo de transicao entre os estados ligado e desligado do potencial. Comparando-se
os dois casos, podemos observar que a velocidade média no regime fortemente nao-
gaussiano é um pouco maior que no regime aproximadamente gaussiano. Além disso,
a posicao da particula no caso a = 1.75 exibe flutuacoes maiores. As flutuacoes re-
forgadas estao associadas & maior frequencia de ocorréncia de eventos raros (picos
de maior amplitude) na presenga de um ruido distribuido tipo lei de poténcia e que

possui um decaimento lento.
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0 500 1000 1500 2000

Figura 4.11: Evolugao temporal tipica da posi¢ao das particulas para dois casos representativos.
Note que as flutuagoes na posicdo da particula sdo maiores para o caso fortemente nao-gaussiano,
a = 1.75, devido a ocorréncia mais frequente de grandes picos no ruido. A velocidade média

também é maior nesse caso.

Esses eventos raros fazem a particula saltar de um minimo de potencial para
outro sem uma tendéncia direcional, levando portanto a grandes flutuacoes na po-

sicao da particula.

4.3.4 Corrente Otima Direcionada de Particulas

O efeito principal do carater nao-gaussiano do ruido sobre a corrente efetiva é
ilustado na Figura 4.12. Aqui, nos plotamos a média das velocidades das particulas
como uma funcao do expoente a. Nessa média foram consideradas 50 realizagoes
distintas da evolugao temporal, como aquelas mostradas na Figura 4.11.

Em cada realizacao a velocidade da particula é tomada como a velocidade
média num intervalo temporal completo. Observa-se que a velocidade média é oti-

mizada para um valor intermediario de «. Esse comportamento nao-monotonico

Instituto de Fisica - UFAL



4 Motor Browniano sob a Ac¢ao de um Ruido nao-Gaussiano 74

reflete o aspecto competitivo de duas caracteristicas do ruido que contribuem para o
movimento da particula: a presenca de eventos de grande amplitude e o crescimento

da correlacao temporal entre os eventos.
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Figura 4.12: Média das velocidades das particulas como uma fungao do expoente de decaimento
assintético a da distribuicao do ruido. Para cada média foram consideradas 50 evolugoes temporais
distintas da posi¢iao das particulas. A velocidade atinge um maximo para um valor intermedia-
rio de a. Este comportamento nao-monoténico indica a presenca de duas funcbes competitivas

desempenhadas pelo ruido ndo-gaussiano (ver texto).

O aumento das correlagoes temporais favorece a difusao das particulas nos
periodos durante os quais o potencial é mantido desligado, levando portanto a um
alargamento mais rapido da distribuicao de probabilidade das posicoes. Esta ca-
racteristica aumenta a probabilidade de capturar a particula em um minimo do
potencial localizado a direita da posi¢ao inicial. Além disso, o rapido alargamento
da funcao distribuicao da posicao também é provocado por conta da presenca de

eventos ruidosos com maior amplitude que passam a ser mais frequentes.

Instituto de Fisica - UFAL



4 Motor Browniano sob a Ac¢ao de um Ruido nao-Gaussiano 75

Estes aspectos sao os principais responsaveis pelo aumento da velocidade mé-
dia quando, partindo de um regime aproximadamente gaussiano, atingimos um re-
gime completamente ndo-gaussiano (ao diminuirmos os valores para «). No entanto,
quando os eventos de maior amplitude tornam-se muito frequentes, a distribuicao
de probabilidade da posicao amplia-se muito rapidamente na auséncia do potencial.
Isso reduz a diferenca na probabilidade de capturar a particula & direita ou a es-
querda da posicao inicial, o que leva a uma diminuicao da corrente efetiva quando «
diminui demasiadamente. Considerando os resultados aqui obtidos, faremos a seguir

um resumo e uma analise dos principais aspectos desses resultados.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Apresentamos neste trabalho um estudo da influéncia da distribuicao esto-
castica sobre as propriedades de sistemas dinamicos excitaveis. A excitabilidade de
alguns sistemas, como um neurdnio ou um motor browniano, provém da propria na-
tureza de nao equilibrio desses sistemas. Sistemas fora do equilibrio termodinamico
apresentam uma grande variedade de configuracoes ou estados diferentes, onde a
dinamica dessas configuragoes pode ser sensivelmente influenciada pelas flutuagoes
térmicas, inevitaveis em sistemas reais que interagem com seu meio ou que possuem
uma dinamica intrinseca. O foco de nossa abordagem foram os mecanismos de resso-
ndncia estocdstica e as catracas ou motores brownianos, sendo que para a observacao
e caracterizacao do primeiro mecanismo nos usamos o modelo LIF para a dinamica
neural. Para a observacao e caracterizacao do segundo mecanismo noés utilizamos
um modelo de motor browniano unidimensional com potencial assimétrico do tipo
liga-desliga.

Diante das motivagoes expostas no Capitulo 1, nos descrevemos, no Capi-
tulo 2, as propriedades gerais dos sistemas dinamicos excitéaveis. A Secao 2.3 foi
dedicada a descricao da dinamica neural, com énfase no modelo integra-e-dispara
com vazamento. Este modelo foi escolhido em virtude de sua larga aplicabilidade a

muitos estudos em neurofisiologia e por ser computacionalmente viavel'. Ainda que

!Tendo em vista que alguns modelos podem utilizar um conjunto de equacdes diferenciais aco-
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sua dinamica seja representada por uma equacao relativamente simples, os termos
da equacao reproduzem satisfatoriamente as caracteristica de um neuronio real. Na
Secao 2.4, discutimos as principais propriedades do efeito denominado de catraca
browniana. Assim como discutimos alguns mecanismos de transporte no meio biolo-
gico em micro e nano-escalas. Relatamos a competicao existente entre os mecanismos
de auto-propulsao e difusao para baixo nimero de Reynolds. Nesses niveis as forcas
viscosas superam as forcas inerciais que conhecemos de nossa experiéncia diaria. No
Capitulo 3 nos discutimos os métodos de resolucao de equagoes diferenciais estocés-
ticas, que diferem de métodos para a resolucao de equacoes diferenciais ordindarias
(sem termo de ruido). Demos énfase ao PMA do qual geramos o ruido final v(¢) com
uma distribuicao tipo lei de poténcia com tempo de correlagao finito que engloba
tanto as caracteristicas da distribui¢ao gaussiana quanto nao-gaussiana. O ajuste
do expoente de decaimento da lei de poténcia pdde ser realizado através do valor
médio do termo de ruido multiplicativo usado no PMA.

No Capitulo 4 n6s mostramos os resultados das simulacées numéricas para a
dinamica neural no modelo integra-e-dispara e para um modelo unidimensional de

motor browniano. A seguir, discutimos separadamente estes resultados.

e Ressonéncia Estocastica na Presenca de um Ruido nao-Gaussiano

Em relagao ao mecanismo de RE no modelo LIF, nossa investigacao foi base-
ada na analise da distribuicao dos tempos de primeira passagem. Essa distribui¢ao
apresenta picos que identificam a escala de tempo caracteristica do sinal sub-limiar
cuja intensidade passa por um méximo em funcao da intensidade do ruido, assi-
nalando a condicao de ressonanica estocastica. Nos identificamos um minimo na
intensidade de ruido 6timo (ou seja, o ruido que contribui efetivamente para a con-

digdo de ressonéncia estocastica no modelo) para um valor finito do expoente de

pladas e a inclusao de termos de interagao numa rede neural, onde a descricao da dinfmica é mais

complexa e as solucbes numéricas exigem mais tempo computacional [45,49,102-108].
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decaimento da fungao distribuigao de probabilidade do ruido nao-gaussiano (com
a ~ 3.0).

As flutuagoes do ruido ndo-gaussiano (bem maiores que no gaussiano) pro-
movem, portanto, uma melhor resposta do neurdnio a sinais sub-limiares periédicos.
O reconhecimento de sinais desse tipo sao relevantes para a evolucao adaptativa em
redes neurais biologicas [96-98]. Uma vez que ruidos nao-gaussianos sao frequen-
temente gerados por sistemas biologicos, em particular o ruido interno em redes
neurais [109, 110], os resultados apresentados aqui também indicam que os mode-
los para sistemas sensoriais podem apresentar melhor eficiéncia ao incluirem uma

estatistica ndo-gaussiana na distribuigdo do ruido [111].
e Motor Browniano na Presenca de um Ruido nao-Gaussiano

Nos consideramos o movimento de uma particula superamortecida na pre-
senca de um potencial catraca pulsado. Devido a nao estacionaridade e a natureza
assimétrica do potencial, as particulas desenvolveram uma velocidade média nao
nula induzida pelo ruido fundamental. Novamente, acreditamos que as flutuagoes
de grande amplitude do ruido nao-gaussiano, que sao menos frequentes no regime
gaussiano usual, influenciam substancialmente a corrente média de particulas. Nos
mostramos que a velocidade média de particulas alcanca um valor maximo para
um valor intermediario finito do expoente da distribuigao (com « ~ 3.3), revelando
os aspectos competitivos do ruido que contribuem para o movimento unidirecional
das particulas. Trabalhos recentes mostram que a difusao reforcada nas catracas
brownianas pode ser de fato gerada, dependendo da natureza da forca estocastica
as quais alguns tipos de proteinas estao submetidas |13,112].

Os resultados apresentados aqui fornecem evidéncias adicionais de que a oti-
mizacao no transporte de particulas em sistemas fora do equilibrio acontece quando

a natureza da distribuigao estocéstica se distancia do carater gaussiano [113].
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5.1 Relevancia dos Resultados

A Figura 5.1, contendo os dois principais resultados obtidos neste trabalho,
ilustra o comportamento interessante para dois sistemas excitaveis (cujas dinami-

cas dependem sensivelmente das propriedades estocasticas do meio), porém muito

diferentes entre si.
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Figura 5.1: Condices de otimizacio para dois sistemas distintos. A esquerda, curvas de otimi-
zacdo na dindmica neural. A direita, otimizacéo do transporte de particulas num motor browniano

unidimensional. As duas condi¢oes de otimizacao foram obtidas para um comportamento estocés-

tico fortemente nao-gaussiano.

Por um lado nos mostra que deve existir um valor 6timo (intermediario e
finito) do expoente da distribuigao estocastica neural capaz de aumentar a eficiéncia
de um neuronio em reconhecer sinais sub-limiares das mais diversas origens [26].
Por outro lado, nos mostra que esse mesmo expoente 6timo deve estar relacionado a
eficiéncia de uma catraca browniana no transporte direcionado de particulas. Ape-

sar de nao existir uma conexao explicita e direta entre estes dois sistemas, as duas
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condigoes de otimizacao foram obtidas & medida que o — 1.5. Acreditamos que
os resultados apresentados aqui possam contribuir para o estudo da eficiéncia dos
mecanismos estocdsticos presentes numa grande variedade de sistemas naturais em
micro e nanoescalas. Em particular, para a emergente area da nanociéncia, o inte-
resse nos estudos sobre a influéncia das flutuacoes e sobre os processos de dissipacao
de energia podem ser decisivos para o estabelecimento de um “padrao de eficién-
1a7? z . /. . ~ s .
cia” dos nanomotores, sendo possivel intimeras aplicacoes praticas. Foi dentro deste

contexto que desenvolvemos a contribui¢ao original desta tese.

5.2 Perspectivas e Trabalhos Futuros

Os resultados apresentados aqui abrem novas perspectivas para a investigagao
da influéncia de ruidos nao-gaussianos em sistemas dinamicos nos quais a estocasti-
cidade pode apresentar um papel construtivo, como por exemplo, em formacao de
padroes e transicoes de fase. Do ponto de vista tedrico, a investigacao analitica da
influéncia de ruidos nao-gaussianos, baseada em sistemas de dois niveis e na teoria
da resposta linear, pode trazer informacoes adicionais relevantes sobre o mecanismo
de otimizacao das condicoes de ressonancia e transporte de particulas.

Esperamos que os resultados aqui apresentados possam estimular outras in-
vestigacoes nesta area, que possui um forte aspecto multidisciplinar. Este aspecto
envolve desde modelos nao-trivias relacionados & descricao matematica de processos
estocasticos, passando pela fisica de sistemas complexos, pela engenharia eletronica
associada a captacao e filtragem de sinais, até a descricao do comportamento de sis-
temas de interesse biologico. Para todas essas dreas o papel das correlagoes do ruido
colorido (tema que nao foi abordado em maiores detalhes neste trabalho) também

merece destaque.
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Neste trabalho nao foi possivel a observacao e caracterizacao experimental dos
efeitos citados. Por isso, esperamos que trabalhos futuros possam contemplar estes
aspectos como forma de caracterizarmos completamente os fen6menos estudados.
Em particular, é de grande interesse o desenvolvimento de simulacoes analogicas e
trabalhos experimentais sobre a real eficiéncia dos mecanismos aqui mencionados.
Outros trabalhos possiveis incluem estudos da dindmica de motores brownianos
acoplados em casos 1D e 2D que podem auxiliar na compreensao dos mecanismos

de operacao de maquinas complexas operando em escalas micro e nanomeétricas.
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Apéndice A

Algumas Definicoes Estatisticas

e Funcao de Distribuicao Cumulativa

A fungao de distribuicdo cumulativa Px(x;) (ou CDF, abreviatura para o
termo em inglés Cumulative Distribution Function) é definida como a probabilidade
de ocorréncia de um certo evento da variavel aleatoria pertencente ao conjunto
X = {z1,22,...} ndo exceder um certo limiar, isto é, para o caso discreto e continuo,

respectivamente, devemos ter

Px(x) = /w px(s)ds. (A.1)

Como toda probabilidade deve ser nao negativa, a funcao de distribuigao
cumulativa é sempre crescente. Essa deve satisfazer as condig¢oes de contorno:
Px(—00) =0, Px(c0) = 1. A funcdo px , nos somatorios em (A.1), é a densidade
de probabilidade (ou PDF, sigla para o termo em inglés Probability Distribution

Function), que sera definida a seguir.
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e Funcao Densidade de Probabilidade

Para uma descricao completa da variavel randémica z que pode assumir o
conjunto de valores x; (com i = 0, 1, ...) é necessario conhecer a fungao de distribui¢ao
de probabilidade (PDF), pois, a partir dela, é possivel caracterizar completamente

a variavel aleatoria em questao. Sua definigao é
pi = Prob{ X = z;} , (A.2)

considerando que: p; > 0 e Zpi = 1, que representa todos os possiveis valores de

i
ocorréncia dos eventos medidos. Para uma variavel randomica continua, esta pode

ser descrita pela fungao de distribui¢ao cumulativa (CDF), através da relagao

px(a) = - Px(2) (A3)

e para uma variavel discreta, sua funcao de distribui¢ao pode ser definida como a
soma de funcoes delta ponderada pela probabilidade de ocorréncia de cada evento,
ou seja

px(z) = Z Po(X — ;) . (A.4)

onde as condicoes de positividade e normalizacao devem ser obedecidas.
e Média, Mediana, Variancia, Desvio Padrao e Covariancia

A meédia, ou valor esperado, é o valor médio de um dado conjunto de dados.

Para o caso discreto e continuo, o valor médio é, respectivamente,

(X) = inp(X = ;) (A.5)

(X) = /_ " ap(w)da (A.6)

o0
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Tal que p(X = ;) significa a probabilidade de ocorréncia da variavel ;.
Quando os eventos sao igualmente provaveis, considerando o caso discreto, temos

que p(X = z;) = 1/n (onde n representa o tamanho da amostra). Consequentemente

(X) = %Zm (A7)

A mediana 9 é o valor que divide a area da PDF em duas partes iguais, ou
seja
1) o9 1
/ f(z)dx = / f(x)dx = = . (A.8)
—00 6 2
Outra grandeza de extrema importancia em estatistica é a variancia, que
aqui denotamos por c%, onde o sub-indice rotula o conjunto ao qual foi efetuada

a medida. Sua representacao matemaética para um conjunto de variaveis discretas

X ={zl,...,x,} e continuas, respectivamente, ¢ dada por

0% = (X = (X)) = (2 — (X)X =) , (A-9)

0% = (X — (X))?) = / (z — (X))p(a)dz . (A.10)

—00

Pelas Equacoes A.9 e A.10 verificamos que a variancia possui dimensao qua-
drada da variavel; e 0% > 0, sendo zero para o caso deterministico. Também
definimos o desvio padrao oy como a raiz quadrada da variancia ox = \/Zagc).
Uma das principais importancias do desvio padrao é que este possui a mesma uni-
dade do conjunto X. A variancia ou desvio padrao é um indicador de dispersao
ou difusdo, mede o grau de quanto os dados estdo dispersos em torno da média. E
por isso que comumente costuma-se dizer que o desvio padrao quantifica a largura
da distribuicao, quanto menor for este valor, mais os dados estao centralizados em
torno do valor médio.

Os valores nas Equagoes A.9 e A.10 sao validos desde que as somas sejam
finitas. Uma observacao importante a ser feita aqui é que toda variavel que se-

gue uma distribuicao Gaussiana possui uma variancia bem definida. Estendendo o
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resultado anterior para mais de uma variavel, por exemplo, X e Y duas variaveis
continuas (o caso discreto pode ser feito de forma similar), tendo a func¢ao densidade
de probabilidade conjunta representada por p(x,y), entdo a média de cada variavel
é dada por

(X) = /_Z /_Z xp(z,y)dzdy (A.11)

(Y) :/_Z /_Z yp(x, y)dzdy . (A.12)

A variancia é dada por

0% = ((z — (X))?) = / N / " (o — (X))p(a, y)dudy (A.13)

=== [ [ -0y (A
Outra quantidade de grande interesse para o caso de duas varidveis, nesse

caso X e Y, é a covariancia, definida como

7y = COVIX.Y] = (e~ (XD -V} = [ . / " (e (X (y— (V) pla, y)dady

Fazendo Y = X e X = Y a covariancia se reduz a variancia, dada pelas
Equacoes A.13 e A.14 para as variaveis X e Y, respectivamente. A covariancia

também pode ser representada como
oxXy = <XY> - <X><Y> ) (A-15)

sendo que quando as variaveis X e Y sao independentes ((XY) = (X)(Y)) a cova-
ridncia em (A.15) torna-se zero, ou seja, a covariancia mede o grau de correlac¢ao
linear entre duas varidveis aleatorias. Essa correlacao linear entre duas variaveis

também pode ser medida pelo coeficiente de correlagao, que é definido como

oXV oy

onde —1 < rho < 1. Para p < 0 a correlacao entre as varidveis é negativa que

corresponde, de acordo com a Equagao A.15, a (XY) < (X)(Y). Ja para p > 0, a
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correlagao é positiva, correspondendo a (XY) > (X)(Y). O caso p = 0 implica que
as variaveis sao independentes, pois ((XY) = (X)(Y)). Pode-se também medir a
correlacao da mesma variavel, digamos X, defasada ou adiantada uma da outra por

k, nesse caso, a correlacao torna-se
—(X —(X
VOx1\/Oxx Ox1\/ Xk

e p(k = 0) = 1. Se as varidveis possuem correlagoes de curto alcance, entao a

soma Zp(k‘) ou [ p(k)dk converge para algum valor finito. Se a soma divergir,
k

atribuimos isso a possiveis correlagoes de longo alcance entre as variaveis.
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Apéndice B

Solucao Estacionaria para a Equacao

de Fokker-Planck

Seja P,(z,) a distribui¢do de probabilidade da variavel z,, e g,(k) a corres-

pondente funcao caracteristica dada por
gn(k) = (e*on) = /eikI"Pn(xn)dxn ) (B.1)

Entao

(k) = (E7ns1) = (iHowrHlan) ol (B2)

ou, tendo em vista que x, e (, sao independentes,
(k) = (ool ey (B3

Em seguida obtemos a expansao de g,.1(k) até termos em primeira ordem

em 7. O primeiro termo fica
(e®onl1 4 ikt f(zn)}) = (™) + ikt (f(x,)e™™) (B.4)

e o segundo

1 1
1+ ik7((y) — 5##(@5) =1- §k27F : (B.5)
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onde usamos as propriedades (¢,) =0 e (¢?) =T'/7. Logo

Ek;?(ei’%} : (B.6)

gni1 (k) = gn(k) + 7{ik(f (wa)e™™) = 5

Usamos agora as seguintes propriedades:

(@) = ()™ = = [ LR B)
—k2 ey = <%eikx) = /eikx%Pn(x)dx (B.8)

para concluirmos que

Pua(2) = Pa(e) =~ [[(@)Po(a)) + 7 Pu(a) (B.9)

Dividindo ambos os membros por 7 e tomando o limite 7 — 0, obtemos

0 r o

S @P@0] + 5

0

g P(x,t) , (B.10)

que é a equagao de evolu¢ao temporal da distribuigao de probabilidade P(z,t).
Esta equacao é denominada equacao de Fokker-Plank. Nos topicos seguintes vamos

analisar sua solugao estacionaria (quando t — 00).
e Solucao Estacionaria

A equacao de Langevin para uma variavel pode ser escrita na forma

dx
= F@)+ ) (B.11)

onde o ruido térmico possui as propriedades

(€() =0, (CB)CH)) =Td(t 1), (B.12)

e esta associada a equagao de Fokker-Plank em uma variavel, ou equacao de Smo-

luchowski,

0 r o?

9 Plat) = [f(a)Pla, 1) + 5 g

o P(x,t) (B.13)
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que da a evolugao temporal da probabilidade P(z,t). Resolver esta equagao siginifica
resolver também a equagao de Langevin.

A equacao de Langevin acima pode ser interpretada como a equacao de mo-
vimento de uma particula de massa desprezivel que se move em um meio viscoso e

sujeita a uma forca externa. A equacao de movimento nesse caso é

&2 d
nqg:—%£+nmmﬁw% (B.14)

onde a primeira parcela a direita é a forca viscosa, proporcional a velocidade; a
segunda é a forca externa e a terceira é a forca aleatéria. Quando a massa for muito
pequena, ou no regime de alta viscosidade, podemos desprezar o termo a esquerda

e escrever

asr = F(x) + F(t) . (B.15)

Dividindo ambos os membros dessa equagao pelo coeficiente de atrito «,
recuperamos a Equagao B.11. Assim, f(z) na Equacao B.11 pode ser interpretada
como a forga externa dividida por « e o ruido ((¢) pode ser interpretado como a
forca aleatoria, dividida por a.

Podemos analisar dois casos particulares da Equacao B.11; um para f(z) = ¢
(constante) e outro para f(x) = —yz. O primeiro caso corresponde a difusao de
particulas sujeitas a uma forga constante. O segundo caso corresponde a difusao de
particulas sujeitas a uma forca elastica.

No primeiro caso, as equagoes de Langevin e Fokker-Planck sao

dx
o=t (B.16)

oP OP T 0°P

_ = —Cc— + -,

ot Or 2 Ox?
respectivamente. Sabemos que a solucao da Equacao B.17 para a condicao inicial

P(z,0) = 6(x) é a Gaussiana

(B.17)

1 (z — ct)?

exp{—
Vs o o
Instituto de Fisica - UFAL
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Para o segundo caso, em que f(z) = —vyx, as equagoes sao
dx
o = + () (B.19)

9P __o(eP) TP
ot~ T or 20922

onde a tultima equacao é conhecida também como equacao de Smoluchowski. De

(B.20)

forma andloga & anterior, sua solugdo para a condi¢ao inicial P(x,0) = §(z — xq) é

a Gaussiana

2
Plat) - ﬁexp{—%} (B.21)
onde a(t) depende de ¢t com
a(t) = xee " (B.22)
e cuja variancia b(t) depende de t de acordo como
b(t) = L(1 —e ). (B.23)
2y

Diferentemente do que acontece no primeiro caso, P(x,t) atinge uma distri-
buicao estacionaria quando ¢t — oo, pois a variancia b(t) — % nesse limite. Nesse

caso a distribuicao estacionéria é dada por

P(z) = \/WIF exp{—%} . (B.24)

e Solucao Estacionaria para o Caso Geral

Vamos obter a solucao estacionéria da equacao de Fokker-Planck B.10 para

o caso geral. Para isso, podemos escrevé-la como

0 0
onde J(z,t) é dada por
r o
J(z,t) = f(z)P(z,t) — E%P(x,t) : (B.26)
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Na forma (B.25) a equagao de Fokker-Planck é uma equagao de continuidade,
sendo J(z,t) a corrente de probabilidade. Estamos supondo que a variavel x tome
valores no intervalo [a, b] onde um ou ambos os limites podem ser infinitos.

Integrando ambos os lados da Equagao B.25 em x, obtemos:

d [
) P(x,t)dx = J(a,t) — J(b,t) . (B.27)
Utilizando a condi¢ao de normalizagao para densidade de probabilidade P(z, 1),

temos ,
/ P(z,t)dr =1, (B.28)

entao o lado esquerdo da Equacao B.27 deve se anular, de forma que as condicoes de
contorno devem ser tais que J(a,t) = J(b,t). Assim, a conservacao da probabilidade
total (B.28) nao é consequéncia apenas da equacao de Fokker-Planck mas também
das condicoes de contorno. Por simplicidade, vamos considerar somente o caso em
que a corrente de probabilidade nos extremos x = a e x = b se anule para qualquer
instante ¢, isto é, J(a,t) = J(b,t) = 0.

No regime estacionario, a densidade de probabilidade sera independente de ¢,
de modo que a corrente de probabilidade também sera independente de ¢, tendo em
vista a Equacao B.26. Como o lado esquerdo da Equacao B.25 se anula, entao a cor-
rente de probabilidade sera também independente de x. Logo, ela deve ter o mesmo
valor qualquer que seja x. Mas como ela é nula nos extremos do intervalo [a, b],
entao ela deve ser nula em todo o intervalo. Portanto, a distribuicao estacionaria

P(z) deve satisfazer a equagao

F@)P() - gdixP(x) ~0 (B.29)
ou ainda
d 2
S P(x) = o f(x) . (B.30)

Denotando por V(z) o potencial correspondente a forga f(x), isto é,

flz) = —dix‘/(x) (B.31)
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entao

In P(z) = —%V(CL’) + constante . (B.32)

de onde obtemos

Plz) = Aexp{—%V(x)} , (B.33)

onde A é uma constante de normalizacao apropriada.

Instituto de Fisica - UFAL



Resumos dos Artigos Publicados



Available online at www.sciencedirect.com

ScienceDirect PHYS“}A m

ELSEVIER Physica A 387 (2008) 1446-1454

www.elsevier.com/locate/physa

Stochastic resonance of a periodically driven neuron under
non-Gaussian noise

J.R.R. Duarte, M.V.D. Vermelho, M.L.. Lyra*

Instituto de Fisica, Universidade Federal de Alagoas, 57072-970 Maceid - AL, Brazil

Received 29 August 2007; received in revised form 25 October 2007
Available online 13 November 2007

Abstract

We investigate the first-passage-time statistics of the integrate—fire neuron model driven by a sub-threshold harmonic signal
superposed with a non-Gaussian noise. Here, we considered the noise as the result of a random multiplicative process displaced
from the origin by an additive term. Such a mechanism generates a power-law distributed noise whose characteristic decay exponent
can be finely tuned. We performed numerical simulations to analyze the influence of the noise non-Gaussian character on the
stochastic resonance condition. We found that when the noise deviates from Gaussian statistics, the resonance condition occurs at
weaker noise intensities, achieving a minimum at a finite value of the distribution function decay exponent. We discuss the possible
relevance of this feature to the efficiency of the firing dynamics of biological neurons, as the present result indicates that neurons
would require a lower noise level to detect a sub-threshold signal when its statistics departs from Gaussian.
© 2007 Elsevier B.V. All rights reserved.
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MULTIPLICATIVE PROCESS

J. R. R. DUARTE and M. L. LYRA*

Instituto de Fisica, Universidade Federal de Alagoas
57072-970 Maceis-AL, Brazil
*marcelo@if. ufal.br

Received 15 March 2010
Accepted 24 April 2010

Unidirectional motion is achieved when a particle, moving under the influence of an
underlying noise source, is subjected to a ratchet asymmetric periodic potential. Here,
we investigate how deviations from the Gaussian nature of the noise distribution function
impacts the average particle’s current. The input noise is considered to be produced by
a Langevin process including both multiplicative and additive random noise sources.
The resulting input random signal has a power-law amplitude distribution and a finite
correlation time. These features are controlled by the average of the multiplicative noise.
We show that the average particle’s velocity depends non-monotonically on the degree
of non-Gaussianity of the input noise. It exhibits a maximum at an intermediate value
of the effective power-law exponent that characterizes the asymptotic decay of the noise
probability distribution function.
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