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Resumo

O estudo dos fenômenos de força e torque de radiação acústico tem atraído um enorme
interesse da comunidade cientí�ca, devido a aplicações desses fenômenos em manipulação
de partículas sem contato. Neste trabalho, realizamos uma análise teórica da força e torque
de radiação acústico exercido sobre uma partícula viscoelástica homogênea no limite do
espalhamento de Rayleigh (o raio da partícula é muito menor que o comprimento de onda
incidente) por uma onda com geometria arbitrária. Nosso estudo baseia-se na expansão de
ondas parciais em coordenadas esféricas das ondas incidente e espalhada. Nesse contexto,
a força e o torque de radiação são obtidos analiticamente em termos de uma série in�nita
que envolve os coe�cientes de expansão das ondas espalhada e incidente. Assumimos
que a partícula se comporta como um sólido viscoelástico linear, que obedece o modelo de
Kelvin-Voigt fracionário. Fórmulas analíticas para a força e torque de radiação são obtidas
considerando uma aproximação de baixa e de alta frequência no modelo viscoelástico. A
teoria desenvolvida é usada para descrever a interação de ondas acústicas (onda plana
progressiva, onda plana estacionária, feixes de Bessel de ordem zero e de primeira ordem)
com partículas de polietileno de baixa e de alta densidade. Os nossos resultados mostram
que a força de radiação acústica axial pode ser negativa (isto é, em oposição à direção de
propagação da onda) quando uma determinada condição envolvendo os parâmetros físicos
da partícula é satisfeita. Torque de radiação acústico negativo devido a um feixe de Bessel
de primeira ordem também pode ocorrer quando a mesma condição da força de radiação
negativa for atendida. Notavelmente, esta é a primeira vez que a força de radiação negativa
é prevista sobre uma partícula homogênea no regime de espalhamento Rayleigh. Além
disso, a estabilidade transversal da força de radiação acústica gerada pelo feixe de Bessel
também é investigada. Mostramos que um feixe de Bessel trator 3D completo atua sobre
uma partícula de polietileno de alta densidade (PEAD). Na análise da força de radiação
acústica gerada sobre uma partícula viscoelástica por uma onda plana estacionária, desvios
relevantes surgiram em comparação com partícula sólida elástica. A amplitude da força
e torque de radiação sobre uma PEAD descrita pelo modelo viscoelástico apresenta um
comportamento diferente (força de radiação negativa) comparados com os outros materiais
(sólida elástica e �uida com absorção longitudinal) devido a onda plana progressiva e
feixes de Bessel. Por �m, acreditamos que este estudo pode ajudar a melhorar ainda mais
o desenvolvimento de dispositivos de levitação acústica, manipulação de partículas em
acusto�uídica e pinças acústicas.

Palavras-chave: Força de radiação acústica, Torque de radiação acústico, Espalha-
mento acústico, Viscoelasticidade, Manipulação de partículas.
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Abstract

The study of acoustic radiation force and torque phenomena has attracted an enormous
interest of the scienti�c community, due to applications of these phenomena in noncon-
tact particles manipulation. In this work, we perform a theoretical analysis of acoustic
radiation force and torque exerted on a homogeneous viscoelastic particle in the Rayleigh
scattering limit (the particle radius is much smaller than the incident wavelength) by a
wave with arbitrary geometry. Our study is based on the partial-wave expansion in sphe-
rical coordinates of the incident and scattered waves. In this context, the radiation force
and torque are obtained analytically in terms of an in�nite series which involves the scat-
tering and incident expansion coe�cients. We assume that the particle behaves as a linear
viscoelastic solid, which obeys the fractional Kelvin-Voigt model. Analytical expressions
for the radiation force and torque are obtained considering the low- and high-frequency
approximation in the viscoelastic model. The developed theory is used to describe the
interaction of acoustic waves (traveling and standing plane waves, and zero and �rst-order
Bessel beams) with a low-and high-density polyethylene particle. Our results show that
the axial acoustic radiation force might become negative (i.e. in opposition to the wave
propagation direction) when a certain condition involving the physical parameters of the
particle is satis�ed. Negative acoustic radiation torque due a beam of �rst-order Bessel
may also occur when the same condition of negative radiation force is met. Remarkably,
this is the �rst time that negative radiation force is predicted on a homogeneous particle
in the Rayleigh scattering regime. Furthermore, the stability of the transverse acoustic
radiation force generated by a Bessel beam is also investigated. We show a full 3D tractor
Bessel vortex beam acting on the high-density polyethylene (HDPE). In the analysis of
acoustic radiation force generated on a viscoelastic particle by a standing plane wave,
relevant deviations arose in comparison with the solid elastic model for the particles. The
magnitude of the radiation force and torque on a HDPE described by the viscoelastic
model behaves di�erently (negative radiation force) compared with other materials (solid
elastic and compressible �uid particle) due to traveling plane wave and Bessel beams.
Finally, we believe that this study may help further enhance the development of acoustic
levitation, particle handling in acousto�uids, and acoustical tweezers devices.

Keywords: Acoustic radiation force, Acoustic radiation torque, Acoustic scattering,
Viscoelasticity, Particle manipulation.
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Símbolo Nome Unidades(S.I.)
ρ0 densidade do �uido ideal kg ·m−3
ρ densidade kg ·m−3
m massa kg

c0 velocidade do som no �uido ideal m/s

c` velocidade do som longitudinal m/s

cs velocidade do som de cisalhamento m/s

τ` tempo de relaxação longitudinal s

τs tempo de relaxação de cisalhamento s

a raio da partícula m

w vetor deslocamento m

v velocidade da partícula m/s

ε tensor deformação
σ tensor de tensões em sólidos
p pressão acústica Pa

L densidade Lagrangiana acústica J/m3

φ potencial de velocidade m2/s

ψ1,s, ψ2,s potenciais escalares de Debye m2/s

ω frequência angular s−1

λ comprimento de onda m−1

k número de onda m−1

k` número de onda longitudinal m−1

ks número de onda de cisalhamento m−1

anm coe�ciente forma do feixe
sn coe�ciente de espalhamento escalar
bn,cn,dn coe�cientes de expansão
ε parâmetro de escala em termos do tamanho da partícula
εj parâmetro de escala em termos tempo de relaxação
ϕ ângulo azimutal
θ ângulo radial
jn função de Bessel esférica de ordem n

h
(1)
n função de Hankel esférica de primeira ordem n

h
(2)
n função de Hankel esférica de primeira ordem n

Y m
n harmônicos esféricos
Pm
n funções associadas de Legendre de ordem n

F rad força de radiação acústica N

Yx, Yy, Yz componentes adimensionais da força de radiação
N rad torque de radiação acústico N ·m
Nx, Ny, Nz componentes adimensionais do torque de radiação
∇ operador gradiente m−1

∇· operador divergente m−1
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∇× operador rotacional m−1

∇2 operador Laplaciano m−2

r vetor posição m
(x, y, z) coordenadas cartesianas
(r, θ, φ) coordenadas esféricas
(ex, ey, ez) componentes cartesianas unitrátias
n vetor normal à superfície
nc índice de refração complexo
nR índice de refração do material
α̃ função de absorção adimensional
Re parte real
Im parte imaginária
i =
√
−1 unidade imaginária
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1
Introdução

Ondas acústicas consistem em perturbações que transportam energia e momento. O
momento da onda incidente pode ser transferido para objetos suspensos. Esta transferên-
cia do momento linear e angular da onda acústica harmônica para um objeto suspenso
pode dar origem aos fenômenos de força e torque de radiação [1, 2].

Quando um campo acústico é aplicado em um �uido contendo partículas suspensas,
essas partículas serão afetadas devido a força de radiação acústica. A manipulação de
partículas por ultrassom utiliza a força de radiação para fornecer um método de manipu-
lação de partículas sem contato. Este método tornou-se promissor na área de biotecnolo-
gia e permite a manipulação de diversas partículas, incluindo células biológicas e outros
microrganismos [3]�[15] e levitação acústica no ar [16]�[19]. Estes métodos dependem
somente das propriedades mecânicas da partícula e do �uido. Além de ser transladada
ou aprisionada, uma partícula pode ser ajustada para girar devido ao torque de radia-
ção acústico [20]�[22]. Consequentemente, um grau de liberdade de rotação também é
avaliado na manipulação de partículas com base em métodos acústicos.

Neste capítulo faremos uma revisão histórica dos fenômenos de força e torque de
radiação acústico gerados por meio da interação de uma onda acústica com um objeto.
Além disso, iremos abordar algumas aplicações tecnológicas e apresentar a motivação
deste trabalho.

1.1 Revisão Histórica

1.1.1 Força de radiação acústica

O estudo de força de radiação acústica em partículas esféricas teve início em 1934 [23].
Nesse trabalho pioneiro, King obteve uma expressão geral para a força de radiação acústica
aplicada a uma esfera rígida (tamanho arbitrário) suspensa em um �uido ideal devido a
uma onda plana progressiva e uma onda plana estacionária. A força de radiação foi
expressa em termos de uma série in�nita, conhecida como expansão de ondas parciais.
Uma extensão do trabalho de King considerando uma onda esférica incidente foi proposto
por Embleton [24]. Percebeu-se que a partícula pode ser tanto atraída como repelida
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pela fonte em função da distância relativa. Posteriormente, Yosioka e Kawasima [25]
obtiveram uma fórmula para força de radiação acústica agindo sobre uma partícula esférica
compressível suspensa em um �uido ideal. Eles analisaram a interação de uma onda plana
estacionária incidente em uma partícula compressível e notaram que pode-se mover a
partícula para um nó ou anti-nó de pressão dependo das propriedades acústicas do �uido
e da partícula. Em 1957, Westervelt [26] encontrou uma expressão para força de radiação
em termos da função de espalhamento assintótico sobre um obstáculo arbitrário devido a
uma onda plana incidente. Subsequentemente, Gorkov [27] propôs um modelo de força
de radiação exercida sobre uma partícula compressível devido a um feixe incidente de
geometria arbitrária. Ele mostrou que para uma onda plana estacionária a força tem
contribuições importantes dos termos de interferência entre ondas incidente e espalhada,
enquanto que para onda plana progressiva a magnitude do momento linear transmitido
à partícula é determinado somente pelas ondas espalhadas. Assim, a magnitude da força
de radiação média em uma onda estacionária é muito maior que em uma onda plana
progressiva. No entanto, o método utilizado por Gorkov tem uma limitação, ele considerou
que a partícula esférica compressível é muito menor que o comprimento de onda incidente.
Nesta aproximação, somente os coe�cientes de espalhamento de monopolo e dipolo são
considerados. Nyborg [28] fez uso dos métodos desenvolvidos por King e Embleton para
estudar a força de radiação sobre uma pequena esfera rígida devido uma onda esférica.
Ele expressou a força de radiação como gradiente da densidade de energia potencial e
cinética do feixe incidente e mostrou que a parte progressiva da onda esférica pode ser
descrita pela teoria de Gorkov com um termo de correção. A teoria de força de radiação
acústica sobre uma esfera elástica suspensa em um �uido ideal devido a uma onda plana
progressiva é desenvolvida por Hasegawa [29]. O cálculo da força de radiação em uma
pequena esfera compressível devido a um feixe esférico focalizado foi proposto por Wu e
Du [30]. Os resultados foram expressos em termos das densidades de energia potencial
e cinética do feixe incidente. Nesse estudo, eles mostraram que o feixe focalizado pode
ser uma alternativa para levitação de pequenas esferas de alta densidade. Um estudo
mais abrangente sobre feixes de Bessel tem sido realizado devido a característica desse
feixe em gerar força de radiação negativa. Marston obteve uma expressão da força de
radiação gerada pela interação de um feixe de Bessel de ordem zero com uma partícula
�uida [31], sólida e casca esférica de alumínio [32] no eixo do feixe. Ele apresentou as
condições para produzir uma força negativa (isto é, oposta à direção de propagação do
feixe) sobre a partícula. Além disso, ele propôs um estudo da força de radiação devido a
um feixe de Bessel de primeira ordem [33] sobre uma partícula esférica imersa em água,
e obteve força de radiação negativa como investigado anteriormente para feixe de Bessel
de ordem zero. Mitri [34] demostrou que a força de radiação de um feixe de Bessel
de alta ordem agindo sobre uma esfera é oposta a direção de propagação do feixe. O
comportamento de um feixe de Bessel trator de ordem zero atuando em uma esfera �uida
foi apresentado [35]. Ele também apresentou alguns trabalhos sobre força de radiação em
um feixe de Bessel de onda estacionária [36]�[40] com intuito de aplicar esse estudo em
manipulação de partículas. Silva [41] obteve uma solução da força de radiação exercida
para um feixe acústico de forma arbitrária sobre um objeto de geometria arbitrária. Esta
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expressão da força de radiação é obtida como uma função dos coe�cientes de forma do
feixe de uma onda incidente e dos coe�cientes de espalhamento. Posteriormente, Zhang e
Marston [42] desenvolveram uma interpretação geométrica da força de radiação exercida
pelo feixe de Bessel de ordem zero em uma esfera no eixo em termos das seções transversais
de absorção, espalhamento e da potência extraída do feixe. Um estudo semelhante sobre
uma classe mais ampla de feixes acústicos foi também realizado por este grupo [43, 44].
Azarpeyvand [45] realizou um estudo teórico sobre a força de radiação exercida sobre
uma esfera porosa de alumínio no eixo. Neste caso, o aumento da porosidade degrada
a força de radiação sobre uma partícula pequena. Ele também apresentou um estudo
sobre a manipulação acústica de cascas esféricas porosas e os resultados obtidos indicam
que a manipulação de cascas de baixa porosidade é possível usando feixes de Bessel com
grandes ângulos cônicos [46]. A força de radiação de um feixe de Bessel exercido sobre
uma pequena partícula foi investigado por Baresch e colaboradores [47, 48]. Além disso,
Sapozhnikov [49] desenvolveu uma abordagem teórica para calcular força de radiação
de um feixe acústico arbitrário sobre uma esfera elástica dentro de um líquido ou gás.
Fórmulas exatas da força de radiação acústica exercida por uma onda harmônica arbitrária
sobre uma pequena partícula compressível absorvedora, suspensa num �uido ideal, foi
proposta por Silva [50].

A força de radiação acústica entre duas ou mais partículas não absorvedoras também
têm sida analisada [51]�[57]. Alguns esforços têm sido dedicado a compreender a força
de radiação agindo sobre uma partícula revestida por uma camada viscoelástica [58]�[60].
Veri�cou-se que, na presença de uma camada viscoelástica, a força de radiação axial por
ondas progressivas pode tornar-se negativa, o que signi�ca que a força e a direção de
propagação da onda são contrárias [61].

1.1.2 Torque de radiação acústico

Uma onda acústica pode transportar momento angular, e este pode ser transferido
para um objeto suspenso. Essa interação da onda acústica com um objeto suspenso num
�uido pode gerar um torque médio, conhecido como torque de radiação acústico. Uma
das primeiras observações a respeito desde fenômeno foi relatada por Rayleigh [62]. O
torque de radiação Rayleigh é provocado pelo momento do estresse de radiação agindo
sobre um objeto assimétrico. Um trabalho pioneiro a respeito deste fenômeno foi proposto
por Maidanik [63]. Neste trabalho ele derivou uma expressão para o torque de radiação
sobre um objeto de forma arbitrária devido a pressão de radiação acústica fazendo o uso
do teorema do momento angular. Uma fórmula alternativa para o torque de radiação que
depende de variações na amplitude de espalhamento para mudanças na orientação da onda
plana incidente foi obtido por Smith [64] por meio de uma generalização do teorema ótico.
Hefner e Marston [65] mostraram que um torque de radiação axial pode ser desenvolvido
em um objeto absorvedor por um feixe de vorticidade paraxial. Fan e colaboradores [66]
estabeleceram uma teoria para calcular o torque de radiação sobre um espalhador de forma
arbitrária para uma onda acústica arbitrária. Esse estudo é limitado, pois o espalhador
tem que ser pequeno quando comparado ao comprimento de onda. Zhang e Marston [67]
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estudaram teoricamente o torque de radiação axial sobre um objeto com simetria axial
suspenso num �uido ideal . Eles também expressaram o torque de radiação como a integral
do �uxo do momento angular médio sobre uma superfície esférica distante do objeto
espalhador [68]. Silva e colaboradores [69] forneceram uma expressão geral para o torque
de radiação tridimensional exercido por um feixe acústico de frente de onda arbitrária
sobre um objeto de qualquer forma geométrica em termos dos coe�cientes de forma do
feixe e de espalhamento. Além disso, Silva desenvolveu uma expressão para torque de
radiação acústico sobre uma pequena partícula �uida para campo acústico arbitrário [50].
Um estudo sobre torque de radiação axial de um feixe de Bessel progressivo e estacionário
sobre uma casca esférica foi desenvolvido por Mitri [70]. Anhauser e colaboradores [21]
apresentaram o primeiro teste quantitativo de transferência do momento angular para um
objeto absorvedor imerso em um liquido viscoso. Na experiência realizada, ele observou
que é possível girar um disco de tamanho milimétrico utilizando feixe gerado por um
transdutor esférico. Schwarz e colaboradores [22] �zeram uma análise teórica do torque
de radiação acústico e realizaram um experimento que é capaz de rotacionar partículas
não esféricas de forma controlada por meio de ondas acústicas estacionárias.

1.2 Aplicações

O interesse em força de radiação acústica tem crescido nas últimas décadas devido a
aplicações em manipulação de partículas sem contatos suspensa em um �uido. Diferen-
tes aplicações biotecnológicas surgiram, incluindo levitação acústica, pinças acústicas e
micro�uídica (lab-on-a-chip).

1.2.1 Levitação acústica

A levitação é um processo no qual um objeto é suspenso em uma posição estável
sem contato. Um sistema de levitação acústica é composto por um transdutor, superfície
com vibração harmônica capaz de produzir uma onda sonora de frequência de�nida e
um re�etor. Desta forma, uma onda estacionária é gerada devido a re�exões entre o
transdutor e um re�etor. A levitação acústica é uma das aplicações que utiliza onda
estacionária.

Em 1985, Trinh [16] utilizou o método de onda estacionária para levitar amostras com
dimensões típicas que variam de 100µm a 5 mm e temperaturas entre 40◦C e 500◦C.
Gammel e colaboradores [71] utilizaram uma sirene operando a 3260 Hz e um re�etor
apropriado para mostrar que é possível levitar livremente uma bola de aço de 1 cm de
diâmetro. Xie e Wei [72] notaram um aumento notável da força de levitação projetando
adequadamente a forma do re�etor. Isto permitiu levitar bolas de tungstênio de alta
densidade 18, 9 g/cm3. Brandt [17] mostrou que ondas de ultrassom pode levitar bolas
pesadas de tungstênio. Este método de manter os objetos suspensos sem contato no ar
podem ser aplicados para a investigação e o processamento dos novos materiais. Fo-
resti e colaboradores [18, 73] apresentaram uma demonstração experimental e teórica de
um conceito que permite levitar e movimentar controladamente a matéria sem contato,
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incluindo movimento orbital ou rotação da gotículas e partículas no ar. Andrade e colabo-
radores [19] �zeram uma análise de um levitador acústico formado por um transdutor de
ultrassom e um re�etor côncavo. Em contraste com levitadores tradicionais, a geometria
apresentada neste trabalho não necessita que a distância de separação entre o transdutor
e o re�etor seja múltipla de meio comprimento de onda. Além disso, eles demonstraram
que as partículas de levitação podem serem manipuladas através do controle da posição
do re�etor, mantendo o transdutor numa posição �xa, Fig. (1.1).

Figura 1.1: Levitação acústica de partículas de poliestireno para três con�gurações diferentes
do levitador.

Fonte: Marco Andrade e colaboradores, 2015 [19].

1.2.2 Pinça acústica

Uma das primeiras aplicações da força de radiação foi denominada pinça acústica,
que é uma técnica para aprisionamento de partículas que utiliza feixes acústicos. Duas
abordagens diferentes têm sido utilizadas para aprisionamento de micropartículas denomi-
nadas de onda estacionária e método de feixe único. O primeiro sistema de pinça acústico
foi proposto por Wu com um dispositivo capaz de aprisionar estavelmente partículas de
latex e ovos de rã de 270µm de diâmetro em água [3]. Esse dispositivo é composto por
dois feixes focalizados contrapropagantes para formar uma onda estacionária de 3.5 MHz

capaz de aprisionar micropartículas. Kozuka e colaboradores [4] apresentaram um método
de pinça acústica utilizando uma onda estacionária de 2.1 MHz gerada por um transdutor
focalizado e um re�etor capaz de aprisionar micropartículas de alumínio com diâmetro
médio de 16µm. Ondas estacionárias inclinadas são produzidas por uma con�guração de
três transdutores operando a 1.67 MHz foram usadas para aprisionar e transportar gotas
de sílica de 100µm de diâmetro [74].

Por outro lado, a abordagem de pinças acústicas através do método de feixe único uti-
liza transdutores bem focalizados para aprisionar partículas no ponto focal do dispositivo.
Lee e colaboradores [6] desenvolveram um dispositivo acústico de feixe único utilizando um
transdutor de 30 MHz capaz de aprisionar gotículas de lipídios de 126µm de diâmetros.
Transdutores com frequências mais altas que operam a 200 MHz foram projetados para
imobilizar e transladar uma célula de leucemia de 10µm [75] e microesferas [76]. Choe e
colaboradores [13] descreveram um aprisionamento acústico de microesferas variando de
diâmetro entre 70 a 90µm utilizando um transdutor equipado com uma lente de Fresnel
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multifocal gerando um feixe de Bessel de ordem zero de 17.9 MHz. Um transdutor foi
fabricado por Hsu e colaboradores [77] com frequência central de 57.5 MHz aprisionando
micropartículas de poliestireno de 15µm de diâmetro. Ondas de Bessel estacionária foram
gerados por um conjunto de 64 elementos operando a 2.35 MHz organizados em círculos
para manipular micropartículas de poliestireno de 90µm de diâmetro em 2D [15].

1.2.3 Acusto�uídica

A micro�uídica pode ser de�nida como a ciência que opera em pequenos �uidos sus-
pensos em canais de cortes transversais com dimensões micrométricas. Acusto�uídica, ou
seja, uma técnica que utiliza campos acústicos em micropartículas suspensas em micro-
�uídica, tem atraído uma atenção especial porque permite uma separação de partículas
baseadas nas propriedades mecânicas, tais como, tamanho, forma, densidade e compres-
sibilidade. Dispositivos no domínio de acusto�uídica são, em geral, baseados em ondas
estacionárias [14, 78]. Ondas acústicas estacionárias tornou-se um método padrão para
manipulação de células e partículas em chips micro�uídicos [5],[79]�[82].

Ondas acústicas estacionárias de superfície têm sido utilizadas para aprisionar partícu-
las com diâmetro menor que 16µm suspensas em canais micro�uídicos [7]�[12],[83]. Com
o desenvolvimento de sistemas micro�uídicos e o conceito da tecnologia de laboratório
dentro de um chip (lab-on-achip), o movimento de partículas resultante da força de radi-
ação acústica têm promovido uma revolução em aplicações biomédicas [5],[8]�[12]. Nessas
aplicações é comum que as partículas tratadas possuam dimensões muito menores do que
o comprimento de onda acústica. Isto corresponde ao chamado regime de espalhamento
Rayleigh. Este limite é facilmente encontrado em dispositivos de acusto�uídica operando
em 2 MHz e manipulação de partículas tão pequenas quanto 1µm em um meio como a
água.

1.3 Motivação

Células biológicas ou polímeros se comportam como partículas sólidas viscoelásti-
cas [84]. Portanto, uma investigação mais ampla sobre como a viscoelasticidade da partí-
cula afeta a força e o torque de radiação acústico na aproximação de Rayleigh é desejada.
Isso nos deu a motivação para analisar teoricamente esses fenômenos atuantes em pe-
quenas partículas viscoelásticas considerando ondas planas progressivas e estacionárias e
feixes de Bessel de ordem zero e primeira ordem. Assumimos que os efeitos termo-viscosos
são negligenciados nos problemas de força e torque de radiação. Assim, o �uido é conside-
rado como não-viscoso. Esta suposição requer que o raio da partícula e o comprimento de
onda incidente devem ser muito maiores do que as camadas limite térmica δt =

√
2Dt/ω

e viscosa δv =
√

2ν0/ω na superfície da partícula [85], onde Dt é a difusividade térmica,
ω é a frequência angular e ν0 é a viscosidade cinética. Além disso, nosso estudo pode
permitir novos avanços nas técnicas de acustoforética.
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Trabalhos em Congressos

1. J. P. L. Neto, G. T. Silva, Acoustic radiation force and torque on a fractional
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2. J. P. L. Neto, G. T. Silva, Induced radiation force and torque on a viscoelastic
particle in an ideal �uid. 2015. (170th Meeting of the Acoustical Society of America).

1.5 Apresentação geral do trabalho

Este trabalho é voltado ao estudo teórico da força e do torque de radiação acústico so-
bre uma partícula viscoelástica suspensa em um �uido ideal. Em particular, o modelo de
Kelvin-Voigt fracionário é utilizado para descrever a propagação de ondas em partículas
viscoelásticas [86]. Este modelo foi escolhido porque pode descrever a dependência da lei
de potência da frequência observados experimentalmente em diversos materiais viscoelásti-
cos [87]�[89]. No capítulo 2 derivamos as equações de onda de cisalhamento e longitudinal
decorrentes da relação de estresse-deformação com base no modelo de Kelvin-Voigt fra-
cionário [86, 90], ou seja, a lei de Hooke generalizada, assumindo que as componentes do
estresse são linearmente relacionadas com as componentes da deformação, com termos de
derivada fracionária no tempo.

No capítulo 3 apresentamos a teoria de espalhamento da onda acústica por uma partí-
cula esférica. É importante ressaltar que a teoria de espalhamento está diretamente ligada
aos fenômenos de força e torque de radiação acústico [41]. Na seção 3.2, derivamos os
coe�cientes de espalhamento adimensional para a aproximação de monopolo e dipolo que
será utilizado nas fórmulas de expansão de onda parcial para força e torque de radiação
acústico.

No capítulo 4, nós descrevemos como obter as fórmulas de força e torque de radiação
acústico para a aproximação monopolo-dipolo. Para simpli�car ainda mais essas fórmulas,
expandimos na seção 4.4, a relação de dispersão viscoelástica em série de Taylor nas
aproximações de baixa e alta frequência.

Aplicamos o desenvolvimento da teoria no capítulo 5 para estudar o comportamento
das partículas de polietileno de baixa e alta densidade interagindo com ondas acústicas.
Na seção 5.1, apresentamos expressões analíticas para força e torque de radiação acústico
exercido sobre uma partícula viscoelástica por ondas planas propagantes e estacionárias,
feixes de Bessel de ordem zero e primeira ordem. Resultados teóricos anteriores para
as partículas feitas de outros materiais (partícula �uida e sólida) são recuperados. Nós
estabelecemos a condição de obter força e torque de radiação acústico negativo em termos
dos tempos de relaxação longitudinal e de cisalhamento da partícula.
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1.5 Apresentação geral do trabalho 23

Por �m, apresentamos no capítulo 6 as principais conclusões deste trabalho a partir
dos resultados obtidos, bem como as nossas perspectivas para o desenvolvimento de novos
trabalhos.
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2
Equações do modelo

Em geral, a matéria apresenta-se no estado sólido ou �uido. O termo ��uido� pode
ser usado para um gás ou um líquido. A compreensão dos princípios básicos da física dos
�uidos e sólidos são de suma importância na análise de sistemas em que os mesmos são
meios atuantes. Tanto �uidos como sólidos clássicos obedecem a conservação de massa, do
momento e de energia. Neste capítulo, as equações de dinâmica do �uido são derivadas das
relações fundamentais que descrevem a taxa de variação das densidades de �uxo de massa,
momento e energia. Apresentaremos também como uma onda se propaga em um �uido
ideal, considerando que a equação de onda correspondente é conhecida como equação de
Helmholtz. A solução desta equação em coordenadas esféricas é apresentada em termos
do método de onda parcial para todas as ondas envolvidas no problema. Além disso,
apresentaremos também as equações de conservação para sólidos. E por �m, expandimos
nossa análise considerando a propagação de onda em um sólido viscoelástico através do
modelo Kelvin-Voigt. Esses estudos da propagação de ondas em um determinado meio
(�uido ou sólido) serão importantes para compreender a teoria de espalhamento acústico
que será apresentada no próximo capítulo.

2.1 Equações de conservação para um �uido ideal

Apesar de gases e líquidos serem compostos de átomos e moléculas, é útil considerá-
los como meios contínuos. Considere um �uido ideal, cujas propriedades macroscópicas
são constantes. Uma maneira de descrever o movimento de um �uido é por meio de um
elemento de �uido que está �xo no espaço com relação a um sistema de coordenadas
em qualquer instante de tempo t. Iremos considerar um elemento de �uido arbitrário de
volume V0 �xo no espaço e localizado em uma posição r contendo um número su�cien-
temente grande de átomos ou moléculas que encontram-se em equilíbrio termodinâmico
local. Isto nos permite de�nir grandezas físicas para o elemento de �uido, tais como
densidade, velocidade, pressão, energia interna e entropia.

Neste capítulo, faremos o uso recorrente do teorema da divergência de Gauss para um
determinado campo vetorial B(r) que é dado por∫

V0

∇ ·B(r)d3r =

∫
S0

B(r) · nd2r, (2.1)

24



2.1 Equações de conservação para um �uido ideal 25

onde n é o vetor unitário normal que aponta para fora da superfície S0, d
2r e d3r, são os

elementos de integração de área e de volume, respectivamente.

2.1.1 Equação de conservação da massa

Considere um volume �xo V0 de um elemento de �uido localizado na posição r. Assu-
mimos que o elemento de �uido contém N átomos ou moléculas em um instante de tempo
t. Então, podemos de�nir a densidade ρ(r, t) da seguinte forma:

ρ(r, t) =
1

V0

N(t)∑
i=1

mi, (2.2)

onde mi é a massa de um átomo ou molécula dentro do elemento de volume V0. A
velocidade do centro de massa do elemento de volume V0 do �uido para qualquer instante
de tempo t é de�nida da seguinte forma:

v(r, t) =
1

ρ(r, t)V0

N(t)∑
i=1

mivi. (2.3)

onde v é conhecido como a velocidade do elemento de �uido, e vi é a velocidade do i-ésimo
átomo ou molécula dentro do elemento de volume V0.

Dentro de um �uido, a massa não pode ser criada ou destruída, então a massa total
pode variar apenas devido ao �uxo de massa. O �uxo de massa por unidade de área
por unidade de tempo (com unidade kg m−2s−1) é de�nido como densidade ρ(r, t) vezes
a velocidade de convecção v(r, t). Assim, a variação da massa total do volume V0 por
unidade de tempo depende do �uxo de massa ρv através da superfície S0 e do volume V0,
�gura (2.1). Portanto, a conservação de massa exige que

∂t

∫
V0

ρ d3r +

∫
S0

ρv · nd2r = 0, (2.4)

onde ∂t = ∂/∂t. Uma vez que o volume V0 é �xo, a derivada temporal ∂t pode ser
calculada diretamente na função densidade. Por outro lado, podemos utilizar o teorema
da divergência de Gauss, Eq. (2.1), na integral de superfície da Eq. (2.4) para transformar
essa integral em uma integral de volume,∫

S0

ρv · n d2r =

∫
V0

∇ · (ρv)d3r. (2.5)

Substituindo a equação (2.5) na equação (2.4), obtemos

∂tρ+∇ · ρv = 0, (2.6)

que corresponde a equação de conservação da massa.
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2.1.2 Equação de conservação do momento

O momento linear dentro de um volume �xo V0 para qualquer instante de tempo t
é ρv. Da mesma forma que a variação da massa, o momento linear pode variar devido
à convecção. Nesse caso, o �uxo de momento é de�nido como ρvv. A variação da taxa
do momento linear em um volume V0 deverá ser igual a soma das contribuições do �uxo
de momento, da força devido a pressão normal a superfície S0 e das forças volumétricas,
que são forças externas que atuam ao longo de todo o volume do �uido, podemos citar
como exemplo dessas forças volumétricas a força gravitacional e a força elétrica. Assim,
a variação da taxa do momento linear no volume V0 para um �uido ideal é dado por

∂t

∫
V0

ρv d3r +

∫
S0

p nd2r +

∫
S0

ρvv · nd2r +

∫
V0

fV d3r = 0, (2.7)

onde a quantidade vv é um diade (tensor de segunda ordem), p(r, t) é a pressão em
r e fV é a densidade de força volumétrica. Podemos utilizar o teorema de Gauss para
tensores [91] com intuito de transformar as integrais de superfícies da Eq. (2.7) em integrais
volumétricas. Consequentemente, a equação de conservação do momento na forma integral
é dada por

∂t

∫
V0

ρv d3r +

∫
V0

∇p nd3r +

∫
V0

∇ · (ρvv) d3r +

∫
V0

fV d3r = 0. (2.8)

Como o volume V0 é arbitrário, encontramos a equação diferencial parcial da conservação
do momento

∂t(ρv) +∇p+∇ · (ρvv) + fV = 0. (2.9)

No caso particular, em que as forças volumétricas fV são muito menores que as outras
forças da Eq. (2.9), podemos considerar que fV = 0. Além disso, de�nimos o tensor de
tensões para um �uido não-viscoso como

S = pI + ρvv, (2.10)

onde o gradiente da pressão pode ser expresso em termos de um tensor de segunda ordem
como ∇p = ∇ · (pI), com I sendo o tensor unitário. Portanto, podemos reescrever a
Eq. (2.9) da seguinte forma:

∂t(ρv) +∇ · S = 0. (2.11)

Essa é a equação de conservação do momento linear que iremos utilizar para derivação
da equação de onda linear na próxima seção. Porém, é útil reescrever essa equação em
um novo formato que será utilizada na demostração da fórmula de força no capítulo 4.
Considere a relação matemática,

∇ · ρvv = (∇ · ρv)v + ρv · ∇v. (2.12)
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Figura 2.1: Forças atuando sobre as partículas de massa mi e velocidade vi que ocupam um
elemento de �uido de volume V0(t).
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Fonte: Autor, 2015.

Usando a equação de conservação da massa, Eq. (2.6) dentro dessa relação acima, temos

∇ · ρvv = −(∂tρ)v + ρv · ∇v. (2.13)

Substituindo essa relação na equação de conservação do momento, Eq. (2.11), obtemos

ρDtv = −∇p, (2.14)

onde o operador Dt ≡ (∂t + v · ∇) é a derivada temporal material. Essa é uma outra
forma de escrever a equação do movimento.

2.1.3 Conservação da energia

A última equação de conservação para um �uido ideal a ser apresentada é governada
por leis da termodinâmica e por convecção. Ao trabalhar com termodinâmica dos �uidos
é conveniente utilizar quantidades termodinâmicas por unidade de massa. Desta forma,
usaremos a letra u para denominar a energia interna por unidade de massa de um volume
�xo V0, e a letra s para denominar a entropia por unidade de massa. A primeira lei da
termodinâmica relaciona o aumento da energia interna com o trabalho realizado sobre o
elemento de volume, e o calor Tds da seguinte forma:

du = Tds− pd(ρ−1) = Tds+
p

ρ2
dρ, (2.15)

onde T é a temperatura. Assumiremos que o transporte de calor no �uido é lento com-
parado com a propagação acústica. Desta forma, em um processo adiabático (ds = 0),
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a primeira lei da termodinâmica torna-se du = pρ−2dρ. Assim, tanto a energia interna
como a pressão pode ser expressa como pela equação de estado em função da densidade,

p = p(ρ), (2.16)

u = u(ρ). (2.17)

A densidade de energia em um volume V0 é dada pela soma da densidade de energia
cinética e a densidade de energia interna,

E(r, t) =
ρv2(r, t)

2
+ ρu(r, t). (2.18)

De maneira análoga a variação do momento linear, Eq. (2.7), a densidade de energia
em um �uido de volume V0 pode variar por convecção através da superfície S0 e devido
a variação do trabalho realizado por uma força gerada pela pressão na superfície S0. A
densidade de energia de convecção é dada em termos do �uxo de energia (ρv2/2 + ρu)v,
enquanto a variação do trabalho devido a pressão é pv (veja �gura 2.1). Portanto, a
variação da taxa da densidade de energia em um volume V0 para um �uido ideal é dada
por

∂t

∫
V0

(
ρv2

2
+ ρu

)
d3r +

∫
S0

(
ρv2

2
+ ρu

)
v · nd2r +

∫
S0

pv · nd2r = 0. (2.19)

Fazendo novamente o uso do teorema da divergência de Gauss, e como o volume V0 é
arbitrário, encontramos a equação da conservação de energia,

∂t

(
ρv2

2
+ ρu

)
+∇ ·

[(
ρv2

2
+ ρu+ p

)
v

]
= 0, (2.20)

Observe que a quantidade entre colchetes é identi�cado como vetor �uxo de energia.

2.2 Propagação da onda no �uido ideal

A equação da onda que representa a dinâmica de propagação da onda em um �uido
ideal é derivada da combinação da equação de estado da pressão em termos da densidade
(2.16), da equação de conservação da massa (2.6) e da equação de conservação do momento
(2.11). Considere um �uido homogêneo, cuja densidade ambiente ρ0 e a pressão ambiente
p0 são constantes. Além disso, expandimos a pressão, que depende da densidade, em série
de Taylor em torno de ρ0. Neste caso, escrevemos a série da seguinte maneira:

p− p0 =
∞∑
n=1

(ρ− ρ0)n
(∂nρ p)ρ0
n!

, (2.21)

onde ∂ρ = ∂/∂ρ designa variações de pressão com a densidade do �uido, ou seja, ondas de
pressão, que por de�nição é o som. Assim, a derivada parcial de primeira ordem (∂ρp)ρ0
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tem dimensão de velocidade ao quadrado. Portanto, a velocidade do som é de�nida da
seguinte maneira,

c20 = (∂ρp)ρ0 . (2.22)

O conjunto de equações diferenciais parciais não-lineares que descrevem a dinâmica
da onda em um �uido ideal são notoriamente de difícil resolução analítica. No entanto,
soluções aproximadas são úteis e podem ser encontradas utilizando o método de aproxi-
mações sucessivas. Neste método, a pressão, densidade e a velocidade são expandidas em
potências de um pequeno parâmetro M . Esse parâmetro de expansão M é o número de
Mach, que é a medida adimensional da velocidade de�nida como

M =
v0
c0
, (2.23)

onde v0 é magnitude máxima da velocidade do elemento do �uido e c0 é a velocidade
do som no �uido. Portanto, nossa análise está condicionada a um regime de velocidade
muito baixa, M � 1. Desta forma, a pressão, a densidade e a velocidade são escritas da
seguinte forma:

p− p0 =
∞∑
n=1

Mnp(n), (2.24)

ρ− ρ0 =
∞∑
n=1

Mnρ(n), (2.25)

v =
∞∑
n=1

Mnv(n), (2.26)

onde o indice n identi�ca a ordem da expansão. Para a derivação do problema de es-
palhamento, a aproximação linear dos campos acústicos é su�ciente. No entanto, para
a derivação da força e torque de radiação será necessário utilizar campos acústicos de
segunda ordem, essa análise será apresenta no capítulo 4.

2.2.1 Equação linear da onda

As pequenas perturbações acústicas, no qual o parâmetro de perturbação é M � 1,
podem ser descritas pela aproximação linear dos campos de pressão, densidade e veloci-
dade do elemento de �uido

p− p0 = Mp(1), (2.27)

ρ− ρ0 = Mρ(1), (2.28)

v = Mv(1). (2.29)

Substituindo as Eqs. (2.27) e (2.28) na equação (2.21) para n = 1, encontramos que a
aproximação linear da expansão da pressão em função da densidade é dada por

p(1) = c20ρ
(1). (2.30)
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Agora considerando as equações de conservação da massa (2.6) e conservação de momento
(2.11), substituímos novamente as Eqs. (2.27), (2.28) e (2.29), mantendo somente os
termos de primeira ordem de M e eliminando a densidade através da Eq. (2.30), obtemos

1

c20
∂tp

(1) + ρ0∇ · v(1) = 0, (2.31)

ρ0∂tv
(1) +∇p(1) = 0. (2.32)

Essas equações são as equações lineares de dinâmica dos �uidos.
Tomando o rotacional da Eq. (2.32), encontramos que a velocidade do elemento do

�uido é irrotacional,
∇× v(1) = 0, (2.33)

onde esse resultado é obtido devido ao fato de que o rotacional do gradiente é sempre
nulo. Assim, podemos introduzir uma função potencial escalar φ(r, t) para a velocidade
do elemento do �uido é dado da seguinte forma:

v(1) = ∇φ. (2.34)

A pressão é dada em termos do potencial de velocidade a partir da Eq. (2.32)

p(1) = −ρ0∂tφ. (2.35)

Substituindo a velocidade do elemento de �uido e a pressão em termos do potencial de
velocidade na Eq. (2.31), encontramos a equação linear da onda para o potencial de
velocidade, (

∇2 − 1

c20
∂2t

)
φ(r, t) = 0. (2.36)

É fácil observar que tanto a pressão como a velocidade do elemento do �uido satisfazem
a equação linear da onda.

2.2.2 Equação de Helmholtz

Os fenômenos de força e torque de radiação são relacionados com os campos acústicos
(pressão, densidade,velocidade) que tenham variação temporal harmônica com frequência
angular ω = 2πf , onde f é a frequência. Assim, a velocidade do elemento do �uido é dada
por φ(r)e−iωt. Então a equação linear da onda (2.36) pode ser expressa como a equação
de Helmholtz:

(∇2 + k2)φ(r) = 0, (2.37)

onde k = ω/c é o número de onda e φ(r) é a amplitude determinada por condições de
contorno especí�cas de um determinado problema acústico.

O sistema de coordenadas escolhido para obter a solução da equação de Helmholtz
depende do problema que será estudado. Para o problema de espalhamento acústico
escolheremos o sistema de coordenas esféricas (r, θ, ϕ), onde r é a distância radial, θ é o
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Figura 2.2: Coordenadas esféricas (r, θ, ϕ): r é a distância radial, θ é o ângulo polar e ϕ é o
ângulo azimutal.

θ

φ

z

x

y

r (x,y,z)

Fonte: Autor, 2015.

ângulo polar e ϕ é o ângulo azimutal, conforme ilustrado na �gura (2.2).
A regra de transformação de coordenadas esféricas em cartesianas pode ser descrita

desta forma:

x = r sin θ cosϕ, (2.38)

y = r sin θ sinϕ, (2.39)

z = r cos θ, (2.40)

onde θ é medido a partir do eixo z positivo com 0 ≤ θ ≤ π e ϕ no plano xy com
0 ≤ ϕ ≤ 2π.

2.2.3 Solução da equação de Helmholtz

Utilizando o laplaciano em coordenadas esféricas, a equação de Helmholtz (2.37) as-
sume a seguinte forma:

1

r2
∂r
(
r2∂rφ

)
+

1

r2 sin θ
∂θ (sin θ∂θφ) +

1

r2 sin2 θ
∂2ϕφ+ k2φ = 0. (2.41)

O modo mais simples de resolver essa equação diferencial parcial é subdividi-la em um
conjunto de equações diferenciais ordinárias, faremos isso usando o método de separação
de variáveis em coordenadas esféricas da seguinte forma:

φ(r, θ, ϕ) = R(r)Θ(θ)Φ(ϕ), (2.42)

onde R(r), Θ(θ), Φ(ϕ) são funções arbitrárias radial, polar e azimutal. Substituindo a
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Eq. (2.42) na Eq. (2.41) e dividindo por R(r)Θ(θ)Φ(ϕ) , temos

1

Rr2
dr
(
r2drR

)
+

1

Θr2 sin θ
dθ (sin θdθΘ) +

1

Φr2 sin2 θ
d2ϕΦ + k2 = 0, (2.43)

onde dr = d/dr, dθ = d/dθ e d2ϕ = d2/dϕ2. Observe que, todas as derivadas agora são
derivadas ordinárias, não mais parciais. Multiplicando por r2 sin2 θ, podemos encontrar,

1

Φ
d2ϕΦ = r2 sin2 θ

[
−k2 − 1

Rr2
dr
(
r2drR

)
− 1

Θr2 sin θ
dθ (sin θdθΘ)

]
. (2.44)

É importante veri�car que a Eq. (2.44) relaciona uma função apenas de ϕ a uma função
de r e de θ apenas. Como r,θ e ϕ são variáveis independentes, podemos igualar cada lado
da Eq. (2.44) a uma constante.

1

Φ
d2ϕΦ(ϕ) = −m2, (2.45)

r2 sin2 θ

[
−k2 − 1

Rr2
dr
(
r2drR

)
− 1

Θr2 sin θ
dθ (sin θdθΘ)

]
= −m2, (2.46)

ondem deve ser um inteiro, cujo o valor depende dos detalhes do problema. Multiplicando
a Eq. (2.46) por r2 e rearrumando os termos, obtemos

r2k2 +
1

R
dr
(
r2drR

)
= − 1

Θ sin θ
dθ (sin θdθΘ) +

m2

sin2 θ
. (2.47)

De maneira similar, cada lado da equação pode ser igualado a uma constante, assim
obtemos,

1

sin θ
dθ (sin θdθΘ)− m2

sin2 θ
Θ + n(n+ 1)Θ = 0 (2.48)

k2R +
1

r2
dr
(
r2drR

)
− n(n+ 1)R

r2
= 0, (2.49)

onde n da mesma forma que m deve ser um inteiro que pode ser determinado.
A solução da Eq. (2.45) é dada por

Φ(ϕ) = Φ1eimϕ, (2.50)

onde Φ1 é uma constante e m é um inteiro de modo que a solução é a mesma para ϕ e
ϕ+ 2π.

Para encontrar a solução da Eq. (2.48), precisamos fazer uma substituição de variavel
η = cos θ. De modo que, a Eq.(2.48) torna-se

dη
[
(1− η2)dηΘ(η)

]
+

[
n(n+ 1)− m2

1− η2

]
Θ(η) = 0. (2.51)

A Eq. (2.51) é identi�cada como a equação associada de Legendre, cuja a solução é dada
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por
Θ(θ) = Θ1P

m
n (cos θ), (2.52)

onde Pm
n (cos θ) são as funções associadas de Legendre e Θ1 é uma constante.

As funções angulares Θ e Φ são frequentemente combinadas em uma função conhecida
como harmônicos esféricos Y m

n , onde

Y m
n (θ, ϕ) ≡

√
(2n+ 1)(n−m)!

4π(n+m)!
Pm
n (cos θ)eimϕ, n ≥ 0,−n ≤ m ≤ n. (2.53)

A equação radial (2.49) é conhecida como equação esférica de Bessel, cuja a solução é
dada por

R(r) = R1jn(kr) +R2yn(kr), (2.54)

onde jn e yn são funções esféricas de Bessel e Neumann de ordem n, R1 e R2 são constantes.
Podemos escrever essa solução de forma alternativa como [92]

R(r) = R3h
(1)
n (kr) +R4h

(2)
n (kr), (2.55)

onde h(1)n e h(2)n são funções esféricas de Hankel de primeiro e segundo tipo e de ordem n,
e R3, R4 são constantes.

Uma vez que obtivemos as soluções separadas das funções radial, polar e azimutal, a
solução geral da equação de Helmholtz dada pela Eq. (2.42) torna-se

φ(kr, θ, ϕ) =
∞∑
n=0

n∑
m=−n

[anmjn(kr) + bnmyn(kr)]Y m
n (θ, ϕ). (2.56)

De modo alternativo, podemos escrever a solução como

φ(kr, θ, ϕ) =
∞∑
n=0

n∑
m=−n

[snmh
(1)
n (kr) + cnmh

(2)
n (kr)]Y m

n (θ, ϕ), (2.57)

onde anm, bnm, snm e cnm são coe�cientes que serão determinados através das condições
de contorno especi�cas de um problema acústico.

2.3 Equações de conservação para sólidos

Nesta seção, apresentaremos as equações básicas para um sólido elástico (conservação
da massa, do momento e de energia), incluindo os conceitos de deformação e o desenvol-
vimento das relações constitutivas. As equações apresentadas nesta seção serão referidas
em sistema de coordenadas cartesianas xi (i = 1, 2, 3), permitindo que as complexidades
do cálculo tensorial seja evitado.
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2.3.1 Deformação

Considere um meio contínuo de volume V0 e superfície S0 sujeito a uma deformação.
Na situação inicial, o ponto P0 está localizado pelo vetor R(x1, x2, x3). Um ponto P1 si-
tuado na vizinhança de P0, encontra-se localizado pelo vetor dR em relação a P0. Após a
deformação, o volume e a superfície serão denominados por V ′0 e S

′
0, o ponto P0 será repre-

sentado por P ′0 e estará localizado pelo vetor r(x1, x2, x3). O ponto P1 será representado
por P ′1 que estará localizado pelo vetor dx em relação a P ′0, como mostra a �gura (2.3).
O deslocamento de P0 para P ′0 é medido pelo vetor w = (w1, w2, w3). Desta forma, as
relações entre os vetores mostrado na �gura (2.3) são dadas por

r = R+w, (2.58)

w + dr = dR+W . (2.59)

No entanto, da Eq. (2.58), obtemos que dr = dR + dw. Utilizando essa expressão,
podemos reescrever a Eq. (2.59) como

W = w + dw. (2.60)

Além disso, podemos expressar dwi da seguinte forma:

dwi = ∂jwidxj (2.61)

onde ∂j = ∂/∂xj. Essa equação pode ser apresentada na forma

dwi =
1

2
(∂jwi + ∂iwj)dxj +

1

2
(∂jwi − ∂iwj)dxj. (2.62)

Assim, podemos de�nir os tensores in�nitesimais de deformação e rotação para peque-
nas deformações como

εij =
1

2
(∂jwi + ∂iwj), ωij =

1

2
(∂jwi − ∂iwj), (2.63)

na forma vetorial, a deformação é dado por

ε =
1

2

(
∇w +∇wT

)
, (2.64)

onde ∇w é o tensor de segunda ordem e o sobrescrito T denota a transposta de um tensor.
O resultado da Eq.(2.62) mostra que a cinemática de um ponto arbitrário na vizinhança

de P0 é governada pelo campo gradiente local ∂jwi e que o movimento é uma combinação
de efeitos locais de distorção εij e rotação de corpo rígido ωij.

2.3.2 Tensão

Considere um meio contínuo de volume V0 e superfície S0 que sofre a ação de forças
externas fi (i = 1, 2, 3) como mostrado na �gura (2.4). Quando um objeto é deformado
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Figura 2.3: Deformação de um meio contínuo de volume V0 e superfície S0 para o volume V ′0 e
superfície S′0.

x3

x1

x2

R 

w 

P0

P'0

 S'0 V0
 S0  V0'

P1
P'1

r 

dr 
dR

W

Fonte: Autor, 2015.

devido a essas forças, a disposição das moléculas é alterada e o corpo deixa de estar
no seu estado de equilíbrio original. Como resultado dessas forças externas, o vetor de
tração interno q que tende a devolver o corpo ao equilíbrio vai atuar sobre um elemento de
superfície arbitrária com o vetor normal n a essa superfície, como mostrado na �gura (2.4).
O vetor tração é dado por

q = σ · n, (2.65)

onde σ é o tensor de tensões e está diretamente relacionado com as forças internas que
tendem a devolver o corpo ao equilíbrio. Desta forma, se não há deformação, não existe
tensão interna.

Figura 2.4: Representação do vetor tração q de um meio contínuo de volume V0 e superfície S0
devido a forças externas fi(i = 1, 2, 3).

 V

 q  n

 f2

 f1
f3

 S0

Fonte: Autor, 2015.
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2.3.3 Conservação da massa

A massa contida em um meio contínuo de volume V0 e superfície S0 para qualquer
instante de tempo t é dada por

m =

∫
V0

ρ1d
3r, (2.66)

onde ρ1 = ρ1(r, t) é a densidade de massa de um sólido. A conservação de massa requer
que taxa de variação da massa seja nula, ou seja, dm/dt = 0. Assim,∫

V0

[∂tρ1d
3r + ρ1∂t(d

3r)] = 0. (2.67)

O deslocamento de uma partícula devido a uma deformação do volume V0 após um instante
de tempo dt é vdt. Se n é o vetor unitário normal a superfície S0, então o volume deslocado
pelas partículas de um elemento de área d2r na superfície S0 é d

3r = v ·ndtd2r. Portanto,∫
V0

∂tρ1d
3r +

∫
S0

ρ1v · nd2r = 0. (2.68)

Utilizamos o teorema da divergência de Gauss, Eq. (2.5), na integral de superfície para
torná-la uma integral de volume, desta forma∫

V0

∂tρ1d
3r +

∫
V0

∇ · ρ1vd3r = 0. (2.69)

Como o volume V0 é arbitrário, então a equação de conservação da massa é dada por

∂tρ1 +∇ · ρ1v = 0. (2.70)

2.3.4 Conservação do momento

A variação da taxa do momento linear em um meio contínuo de volume V0 e superfície
S0 é igual a força total aplicada sobre esse volume. Para qualquer instante de tempo t, o
momento linear no volume contínuo V0 é ρ1v. O corpo está sujeito a forças de superfícies
e volumétricas. Assim, a taxa de variação do momento linear do corpo é dado por

∂t

∫
V0

ρ1v d
3r =

∫
S0

σ · n d2r +

∫
V0

fV d3r, (2.71)

onde σ é o tensor de tensões em um sólido. Resolvendo a derivada temporal na integral
do lado esquerdo da igualdade, e lembrando que a derivada no tempo do elemento de
volume é ∂t(d

3r) = v · n d2r, temos∫
V0

(v∂tρ1 + ρ1∂tv) d3r +

∫
S0

ρ1vv · n d2r =

∫
S0

σ · n d2r +

∫
V0

fV d3r, (2.72)

substituindo a equação (2.68) e v = ∂tw simpli�camos o lado esquerdo da igualdade.
Utilizando novamente o teorema de Gauss, Eq. (2.5), na integral de superfície podemos
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reescrever essa equação da seguinte forma∫
V0

(ρ1 ∂
2
tw −∇ · σ − fV) d3r = 0. (2.73)

Como o volume V0 é arbitrário, a equação da conservação do momento é dada por

ρ1 ∂
2
tw −∇ · σ − fV = 0. (2.74)

Para um caso particular, onde as forças volumétricas fV são muito menores que as
outras forças da Eq. (2.74) podemos desprezá-las, desta forma reescrevemos a Eq. (2.74)
da seguinte forma:

ρ1 ∂
2
tw −∇ · σ = 0. (2.75)

Essa é a equação de conservação do momento para sólidos que iremos utilizar nas próximas
seções.

2.3.5 Conservação da energia

A Conservação de energia estabelece que a variação da taxa da energia total é igual ao
trabalho realizado sobre o corpo devido a todas as forças externas por unidade de tempo.

A energia cinética Ec é de�nida como

Ec =
1

2

∫
V0

v2ρ1 d
3r. (2.76)

A energia interna U é de�nida como

U =

∫
V0

uρ1 d
3r, (2.77)

onde u é a energia interna por unidade de massa. Desta forma, a conservação de energia
é dada por

∂t

∫
V0

(
1

2
v2 + u)ρ1d

3r =

∫
S0

(σ · n) · v d2r +

∫
V0

fv · vd3r. (2.78)

Desenvolvendo o lado esquerdo dessa equação, temos

∫
V0

[
(v∂tv + ∂tu)ρ1 +

(
1

2
v2 + u

)
∂tρ1

]
d3r +

∫
S0

(
1

2
v2 + u

)
ρ1v · n d2r

=

∫
S0

(σ · n) · v d2r +

∫
V0

fv · vd3r. (2.79)

Aplicando o teorema de Gauss novamente nas integrais de superfície e organizando os
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termos, obtemos∫
V0

(v∂tv+∂tu)ρ1d
3r+

∫
V0

(
1

2
v2 + u

)
[∂tρ1 +∇ · ρ1v] d3r =

∫
V0

∇·σvd3r+

∫
V0

fv ·vd3r.

(2.80)
Note que o termo entre colchetes é zero, pois trata-se da equação de conservação da
massa (2.70), além disso substituindo v = ∂tw e reorganizando os termos, reescrevemos
essa equação da seguinte forma∫

V0

[(ρ1∂
2
tw −∇ · σ − fv)∂tw + (ρ1∂tu− σ∇ · v)]d3r = 0. (2.81)

O primeiro parenteses é zero, pois trata-se da equação de conservação do momento (2.74),
portanto a equação acima reduz para

ρ1∂tu− σ∇ · v = 0. (2.82)

Essa é a equação de conservação da energia para sólidos.

2.4 Modelo de Kelvin-Voigt

Em um material elástico, a tensão e a deformação estão relacionados pela rigidez,
que é uma medida da resistência do material a deformação em resposta a uma força
aplicada. Para um meio isotrópico, Cauchy generalizou a lei de Hooke assumindo que as
componentes da tensão são linearmente relacionadas com as componentes da deformação.
Desta forma, podemos escrever a equação tensorial na notação de Einstein, onde um índice
repetido implica sempre um somatório sobre esse índice, da seguinte forma:

σij = Cijklεkl, (2.83)

onde o σij é o tensor de tensões, εkl é o tensor deformação e Cijkl é o tensor das constantes
elásticas, ou módulos, do material e é chamado o tensor do módulo de elasticidade.

Para considerar o comportamento viscoelástico no qual a taxa de deformação depen-
dente do tempo é observada em resposta a uma força aplicada, a Eq.(2.83) pode ser
generalizada adicionando termos proporcionais a derivadas temporal da tensão e da de-
formação, [

1 +

M1∑
m=1

Amijkl∂
m
t

]
σij =

[
Cijkl +

M2∑
m=1

Bm
ijkl∂

m
t

]
εkl, (2.84)

onde ∂mt = ∂m/∂t. Esta expressão é responsável para os quatro tipos de comporta-
mento viscoelástico clássico (Kelvin-Voigt, Maxwell, Zener ou anti-Zener) dependendo
dos valores de Amijkl, B

m
ijkl,M1 e M2. Quando M1 = 0 e M2 = 1, obtemos o modelo de

Kelvin-Voigt [86],
σij = Cijklεkl +Bijkl∂tεkl. (2.85)
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Para desenvolver a relação tensão-deformação, Eq. (2.85), utilizamos o seguinte teo-
rema: Um tensor isotrópico de quarta ordem Dijkl pode ser escrito da seguinte forma [93]:

Dijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk) + κ(δikδjl − δilδjk), (2.86)

onde λ, µ e κ são constantes e δij é a função delta de Kronecker. Utilizando esse teorema
para os tensores de quarta ordem da Eq.(2.85) a relação tensão-deformação do modelo
Kelvin-Voigt pode ser escrita como

σij = λeδijεkk + 2µeεij + λvδij∂tεkk + 2µv∂tεij, (2.87)

ou seja,
σ = [(λe + λv∂t) tr ε] I + 2(µe + µv∂t)ε, (2.88)

onde, I é o tensor unitário de segunda ordem, `tr' signi�ca o traço de um tensor, λe e µe
são as constantes elásticas longitudinal e cisalhamento em unidades de Pa · s, enquanto
que λv e µv são os coe�cientes de viscosidade longitudinal e cisalhamento em unidades de
Pa · s.

Utilizando o tensor deformação Eq.(2.63) e a relação de tensão-deformação para um
sólido viscoelástico isotrópico Eq.(2.87) na equação de conservação do momento Eq.(2.75),
reescrevemos essa relação como função do deslocamento w,

ρ1∂
2
twi = (λe + µe)∂

2
ijwj + µe∂

2
jwi + (λv + µv)∂

2
ij∂twj + µv∂

2
j ∂twj (2.89)

Na forma vetorial, essa equação é equivalente a

ρ1∂
2
tw = (λe + µe)∇(∇ ·w) + µe∇2w + (λv + µv)∇ (∇ · ∂tw) + µv∇2∂tw. (2.90)

Agora, utilizamos a identidade vetorial ∇2w = ∇(∇ ·w) − ∇ × ∇ ×w para reescrever
essa equação como

∂2tw = c2`∇(∇ ·w)− c2s∇×∇×w + τ`c
2
`∇ (∇ · ∂tw)− τsc2s∇×∇× ∂tw, (2.91)

onde a velocidade do som longitudinal e cisalhamento são dadas por [94]

c` =

√
(λe + 2µe)

ρ1
, (2.92)

cs =

√
µe
ρ1
. (2.93)

Além disso, os tempos de relaxação longitudinal e cisalhamento são convenientemente
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de�nidos como

τ` =

(
λv + 2µv
ρ1c2d

)
, (2.94)

τs =

(
µv
ρ1c2s

)
. (2.95)

Notamos a natureza complexa da equação de movimento do deslocamento Eq.(2.91).
Desta forma, é necessário escrever essa equação de forma mais simples, para isso faremos
uso do teorema da decomposição de Helmholtz [95], expressando o vetor deslocamento w
em termos do potencial escalar φ` e do potencial vetor A,

w = (∇φ` +∇×A)e−iωt, ∇ ·A = 0, (2.96)

onde φ` e A são as amplitudes das funções potenciais escalar e vetor correspondentes
as ondas longitudinais e de cisalhamento, respectivamente. Substituindo Eq. (2.96) na
Eq. (2.91),

∇
[
∂2t φ`−c2`∇2φ`−τ`c2`∂t∇2φ`

]
e−iωt+∇×

[
∂2tA−c2s∇2A−τsc2s∂t∇2A

]
e−iωt = 0. (2.97)

Esta equação será satisfeita se cada termo entre parenteses desaparecer, assim podemos
escrever a equação da onda em um sólido para cada potencial separadamente,[(

1 + τ`∂t

)
∇2 − c−2` ∂2t

]
φ`e
−iωt = 0, (2.98)[(

1 + τs∂t

)
∇2 − c−2s ∂2t

]
Ae−iωt = 0. (2.99)

Uma vez que a função potencial A é um campo vetorial solenoidal, podemos expressá-
lo em termo de dois potenciais escalares ψs,1 e ψs,2, isto é, os chamados potenciais escalares
de Debye [96],

A = ∇× (rψs,1) +∇×∇× (rψs,2). (2.100)

Assim, substituindo o potencial vetor Eqs. (2.100) nas equações de onda Eqs. (2.98) e
(2.99), obtemos as equações de Helmholtz escalares(

∇2 + k2`
)
φ` = 0, (2.101)(

∇2 + k2s
)(ψs,1

ψs,2

)
= 0, (2.102)

onde k` e ks são os números de onda longitudinal e cisalhamento, respectivamente. As
relações de dispersão das ondas longitudinal e cisalhamento são

k2j =

(
ω

cj

)2

n2
c(ωτj), j ∈ {`, s}, (2.103)
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onde nc(ωτj) é reconhecido como o índice de refração complexo do material viscoelástico,

nc(ωτj) =
1√

1 + (−iωτj)
, j ∈ {`, s}. (2.104)

É útil de�nir o tempo de relaxação adimensional εj = (ωτj). Além disso, podemos
escrever o índice de refração complexo em termos de sua parte real nR e parte imaginária
α̃,

nc(εj) = nR(εj) + iα̃(εj). (2.105)

Note que o meio é dispersivo e absorvedor, a parte imaginária está relacionada com
quantidade α̃ que corresponde a função de absorção adimensional, enquanto que a parte
real está relacionada com dispersão, nR será referido como o índice de refração do material.

2.5 Modelo de Kelvin-Voigt Fracionário

A partícula espalhadora é feita de um material sólido viscoelástico. Já está bem estabe-
lecido que a absorção acústica de ondas longitudinais ou de cisalhamento em uma grande
variedade de materiais viscoelásticos obedece a uma lei de potência da frequência [87]�[89]

α(ω) = α0ω
y0 , (2.106)

onde α0 é o coe�ciente de absorção e y0 é o expoente da lei de potência que varia entre 0

e 2. Estes parâmetros estão relacionados com as propriedades do material viscoelástico.
Este modelo foi escolhido porque descreve a dependência da lei de potência da frequên-

cia observada experimentalmente em vários materiais viscoelásticos [87]�[89]. Desta forma,
apresentamos uma generalização do modelo de Kelvin-Voigt apresentado anteriormente.
Essa generalização é feita introduzindo um operador de cálculo fracionário, chamada de
derivada fracionária, na relação entre a tensão e deformação. Desta forma, a Eq. (2.84)
pode ser generalizada substituindo as derivadas temporais com expoentes inteiros por
derivadas temporais fracionárias [86],[

1 +

M1∑
m=1

Amijkl∂
m+ν−1
t

]
σij =

[
Cijkl +

M2∑
m=1

Bm
ijkl∂

m+ν−1
t

]
εkl, (2.107)

onde ∂νt (ν > 0) é o operador derivada fracionária temporal. Este operador atuando
em uma função do tempo, f(t), é de�nido aqui através da transformada de Fourier da
seguinte forma [89]: ∫ ∞

−∞
[∂νt f(t)] e−iωtdt = (−iω)νF (ω), (2.108)

onde F (ω) é a transformada de Fourier. A derivada fracionária de ordem arbitrária ν
pode ser entendida como uma generalização da derivada de m-ésima ordem, substituindo
o número inteiro m por um número real ν.

Novamente, dependendo dos valores de M1 e M2 esta expressão é responsável por
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quatro tipos de comportamento viscoelástico clássico . Para o caso, M1 = 0,M2 = 1,
obtemos o modelo de Kelvin-Voigt fracionário [86],

σij = Cijklεkl +Bijkl∂
ν
t εkl. (2.109)

Da mesma forma que o modelo Kelvin-Voigt, para o caso isotrópico, o modelo fracio-
nário pode ser escrito da seguinte forma:

σij = λeδijεkk + 2µeεij + λvδij∂
ν
t εkk + 2µv∂

ν
t εij, (2.110)

ou seja,
σ = [(λe + λv∂

ν
t ) tr ε] I + 2(µe + µv∂

ν
t )ε, (2.111)

note que agora os coe�cientes de viscosidade longitudinal λv e cisalhamento µv tem uni-
dades de (Pa · sν) devido a derivada fracionária. Seguindo os mesmos passos usados na
seção 2.4, essa expressão também pode ser escrita como uma equação de onda para cada
potencial separadamente,[(

1 + τ ν` ∂
ν
t

)
∇2 − c−2` ∂2t

]
φ`e−iωt = 0, (2.112)[(

1 + τ νs ∂
ν
t

)
∇2 − c−2s ∂2t

]
Ae−iωt = 0. (2.113)

Agora, os tempos de relaxação longitudinal e cisalhamento são convenientemente de�nidos
como

τ` =

(
λv + 2µv
ρ1c2d

)1/ν

, (2.114)

τs =

(
µv
ρ1c2s

)1/ν

. (2.115)

Note que ν = 1, retornaremos ao modelo clássico de Kelvin-Voigt.
Para obter as equações para as amplitudes dos potenciais φ`, ψs,1 e ψs,2, pode-se mos-

trar a partir da Eq. (2.108) que ∂νt e
−iωt = (−iω)νe−iωt, e de maneira similar a seção 2.4

obtemos novamente as equações de Helmholtz(
∇2 + k2`

)
φ` = 0, (2.116)(

∇2 + k2s
)(ψs,1

ψs,2

)
= 0. (2.117)

Agora, com os índice de refração complexo do material viscoelástico das ondas longi-
tudinal e de cisalhamento sendo escrita como

nc(ωτj) =
1√

1 + (−iωτj)ν
, j ∈ {`, s}. (2.118)
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A solução da equação de Helmholtz é dada na seção 2.2.3. As amplitudes dos potenciais
dentro da partícula deve ser funções regulares (�nitas). Por isso, os potenciais longitudinal
e cisalhamento de Debye são expressos na base de onda parcial como

φ`(k`r, θ, ϕ) =
∑
n,m

bnanmjn(k`r)Y
m
n (θ, ϕ), (2.119)

ψs,1(ksr, θ, ϕ) =
∑
n,m

cnanmjn(ksr)Y
m
n (θ, ϕ), (2.120)

ψs,2(ksr, θ, ϕ) =
∑
n,m

dnanmjn(ksr)Y
m
n (θ, ϕ), (2.121)

onde, os coe�cientes de expansão bn, cn, dn e sn serão determinados pela resolução do
sistema linear obtido a partir das condições de contorno na superfície da partícula, que
serão discutidas no próximo capítulo.

Neste capítulo, descrevemos as equações de conservação em um determinado meio,
bem como a propagação da onda nesse meio e apresentamos a solução da equação de
Helmholtz. Esses equações do modelo serão usadas no desenvolvimento desta tese.

No próximo capítulo vamos abordar os conceitos que fundamentam o espalhamento
acústico por uma partícula esférica, e no capítulo 4, iremos apresentar um estudo sobre
força e torque de radiação que utilizam os fundamentos de espalhamento.
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3
Espalhamento acústico no limite de Rayleigh

Quando uma onda sonora encontra um obstáculo, parte da onda é desviada do seu ca-
minho original. É usual de�nir a diferença entre a onda desviada e a onda não perturbada,
que estaria presente se não houvesse o obstáculo, como onda espalhada.

Trabalhos pioneiros estabeleceram as bases teóricas para analisar o espalhamento em
uma partícula esférica imersa em um �uido ideal, devido a onda plana incidente. O es-
tudo pioneiro sobre espalhamento acústico foi desenvolvido por Lord Rayleigh [97]. Nesse
estudo, Rayleigh considerou o caso limite no qual o espalhador (esfera rígida) é muito
menor que o comprimento de onda. Um caso geral para espalhamento por uma esfera ou
cilindro rígido foi desenvolvido por Morse [98], no qual a solução do espalhamento desen-
volvida por ele não necessariamente considera que o espalhador é muito menor do que o
comprimento de onda. Nesse estudo, o espalhador pode ser considerado aproximadamente
do mesmo tamanho do comprimento de onda. Em geral, dependendo do material que é
feito o espalhador, as ondas sonoras podem ser espalhadas e absorvidas. Desta forma,
Morse e colaboradores generalizaram o estudo anterior, considerando os efeitos da onda
longitudinal dentro de espalhadores �uidos (cilindro e esfera). A teoria de espalhamento
para cilindro e esfera feito de material sólido elástico submerso em um �uido, que su-
portam ondas de cisalhamento e ondas longitudinais obteve avanços signi�cativos através
do trabalho pioneiro de J. Faran [99]. O espalhamento acústico a partir de uma esfera
viscoelástica foi desenvolvido por Ayres e Gaunaurd [94], que considerou uma onda plana
incidente sobre um objeto viscoelástico e utilizou o modelo de Kelvin-Voigt para modelar
a propagação de ondas dentro da esfera.

Neste capítulo, apresentaremos a teoria de espalhamento acústico para uma partícula
esférica feita de uma material sólido viscoelástico suspensa em um �uido ideal com uma
onda acústica arbitrária.

3.1 Espalhamento por uma esfera viscoelástica

Considere uma onda acústica harmônica arbitrária com frequência angular ω propa-
gando em um �uido homogêneo de densidade ρ0 e velocidade do som c0. Uma partícula
esférica de raio a e densidade ρ1 feita de material viscoelástico está suspensa nesse �uido.
Consideramos a partícula centrada na origem de um sistema de coordenadas como pode
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3.1 Espalhamento por uma esfera viscoelástica 45

ser visto na �gura (3.1). Ao incidir uma onda sobre a partícula viscoelástica, parte da
onda acústica é absorvida e parte é espalhada. As ondas incidente e espalhada são des-
critas em termos dos potenciais de velocidade φin(r)e−iωt e φsc(r)e−iωt, respectivamente.
As amplitudes dos potencias de velocidade satisfazem a equação de onda de Helmholtz,

(∇2 + k2)

(
φin
φsc

)
= 0, (3.1)

onde k = ω/c0 é o número de onda. Na aproximação linear, de acordo com as Eqs. (2.34)
e (2.35), a pressão incidente (espalhada) e a velocidade do �uido são relacionados por

pin(sc) = iρ0ωφin(sc), (3.2)

vin(sc) = ∇φin(sc). (3.3)

Consideramos que a origem do sistema de coordenadas está situado no centro da par-
tícula esférica. Devido à simetria do problema, descrevemos os potenciais incidente e
espalhado como funções de coordenadas esféricas: distância radial r para o ponto ob-
servação r = (x, y, z), ângulo polar θ, e ângulo azimutal ϕ. Portanto, de acordo com
a solução da equação de Helmholtz dada na seção (2.2.3), as amplitudes dos potenciais
incidente e espalhado, podem ser expandido em uma série de ondas parciais da seguinte
forma:

φin(kr, θ, ϕ) =
∑
n,m

anmjn(kr)Y m
n (θ, ϕ), (3.4)

φsc(kr, θ, ϕ) =
∑
n,m

anmsnh
(1)
n (kr)Y m

n (θ, ϕ), (3.5)

onde
∑

n,m =
∑∞

n=0

∑n
m=−n, anm é o coe�ciente de forma do feixe da onda incidente e sn

é o coe�ciente de espalhamento escalar.
Para a onda incidente, estamos preocupados em encontrar a solução de uma onda que

se propaga numa região que inclui a origem do sistema de coordenadas, por isso esta
solução deve ser regular na origem (�nita dentro da região de propagação). Por outro
lado, para a onda espalhada não consideramos a região que inclui a origem do sistema de
coordenadas. Além disso, note que a amplitude da onda espalhada φsc deve satisfazer a
condição de radiação Sommerfeld no in�nito,

lim
r→∞

r (∂r − ik)φsc = 0. (3.6)

Esta condição impõe que a onda espalhada não deve ser re�etida no in�nito.
O coe�ciente de forma do feixe pode ser determinado em termos do potencial de

velocidade incidente avaliados sobre uma superfície esférica de controle de raio R � a.
Assim, multiplicando a Eq. (3.4) por Y m∗

n (θ, ϕ), integrando sobre um ângulo sólido (Ω =
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3.1 Espalhamento por uma esfera viscoelástica 46

Figura 3.1: Um feixe incidente (barras verticais verde-escuro), com comprimento de onda λ
e representado pela amplitude do potencial de velocidade φin, atinge uma pequena partícula
viscoelástica (círculo vermelho) de raio a suspenso num �uido, com densidade ρ0 e a velocidade
de som c0. Um sistema de coordenadas cartesiana está situado no centro da partícula com
um ponto de observação designado por r = (x, y, z). Coordenadas esféricas (r, θ, ϕ) também
são ilustrados. As ondas espalhadas (arcos verde claro) são representados pela amplitude do
potencial de velocidade φsc. Setas pretas indicam as direções de propagação da onda.

x

z

y
a

Fonte: Autor, 2015.

sin θdθdϕ) e usando a relação de ortogonalidade dos harmônicos esféricos, obtemos

anm =
1

jn(kR)

∫ π

0

∫ 2π

0

φin(kR, θ, ϕ)Y m∗
n (θ, ϕ) sin θdθdϕ.

Por outro lado, o coe�ciente de espalhamento escalar sn será determinado aplicando as
condições de contorno apropriadas sobre a interface �uido-viscoelástica na superfície da
partícula.

A aproximação de campo distante (kr � 1) para a onda incidente é obtida substituindo
a forma assintótica da função de Bessel esférica [100],

jn(kr) ∼
1

kr
sin(kr − nπ/2), (3.7)

na Eq. (3.4). Assim,

φin(kr, θ, ϕ) ∼
1

kr

∑
n,m

anm sin(kr − nπ/2)Y m
n (θ, ϕ), (3.8)

A onda espalhada no campo distante (kr � 1), pode ser obtida substituindo a relação
assintótica [100],

h(1)n (kr) ∼ i−n−1
eikr

kr
, (3.9)
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na Eq. (3.5). Desta forma, encontramos

φsc(kr, θ, ϕ) ∼ − ie
ikr

kr

∑
n,m

i−nsnanmY m
n (θ, ϕ). (3.10)

A partícula, por ser composta de um material viscoelástico, permite absorção de ondas
longitudinal e cisalhamento em seu interior. A propagação de ondas em um material
viscoelástico foi apresentado na seção (2.5). As amplitudes dos potenciais dentro da
partícula deve ser funções regulares (�nitas). Por isso, os potenciais longitudinal e de
cisalhamento de Debye são expressos na base de onda parcial como

φ` =
∑
n,m

bnanmjn(k`r)Y
m
n (θ, ϕ), (3.11)

ψs,1 =
∑
n,m

cnanmjn(ksr)Y
m
n (θ, ϕ), (3.12)

ψs,2 =
∑
n,m

dnanmjn(ksr)Y
m
n (θ, ϕ), (3.13)

onde k`, ks são os números de onda longitudinal e de cisalhamento e bn, cn, dn, sn são os
coe�cientes de expansão que serão determinados pela resolução do sistema linear obtido
a partir das condições de contorno na superfície da partícula.

As condições de contorno exigem que o tensor de tensão e o vetor de deslocamento
devem ser contínuo em toda a superfície da partícula. Assim, na superfície da partícula
r = a, temos:

• A componente radial do vetor deslocamento da partícula wr na interface é igual
à componente radial do deslocamento do �uido ideal (i/ω)(vin,r + vsc,r). Assim,
utilizando a Eq. (3.3), obtemos

wr(a, θ, ϕ) =
i
ω
∂r[φin(r, θ, ϕ) + φsc(r, θ, ϕ)]|r=a. (3.14)

• A componente radial da tensão σrr na interface da partícula viscoelástica é igual à
pressão externa no �uido ideal (pin + psc). Desta forma, da Eq. (3.2), encontramos

σrr(a, θ, ϕ) = −iρ0ω[φin(a, θ, ϕ) + φsc(a, θ, ϕ)]. (3.15)

• As componentes tangenciais da tensão de cisalhamento σrθ e σrϕ devem ser nulas
na superfície da partícula,

σrθ(a, θ, ϕ) = 0, (3.16)

σrϕ(a, θ, ϕ) = 0. (3.17)

A componente radial do vetor deslocamento dentro da partícula em termos dos potenciais

Instituto de Física - UFAL
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escalares é obtida combinando a Eq. (2.96) com a Eq. (2.117), o resultado é

wr = ∂r [φ` + ∂r(rψs,1)] + k2s rψs,1. (3.18)

Por outro lado, para obter as componentes do tensor de tensão em coordenadas esféricas,
derivamos o vetor deslocamento em termos dos potenciais escalares de Debye φ`, ψs,1

e ψs,2. Substituímos o resultado dentro da Eq. (2.64), obtemos o tensor deformação ε.
Finalmente, substituindo a deformação na Eq. (2.111) encontramos

σrr = −[λe + (−iωλv)ν ]k2`φ` + 2[µe + (−iωµv)ν ]
×
[
∂2r (φ` + ∂r(rψs,1)) + k2s∂r(rψs,1)

]
, (3.19)

σrθ = [µe + (−iωµv)ν ]
{

2∂r

[
1

r
∂θ (φ` + ∂r(rψs,1))

]
+ k2s

[
∂θψs,1 +

1

sin θ
∂ϕ

(
∂rψs,2 −

ψs,2

r

)]}
, (3.20)

σrϕ = [µe + (−iωµv)ν ]
{

2

sin θ
∂r

[
1

r
∂ϕ (φ` + ∂r(rψs,1))

]
+ k2s

[
1

sin θ
∂ϕψs,1 − ∂θ

(
∂rψs,2 −

ψs,2

r

)]}
. (3.21)

As condições de contorno, Eqs.(3.14)-(3.17), são aplicadas utilizando a componente
do vetor deslocamento Eq. (3.18), as componentes da tensão Eqs. (3.19)-(3.21) e os po-
tenciais escalares Eqs. (3.4), (3.5) e (3.11)-(3.13). Assim, aplicando a primeira condição
de contorno Eq. (3.14), obtemos

bn [njn(k`r)− (k`r)jn+1(k`r)] + cnn(n+ 1)jn(ksr) =
i
ω
{njn(kr)− (kr)jn+1(kr)

+ sn
[
nh(1)n (kr)− (kr)h(1)n (kr)

]
}|r=a,
(3.22)

utilizando a relação de recorrência [100],

jn+1(x) =
n

x
jn(x)− j′n(x), (3.23)

onde j′ = ∂xj, dentro da equação (3.22), encontramos a primeira equação do sistema
linear

− i(ka)

ω
snh

(1)′

n (ka) + cnn(n+ 1)jn(ksa) + bn(k`a)j′n(k`a) =
i(ka)

ω
j′n(ka). (3.24)

Utilizando os potenciais de velocidade φin(sc) e a componente radial da tensão Eq. (3.19)
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em termos dos potenciais escalares na segunda condição de contorno Eq.(3.15), obtemos

−iρ0ω
[
jn(kr) + snh

(1)
n (kr)

]
= −[λe + (−iωλv)ν ]bnk2` jn(k`r) + 2[µe + (−iωµv)ν{bnk2` j′′n(k`r)

+ cn
[
3k2s j

′′
n(ksr) + rk3s j

′′′
n (ksr) + k2s jn(ksr) + rk3s j

′
n(ksr)

]
}}|r=a,
(3.25)

usando as relações diferenciais [100],

x2j′′n(x) + 2xj′n(x) + [x2 − n(n+ 1)]jn(x) = 0, (3.26)

x2j′′′n (x) + 4xj′′n(x) + [2 + x2 − n(n+ 1)]j′n(x) + 2xjn(x) = 0, (3.27)

na Eq.(3.25), encontramos

iρ0ωa2snh(1)n (ka)− {[λe + (−iωλv)ν ](k`a)2jn(k`a)− 2[µe + (−iωµv)ν ](k`a)2j′′n(k`a)}bn
+ 2n(n+ 1)[µe + (−iωµv)ν ] [(ksa)j′n(ksa)− jn(ksa)] cn = −iρ0ωa2jn(ka). (3.28)

Combinando as velocidades do som Eqs.(2.92)-(2.93) com os tempos de relaxação Eqs.(2.114)-
(2.115) e substituindo dentro da relação de dispersão Eq. (2.118), obtemos

[λe + (−iωλv)ν ] =
ρ1ω

2

k2s

(
k2s − 2k2`

k2`

)
, (3.29)

[µe + (−iωµv)ν ] =
ρ1ω

2

k2s
, (3.30)

Agora, a Eq. (3.28) pode ser reescrita como,

iρ0(ksa)2

ρ1ω
h(1)n (ka)sn + {[2n(n+ 1)− (ksa)2]jn(k`a)− 4(k`a)j′n(k`a)}bn

+ 2n(n+ 1) [(ksa)j′n(ksa)− jn(ksa)] cn = − iρ0(ksa)2

ρ1ω
jn(ka). (3.31)

Esta é a segunda equação do sistema linear.
Na terceira condição de contorno Eq.(3.16), utilizamos a componente tangencial da

tensão Eqs. (3.20)-(3.21) em função dos potenciais de Debye. Desta forma, encontramos

im
sin θ

dn[(ksa)2j′n(ksa)− (k2sa)jn(ksa)]Y m
n (θ, ϕ) = 2bn[jn(k`a)− (k`a)j′n(k`a)]∂θY

m
n (θ, ϕ)

+ cn[2jn(ksa)− (ksa)2jn(ksa)− 2(ksa)j′n(ksa)− 2(ksa)2j′′n(ksa)]∂θY
m
n (θ, ϕ). (3.32)

Utilizando a Eq.(3.21), a quarta condição de contorno é obtida da seguinte forma:

dn[(ksa)2j′n(ksa)− (k2sa)jn(ksa)]∂θY
m
n (θ, ϕ) = − im

sin θ
{2bn[jn(k`a)− (k`a)j′n(k`a)]

+ cn[2jn(ksa)− (ksa)2jn(ksa)− 2(ksa)j′n(ksa)− 2(ksa)2j′′n(ksa)]}Y m
n (θ, ϕ). (3.33)
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Combinando a Eq. (3.32) com a Eq.(3.33), obtemos

dn[(ksa)2j′n(ksa)− (ksa)jn(ksa)] = 0. (3.34)

Assim, o coe�ciente de espalhamento dn que aparece na Eq.(3.13) será nulo, de modo
que o potencial escalar de Debye para ondas de cisalhamento ψs,2 é zero. Consequente-
mente, apenas um potencial de Debye ψs,1 é necessário para descrever a propagação de
ondas de cisalhamento no interior de uma partícula esférica.

Desta forma, substituindo dn = 0 e utilizando a relação diferencial Eq.(3.26), podemos
reescrever a Eq.(3.32) como

2bn[jn(k`a)−(k`a)j′n(k`a)]+cn{2(ksa)j′n(ksa)+[(ksa)2−2n(n+1)+2]jn(ksa)} = 0. (3.35)

Assim, a aplicação das condições de contorno produz um conjunto de três equações
algébricas lineares (3.24), (3.31) e (3.35) que podem ser expressas da seguinte maneira: d11 d12 d13

d21 d22 d23
0 d32 d33

 sn
bn
cn

 =

 e1
e2
0

 . (3.36)

Portanto, obtemos o coe�ciente de espalhamento escalar sn utilizando a regra de Cra-
mer [100] para resolver o sistema linear da seguinte forma:

sn = det

 e1 d12 d13
e2 d22 d23
0 d32 d33

 det
 d11 d12 d13
d21 d22 d23
0 d32 d33

−1 , (3.37)

onde os elementos da matriz são dados na tabela (3.1). É importante ressaltar que essa
é a solução geral sem aproximações do problema de espalhamento por uma esfera viscoe-
lástica.

3.2 Limite de Rayleigh

Espalhamento de uma onda por uma pequena partícula de raio muito menor do que
o comprimento de onda é conhecido como espalhamento Rayleigh. Na análise de espa-
lhamento Rayleigh, é natural de�nir um parâmetro de escala em termos do tamanho da
partícula, ε = ka� 1. Usualmente, a expansão de ondas parciais da onda espalhada dada
na Eq. (3.5) é reduzida para termos que envolvem somente os coe�cientes de espalhamento
de monopolo s0 e dipolo s1 [50].

Para analisar a força e torque de radiação acústico sobre partículas no limite de espa-
lhamento Rayleigh, expandimos os coe�cientes de espalhamento s0 e s1 na Eq. (3.37) em
série de Taylor em torno de ε = 0 usando o software Mathematica [101]. Desta forma,
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3.2 Limite de Rayleigh 51

Tabela 3.1: Coe�cientes de espalhamento dados na Eq. (3.37) são obtidos resolvendo o
sistema de equações lineares para condições de contorno na superfície da partícula. Os
Elementos da matriz dessa equação são dados aqui.

e1 i(ka/ω)j′n(ka)
e2 −i(ρ0/ρ1ω)k2sa

2jn(ka)

d11 −i(ka/ω)h
(1)′
n (ka)

d12 k`aj
′
n(k`a)

d13 n(n+ 1)jn(ksa)

d21 i(ρ0/ρ1ω)k2sa
2h

(1)
n (ka)

d22 −4k`aj
′
n(k`a) + [(2n(n+ 1)− k2sa2)]jn(k`a)

d23 2n(n+ 1)[ksaj
′
n(ksa)− jn(ksa)]

d31 0
d32 2[jn(k`a)− k`aj′n(k`a)]
d33 2ksaj

′
n(ksa) + [(ksa)2 − 2n(n+ 1) + 2]jn(ksa)

Fonte: Autor, 2015.

temos

s0 = −if0
3
ε3 + ig0ε5 −

f 2
0

9
ε6 + O(ε8 + iε7), (3.38)

s1 = i
f1
6
ε3 + ig1ε5 −

f 2
1

36
ε6 + O(ε8 + iε7), (3.39)

onde f0, f1, g0, e g1 são coe�cientes complexos que dependem das propriedades viscoe-
lásticas da partícula, e serão determinadas posteriormente. Antecipamos que para um
�uido ideal o coe�ciente f1 é real, enquanto que a parte imaginária de f0, g0, e g1 estão
relacionadas com as propriedades de absorção da partícula espalhadora [50]. É impor-
tante notar que a ordem do coe�ciente de espalhamento quadrupolo é s2 = O(ε8 + iε7).
Assim, coe�cientes multipolares mais elevados com n = 2, 3, ... podem ser descartados
com segurança na análise de espalhamento Rayleigh, isto é, ε� 1.

É útil escrever explicitamente as partes reais e imaginárias dos coe�cientes f0, f1, g0,
e g1 nas Eqs. (3.38) e (3.39). Isto é feito através da inclusão dos índices superiores (R)

e (I) para, respectivamente, a parte real e imaginária de cada coe�ciente, por exemplo,
f0 = f

(R)
0 + if (I)0 . Agora, podemos escrever os coe�cientes de espalhamento escalares como

s0 =
f
(I)
0

3
ε3 − f

(R)
0

2

9
ε6 − i

f
(R)
0

3
ε3, (3.40)

s1 = −f
(I)
1

6
ε3 − g(I)1 ε5 − f

(R)
1

2

36
ε6 + i

f
(R)
1

6
ε3. (3.41)

Note que somente os termos de menores ordens de ε foram mantidos nessas equações,
assim a contribuição de g0 foi negligenciada. Para uma partícula não absorvedora, os
coe�cientes f0, f1, e g1 são quantidades reais. Nesse caso, a contribuição do termo ε5

pode ser desprezada quando comparada com o termo de ε3. Como f1 é real em um �uido
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não viscoso o coe�ciente f (I)
1 é nulo. Uma vez que estamos lidando com �uidos ideais aqui,

esse coe�ciente será omitido posteriormente.
Neste capítulo, foi discutido a teoria de espalhamento acústico por uma partícula

esférica viscoelástica. Além disso, derivamos o coe�ciente de espalhamento escalar para
aproximação monopolo e dipolo que será utilizada nas fórmulas de força e torque de
radiação acústico. É importante ressaltar que o espalhamento acústico está diretamente
relacionado com o fenômeno de força e torque de radiação acústico.

No próximo capítulo, iremos descrever como obter expressões analíticas para força e
torque de radiação acústico que utilizam os fundamentos de espalhamento.
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4
Força e torque de radiação acústico no limite

de Rayleigh

A força de radiação acústica surge quando um campo acústico interage com um objeto
suspenso em um �uido. Devido a essa interação, o objeto absorve e/ou espalha a onda
acústica ocasionando uma transferência de momento da onda para o objeto. Assim, o
�uxo do momento linear médio e a tensão que atuam sobre o objeto é conhecido como
força de radiação acústica. Da mesma forma, o torque de radiação acústico pode surgir
devido a transferência do momento angular da onda para o objeto. Desta forma, o �uxo
do momento angular médio exercido sobre o objeto é denominado como torque de radiação
acústico. Neste capítulo, vamos apresentar expressões analíticas para força e torque de
radiação acústico exercida sobre uma partícula esférica devido a uma frente de onda
arbitrária.

4.1 Efeitos negligenciados

Neste trabalho não iremos considerar os efeitos termo-viscosos por tratar apenas de
um �uido ideal. Considere uma onda harmônica acústica com frequência angular ω intera-
gindo com uma partícula viscoelástica esférica de raio a, suspensa em um �uido homogê-
neo de densidade ρ0 e velocidade do som c0. Iremos negligenciar os efeitos termo-viscosos
no processo de força e torque de radiação acústico. Desta forma, o �uido é considerado
não-viscoso. Assim, é necessário assumir que o raio da partícula e o comprimento de
onda incidente λ devem ser muito maior que os limites térmicos δt =

√
2Dt/ω e viscosos

δv =
√

2ν0/ω [85], isto é,
a, λ� δt, δv, (4.1)

ondeDt é a difusividade térmica e ν0 é a viscosidade cinética. Valores típicos desses limites
na água para uma onda com frequência de 2 MHz e comprimento de onda λ = 0.75 mm são
δt = 0.15 µm e δv = 0.38 µm. Portanto, podemos negligenciar os efeitos termo-viscosos
para partículas com raio a� 3.8 µm.
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Figura 4.1: Ilustração da interação entre a onda incidente φin(barras verticais verde-escuro) de
comprimento de onda λ e a partícula viscoelástica (círculo vermelho) de raio a suspensa em um
�uido ideal. A onda espalhada devido essa interação é denotada por φsc(arcos verde claro).

a

n
dS

Fonte: Autor, 2015.

4.2 Força de radiação acústica no limite de Rayleigh

4.2.1 Tensor tensão de radiação

Suponha que uma onda incidente atinge uma pequena partícula esférica de superfície
S0 como pode ser visto na �gura (4.1). A força de radiação acústica média F rad exercida
pela onda sobre a partícula é encontrada integrando o tensor de tensão S que age sobre
a partícula, ou seja,

F rad =

∫
S0

S · nd2r, (4.2)

onde a barra denota média temporal. A média temporal de uma função f ao longo de
um período de oscilação completo 2π/ω é de�nido da seguinte forma,

f =
ω

2π

∫ 2π/ω

0

f(t)dt. (4.3)

Desta forma, precisamos encontrar o tensor de tensão médio devido a interação da
onda acústica com a partícula. É conveniente relembrar que de�nimos o tensor de tensão
de radiação ao demonstrar a equação de conservação do momento Eq. (2.11), da seguinte
forma:

S = pI + ρvv. (4.4)

Normalmente, os campos de segunda ordem seriam negligenciados comparados com
os campos de primeira ordem. No entanto, se os campos lineares têm uma dependência
harmônica no tempo, eles não contribuem para a média temporal. Por exemplo, a partir
da Eq. (4.3) obtemos cosωt = 0 ou sinωt = 0. No entanto, a média temporal de termos
contendo produtos de funções harmônicas no tempo de primeira ordem não é nula, por
exemplo cos2 ωt = 1/2. Portanto, a força de radiação acústica é no mínimo um efeito de
segunda ordem. Desta forma, é necessário apresentar algumas propriedades das médias
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temporais de produtos de funções harmônicas e complexas.
Em geral, estamos interessado em média temporal de quantidades de segunda or-

dem que serão usados extensivamente nas próximas seções. Considere que duas funções
harmônicas de primeira ordem são de�nidas da seguinte forma,

f(t) = Re[f1e−iωt], (4.5)

g(t) = Re[g1e−iωt], (4.6)

onde f1 e g1 são amplitudes das funções e “Re” é a parte real de uma quantidade complexa.
A média temporal do produto das funções sobre um período completo T é de�nido como

f(t)g(t) =
1

T

∫ T

0

f(t)g(t)dt =
1

2
Re[f1g∗1], (4.7)

onde o asterisco (∗) indica complexo conjugado.
A teoria de força de radiação depende da expansão de segunda ordem dos campos

acústicos no �uido. Estas expansões são vistas de forma geral nas Eqs. (2.24)-(2.26).
Para a aproximação de segunda ordem, encontramos que o tensor tensão de radiação é
dado por

S(2) = p(2)I + ρ0v(1)v(1), (4.8)

onde p(2) é a pressão de segunda ordem, I é o tensor unitário e v(1) é a velocidade de
primeira ordem. Os campos acústicos na aproximação de segunda ordem nas Eqs. (2.24)-
(2.26) tornam-se

p = p0 +Mp(1) +M2p(2), (4.9)

ρ = ρ0 +Mρ(1) +M2ρ(2), (4.10)

v = Mv(1) +M2v(2). (4.11)

Combinando as Eqs. (4.9)-(4.11) com a Eq. (2.14), obtemos a equação de segunda ordem
do movimento para o campo acústico

ρ0∂tv
(2) = −∇p(2) − ρ(1)∂tv(1) − ρ0(v(1) · ∇)v(1). (4.12)

Note que os dois últimos termos da Eq. (4.12) são produtos de dois campos de primeira
ordem. Considerando a média temporal da Eq. (4.12),obtemos

∇p(2) = −ρ(1)∂tv(1) − ρ0(v(1) · ∇)v(1). (4.13)

Assim, podemos escrever a Eq. (4.13) em termos do potencial de velocidade, fazendo
v(1) = ∇φ,

∇p(2) = −ρ(1)∂t∇φ− ρ0∇φ · ∇∇φ, (4.14)
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onde,

∇φ · ∇∇φ =
1

2
∇(∇φ · ∇φ) = ∇

(
v(1)

2

2

)
, (4.15)

utilizando as expressões da aproximação de primeira ordem Eqs. (2.30) e (2.32), encon-
tramos a pressão de segunda ordem em termos pressão e velocidade do �uido de primeira
ordem,

p(2) =
p(1)2

2ρ0c20
− ρ0v(1)

2

2
, (4.16)

onde v(1)
2

= v(1) · v(1). Note que o primeiro e o segundo termo do lado direito dessa
equação é a energia potencial e cinética, respectivamente. Finalmente, substituindo a
Eq. (4.16) na Eq. (4.8) obtemos a tensão de radiação de segunda ordem,

S(2) =

(
p(1)2

2ρ0c20
− ρ0v(1)

2

2

)
I + ρ0v(1)v(1), (4.17)

ou,
S(2) = −LI + ρ0v(1)v(1), (4.18)

onde os termos dentro do parênteses da Eq. (4.17) é identi�cado como densidade Lagran-
giana acústica L, visto que o primeiro termo é a energia potencial e o segundo termo é a
energia cinética.

4.2.2 Método de campo distante

A força de radiação acústica média pode ser escrita utilizando o tensor de tensão médio
Eq. (4.17) dentro da Eq. (4.2) da seguinte maneira:

F rad =

∫
S0

[(
p(1)2

2ρ0c20
− ρ0v(1)

2

2

)
I + ρ0v(1)v(1)

]
· nd2r. (4.19)

Os campos espalhados de primeira ordem foram determinados para um dado campo
incidente de primeira ordem através do problema de espalhamento foi apresentado no
capítulo 3. A força de radiação acústica sobre uma partícula é então calculada conhecendo
a pressão total (ondas incidente e espalhada) e a velocidade do �uido agindo sobre a
superfície da partícula.

Como não existe forças volumétricas neste problema, de acordo com a conservação do
momento para �uido ideal, Eq. (2.11), o divergente do tensor tensão de radiação será zero
(∇ · S(2) = 0), devido a este fato, é possível expressar a força sobre um objeto como a
integral sobre uma superfície fechada que englobe o mesmo, denominada de superfície de
controle Sc. Considerando o resultado da análise da teoria de espalhamento, é vantajoso
a escolha da aproximação de campo distante, kr � 1. Nessa região de campo distante
representada pelo círculo tracejado na �gura (4.2), os cálculos são signi�cantemente sim-
pli�cados devido os potenciais de velocidade φin e φsc serem expressos pelas Eqs. (3.8) e
(3.10), respectivamente.
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Figura 4.2: Sistema de coordenadas para computar a força de radiação acústica em uma partí-
cula esférica de raio a utilizando uma superfície de controle Sc (linhas tracejadas) de raio Rc

x

z

y
a

n

dS

Rc

Sc

S0

Fonte: Autor, 2015.

Considere a con�guração dada na �g. (4.2), onde a superfície de controle Sc represen-
tada pelo círculo tracejado e com raio Rc está centrada na origem do sistema de coorde-
nadas. Para encontrar a força sobre a superfície de controle, iremos integrar o divergente
da tensão de radiação de segunda ordem sobre o volume de controle Vc,∫

Vc

∇ · S(2)d3r =

∫
S0

S(2) · nd2r +

∫
Sc

S(2) · nd2r = 0. (4.20)

Note que utilizamos o teorema da divergência para encontrar essa equação. Portanto,
encontramos que a força de radiação acústica pode ser reescrita utilizando a Eq. (4.18)
da seguinte forma:

F rad = −
∫
Sc

S(2) · nd2r =

∫
Sc

(
LI− ρ0v(1)v(1)

)
· nd2r, (4.21)

utilizando a equação que relaciona o ângulo sólido dΩ com o elemento de área d2r,
dΩ = er · d2r/R2

c , obtemos

F rad = R2
c

∫
4π

(
LI− ρ0v(1)v(1)

)
· erdΩ, (4.22)

onde dΩ = sin θdθdϕ é o ângulo sólido diferencial em coordenadas esféricas e er é o vetor
unitário na direção radial dado por

er = cosϕ sin θex + sinϕ sin θey + cos θez. (4.23)

A pressão total p(1) e a velocidade v(1) no �uido ideal são dados pela soma dos campos
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incidentes e espalhados da seguinte maneira:

p(1) = (pin + psc)e−iωt, (4.24)

v(1) = (vin + vsc)e−iωt, (4.25)

onde pin(sc) é a pressão incidente (espalhada) e vin(sc) é a velocidade incidente (espalhada).
Desta forma, a densidade Lagrangiana e o �uxo de momento são expressos em termos

das ondas incidentes e espalhadas,

L =

(
ρ0vin · vin

2
− p2in

2ρ0c20

)
+

(
ρ0vsc · vsc

2
− p2sc

2ρ0c20

)
+

(
ρ0vin · vsc −

pinpsc
ρ0c20

)
(4.26)

ρ0v
(1)v(1) = ρ0 (vinvin + vscvsc + vinvsc + vscvin) , (4.27)

onde o primeiro e o segundo parênteses da Eq.(4.26) são as contribuições das ondas inci-
dente e espalhadas para a Lagrangiana, enquanto que o terceiro termo é a Lagrangiana
de interação.

Observe que as contribuições somente de campos incidentes não contém informação
sobre o espalhamento, portanto devem ser zero. Além disso, a superfície esférica de
controle pode ser considerada su�cientemente distante do objeto (Rc →∞), de modo que
o segundo termo da Eq.(4.26) seja zero, uma vez que a onda espalhada será localmente
uma onda plana progressiva. Então, utilizando Eq. (4.22) podemos expressar a força de
radiação no campo distante como

F rad = lim
Rc→∞

R2
c

∫
4π

{(
ρ0vin · vsc −

pinpsc
ρ0c20

)
er − ρ0

[
vsc(vsc · er)

+ vin(vsc · er) + vsc(vin · er)
]}

dΩ. (4.28)

Usando a equação da média do produto de funções, Eq. (4.7), e escrevendo a pressão como
pin(sc) = iρ0ωφin(sc) e a velocidade do �uido vin(sc) = ∇φin(sc) na Eq. (4.28) encontramos

F rad = −E0 lim
Rc→∞

R2
c

∫
4π

Re
[(
φin −

i
k
∂rφin

)
φ∗sc + |φsc|2

]
erdΩ, (4.29)

onde φin e φsc são os potenciais de velocidade incidente e espalhado, respectivamente,
E0 = p20/(2ρ0c

2
0) é a densidade da energia potencial.

Desta forma, substituindo as expressões assintóticas para campo distante, Eqs. (3.8)
e (3.10), na Eq. (4.29) é possível obter

F rad = −E0

k2

∫
4π

Re

[∑
n,m

∑
n′,m′

in
′−n (anm + snanm) s∗na

∗
nmY

m
n (θ, ϕ)Y m′∗

n′ (θ, ϕ)

]
erdΩ.

(4.30)
Utilizando o vetor unitário Eq. (4.23) e as relações integrais dos harmônicos esféricos
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dada na Ref. [100] , podemos escrever a força de radiação em coordenadas cartesianas
como segue

F rad = πa2E0(Yxex + Yyey + Yzez), (4.31)

onde ex, ey, ez são os vetores unitários no plano cartesiano e Yx, Yy, Yz são as componentes
cartesianas da força de radiação adimensional dadas por

Yx + iYy =
i

2π(ka)2

∑
n,m

√
(n+m+ 1)(n+m+ 2)

(2n+ 1)(2n+ 3)

×
[
(sn + s∗n+1 + 2sns

∗
n+1)anma

∗
n+1,m+1 + (s∗n + sn+1 + 2s∗nsn+1)a

∗
n,−man+1,−m−1

]
,

(4.32)

Yz =
1

π(ka)2
Im
∑
n,m

√
(n−m+ 1)(n+m+ 1)

(2n+ 1)(2n+ 3)
(sn + s∗n+1 + 2sns

∗
n+1)anma

∗
n+1,m.

(4.33)

Note que Yx, Yy e Yz são quantidades reais que dependem dos coe�cientes de forma
do feixe anm e dos coe�cientes de espalhamento escalares sn. Assim, a força de radiação
depende das propriedades acústicas do objeto dadas pelos sn e as características da onda
incidente denotadas por anm.

No regime de espalhamento Rayleigh, somente s0 e s1 são relevantes como discutido
anteriormente no capítulo (3). Portanto, mantendo apenas estes termos, veri�ca-se que
os componentes cartesianas da força de radiação adimensional são dadas por

Yx + iYy =
i

2π(ka)2

[√
2

3
(s0 + s∗1 + 2s0s

∗
1)a0,0a

∗
1,1 + (s∗0 + s1 + 2s∗0s1)a

∗
0,0a1,−1 (4.34)

+
1∑

m=−1

√
(2 +m)(3 +m)

15
(s1a1,ma

∗
2,m+1 + s∗1a

∗
1,−ma2,−m−1)

]
,

Yz =
1

π(ka)2
Im
[√

1

3
(s0 + s∗1 + 2s0s

∗
1)a0,0a

∗
1,0 +

1∑
m=−1

√
(2−m)(2 +m)

15
s1a1,ma

∗
2,m

]
.

(4.35)

Observe que, apesar de somente s0 e s1 serem relevantes no regime de Rayleigh, é
necessário computar o momento de quadrupolo da onda incidente a2,m.

É possível demonstrar que a força de radiação agindo sobre uma partícula de Rayleigh
pode ser expressa em termos dos campos acústicos incidentes e do monopolo s0 e dipolo
s1 dos coe�cientes de espalhamento escalares. Para isso, iremos expandir a pressão em
torno da origem até a aproximação de segunda ordem,

p(r) = p(0) + iρ0c0kr · v(0) +
iρ0c0kr · [r · ∇v(0)]

2
(4.36)

onde, v = vxex + vyey + vzez. Substituindo a Eq. (4.36) na equação dos coe�cientes de
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forma do feixe Eq. (3.7) juntamente com r = Rc(cosϕ sin θex + sinϕ sin θey + cos θez)

com o raio de controle Rc → 0, obtemos os coe�cientes de forma do feixe até aproximação
de quadrupolo como

a0,0 =
√

4πp(0),

a1,∓1 = ρ0c0
√

6π [±ivx(0) + vy(0)] ,

a1,0 = 2iρ0c0
√

3πvz(0),

a2,∓2 =
ρ0c0
k

√
15π

2
[(i∂xvx(0)− ∂yvy(0))± 2∂yvx(0)] , (4.37)

a2,∓1 =
ρ0c0
k

√
30π [±i∂zvx(0) + ∂zvy(0)] ,

a2,0 = − iρ0c0
k

√
5π [∂xvx(0) + ∂yvy(0)− 2∂zvz(0)] .

Agora, substituindo a Eq. (4.37) nas Eqs. (4.34) e (4.35), encontramos a seguinte
expressão para a força de radiação acústica,

F rad = −2πa2

ε2c0
Re
[

3iρ0c0s1
k

vin · ∇v∗in + (s0 + 2s0s
∗
1)pinv

∗
in + O

(
ε8 + iε7

) ]
. (4.38)

Utilizando a identidade

∇ · vinv∗in = vin · ∇v∗in + v∗in(∇ · v∗in), (4.39)

e considerando a relação

∇ · vin =
ikpin
ρ0c0

, (4.40)

que é derivada da Eq. (2.31), a força de radiação da Eq. (4.38) torna-se

F rad = −2πa2

ε2c0
Re
[

3iρ0c0s1
k

∇ · vinv∗in + (s0 + 3s1 + 2s0s
∗
1)pinv

∗
in + O

(
ε8 + iε7

) ]
. (4.41)

Observe que, na aproximação monopolo-dipolo, a força de radiação exercida sobre uma
partícula pequena é dada em termos de s0, s1, pressão incidente pin e velocidade do �uido
vin ambos evoluídos no centro da partícula. Esta fórmula expressa a solução completa
para a aproximação monopolo-dipolo. Entretanto, a análise da força de radiação direta
em termos dos coe�cientes s0 e s1 não é trivial. Por isso, iremos simpli�car a Eq. (4.41).

Depois de substituir as Eqs. (3.40) e (3.41) na Eq. (4.41), e utilizar a expressão do
�uxo do momento dada na Ref. [102],

Re [ρ0∇ · vinv∗in] = ∇
(
ρ0|vin|2

2
− |pin|

2

2ρ0c20

)
, (4.42)

obtemos a força de radiação como a soma de três contribuições, denominadas como força
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gradiente Fgrad, força de espalhamento Fsca, e força de absorção Fabs, dadas por

Fgrad = −πa2ε∇̃
(
f
(R)
0

|pin|2

3ρ0c20
− f (R)1

ρ0|vin|2

2

)
+ O(ε2), (4.43)

Fsca = πa2ε4
[

4

9c0

(
f
(R)
0

2
+ f

(R)
0 f

(R)
1 +

3f
(R)
1

2

4

)
Iin −

f
(R)
1

2

6
Im[∇̃ · ρ0vinv∗in]

]
+ O(ε5),

(4.44)

Fabs = −πa2ε
[

4

3
f
(I)
0

Iin
c0
− 6ε2g

(I)
1

(
2Iin
c0
− Im[∇̃ · ρ0vinv∗in]

)]
+ O(ε4), (4.45)

onde ∇̃ = k−1∇ é o operador gradiente adimensional conveniente e Iin = Re[pinv∗in]/2

é a intensidade média incidente. Os super índices (R) e (I) correspondem a parte real
e imaginária dos coe�cientes f0, f1, e g1, respectivamente. Ressaltamos que os campos
acústicos incidentes pin e vin devem ser avaliados no centro da partícula.

A força de radiação gradiente Fgrad foi primeiramente derivado por Gorkov [27] con-
siderando uma partícula �uida compressível não absorvedora. Essa componente da força
corresponde a parte conservativa da força de radiação acústica. O seu papel é dominante
quando a onda incidente tem uma variação espacial na densidade de energia.

A força de radiação de espalhamento Fsca exercida sobre uma partícula compressível
absorvedora foi derivada por Silva [50]. O termo �força de espalhamento� está relacionado
ao fato de que a força é proporcional à seção transversal de espalhamento para uma onda
plana [56].

A contribuição da força de radiação de absorção Fabs esta relacionada com as proprie-
dades de absorção da partícula. Essa componente foi anteriormente derivada considerando
uma esfera �uida apenas com absorção devido a dilatação [103, 50]. A equação (4.45)
generaliza esses resultados incluindo a absorção de cisalhamento.

4.3 Torque de radiação acústico no limite de Rayleigh

A interação de uma partícula suspensa de volume V0 e superfície S0 com uma onda
acústica pode dar origem a um torque de radiação acústico. Isso acontece devido a
transferência do �uxo do momento angular para a partícula. Além disso, a partícula pode
ser con�gurada para girar em torno de um determinado eixo de rotação como resultado
do torque de radiação acústico [20, 21, 22]. Consequentemente, um grau de liberdade
rotacional também esta disponível na manipulação de partículas com base em métodos
acústicos. Nesta seção, consideramos o torque de radiação acústico exercido por uma
onda arbitrária em uma partícula viscoelástica suspensa em um �uido ideal.

4.3.1 Fluxo do momento angular

O torque de radiação acústico é um efeito não linear de segunda ordem produzido
pela transferência do momento angular do campo acústico para a partícula. Semelhante
à força de radiação acústica, o torque de radiação também é uma quantidade média.
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Desta forma, o �uxo de momento angular médio em relação a origem de uma sistema
de coordenadas, é de�nido da seguinte forma:

M(2) = r × S(2), (4.46)

onde M(2) é conhecido como tensor tensão de radiação do momento angular, r é o vetor
posição e S(2) é o tensor de tensão de radiação.

4.3.2 Método de campo distante

O torque de radiação acústico N rad sobre a superfície S0 é de�nido como a integral
do �uxo de momento médio,

N rad =

∫
S0

M(2) · nd2r =

∫
S0

[
r × S(2)

]
· nd2r. (4.47)

De forma análoga à demonstração da força de radiação, é possível expressar o torque
de radiação acústico como a integral sobre uma superfície de controle Sc que englobe a
partícula utilizando a Eq. (4.20) da seguinte forma:

N rad = −
∫
Sc

[
r × S(2)

]
· nd2r. (4.48)

Essa equação nos permite utilizar as expansões de campo distante para calcular o torque
de radiação acústico. Utilizando a tensão de segunda ordem, Eq. (4.17), obtemos

N rad =

∫
Sc

r ×

[(
ρ0v(1)2

2
− p(1)2

2ρ0c20

)
I− ρ0v(1)v(1)

]
· nd2r,

N rad = −ρ0
∫
Sc

[
r × v(1)v(1)

]
· nd2r. (4.49)

Podemos escrever o torque de radiação da Eq. (4.49) usando as Eqs. (4.25) e (4.7) como

N rad = −ρ0
2

∫
Sc

Re [r × (vinv
∗
in + vinv

∗
sc + vscv

∗
in + vscv

∗
sc)] · nd2r. (4.50)

Note que, apenas a contribuição da velocidade incidente não contém informação sobre
o espalhamento, portanto deve ser zero. Considerando a superfície de controle esférica
distante da partícula (Rc → ∞), podemos expressar o torque de radiação no campo
distante da seguinte forma:

N rad = −ρ0
2

lim
Rc→∞

R2
c

∫
4π

Re{r × [vin(v∗sc · er) + vsc(v
∗
in · er) + vsc(v

∗
sc · er)]}dΩ. (4.51)

Em termos do potencial de velocidade φin(sc), o torque pode ser expresso como
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N rad =
ρ0
2

lim
Rc→∞

R2
c

∫
4π

Im
[
(L̂φin)(∂rφ

∗
sc) + (L̂φsc)(∂rφ

∗
in) + (L̂φsc)(∂rφ

∗
sc)
]
dΩ, (4.52)

onde �Im� signi�ca parte imaginária e L̂ ≡ −i (r ×∇) é o operador momento angular.
Agora, substituindo as expressões assintóticas para campo distante Eqs. (3.8) e (3.10)

dentro da Eq. (4.52) encontramos

N rad = − V E0

π(ka)3
Re
∑
n,m

∑
n′,m′

in−n
′
(a∗nm + s∗na

∗
nm)sn′an′m′

∫
4π

Y m∗

n L̂Y m′

n′ dΩ. (4.53)

Para obter o torque de radiação acústico em coordenadas cartesianas, introduzimos os
operadores momento angular [104]

L̂± = L̂x ± iL̂y = ±e±iϕ (∂θ ± i cot θ ∂ϕ) , (4.54)

L̂z = −i∂ϕ, (4.55)

onde L̂i (i = x, y, z) são as componentes cartesianas do operador L̂, e L̂+ e L̂− são
chamados de operadores escada.

É possível mostrar que, quando os operadores escadas e o operador da componente z
do momento angular atuam na função harmônico esférico, obtemos

L̂±Y
m
n = bn,±mY

m±1
n , (4.56)

L̂zY
m
n = mY m

n , (4.57)

onde bn,±m =
√

(n∓m)(n±m+ 1). Substituindo essas equações dentro Eq. (4.53) ob-
temos as componentes cartesianas adimensionais do torque de radiação como

Nx + iNy =− 1

2π(ka)3

∑
n,m

√
(n−m)(n+m+ 1)

[
(1 + sn)s∗nanma

∗
n,m+1

+ (1 + s∗n)sna
∗
n,−man,−m−1

]
, (4.58)

Nz =− 1

π(ka)3
Re
∑
n,m

m[(1 + sn)s∗n]|anm|2. (4.59)

Note que as Eqs. (4.58) e (4.59) são expressões gerais do torque de radiação acústico,
ou seja, são válidas para qualquer campo acústico incidente. Além disso, similarmente
à força de radiação analisada anteriormente, o torque de radiação acústico depende das
propriedades físicas da partícula espalhadora sn e das características do feixe incidente
através dos anm.

No limite de espalhamento de Rayleigh, as componentes cartesianas adimensionais do
torque podem ser calculadas considerando somente os coe�cientes de espalhamento de
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monopolo s0 e dipolo s1. Por conseguinte, obtemos

Nx + iNy =−
√

2

π(ka)3

[(
s1 + s∗1

2
+ |s1|2

)
(a1,−1a

∗
1,0 + a1,0a

∗
1,1)

]
, (4.60)

Nz =− 1

π(ka)3

[(
s1 + s∗1

2
+ |s1|2

)
(|a1,1|2 − |a1,−1|2)

]
. (4.61)

Substituindo os coe�cientes de forma do feixe anm dados na Eq. (4.37) nas Eqs. (4.60) e
(4.61), encontramos o torque de radiação acústico na aproximação monopolo-dipolo como

N rad = − i6πρ0
k3

(
s1 + s∗1

2
+ |s1|2

)
(vin × v∗in) + O

(
ε8 + iε7

)
. (4.62)

Usando a Eq. (3.41) dentro desta equação, encontramos que o torque de radiação acústico
em uma partícula viscoelástica é totalmente causado devido a absorção da partícula,

Nabs = i6πa3ε2ρ0g
(I)
1 (vin × v∗in) + O(ε4). (4.63)

A velocidade incidente vin é evoluída no centro da partícula. Para uma partícula não
absorvedora g(I)1 = 0, consequentemente nenhum torque de radiação acústico é produzido
pela onda incidente.

4.4 Expansão assintótica do índice de refração com-

plexo

Apesar de todas as simpli�cações na análise de força e torque de radiação acústico
obtidas nas Eqs. (4.43)-(4.45) e (4.63), resultados analíticos não são atingíveis conside-
rando o índice de refração complexo como dado na Eq. (2.104). Para obter resultados
mais simples, é necessário efetuar uma expansão assintótica do índice de refração com-
plexo com os tempos de relaxação adimensionais nos seguintes regimes: (ωτj)

ν � 1 e
(ωτj)

ν � 1. Estes regimes são referidos como aproximação de baixa e alta frequência
para ondas longitudinais j = ` e ondas de cisalhamento j = s. Note que essas expansões
assintóticas foram analisadas em detalhes na Ref. [105]. Iremos recuperar parcialmente
alguns resultados relevantes para os problemas de força e torque de radiação acústico
presentes nessa referência.

Os tempos de relaxação adimensionais introduzem novas escalas em nossa análise.
Por isso, será útil de�nir o seguinte parâmetro de escala εj = (ωτj)

ν . Assumimos que o
comportamento limite deste parâmetro esta relacionado com o fator tamanho da partícula
ε = ka. Portanto, temos εj = O(ε) para o regime de baixa frequência, e ε−1j = O(ε) no
regime de alta frequência.
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4.4.1 Regime de baixa frequência

A expansão assintótica do índice complexo da Eq. (2.104) quando ε`, εs � 1, corres-
ponde ao regime em que a elasticidade domina sobre a viscosidade. Esta aproximação
pode também ser vista na descrição da propagação de ondas em �uidos viscosos [106]. No
regime de baixa frequência, o índice de refração complexo torna-se

nc(εj) = 1− (−i)ν

2
εj + O

(
ε2
)
, j ∈ {`, s}. (4.64)

Fazendo referência a Eq. (2.105), reconhecemos que a absorção adimensional e índice de
refração é dado, respectivamente, por

α̃(εj) =
εj
2

sin
(πν

2

)
, (4.65)

nR(εj) = 1− εj
2

cos
(πν

2

)
. (4.66)

Uma vez que a absorção adimensional deve ser sempre positiva, α̃(εj) > 0, então ν ∈ (0, 2).
Os valores ordem da derivada fracionária ν = 0 e 2 são excluídos porque eles representam
um material sem absorção. Vale ressaltar que, no limite de baixa frequência, o índice de
refração material é menor que a unidade. Assim, a velocidade de fase cp(εj) é maior que
a velocidade do som cj. Além disso, utilizando as Eqs. (2.103), (4.65) e comparando com
a Eq. (2.106) encontramos que a ordem da derivada fracionária ν está relacionada com o
expoente de absorção da lei de potência y0 por

y0 = 1 + ν. (4.67)

Para calcular os coe�cientes das Eqs. (3.38) e (3.39), realizamos uma expansão em série
de Taylor nos coe�cientes de espalhamento escalares de monopolo s0(ε, ε`, εs) e dipolo
s1(ε, ε`, εs) dados na Eq. (3.37) em torno de ε = 0 para obter Eqs. (3.38) e (3.39). Uma
vez que os tempos de relaxação são constantes, os parâmetros escalares ε` e εs são pa-
rametrizados por uma frequência angular ω. Portanto, usando a relação ε` = (τ`/τs)

νεs,
nós executamos uma outra expansão em série de Taylor nas imediações de εs = 0. As
expansões foram realizadas no software Mathematica [101]. Finalmente, obtemos os
coe�cientes no limite de baixa frequência como

f
(R)
0 (ε`, εs) = f

(E)
0 +

ρ0c
2
0

ρ1c2`

[ε` − (4/3)(cs/c`)
2εs]

[1− (4/3)(cs/c`)2]2
cos
(πν

2

)
+ O(ε2), (4.68)

f
(I)
0 (ε`, εs) = −ρ0c

2
0

ρ1c2`

[ε` − (4/3)(cs/c`)
2εs]

[1− (4/3)(cs/c`)2]2
sin
(πν

2

)
+ O(ε2), (4.69)

f
(R)
1 =

2(ρ1 − ρ0)
2ρ1 + ρ0

, (4.70)

g
(I)
1 (ε`, εs) = − f

(I)
0 (ε`, εs)

5(ρ0/ρ1 + 2)2
+ O(ε2). (4.71)
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O coe�ciente f (E)0 é dado por

f
(E)
0 = 1− ρ0c

2
0

ρ1c2` [1− (4/3)(cs/c`)2]
. (4.72)

4.4.2 Regime de alta frequência

No outro extremo, temos o limite de alta frequência ε`, εs � 1, no qual a viscosidade
supera a elasticidade. Neste caso, o índice de refração complexo da Eq. (2.103) é expresso
por

nc(εj) = (−i)−ν/2 ε−1/2j + O
(
ε3/2
)
, j ∈ {`, s}. (4.73)

A partir desta equação, observamos que a absorção adimensional e índice de refração é
dado por

α̃(εj) = ε
−1/2
j sin

(πν
4

)
, (4.74)

nR(εj) = ε
−1/2
j cos

(πν
4

)
. (4.75)

Note que o índice de refração tem ordem nR(εj) = O(ε
−1/2
j ). Assim, a velocidade de fase

da onda é muito maior que a velocidade do som longitudinal e de cisalhamento.
Para determinar o intervalo de variação do parâmetro ν, notamos que tanto a absorção

adimensional α̃(εj) como o índice de refração nR deverão serem positivos, pelo menos
para o material viscoelástico. Assim, o intervalo máximo desse parâmetro é ν ∈ (0, 2).
Baseados nas análises das aproximações de baixa e alta frequência, concluímos que a
ordem da derivada fracionária ν de�nida na Eq. (2.87) deverá variar no intervalo ν ∈ (0, 2).
Utilizando as Eqs. (2.103), (4.74) e comparando com a Eq. (2.106), encontramos a relação
entre a ordem da derivada fracionária ν e o expoente de absorção da lei de potência y0 na
aproximação de alta frequência é

y0 = 1− ν

2
. (4.76)

Para calcular os coe�cientes de monopolo e dipolo, nas Eqs. (3.38) e (3.39), desenvol-
vemos um procedimento semelhante ao regime de baixa frequência descrito na Seção 4.4.1.
No entanto, a última expansão em série de Taylor é realizada com εs → ∞. Consequen-
temente, os coe�cientes no limite de alta frequência são

f
(R)
0 (ε`, εs) = 1− ρ0c

2
0

ρ1c2`

cos(πν/2)

[ε` − (4/3)(cs/c`)2εs]
+ O(ε2), (4.77)

f
(I)
0 (ε`, εs) = −ρ0c

2
0

ρ1c2`

sin(πν/2)

[ε` − (4/3)(cs/c`)2εs]
+ O(ε2), (4.78)

g
(I)
1 (ε`, εs) = − f

(I)
0 (ε`, εs)

5(ρ0/ρ1 + 2)2
+ O(ε2). (4.79)

O coe�ciente f (R)1 é o mesmo do regime de baixa frequência dado na Eq. (4.70).
Neste capítulo foram demonstradas as expressões analíticas para força e torque de
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radiação acústico sobre uma partícula esférica utilizando o método de campo distante,
com ênfase na aproximação monopolo-dipolo dos coe�cientes de espalhamento Rayleigh.
Além disso, efetuamos uma expansão assintótica do índice de refração complexo em dois
regimes (baixa e alta frequência) para obter resultados mais simples de serem analisados.
Esse estudo será a base para nossas discussões no próximo capítulo, onde investigaremos
o efeito da força e torque de radiação acústico sobre uma partícula viscoelástica para três
diferentes frentes de onda.
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5
Resultados e discussões

Partículas suspensas em um �uido e expostas a um campo acústico serão afetadas
por uma força de radiação acústica. Aplicações que utilizam o movimento de um objeto
devido ao fenômeno de força de radiação tornaram-se um método promissor em biotec-
nologia [3],[7]�[15]. Entre essas aplicações, podemos citar manipulação de partículas sem
contato, incluindo células biológicas e outros microrganismos, e levitação acústica [16]�
[19]. Além disso, partículas como células biológicas ou polímeros se comportam como
sólido viscoelástico linear sob pequenas amplitudes da tensão [84]. Portanto, uma investi-
gação mais ampla sobre como a viscoelasticidade da partícula afeta a força e o torque de
radiação acústico na aproximação de Rayleigh será apresentada nesse capítulo. Para ilus-
trar, iremos analisar esses fenômenos atuando sobre uma pequena partícula suspensa em
um �uido ideal devido a interação com uma onda acústica de três tipos: uma onda plana
progressiva, onda plana estacionária e feixe de Bessel. Para tal análise, iremos considerar
uma partícula de polietileno de baixa densidade e outra de alta densidade.

5.1 Exemplos de ondas acústicas

Considere um feixe acústico que se propaga na direção axial, isto é, no eixo z. Uma
partícula viscoelástica de raio a é colocada no trajeto da onda. Neste cenário, duas funções
relevantes serão utilizadas mais adiante, a intensidade média incidente Iin e a componente
axial do �uxo de momento. Estas funções são dadas em termos da pressão incidente pin
e da velocidade do �uido vin, respectivamente, por

Iin =
1

2
Re[pinv∗in], (5.1)

ρ0∇ · vinv∗in|z = ρ0
[
∂x(vin,xv

∗
in,z) + ∂y(vin,yv

∗
in,z)
]
, (5.2)

onde ρ0 é densidade do �uido, ∂x = ∂/∂x e ∂y = ∂/∂y.
Além disso, é útil de�nir a magnitude da força de radiação acústica como

F0 =
πa2I0
c0

, (5.3)
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onde I0 = ρ0c0v
2
0/2 é a magnitude da intensidade média incidente com v0 sendo a magni-

tude da velocidade do �uido na fonte acústica e c0 a velocidade de propagação do som no
�uido ideal.

5.1.1 Onda plana progressiva

Considere a amplitude do potencial de velocidade φin(z) de uma onda plana progressiva
(OPP) como

φin(z) =
v0
k
eikz, (5.4)

onde k é o número de onda.
As amplitudes da pressão incidente e da velocidade do �uido são pin = iρ0c0v0eikz e

vin,z = iv0eikz, respectivamente. A partir da Eq. (5.1) encontramos que a intensidade média
incidente é Iz = I0 e o divergente do �uxo de momento dado na Eq. (5.2) é zero. Note que a
parte conservativa da força de radiação acústica, força gradiente Eq. (4.43), também é zero.
Desta forma, a força de radiação acústica exercida em uma partícula viscoelástica devido
a uma onda plana progressiva é dominantemente de absorção. Portanto, da Eq. (4.45),
temos que a força de radiação acústica axial é dada por

FOPP
rad,z = FOPP

abs,z (ε`, εs) = −4F0

3
εf

(I)
0 (ε`, εs) + O(ε3). (5.5)

A função f (I)0 (ε`, εs) é dada pelas Eqs. (4.69) e (4.78) para aproximação de baixa e alta
frequência da partícula viscoelástica, respectivamente. Então a força de radiação acústica
se comporta como FOPP

z = O(ε2). Note que, de acordo com a Eq. (4.44), a força de radia-
ção de espalhamento é ε−3 mais fraca do que a força de radiação de absorção apresentada
na Eq. (5.5).

É importante ressaltar que a força de radiação acústica pode ser negativa (isto é,
a força é oposta a direção de propagação do feixe), se f (I)0 (ε`, εs) > 0, o que conduz à
seguinte condição

τ`
τs
<

[
4

3

(
cs
c`

)2
]1/ν

, (5.6)

onde τ` e τs são o tempo de relaxação longitudinal e de cisalhamento, respectivamente,
c` é velocidade longitudinal, cs é a velocidade de cisalhamento e ν é a ordem fracionária
viscoelástica. Observe que essa condição é válida tanto para o regime de baixa frequência
como para o regime de alta frequência. Força de radiação acústica negativa devido a uma
onda plana também foi notada em uma partícula de ouro revestida com uma camada de
um polímero (viscoelástico) [61].

A força de radiação acústica sobre uma partícula �uida com absorção longitudinal
também é dada pela Eq. (5.5), assumindo que τs = 0, cs = 0, e ν = 1 na Eq. (4.69).
O resultado obtido está em acordo com a Ref. [50]. Além disso, a força de radiação
acústica exercida sobre uma partícula sólida elástica pode ser obtida da Eq. (4.44) fazendo
τ` = τs = 0 na Eq.(4.68) e (4.71). O resultado está de acordo com o que foi previamente
derivado na Ref. [49].
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5.1.2 Onda plana estacionária

Considere uma onda plana estacionária (OPE) distribuída ao longo do eixo z. Esse
tipo de onda acústica é muito importante para aplicações que envolvem força de radiação
acústica. A amplitude do potencial de velocidade da onda estacionária é

φin(z) =
v0
k

sin[k(z − h)], (5.7)

onde h é o parâmetro de deslocamento, que representa a distância do primeiro nó para a
origem do sistema de coordenadas.

Os campos acústicos incidentes são pin = iρ0c0v0 sin[k(z − h)] e vin = v0 cos[k(z − h)].
Neste caso, observamos das Eqs. (5.1) e (5.2) que tanto a intensidade incidente como
o �uxo de momento desaparecem. Portanto, apenas a parte conservativa da força de
radiação acústica, que corresponde a força gradiente da Eq. (4.43), permanece. Conse-
quentemente, encontramos

FOPE
grad,z(ε`, εs; z) = −F0

3
ε
[
2f

(R)
0 (ε`, εs) + 3f

(R)
1

]
sin[2k(z − h)] + O

(
ε2
)
. (5.8)

Este resultado tem o mesmo formato que o obtido por Gorkov [27] para uma partícula
�uida de compressão não absorvedora.

Na análise de aprisionamento de partículas, é útil de�nir um fator de contraste acústico
como

C(ε`, εs) ≡ 3
ρ1 − ρ0
2ρ1 + ρ0

+ f
(R)
0 (ε`, εs), (5.9)

onde esse fator contém as propriedades físicas do meio e da partícula. O fator de contraste
determina se uma partícula tem um ponto de equilíbrio estável em um nó de pressão C > 0

ou em un anti-nó C < 0. A função f (R)0 (ε`, εs) é dada pelas Eqs. (4.68) e (4.77) para o
regime de baixa e alta frequência, respectivamente.

5.1.3 Feixe de Bessel acústico

Feixes de Bessel não difratantes, isto é, feixes que se propagam por uma distância
in�nita sem sofrer difração por uma abertura in�nita, denotam uma solução exata da
equação homogênea de Helmholtz expressas em coordenadas cilíndricas [107]. No entanto,
em situações reais, o efeito de difração não pode ser desprezado, apenas aproximações para
esses feixes podem ser obtidos por aberturas �nitas mantendo o per�l do feixe ao longo de
uma grande distância axial. Esses feixes geralmente são chamados de feixes de difração
limitada.

Considere um feixe de Bessel de n-ésima ordem se propagando ao longo do eixo z
como mostrado na Fig. 5.1. O feixe encontra uma partícula posicionada sobre seu eixo.
A escolha natural de um conjunto de variáveis para descrever esse feixe é o sistema de
coordenadas cilíndricas (%, ϕ, z), onde % =

√
x2 + y2 é a distância radial transversal e

ϕ = tan−1(y/x) é o ângulo azimutal. A amplitude do potencial de velocidade do feixe é
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Figura 5.1: Feixe de Bessel representado por uma superposição de ondas planas com β sendo o
ângulo de meio cone. O circulo vermelho representa a partícula.

z

Fonte: Autor, 2015.

dado por [108]

φn,in(%, ϕ, z) =
v0
k
ei(kz cosβ+nϕ)Jn(k% sin β), (5.10)

onde Jn é a função de Bessel de ordem n, β ∈ [0, π/2] é o ângulo de meio cone, n ∈ Z
é conhecido como o numero de momento angular orbital. A intensidade média de um
feixe de Bessel de ordem n é encontrada calculando a pressão, Eq. (3.2), e a velocidade
incidente, Eq. (3.3), e substituindo o resultado obtido na Eq. (5.1),

Iin =
nJ2

n(k% sin β)

k%
eϕ + J2

n(k% sin β) cos βez, (5.11)

onde eϕ e ez são vetores unitários em coordenadas cilíndrica.
Devido a simetria do problema, somente a componente axial da força de radiação

acústica surge na partícula. Obteremos a intensidade axial incidente e o �uxo de momento
no centro da partícula % = 0. Para isso, substituímos a Eq. (5.10) nas Eqs. (3.2) e (3.3),
e utilizamos o resultado dentro das Eqs.(5.1) e (5.2), assim

In,z = I0δn,0 cos β, (5.12)

∇ · ρ0vn,inv∗n,in|z = iγnk
I0
c0

cos β sin2 β, (5.13)

onde δnm é a função delta de Kronecker, que vale um se m = n ou zero, caso contrário.
O coe�ciente γn é de�nido como γ0 = 2, γ±1 = −1, e γn = 0, para |n| = 2, 3, . . .

Note que a força de radiação acústica axial devido a um feixe de Bessel de ordem zero
(FBOZ) é gerada principalmente pela absorção dentro da partícula viscoelástica, pois a
força gradiente na Eq. (4.43) é zero para esse feixe. Assim, substituímos a Eq. (5.12) na
Eq. (4.45), encontramos que esta força está relacionada com a força de radiação acústica
axial causada por uma onda plana progressiva,

FFBOZ
abs,z (ε`, εs) = FOPP

abs,z (ε`, εs) cos β + O(ε3). (5.14)
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Assim, a força de radiação acústica axial pode ser negativa se a condição dada na Eq. (5.6)
é satisfeita.

Para obter a força de radiação acústica em uma partícula �uida de compressão a partir
da Eq. (5.14), substituímos τs = 0, cs = 0, e ν = 1 na Eq. (4.69). O resultado obtido é o
mesmo que é dado na Eq. (45) da Ref. [50],

F
(Fluida)
abs,z (ε`, εs) =

πa2I0
c0

[
8

3

ρ0c
2
0

ρ1c2`
α̃εδn,0 cos β − 12γnρ0c

2
0

5ρ1c2`(ρ0/ρ1 + 2)2
α̃ε3 cos β sin2 β

]
. (5.15)

Agora, considere um feixe de Bessel de ordem superior, descrito pela Eq. (5.10) com
|n| > 0. Nesse caso, a intensidade axial é zero. Assim, a força de radiação acústica
também tem a contribuição da componente de espalhamento. Portanto, substituímos as
Eqs. (5.12) e (5.13) nas Eqs. (4.44) e (4.45) e encontramos que somente o feixe de Bessel
de primeira ordem (FBPO), com n = ±1, produz força de radiação acústica axial em
partículas de Rayleigh ,

FFBPO
z (ε`, εs) = FFBPO

abs,z + FFBPO
sca,z

= 6F0ε
3 cos β sin2 β

[
g
(I)
1 (ε`, εs) + ε

f
(R)
1

2

36

]
+ O

(
ε5
)
. (5.16)

A função g(I)1 (ε`, εs) é dada pelas Eq. (4.71) e (4.79) para a aproximação de baixa e alta
frequência, respectivamente.

Força de radiação acústica axial negativa também pode ocorrer sobre a partícula no

regime de baixa frequência se g(I)1 (ε`, εs)+f
(R)
1

2
ε/36 < 0. Quando a densidade da partícula

tem um valor aproximado da densidade do �uido ideal, isto é ρ1 ≈ ρ0, a condição para a
força de radiação acústica ser negativa é a mesma para uma onda plana progressiva dada
na Eq. (5.6). Note também que a força de radiação acústica em uma partícula elástica
pode ser obtida através da Eq. (5.16), fazendo τ` = τs = 0 na Eq. (4.71), e portanto
g
(I)
1 (0, 0) = 0.
Tendo em vista que tanto o feixe de Bessel de ordem zero como o feixe de Bessel

de primeira ordem podem produzir força de radiação acústica negativa, analisamos a
estabilidade da força de radiação acústica transversal. Fazendo essa análise, queremos
veri�car se os feixes de Bessel de ordem zero e de primeira ordem podem se comportar
como feixe trator 3D para pequenas partículas viscoelásticas. Para analisar a estabilidade
da partícula na vizinhança do eixo do feixe iremos calcular a energia potencial. Para
isso, em primeiro lugar, calculamos a pressão e a velocidade do �uido incidente através
das Eqs. (3.2), (3.3) e (5.10) para um feixe de Bessel de ordem n. Em seguida, obtemos
a energia potencial da força de radiação gradiente como dado na Eq. (4.43). Assim,

Instituto de Física - UFAL



5.1 Exemplos de ondas acústicas 73

encontramos que

Un(%) = aF0

{[
2

3
f
(R)
0 (ε`, εs)−

(
n2

k2%2
+ cos2 β

)
f
(R)
1

]
J2
n(k% sin β)

− f (R)1 J ′2n (k% sin β) sin2 β

]}
, (5.17)

onde o símbolo J ′ denota a derivada com relação ao argumento da função. A energia
potencial devido ao feixe de Bessel de ordem zero (n = 0) e de ordem um (n = ± 1) tem
um extremo (mínimo ou máximo) no eixo do feixe % = 0. A energia potencial mínima
corresponde a força de radiação acústica transversal convergente, desta forma, se a força
de radiação acústica axial é negativa, o feixe de Bessel atua como um feixe trator 3D sobre
a partícula. Portanto, fazendo a derivada de segunda ordem da Eq. (5.17) com relação a
%, encontramos a condição para obter um feixe trator para um feixe de Bessel de ordem
zero e de ordem um, respectivamente,

[3 + 9 cos(2β)]f
(R)
1 − 8f

(R)
0 (ε`, εs) > 0, (5.18)

2f
(R)
0 (ε`, εs)− 3f

(R)
1 cos(2β) > 0. (5.19)

É interessante notar que para β = 45◦ estas condições tornam-se f (R)0 (ε`, εs) < (3/8)f
(R)
1

e f (R)0 (ε`, εs) > 0.
Utilizando o resultado da intensidade média, Eq.(5.11), encontramos que a força de

radiação acústica transversal é dada por

Fn,⊥(%) = Fgrad + Fabs

= −∂%Un(%)e% − 4F0nεf
(I)
0 (ε`, εs)

J2
n(k% sin β)

3k%
eϕ. (5.20)

Note que a força de radiação acústica devido ao feixe de Bessel de ordem zero não tem
componente na direção azimutal.

Agora, voltamos nossa atenção para o torque de radiação acústico axial gerado na
partícula viscoelástica por um feixe de Bessel. Antes de prosseguir com esta análise,
temos que obter a componente transversal da velocidade do �uido incidente no eixo do
feixe. Utilizando a Eq. (5.10) na Eq. (3.3) concluímos que somente o feixe de Bessel de
primeira ordem possui velocidade do �uido transversal em % = 0,

vFBPOin,% (0, ϕ, z) =
v0
2
nδn,±1 sin β ei(kz cosβ+nϕ), (5.21)

vFBPOin,ϕ (0, ϕ, z) =
iv0
2
δn,±1 sin β ei(kz cosβ+nϕ). (5.22)

A componente axial do produto vetorial entre a velocidade do �uido incidente e seu
complexo conjugado é dada por em coordenadas cilíndricas por

(vin × v∗in)z = 2i Im[vin,%v
∗
in,ϕ]. (5.23)
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Assim, usando Eqs. (5.21) e (5.22) na Eq. (5.23), encontramos que o torque de radiação
acústico é originado somente pelo feixe de Bessel de primeira ordem,

NFOBB
abs,z (ε`, εs) = 6aF0nδn,±1ε

2g
(I)
1 (ε`, εs) sin2 β + O(ε4), (5.24)

onde a função g(I)1 (ε`, εs) é dada para os regimes de baixa e alta frequência respectivamente,
pelas Eqs. (4.71) e (4.79).

A direção do torque de radiação acústico axial depende do sinal de ng(I)1 (ε`, εs). Se
g
(I)
1 (ε`, εs) > 0, o torque de radiação acústico axial segue a direção do momento angular
do feixe de Bessel de primeira ordem. Por outro lado, quando g(I)1 (ε`, εs) < 0, o torque de
radiação acústico axial tem direção oposta ao momento angular do feixe. Nós nos referimos
a essa situação como torque de radiação axial negativo. De acordo com as Eqs. (4.71) e
(4.79) isso acontece quando a condição de força de radiação acústica negativa na Eq. (5.6)
é satisfeita.

5.2 Resultados e discussões para partículas de polieti-

leno

Vamos avaliar a força e o torque de radiação acústico numericamente considerando
uma partícula esférica de polietileno de baixa densidade (PEBD) e de polietileno de alta
densidade (PEAD). Polietileno é o plástico mais produzido no mundo. Isso o torna abun-
dantemente disponível para experimentos destinados a veri�cação da teoria de força e
torque de radiação acústico desenvolvido neste trabalho. Para prosseguir com a avaliação
numérica, precisamos de todos os parâmetros acústicos que descrevem o polietileno. Em
geral, a densidade e a velocidade do som longitudinal e de cisalhamento para esse material
a temperatura ambiente são dados em tabelas padrões. No entanto, a ordem fracionária
viscoelástica ν e os tempos de relaxação longitudinal τ` e de cisalhamento τs, não são fa-
cilmente encontrados na literatura. Portanto, vamos estimar estes parâmetros a partir de
dados experimentais de absorção longitudinal e de cisalhamento em função da frequência
obtida por espectroscopia de ultrassom apresentados na Ref. [109].

5.2.1 Estimativa dos parâmetros do polietileno

Para obter a ordem fracionária viscoelástica ν e os tempos de relaxação τ`, τs, realiza-
mos um ajuste dos dados experimentais de absorção versus frequência para o polietileno
dado nas �guras 4 e 5 da Ref. [109]. A função que utilizamos para fazer o ajuste é obtida
através da parte imaginária da relação de dispersão dada na Eq. (2.103),

αj(ω) = −ω
cj

sin

{
1

2
arg[1 + (ωτj)

νe−iπν/2]
}

×
{

[1 + (ωτj)
ν cos(πν/2)]2 + (ωτj)

2ν sin2(πν/2)
}−1/4

, (5.25)
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Tabela 5.1: Parâmetros e medidas da qualidade do ajuste para a função de absorção na
Eq. (5.25) e dados experimentais de absorção longitudinal e de cisalhamento extraídos
das Fig. 4 e 5 da Ref. [109].

PEBD PEAD
Modo longitudinal

Tempo de relaxação τ`[s] 1.27× 10−2 2.27× 10−15

Ordem fracionária viscoelástica ν 0.37 0.15
Erro padrão 1.79× 10−4 1.09× 10−11

Coe�ciente de determinação (R2) 0.9998 0.9998

Modo de cisalhamento
Tempo de relaxação τs[s] 3.34× 10−4 2.39× 10−7

Ordem fracionária viscoelástica ν 0.37 0.14
Erro padrão 8.56× 10−6 3.56× 10−8

Coe�ciente de determinação (R2) 0.9994 0.9997

Fonte: Autor, 2015.

onde `arg' é a função argumento, que dá o ângulo entre a linha de posição de um número
complexo e o eixo real. A partir da equação (5.25), é possível determinar os parâmetros
ν e o tempo de relaxação τj com j = {`, s} através do ajuste dos dados experimentais
obtidos nas �guras 4 e 5 da Ref. [109]. Construímos uma tabela com os dados de absor-
ção longitudinais e de cisalhamento do polietileno em função da frequência. Os dados são
colhidos manualmente a partir das Figs. 4 e 5 da Ref. [109] utilizando WebPlotDigitizer,
um software online gratuito [110]. Os parâmetros de ajuste são obtidos utilizando o soft-
ware Mathematica através do algoritmo de Levenberg-Marquardt [111]. Na tabela 5.1,
apresentamos os parâmetros estimados com o erro padrão correspondente e o coe�ciente
de determinação (R2). Estes parâmetros podem ser entendidos da seguinte forma. O erro
padrão que se aproxima de zero dá uma indicação de bom ajuste e o coe�ciente de de-
terminação R2 fornece uma medida que determina como o modelo explica a variabilidade
dos dados. Esse coe�ciente varia de 0 ≤ R2 ≤ 1, com R2 = 1 indica que o modelo explica
toda a variação de dados em torno de sua média. Além disso, podemos observar nas
Figuras 5.2 e 5.3 para uma partícula de PEAD e de PEBD, respectivamente, excelente
concordância entre os dados experimentais de absorção e a função de ajuste dado pela
Eq. (5.25).

As propriedades físicas e os parâmetros de ajustes do polietileno obtidos através da
Ref. [109] estão resumidos na tabela 5.2. É importante notar que o expoente da lei de
potência de absorção para (PEBD) e (PEAD) é respectivamente, y0 = 1− ν/2 = 0.815 e
y0 = 1 + ν = 1.15. Esses valores estão em excelente concordância com o que foi obtido na
Ref. [87].
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Figura 5.2: Ajuste da função de absorção da Eq. (5.25) dos dados experimentais de absorção
longitudinal (a) e de cisalhamento (b) extraídos das Fig. 4 e 5 da Ref. [109] para uma partícula de
Polietileno de alta densidade (PEAD). Legenda: linha sólida azul representa o ajuste da função
de absorção dada na Eq. (5.25), pontos vermelhos representam os dados experimentais dado nas
Fig. 4 e 5 da Ref. [109].

.

.

(a)

(b)

Fonte: Autor, 2015.
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Figura 5.3: Ajuste da função de absorção da Eq. (5.25) dos dados experimentais de absorção
longitudinal (a) e de cisalhamento (b) extraídos das Fig. 4 e 5 da Ref. [109] para uma partícula
de Polietileno de baixa densidade (PEBD). Legenda: linha sólida azul representa o ajuste da
função de absorção dada na Eq. (5.25), pontos vermelhos representam os dados experimentais
dado nas Fig. 4 e 5 da Ref. [109].

.

.

(a)

(b)

Fonte: Autor, 2015.
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Tabela 5.2: Propriedades físicas e os parâmetros de ajustes da partícula de polietileno
de baixa densidade (PEBD) e do polietileno de alta densidade (PEAD). Os dados foram
extraídos à temperatura ambiente (20◦C) na Ref. [109]

Polietileno
PEBD PEAD

Densidade ρ1[kg/m
3] 896 930

Velocidade do som longitudinal c`[m/s] 2566 2380
Velocidade do som cisalhamento cs[m/s] 1273 987
Tempo de relaxação longitudinal τ`[s] 1.27× 10−2 2.27× 10−15

Tempo de relaxação de cisalhamento τs[s] 3.34× 10−4 2.39× 10−7

Ordem fracionária viscoelástica ν 0.37 0.15

Fonte: Autor, 2015.

5.2.2 Análise dos parâmetros de escala

Considere uma partícula viscoelástica suspensa na água em temperatura ambiente.
A água é caracterizada por sua densidade ρ0 = 1000 kg/m3 e pela velocidade de som
adiabática c0 = 1500 m/s. Os feixes incidentes têm pico de intensidade I0 = 30 kW/m2.
Nossa análise abrange uma faixa de frequência de 10 Hz a 10 MHz. Isto corresponde a
uma faixa de frequência razoável para desenvolvimentos de experimentos de manipulação
de partículas e dispositivos de pinças acústicas.

A análise da partícula de polietileno de alta densidade (PEAD) com raio a = 1 mm

abrangendo uma faixa de frequência de 10 Hz a 100 kHz, será considerado aproximação
de baixa frequência. Neste caso, os parâmetros de escala encontram-se nos intervalos

0.012 < ε` < 0.047,

0.18 < εs < 0.75, (5.26)

4.1× 10−5 < ε < 0.42.

A análise de alta frequência é feita considerando uma partícula de PEBD de raio
a = 10µm em uma faixa de frequência de 2 a 10 MHz. Nesse caso, os parâmetros de
escala satisfazem aos intervalos

0.0065 < ε−1` < 0.012,

0.025 < ε−1s < 0.046, (5.27)

0.084 < ε < 0.42.

Na análise a seguir, o raio da partícula a e o comprimento de onda incidente λ são
muito maiores do que os limites de fronteira térmica e viscosa: a, λ � δt, δv. Além
disso, vamos comparar a aproximação da força de radiação acústica axial devido a onda
plana progressiva e de um feixe de Bessel de primeira ordem (denotados por Fz) dados,
respectivamente, nas Eqs. (5.5) e (5.16) com a força de radiação acústica axial Frad,z na
aproximação monopolo-dipolo dada na Eq. (4.41). O erro absoluto entre as fórmulas de
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força de radiação acústica é de�nido como

∆ ≡ |Frad,z − Fz|
F0

, (5.28)

onde a magnitude da força de radiação acústica é F0 = 6.28µN, 6.28 nN para as partículas
PEAD e PEBD, respectivamente. Quando consideramos o torque de radiação acústico, o
erro absoluto é de�nido da seguinte forma:

∆ ≡
∣∣Nrad,z −NFBPO

abs,z

∣∣
aF0

. (5.29)

5.2.3 Ondas progressivas

Nas Figuras 5.4 e 5.5, ilustramos a força de radiação acústica axial versus frequência
gerada nas partículas de PEBD e PEAD. A força de radiação por uma onda plana pro-
gressiva (OPP) é mostrada na Figura 5.4, enquanto que a Figura 5.5 apresenta o resultado
para um feixe de Bessel de primeira ordem (FBPO) com n = 1 e ângulo de meio cone
β = 45◦.

Observe que a força de radiação axial sobre a partícula de PEAD é negativa para
ambos os feixes, OPP e FBPO, como pode ser visto nas Figuras 5.4(a) e 5.5(a). Isto
poderia ter sido antecipado, de acordo com a Tabela 5.2 os tempos de relaxação do PEAD
satisfazem a condição τ` � τs. Desta forma, a condição de força de radiação negativa
Eq. (5.6) é satisfeita. Além disso, a densidade do PEAD é próxima da densidade da água,
isto assegura que a Eq. (5.6) também é condição de força de radiação negativa para o
feixe de Bessel de primeira ordem.

A força de radiação acústica Fz dada na Eq. (5.5) para onda plana progressiva e na
Eq. (5.16) para o feixe de Bessel de primeira ordem, tem boa concordância com a fórmula
da aproximação monopolo-dipolo da Eq. (4.41) para frequências até 72 kHz, ou ε = 0.30,
como pode ser visto nas Figuras 5.4(a) e 5.5(a), respectivamente . Nesta faixa, o erro
absoluto para onda plana progressiva é de ∆ ∼ ε3, enquanto que para o feixe de Bessel
de primeira ordem é de ∆ ∼ ε5. Isto está de acordo com o erro previsto nas Eqs. (5.5) e
(5.16), respectivamente. Entretanto, devemos ter em mente que o limite de espalhamento
Rayleigh é válido para ε < 0.3, ou como mencionado anteriormente para frequências
menores que 72 kHz.

A força de radiação acústica axial sobre a partícula de PEBD é positiva em ambos
os casos, como pode ser visto nas Figuras 5.4(b) e 5.5(b). O erro absoluto para a onda
plana progressiva é da ordem ∆ ∼ ε2 no intervalo de 2 à 7.2 MHz, ou 0.08 < ε < 0.3.
Nesse intervalo, o erro absoluto para o feixe de Bessel de primeira ordem é de ∆ ∼ ε5.
Novamente, isto concorda com o erro mencionado nas Eqs. (5.5) e (5.16).

5.2.4 Feixe de Bessel trator

Uma vez que o feixe de Bessel de primeira ordem produz força de radiação axial
negativa sobre uma partícula de PEAD, vamos analisar a força de radiação acústica
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Figura 5.4: Força de radiação acústica versus frequência exercida sobre uma partícula de polie-
tileno de alta densidade (PEAD) e de uma partícula de polietileno de baixa densidade (PEBD).
As con�gurações são: uma onda plana progressiva agindo sobre uma partícula (a) de PEAD e (b)
de PEBD. As partículas de PEAD e PEBD são suspensa em água e tem raio de a = 1.0, 0.01mm,
respectivamente. Os parâmetros físicos das partículas são dados na Tabela 5.2. Os feixes inci-
dentes têm pico de intensidade de I0 = 30kW/m2. Legenda: linha sólida azul representa a força
de radiação avaliada na aproximação monopolo-dipolo dada na Eq. (4.41), linha vermelha trace-
jada representa a força de radiação nos regimes de baixa e alta frequência através da Eqs. (5.5)
para onda plana progressiva. Os insertes mostram o erro relativo entre a fórmulas de força de
radiação. A linha vertical pontilhada delimita a região da aproximação Rayleigh, ε < 0.3.
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Fonte: Autor, 2015.

transversal que é ilustrada na Fig. 5.6. De�nimos a frequência de 50 kHz. O campo
vetorial da força de radiação transversal é ilustrado pelas setas, e a energia potencial da
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Figura 5.5: Força de radiação acústica versus frequência exercida sobre uma partícula de polie-
tileno de alta densidade (PEAD) e de uma partícula de polietileno de baixa densidade (PEBD).
As con�gurações são: feixe de Bessel de primeira ordem com n = 1 e β = 45◦ agindo sobre uma
partícula de (a) PEAD e (b) de PEBD. As partículas de PEAD e PEBD são suspensa em água
e tem raio de a = 1.0, 0.01mm, respectivamente. Os parâmetros físicos das partículas são dados
na Tabela 5.2. Os feixes incidentes têm pico de intensidade de I0 = 30 kW/m2. Legenda: linha
sólida azul representa a força de radiação avaliada na aproximação monopolo-dipolo dada na
Eq. (4.41), linha vermelha tracejada representa a força de radiação nos regimes de baixa e alta
frequência através da Eq. (5.16) para feixe de Bessel de primeira ordem. Os insertes mostram o
erro relativo entre a fórmulas de força de radiação. A linha vertical pontilhada delimita a região
da aproximação Rayleigh, ε < 0.3.
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Fonte: Autor, 2015.

força de radiação U1 dada na Eq. (5.17) pode ser vista através do grá�co de contorno. Note
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o feixe de Bessel de primeira ordem produz uma força de radiação acústica transversal
convergente na direção do seu eixo na região de −2 ≤ kx, ky ≤ 2, onde a posição central
do feixe é uma região de equilíbrio estável para a esfera. Desta forma, ele se comporta
como feixe trator (feixe capaz de atrair objetos) 3D completo agindo sobre a partícula de
PEAD. De acordo com a Eq. (5.17) a magnitude da força de radiação acústica transversal
é aproximadamente a magnitude da energia potencial dividido pelo raio da partícula U1/a.
Assim, uma estimativa do pico de magnitude da força de radiação acústica dá 5µN. Isso
é cerca de mil vezes maior que a força de radiação acústica axial mostrado na Fig. 5.5(a)
para 50 kHz.

Figura 5.6: Campo vetorial (setas) da força de radiação transversal no plano xy, exercido sobre
a partícula de PEAD com raio a = 1mm na água. O grá�co de contorno corresponde a energia
potencial da força de radiação U1 dada na Eq. (5.17). Os parâmetros do feixe de Bessel de
primeira ordem são os mesmos descritos na legenda da Fig. 5.5. No entanto, aqui �xamos a
frequência para 50 kHz. O campo vetorial da força de radiação é calculado através da Eq. (5.20).
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Fonte: Autor, 2015.

5.2.5 Onda plana estacionária

Na Figura 5.7, apresentamos a força de radiação gradiente devido a uma onda plana
estacionária distribuída ao longo do eixo z. Os resultados do modelo de Kelvin-Voigt
fracionário (meio dispersivo) é comparado com um sólido elástico sem absorção (meio não
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dispersivo). A partir da Eq. (5.8), sabemos que a absorção não afeta a força de radiação
gradiente. Apesar disso, a dispersão no interior da partícula pode alterar consideravel-
mente a amplitude do pico da força de radiação gradiente. Na Fig. 5.7 (a), encontramos
que o modelo viscoelástico prevê um pico da força de radiação acústica na partícula de
PEAD 26 % menor que do modelo sólido elástico. Essa diferença para a partícula de
PEBD como mostrado na Fig. 5.7 (b) é de 180 %.

Note que o fator de contraste dado na Eq. (5.9) é maior que zero (C > 0), determinando
que a partícula (PEAD e PEBD) tem um ponto de equilíbrio estável em um nó de pressão,
Fig. 5.7 (a) e (b).

Figura 5.7: Força de radiação acústica produzida por uma onda plana estacionária ao longo
do eixo z em (a) uma partícula de PEAD para 50 kHz e (b) uma partícula de PEBD para
2MHz, imerso em água. Os parâmetros físicos da partícula são dados na Tabela 5.2. A onda
plana estacionária tem pico de pressão de 0.3MPa. A força de radiação foi computada usando a

Eq. (5.8). Para o modelo elástico em perdas, assumimos que f
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5.2.6 Torque de radiação por um feixe de Bessel

Na Figura 5.8, ilustramos o torque de radiação acústico axial gerado por um feixe
de Bessel de primeira ordem com (n = 1) sobre (a) uma partícula de PEAD e (b) uma
partícula de PEBD. As partículas são suspensas sobre o eixo do feixe (% = 0). O feixe
de Bessel de primeira ordem tem os mesmo parâmetros descritos na Figura 5.6. O tor-
que de radiação acústico axial exercido sobre uma partícula de PEAD (regime de baixa
frequência) é negativo e aumenta monotonicamente em magnitude com a frequência como
pode ser visto na Figura 5.8 (a). Até 72 kHz (ou ε < 0.3) encontramos que a aproximação
de baixa frequência é válida com erro absoluto de ∆ ∼ ε4 de acordo com a Eq. (5.24).
Para partículas de PEBD, Figura 5.8 (b), o torque de radiação acústico axial é positivo e
aumenta monotonicamente com a frequência. No intervalo de 2 a 7.2 MHz, o erro absoluto
é ∆ ∼ ε4, que está de acordo com a Eq. (5.24).

5.2.7 Comparação com partículas sem absorção de cisalhamento

Nesta seção, faremos uma comparação da força e do torque de radiação acústico sobre
uma partícula de PEAD e uma partícula de PEBD considerando-a como um material
sólido, �uido com absorção longitudinal e viscoelástico. A força de radiação é gerada por
uma onda plana progressiva, um feixe de Bessel de ordem zero e um feixe de Bessel de
primeira ordem. O ângulo de meio cone é de β = 45◦. As ondas se propagam ao longo do
eixo z.

É importante notar que no regime de alta frequência não é possível fazer a comparação
com uma partícula �uida compressível, pois o tempo de relaxação em um �uido é sempre
pequeno. Desta forma, no regime de alta frequência a partícula não pode se comportar
como um �uido compressível. A amplitude da força de radiação sobre uma partícula de
PEAD (regime de baixa frequência) é mostrado na �gura 5.9(a). A força de radiação
descrita pelo modelo viscoelástico mostra um comportamento diferente com relação aos
outros materiais (elástica e �uido compressível). Para o modelo viscoelástico a força é
negativa para todos os feixes acústicos (OPP, FBOZ, FBPO), isto é, a força atua na
direção oposta do feixe incidente. É importante ressaltar que força de radiação acústica
negativa devido a uma onda plana foi previsto anteriormente em uma partícula de ouro
revestida com uma camada de um polímero (viscoelástico) [61]. Até o momento Força
de radiação negativa devido ao um feixe de Bessel só foi previsto para esferas �uidas não
absorvedoras no regime de espalhamento Mie, ka ∼ 1 [31, 34].

Na Fig. 5.9 (b), comparamos a força de radiação exercida sobre uma partícula viscoe-
lástica e uma sólida elástica. Note que independente do material, elástico ou viscoelástico,
a força de radiação acústica é sempre positiva nesse regime. Além disso, a força de ra-
diação é bastante diferente dependendo da descrição do material da partícula de PEBD
(elástico ou viscoelástico). O modelo considerando a partícula de PEBD como elástica
pode ser obtido da Eq. (4.44) fazendo τ` = τs = 0 nas Eqs. (4.68)-(4.71). Esse modelo
prevê que a amplitude da força de radiação é cerca de 30 vezes menor que o modelo visco-
elástico para uma onda plana progressiva e um feixe de Bessel de ordem zero. Entretanto,
para o feixe de Bessel de primeira ordem, a diferença entre estes modelos é de cerca de
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Figura 5.8: Torque de radiação acústico versus frequência exercido por um feixe de Bessel
de primeira ordem sobre (a) uma partícula de PEAD e (b) uma partícula de PEBD de raio
a = 1.0, 0.01 mm, respectivamente, imerso em água. Os parâmetros físicos das partículas são
dados na Tabela 5.2. O feixe incidente tem seu pico de intensidade de I0 = 30kW/m2. Legenda:
linha sólida azul é o torque de radiação avaliado na aproximação monopolo-dipolo dado na
Eq. (4.62), linha vermelha tracejada representa o torque de radiação nos regimes de baixa e alta
frequência através da Eq. (5.24). Os insertes mostram o erro relativo entre as fórmulas de torque.
A linha vertical pontilhada delimita a região da aproximação Rayleigh ε < 0.3.
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duas vezes.
O torque de radiação axial gerado por um feixe de Bessel de primeira ordem sobre uma

partícula de PEAD (sólido viscoelástico) suspensas em água sobre o eixo do feixe é com-
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Figura 5.9: Força de radiação acústica produzida por uma onda plana progressiva, feixe de
Bessel de ordem zero e feixe de Bessel de primeira ordem exercida sobre uma partícula de
(a) PEAD e (b) PEBD de raios a = 1.0, 0.01 mm, respectivamente. Os feixes incidentes tem
frequência de (a) 2MHz e (b) 50kHz, pico de intensidade I0 = 30kW/m2, e ângulo de meio cone
β = 45◦. Os valores das amplitudes das forças são mostrados próximos ou dentro de suas barras
correspondentes.
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parado com o torque axial considerando a partícula de PEAD como �uida absorvedora.
O modelo viscoelástico prevê um torque de radiação negativo (isto é, o torque de radiação
acústico encontra-se no sentido oposto do �uxo de momento angular médio do feixe inci-
dente) com amplitude −1.10 nN ·mm, enquanto que o modelo de uma partícula �uida de
absorção longitudinal dá um torque de radiação positivo de 0.24 nN ·mm. Novamente a
comparação com uma partícula �uida compressível para o regime de alta frequência não
é possível pelo mesmo motivo apresentado anteriormente para a comparação da força de
radiação.

Os resultados obtidos nesse capítulo mostram que a força de radiação acústica axial
é negativa em uma onda plana progressiva e um feixe de Bessel, esse fenômeno ocorre
quando a absorção de cisalhamento supera a atenuação longitudinal conforme descrito na
Eq. (5.6). A comparação da força de radiação sobre uma partícula viscoelástica e sólida
elástica revelam um desvio signi�cativo dos estudos anteriores. Além disso, mostramos
que um feixe trator 3D completo atua sobre uma partícula PEAD gerado pelo feixe de
Bessel de primeira ordem. Na análise da força de radiação acústica gerado sobre uma
partícula viscoelástica por uma onda plana estacionária, desvios relevantes surgiram em
comparação com partícula sólida elástica. Observamos uma diferença signi�cativa sobre
a magnitude do pico da força de radiação acústica considerando uma partícula de PEBD.
Torque de radiação acústico negativo devido a um feixe de Bessel de primeira ordem é
apresentado pela primeira vez a comunidade cienti�ca. Esses resultados apresentados
nesse capítulo podem ser úteis no estudo de manipulação e separação de partículas.
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6
Conclusões e trabalhos futuros

6.1 Conclusões

Este trabalho teve como propósito investigar os fenômenos de força e torque de radi-
ação acústico sobre uma partícula sólida viscoelástica. Desta forma, foi possível derivar
expressões analíticas para a força e torque de radiação acústico exercido por um feixe com
frente de onda arbitrária sobre uma pequena partícula, no chamado limite de espalha-
mento Rayleigh, suspenso num �uido ideal.

A equação da onda linear, conhecida como equação de Helmholtz foi derivada através
das equações de conservação para um �uido ideal. A solução desta equação foi apresentada
em termos do método de ondas parciais com o intuito de obter os campos acústicos
que são necessários para resolver o problema de espalhamento linear para uma partícula
viscoelástica esférica. Além disso, a propagação de ondas no interior da partícula foi
modelado através de uma lei de Hooke generalizada (modelo de Kelvin-Voigt fracionário)
com os termos de perdas proporcionais a derivada temporal fracionária, veja a Eq. (2.88).
Esses estudos de propagação de ondas em um determinado meio (�uido ou sólido) foi
de suma importância para a compreensão do problema de espalhamento acústico. É
importante ressaltar que o espalhamento está diretamente relacionado com o fenômeno
de força e torque de radiação acústico.

Expressões de força e torque de radiação acústico foram derivadas na aproximação de
campo distante. Essas fórmulas são mais simples e dependem das propriedades físicas
do objeto, dadas pelos coe�cientes de espalhamento escalares sn, e das características da
onda incidente denotadas pelos coe�cientes de forma do feixe anm. No regime de espa-
lhamento Rayleigh, força e torque de radiação acústico depende apenas dos coe�cientes
de espalhamento de monopolo e dipolo. Depois de realizar expansões assintóticas desses
coe�cientes nos limites de baixa frequência (ωτj)

ν � 1 e alta frequência (ωτj)
ν � 1,

encontramos que a força de radiação acústica provocada por uma onda plana progressiva
e estacionária, um feixe de Bessel de ordem zero e de primeira ordem, é em grande parte
devido aos efeitos de absorção dentro da partícula. O torque de radiação acústico gerado
pelo feixe de Bessel de primeira ordem também foi calculado.

Em particular, aplicou-se a teoria desenvolvida no Capítulo 4 sobre uma pequena par-
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tícula feita de um material viscoelástico, polietileno de baixa densidade (PEBD) e polieti-
leno de alta densidade (PEAD), suspensa em água devido a uma onda plana progressiva,
onda plana estacionária e feixes de Bessel. Os resultados obtidos mostram um desvio sig-
ni�cativo dos estudos anteriores para partícula sólida elástica. Além disso, descobrimos
que a força de radiação acústica axial é negativa devido a uma onda plana progressiva
e um feixe de Bessel, esse fenômeno ocorre quando a absorção de cisalhamento supera a
atenuação longitudinal conforme descrito na Eq. (5.6). Torque de radiação acústico nega-
tivo devido a um feixe de Bessel de primeira ordem também ocorre quando esta condição
é satisfeita. A estabilidade transversal da força de radiação acústica gerada pelo feixe
de Bessel de primeira ordem também foi investigada. Mostramos que um feixe trator
3D completo atua sobre uma partícula PEAD. Na análise da força de radiação acústica
gerado sobre uma partícula viscoelástica por uma onda plana estacionária, desvios rele-
vantes surgiram em comparação com partícula sólida elástica. Observamos uma diferença
signi�cativa sobre a magnitude do pico da força de radiação acústica considerando uma
partícula de PEBD. Isso acontece devido a partícula viscoelástica ser um meio dispersivo.

Por �m, a força e torque de radiação acústico exercido sobre uma pequena partícula
viscoelástica foram teoricamente investigados. Aspectos inusitados desses fenômenos tais
como forças e torques de radiação acústico axiais negativos foram previstos e discutidos.
É importante salientar que os resultados aqui apresentados podem ser relevantes para o
desenvolvimento de novos dispositivos que utilizam técnicas de manipulação de partículas
devido a campos acústicos.

6.2 Trabalhos futuros

A partir deste trabalho, é possível apresentar um método de aprisionamento de partí-
culas viscoelásticas por um transdutor focalizado. Esse método pode ser validado através
de simulações computacionais. Além disso, podemos fazer o estudo de dinâmica de par-
tículas para melhor analisar onde ocorre o aprisionamento das partículas. Esse tipo de
investigação pode ser fundamental para desenvolver estratégias e�cientes de manipulação
de partículas.

Com relação a interação de ondas acústicas com um conjunto de partículas, há a
necessidade de um estudo detalhado de força e torque de radiação considerando partículas
feitas de um material viscoelástico. Em particular, os resultados a serem obtidos podem
ser cruciais para separação de partículas utilizando um feixe focalizado, visto que os
resultados obtidos neste trabalho para uma única partícula mostram que ela pode ser
translada ou atraída dependendo das características físicas da partícula.
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