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Resumo

O estudo dos fendmenos de forca e torque de radiacao actstico tem atraido um enorme
interesse da comunidade cientifica, devido a aplicacoes desses fendmenos em manipulacao
de particulas sem contato. Neste trabalho, realizamos uma analise tedrica da forca e torque
de radiacao actustico exercido sobre uma particula viscoelastica homogénea no limite do
espalhamento de Rayleigh (o raio da particula é muito menor que o comprimento de onda
incidente) por uma onda com geometria arbitraria. Nosso estudo baseia-se na expansao de
ondas parciais em coordenadas esféricas das ondas incidente e espalhada. Nesse contexto,
a forca e o torque de radiacao sao obtidos analiticamente em termos de uma série infinita
que envolve os coeficientes de expansao das ondas espalhada e incidente. Assumimos
que a particula se comporta como um sélido viscoeléstico linear, que obedece o modelo de
Kelvin-Voigt fracionario. Férmulas analiticas para a forca e torque de radiacao sao obtidas
considerando uma aproximacao de baixa e de alta frequéncia no modelo viscoelastico. A
teoria desenvolvida é usada para descrever a interagao de ondas acusticas (onda plana
progressiva, onda plana estacionaria, feixes de Bessel de ordem zero e de primeira ordem)
com particulas de polietileno de baixa e de alta densidade. Os nossos resultados mostram
que a forca de radiagdo actstica axial pode ser negativa (isto é, em oposi¢ao a diregao de
propagacao da onda) quando uma determinada condigao envolvendo os parametros fisicos
da particula é satisfeita. Torque de radiacao aciistico negativo devido a um feixe de Bessel
de primeira ordem também pode ocorrer quando a mesma condicao da forca de radiacao
negativa for atendida. Notavelmente, esta é a primeira vez que a forca de radiagao negativa
é prevista sobre uma particula homogénea no regime de espalhamento Rayleigh. Além
disso, a estabilidade transversal da forca de radiacao acistica gerada pelo feixe de Bessel
também é investigada. Mostramos que um feixe de Bessel trator 3D completo atua sobre
uma particula de polietileno de alta densidade (PEAD). Na anélise da forga de radiagao
acustica gerada sobre uma particula viscoelastica por uma onda plana estacionéria, desvios
relevantes surgiram em comparacao com particula solida elastica. A amplitude da forca
e torque de radiacao sobre uma PEAD descrita pelo modelo viscoelastico apresenta um
comportamento diferente (for¢a de radiagao negativa) comparados com os outros materiais
(solida elastica e fluida com absorc¢ao longitudinal) devido a onda plana progressiva e
feixes de Bessel. Por fim, acreditamos que este estudo pode ajudar a melhorar ainda mais
o desenvolvimento de dispositivos de levitacao actstica, manipulacao de particulas em
acustofluidica e pingas acusticas.

Palavras-chave: Forca de radiacao acustica, Torque de radiacao actustico, Espalha-
mento acustico, Viscoelasticidade, Manipulacao de particulas.
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Abstract

The study of acoustic radiation force and torque phenomena has attracted an enormous
interest of the scientific community, due to applications of these phenomena in noncon-
tact particles manipulation. In this work, we perform a theoretical analysis of acoustic
radiation force and torque exerted on a homogeneous viscoelastic particle in the Rayleigh
scattering limit (the particle radius is much smaller than the incident wavelength) by a
wave with arbitrary geometry. Our study is based on the partial-wave expansion in sphe-
rical coordinates of the incident and scattered waves. In this context, the radiation force
and torque are obtained analytically in terms of an infinite series which involves the scat-
tering and incident expansion coefficients. We assume that the particle behaves as a linear
viscoelastic solid, which obeys the fractional Kelvin-Voigt model. Analytical expressions
for the radiation force and torque are obtained considering the low- and high-frequency
approximation in the viscoelastic model. The developed theory is used to describe the
interaction of acoustic waves (traveling and standing plane waves, and zero and first-order
Bessel beams) with a low-and high-density polyethylene particle. Our results show that
the axial acoustic radiation force might become negative (i.e. in opposition to the wave
propagation direction) when a certain condition involving the physical parameters of the
particle is satisfied. Negative acoustic radiation torque due a beam of first-order Bessel
may also occur when the same condition of negative radiation force is met. Remarkably,
this is the first time that negative radiation force is predicted on a homogeneous particle
in the Rayleigh scattering regime. Furthermore, the stability of the transverse acoustic
radiation force generated by a Bessel beam is also investigated. We show a full 3D tractor
Bessel vortex beam acting on the high-density polyethylene (HDPE). In the analysis of
acoustic radiation force generated on a viscoelastic particle by a standing plane wave,
relevant deviations arose in comparison with the solid elastic model for the particles. The
magnitude of the radiation force and torque on a HDPE described by the viscoelastic
model behaves differently (negative radiation force) compared with other materials (solid
elastic and compressible fluid particle) due to traveling plane wave and Bessel beams.
Finally, we believe that this study may help further enhance the development of acoustic
levitation, particle handling in acoustofluids, and acoustical tweezers devices.

Keywords: Acoustic radiation force, Acoustic radiation torque, Acoustic scattering,
Viscoelasticity, Particle manipulation.
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Lista de simbolos

Simbolo Nome | Unidades(S.1.)
00 densidade do fluido ideal | kg - m~3
) densidade | kg - m™3
m massa | kg

Co velocidade do som no fluido ideal | m/s
Cy velocidade do som longitudinal | m/s
Cq velocidade do som de cisalhamento | m/s
Te tempo de relaxacao longitudinal | s

Ts tempo de relaxacao de cisalhamento | s

a raio da particula | m

w vetor deslocamento | m

v velocidade da particula | m/s
€ tensor deformacgao

o tensor de tensoes em solidos

P pressao actustica | Pa
L densidade Lagrangiana actstica | J/m?
[0) potencial de velocidade | m?/s
Y1s, Yas potenciais escalares de Debye | m?/s
w frequéncia angular | s—!

A comprimento de onda | m™!
k nimero de onda | m™!
ky nimero de onda longitudinal | m~*
ks nimero de onda de cisalhamento | m™!
Anm coeficiente forma do feixe

Sn coeficiente de espalhamento escalar
bnsCnydy, coeficientes de expansao

€ parametro de escala em termos do tamanho da particula

= parametro de escala em termos tempo de relaxacao

© angulo azimutal

0 angulo radial

Jn funcao de Bessel esférica de ordem n

A funcao de Hankel esférica de primeira ordem n

h funcao de Hankel esférica de primeira ordem n

Yy harmonicos esféricos

P™ funcoes associadas de Legendre de ordem n

Frad forca de radiacao acustica | N
Y., Y, Y, componentes adimensionais da forca de radiagao

Nrad torque de radiacdo actstico | N -m
Ng, Ny, N, componentes adimensionais do torque de radiacao

\% operador gradiente | m~!
V. operador divergente | m™~!
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operador rotacional

operador Laplaciano

vetor posicao

coordenadas cartesianas
coordenadas esféricas
componentes cartesianas unitratias
vetor normal & superficie

indice de refragao complexo
indice de refracao do material
funcao de absorcao adimensional
parte real

parte imaginaria

unidade imaginéria
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Introducao

Ondas actuisticas consistem em perturbacoes que transportam energia e momento. O
momento da onda incidente pode ser transferido para objetos suspensos. Esta transferén-
cia do momento linear e angular da onda actstica harmoénica para um objeto suspenso
pode dar origem aos fenémenos de forca e torque de radiacao [1, 2|.

Quando um campo acustico é aplicado em um fluido contendo particulas suspensas,
essas particulas serdo afetadas devido a forca de radiacao acustica. A manipulacao de
particulas por ultrassom utiliza a forca de radiagao para fornecer um método de manipu-
lacao de particulas sem contato. Este método tornou-se promissor na area de biotecnolo-
gia e permite a manipulacao de diversas particulas, incluindo células biolégicas e outros
microrganismos [3]-[15] e levitacdo actistica no ar [16]-[19]. Estes métodos dependem
somente das propriedades mecanicas da particula e do fluido. Além de ser transladada
ou aprisionada, uma particula pode ser ajustada para girar devido ao torque de radia-
¢ao acustico [20]-]22]. Consequentemente, um grau de liberdade de rotacdo também é
avaliado na manipulacao de particulas com base em métodos actsticos.

Neste capitulo faremos uma revisao historica dos fendmenos de forca e torque de
radiacao actustico gerados por meio da interacao de uma onda actstica com um objeto.
Além disso, iremos abordar algumas aplicacoes tecnologicas e apresentar a motivagao
deste trabalho.

1.1 Revisao Historica

1.1.1 Forcga de radiacao actistica

O estudo de forca de radiacao actistica em particulas esféricas teve inicio em 1934 [23].
Nesse trabalho pioneiro, King obteve uma expressao geral para a forca de radiacao actstica
aplicada a uma esfera rigida (tamanho arbitrario) suspensa em um fluido ideal devido a
uma onda plana progressiva e uma onda plana estacionaria. A forca de radiagdo foi
expressa em termos de uma série infinita, conhecida como expansao de ondas parciais.
Uma extensao do trabalho de King considerando uma onda esférica incidente foi proposto
por Embleton |24]. Percebeu-se que a particula pode ser tanto atraida como repelida
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pela fonte em funcao da distancia relativa. Posteriormente, Yosioka e Kawasima [25]
obtiveram uma férmula para forca de radiagao actstica agindo sobre uma particula esférica
compressivel suspensa em um fluido ideal. Eles analisaram a interacao de uma onda plana
estaciondria incidente em uma particula compressivel e notaram que pode-se mover a
particula para um né ou anti-né de pressao dependo das propriedades actsticas do fluido
e da particula. Em 1957, Westervelt |26] encontrou uma expressao para forga de radiagao
em termos da funcao de espalhamento assintotico sobre um obstéculo arbitrario devido a
uma onda plana incidente. Subsequentemente, Gorkov [27] propés um modelo de forga
de radiacao exercida sobre uma particula compressivel devido a um feixe incidente de
geometria arbitraria. Ele mostrou que para uma onda plana estacionaria a forca tem
contribuicoes importantes dos termos de interferéncia entre ondas incidente e espalhada,
enquanto que para onda plana progressiva a magnitude do momento linear transmitido
a particula é determinado somente pelas ondas espalhadas. Assim, a magnitude da forca
de radiacao média em uma onda estaciondria é muito maior que em uma onda plana
progressiva. No entanto, o método utilizado por Gorkov tem uma limitacao, ele considerou
que a particula esférica compressivel € muito menor que o comprimento de onda incidente.
Nesta aproximacao, somente os coeficientes de espalhamento de monopolo e dipolo sao
considerados. Nyborg [28| fez uso dos métodos desenvolvidos por King e Embleton para
estudar a forca de radiacao sobre uma pequena esfera rigida devido uma onda esférica.
Ele expressou a forca de radiacao como gradiente da densidade de energia potencial e
cinética do feixe incidente e mostrou que a parte progressiva da onda esférica pode ser
descrita pela teoria de Gorkov com um termo de correcao. A teoria de forca de radiacao
acustica sobre uma esfera elastica suspensa em um fluido ideal devido a uma onda plana
progressiva é desenvolvida por Hasegawa [29]. O calculo da for¢a de radiagdo em uma
pequena esfera compressivel devido a um feixe esférico focalizado foi proposto por Wu e
Du [30]. Os resultados foram expressos em termos das densidades de energia potencial
e cinética do feixe incidente. Nesse estudo, eles mostraram que o feixe focalizado pode
ser uma alternativa para levitacao de pequenas esferas de alta densidade. Um estudo
mais abrangente sobre feixes de Bessel tem sido realizado devido a caracteristica desse
feixe em gerar forca de radiacao negativa. Marston obteve uma expressao da forca de
radiacao gerada pela interagao de um feixe de Bessel de ordem zero com uma particula
fluida [31], solida e casca esférica de aluminio [32] no eixo do feixe. Ele apresentou as
condigbes para produzir uma for¢a negativa (isto é, oposta a direcao de propagacao do
feixe) sobre a particula. Além disso, ele propos um estudo da forga de radiacao devido a
um feixe de Bessel de primeira ordem [33] sobre uma particula esférica imersa em agua,
e obteve forca de radiacao negativa como investigado anteriormente para feixe de Bessel
de ordem zero. Mitri [34] demostrou que a forca de radiacao de um feixe de Bessel
de alta ordem agindo sobre uma esfera é oposta a direcao de propagacao do feixe. O
comportamento de um feixe de Bessel trator de ordem zero atuando em uma esfera fluida
foi apresentado [35]. Ele também apresentou alguns trabalhos sobre for¢a de radiagdo em
um feixe de Bessel de onda estacionaria [36]-[40] com intuito de aplicar esse estudo em
manipulacao de particulas. Silva [41] obteve uma solucao da for¢a de radiagdo exercida
para um feixe actstico de forma arbitraria sobre um objeto de geometria arbitraria. Esta
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expressao da forca de radiacao é obtida como uma fun¢ao dos coeficientes de forma do
feixe de uma onda incidente e dos coeficientes de espalhamento. Posteriormente, Zhang e
Marston [42] desenvolveram uma interpretagdo geométrica da forca de radiacdo exercida
pelo feixe de Bessel de ordem zero em uma esfera no eixo em termos das secoes transversais
de absorcao, espalhamento e da poténcia extraida do feixe. Um estudo semelhante sobre
uma classe mais ampla de feixes acusticos foi também realizado por este grupo [43, 44|.
Azarpeyvand [45] realizou um estudo teérico sobre a forga de radiacdo exercida sobre
uma esfera porosa de aluminio no eixo. Neste caso, o aumento da porosidade degrada
a forca de radiacao sobre uma particula pequena. Ele também apresentou um estudo
sobre a manipulacao aciistica de cascas esféricas porosas e os resultados obtidos indicam
que a manipulacao de cascas de baixa porosidade é possivel usando feixes de Bessel com
grandes angulos conicos [46]. A forca de radia¢do de um feixe de Bessel exercido sobre
uma pequena particula foi investigado por Baresch e colaboradores [47, 48]. Além disso,
Sapozhnikov [49] desenvolveu uma abordagem teodrica para calcular forga de radiagao
de um feixe acustico arbitrario sobre uma esfera elastica dentro de um liquido ou gas.
Formulas exatas da forca de radiacao acustica exercida por uma onda harmonica arbitraria
sobre uma pequena particula compressivel absorvedora, suspensa num fluido ideal, foi
proposta por Silva [50].

A forca de radiacao aciistica entre duas ou mais particulas nao absorvedoras também
tém sida analisada [51]-[57]. Alguns esfor¢os tém sido dedicado a compreender a forga
de radiac@o agindo sobre uma particula revestida por uma camada viscoelastica [58|-]60].
Verificou-se que, na presenca de uma camada viscoelastica, a forca de radiacao axial por
ondas progressivas pode tornar-se negativa, o que significa que a forca e a direcao de
propagacao da onda sdo contrarias [61].

1.1.2 Torque de radiacao actstico

Uma onda actstica pode transportar momento angular, e este pode ser transferido
para um objeto suspenso. Essa interacao da onda actustica com um objeto suspenso num
fluido pode gerar um torque médio, conhecido como torque de radiacao acustico. Uma
das primeiras observacoes a respeito desde fenomeno foi relatada por Rayleigh [62]. O
torque de radiagao Rayleigh é provocado pelo momento do estresse de radiacao agindo
sobre um objeto assimétrico. Um trabalho pioneiro a respeito deste fendmeno foi proposto
por Maidanik [63]. Neste trabalho ele derivou uma expressao para o torque de radiagao
sobre um objeto de forma arbitraria devido a pressao de radiagao acustica fazendo o uso
do teorema do momento angular. Uma féormula alternativa para o torque de radiacao que
depende de variacoes na amplitude de espalhamento para mudancas na orientacao da onda
plana incidente foi obtido por Smith [64] por meio de uma generaliza¢ao do teorema 6tico.
Hefner e Marston [65] mostraram que um torque de radiagio axial pode ser desenvolvido
em um objeto absorvedor por um feixe de vorticidade paraxial. Fan e colaboradores [66]
estabeleceram uma teoria para calcular o torque de radiacao sobre um espalhador de forma
arbitriria para uma onda acustica arbitraria. Esse estudo é limitado, pois o espalhador
tem que ser pequeno quando comparado ao comprimento de onda. Zhang e Marston [67|
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estudaram teoricamente o torque de radiacao axial sobre um objeto com simetria axial
suspenso num fluido ideal . Eles também expressaram o torque de radiacao como a integral
do fluxo do momento angular médio sobre uma superficie esférica distante do objeto
espalhador [68]. Silva e colaboradores [69] forneceram uma expressao geral para o torque
de radiacao tridimensional exercido por um feixe acustico de frente de onda arbitraria
sobre um objeto de qualquer forma geométrica em termos dos coeficientes de forma do
feixe e de espalhamento. Além disso, Silva desenvolveu uma expressao para torque de
radiagdo acustico sobre uma pequena particula fluida para campo actstico arbitrario [50].
Um estudo sobre torque de radiagao axial de um feixe de Bessel progressivo e estacionario
sobre uma casca esférica foi desenvolvido por Mitri [70]. Anhauser e colaboradores [21]
apresentaram o primeiro teste quantitativo de transferéncia do momento angular para um
objeto absorvedor imerso em um liquido viscoso. Na experiéncia realizada, ele observou
que é possivel girar um disco de tamanho milimétrico utilizando feixe gerado por um
transdutor esférico. Schwarz e colaboradores [22]| fizeram uma andlise tedrica do torque
de radiacao acustico e realizaram um experimento que é capaz de rotacionar particulas
nao esféricas de forma controlada por meio de ondas actsticas estacionarias.

1.2 Aplicagoes

O interesse em forca de radiacao actstica tem crescido nas tltimas décadas devido a
aplicagoes em manipulacao de particulas sem contatos suspensa em um fluido. Diferen-
tes aplicagoes biotecnolégicas surgiram, incluindo levitacao actustica, pingas acusticas e
microfluidica (lab-on-a-chip).

1.2.1 Levitacao actstica

A levitagao ¢ um processo no qual um objeto é suspenso em uma posicao estavel
sem contato. Um sistema de levitacao actustica é composto por um transdutor, superficie
com vibracao harmoénica capaz de produzir uma onda sonora de frequéncia definida e
um refletor. Desta forma, uma onda estacionaria ¢ gerada devido a reflexdes entre o
transdutor e um refletor. A levitacao actustica é uma das aplicacoes que utiliza onda
estaciondria.

Em 1985, Trinh [16] utilizou o método de onda estacionaria para levitar amostras com
dimensoes tipicas que variam de 100 um a 5mm e temperaturas entre 40° C e 500° C.
Gammel e colaboradores [71] utilizaram uma sirene operando a 3260 Hz e um refletor
apropriado para mostrar que ¢ possivel levitar livremente uma bola de aco de 1cm de
diametro. Xie e Wei [72] notaram um aumento notavel da forca de levitacdo projetando
adequadamente a forma do refletor. Isto permitiu levitar bolas de tungsténio de alta
densidade 18,9 ¢g/cm®. Brandt [17] mostrou que ondas de ultrassom pode levitar bolas
pesadas de tungsténio. Este método de manter os objetos suspensos sem contato no ar
podem ser aplicados para a investigacao e o processamento dos novos materiais. Fo-
resti e colaboradores |18, 73] apresentaram uma demonstragiao experimental e teorica de
um conceito que permite levitar e movimentar controladamente a matéria sem contato,
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incluindo movimento orbital ou rotacao da goticulas e particulas no ar. Andrade e colabo-
radores [19] fizeram uma analise de um levitador acustico formado por um transdutor de
ultrassom e um refletor concavo. Em contraste com levitadores tradicionais, a geometria
apresentada neste trabalho nao necessita que a distancia de separacao entre o transdutor
e o refletor seja multipla de meio comprimento de onda. Além disso, eles demonstraram
que as particulas de levitagcao podem serem manipuladas através do controle da posicao
do refletor, mantendo o transdutor numa posicao fixa, Fig. (1.1).

Figura 1.1: Levitagdo acustica de particulas de poliestireno para trés configuracoes diferentes
do levitador.

Fonte: Marco Andrade e colaboradores, 2015 [19].

1.2.2 Pinca actstica

Uma das primeiras aplicacoes da forca de radiacao foi denominada pinga acistica,
que é uma técnica para aprisionamento de particulas que utiliza feixes acusticos. Duas
abordagens diferentes tém sido utilizadas para aprisionamento de microparticulas denomi-
nadas de onda estacionaria e método de feixe tinico. O primeiro sistema de pinca actstico
foi proposto por Wu com um dispositivo capaz de aprisionar estavelmente particulas de
latex e ovos de ra de 270 pm de diametro em agua [3|. Esse dispositivo é composto por
dois feixes focalizados contrapropagantes para formar uma onda estacionéria de 3.5 MHz
capaz de aprisionar microparticulas. Kozuka e colaboradores [4] apresentaram um método
de pinca acustica utilizando uma onda estacionéria de 2.1 MHz gerada por um transdutor
focalizado e um refletor capaz de aprisionar microparticulas de aluminio com didmetro
médio de 16 um. Ondas estacionarias inclinadas sao produzidas por uma configuracao de
trés transdutores operando a 1.67 MHz foram usadas para aprisionar e transportar gotas
de silica de 100 pm de didmetro [74].

Por outro lado, a abordagem de pincas actsticas através do método de feixe tinico uti-
liza transdutores bem focalizados para aprisionar particulas no ponto focal do dispositivo.
Lee e colaboradores [6] desenvolveram um dispositivo actstico de feixe tinico utilizando um
transdutor de 30 MHz capaz de aprisionar goticulas de lipidios de 126 um de diametros.
Transdutores com frequéncias mais altas que operam a 200 MHz foram projetados para
imobilizar e transladar uma célula de leucemia de 10 pm [75] e microesferas [76]. Choe e
colaboradores [13| descreveram um aprisionamento actstico de microesferas variando de
diametro entre 70 a 90 um utilizando um transdutor equipado com uma lente de Fresnel
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multifocal gerando um feixe de Bessel de ordem zero de 17.9 MHz. Um transdutor foi
fabricado por Hsu e colaboradores [77] com frequéncia central de 57.5 MHz aprisionando
microparticulas de poliestireno de 15 um de diametro. Ondas de Bessel estacionaria foram
gerados por um conjunto de 64 elementos operando a 2.35 MHz organizados em circulos
para manipular microparticulas de poliestireno de 90 um de diametro em 2D [15].

1.2.3 Acustofluidica

A microfluidica pode ser definida como a ciéncia que opera em pequenos fluidos sus-
pensos em canais de cortes transversais com dimensoes micrométricas. Acustofluidica, ou
seja, uma técnica que utiliza campos actsticos em microparticulas suspensas em micro-
fluidica, tem atraido uma atencao especial porque permite uma separacao de particulas
baseadas nas propriedades mecéanicas, tais como, tamanho, forma, densidade e compres-
sibilidade. Dispositivos no dominio de acustofluidica sao, em geral, baseados em ondas
estacionarias [14, 78]. Ondas acisticas estacionérias tornou-se um método padrdo para
manipulagao de células e particulas em chips microfluidicos [5],[79]-[82].

Ondas actusticas estacionarias de superficie tém sido utilizadas para aprisionar particu-
las com didmetro menor que 16 pm suspensas em canais microfluidicos [7]-[12],[83]. Com
o desenvolvimento de sistemas microfluidicos e o conceito da tecnologia de laboratorio
dentro de um chip (lab-on-achip), o movimento de particulas resultante da for¢a de radi-
acao acustica tém promovido uma revolugao em aplicagoes biomédicas [5],[8]-[12]. Nessas
aplicagoes é comum que as particulas tratadas possuam dimensoes muito menores do que
o comprimento de onda actstica. Isto corresponde ao chamado regime de espalhamento
Rayleigh. Este limite é facilmente encontrado em dispositivos de acustofluidica operando
em 2MHz e manipulacao de particulas tao pequenas quanto 1 um em um meio como a
adgua.

1.3 Motivacao

Células biologicas ou polimeros se comportam como particulas solidas viscoelésti-
cas [84]. Portanto, uma investigacao mais ampla sobre como a viscoelasticidade da parti-
cula afeta a forca e o torque de radiacao actustico na aproximagao de Rayleigh é desejada.
Isso nos deu a motivagao para analisar teoricamente esses fendmenos atuantes em pe-
quenas particulas viscoelasticas considerando ondas planas progressivas e estacionérias e
feixes de Bessel de ordem zero e primeira ordem. Assumimos que os efeitos termo-viscosos
sao negligenciados nos problemas de forca e torque de radiacao. Assim, o fluido é conside-
rado como nao-viscoso. Esta suposi¢ao requer que o raio da particula e o comprimento de
onda incidente devem ser muito maiores do que as camadas limite térmica 0; = /2Dy /w
e viscosa 0, = /21y /w na superficie da particula [85], onde D é a difusividade térmica,
w é a frequéncia angular e vy é a viscosidade cinética. Além disso, nosso estudo pode
permitir novos avancos nas técnicas de acustoforética.
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1.4 Artigos e publicacgoes

Artigos submetidos para publicagao

J. P. Ledao-Neto and G. T. Silva, Acoustic radiation force and torque exerted on a small
viscoelastic particle in an ideal fluid, arXiv:physics.class-ph/1508.01908, 25 paginas, 5 fi-
guras. Submetido ao Journal of Sound and Vibration, 2015.

Trabalhos em Congressos

1. J. P. L. Neto, G. T. Silva, Acoustic radiation force and torque on a fractional
viscoelastic particle. 2015. (XXXVIII ENFMC Brazilian Physical Society Meeting).

2. J. P. L. Neto, G. T. Silva, Induced radiation force and torque on a viscoelastic
particle in an ideal fluid. 2015. (170th Meeting of the Acoustical Society of America).

1.5 Apresentacao geral do trabalho

Este trabalho é voltado ao estudo tedrico da forca e do torque de radiacao acustico so-
bre uma particula viscoelastica suspensa em um fluido ideal. Em particular, o modelo de
Kelvin-Voigt fracionario é utilizado para descrever a propagacao de ondas em particulas
viscoelasticas [86]. Este modelo foi escolhido porque pode descrever a dependéncia da lei
de poténcia da frequéncia observados experimentalmente em diversos materiais viscoelasti-
cos [87]-89]. No capitulo 2 derivamos as equagoes de onda de cisalhamento e longitudinal
decorrentes da relacao de estresse-deformacao com base no modelo de Kelvin-Voigt fra-
cionario [86, 90|, ou seja, a lei de Hooke generalizada, assumindo que as componentes do
estresse sao linearmente relacionadas com as componentes da deformacao, com termos de
derivada fracionaria no tempo.

No capitulo 3 apresentamos a teoria de espalhamento da onda actstica por uma parti-
cula esférica. E importante ressaltar que a teoria de espalhamento esta diretamente ligada
aos fenémenos de forga e torque de radiagao acustico [41]. Na se¢ao 3.2, derivamos os
coeficientes de espalhamento adimensional para a aproximagao de monopolo e dipolo que
serd utilizado nas formulas de expansao de onda parcial para forca e torque de radiacao
acustico.

No capitulo 4, n6s descrevemos como obter as formulas de forca e torque de radiacao
acustico para a aproximacao monopolo-dipolo. Para simplificar ainda mais essas féormulas,
expandimos na secao 4.4, a relacao de dispersao viscoelastica em série de Taylor nas
aproximacoes de baixa e alta frequéncia.

Aplicamos o desenvolvimento da teoria no capitulo 5 para estudar o comportamento
das particulas de polietileno de baixa e alta densidade interagindo com ondas aciisticas.
Na secao 5.1, apresentamos expressoes analiticas para forca e torque de radiacao acustico
exercido sobre uma particula viscoelastica por ondas planas propagantes e estacionarias,
feixes de Bessel de ordem zero e primeira ordem. Resultados teéricos anteriores para
as particulas feitas de outros materiais (particula fluida e solida) sdo recuperados. Nos
estabelecemos a condicao de obter forca e torque de radiacao aciistico negativo em termos
dos tempos de relaxacao longitudinal e de cisalhamento da particula.
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Por fim, apresentamos no capitulo 6 as principais conclusoes deste trabalho a partir
dos resultados obtidos, bem como as nossas perspectivas para o desenvolvimento de novos
trabalhos.
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Equacoes do modelo

Em geral, a matéria apresenta-se no estado solido ou fluido. O termo “fluido” pode
ser usado para um gas ou um liquido. A compreensao dos principios bésicos da fisica dos
fluidos e solidos sao de suma importancia na analise de sistemas em que 0s mesmos sao
meios atuantes. Tanto fluidos como solidos classicos obedecem a conservacao de massa, do
momento e de energia. Neste capitulo, as equagoes de dinamica do fluido sao derivadas das
relacoes fundamentais que descrevem a taxa de variacao das densidades de fluxo de massa,
momento e energia. Apresentaremos também como uma onda se propaga em um fluido
ideal, considerando que a equacao de onda correspondente é conhecida como equacao de
Helmholtz. A solucao desta equacao em coordenadas esféricas é apresentada em termos
do método de onda parcial para todas as ondas envolvidas no problema. Além disso,
apresentaremos também as equacoes de conservacao para solidos. E por fim, expandimos
nossa analise considerando a propagacao de onda em um sélido viscoelastico através do
modelo Kelvin-Voigt. Esses estudos da propagacao de ondas em um determinado meio
(fluido ou s6lido) serao importantes para compreender a teoria de espalhamento actstico
que sera apresentada no proximo capitulo.

2.1 Equacoes de conservacao para um fluido ideal

Apesar de gases e liquidos serem compostos de atomos e moléculas, é 1til considera-
los como meios continuos. Considere um fluido ideal, cujas propriedades macroscopicas
sao constantes. Uma maneira de descrever o movimento de um fluido é por meio de um
elemento de fluido que estd fixo no espaco com relacao a um sistema de coordenadas
em qualquer instante de tempo t. Iremos considerar um elemento de fluido arbitrario de
volume Vj fixo no espaco e localizado em uma posicao r contendo um nimero suficien-
temente grande de dtomos ou moléculas que encontram-se em equilibrio termodinamico
local. Isto nos permite definir grandezas fisicas para o elemento de fluido, tais como
densidade, velocidade, pressao, energia interna e entropia.

Neste capitulo, faremos o uso recorrente do teorema da divergéncia de Gauss para um
determinado campo vetorial B(r) que é dado por

V-B(r)d®r = | B(r) ndr, (2.1)
Vo SO
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onde m é o vetor unitario normal que aponta para fora da superficie Sy, d*r e d*r, sao os
elementos de integracao de area e de volume, respectivamente.

2.1.1 Equacgao de conservacao da massa

Considere um volume fixo Vy de um elemento de fluido localizado na posicao r. Assu-
mimos que o elemento de fluido contém N atomos ou moléculas em um instante de tempo
t. Entao, podemos definir a densidade p(r,t) da seguinte forma:

p(r,t) = %Zmi, (2.2)

onde m; é a massa de um &tomo ou molécula dentro do elemento de volume Vj. A
velocidade do centro de massa do elemento de volume Vj do fluido para qualquer instante
de tempo t ¢é definida da seguinte forma:

LN
v(r,t) = ——— m;v;. 2.3
8 = s 2 (23)

onde v é conhecido como a velocidade do elemento de fluido, e v; é a velocidade do i-ésimo
atomo ou molécula dentro do elemento de volume V4.

Dentro de um fluido, a massa nao pode ser criada ou destruida, entao a massa total
pode variar apenas devido ao fluxo de massa. O fluxo de massa por unidade de area
por unidade de tempo (com unidade kg m?s™') & definido como densidade p(r,t) vezes
a velocidade de conveccdo v(r,t). Assim, a variacio da massa total do volume Vj por
unidade de tempo depende do fluxo de massa pv através da superficie Sy e do volume V),
figura (2.1). Portanto, a conservagao de massa exige que

8t/ pd’r + / pv - nd*r =0, (2.4)
Vo So

onde 0, = 0/0t. Uma vez que o volume Vj é fixo, a derivada temporal 0; pode ser
calculada diretamente na funcao densidade. Por outro lado, podemos utilizar o teorema
da divergéncia de Gauss, Eq. (2.1), na integral de superficie da Eq. (2.4) para transformar
essa integral em uma integral de volume,

/ pv-ndir = / V- (pv)d®r. (2.5)
So VO
Substituindo a equagao (2.5) na equacao (2.4), obtemos

Op+V-pv=0, (2.6)

que corresponde a equacgao de conservacao da massa.

Instituto de Fisica - UFAL



2.1 Equacoes de conservacao para um fluido ideal 26

2.1.2 Equacao de conservacao do momento

O momento linear dentro de um volume fixo Vj para qualquer instante de tempo ¢
é pv. Da mesma forma que a variacao da massa, o momento linear pode variar devido
a conveccao. Nesse caso, o fluxo de momento é definido como pvw. A variacdo da taxa
do momento linear em um volume Vj deveré ser igual a soma das contribuicoes do fluxo
de momento, da forca devido a pressao normal a superficie Sy e das forcas volumétricas,
que sao forcas externas que atuam ao longo de todo o volume do fluido, podemos citar
como exemplo dessas forcas volumeétricas a forca gravitacional e a forca elétrica. Assim,
a variacao da taxa do momento linear no volume V{, para um fluido ideal é dado por

Gt/ pv d&®r + / pnd*r + / pvv-nd’r+ | fVdPr=0, (2.7)
Vo So So Vo

onde a quantidade vv é um diade (tensor de segunda ordem), p(r,t) é a pressdo em
r e fV é a densidade de forca volumétrica. Podemos utilizar o teorema de Gauss para
tensores [91] com intuito de transformar as integrais de superficies da Eq. (2.7) em integrais
volumétricas. Consequentemente, a equacao de conservagao do momento na forma integral
é dada por

@/ pv d°r —I—/ Vp nd®r + / V- (pov) d*r + / FVdPr=o. (2.8)
Vo Vo Vo Vo

Como o volume Vj é arbitrario, encontramos a equacao diferencial parcial da conservacao
do momento
Oi(pv) + Vp+ V- (pvv) + f¥ = 0. (2.9)

No caso particular, em que as forcas volumétricas f¥ sdo muito menores que as outras
forcas da Eq. (2.9), podemos considerar que f¥ = 0. Além disso, definimos o tensor de
tensoes para um fluido nao-viscoso como

S = pI + pvv, (2.10)

onde o gradiente da pressao pode ser expresso em termos de um tensor de segunda ordem
como Vp = V - (pI), com I sendo o tensor unitario. Portanto, podemos reescrever a
Eq. (2.9) da seguinte forma:

O(pv)+V-S=0. (2.11)

Essa ¢ a equacao de conservagao do momento linear que iremos utilizar para derivacao
da equacao de onda linear na proxima secao. Porém, é 1til reescrever essa equacao em
um novo formato que serd utilizada na demostracao da féormula de forca no capitulo 4.
Considere a relacao matematica,

V- pvv = (V- pv)v+pv- Vo. (2.12)
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Figura 2.1: Forgas atuando sobre as particulas de massa m; e velocidade v; que ocupam um
elemento de fluido de volume Vj(t).
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Fonte: Autor, 2015.

Usando a equagao de conservacao da massa, Eq. (2.6) dentro dessa relagdo acima, temos
V- pvv = —(0p)v + pv - V. (2.13)

Substituindo essa relagdo na equagao de conservagdo do momento, Eq. (2.11), obtemos
pDyww = —Vp, (2.14)
onde o operador D; = (0; + v- V) é a derivada temporal material. Essa é uma outra

forma de escrever a equacao do movimento.

2.1.3 Conservagao da energia

A 1ltima equacao de conservacao para um fluido ideal a ser apresentada é governada
por leis da termodindmica e por conveccao. Ao trabalhar com termodinamica dos fluidos
é conveniente utilizar quantidades termodinamicas por unidade de massa. Desta forma,
usaremos a letra u para denominar a energia interna por unidade de massa de um volume
fixo Vp, e a letra s para denominar a entropia por unidade de massa. A primeira lei da
termodinamica relaciona o aumento da energia interna com o trabalho realizado sobre o
elemento de volume, e o calor T'ds da seguinte forma:

du =Tds — pd(p~') = Tds + %dp, (2.15)

onde T é a temperatura. Assumiremos que o transporte de calor no fluido é lento com-
parado com a propagacio acistica. Desta forma, em um processo adiabatico (ds = 0),
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a primeira lei da termodinamica torna-se du = pp~2dp. Assim, tanto a energia interna
como a pressao pode ser expressa como pela equacao de estado em funcao da densidade,

p = p(p), (2.16)
u(p). (2.17)

u

A densidade de energia em um volume Vj é dada pela soma da densidade de energia
cinética e a densidade de energia interna,

B(rt) = _pvz(;, ‘)

+ pu(r,t). (2.18)

De maneira analoga a variacdo do momento linear, Eq. (2.7), a densidade de energia
em um fluido de volume Vj pode variar por conveccao através da superficie Sy e devido
a variacao do trabalho realizado por uma forca gerada pela pressao na superficie Sp. A
densidade de energia de convecgao ¢ dada em termos do fluxo de energia (pv?/2 + pu)v,
enquanto a variacdo do trabalho devido a pressao é pv (veja figura 2.1). Portanto, a
variagao da taxa da densidade de energia em um volume V[ para um fluido ideal é dada
por

pv? pv? 2 2
at/ (—+pu>d3r+/ (—+pu)v-ndr+/p'v-ndr=0. (2.19)
Vo 2 So 2 So

Fazendo novamente o uso do teorema da divergéncia de Gauss, e como o volume Vj é
arbitrario, encontramos a equacao da conservacao de energia,

2 2
O (%—f—pu)—kv-{(%ﬁ-puﬁ-p)v} =0, (2.20)

Observe que a quantidade entre colchetes é identificado como vetor fluxo de energia.

2.2 Propagacao da onda no fluido ideal

A equacgao da onda que representa a dindmica de propagagao da onda em um fluido
ideal é derivada da combinacao da equacao de estado da pressao em termos da densidade
(2.16), da equacao de conservagao da massa (2.6) e da equagao de conservagao do momento
(2.11). Considere um fluido homogéneo, cuja densidade ambiente py e a pressao ambiente
Po sao constantes. Além disso, expandimos a pressao, que depende da densidade, em série
de Taylor em torno de py. Neste caso, escrevemos a série da seguinte maneira:

— (3210);)0

P —Po = Z(P—PO)HTa (2.21)

n=1

onde d, = 0/0p designa variagoes de pressao com a densidade do fluido, ou seja, ondas de

pressdo, que por definigdo é o som. Assim, a derivada parcial de primeira ordem (9,p),,
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tem dimensao de velocidade ao quadrado. Portanto, a velocidade do som é definida da
seguinte maneira,

o = (0,D) o- (2.22)

O conjunto de equacoes diferenciais parciais nao-lineares que descrevem a dinamica
da onda em um fluido ideal sao notoriamente de dificil resolucao analitica. No entanto,
solucoes aproximadas sao tteis e podem ser encontradas utilizando o método de aproxi-
macoes sucessivas. Neste método, a pressao, densidade e a velocidade sao expandidas em
poténcias de um pequeno parametro M. Esse parametro de expansao M é o nimero de
Mach, que é a medida adimensional da velocidade definida como

M=2 (2.23)
Co
onde vy é magnitude méaxima da velocidade do elemento do fluido e ¢y é a velocidade
do som no fluido. Portanto, nossa analise estd condicionada a um regime de velocidade
muito baixa, M < 1. Desta forma, a pressao, a densidade e a velocidade sao escritas da
seguinte forma:

p—po=>) M"p", (2.24)
n=1

p—po=Y M'p", (2.25)
n=1

v=> M"v", (2.26)
n=1

onde o indice n identifica a ordem da expansao. Para a derivacao do problema de es-
palhamento, a aproximacao linear dos campos acisticos ¢ suficiente. No entanto, para
a derivacao da forca e torque de radiacao serd necessario utilizar campos actisticos de
segunda ordem, essa andlise serd apresenta no capitulo 4.

2.2.1 Equacao linear da onda

As pequenas perturbagoes actusticas, no qual o parametro de perturbacao é M < 1,
podem ser descritas pela aproximacao linear dos campos de pressao, densidade e veloci-
dade do elemento de fluido

p—po=Mp", (2.27)
p—po=Mph, (2.28)
v = Mo, (2.29)

Substituindo as Eqgs. (2.27) e (2.28) na equacao (2.21) para n = 1, encontramos que a
aproximacao linear da expansao da pressao em funcao da densidade é dada por

pM = c2pM. (2.30)
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Agora considerando as equacoes de conservagao da massa (2.6) e conservac¢ao de momento
(2.11), substituimos novamente as Eqs. (2.27), (2.28) e (2.29), mantendo somente os
termos de primeira ordem de M e eliminando a densidade através da Eq. (2.30), obtemos

1
C—zﬁtp(l) + oV - oM =0, (2.31)
0

po0oM + Vpl = 0. (2.32)

Essas equagoes sao as equacoes lineares de dinamica dos fluidos.
Tomando o rotacional da Eq. (2.32), encontramos que a velocidade do elemento do
fluido é irrotacional,
vV x v =0, (2.33)

onde esse resultado é obtido devido ao fato de que o rotacional do gradiente é sempre
nulo. Assim, podemos introduzir uma funcao potencial escalar ¢(r,t) para a velocidade
do elemento do fluido é dado da seguinte forma:

vV = V. (2.34)
A pressao é dada em termos do potencial de velocidade a partir da Eq. (2.32)

P = —podrg. (2.35)

Substituindo a velocidade do elemento de fluido e a pressao em termos do potencial de
velocidade na Eq. (2.31), encontramos a equacao linear da onda para o potencial de
velocidade,

(v2 _ cigat?) (r ) = 0. (2.36)

E facil observar que tanto a pressio como a velocidade do elemento do fluido satisfazem
a equagao linear da onda.

2.2.2 Equacao de Helmholtz

Os fendmenos de forga e torque de radiacao sao relacionados com os campos acisticos
(pressao, densidade,velocidade) que tenham variacao temporal harmonica com frequéncia
angular w = 27 f, onde f ¢ a frequéncia. Assim, a velocidade do elemento do fluido é dada
por ¢(r)e . Entdo a equagdo linear da onda (2.36) pode ser expressa como a equagao
de Helmholtz:

(V2 + k%) op(r) =0, (2.37)

onde k = w/c é o nimero de onda e ¢(r) é a amplitude determinada por condi¢oes de
contorno especificas de um determinado problema acistico.

O sistema de coordenadas escolhido para obter a solugao da equagao de Helmholtz
depende do problema que serd estudado. Para o problema de espalhamento actstico
escolheremos o sistema de coordenas esféricas (r, 6, ), onde r é a distancia radial, 0 é o
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Figura 2.2: Coordenadas esféricas (r,0,¢): r é a distancia radial, § ¢ o angulo polar e ¢ é o
angulo azimutal.

-
>

Fonte: Autor, 2015.

angulo polar e ¢ é o angulo azimutal, conforme ilustrado na figura (2.2).
A regra de transformacao de coordenadas esféricas em cartesianas pode ser descrita
desta forma:

x = rsinfcos g, (2.38)
y = rsinfdsinp, (2.39)
2z =1rcosb, (2.40)

onde 6 é medido a partir do eixo z positivo com 0 < 6 < 7 e ¢ no plano zy com
0<p < 2.

2.2.3 Solucao da equacao de Helmholtz

Utilizando o laplaciano em coordenadas esféricas, a equacao de Helmholtz (2.37) as-
sume a seguinte forma:

1

r?sin

1 . 1
r—g& (7“28@) + (989 (sin 00p¢) + T2—8§¢ + k%0 =0. (2.41)

sin®#

O modo mais simples de resolver essa equacao diferencial parcial é subdividi-la em um
conjunto de equacgoes diferenciais ordinarias, faremos isso usando o método de separacao
de variaveis em coordenadas esféricas da seguinte forma:

¢(r0,¢) = R(r)O(0)®(p), (2.42)
onde R(r), ©(0), ®(p) sdo fun¢des arbitrarias radial, polar e azimutal. Substituindo a
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Eq. (2.42) na Eq. (2.41) e dividindo por R(r)©(0)®(y) , temos

1
dg (sin0dy®) + ————d>® + k* = 0, (2.43)

dr2sin?f ¢

IR (r*d.R) +

Rr? Or2sinf

onde d, = d/dr, dg = d/df e di = d?/dg?. Observe que, todas as derivadas agora sdo
derivadas ordinarias, ndo mais parciais. Multiplicando por 72 sin? 6, podemos encontrar,

1

1, _ 1
—d2P = T‘Q SlIl2 0 —]{?2 - —dr (T’2dT~R) - m

Pl RT2 d@ (sin Hd(;@) . (244)
E importante verificar que a Eq. (2.44) relaciona uma funcio apenas de ¢ a uma fungio
de r e de 6 apenas. Como r,0 e ¢ sao variaveis independentes, podemos igualar cada lado

da Eq. (2.44) a uma constante.

1
Edsz((p) = —m?, (2.45)
. 1 .
r?sin?0 |—k? — —d, (rszR) — mdg (sinfde®)| = —m?, (2.46)

Rr?

onde m deve ser um inteiro, cujo o valor depende dos detalhes do problema. Multiplicando
a Eq. (2.46) por r? e rearrumando os termos, obtemos

2

r2k2 4+ }%dr (,n?drR) = — dg (sin 0dyO) + (2.47)

sin? @’

1
O sin 6
De maneira similar, cada lado da equacao pode ser igualado a uma constante, assim

obtemos,

1 m?

sin@de (sinfdy©) — - (9@ +nn+1)© =0 (2.48)
1 n(n+1)R
KR+ —d (r*d,R) — —— =0 (2.49)

onde n da mesma forma que m deve ser um inteiro que pode ser determinado.
A solucdo da Eq. (2.45) ¢ dada por

P(p) = P, (2.50)

onde ®; ¢ uma constante e m ¢ um inteiro de modo que a solucao é a mesma para ¢ e
© + 2.

Para encontrar a solugao da Eq. (2.48), precisamos fazer uma substituigao de variavel
n = cosf. De modo que, a Eq.(2.48) torna-se

m2

1—n?

dy [(1=n*)d,O(n)] + [n(n+1) — O(n) = 0. (2.51)

A Eq. (2.51) é identificada como a equagao associada de Legendre, cuja a solugao é dada
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por
O(0) = ©,P(cosb), (2.52)

onde P"(cosf) sdo as fungoes associadas de Legendre e ©1 é uma constante.
As funcoes angulares © e ® sao frequentemente combinadas em uma funcao conhecida
como harmonicos esféricos Y, onde

(2n+1)(n —m)! ,
ym = P vy >0, —n<m<n. 2.
0, ) \/ e p— M(cosh)e™, n>0,—n<m<n (2.53)

A equagao radial (2.49) é conhecida como equagao esférica de Bessel, cuja a solugao é
dada por
R(r) = Ryjn(kr) + Roy,(kr), (2.54)

onde 7, e y, sao funcoes esféricas de Bessel e Neumann de ordem n, R; e Ry sao constantes.
Podemos escrever essa solugao de forma alternativa como [92]

R(r) = Rsh{V (kr) + Ryh{? (kr), (2.55)

onde hYY e h'? sio funcoes esféricas de Hankel de primeiro e segundo tipo e de ordem n,
e R3, R, sao constantes.

Uma vez que obtivemos as solucoes separadas das funcoes radial, polar e azimutal, a
solugdo geral da equagao de Helmholtz dada pela Eq. (2.42) torna-se

S(kr,0,0) = > [anmn(kr) + bumyn (kr)]Y,"(0, 0). (2.56)

n=0 m=—n

De modo alternativo, podemos escrever a solu¢ao como

n=0 m=—n

onde apnpm, bum, Snm € Cam S0 coeficientes que serao determinados através das condicoes
de contorno especificas de um problema actstico.

2.3 Equacoes de conservacao para soélidos

Nesta se¢ao, apresentaremos as equagoes bésicas para um sélido eléastico (conservagao
da massa, do momento e de energia), incluindo os conceitos de deformagao e o desenvol-
vimento das relagoes constitutivas. As equacoes apresentadas nesta secao serao referidas
em sistema de coordenadas cartesianas z; (i = 1,2,3), permitindo que as complexidades
do calculo tensorial seja evitado.
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2.3.1 Deformacao

Considere um meio continuo de volume V; e superficie Sy sujeito a uma deformacao.
Na situagao inicial, o ponto Py esta localizado pelo vetor R(xy, 22, x3). Um ponto P si-
tuado na vizinhanca de Py, encontra-se localizado pelo vetor dR em relacao a Fy. Apos a
deformagao, o volume e a superficie serao denominados por V{ e S{, o ponto Py sera repre-
sentado por Pj e estara localizado pelo vetor r(z1, x2,z3). O ponto P sera representado
por P| que estara localizado pelo vetor dx em relagdo a PjJ, como mostra a figura (2.3).
O deslocamento de Py para Pj ¢ medido pelo vetor w = (wy,ws,ws). Desta forma, as
relagoes entre os vetores mostrado na figura (2.3) sao dadas por

r=R+w, (2.58)
w+dr=dR+W. (2.59)

No entanto, da Eq. (2.58), obtemos que dr = dR + dw. Utilizando essa expressao,
podemos reescrever a Eq. (2.59) como

W =w+ dw. (2.60)
Além disso, podemos expressar dw; da seguinte forma:

onde 0; = 0/0x;. Essa equacao pode ser apresentada na forma
1 1

Assim, podemos definir os tensores infinitesimais de deformacao e rotacao para peque-
nas deformacoes como

1 1
61']' = 5(83101 + &-wj), (J.jij = 5(8]101 — @wj), (263)
na forma vetorial, a deformacao é dado por

€ =

% (Vw + Vw') (2.64)

onde Vw & o tensor de segunda ordem e o sobrescrito T denota a transposta de um tensor.
O resultado da Eq.(2.62) mostra que a cinematica de um ponto arbitrario na vizinhanca

de F, é governada pelo campo gradiente local 0;w; e que o movimento é uma combinagao
de efeitos locais de distorcao €;; e rotacao de corpo rigido w;;.

2.3.2 Tensao

Considere um meio continuo de volume V; e superficie Sy que sofre a acao de forgas
externas f; (i = 1,2,3) como mostrado na figura (2.4). Quando um objeto é deformado
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Figura 2.3: Deformacdo de um meio continuo de volume Vj e superficie Sy para o volume Vj e
superficie Sj.
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Fonte: Autor, 2015.

’

devido a essas forcas, a disposicao das moléculas é alterada e o corpo deixa de estar
no seu estado de equilibrio original. Como resultado dessas forgas externas, o vetor de
tracao interno q que tende a devolver o corpo ao equilibrio vai atuar sobre um elemento de
superficie arbitraria com o vetor normal n a essa superficie, como mostrado na figura (2.4).
O vetor tragao é dado por

g=o0-n, (2.65)

onde o é o tensor de tensoes e estd diretamente relacionado com as forcas internas que
tendem a devolver o corpo ao equilibrio. Desta forma, se nao h& deformacao, nao existe
tensao interna.

Figura 2.4: Representacao do vetor tracao g de um meio continuo de volume Vj e superficie Sy
devido a forgas externas f;(i = 1,2, 3).

Fonte: Autor, 2015.
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2.3.3 Conservacao da massa

A massa contida em um meio continuo de volume Vj e superficie Sy para qualquer
instante de tempo t é dada por

m= [ pd®r, (2.66)
Vo

onde p; = p1(r,t) é a densidade de massa de um sélido. A conservacao de massa requer
que taxa de variacao da massa seja nula, ou seja, dm/dt = 0. Assim,

/ O dPr + p13y(dr)] = 0. (2.67)
Vo

O deslocamento de uma particula devido a uma deformacao do volume Vj ap6s um instante
de tempo dt é vdt. Se n é o vetor unitario normal a superficie Sy, entao o volume deslocado
pelas particulas de um elemento de area d?r na superficie Sy é d3r = v-ndtd*r. Portanto,

Oy d’r +/ pv - nd*r = 0. (2.68)

Vo SO

Utilizamos o teorema da divergéncia de Gauss, Eq. (2.5), na integral de superficie para
tornd-la uma integral de volume, desta forma

o d3r + V- prodr = 0. (2.69)

Como o volume V; é arbitrario, entao a equagao de conservacao da massa é dada por

op1+V - pv=0. (2.70)

2.3.4 Conservacao do momento

A variacao da taxa do momento linear em um meio continuo de volume V; e superficie
Sp € igual a forca total aplicada sobre esse volume. Para qualquer instante de tempo t, o
momento linear no volume continuo Vj é pyv. O corpo esta sujeito a forcas de superficies
e volumétricas. Assim, a taxa de variagdo do momento linear do corpo é dado por

8t/ p1v d3r:/ o- nd2r+/ YV dir, (2.71)
Vo So Vo

onde o é o tensor de tensoes em um solido. Resolvendo a derivada temporal na integral
do lado esquerdo da igualdade, e lembrando que a derivada no tempo do elemento de
volume ¢ 9,(d*r) = v - n d*r, temos

/ (vO,py + p1Ow) dPr + / p1vv - nd’r = / o-nd*r+ fVdir, (2.72)
Vo So So Vo

substituindo a equacdo (2.68) e v = Jyw simplificamos o lado esquerdo da igualdade.
Utilizando novamente o teorema de Gauss, Eq. (2.5), na integral de superficie podemos
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reescrever essa equacao da seguinte forma
/ (p1 Pw—V -0 —fV)d*r =0. (2.73)
W
Como o volume V) é arbitrario, a equacao da conservacao do momento é dada por
2 v _
prOw—-V.-o—f"=0. (2.74)

Para um caso particular, onde as forcas volumétricas fV sio muito menores que as
outras forcas da Eq. (2.74) podemos despreza-las, desta forma reescrevemos a Eq. (2.74)
da seguinte forma:

p 0w —V-o=0. (2.75)

Essa ¢ a equacao de conservacao do momento para solidos que iremos utilizar nas proximas
secoes.

2.3.5 Conservacao da energia

A Conservagao de energia estabelece que a variagao da taxa da energia total é igual ao
trabalho realizado sobre o corpo devido a todas as forcas externas por unidade de tempo.
A energia cinética E. é definida como

1

E, = —/ v2py d’r. (2.76)
2 v,

A energia interna U é definida como

U:/ up; d’r, (2.77)
Vo

onde u é a energia interna por unidade de massa. Desta forma, a conservacao de energia
é dada por

1
Ot/ (v +u)pdPr = / (0 -n)-vd®r+ [ f-vdr. (2.78)
Vo 2 So Vo

Desenvolvendo o lado esquerdo dessa equacao, temos

1 1
/ {(v@tv + Jyu)p1 + (51)2 + u) &gpl] d3r + / (502 + u) pv-nd’r
Vo So

= / (0-n)-vdr+ [ £ odr (2.79)
S() VO

Aplicando o teorema de Gauss novamente nas integrais de superficie e organizando os
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termos, obtemos

1
/ (v(“)tv+8tu)p1d3r+/ (502 + u) [Oip1 + V - prv] dr = V-ovd®r+ | f -od’r.
VO VO

Vo Vo
(2.80)
Note que o termo entre colchetes é zero, pois trata-se da equacao de conservacao da
massa (2.70), além disso substituindo v = dyw e reorganizando os termos, reescrevemos
essa equagao da seguinte forma

/ [(p10?w — V-0 — f)Ow + (p10yu — oV - v)]d’r = 0. (2.81)
Vo

O primeiro parenteses é zero, pois trata-se da equagao de conservacao do momento (2.74),
portanto a equacao acima reduz para

p10u—oV-v=0. (2.82)

Essa é a equacao de conservacao da energia para solidos.

2.4 Modelo de Kelvin-Voigt

Em um material eléstico, a tensao e a deformacao estao relacionados pela rigidez,
que é uma medida da resisténcia do material a deformacao em resposta a uma forca
aplicada. Para um meio isotropico, Cauchy generalizou a lei de Hooke assumindo que as
componentes da tensao sao linearmente relacionadas com as componentes da deformacao.
Desta forma, podemos escrever a equacgao tensorial na notacao de Einstein, onde um indice
repetido implica sempre um somatorio sobre esse indice, da seguinte forma:

0ij = Cijri€rl, (2.83)

onde o 0;; € o tensor de tensoes, € é o tensor deformacao e Cjj; € o tensor das constantes
elasticas, ou moédulos, do material e é chamado o tensor do moédulo de elasticidade.
Para considerar o comportamento viscoelastico no qual a taxa de deformacao depen-
dente do tempo é observada em resposta a uma forga aplicada, a Eq.(2.83) pode ser
generalizada adicionando termos proporcionais a derivadas temporal da tensao e da de-

formagao,
M

L+ > Apor
m=1

onde 0" = 0™/0t. Esta expressdo é responsavel para os quatro tipos de comporta-
mento viscoelastico classico (Kelvin-Voigt, Maxwell, Zener ou anti-Zener) dependendo
dos valores de A7y, By, My e My, Quando My = 0 e My = 1, obtemos o modelo de
Kelvin-Voigt [86],

Jij =

Mo
Cijrr + Y B;;kla?] €t (2.84)

m=1

0ij = Cijri€rs + BijriOep. (2.85)
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Para desenvolver a relacao tensao-deformagao, Eq. (2.85), utilizamos o seguinte teo-
rema: Um tensor isotropico de quarta ordem D;ji; pode ser escrito da seguinte forma [93]:

Dijir = N0 + p(6ikbjr + 0adjn) + k(00 — 6udik), (2.86)

onde A, ;1 e Kk sdo constantes e 0;; é a fungao delta de Kronecker. Utilizando esse teorema
para os tensores de quarta ordem da Eq.(2.85) a relagio tensdo-deformacao do modelo
Kelvin-Voigt pode ser escrita como

Oij = /\eéijekk‘ + 2Me€ij -+ /\V(sz‘jatﬁkk + 2,uV8teL-j, (287)

ou seja,
o =[(Ae + \O;) tr€] T+ 2(ue + py0h)e, (2.88)

onde, I é o tensor unitario de segunda ordem, ‘tr’ significa o traco de um tensor, A\ € fie
sao as constantes elasticas longitudinal e cisalhamento em unidades de Pa - s, enquanto
que Ay e [y a0 os coeficientes de viscosidade longitudinal e cisalhamento em unidades de
Pa-s.

Utilizando o tensor deformagao Eq.(2.63) e a relacao de tensao-deformagao para um
solido viscoelastico isotropico Eq.(2.87) na equacao de conservacao do momento Eq.(2.75),
reescrevemos essa relagao como fungao do deslocamento w,

p10;w; = (Xe + 1) 07w; + peOiw; + (A + ) 05;00w; + 1107 0yw; (2.89)
Na forma vetorial, essa equacgao é equivalente a
p10;w = (N + 1)V (V - w) + pe V2w + (A + 1)V (V - Qyw) + V0w, (2.90)

Agora, utilizamos a identidade vetorial V2w = V(V - w) — V x V x w para reescrever
essa equagao como

O}w =iV (V- w) — 2V x V x w + 17¢;V (V- dyw) — 1562V x V x dyw, (2.91)

onde a velocidade do som longitudinal e cisalhamento sdo dadas por [94]

Ae 2 e
cr = w, (2.92)

P1

[ He
Cs = 4] —. 2.93
o ( )

Além disso, os tempos de relaxacao longitudinal e cisalhamento sdo convenientemente
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definidos como

A + 24t
= (Jr—f) , (2.94)
P1Cyq

o= (p‘f;) . (2.95)

Notamos a natureza complexa da equa¢io de movimento do deslocamento Eq.(2.91).

Desta forma, é necessario escrever essa equacao de forma mais simples, para isso faremos
uso do teorema da decomposi¢ao de Helmholtz [95], expressando o vetor deslocamento w
em termos do potencial escalar ¢, e do potencial vetor A,

w= (Ve +V x Ae ™ V-A=0, (2.96)

onde ¢y, e A sao as amplitudes das funcoes potenciais escalar e vetor correspondentes
as ondas longitudinais e de cisalhamento, respectivamente. Substituindo Eq. (2.96) na
Eq. (2.91),

v aqug—czv?@—ncﬁatv?@} e W1V x {Q?A—chZA—TScz@tV?A et =0. (2.97)

Esta equacao sera satisfeita se cada termo entre parenteses desaparecer, assim podemos
escrever a equacao da onda em um sélido para cada potencial separadamente,

Kl + Tgat> V2 — cfaf] pee " =0, (2.98)
[(1 + rsat) AV cs—Qaf] Ae @t =0, (2.99)

Uma vez que a fun¢ao potencial A é um campo vetorial solenoidal, podemos expressa-
lo em termo de dois potenciais escalares 151 € 152, isto é, os chamados potenciais escalares
de Debye [96],

A=V X (r)s1) +V XV X (r1)g2). (2.100)

Assim, substituindo o potencial vetor Egs. (2.100) nas equacoes de onda Eqs. (2.98) e
(2.99), obtemos as equagoes de Helmholtz escalares

(V?+ k7)) ¢0 =0, (2.101)
(V2 +£2) (ws’l) =0, (2.102)
2ﬂs,2

onde k; e ks sao os nimeros de onda longitudinal e cisalhamento, respectivamente. As
relacoes de dispersao das ondas longitudinal e cisalhamento sao

ki = (f)znz(mj), j € {t,s}, (2.103)
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onde n.(wt;) é reconhecido como o indice de refragdo complexo do material viscoeléstico,

1

1+ (—inj)7 j € {ts) (2.104

ne(wrj) =

E til definir o tempo de relaxagdo adimensional €; = (w7;). Além disso, podemos
escrever o indice de refracao complexo em termos de sua parte real ny e parte imaginaria

| ne(e;) = nr(e;) +ia(e;). (2.105)

Note que o meio é dispersivo e absorvedor, a parte imaginaria esta relacionada com
quantidade & que corresponde a funcao de absorcao adimensional, enquanto que a parte
real esta relacionada com dispersao, np sera referido como o indice de refracao do material.

2.5 Modelo de Kelvin-Voigt Fracionario

A particula espalhadora é feita de um material s6lido viscoelastico. J4 esta bem estabe-
lecido que a absorcao actustica de ondas longitudinais ou de cisalhamento em uma grande
variedade de materiais viscoelasticos obedece a uma lei de poténcia da frequéncia [87]-[89]

a(w) = auw™, (2.106)

onde g ¢ o coeficiente de absorcao e 3y é o expoente da lei de poténcia que varia entre 0
e 2. Estes parametros estao relacionados com as propriedades do material viscoelastico.

Este modelo foi escolhido porque descreve a dependéncia da lei de poténcia da frequén-
cia observada experimentalmente em varios materiais viscoelésticos [87]-[89]. Desta forma,
apresentamos uma generalizacao do modelo de Kelvin-Voigt apresentado anteriormente.
Essa generalizacao é feita introduzindo um operador de célculo fracionério, chamada de
derivada fracionaria, na relagdo entre a tensao e deformacdo. Desta forma, a Eq. (2.84)
pode ser generalizada substituindo as derivadas temporais com expoentes inteiros por
derivadas temporais fracionarias [86],

Mo
Cism + > Braort = e, (2.107)
m=1

My
1+ Z A?;kzaln+u_1] Oij =
m=1

onde 97 (v > 0) ¢ o operador derivada fracionaria temporal. Este operador atuando
em uma fun¢do do tempo, f(t), é definido aqui através da transformada de Fourier da
seguinte forma [89]:
o0
| s = iy Fe), (2.108)
—0o0
onde F(w) é a transformada de Fourier. A derivada fracionaria de ordem arbitraria v
pode ser entendida como uma generalizacao da derivada de m-ésima ordem, substituindo
o nimero inteiro m por um nimero real v.
Novamente, dependendo dos valores de M; e My esta expressao é responsavel por
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quatro tipos de comportamento viscoelastico classico . Para o caso, M; = 0, M, = 1,
obtemos o modelo de Kelvin-Voigt fracionario (86|,

0ij = Cijrer + Bijr0y €n- (2.109)

Da mesma forma que o modelo Kelvin-Voigt, para o caso isotrépico, o modelo fracio-
nario pode ser escrito da seguinte forma:

Oi5 = )\eéijekk -+ 2,U/e€z'j + )\Vél-jafekk -+ 2,uvafeij, (2110)

ou seja,
o =[(Ae + \O)) tr€] T+ 2(pe + 10 e, (2.111)

note que agora os coeficientes de viscosidade longitudinal A, e cisalhamento u, tem uni-
dades de (Pa-s”) devido a derivada fracionaria. Seguindo os mesmos passos usados na
secao 2.4, essa expressao também pode ser escrita como uma equacao de onda para cada
potencial separadamente,

Kl + rgat”) V2 — cf@f} pee =0, (2.112)
[(1 + Ts”at”) V2 — cs—?af} Ae ¥ = 0. (2.113)
Agora, os tempos de relaxacao longitudinal e cisalhamento sdo convenientemente definidos
como
)\V 9 . 1/v
7= (+—2“) , (2.114)
P1Cq
[ 1/v
= Al ) 2.115
" (Plcg) ( )

Note que v = 1, retornaremos ao modelo classico de Kelvin-Voigt.

Para obter as equacoes para as amplitudes dos potenciais ¢, 951 € 12, pode-se mos-
trar a partir da Eq. (2.108) que dVe ! = (—iw)"e ! e de maneira similar a segao 2.4
obtemos novamente as equacoes de Helmholtz

(V2 +k7) ¢0 =0, (2.116)
(V?+K2) (wsvl) = 0. (2.117)
2/}'5,2

Agora, com os indice de refracao complexo do material viscoelastico das ondas longi-
tudinal e de cisalhamento sendo escrita como
1

ne(wrj) = e je{l s} (2.118)
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A solucao da equacao de Helmholtz é dada na se¢ao 2.2.3. As amplitudes dos potenciais
dentro da particula deve ser fun¢oes regulares (finitas). Por isso, os potenciais longitudinal
e cisalhamento de Debye sao expressos na base de onda parcial como

Ge(ker,0,0) = butinm i (ker) Y (0, 0), (2.119)
77ZJS71(]{‘IS747 97 ‘P) = Z Cnanmjn(ksr)ynm(97 80), (2120)
Yok, 0,0) =Y duttymjn (k7)Y (0, 0), (2.121)

onde, os coeficientes de expansao b,, c¢,, d, e s, serao determinados pela resolucao do
sistema linear obtido a partir das condi¢oes de contorno na superficie da particula, que
serao discutidas no préximo capitulo.

Neste capitulo, descrevemos as equagoes de conservacao em um determinado meio,
bem como a propagacao da onda nesse meio e apresentamos a solucao da equacao de
Helmholtz. Esses equacoes do modelo serao usadas no desenvolvimento desta tese.

No proximo capitulo vamos abordar os conceitos que fundamentam o espalhamento
acustico por uma particula esférica, e no capitulo 4, iremos apresentar um estudo sobre
forca e torque de radiacao que utilizam os fundamentos de espalhamento.

Instituto de Fisica - UFAL



Espalhamento actstico no limite de Rayleigh

Quando uma onda sonora encontra um obstaculo, parte da onda é desviada do seu ca-
minho original. E usual definir a diferenca entre a onda desviada e a onda ndo perturbada,
que estaria presente se nao houvesse o obstaculo, como onda espalhada.

Trabalhos pioneiros estabeleceram as bases teéricas para analisar o espalhamento em
uma particula esférica imersa em um fluido ideal, devido a onda plana incidente. O es-
tudo pioneiro sobre espalhamento actstico foi desenvolvido por Lord Rayleigh [97]. Nesse
estudo, Rayleigh considerou o caso limite no qual o espalhador (esfera rigida) é muito
menor que o comprimento de onda. Um caso geral para espalhamento por uma esfera ou
cilindro rigido foi desenvolvido por Morse [98], no qual a solu¢ao do espalhamento desen-
volvida por ele nao necessariamente considera que o espalhador é muito menor do que o
comprimento de onda. Nesse estudo, o espalhador pode ser considerado aproximadamente
do mesmo tamanho do comprimento de onda. Em geral, dependendo do material que é
feito o espalhador, as ondas sonoras podem ser espalhadas e absorvidas. Desta forma,
Morse e colaboradores generalizaram o estudo anterior, considerando os efeitos da onda
longitudinal dentro de espalhadores fluidos (cilindro e esfera). A teoria de espalhamento
para cilindro e esfera feito de material sélido elastico submerso em um fluido, que su-
portam ondas de cisalhamento e ondas longitudinais obteve avancos significativos através
do trabalho pioneiro de J. Faran [99]. O espalhamento actstico a partir de uma esfera
viscoelastica foi desenvolvido por Ayres e Gaunaurd [94], que considerou uma onda plana
incidente sobre um objeto viscoelastico e utilizou o modelo de Kelvin-Voigt para modelar
a propagacao de ondas dentro da esfera.

Neste capitulo, apresentaremos a teoria de espalhamento actistico para uma particula
esférica feita de uma material solido viscoeldstico suspensa em um fluido ideal com uma
onda actstica arbitraria.

3.1 Espalhamento por uma esfera viscoelastica

Considere uma onda actuistica harmonica arbitraria com frequéncia angular w propa-
gando em um fluido homogéneo de densidade py e velocidade do som ¢y. Uma particula
esférica de raio a e densidade p; feita de material viscoelastico esté suspensa nesse fluido.
Consideramos a particula centrada na origem de um sistema de coordenadas como pode

44



3.1 Espalhamento por uma esfera viscoelastica 45

ser visto na figura (3.1). Ao incidir uma onda sobre a particula viscoelastica, parte da
onda acustica é absorvida e parte é espalhada. As ondas incidente e espalhada sao des-
critas em termos dos potenciais de velocidade ¢i,(7)e ! e @y (r)e !

As amplitudes dos potencias de velocidade satisfazem a equacdo de onda de Helmholtz,

, Tespectivamente.

(V2 + 1) (j) 0 5.1)

onde k = w/cy é o nimero de onda. Na aproximagao linear, de acordo com as Egs. (2.34)
e (2.35), a pressdo incidente (espalhada) e a velocidade do fluido sdo relacionados por

Pin(se) = ipow¢in(sc)a
Vin(sc) = Vstin(sc)-

Consideramos que a origem do sistema de coordenadas esta situado no centro da par-
ticula esférica. Devido a simetria do problema, descrevemos os potenciais incidente e
espalhado como funcoes de coordenadas esféricas: distancia radial r» para o ponto ob-
servagdo r = (z,vy,2), angulo polar 6, e angulo azimutal . Portanto, de acordo com
a solugao da equacao de Helmholtz dada na segao (2.2.3), as amplitudes dos potenciais
incidente e espalhado, podem ser expandido em uma série de ondas parciais da seguinte

forma:
Gin(kr,0,0) =t (kr) Y, (6, ), (3.4)
bsc(kr, 0, p) = Zanmsnhg)(kr)Ynm(Q, ©), (3.5)

onde >7 =37 >0 _ ., Gum & o coeficiente de forma do feixe da onda incidente e s,
é o coeficiente de espalhamento escalar.

Para a onda incidente, estamos preocupados em encontrar a solugao de uma onda que
se propaga numa regiao que inclui a origem do sistema de coordenadas, por isso esta
solugdo deve ser regular na origem (finita dentro da regiao de propagagdo). Por outro
lado, para a onda espalhada nao consideramos a regiao que inclui a origem do sistema de
coordenadas. Além disso, note que a amplitude da onda espalhada ¢y deve satisfazer a
condicao de radiacao Sommerfeld no infinito,

lim r (0, — ik) ¢sc = 0. (3.6)
r—00
Esta condigao impoe que a onda espalhada nao deve ser refletida no infinito.
O coeficiente de forma do feixe pode ser determinado em termos do potencial de
velocidade incidente avaliados sobre uma superficie esférica de controle de raio R > a.
Assim, multiplicando a Eq. (3.4) por Y, (6, ¢), integrando sobre um angulo sélido (2 =
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Figura 3.1: Um feixe incidente (barras verticais verde-escuro), com comprimento de onda A
e representado pela amplitude do potencial de velocidade ¢i,, atinge uma pequena particula
viscoelastica (circulo vermelho) de raio a suspenso num fluido, com densidade pg e a velocidade
de som ¢g. Um sistema de coordenadas cartesiana estd situado no centro da particula com
um ponto de observacdo designado por r = (z,y,2). Coordenadas esféricas (r,6, ) também
sao ilustrados. As ondas espalhadas (arcos verde claro) sao representados pela amplitude do
potencial de velocidade ¢g.. Setas pretas indicam as diregoes de propagacao da onda.

A>a /

¢in stc
Po, Co

Fonte: Autor, 2015.

sin fdfdyp) e usando a relacao de ortogonalidade dos harmonicos esféricos, obtemos

T 2
Ay = JTL(%R)/O i i (kR, 0, 0)Y.(0, ) sin 0dOdp.
Por outro lado, o coeficiente de espalhamento escalar s,, serd determinado aplicando as
condicoes de contorno apropriadas sobre a interface fluido-viscoelastica na superficie da
particula.
A aproximacao de campo distante (kr > 1) para a onda incidente ¢ obtida substituindo
a forma assintotica da fungao de Bessel esférica [100],

1
Jn(kr) ~ o sin(kr — nm/2), (3.7)
na Eq. (3.4). Assim,
1 , .
Gin(kr, 0, ) ~ . nZ; Ay, Sin(kr — nm /2)Y,7(0, @), (3.8)

A onda espalhada no campo distante (kr > 1), pode ser obtida substituindo a relagao

assintotica [100],
ikr
WO (kr) ~ i1 3.9
O kr) ~ i1 (3.9)
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na Eq. (3.5). Desta forma, encontramos

ieikr

¢Sc(kf7”,6, 90) ~ - k

Z 1" spanm Y, (0, ). (3.10)

n,m

r

A particula, por ser composta de um material viscoeléstico, permite absorcao de ondas
longitudinal e cisalhamento em seu interior. A propagacao de ondas em um material
viscoelastico foi apresentado na secao (2.5). As amplitudes dos potenciais dentro da
particula deve ser fun¢des regulares (finitas). Por isso, os potenciais longitudinal e de
cisalhamento de Debye sao expressos na base de onda parcial como

¢£ = Z bnanm]n(k€r>ynm(97 Sp)a (311)
ws,l = Z Cnanmjn(ksr)y;:n(ea 90)7 (312)
Yso =Y dnnmjn(ker)Y,"(0, ), (3.13)

onde ky, ks sao os nimeros de onda longitudinal e de cisalhamento e b,, ¢,, d,, s, sao os
coeficientes de expansao que serao determinados pela resolucao do sistema linear obtido
a partir das condicoes de contorno na superficie da particula.

As condic¢oes de contorno exigem que o tensor de tensao e o vetor de deslocamento
devem ser continuo em toda a superficie da particula. Assim, na superficie da particula
r = a, temos:

e A componente radial do vetor deslocamento da particula w, na interface é igual
a componente radial do deslocamento do fluido ideal (i/w)(vin, + Vs, ). Assim,
utilizando a Eq. (3.3), obtemos

wr(ar 0, 30) = éa‘[gbin(r? 0, 90) + ngC(T’ 0, 90)] |7‘:a' (314)

e A componente radial da tensao o, na interface da particula viscoelastica é igual a
pressao externa no fluido ideal (py, + ps.). Desta forma, da Eq. (3.2), encontramos

Urr(aa 67 99) = _ip0w[¢in(aa 67 90) + ¢SC(a7 67 90)] (315)

e As componentes tangenciais da tensao de cisalhamento 0,9 e 0., devem ser nulas
na superficie da particula,

oro(a. 8, p) =0, (3.16)
orp(a,0,¢) = 0. (3.17)

A componente radial do vetor deslocamento dentro da particula em termos dos potenciais
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escalares é obtida combinando a Eq. (2.96) com a Eq. (2.117), o resultado é
wy = 0, [0 + Op(ribs 1)) + K2rids . (3.18)

Por outro lado, para obter as componentes do tensor de tensao em coordenadas esféricas,
derivamos o vetor deslocamento em termos dos potenciais escalares de Debye ¢y, s
e 1s9. Substituimos o resultado dentro da Eq. (2.64), obtemos o tensor deformacao e.
Finalmente, substituindo a deformagao na Eq. (2.111) encontramos

Orr = —[Ae + (—iwA) k2 e + 2[pte + (—iwpty)”]
X [02 (¢e + Op(rihs1)) + k30:(ribs )] (3.19)

ova = e+ (=i {20, 104 61+ 0

+ k2 [891/13,1 + ﬁ% (aﬂ/}w — ¢;’2)} } (3.20)
. A 2 1
Orp = [ﬂe + (_1wﬂv) ]{mar [;aw (¢Z + ar(rl/}s,l)):|
+ k2 [;a@%l — Oy <a,nws72 — w”)} } (3.21)
sin r

As condigoes de contorno, Eqgs.(3.14)-(3.17), sao aplicadas utilizando a componente
do vetor deslocamento Eq. (3.18), as componentes da tensdo Eqs. (3.19)-(3.21) e os po-
tenciais escalares Eqs. (3.4), (3.5) e (3.11)-(3.13). Assim, aplicando a primeira condi¢ao
de contorno Eq. (3.14), obtemos

by [njn(ker) — (kor)jns1 (ker)] + con(n 4+ 1) jn(ksr) = i{ngn(kr) — (kr)jnsa(kr)
+ 85 [nhP (k1) — (k)RS (k)] } oz,

(3.22)
utilizando a relacao de recorréncia [100],

. n. .

Jn+1(@) = —ja(@) = Jn(2), (3.23)
onde j' = 0,j, dentro da equagdo (3.22), encontramos a primeira equagao do sistema
linear

i(k , i(k
- ¥snhg> (ka) + can(n + 1)jn(ksa) + bo(kea) 1, (kea) = l(w“) ii(ka).  (3.24)

Utilizando os potenciais de velocidade ¢y € a componente radial da tensao Eq. (3.19)
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3.1 Espalhamento por uma esfera viscoelastica 49

em termos dos potenciais escalares na segunda condi¢ao de contorno Eq.(3.15), obtemos

—1pow [ in (k1) + th (k‘?“)] = —[Ae + (—iwAy)"]by, kl%]n(kﬁr) + 2[pe + (—iwpy)"{bn kl%];z/(kﬁr)
+c, [3k2j”(k )+ k25" (kgr) 4+ kZjn (ksr) + rE2 5! (ks 7‘)} PHr=as

(3.25)

usando as relagoes diferenciais [100],
22 J(x) + 227, (2) + 27 — n(n + 1)]ja(2) = 0, (3.26)
225" (z) + 4xj(2) + 2+ 22 — n(n + 1)]j (z) + 225, (z) = 0, (3.27)

na Eq.(3.25), encontramos

ipowa’s,hi (ka) — {[Xe + (=iwAy)"|(kea) ju (kea) = 2[pe + (—iwp,)](kea) 7 (kea) Yon
+2n(n + 1)[pe + (—iwpy)”] [(ksa)fl (ksa) — jn(ksa)] e, = —ipowa®j, (ka). (3.28)

Combinando as velocidades do som Eqs.(2.92)-(2.93) com os tempos de relaxac¢ao Eqs.(2.114)-
(2.115) e substituindo dentro da relagao de dispersao Eq. (2.118), obtemos

2 (k2 — 22
De + (—iwh, )] = 22 (B2 ) (3.29)
ks kZ
2
. . P1w
e + (—iwpn)"] = =5, (3.30)
Agora, a Eq. (3.28) pode ser reescrita como,
ipO(kS“)2h<1>(k 2 1) — (ksa)?)jn (kea) — 4(kea)s’, (kea) }b
o a)sy, + {[2n(n + 1) — (ksa)*]jn(kea) — 4(kea)jy, (kea) } b,
. ks 2 ‘
+2n(n + 1) [(ksa) ] (ksa) — jn(ksa)] cn = —W()[()T“)]n(ka). (3.31)

Esta ¢ a segunda equagao do sistema linear.
Na terceira condigao de contorno Eq.(3.16), utilizamos a componente tangencial da
tensdo Egs. (3.20)-(3.21) em funcdo dos potenciais de Debye. Desta forma, encontramos

(k) (hsa) — (Ka) ()] V0, 0) = 20 ja(hua) — (k) (ki)Y (6, )

sin

+ cn[2n(ksa) — (ksa)an(ksa) — 2(ksa) g, (ksa) — Q(ksa)Q i (ksa)]0gY,™ (0, ). (3.32)

Utilizando a Eq.(3.21), a quarta condigao de contorno é obtida da seguinte forma:

(k)7 (k) — (K2 (k)00 (0, 9) =~ t2b (ki) — (k) ()]
+ cn[2]n(ksa) — (ksa)2jn(ksa) - Q(k‘sa)j;(ksa) - 2(ksa)2 ”(k a)]}Y," (0, ¢). (3.33)

Instituto de Fisica - UFAL



3.2 Limite de Rayleigh 50

Combinando a Eq. (3.32) com a Eq.(3.33), obtemos
dp[(ksa)?5! (ksa) — (ksa)jn(ksa)] = 0. (3.34)

Assim, o coeficiente de espalhamento d,, que aparece na Eq.(3.13) sera nulo, de modo
que o potencial escalar de Debye para ondas de cisalhamento )55 é zero. Consequente-
mente, apenas um potencial de Debye 15 é necessario para descrever a propagagao de
ondas de cisalhamento no interior de uma particula esférica.

Desta forma, substituindo d,, = 0 e utilizando a relagao diferencial Eq.(3.26), podemos
reescrever a Eq.(3.32) como

26y, [7n (kea) — (kpa) 3., (kea)] +ca{2(ksa) j (ksa) +[(ksa)® —2n(n+1)+2]j,(ksa) } = 0. (3.35)

Assim, a aplicacao das condi¢oes de contorno produz um conjunto de trés equacoes
algébricas lineares (3.24), (3.31) e (3.35) que podem ser expressas da seguinte maneira:

di d12 d13 Sn e
d21 d22 d23 bn == €9 . (336)
0 d32 d33 Cp, 0

Portanto, obtemos o coeficiente de espalhamento escalar s, utilizando a regra de Cra-
mer [100]| para resolver o sistema linear da seguinte forma:

er dip dis din dia dis
Sp = det €9 d22 d23 det d21 d22 d23 y (337)
0 d3 ds3 0 d3a ds3

onde os elementos da matriz sao dados na tabela (3.1). E importante ressaltar que essa
é a solucao geral sem aproximacoes do problema de espalhamento por uma esfera viscoe-
lastica.

3.2 Limite de Rayleigh

Espalhamento de uma onda por uma pequena particula de raio muito menor do que
o comprimento de onda ¢ conhecido como espalhamento Rayleigh. Na andlise de espa-
lhamento Rayleigh, é natural definir um parametro de escala em termos do tamanho da
particula, e = ka < 1. Usualmente, a expansao de ondas parciais da onda espalhada dada
na Eq. (3.5) é reduzida para termos que envolvem somente os coeficientes de espalhamento
de monopolo sy e dipolo s; [50].

Para analisar a forca e torque de radiacao actustico sobre particulas no limite de espa-
lhamento Rayleigh, expandimos os coeficientes de espalhamento sy e s; na Eq. (3.37) em
série de Taylor em torno de ¢ = 0 usando o software Mathematica [101]. Desta forma,
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3.2 Limite de Rayleigh 51

Tabela 3.1: Coeficientes de espalhamento dados na Eq. (3.37) sdo obtidos resolvendo o
sistema de equacoes lineares para condicoes de contorno na superficie da particula. Os
Elementos da matriz dessa equacao sao dados aqui.

e i(ka/w)jy, (ka)
€2 —i(PO/le)kSQGZjn(ka)
diy —i(ka/w)h (ka)
d12 kgdjé(k’ga)
d13 n(n + 1)jn(ksa)
dan i(po/ prw)k2a®hiy’ (ka)
dyo —4keaj! (kea) + [(2n(n + 1) — k2a?)]jn(kea)
dos 2n(n + 1)[ksajl (ksa) — jn(ksa)]
ds31 0
dsz 2[jn(kea) — keajy, (kea)]
dsz | 2ksaj! (ksa) + [(ksa)? — 2n(n + 1) + 27, (ksa)

Fonte: Autor, 2015.

temos
__.f03 . 5_f026 8 | 1 7
so=—ige +igoe 0 + O(e® +1ie"), (3.38)
. S1 3. 5 f12 6 8 | : 7
S1 —1E€ ‘l—lgli‘f %5 +O(€ + 1€ ), (339)

onde fo, fi, 9o, € g1 sao coeficientes complexos que dependem das propriedades viscoe-
lasticas da particula, e serao determinadas posteriormente. Antecipamos que para um
fluido ideal o coeficiente f; é real, enquanto que a parte imaginéria de fy, go, € g1 estao
relacionadas com as propriedades de absor¢ao da particula espalhadora [50]. E impor-
tante notar que a ordem do coeficiente de espalhamento quadrupolo é s, = O(e% + ig").
Assim, coeficientes multipolares mais elevados com n = 2,3, ... podem ser descartados
com seguranca na analise de espalhamento Rayleigh, isto é, ¢ < 1.

E 1til escrever explicitamente as partes reais e imaginarias dos coeficientes fy, f1, 9o,
e g1 nas Eqgs. (3.38) e (3.39). Isto é feito através da inclusio dos indices superiores (F)
e (D para, respectivamente, a parte real e imaginaria de cada coeficiente, por exemplo,
fo= féR) —l—ifél). Agora, podemos escrever os coeficientes de espalhamento escalares como

1) (R)? (R)
o 53—f0 6_if0 &3

— 20 3.40

S0 3 9 € 3 ) ( )
f(l) . f(R) .f(

s; = —%53 — gV — 136 e +i 16 g3 (3.41)

Note que somente os termos de menores ordens de € foram mantidos nessas equacoes,
assim a contribuicao de gy foi negligenciada. Para uma particula nao absorvedora, os
coeficientes fy, fi, e g1 sao quantidades reais. Nesse caso, a contribuicdo do termo &°

pode ser desprezada quando comparada com o termo de 3. Como f; é real em um fluido
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nao viscoso o coeficiente fl(l) ¢ nulo. Uma vez que estamos lidando com fluidos ideais aqui,
esse coeficiente serd omitido posteriormente.

Neste capitulo, foi discutido a teoria de espalhamento actstico por uma particula
esférica viscoelastica. Além disso, derivamos o coeficiente de espalhamento escalar para
aproximacao monopolo e dipolo que sera utilizada nas férmulas de forca e torque de
radiacdo actistico. E importante ressaltar que o espalhamento actstico esta diretamente
relacionado com o fenomeno de forca e torque de radiacao acustico.

No proximo capitulo, iremos descrever como obter expressoes analiticas para forca e
torque de radiagao acustico que utilizam os fundamentos de espalhamento.
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Forca e torque de radiacao actstico no limite

de Rayleigh

A forca de radiacao acustica surge quando um campo actustico interage com um objeto
suspenso em um fluido. Devido a essa interagao, o objeto absorve e/ou espalha a onda
actstica ocasionando uma transferéncia de momento da onda para o objeto. Assim, o
fluxo do momento linear médio e a tensao que atuam sobre o objeto é conhecido como
forca de radiacao actustica. Da mesma forma, o torque de radiacao actustico pode surgir
devido a transferéncia do momento angular da onda para o objeto. Desta forma, o fluxo
do momento angular médio exercido sobre o objeto ¢ denominado como torque de radiacao
acustico. Neste capitulo, vamos apresentar expressoes analiticas para forca e torque de
radiacao actstico exercida sobre uma particula esférica devido a uma frente de onda
arbitraria.

4.1 Efeitos negligenciados

Neste trabalho nao iremos considerar os efeitos termo-viscosos por tratar apenas de
um fluido ideal. Considere uma onda harmonica acistica com frequéncia angular w intera-
gindo com uma particula viscoelastica esférica de raio a, suspensa em um fluido homogé-
neo de densidade pg e velocidade do som cy. Iremos negligenciar os efeitos termo-viscosos
no processo de forca e torque de radiacao acustico. Desta forma, o fluido é considerado
nao-viscoso. Assim, é necessario assumir que o raio da particula e o comprimento de
onda incidente A devem ser muito maior que os limites térmicos d; = /2Dy /w e viscosos
dy = /21 /w [85], isto é,

a, A > b, b, (4.1)

onde D é a difusividade térmica e 1y é a viscosidade cinética. Valores tipicos desses limites
na adgua para uma onda com frequéncia de 2 MHz e comprimento de onda A = 0.75 mm sao
0y = 0.15 pm e 6, = 0.38 pum. Portanto, podemos negligenciar os efeitos termo-viscosos
para particulas com raio a > 3.8 um.
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4.2 Forga de radiacao acustica no limite de Rayleigh 54

Figura 4.1: Tlustracdo da interagao entre a onda incidente ¢y, (barras verticais verde-escuro) de
comprimento de onda A e a particula viscoeléastica (circulo vermelho) de raio a suspensa em um
fluido ideal. A onda espalhada devido essa interagdo ¢ denotada por ¢y (arcos verde claro).

N -

[N

P05 €o

Fonte: Autor, 2015.

4.2 Forca de radiacao actiistica no limite de Rayleigh

4.2.1 Tensor tensao de radiacao

Suponha que uma onda incidente atinge uma pequena particula esférica de superficie
Sy como pode ser visto na figura (4.1). A forca de radiagdo actistica média F*¢ exercida
pela onda sobre a particula é encontrada integrando o tensor de tensdo S que age sobre
a particula, ou seja,

Frd :/ S - nd®r, (4.2)
So

onde a barra denota média temporal. A média temporal de uma funcao f ao longo de
um periodo de oscilagdo completo 27 /w é definido da seguinte forma,

. w 2w w
= — t)dt. 4.3
(3 0 (4.3
Desta forma, precisamos encontrar o tensor de tensao médio devido a interacdo da
onda actstica com a particula. E conveniente relembrar que definimos o tensor de tensio
de radiacdo ao demonstrar a equagao de conservagdo do momento Eq. (2.11), da seguinte

forma:
S = pI + pvv. (4.4)

Normalmente, os campos de segunda ordem seriam negligenciados comparados com
os campos de primeira ordem. No entanto, se os campos lineares tém uma dependéncia
harmoénica no tempo, eles nao contribuem para a média temporal. Por exemplo, a partir
da Eq. (4.3) obtemos coswf = 0 ou sinwt = 0. No entanto, a média temporal de termos
contendo produtos de fungoes harmoénicas no tempo de primeira ordem nao é nula, por
exemplo cos?wt = 1/2. Portanto, a for¢a de radiacio acistica é no minimo um efeito de
segunda ordem. Desta forma, é necessario apresentar algumas propriedades das médias
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temporais de produtos de funcoes harmoénicas e complexas.

Em geral, estamos interessado em média temporal de quantidades de segunda or-
dem que serao usados extensivamente nas proximas secoes. Considere que duas funcoes
harmonicas de primeira ordem sao definidas da seguinte forma,

onde fi e g1 sao amplitudes das funcoes e “Re” é a parte real de uma quantidade complexa.
A média temporal do produto das fun¢oes sobre um periodo completo 1" é definido como

70410 = 7 [ F@att)at = 5Relfg] (4.7

onde o asterisco *) indica complexo conjugado.

A teoria de forca de radiacao depende da expansao de segunda ordem dos campos
acusticos no fluido. Estas expansoes sao vistas de forma geral nas Eqs. (2.24)-(2.26).
Para a aproximacao de segunda ordem, encontramos que o tensor tensao de radiacao é
dado por

S2) = p(Q)I + pofv(l)v(l)7 (48)
onde p® é a pressao de segunda ordem, I é o tensor unitario e v é a velocidade de
primeira ordem. Os campos acusticos na aproximagao de segunda ordem nas Eqs. (2.24)-
(2.26) tornam-se

p=po+ Mp" + M*p?, (4.9)
p=po+ MpW + M?p?), (4.10)
v = MvW 4 M@, (4.11)

Combinando as Eqgs. (4.9)-(4.11) com a Eq. (2.14), obtemos a equa¢do de segunda ordem
do movimento para o campo acistico

podv® = —Vp® — pM3,5M _ po (oM . ¥)u®, (4.12)

Note que os dois tltimos termos da Eq. (4.12) sdo produtos de dois campos de primeira
ordem. Considerando a média temporal da Eq. (4.12),obtemos

V@ = —p0a0M — po(v® - V). (4.13)

Assim, podemos escrever a Eq. (4.13) em termos do potencial de velocidade, fazendo
v = Vg,
Vp® = —pMW9Ve — pVeo - VV o, (4.14)
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onde,

1 v
V6 VV6 = SV(V6- Vo) =V (T) , (4.15)

utilizando as expressdes da aproximagao de primeira ordem Egs. (2.30) e (2.32), encon-
tramos a pressao de segunda ordem em termos pressao e velocidade do fluido de primeira
ordem,

2

P peo®

P — , (4.16)

 2pock 2

Note que o primeiro e o segundo termo do lado direito dessa
equacao ¢ a energia potencial e cinética, respectivamente. Finalmente, substituindo a

Eq. (4.16) na Eq. (4.8) obtemos a tensao de radiacdo de segunda ordem,

S® pO" pov®” I MM 417
— 2[)0C(2) - 9 +p0” v, ( . )

ou, _ -
S® = LT+ ppoDo), (4.18)

onde os termos dentro do parénteses da Eq. (4.17) ¢é identificado como densidade Lagran-
giana acustica £, visto que o primeiro termo é a energia potencial e o segundo termo é a
energia cinética.

4.2.2 Método de campo distante

A forca de radiacao actstica média pode ser escrita utilizando o tensor de tensdao médio
Eq. (4.17) dentro da Eq. (4.2) da seguinte maneira:

q p(1)2 pov(l)Q —_— 2
F :/ 55— 5 | T+ pwoe | ndr. (4.19)
So PoCo

Os campos espalhados de primeira ordem foram determinados para um dado campo

incidente de primeira ordem através do problema de espalhamento foi apresentado no
capitulo 3. A forca de radiacao actstica sobre uma particula é entao calculada conhecendo
a pressao total (ondas incidente e espalhada) e a velocidade do fluido agindo sobre a
superficie da particula.

Como nao existe forcas volumétricas neste problema, de acordo com a conservacao do
momento para fluido ideal, Eq. (2.11), o divergente do tensor tensio de radiagio sera zero
(V- S®@ = 0), devido a este fato, é possivel expressar a forga sobre um objeto como a
integral sobre uma superficie fechada que englobe o mesmo, denominada de superficie de
controle S.. Considerando o resultado da analise da teoria de espalhamento, ¢ vantajoso
a escolha da aproximacgao de campo distante, kr > 1. Nessa regiao de campo distante
representada pelo circulo tracejado na figura (4.2), os calculos sao significantemente sim-
plificados devido os potenciais de velocidade ¢y, e ¢s. serem expressos pelas Eqgs. (3.8) e
(3.10), respectivamente.
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Figura 4.2: Sistema de coordenadas para computar a forga de radiagdo acustica em uma parti-
cula esférica de raio a utilizando uma superficie de controle S, (linhas tracejadas) de raio R

P05 Co

Fonte: Autor, 2015.

Considere a configuracio dada na fig. (4.2), onde a superficie de controle S, represen-
tada pelo circulo tracejado e com raio R, estd centrada na origem do sistema de coorde-
nadas. Para encontrar a forca sobre a superficie de controle, iremos integrar o divergente
da tensao de radiacao de segunda ordem sobre o volume de controle V¢,

V- S@Odr = / S® . nd?r —|—/ S® . nd%r = 0. (4.20)

Ve So c

Note que utilizamos o teorema da divergéncia para encontrar essa equagao. Portanto,
encontramos que a for¢ga de radiagdo acustica pode ser reescrita utilizando a Eq. (4.18)
da seguinte forma:

Frad — —/ S@ . pd?r = / (ZI - pov(l)v(1)> -nd’r, (4.21)
C SC

utilizando a equacdo que relaciona o angulo sélido df2 com o elemento de area d°r,
dQ) = e, - d*r/R?, obtemos

grad _ Rf/ (ZI _ pov(l)v(1)>  e,dN, (4.22)
4

onde df2 = sin #dfdy ¢é o angulo so6lido diferencial em coordenadas esféricas e e, é o vetor
unitario na direcao radial dado por

e, = cos psinfe, + sin ¢ sin e, + cosfe,. (4.23)

A pressao total p(!) e a velocidade v no fluido ideal sdo dados pela soma dos campos
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incidentes e espalhados da seguinte maneira:

p(l) = (pin +pSC)e_Ma (4-24)

v = (vin + 'vsc)e_i“’t, (4.25)

onde Pin(sc) € a pressao incidente (espalhada) e vin(sc) ¢ a velocidade incidente (espalhada).
Desta forma, a densidade Lagrangiana e o fluxo de momento sao expressos em termos
das ondas incidentes e espalhadas,

2 2
PoVin * Vin Din P0oUsc * Uge Dgc PinPsc
L= — — Vi * Ve — 4.26

( 2 2,000(2)) i ( 2 20003) i (po e ) (426)

pov(l)’v(l) = o ('vin'vin + VscVsc + VinVUse + 'Usc'an) ) (427)

onde o primeiro e o segundo parénteses da Eq.(4.26) sao as contribui¢oes das ondas inci-
dente e espalhadas para a Lagrangiana, enquanto que o terceiro termo ¢ a Lagrangiana
de interacao.

Observe que as contribuicoes somente de campos incidentes nao contém informagao
sobre o espalhamento, portanto devem ser zero. Além disso, a superficie esférica de
controle pode ser considerada suficientemente distante do objeto (R, — o), de modo que
o segundo termo da Eq.(4.26) seja zero, uma vez que a onda espalhada sera localmente
uma onda plana progressiva. Entdo, utilizando Eq. (4.22) podemos expressar a forca de
radiacao no campo distante como

- PinP —
F2d = lim Rz/ { (pofvin g — — ZC) e, — pPo {vsc('vsc - e;)
Re—o00 4r PoCy

+ U (Vse - ) + Vse (Vi - e,.)} }dQ. (4.28)

Usando a equagao da média do produto de fun¢oes, Eq. (4.7), e escrevendo a pressao como
Pin(se) = 1powWin(se) € a velocidade do fluido vin(e) = Vin(se) na Eq. (4.28) encontramos

Rc—o00

F* = _Fy lim R*> [ Re qum — %&gzﬁin) .+ \gbscﬁ] e, d, (4.29)
47

onde ¢;, e ¢s sao os potenciais de velocidade incidente e espalhado, respectivamente,
Eo = p2/(2poc3) é a densidade da energia potencial.

Desta forma, substituindo as expressoes assintoticas para campo distante, Eqs. (3.8)
e (3.10), na Eq. (4.29) é possivel obter

2

rad __
Fe° = 2

Re
47

DD AT (A Snam) Sha0, Yo (0, 0) Y (6, w)] e df.

n,m n’,;m’
(4.30)
Utilizando o vetor unitario Eq. (4.23) e as relagoes integrais dos harmonicos esféricos
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dada na Ref. [100] , podemos escrever a forga de radiagdo em coordenadas cartesianas
como segue
F* = 1a’Ey(Y,e, + Yye, + Yee,), (4.31)

onde e,, e,, e, sao os vetores unitarios no plano cartesiano e Y, Y,, Y, sao as componentes
cartesianas da forca de radiacao adimensional dadas por

(n+m+1)(n+m+2)

Y, +1Y, =
+1y kQQZ 2n+1)(2n+3)
X [(Sn + 5n+1 + 28n5n+1)anma2+17m+1 + (S:; + STL+1 + 2828n+1)a;,—man+177m—11| )
(4.32)
n—m+1)(n+m+1) . i} .
o ka wlha Z \/ (2n +1)(2n + 3) (8 + Sn41 + 250510)Gm @1,
(4.33)

Note que Y, Y} e Y, sao quantidades reais que dependem dos coeficientes de forma
do feixe a,,, e dos coeficientes de espalhamento escalares s,. Assim, a forca de radiacao
depende das propriedades actisticas do objeto dadas pelos s,, e as caracteristicas da onda
incidente denotadas por a,,.

No regime de espalhamento Rayleigh, somente sy e s; sao relevantes como discutido
anteriormente no capitulo (3). Portanto, mantendo apenas estes termos, verifica-se que
os componentes cartesianas da forca de radiacao adimensional sao dadas por

i

Y, +1Y, = W {\/;(30 + 87 + 28087 )agay | + (S5 + 81+ 25551)ag 01,1 (4.34)

24+m)(3+m
+ Z \/ é )(slalma2m+1+s a3 @2, 1)}

m=—1

1 1 (2—m)(2+m)
Y, = Wlm [\/;(50 + 57 + 2s05] )ao 001 ot m_zl \/ 5 s1aq ma2 m|-
(4.35)

Observe que, apesar de somente sy e s; serem relevantes no regime de Rayleigh, é
necessario computar o momento de quadrupolo da onda incidente as .

E possivel demonstrar que a forca de radiacdo agindo sobre uma particula de Rayleigh
pode ser expressa em termos dos campos actusticos incidentes e do monopolo sy e dipolo
s1 dos coeficientes de espalhamento escalares. Para isso, iremos expandir a pressao em
torno da origem até a aproximacao de segunda ordem,

ipoCOk’T‘ . [r . V’U(O)]
2

p(r) = p(0) + ipocokr - v(0) + (4.36)
onde, v = vye, + vye, + v.e,. Substituindo a Eq. (4.36) na equagao dos coeficientes de
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4.2 Forga de radiacao acustica no limite de Rayleigh 60

forma do feixe Eq. (3.7) juntamente com r = R.(cos ¢sinfe, + sin psinfe, + cosfe.)
com o raio de controle R. — 0, obtemos os coeficientes de forma do feixe até aproximacao
de quadrupolo como

Qo0 = V 47Tp(0>,
a1+1 = PoCoV 6 [:I:ww(O) + Uy(())] s
aro = 2ipocoV3mv.(0),

Gy — %,/157” (i0,0,(0) — 9,0,(0)) - 20,0,(0)] (4.37)

(31 = % 307 [£10,v,(0) + 0,v,(0)]

azn = 7 V5T [0:04(0) + 9,0,(0) — 20.0.(0)].

Agora, substituindo a Eq. (4.37) nas Egs. (4.34) e (4.35), encontramos a seguinte
expressao para a forca de radiacao acustica,

2ma? 3i
Fad — _ 72m Re 1p(}:0811)in Vg, + (50 + 25087 )pimvi, + O (6% +ig7) |. (4.38)
E°Co
Utilizando a identidade
V- v,vh = vy - Vol + ol (V- o), (4.39)
e considerando a relacao
ikpin
V * Uin = s (440)
PoCo

que ¢ derivada da Eq. (2.31), a for¢a de radiagao da Eq. (4.38) torna-se

Frad — —27;@2 Re
E°Co k

SipoC()Sl

V - 005y, + (S0 + 351 + 2505])pinviy, + O (8 +1ie”) |, (4.41)

Observe que, na aproximagao monopolo-dipolo, a forca de radiacao exercida sobre uma
particula pequena é dada em termos de sg, s1, pressao incidente p;, e velocidade do fluido
vin ambos evoluidos no centro da particula. Esta formula expressa a solucao completa
para a aproximacao monopolo-dipolo. Entretanto, a analise da forca de radiacao direta
em termos dos coeficientes sy e s; nao é trivial. Por isso, iremos simplificar a Eq. (4.41).

Depois de substituir as Eqgs. (3.40) e (3.41) na Eq. (4.41), e utilizar a expressao do
fluxo do momento dada na Ref. [102],

(4.42)

|2 .12
Re [pOV'vinvi*n] :V(poyvm‘ _ |p11'1’ >7

2 2p0c3

obtemos a forca de radiacao como a soma de trés contribuicoes, denominadas como forca
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4.3 Torque de radiacao actuistico no limite de Rayleigh 61

gradiente Fy.q, forca de espalhamento Fy.,, e forca de absor¢ao Fi,, dadas por

s o w®) [Pl (R) P0|Vin |? 5
Fgrad = —ma’eV fO 5. 2 fl — |t O(g )7 <443>
3p0Ch 2
9 9

L/ 5 p(0) ®2
F, ., = wa’c* | — féR) + fO(R)fl(R) + h I, — h Im[V - poviavi ]| + O(e°),

9¢cq 4 6

(4.44)

4 I, 21, ~ .

Fuw = —rae 3102 62 (22 1l i) )| + 010, (1.5)
Co Co

onde V = k~'V é o operador gradiente adimensional conveniente e I;, = Re[pi,vi,]/2
é a intensidade média incidente. Os super indices ®) e () correspondem a parte real
e imaginaria dos coeficientes fy, f1, e g1, respectivamente. Ressaltamos que os campos
actsticos incidentes p;, e v;, devem ser avaliados no centro da particula.

A forca de radiacao gradiente Fi,q foi primeiramente derivado por Gorkov [27] con-
siderando uma particula fluida compressivel nao absorvedora. Essa componente da forca
corresponde a parte conservativa da forca de radiagao actustica. O seu papel é dominante
quando a onda incidente tem uma variagao espacial na densidade de energia.

A forca de radiacao de espalhamento Fj., exercida sobre uma particula compressivel
absorvedora foi derivada por Silva [50]. O termo “for¢a de espalhamento” esté relacionado
ao fato de que a forca é proporcional a secao transversal de espalhamento para uma onda
plana [56].

A contribuicao da forca de radiacao de absorcao F,ps esta relacionada com as proprie-
dades de absorcao da particula. Essa componente foi anteriormente derivada considerando
uma esfera fluida apenas com absor¢ao devido a dilatagao [103, 50]. A equacao (4.45)
generaliza esses resultados incluindo a absorcao de cisalhamento.

4.3 Torque de radiacao actstico no limite de Rayleigh

A interacao de uma particula suspensa de volume Vj e superficie Sy com uma onda
actstica pode dar origem a um torque de radiacao actstico. Isso acontece devido a
transferéncia do fluxo do momento angular para a particula. Além disso, a particula pode
ser configurada para girar em torno de um determinado eixo de rotagao como resultado
do torque de radiacao actistico |20, 21, 22]. Consequentemente, um grau de liberdade
rotacional também esta disponivel na manipulacao de particulas com base em métodos
acusticos. Nesta secao, consideramos o torque de radiacao actstico exercido por uma
onda arbitraria em uma particula viscoelastica suspensa em um fluido ideal.

4.3.1 Fluxo do momento angular

O torque de radiacao actstico é um efeito nao linear de segunda ordem produzido
pela transferéncia do momento angular do campo acustico para a particula. Semelhante
a forca de radiacao actstica, o torque de radiacao também é uma quantidade média.
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Desta forma, o fluxo de momento angular médio em relagao a origem de uma sistema
de coordenadas, é definido da seguinte forma:

M® — ¢ x SO, (4.46)

onde M® & conhecido como tensor tensido de radiacdo do momento angular, 7 é o vetor
posicao e S@ & o tensor de tensdo de radiacio.

4.3.2 Método de campo distante

rqu radiaca usti r uperfici $ ni m integr
O torque de radiacao acistico IN™ sobre a superficie Sy é definido como a integral
do fluxo de momento médio,

N2 = [ M® . nd*r = / [7‘ X @] -nd*r. (4.47)
S() SO
De forma anéloga a demonstracao da forca de radiacao, é possivel expressar o torque
de radiagdo aciistico como a integral sobre uma superficie de controle S, que englobe a
particula utilizando a Eq. (4.20) da seguinte forma:

Nrd — —/ [r X @} -nd’r. (4.48)

Essa equacao nos permite utilizar as expansoes de campo distante para calcular o torque
de radiacdo acustico. Utilizando a tensdo de segunda ordem, Eq. (4.17), obtemos

(1)2 1)2 -
Nrad:/ rx [ (22 - B ) 1 - ppoMu® | - nd?r,
: 2 2p0Ch

N —po/ [,r % ,0(1),0(1)} - nd?r. (4.49)

Podemos escrever o torque de radiagao da Eq. (4.49) usando as Eqgs. (4.25) e (4.7) como

Nrad — —%/ Re [r X (vipvy, + VinU + VsV, + VgL )] - nd?r. (4.50)

C

Note que, apenas a contribuicao da velocidade incidente nao contém informacao sobre
o espalhamento, portanto deve ser zero. Considerando a superficie de controle esférica
distante da particula (R. — o0), podemos expressar o torque de radiagdo no campo
distante da seguinte forma:

Nred = 20 gy R:f/ Re{r x [vi, (V5 - €,) + v (V5 - €,) + v (V. - €,)]}dQ.  (4.51)
4m

2 Re—o00

Em termos do potencial de velocidade ¢y s), 0 torque pode ser expresso como
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Nt =Bt R [ [(Bn) 0062) + () 0.07) + (o) (@62 49 (452

2 Re—o00

onde “Im” significa parte imaginaria e L=—i (r x V) é o operador momento angular.
Agora, substituindo as expressoes assintoticas para campo distante Egs. (3.8) e (3.10)
dentro da Eq. (4.52) encontramos

VE * 2 /
N — ° SRe > > i (a],, + S5k, Swtwm | Y LY Q. (4.53)

n-nm
nmnm dm

Para obter o torque de radiagao actistico em coordenadas cartesianas, introduzimos os
operadores momento angular [104]

Li=L,+ilL, =+ (9y+icothd,), (4.54)

L. = —id,, (4.55)

~ ~ A

onde L; (1 = z,y,z) sdo as componentes cartesianas do operador L, e L, e L_ sdo
chamados de operadores escada.

E possivel mostrar que, quando os operadores escadas e o operador da componente z
do momento angular atuam na funcao harmonico esférico, obtemos

LiY™ = by Y, (4.56)
LY™=my™, (4.57)

onde by +,, = v/(n Fm)(n£m+1). Substituindo essas equagdes dentro Eq. (4.53) ob-
temos as componentes cartesianas adimensionais do torque de radiagao como

NNy == 5 2 /=m0l
+(1+s) )sn gy~ 1, (4.58)
1
Ne = = e 2l sl (4:59)

Note que as Eqs. (4.58) e (4.59) sao expressoes gerais do torque de radiac¢ao acistico,
ou seja, sao validas para qualquer campo acustico incidente. Além disso, similarmente
a forca de radiacao analisada anteriormente, o torque de radiacao actustico depende das
propriedades fisicas da particula espalhadora s, e das caracteristicas do feixe incidente
através dos a,y,.

No limite de espalhamento de Rayleigh, as componentes cartesianas adimensionais do
torque podem ser calculadas considerando somente os coeficientes de espalhamento de
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monopolo sy e dipolo s;. Por conseguinte, obtemos

: \/§ S1 + sy . i
Nx + lNy = — 7]'(]@@)3 |: ( 2 1 =+ |51’2> (al,*lal,o + a150a1’1>:| , (460)
1 51+ 87
Ne=- 7(ka)3 { ( 1 5 -+ |51|2) (lara]? - |a1,_1|2)}. (4.61)

Substituindo os coeficientes de forma do feixe a,,, dados na Eq. (4.37) nas Eqs. (4.60) e
(4.61), encontramos o torque de radiagao acistico na aproximagao monopolo-dipolo como

d i6mpg (51 + 57 2 * T
Nrd — x; ( 5 + |s1] )(vinxvin)—l—O(eS—l—w). (4.62)
Usando a Eq. (3.41) dentro desta equagao, encontramos que o torque de radiagao acustico
em uma particula viscoelastica é totalmente causado devido a absorcao da particula,

Nops = i67ra352pog§1) (vin x v5,) + O(e?). (4.63)

A velocidade incidente v;, é evoluida no centro da particula. Para uma particula nao
I L s, .
absorvedora gg ) = 0, consequentemente nenhum torque de radiacao actustico é produzido

pela onda incidente.

4.4 Expansao assintética do indice de refracao com-
plexo

Apesar de todas as simplificacoes na analise de forca e torque de radiacao acustico
obtidas nas Eqs. (4.43)-(4.45) e (4.63), resultados analiticos nao sdo atingiveis conside-
rando o indice de refragdo complexo como dado na Eq. (2.104). Para obter resultados
mais simples, é necessario efetuar uma expansao assintética do indice de refracdo com-
plexo com os tempos de relaxacdo adimensionais nos seguintes regimes: (wr;)” < 1 e
(wtj)” > 1. Estes regimes sao referidos como aproximacao de baixa e alta frequéncia
para ondas longitudinais j = ¢ e ondas de cisalhamento j = s. Note que essas expansoes
assintoticas foram analisadas em detalhes na Ref. [105]. Iremos recuperar parcialmente
alguns resultados relevantes para os problemas de forca e torque de radiagao acustico
presentes nessa referéncia.

Os tempos de relaxacao adimensionais introduzem novas escalas em nossa analise.
Por isso, sera ttil definir o seguinte parametro de escala ¢; = (w7;)”. Assumimos que o
comportamento limite deste parametro esta relacionado com o fator tamanho da particula
e = ka. Portanto, temos ¢; = O(e) para o regime de baixa frequéncia, e ;' = O(e) no
regime de alta frequéncia.
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4.4.1 Regime de baixa frequéncia

A expansdo assintotica do indice complexo da Eq. (2.104) quando gy, 65 < 1, corres-
ponde ao regime em que a elasticidade domina sobre a viscosidade. Esta aproximacao
pode também ser vista na descricao da propagacgao de ondas em fluidos viscosos [106]. No
regime de baixa frequéncia, o indice de refracao complexo torna-se

(=1)”
2

ne(ej) =1— e;+0(%), je{ls}). (4.64)

Fazendo referéncia a Eq. (2.105), reconhecemos que a absor¢ao adimensional e indice de
refracao é dado, respectivamente, por

a(ej) = %sin (%) , (4.65)
nr(ej) =1— %cos <%> : (4.66)

Uma vez que a absorcao adimensional deve ser sempre positiva, a(e;) > 0, entdo v € (0, 2).
Os valores ordem da derivada fracionaria v = 0 e 2 sao excluidos porque eles representam
um material sem absorcao. Vale ressaltar que, no limite de baixa frequéncia, o indice de
refracdo material é menor que a unidade. Assim, a velocidade de fase c,(¢;) é maior que
a velocidade do som ¢;. Além disso, utilizando as Eqs. (2.103), (4.65) e comparando com
a Eq. (2.106) encontramos que a ordem da derivada fracionaria v esta relacionada com o
expoente de absorcao da lei de poténcia yy por

Yo =14 (4.67)

Para calcular os coeficientes das Eqgs. (3.38) e (3.39), realizamos uma expansao em série
de Taylor nos coeficientes de espalhamento escalares de monopolo sg(e, e, ¢5) e dipolo
s1(e, €0, €5) dados na Eq. (3.37) em torno de £ = 0 para obter Eqs. (3.38) e (3.39). Uma
vez que os tempos de relaxacao sao constantes, os parametros escalares €, e 5 sao pa-
rametrizados por uma frequéncia angular w. Portanto, usando a relacao g, = (7,/75)"es,
nos executamos uma outra expansao em série de Taylor nas imediacoes de ¢ = 0. As
expansoes foram realizadas no software MATHEMATICA [101]. Finalmente, obtemos os
coeficientes no limite de baixa frequéncia como

.y g®, pocolee— (4/3)(e/e)’s] T 2
e s) = 1+ S e e (5)+oE), @)
OO | T LY S P
Wews) == = ameferr ™ (7) 0 o9
®R) _ 2(p1 — po)
fi7 = —2,01—|-p0 5 (4.70)
9 (eres) = (o) +0(e?). (4.71)

5(po/p1 +2)?
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O coeficiente féE) é dado por

) PoC(Q)
o = T ) (4.72)

4.4.2 Regime de alta frequéncia

No outro extremo, temos o limite de alta frequéncia e, e5 > 1, no qual a viscosidade
supera a elasticidade. Neste caso, o indice de refracao complexo da Eq. (2.103) é expresso

por

ne(ej) = (—1) 2,2+ 0 (£2?7), je{ts). (4.73)

A partir desta equacao, observamos que a absorcao adimensional e indice de refracao é
dado por

dle;) = & sin (%”) , (4.74)

nr(e;) = 5;1/2 cos (%) . (4.75)

Note que o indice de refracao tem ordem ng(e;) = O(sj_l/?)

da onda é muito maior que a velocidade do som longitudinal e de cisalhamento.

. Assim, a velocidade de fase

Para determinar o intervalo de variacao do parametro v, notamos que tanto a absorcao
adimensional @(g;) como o indice de refracdo ny deverdo serem positivos, pelo menos
para o material viscoelastico. Assim, o intervalo maximo desse parametro é v € (0, 2).
Baseados nas anélises das aproximacoes de baixa e alta frequéncia, concluimos que a
ordem da derivada fracionéria v definida na Eq. (2.87) devera variar no intervalo v € (0, 2).
Utilizando as Egs. (2.103), (4.74) e comparando com a Eq. (2.106), encontramos a relagao
entre a ordem da derivada fracionaria v e o expoente de absorcao da lei de poténcia yy na
aproximacao de alta frequéncia é

yo=1— g (4.76)

Para calcular os coeficientes de monopolo e dipolo, nas Eqgs. (3.38) e (3.39), desenvol-
vemos um procedimento semelhante ao regime de baixa frequéncia descrito na Secao 4.4.1.
No entanto, a tltima expansao em série de Taylor é realizada com ¢, — oo. Consequen-
temente, os coeficientes no limite de alta frequéncia sao

R . y_q_ e cos(mv/2) 5
fo (ee,e5) =1 o1 o0 = (4/3) (o] o) Per + O(e?), (4.77)
M .= _pocg sin(mv/2) 2
fo (ee,€5) o2 s = (4/3)(co] e + 0(e?), (4.78)
(I
(e ) = —J0 &) o) (4.79)

5(po/p1 +2)

O coeficiente fl(R) ¢ 0 mesmo do regime de baixa frequéncia dado na Eq. (4.70).
Neste capitulo foram demonstradas as expressoes analiticas para forca e torque de
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radiacao actustico sobre uma particula esférica utilizando o método de campo distante,
com énfase na aproximacao monopolo-dipolo dos coeficientes de espalhamento Rayleigh.
Além disso, efetuamos uma expansao assintotica do indice de refracao complexo em dois
regimes (baixa e alta frequéncia) para obter resultados mais simples de serem analisados.
Esse estudo serd a base para nossas discussoes no proximo capitulo, onde investigaremos
o efeito da forca e torque de radiacao acustico sobre uma particula viscoelastica para trés
diferentes frentes de onda.
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Resultados e discussoes

Particulas suspensas em um fluido e expostas a um campo actustico serao afetadas
por uma forca de radiacao acustica. Aplicacoes que utilizam o movimento de um objeto
devido ao fenémeno de forca de radiagao tornaram-se um método promissor em biotec-
nologia [3],[7]-[15]. Entre essas aplicagdes, podemos citar manipulagio de particulas sem
contato, incluindo células biologicas e outros microrganismos, e levitagdo acustica [16]—
[19]. Além disso, particulas como células bioldgicas ou polimeros se comportam como
solido viscoelastico linear sob pequenas amplitudes da tensao [84]. Portanto, uma investi-
gacao mais ampla sobre como a viscoelasticidade da particula afeta a forga e o torque de
radiacao actstico na aproximagao de Rayleigh sera apresentada nesse capitulo. Para ilus-
trar, iremos analisar esses fené6menos atuando sobre uma pequena particula suspensa em
um fluido ideal devido a interagao com uma onda actstica de trés tipos: uma onda plana
progressiva, onda plana estacionaria e feixe de Bessel. Para tal andlise, iremos considerar
uma particula de polietileno de baixa densidade e outra de alta densidade.

5.1 Exemplos de ondas actsticas

Considere um feixe aciistico que se propaga na direcao axial, isto é, no eixo z. Uma
particula viscoelastica de raio a é colocada no trajeto da onda. Neste cenario, duas funcoes
relevantes serao utilizadas mais adiante, a intensidade média incidente I;, e a componente
axial do fluxo de momento. Estas funcoes sao dadas em termos da pressao incidente pj,
e da velocidade do fluido vy, respectivamente, por

1
I, = §Re[pinvi*n]a (5.1)
pOV . ’an'Ui*n z = Po [ai(vin@vi*n,z) + ay@in,yvi*n,zﬂ ) (52)

onde py é densidade do fluido, 0, = 0/0x e 0, = 0/0y.
Além disso, é 1til definir a magnitude da forca de radiacao actustica como
wal,

Fo = , (5.3)

Co
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onde Iy = pocovi /2 é a magnitude da intensidade média incidente com vy sendo a magni-
tude da velocidade do fluido na fonte actstica e ¢y a velocidade de propagacao do som no
fluido ideal.

5.1.1 Onda plana progressiva

Considere a amplitude do potencial de velocidade ¢, (z) de uma onda plana progressiva
(OPP) como

Vo -
din(2) = Eoek (5.4)

onde k é o nimero de onda.
As amplitudes da pressdo incidente e da velocidade do fluido sdo pi, = ipgcouoe’** e
Vi, = vpe*? | respectivamente. A partir da Eq. (5.1) encontramos que a intensidade média

incidente é I, = Ij e o divergente do fluxo de momento dado na Eq. (5.2) é zero. Note que a
parte conservativa da for¢a de radiacao actistica, for¢a gradiente Eq. (4.43), também ¢é zero.
Desta forma, a forca de radiacao acistica exercida em uma particula viscoelastica devido
a uma onda plana progressiva ¢ dominantemente de absor¢ao. Portanto, da Eq. (4.45),
temos que a forca de radiacao actstica axial é dada por

4F|
FOPP = OPP(gbgs) = —T%fél) (5Za Es) + O(€3>' (55)

rad,z abs,z
A funcao fél)(€g,€s) ¢ dada pelas Eqs. (4.69) e (4.78) para aproximacao de baixa e alta
frequéncia da particula viscoeléstica, respectivamente. Entao a forca de radiacao acustica
se comporta como FO'Y = O(g?). Note que, de acordo com a Eq. (4.44), a forga de radia-

3 mais fraca do que a forca de radiacio de absorcao apresentada

cao de espalhamento é e~
na Eq. (5.5).

E importante ressaltar que a forca de radiacdo actstica pode ser negativa (isto é,
a forga é oposta a direcao de propagacao do feixe), se fél) (€g,85) > 0, 0 que conduz a

seguinte condicao
1/v

=BT .

onde 7, e Ty sao o tempo de relaxacao longitudinal e de cisalhamento, respectivamente,
co € velocidade longitudinal, ¢; é a velocidade de cisalhamento e v é a ordem fracionaria
viscoelastica. Observe que essa condigao ¢é valida tanto para o regime de baixa frequéncia
como para o regime de alta frequéncia. Forca de radiacao acistica negativa devido a uma
onda plana também foi notada em uma particula de ouro revestida com uma camada de
um polimero (viscoeléstico) [61].

A forca de radiacao actstica sobre uma particula fluida com absorcao longitudinal
também é dada pela Eq. (5.5), assumindo que 7, = 0, ¢ = 0, e v = 1 na Eq. (4.69).
O resultado obtido estd em acordo com a Ref. [50]. Além disso, a for¢a de radiacao
acustica exercida sobre uma particula solida elastica pode ser obtida da Eq. (4.44) fazendo
7, =7, = 0 na Eq.(4.68) e (4.71). O resultado esta de acordo com o que foi previamente
derivado na Ref. [49].
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5.1.2 Onda plana estacionéria

Considere uma onda plana estacionaria (OPE) distribuida ao longo do eixo z. Esse
tipo de onda actstica é muito importante para aplicacoes que envolvem forca de radiagao
acustica. A amplitude do potencial de velocidade da onda estacionéaria é

i (2) = il sin[k(z — h)], (5.7)

onde h é o parametro de deslocamento, que representa a distancia do primeiro né para a
origem do sistema de coordenadas.

Os campos actsticos incidentes sao pi, = ipocovp sinfk(z — h)] e vin = vg cos[k(z — h)].
Neste caso, observamos das Egs. (5.1) e (5.2) que tanto a intensidade incidente como
o fluxo de momento desaparecem. Portanto, apenas a parte conservativa da forca de
radiagdo acustica, que corresponde a forga gradiente da Eq. (4.43), permanece. Conse-
quentemente, encontramos

Fg(?fdl?z(eg, ;7)) = —%5 2f(§R)<€g, gs) + 3f1(R)] sin[2k(z — h)] + O (52) . (5.8)
Este resultado tem o mesmo formato que o obtido por Gorkov [27] para uma particula
fluida de compressao nao absorvedora.

Na analise de aprisionamento de particulas, é 1til definir um fator de contraste acuistico
como

_ o P1—pP0 (R)
Clep,e5) =3—— + €¢,€s), 5.9
(e0e) =32t [V er e (59)

onde esse fator contém as propriedades fisicas do meio e da particula. O fator de contraste
determina se uma particula tem um ponto de equilibrio estavel em um né6 de pressao C > 0
ou em un anti-n6 C < 0. A funcado féR) (e,€5) € dada pelas Eqgs. (4.68) e (4.77) para o
regime de baixa e alta frequéncia, respectivamente.

5.1.3 Feixe de Bessel acistico

Feixes de Bessel nao difratantes, isto é, feixes que se propagam por uma distancia
infinita sem sofrer difragao por uma abertura infinita, denotam uma solucao exata da
equagao homogénea de Helmholtz expressas em coordenadas cilindricas [107]. No entanto,
em situagoes reais, o efeito de difracao nao pode ser desprezado, apenas aproximacoes para
esses feixes podem ser obtidos por aberturas finitas mantendo o perfil do feixe ao longo de
uma grande distancia axial. Esses feixes geralmente sao chamados de feixes de difracao
limitada.

Considere um feixe de Bessel de n-ésima ordem se propagando ao longo do eixo z
como mostrado na Fig. 5.1. O feixe encontra uma particula posicionada sobre seu eixo.
A escolha natural de um conjunto de variaveis para descrever esse feixe é o sistema de
coordenadas cilindricas (g, ¢, 2), onde o = /22 + y? é a distancia radial transversal e
¢ = tan"!(y/z) é o angulo azimutal. A amplitude do potencial de velocidade do feixe é
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Figura 5.1: Feixe de Bessel representado por uma superposi¢ao de ondas planas com 3 sendo o
angulo de meio cone. O circulo vermelho representa a particula.

Fonte: Autor, 2015.

dado por [108]
Gnin(0,,2) = %ei(’““‘”ﬁ*"“’) Tu(kosin ), (5.10)

onde J, é a funcao de Bessel de ordem n, 8 € [0,7/2] é o angulo de meio cone, n € Z
é conhecido como o numero de momento angular orbital. A intensidade média de um
feixe de Bessel de ordem n é encontrada calculando a pressao, Eq. (3.2), e a velocidade
incidente, Eq. (3.3), e substituindo o resultado obtido na Eq. (5.1),

_ nJ?(kosin 3)

in ko e, + J2(kosin j3) cos Be., (5.11)

onde e, e e, sao vetores unitarios em coordenadas cilindrica.

Devido a simetria do problema, somente a componente axial da forca de radiacao
acustica surge na particula. Obteremos a intensidade axial incidente e o fluxo de momento
no centro da particula o = 0. Para isso, substituimos a Eq. (5.10) nas Eqs. (3.2) e (3.3),
e utilizamos o resultado dentro das Eqgs.(5.1) e (5.2), assim

I, » = Iydy 0 cos B, (5.12)
I

V- poUninU) ]2 = i*ynk—o cos fsin® f3, (5.13)
9 CO

onde 9,,, é a funcao delta de Kronecker, que vale um se m = n ou zero, caso contrério.
O coeficiente 7, é definido como vy =2, 41 = —1, e v, = 0, para |n| = 2,3, ...

Note que a forca de radiagao actustica axial devido a um feixe de Bessel de ordem zero
(FBOZ) é gerada principalmente pela absor¢ao dentro da particula viscoelastica, pois a
forga gradiente na Eq. (4.43) é zero para esse feixe. Assim, substituimos a Eq. (5.12) na
Eq. (4.45), encontramos que esta forca esté relacionada com a forca de radiagdo actustica
axial causada por uma onda plana progressiva,

FanEgZ(eg, £s) = 3%1;}:(64, g5) cos B+ O(e). (5.14)
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Assim, a forca de radiagao actustica axial pode ser negativa se a condigao dada na Eq. (5.6)
é satisfeita.

Para obter a forca de radiacao acistica em uma particula fluida de compressao a partir
da Eq. (5.14), substituimos 75, = 0, ¢s = 0, e ¥ = 1 na Eq. (4.69). O resultado obtido é o
mesmo que ¢ dado na Eq. (45) da Ref. [50],

i 21y [8 poc? 127, poc?
p(Fluida) (e4,20) = a1y —p060@€5n,0 cos B — - TnP0C .
5p1ci(po/p1 + 2)

abs,z

ae’ cos Bsin® B| . (5.15)

2
co |3 picy

Agora, considere um feixe de Bessel de ordem superior, descrito pela Eq. (5.10) com
|n| > 0. Nesse caso, a intensidade axial é zero. Assim, a forca de radiacdo acustica
também tem a contribuicao da componente de espalhamento. Portanto, substituimos as
Egs. (5.12) e (5.13) nas Eqs. (4.44) e (4.45) e encontramos que somente o feixe de Bessel
de primeira ordem (FBPO), com n = +1, produz for¢ga de radiagao actstica axial em
particulas de Rayleigh ,

FIPP0(er,65) = Fopg” + Faps©
(R)?
= 6Fe? cos Bsin? B gtV (ep, &5) + €f136 +0 (%) (5.16)

A funcio ¢\ (g, &) ¢ dada pelas Eq. (4.71) e (4.79) para a aproximagcao de baixa e alta

frequéncia, respectivamente.

Forca de radiacao actustica axial negativa também pode ocorrer sobre a particula no
regime de baixa frequéncia se ggl) (€0, €5) —I—fl(R)25/36 < 0. Quando a densidade da particula
tem um valor aproximado da densidade do fluido ideal, isto é p; =~ pg, a condicdao para a
forca de radiacao acistica ser negativa é a mesma para uma onda plana progressiva dada
na Eq. (5.6). Note também que a forca de radiacao actstica em uma particula elastica
pode ser obtida através da Eq. (5.16), fazendo 7, = 7, = 0 na Eq. (4.71), e portanto
g7(0,0) = 0.

Tendo em vista que tanto o feixe de Bessel de ordem zero como o feixe de Bessel
de primeira ordem podem produzir forca de radiacao actstica negativa, analisamos a
estabilidade da forca de radiacao actustica transversal. Fazendo essa andlise, queremos
verificar se os feixes de Bessel de ordem zero e de primeira ordem podem se comportar
como feixe trator 3D para pequenas particulas viscoelésticas. Para analisar a estabilidade
da particula na vizinhanca do eixo do feixe iremos calcular a energia potencial. Para
isso, em primeiro lugar, calculamos a pressao e a velocidade do fluido incidente através
das Egs. (3.2), (3.3) e (5.10) para um feixe de Bessel de ordem n. Em seguida, obtemos
a energia potencial da for¢a de radiacao gradiente como dado na Eq. (4.43). Assim,
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encontramos que

2

Un(0) = aFo{ EféR) (g0, 85) — (sz + cos? ﬂ) fl(R)} J2(kosin B3)

— A T2 (kosin B) sin® ﬁ] } (5.17)

onde o simbolo J’' denota a derivada com relacdo ao argumento da fun¢do. A energia
potencial devido ao feixe de Bessel de ordem zero (n = 0) e de ordem um (n = + 1) tem
um extremo (minimo ou maximo) no eixo do feixe o = 0. A energia potencial minima
corresponde a forca de radiacao actstica transversal convergente, desta forma, se a forca
de radiacao acustica axial é negativa, o feixe de Bessel atua como um feixe trator 3D sobre
a particula. Portanto, fazendo a derivada de segunda ordem da Eq. (5.17) com relacao a
0, encontramos a condicao para obter um feixe trator para um feixe de Bessel de ordem
zero e de ordem um, respectivamente,

3+ 9cos(28)]f — 81 (4, &5) > 0, (5.18)
21 (4, 85) — 31 cos(28) > 0. (5.19)

E interessante notar que para § = 45° estas condicdes tornam-se féR)(€g, gs) < (3/8)f1(R)
R
e fé )(ag,gs) > 0.
Utilizando o resultado da intensidade média, Eq.(5.11), encontramos que a forga de
radiacao actustica transversal é dada por

Fn,L(Q) = Fgrad + Fabs

J2(kosin )

= —0,U,(0)e, — 4F0n5fél) (€0, €5) 3o €,.

(5.20)
Note que a for¢a de radiagao actustica devido ao feixe de Bessel de ordem zero nao tem
componente na direcao azimutal.

Agora, voltamos nossa atencao para o torque de radiacao acustico axial gerado na
particula viscoelastica por um feixe de Bessel. Antes de prosseguir com esta anélise,
temos que obter a componente transversal da velocidade do fluido incidente no eixo do
feixe. Utilizando a Eq. (5.10) na Eq. (3.3) concluimos que somente o feixe de Bessel de
primeira ordem possui velocidade do fluido transversal em o = 0,

Uib;l],SQPO(O’ ©, z) _ %n(sn,il sinﬁ ei(kzcosﬂ-&-m,o)7 (5'21)
Ui 00,0, 2) = %0 o1 sin 3 iz cosBne) (5.22)

A componente axial do produto vetorial entre a velocidade do fluido incidente e seu
complexo conjugado ¢ dada por em coordenadas cilindricas por

(vin X v}, )2 = 21 Im[vi, G5, - (5.23)
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Assim, usando Eqs. (5.21) e (5.22) na Eq. (5.23), encontramos que o torque de radia¢ao
actuistico é originado somente pelo feixe de Bessel de primeira ordem,

NFOBB (€0, 65) = 6aF0n(5n¢152g§D (€0, €5) sin? B + 0(54), (5.24)

abs,z

onde a fungao gg) (€0, €5) € dada para os regimes de baixa e alta frequéncia respectivamente,

pelas Eqgs. (4.71) e (4.79).

A direcao do torque de radiagao actistico axial depende do sinal de nggl)(gg,gs). Se
ggl) (€e,€5) > 0, o torque de radiagdo acustico axial segue a direcao do momento angular
do feixe de Bessel de primeira ordem. Por outro lado, quando ggl)(sg, gs) < 0, o torque de
radiacao acustico axial tem dire¢ao oposta ao momento angular do feixe. N6s nos referimos
a essa situagao como torque de radiacao axial negativo. De acordo com as Egs. (4.71) e
(4.79) isso acontece quando a condigdo de for¢a de radiacao acustica negativa na Eq. (5.6)

é satisfeita.

5.2 Resultados e discussoes para particulas de polieti-
leno

Vamos avaliar a forca e o torque de radiacao acistico numericamente considerando
uma particula esférica de polietileno de baixa densidade (PEBD) e de polietileno de alta
densidade (PEAD). Polietileno é o plastico mais produzido no mundo. Isso o torna abun-
dantemente disponivel para experimentos destinados a verificacao da teoria de forca e
torque de radiagao actustico desenvolvido neste trabalho. Para prosseguir com a avaliagao
numérica, precisamos de todos os parametros actuisticos que descrevem o polietileno. Em
geral, a densidade e a velocidade do som longitudinal e de cisalhamento para esse material
a temperatura ambiente sao dados em tabelas padroes. No entanto, a ordem fracionaria
viscoelastica v e os tempos de relaxacao longitudinal 7, e de cisalhamento 73, nao sao fa-
cilmente encontrados na literatura. Portanto, vamos estimar estes parametros a partir de
dados experimentais de absorcao longitudinal e de cisalhamento em funcao da frequéncia
obtida por espectroscopia de ultrassom apresentados na Ref. [109].

5.2.1 Estimativa dos parametros do polietileno

Para obter a ordem fracionaria viscoeléstica v e os tempos de relaxacao 7, 75, realiza-
mos um ajuste dos dados experimentais de absorcao versus frequéncia para o polietileno
dado nas figuras 4 e 5 da Ref. [109]. A fungao que utilizamos para fazer o ajuste é obtida
através da parte imaginaria da relacao de dispersao dada na Eq. (2.103),

1 .
a; (UJ) = —g sin {5 arg[l + (wTj)VeUTV/Z]}
Cj

x {1+ (wry)” cos(mv/2)) + (wr)* sin®(zv/2)} (5.25)
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Tabela 5.1: Parametros e medidas da qualidade do ajuste para a fungao de absorcao na
Eq. (5.25) e dados experimentais de absorcao longitudinal e de cisalhamento extraidos
das Fig. 4 e 5 da Ref. [109].

PEBD PEAD
Modo longitudinal
Tempo de relaxagao 7|s] 1.27 x 1072 2.27 x 107"
Ordem fracionaria viscoelastica v 0.37 0.15
Erro padrao 1.79 x 107*  1.09 x 10~
Coeficiente de determinacgao (R?) 0.9998 0.9998
Modo de cisalhamento

Tempo de relaxacao 7;|s| 3.34x 107 239 x 1077
Ordem fracionéria viscoelastica v 0.37 0.14
Erro padrao 8.56 x 1076  3.56 x 107®
Coeficiente de determinagao (R?) 0.9994 0.9997

Fonte: Autor, 2015.

onde ‘arg’ é a funcao argumento, que da o angulo entre a linha de posicao de um namero
complexo e o eixo real. A partir da equagao (5.25), é possivel determinar os parametros
v e o tempo de relaxacdo 7; com j = {{,s} através do ajuste dos dados experimentais
obtidos nas figuras 4 e 5 da Ref. [109]. Construimos uma tabela com os dados de absor-
¢ao longitudinais e de cisalhamento do polietileno em funcao da frequéncia. Os dados sao
colhidos manualmente a partir das Figs. 4 e 5 da Ref. [109] utilizando WebPlotDigitizer,
um software online gratuito [110]. Os parametros de ajuste sao obtidos utilizando o soft-
ware MATHEMATICA através do algoritmo de Levenberg-Marquardt [111]. Na tabela 5.1,
apresentamos os parametros estimados com o erro padrao correspondente e o coeficiente
de determinagao (R?). Estes parametros podem ser entendidos da seguinte forma. O erro
padrao que se aproxima de zero da uma indicacao de bom ajuste e o coeficiente de de-
terminacao R? fornece uma medida que determina como o modelo explica a variabilidade
dos dados. Esse coeficiente varia de 0 < R? < 1, com R? = 1 indica que o modelo explica
toda a variacao de dados em torno de sua média. Além disso, podemos observar nas
Figuras 5.2 e 5.3 para uma particula de PEAD e de PEBD, respectivamente, excelente
concordancia entre os dados experimentais de absorcao e a funcao de ajuste dado pela
Eq. (5.25).

As propriedades fisicas e os parametros de ajustes do polietileno obtidos através da
Ref. [109] estao resumidos na tabela 5.2. E importante notar que o expoente da lei de
poténcia de absor¢ao para (PEBD) e (PEAD) é respectivamente, yo = 1 —v/2 =0.815 ¢
Yo = 1 +v = 1.15. Esses valores estao em excelente concordancia com o que foi obtido na
Ref. [87].

Instituto de Fisica - UFAL



5.2 Resultados e discussoes para particulas de polietileno

76

Figura 5.2: Ajuste da fungdo de absor¢ao da Eq. (5.25) dos dados experimentais de absorcao
longitudinal (a) e de cisalhamento (b) extraidos das Fig. 4 e 5 da Ref. [109] para uma particula de
Polietileno de alta densidade (PEAD). Legenda: linha solida azul representa o ajuste da funcédo
de absor¢ao dada na Eq. (5.25), pontos vermelhos representam os dados experimentais dado nas

Fig. 4 ¢ 5 da Ref. [109].
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Figura 5.3: Ajuste da fun¢do de absor¢ao da Eq. (5.25) dos dados experimentais de absorcao
longitudinal (a) e de cisalhamento (b) extraidos das Fig. 4 e 5 da Ref. [109] para uma particula
de Polietileno de baixa densidade (PEBD). Legenda: linha solida azul representa o ajuste da
funcao de absorcao dada na Eq. (5.25), pontos vermelhos representam os dados experimentais
dado nas Fig. 4 e 5 da Ref. [109].
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Tabela 5.2: Propriedades fisicas e os parametros de ajustes da particula de polietileno
de baixa densidade (PEBD) e do polietileno de alta densidade (PEAD). Os dados foram
extraidos & temperatura ambiente (20° C) na Ref. [109]

Polietileno

PEBD PEAD
Densidade p;[kg/m”’] 896 930
Velocidade do som longitudinal ¢,[m/s] 2566 2380
Velocidade do som cisalhamento ¢g[m/s] 1273 987
Tempo de relaxagao longitudinal 7[s| 1.27 x 1072 2.27 x 1071
Tempo de relaxacio de cisalhamento 7fs] 3.34 x 107*  2.39 x 1077
Ordem fracionaria viscoelastica v 0.37 0.15

Fonte: Autor, 2015.

5.2.2 Analise dos parametros de escala

Considere uma particula viscoeléstica suspensa na agua em temperatura ambiente.
A 4gua é caracterizada por sua densidade py = 1000 kg/m? e pela velocidade de som
adiabatica ¢y = 1500 m/s. Os feixes incidentes tém pico de intensidade Iy = 30 kW /m?.
Nossa anélise abrange uma faixa de frequéncia de 10 Hz a 10 MHz. Isto corresponde a
uma faixa de frequéncia razoavel para desenvolvimentos de experimentos de manipulacao
de particulas e dispositivos de pincas acusticas.

A anilise da particula de polietileno de alta densidade (PEAD) com raio ¢ = 1 mm
abrangendo uma faixa de frequéncia de 10 Hz a 100 kHz, sera considerado aproximacgao
de baixa frequéncia. Neste caso, os parametros de escala encontram-se nos intervalos

0.012 < &, < 0.047,
0.18 < g4 < 0.75, (5.26)
4.1 x107° < £ < 0.42.

A anélise de alta frequéncia é feita considerando uma particula de PEBD de raio
a = 10 um em uma faixa de frequéncia de 2 a 10 MHz. Nesse caso, os parametros de
escala satisfazem aos intervalos

0.0065 < &, < 0.012,
0.025 < &, < 0.046, (5.27)
0.084 < ¢ < 0.42.

Na analise a seguir, o raio da particula a e o comprimento de onda incidente A\ sao
muito maiores do que os limites de fronteira térmica e viscosa: a, A > &;,0,. Além
disso, vamos comparar a aproximacao da forca de radiagao actustica axial devido a onda
plana progressiva e de um feixe de Bessel de primeira ordem (denotados por F.) dados,
respectivamente, nas Eqs. (5.5) e (5.16) com a for¢a de radiacdo actistica axial Fi,q . na
aproximacao monopolo-dipolo dada na Eq. (4.41). O erro absoluto entre as formulas de
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forca de radiacao acustica é definido como
— |Frad,z - Fz|
=" R

onde a magnitude da forga de radiagao actustica é Fy = 6.28 uN, 6.28 nN para as particulas

A (5.28)

PEAD e PEBD, respectivamente. Quando consideramos o torque de radiacao acistico, o
erro absoluto é definido da seguinte forma:

FBPO
o |Nrad,z -

A " abs.z 1 (5.29)

5.2.3 Ondas progressivas

Nas Figuras 5.4 e 5.5, ilustramos a forca de radiagao actustica axial versus frequéncia
gerada nas particulas de PEBD e PEAD. A forca de radiacdo por uma onda plana pro-
gressiva (OPP) é mostrada na Figura 5.4, enquanto que a Figura 5.5 apresenta o resultado
para um feixe de Bessel de primeira ordem (FBPO) com n = 1 e angulo de meio cone
B = 45°.

Observe que a for¢a de radiacdo axial sobre a particula de PEAD é negativa para
ambos os feixes, OPP e FBPO, como pode ser visto nas Figuras 5.4(a) e 5.5(a). Isto
poderia ter sido antecipado, de acordo com a Tabela 5.2 os tempos de relaxacao do PEAD
satisfazem a condi¢ao 7, < 75. Desta forma, a condicao de forca de radiagao negativa
Eq. (5.6) é satisfeita. Além disso, a densidade do PEAD é proxima da densidade da agua,
isto assegura que a Eq. (5.6) também é condic¢do de forca de radiagdo negativa para o
feixe de Bessel de primeira ordem.

A forga de radiagao actistica F, dada na Eq. (5.5) para onda plana progressiva e na
Eq. (5.16) para o feixe de Bessel de primeira ordem, tem boa concordancia com a férmula
da aproximagcdo monopolo-dipolo da Eq. (4.41) para frequéncias até 72 kHz, ou € = 0.30,
como pode ser visto nas Figuras 5.4(a) e 5.5(a), respectivamente . Nesta faixa, o erro
absoluto para onda plana progressiva ¢ de A ~ €3, enquanto que para o feixe de Bessel
de primeira ordem é de A ~ °. Isto estd de acordo com o erro previsto nas Eqgs. (5.5) e
(5.16), respectivamente. Entretanto, devemos ter em mente que o limite de espalhamento
Rayleigh é vélido para ¢ < 0.3, ou como mencionado anteriormente para frequéncias
menores que 72 kHz.

A forca de radiacao acustica axial sobre a particula de PEBD é positiva em ambos
os casos, como pode ser visto nas Figuras 5.4(b) e 5.5(b). O erro absoluto para a onda
plana progressiva ¢ da ordem A ~ €2 no intervalo de 2 & 7.2MHz, ou 0.08 < ¢ < 0.3.
Nesse intervalo, o erro absoluto para o feixe de Bessel de primeira ordem é de A ~ &°.
Novamente, isto concorda com o erro mencionado nas Egs. (5.5) e (5.16).

5.2.4 Feixe de Bessel trator

Uma vez que o feixe de Bessel de primeira ordem produz forca de radiacao axial
negativa sobre uma particula de PEAD, vamos analisar a forca de radiacao acustica
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Figura 5.4: Forca de radiacdo acustica versus frequéncia exercida sobre uma particula de polie-
tileno de alta densidade (PEAD) e de uma particula de polietileno de baixa densidade (PEBD).
As configuragdes sdo: uma onda plana progressiva agindo sobre uma particula (a) de PEAD e (b)
de PEBD. As particulas de PEAD e PEBD sao suspensa em dgua e tem raio de a = 1.0,0.01 mm,
respectivamente. Os parametros fisicos das particulas sdo dados na Tabela 5.2. Os feixes inci-
dentes tém pico de intensidade de Iy = 30 kW /m?. Legenda: linha s6lida azul representa a forca
de radiagao avaliada na aproximagcdo monopolo-dipolo dada na Eq. (4.41), linha vermelha trace-
jada representa a forca de radiagdo nos regimes de baixa e alta frequéncia através da Egs. (5.5)
para onda plana progressiva. Os insertes mostram o erro relativo entre a férmulas de forca de
radiacao. A linha vertical pontilhada delimita a regiao da aproximacao Rayleigh, £ < 0.3.
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transversal que é ilustrada na Fig. 5.6. Definimos a frequéncia de 50kHz. O campo
vetorial da forca de radiacao transversal é ilustrado pelas setas, e a energia potencial da
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Figura 5.5: For¢a de radiacao acustica versus frequéncia exercida sobre uma particula de polie-
tileno de alta densidade (PEAD) e de uma particula de polietileno de baixa densidade (PEBD).
As configuracoes sdo: feixe de Bessel de primeira ordem com n =1 e = 45° agindo sobre uma
particula de (a) PEAD e (b) de PEBD. As particulas de PEAD e PEBD sio suspensa em 4gua
e tem raio de ¢ = 1.0,0.01 mm, respectivamente. Os parametros fisicos das particulas sao dados
na Tabela 5.2. Os feixes incidentes tém pico de intensidade de Iy = 30 k€W /m?2. Legenda: linha
sblida azul representa a forca de radiacdo avaliada na aproximacdo monopolo-dipolo dada na
Eq. (4.41), linha vermelha tracejada representa a forca de radiacdo nos regimes de baixa e alta
frequéncia através da Eq. (5.16) para feixe de Bessel de primeira ordem. Os insertes mostram o
erro relativo entre a formulas de for¢a de radiagdo. A linha vertical pontilhada delimita a regido
da aproximagao Rayleigh, ¢ < 0.3.
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forga de radiacao U; dada na Eq. (5.17) pode ser vista através do gréfico de contorno. Note
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o feixe de Bessel de primeira ordem produz uma forca de radiacao actstica transversal
convergente na direcao do seu eixo na regiao de —2 < kz, ky < 2, onde a posigao central
do feixe é uma regiao de equilibrio estavel para a esfera. Desta forma, ele se comporta
como feixe trator (feixe capaz de atrair objetos) 3D completo agindo sobre a particula de
PEAD. De acordo com a Eq. (5.17) a magnitude da forca de radiagao acustica transversal
é aproximadamente a magnitude da energia potencial dividido pelo raio da particula U; /a.
Assim, uma estimativa do pico de magnitude da forca de radiacao actstica da 5 uN. Isso
é cerca de mil vezes maior que a forga de radiacdo acustica axial mostrado na Fig. 5.5(a)
para 50 kHz.

Figura 5.6: Campo vetorial (setas) da forca de radiacao transversal no plano zy, exercido sobre
a particula de PEAD com raio a = 1 mm na agua. O grafico de contorno corresponde a energia
potencial da forca de radiagdo U; dada na Eq. (5.17). Os parametros do feixe de Bessel de
primeira ordem sao os mesmos descritos na legenda da Fig. 5.5. No entanto, aqui fixamos a
frequéncia para 50 kHz. O campo vetorial da for¢a de radiacao é calculado através da Eq. (5.20).

(nJ]

Fonte: Autor, 2015.

5.2.5 Onda plana estacionéria

Na Figura 5.7, apresentamos a forca de radiacao gradiente devido a uma onda plana
estacionaria distribuida ao longo do eixo z. Os resultados do modelo de Kelvin-Voigt
fracionario (meio dispersivo) é comparado com um solido elastico sem absor¢ao (meio nao
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dispersivo). A partir da Eq. (5.8), sabemos que a absor¢do nao afeta a forca de radiagao
gradiente. Apesar disso, a dispersao no interior da particula pode alterar consideravel-
mente a amplitude do pico da forca de radiacao gradiente. Na Fig. 5.7 (a), encontramos
que o modelo viscoelastico prevé um pico da forca de radiacao actuistica na particula de
PEAD 26 % menor que do modelo solido elastico. Essa diferenca para a particula de
PEBD como mostrado na Fig. 5.7 (b) é de 180 %.

Note que o fator de contraste dado na Eq. (5.9) é maior que zero (C > 0), determinando

que a particula (PEAD e PEBD) tem um ponto de equilibrio estavel em um no6 de pressao,
Fig. 5.7 (a) e (b).

Figura 5.7: Forga de radiagao acustica produzida por uma onda plana estacionaria ao longo
do eixo z em (a) uma particula de PEAD para 50kHz e (b) uma particula de PEBD para
2MHz, imerso em agua. Os pardmetros fisicos da particula sdo dados na Tabela 5.2. A onda
plana estacionaria tem pico de pressao de 0.3 MPa. A forca de radiacao foi computada usando a
Eq. (5.8). Para o modelo elastico em perdas, assumimos que féR) = féE).
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Fonte: Autor, 2015.

Instituto de Fisica - UFAL



5.2 Resultados e discussoes para particulas de polietileno 84

5.2.6 Torque de radiacao por um feixe de Bessel

Na Figura 5.8, ilustramos o torque de radiacao actstico axial gerado por um feixe
de Bessel de primeira ordem com (n = 1) sobre (a) uma particula de PEAD e (b) uma
particula de PEBD. As particulas sdo suspensas sobre o eixo do feixe (o = 0). O feixe
de Bessel de primeira ordem tem os mesmo parametros descritos na Figura 5.6. O tor-
que de radiagdo actstico axial exercido sobre uma particula de PEAD (regime de baixa
frequéncia) é negativo e aumenta monotonicamente em magnitude com a frequéncia como
pode ser visto na Figura 5.8 (a). Até 72kHz (ou € < 0.3) encontramos que a aproximacao
de baixa frequéncia é valida com erro absoluto de A ~ &! de acordo com a Eq. (5.24).
Para particulas de PEBD, Figura 5.8 (b), o torque de radiacdo actistico axial é positivo e
aumenta monotonicamente com a frequéncia. No intervalo de 2 a 7.2 MHz, o erro absoluto
& A ~ &' que esta de acordo com a Eq. (5.24).

5.2.7 Comparagao com particulas sem absorcao de cisalhamento

Nesta secao, faremos uma comparacao da for¢a e do torque de radiacao actstico sobre
uma particula de PEAD e uma particula de PEBD considerando-a como um material
solido, fluido com absorcao longitudinal e viscoeléstico. A forca de radiacao é gerada por
uma onda plana progressiva, um feixe de Bessel de ordem zero e um feixe de Bessel de
primeira ordem. O angulo de meio cone é de § = 45°. As ondas se propagam ao longo do
eixo 2.

E importante notar que no regime de alta frequéncia nio é possivel fazer a comparacio
com uma particula fluida compressivel, pois o tempo de relaxacao em um fluido é sempre
pequeno. Desta forma, no regime de alta frequéncia a particula nao pode se comportar
como um fluido compressivel. A amplitude da forca de radiacao sobre uma particula de
PEAD (regime de baixa frequéncia) é mostrado na figura 5.9(a). A forca de radiacao
descrita pelo modelo viscoelastico mostra um comportamento diferente com relacao aos
outros materiais (elastica e fluido compressivel). Para o modelo viscoelastico a forca é
negativa para todos os feixes actusticos (OPP, FBOZ, FBPO), isto é, a for¢a atua na
direcdo oposta do feixe incidente. E importante ressaltar que forca de radiacio actstica
negativa devido a uma onda plana foi previsto anteriormente em uma particula de ouro
revestida com uma camada de um polimero (viscoeldstico) |61]. Até o momento Forca
de radiagao negativa devido ao um feixe de Bessel s6 foi previsto para esferas fluidas nao
absorvedoras no regime de espalhamento Mie, ka ~ 1 31, 34].

Na Fig. 5.9 (b), comparamos a forca de radiagao exercida sobre uma particula viscoe-
lastica e uma solida elastica. Note que independente do material, elastico ou viscoelastico,
a forca de radiagdo aciistica é sempre positiva nesse regime. Além disso, a for¢a de ra-
diacao é bastante diferente dependendo da descricao do material da particula de PEBD
(elastico ou viscoelastico). O modelo considerando a particula de PEBD como elastica
pode ser obtido da Eq. (4.44) fazendo 7, = 7, = 0 nas Eqs. (4.68)-(4.71). Esse modelo
prevé que a amplitude da forca de radiacao é cerca de 30 vezes menor que o modelo visco-
elastico para uma onda plana progressiva e um feixe de Bessel de ordem zero. Entretanto,
para o feixe de Bessel de primeira ordem, a diferenca entre estes modelos é de cerca de
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Figura 5.8: Torque de radiagdo acustico versus frequéncia exercido por um feixe de Bessel
de primeira ordem sobre (a) uma particula de PEAD e (b) uma particula de PEBD de raio
a = 1.0,0.01 mm, respectivamente, imerso em &gua. Os pardmetros fisicos das particulas sdo
dados na Tabela 5.2. O feixe incidente tem seu pico de intensidade de Iy = 30kW /m?. Legenda:
linha sélida azul é o torque de radiacdo avaliado na aproximacgdo monopolo-dipolo dado na
Eq. (4.62), linha vermelha tracejada representa o torque de radiagdo nos regimes de baixa e alta
frequéncia através da Eq. (5.24). Os insertes mostram o erro relativo entre as formulas de torque.
A linha vertical pontilhada delimita a regiao da aproximacdo Rayleigh ¢ < 0.3.
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duas vezes.
O torque de radiacao axial gerado por um feixe de Bessel de primeira ordem sobre uma
particula de PEAD (solido viscoelastico) suspensas em agua sobre o eixo do feixe é com-
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Figura 5.9: Forga de radiacao acustica produzida por uma onda plana progressiva, feixe de
Bessel de ordem zero e feixe de Bessel de primeira ordem exercida sobre uma particula de
(a) PEAD e (b) PEBD de raios a = 1.0,0.01 mm, respectivamente. Os feixes incidentes tem
frequéncia de (a) 2MHz e (b) 50kHz, pico de intensidade Iy = 30kW /m?, e angulo de meio cone
B = 45°. Os valores das amplitudes das forcas sdo mostrados préximos ou dentro de suas barras
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parado com o torque axial considerando a particula de PEAD como fluida absorvedora.
O modelo viscoelastico prevé um torque de radiacdo negativo (isto é, o torque de radiagao
actuistico encontra-se no sentido oposto do fluxo de momento angular médio do feixe inci-
dente) com amplitude —1.10nN - mm, enquanto que o modelo de uma particula fluida de
absor¢ao longitudinal d4 um torque de radiacao positivo de 0.24 nN - mm. Novamente a
comparagao com uma particula fluida compressivel para o regime de alta frequéncia nao
é possivel pelo mesmo motivo apresentado anteriormente para a comparagao da forca de
radiacao.

Os resultados obtidos nesse capitulo mostram que a forca de radiacao actustica axial
¢ negativa em uma onda plana progressiva e um feixe de Bessel, esse fenémeno ocorre
quando a absorcao de cisalhamento supera a atenuacao longitudinal conforme descrito na
Eq. (5.6). A comparacdo da forga de radiagdo sobre uma particula viscoelastica e solida
elastica revelam um desvio significativo dos estudos anteriores. Além disso, mostramos
que um feixe trator 3D completo atua sobre uma particula PEAD gerado pelo feixe de
Bessel de primeira ordem. Na andlise da forca de radiacao acustica gerado sobre uma
particula viscoelastica por uma onda plana estacionaria, desvios relevantes surgiram em
comparagao com particula solida elastica. Observamos uma diferenca significativa sobre
a magnitude do pico da forca de radiacao actstica considerando uma particula de PEBD.
Torque de radiacao actustico negativo devido a um feixe de Bessel de primeira ordem é
apresentado pela primeira vez a comunidade cientifica. Esses resultados apresentados
nesse capitulo podem ser tteis no estudo de manipulagao e separacao de particulas.
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Conclusoes e trabalhos futuros

6.1 Conclusoes

Este trabalho teve como propoésito investigar os fendémenos de forca e torque de radi-
acao acustico sobre uma particula solida viscoeléstica. Desta forma, foi possivel derivar
expressoes analiticas para a forca e torque de radiacao actistico exercido por um feixe com
frente de onda arbitraria sobre uma pequena particula, no chamado limite de espalha-
mento Rayleigh, suspenso num fluido ideal.

A equacao da onda linear, conhecida como equacao de Helmholtz foi derivada através
das equacoes de conservacao para um fluido ideal. A solucao desta equacao foi apresentada
em termos do método de ondas parciais com o intuito de obter os campos acusticos
que sao necessarios para resolver o problema de espalhamento linear para uma particula
viscoelastica esférica. Além disso, a propagacao de ondas no interior da particula foi
modelado através de uma lei de Hooke generalizada (modelo de Kelvin-Voigt fracionario)
com os termos de perdas proporcionais a derivada temporal fracionaria, veja a Eq. (2.88).
Esses estudos de propagagao de ondas em um determinado meio (fluido ou solido) foi
de suma importancia para a compreensio do problema de espalhamento acustico. E
importante ressaltar que o espalhamento esta diretamente relacionado com o fenémeno
de forca e torque de radiacao acustico.

Expressoes de forca e torque de radiacao actstico foram derivadas na aproximacao de
campo distante. Essas formulas sao mais simples e dependem das propriedades fisicas
do objeto, dadas pelos coeficientes de espalhamento escalares s,,, e das caracteristicas da
onda incidente denotadas pelos coeficientes de forma do feixe a,,,. No regime de espa-
lhamento Rayleigh, forca e torque de radiacao actstico depende apenas dos coeficientes
de espalhamento de monopolo e dipolo. Depois de realizar expansoes assintoticas desses
coeficientes nos limites de baixa frequéncia (w7;)” < 1 e alta frequéncia (wr;)” > 1,
encontramos que a forca de radiacao acustica provocada por uma onda plana progressiva
e estacionaria, um feixe de Bessel de ordem zero e de primeira ordem, ¢ em grande parte
devido aos efeitos de absorcao dentro da particula. O torque de radiacao actstico gerado
pelo feixe de Bessel de primeira ordem também foi calculado.

Em particular, aplicou-se a teoria desenvolvida no Capitulo 4 sobre uma pequena par-
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ticula feita de um material viscoelastico, polietileno de baixa densidade (PEBD) e polieti-
leno de alta densidade (PEAD), suspensa em agua devido a uma onda plana progressiva,
onda plana estacionaria e feixes de Bessel. Os resultados obtidos mostram um desvio sig-
nificativo dos estudos anteriores para particula solida elastica. Além disso, descobrimos
que a forca de radiacao actstica axial é negativa devido a uma onda plana progressiva
e um feixe de Bessel, esse fendomeno ocorre quando a absorcao de cisalhamento supera a
atenuagao longitudinal conforme descrito na Eq. (5.6). Torque de radiagao acistico nega-
tivo devido a um feixe de Bessel de primeira ordem também ocorre quando esta condigao
é satisfeita. A estabilidade transversal da forca de radiacdo acustica gerada pelo feixe
de Bessel de primeira ordem também foi investigada. Mostramos que um feixe trator
3D completo atua sobre uma particula PEAD. Na anélise da forca de radiagao acustica
gerado sobre uma particula viscoeldstica por uma onda plana estacionaria, desvios rele-
vantes surgiram em comparacao com particula solida elastica. Observamos uma diferenca
significativa sobre a magnitude do pico da forca de radiacao acustica considerando uma
particula de PEBD. Isso acontece devido a particula viscoelastica ser um meio dispersivo.

Por fim, a forca e torque de radiagao actstico exercido sobre uma pequena particula
viscoelastica foram teoricamente investigados. Aspectos inusitados desses fendmenos tais
como forcas e torques de radiacao actuistico axiais negativos foram previstos e discutidos.
E importante salientar que os resultados aqui apresentados podem ser relevantes para o
desenvolvimento de novos dispositivos que utilizam técnicas de manipulagao de particulas
devido a campos aciisticos.

6.2 Trabalhos futuros

A partir deste trabalho, é possivel apresentar um método de aprisionamento de parti-
culas viscoelésticas por um transdutor focalizado. Esse método pode ser validado através
de simulacoes computacionais. Além disso, podemos fazer o estudo de din&mica de par-
ticulas para melhor analisar onde ocorre o aprisionamento das particulas. Esse tipo de
investigagao pode ser fundamental para desenvolver estratégias eficientes de manipulagao
de particulas.

Com relacao a interacao de ondas aciisticas com um conjunto de particulas, ha a
necessidade de um estudo detalhado de for¢a e torque de radiacao considerando particulas
feitas de um material viscoelastico. Em particular, os resultados a serem obtidos podem
ser cruciais para separacao de particulas utilizando um feixe focalizado, visto que os
resultados obtidos neste trabalho para uma tnica particula mostram que ela pode ser
translada ou atraida dependendo das caracteristicas fisicas da particula.
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