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Para José Adelmo Barbosa e Benedita Canabarro, meus

pais!

Instituto de F́ısica - UFAL



iii

Agradecimentos

Queira Deus que eu possa descrever minha gratidão para com todas as pessoas
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Ricklane; Richnéia; Rubens; Gillian Dywey; Denise; Lenise; Lyranise; Steiner; Os-

man; Zezita; Reinaldo; Jacimar; Roseane; Thiago; Lucas; Lúcia; Diana; Janicléria;
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Lista de Śımbolos

Tabela 1: Lista de Śımbolos

a raio do núcleo de uma fibra óptica
Bi e ωi coeficientes da fórmula de Sellmeier

c ≈ 3 × 108m/s velocidade da luz no vácuo
v = 6, 626 × 10−34Js constante de Planck

K constante Kerr do meio
L comprimento da fibra
V frequência normalizada ou número V
α constante de atenuação do feixe óptico
δ diferença da velocidade de grupo dos feixes
ε permissividade de um meio material

ε0 = 1
36π×109 F/m permissividade do vácuo

ε razão entre a intensidade dos feixes copropagantes
λ comprimento de onda
µ permeabilidade magnética de um meio qualquer

µ0 = 4π × 10−7H/m permeabilidade magnética do vácuo
τ parâmetro de atraso da resposta não-linear
χ susceptibilidade elétrica
ω frequência angular
Γ parâmetro de saturação da resposta não-linear
∆ diferença relativa de ı́ndices de refração
Θa ângulo de aceitação
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Lista de Siglas

Tabela 2: Lista de Siglas

AMF AutoModulação de Fase
AN Abertura Numérica de uma fibra óptica
dB decibel

CW (ou cw) Continuous Wave
DVG Dispersão da Velocidade de Grupo
EDO Equação Diferencial Ordinária
ENLS Equação Não-Linear de Schrödinger
EPP Equação de Propagação do Pulso
ERE Espalhamento Raman Estimulado
GHz gigahertz
GSH Geração de Segundo Harmônico
GTH Geração de Terceiro Harmônico

ID Índice Degrau

IG Índice Gradual
IM Instabilidade Modulacional

MFC Modulação de Fase Cruzada
MHz megahertz
MQO Mistura de Quatro Ondas
nm nanometros
ps picosegundos

QCW Quasi-Continuous Wave
SI Système Internacional d’unités
TE Transversal Elétrico

TEM Transversal Eletromagnético
THz terahertz
TM Transversal Magnético
UV região UltraVioleta do espectro eletromagnético

UHF (do inglês) Frequências ultra-elevadas (300 MHz - 3000 MHz)
VHF (do inglês) Frequências muito elevadas (30 MHz - 300 MHz)

ZMDW Zero Material Dispersion Wavelength
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Resumo

Instabilidade Modulacional (IM) é um fenômeno caracteŕıstico da propagação

de ondas em meios dispersivos não-lineares e tem sido estudado em diversas áreas

da F́ısica devido a sua natureza fundamental bem como suas importantes aplicações

tecnológicas. Esse fenômeno corresponde ao enriquecimento exponencial de peque-

nas perturbações harmônicas devido a cooperação dos efeitos não-lineares e disper-

sivos. Portanto, não obstante sua aplicabilidade, IM é, de igual modo, uma fonte

importante de degradação em sistemas de comunicação por fibras ópticas.

Nesta tese investigamos a instabilidade modulacional (IM) induzida por Mo-

dulação de Fase Cruzada (MFC) de dois pulsos ópticos acoplados incoerentemente

que se propagam em uma fibra sem perda com tempo de resposta não-linear finito.

O carácter não-instantâneo da resposta não-linear é introduzido através de um pro-

cesso de relaxação de Debye. Obtemos analiticamente, de modo exato, a relação de

dispersão para fracas perturbações harmônicas da solução estacionária. Mostramos

que o espectro de instabilidade, presente tanto no regime de dispersão normal quanto

no anômalo em meios Kerr com resposta instantânea, desenvolve uma estrutura de

pico duplo cuja a intensidade relativa e a frequência t́ıpica dependem do tempo de

resposta considerado.

Além do mais, revelamos que existem dois modos instáveis ao longo de todo

o espectro de frequência. Apresentamos a dependência do ganho máximo e da

frequência correspodente dentro de cada modo instável como função da diferença

da velocidade de grupo e do tempo de resposta, mostrando o cruzamento entre os

regimes de resposta não-linear rápida e lenta.

Palavras Chaves: Instabilidade Modulacional; Modulação de Fase Cruzada;

Fibras Ópticas Não-Lineares; Não-Linearidade Atrasada; modelo de relaxação de

Debye.
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Abstract

Modulation instability (MI) is a general characteristic of wave propagation

in nonlinear dispersive media and it has been intensively investigated in several

branches of physics due to its fundamental nature as well as technological applica-

tions. This phenomenon corresponds to the exponential growth of weak harmonic

pertubations in virtue of the interplay between dispersive and nonlinear effects.

Hence, despite its important features, MI is also a main source of channel depletion

and degradation in optical fiber communications.

In this thesis, we investigate the modulational instability (MI) induced by

cross-phase-modulation (XPM) of two incoherently coupled optical pulses copropa-

gating in a lossless fiber with a finite nonlinear response time. The non-instantaneous

character of the nonlinear response is introduced through a Debye relaxation process.

We analytically obtain the exact dispersion relation for weak harmonic perturba-

tions over the stationary solution. We show that the instability spectrum, present in

both normal and anomalous dispersive regimes in instantaneously responding Kerr

media, develops a double peak structure whose relative strength and typical fre-

quency range depend on the response time. Further, we reveal that there are two

unstable modes in the entire frequency spectrum. We report the dependence of the

maximum gain and central frequency within each unstable mode as a function of

the group velocity mismatch and response time, showing the crossover between the

regimes of fast and slow non-linear responses.

Keywords: Modulation Instability; Cross-Phase Modulation; NonLinear

Fiber Optics; Delayed Nonlinearities; Debye relaxation model.
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Prefácio

No Caṕıtulo 1, introduziremos de forma sucinta algumas das principais ca-

racteŕısticas das fibras ópticas que são fundamentais para que se possa compreender

os fenômenos não-lineares discutidos ao longo desta tese bem como discutimos os

conceitos básicos da óptica relacionados. Apresenta-se motivações para os constantes

estudos destes fenômenos. Além disso, se fornece uma perspectiva histórica sobre o

desenvolvimento no campo de estudo das fibras ópticas onde se apresenta o caminho

natural que cuminou com a utilização da luz na transmissão de dados. Apresentamos

brevemente as principais caracteŕısticas de uma fibra óptica. As demais secções

servem como uma breve revisão e são dedicadas a introdução dos conceitos básicos

da óptica como: velocidade da luz, ı́ndice de refração, ondas harmônicas planas,

velocidade de fase, velocidade de grupo, dispersão, entre outros. Trata-se, portanto,

de um caṕıtulo de revisão.

No Caṕıtulo 2, vamos apresentar os conceitos bem como alguns dos fenômenos

relacionados com a óptica não-linear, entretanto, os efeitos imediatamente relaciona-

dos com a fenomenologia de que trata essa tese serão estudados nos caṕıtulos pos-

teriores. Além do mais, para compreendermos os fenômenos não-lineares que ocor-

rem nas fibras ópticas dentro das quais propagam-se pulsos eletromagnéticos temos

que considerar a Teoria Eletromagnética para propagação de onda em meios dis-

persivos não-lineares. Introduzimos, de maneira muito breve, a óptica não-linear.

Em seguida, apresentamos as equações de Maxwell em meios dielétricos, tratando

de conceitos importantes como os termos lineares e não-lineares da polarização in-

duzida. Além do mais, consideramos a propagação de pulsos em meios não-lineares

e dispersivos assumindo-se que a largura espectral do pulso é muito menor do que a

frequência central da radiação incidente, conhecida como aproximação do envelope

que varia lentamente. Concluimos o caṕıtulo apresentando as equações não-lineares

de Schrödinger (ENLS) obtidas através dos resultados apresentados nas secções an-
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teriores. Portanto, o objetivo principal deste caṕıtulo é obter a equação que governa

a propagação de pulsos ópticos em fibras ópticas.

No Caṕıtulo 3, tratamos dos fenômenos não-lineares diretamente relacionados

com o estudo inédito apresentado e discutido no caṕıtulo 4. Discutimos os efeitos

da DVG. Tratamos da AutoModulação de Fase (AMF). Apresentamos o efeito Kerr

eletroóptico. Estudamos a Instabilidade Modulacional (IM) e discutimos brevemente

sobre a formação de Sólitons Ópticos. Estudamos os efeitos da Modulação de Fase

Cruzada (MFC). Por fim, tratamos dos efeitos de polarização e o efeito Raman.

Ao final, no Caṕıtulo 4, apresentaremos o modelo teórico que utilizamos para

estudar a instabilidade modulacional induzida por modulação de fase cruzada em

fibras sem perdas com resposta não-linear atrasada com base nas análises elaboradas

nos caṕıtulos anteriores, assim como discutimos os resultados obtidos. Apresentamos

algumas considerações iniciais sobre o problema proposto. Revisitamos a MFC. Em

seguida, tratamos da inclusão do tempo de atraso no modelo que é apresentado

logo adiante. Por fim, apresentamos a análise de estabilidade linear e os principais

resultados.
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Caṕıtulo 1

Introdução à F́ısica das Fibras

Ópticas

Neste caṕıtulo introduziremos de forma sucinta algumas das principais ca-

racteŕısticas das fibras ópticas que são fundamentais para que se possa compreender

os fenômenos não-lineares discutidos ao longo desta tese bem como discutimos os

conceitos básicos da óptica relacionados. Na secção 1.1 apresenta-se motivações

para os constantes estudos destes fenômenos. A secção 1.2 fornece uma perspectiva

histórica sobre o desenvolvimento no campo de estudo das fibras ópticas onde se

apresenta o caminho natural que cuminou com a utilização da luz na transmissão

de dados. Na secção 1.3, apresentamos brevemente as principais caracteŕısticas de

uma fibra óptica. As secções de 1.4 a 1.8 se constituem em uma breve revisão e

são dedicadas a introdução dos conceitos básicos da óptica como: velocidade da

luz, ı́ndice de refração, ondas harmônicas planas, velocidade de fase, velocidade de

grupo, dispersão, entre outros. Trata-se, portanto, de um caṕıtulo de revisão.

1



1.1 Introdução e Fatores Motivacionais 2

1.1 Introdução e Fatores Motivacionais

A crescente demanda por redes de telecomunicações cada vez mais eficientes

tem exigido avanços cont́ınuos em seu desenvolvimento principalmente após a grande

popularização dos meios de comunicação ocorrida nas últimas décadas através do

uso da internet. Sistemas de telecomunicações com arquiteturas totalmente óptica,

com o intuito de aprimorar as redes atuais, aumentando-se a taxa de transmissão

de dados, constitue-se em uma busca constante. Nessa direção, torna-se de elavada

importância o conhecimento dos diversos fenômenos f́ısicos relacionados com a uti-

lização das fibras ópticas. Nesta tese, apresentamos o estudo teórico da interação

entre a modulação de fase cruzada (MFC) e a resposta não-linear não-instantânea

para feixes copropagantes em fibras ópticas.

1.2 Perspectiva Histórica das Comunicações Ópticas

A ideia de utilizar luz para comunicações surgiu em uma data muito re-

mota. Uma forma de comunicação óptica bastante antiga é a comunicação através

de sinais manuais. Durante o dia, os movimentos da mão interrompem o fluxo da

luz, diminuindo a potência luminosa que chega aos olhos do receptor. Dizemos que

os movimentos manuais modulam a intensidade do feixe luminoso. A fonte de luz

para esse sistema é o sol e sua taxa de transferência de informação correspondente

é baixa. Além disso, o alcance de transmissão é bastante limitado e a probabilidade

de erro é elevada.

Os sinais de fogo e fumaça, úteis para caminhos de comunicação mais longos,

permitiam a transmissão de mensagens variando-se o padrão de fumaça emergente

do fogo. A criação das lâmpadas, por sua vez, permitiu a construção de sistemas

Instituto de F́ısica - UFAL



1.2 Perspectiva Histórica das Comunicações Ópticas 3

de comunicação um pouco mais sofisticados, como enlances de luzes piscantes entre

navios ou entre navio e a costa, sinais de conversão para automóveis, semáforos e

heliógrafos1 [1–14].

Por volta de 1880, Alexander Graham Bell (1847-1922) efetuou várias tenta-

tivas para transportar o som através do uso de feixe luminoso, inventando o fotofone,

cujo fucionamento pode ser descrito de maneira simplificada do seguinte modo: (i)

focaliza-se a luz solar até que se obtenha um feixe bem estreito, incidindo-o em uma

lâmina espelhada de pequena espessura; (ii) fala-se nas proximidades da lâmina e as

ondas sonoras fazem-na vibrar; (iii) a energia luminosa refletida na lâmina é captada

sobre uma célula de Selênio; (iv) a célula de Selênio (situada a uma distância de

aproximadamente 200 m), por sua vez, é um material fotossenśıvel e sua resistência

se modifica conforme a intensidade percebida, consequentemente, a corrente elétrica

através do Selênio varia, reproduzindo os sinais sonoros no fone de recepção [1, 2, 11].

A necessidade da implementação de sistemas que permitissem muitas co-

municações simultâneas se deu a partir de 1900. Equipamentos telefônicos foram

criados, por volta de 1926, que permitiam a transmissão de dois ou quatro canais

de voz. O surgimento e emprego de dispositivos semicondutores tornou os circuitos

eletrônicos mais eficientes e compactos. Esses componentes eram capazes de pro-

cessar sinais de frequências muito elevadas o que permitia concentrar mais canais

em uma mesma onda portadora em um único meio de transmissão. Desse modo, os

sistemas de frequências muito elevadas (VHF), cujo intervalo de frequência corres-

pondente varia de 30 MHz a 300 MHz, e os sistemas de frequências ultra-elevadas

(UHF), no intervalo de 300 MHz - 3.000 MHz, cumpriram bem a missão de ampliar

a capacidade dos sistemas de comunicações.

Entretanto, com o intuito de prestar novos serviços e enviar um número ainda

maior de informações, intensificaram-se as aplicacações na faixa de frequências acima

1Equipamentos capazes de realizar transmissões telegráficas, a distâncias de alcance viśıvel, por
meio da reflexão da luz solar em um conjunto de espelhos[7].
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de 30 GHz. Deste modo, tornou-se natural que as pesquisas se voltassem para a

utilização da luz como onda portadora nos sistemas de comunicações. Com o advento

do laser, em 1960, foi posśıvel a implementação das comunicações ópticas de alta

capacidade de transmissão. As caracteŕısticas do laser torna-o conveniente para ser

usado como portador/transmissor de informação, pois é uma fonte de radiação de

alta intensidade e possui largura espectral estreita. De maneira quase imediata à

invenção do laser, sistemas de comunicações ópticas não-guiadas, i.e. sem utilização

de fibras ópticas, foram desenvolvidos. Neste caso a comunicação se dava por meio

de feixes luminosos viajando pela atmosfera [1, 2, 15–19].

Estes desenvolvimentos proporcionaram o surgimento do que hoje se conhece

como fotônica que trata dos sistemas que operaram através do fluxo de fótons.

1.2.1 Desenvolvimento do Meio de Transmissão

Várias ideias foram propostas para o guiamento da luz. Entre estas podemos men-

cionar a transmissão do sinal em tubos metálicos ocos de cobre com diâmetro de

0,5 mm bem polidos internamente para os quais previa-se uma perda de 1,8 dB/km

na potência do sinal no comprimento de onda de 1 µm. Entretando, as perdas ob-

servadas na prática eram bem maiores, em parte por não ser posśıvel um polimento

ideal nas paredes internas onde as irregularidades fossem muito menores do que o

comprimento de onda, chamado de polimento óptico, e em parte pela fato de esses

guias apresentarem um aumentado bastante elevado na perda de potência quando

da necessidade de se efetuar dobras ou curvas. Na prática, as perdas eram bem mais

acentuadas do que 1,8 dB/km mesmo em caminhos retiĺıneos.

Novas tentativas resultaram no desenvolvimento de guias dielétricos ocos que

se constitúıam de tubos de 2 mm de diâmetro, capazes de guiar a luz com perdas, na

prática, em torno de 1,8 dB/km, desde que esse guia fosse perfeitamente retiĺıneo,

todavia os problemas das curvas no guiamento ainda persistiam, o que as tornavam
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impraticáveis. Experiências com bastões de vidros também não apresentaram resul-

tados animadores, pois as perdas ainda eram elevadas.

Quase que comcominantemente ao surgimento dos lasers desenvolveu-se as

fibras ópticas de baixa perda (baixo fator de atenuação) que estabelece a distância

máxima de transmissão sem necessidade de repetidores do sinal. O mecanismo

utilizado nas fibras ópticas tem por base o fenômeno da reflexão interna total que

ocorre na fronteira de separação entre o dielétrico e ar, ou entre dois dielétricos

com ı́ndice de refração diferentes motivados pelo o experimento do guiamento da

luz pela água seguindo uma trajetória curviĺınea realizado pela f́ısico inglês John

Tyndall (1820 - 1893) em 1870, ilustrado esquematicamente na Figura (1.1). Neste

experimento foi observado o guiamento da luz através do caminho curvo seguido

pelo jato d’água.

Figura 1.1: Esquema ilustrativo do guiamento da luz por um jato d’água demonstrado
por John Tyndall em 1870. Obtida em [2].

A partir de então deu-se um rápido desenvolvimento na utilização das fibras

ópticas, de modo que, dentre as diversas aplicações das fibras ópticas podemos citar:

sensores a fibra óptica (giroscópios, hidrofone, entre outros), troncos telefônicos,

difusão de TV, comunicação de computadores, cabeamento de aeronaves e navios,

aplicações geof́ısicas na sondagem de solos e de movimentos śısmicos, aplicações na
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biologia e medicina, aplicações militares (controle de mı́sseis) [20–34], entre outras.

1.3 Fibras Ópticas e suas Propriedades

Atribui-se ao f́ısico indiano Narinder Singh Kapany (1927 - ) a invensão das

fibras ópticas como as conhecemos hoje [35].

O fenômeno f́ısico básico responsável por permitir o confinamento e a propa-

gação da luz nas fibras ópticas é a reflexão interna total que é bem conhecida desde

o século XIX. Protótipos do que hoje são as fibras ópticas foram elaborados por

volta dos anos 1920-1930, porém o campo de estudo das fibras ópticas surgiu, de

fato, a partir de 1950 e se desenvolveu bastante durante os anos da década de 1960,

principalmente devido a motivação de se transmitir imagens através de fibras de

vidro [36].

Tais fibras apresentavam perdas bastante acentuadas, em torno de 1.000 dB/km,

quando comparadas com os padrões atuais (0, 2 dB/km). O surgimento de fibras

com pequenos ńıveis de perda resultou em um forte avanço no campo da comu-

nicaçao por fibras ópticas e impulsionou o estudo dos fenômenos não-lineares que se

tornaram os principais responsáveis pela degradação dos sinais emitidos pelas fibras.

Desta forma, iniciou-se os estudos de fenômenos como o espalhamento Raman esti-

mulado (ERE), birefrigência opticamente induzida, mistura de quatro ondas(MQO)

e automodulação de fase (AMF).

Em 1973, houve uma contribuição importante por Hasewaga e Tapert ([37,

38]) que apresentaram que pulsos tipo sólitons poderiam ocorrer em fibras ópticas

como resultado da interação entres efeitos dispersivos e não-lineares, impulsionando

ainda mais o campo de estudo das fibras ópticas não-lineares. Dáı por diante ocorreu

um forte avanço na tecnologia do processo de fabricação das fibras como, por exem-

plo, através do uso de elementos terras-raras e estas passaram a ser usadas também
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como amplificadores e lasers sendo, deste modo, largamente utilizadas em aplicações

comerciais. Estes usos levaram a uma revolução no sistema de telecomunicações por

fibras ópticas. Recentemente, no que diz respeito ao gerenciamento de informação,

as fibras de cristais fotônicos tem sido amplamente utilizadas.

Estrutura F́ısica Básica

De forma simplificada, uma fibra óptica consiste de um núcleo central de vidro

com ı́ndice de refração n1 envolvido por uma interface cujo ı́ndice de refração n2

obedece n2 < n1, permitindo, deste modo, a ocorrência da reflexão interna total.

Tais camadas são envolvidas ainda por uma capa protetora.

Tais fibras são ditas fibras ópticas com ı́ndice degrau (ID), uma vez que o

ı́ndice de refração decresce de forma discreta desde o núcleo até a interface. Existem

também as fibras com ı́ndice gradual (IG) nas quais o ı́ndice de refração decresce

continuamente com a distância radial.

Figura 1.2: Esquema ilustrativo de uma fibra óptica com ID: (a) perfil de ı́ndice degrau;
(b) corte transversal da fibra óptica; (c) corte longitudinal da fibra óptica. Figura obtida
em [2].

De um modo geral os tipos de fibra ID e IG se diferenciam basicamente pe-

los modos de propagação - transversal elétrico(TE), transversal magnético (TM) ou

transversal eletromagnético (TEM) - que representam o conjunto de ondas eletro-

magnéticas que são guiadas de modo estável pelo guia de onda. Tais modos podem
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ser determinados a partir das equações de Maxwell, sob as condições de contorno

impostas pelo tipo de guia. Devido a geométria ciĺındrica e ao meio dielétrico, pre-

visões teóricas dos posśıveis modos são obtidas resolvendo as equações de Maxwell

numericamente.

Abertura Numérica (AN)

Nem todo raio de luz que penetra no núcleo de uma fibra óptica satisfaz a condição

de reflexão interna total na interface entre o núcleo e a casca e, portanto, não é

transmitido pela fibra. Desta maneira, existe um ângulo Θa denominado de ângulo

de aceitação que determina que os raios luminosos incidentes na fibra com Θ > Θa

não são transmitidos pelo núcleo desta fibra. Estes raios penetram a casca onde são

fortemente atenuados e desaparecem.

Define-se a abertura numérica (AN) de uma fibra óptica inserida em um meio

com ı́ndice de refração n0 a partir da noção do ângulo de aceitação pela equação

AN = n0senΘa =
√

n2
1 − n2

2. (1.1)

A abertura númerica (AN) também pode ser definida através da diferença

relativa entre os ı́ndices de refração do núcleo e da casca definido por

∆ =
n2

1 − n2
2

2n2
1

, (1.2)

deste modo

AN = n1

√
2∆. (1.3)

Frequência Normalizada ou Número V

Outro parâmetro importante é o número V ou frequência normalizada dada por
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V = k0a(n2
1 − n2

2)
1/2, (1.4)

onde k0 = 2π/λ, a é o raio do núcleo e λ é o comprimento de onda da luz. O

parâmetro V determina o número de modos que a fibra suporta. Pode-se mostrar

que uma fibra com ı́ndice degrau suporta um único modo se V < 2, 405, tais fibras

são denominadas fibras monomodo.

De uma forma geral, quanto maior o valor do raio do núcleo a, maior o

valor de V e, portanto, maior o número de modos que a fibra comporta. Para

fibras multimodos a varia no intervalo 25 − 30 µm e para fibras monomodo com

∆ ≈ 0, 003, a < 5 µm. Por outro lado, o valor do raio externo b não desempenha

uma papel fundamental desde que seja largo o suficiente para conter todos os modos

inteiramente. Na prática, b = 62, 5 µm tanto para as fibras monomodo quanto para

as fibras multimodos [39–48].

1.4 Fenômenos Ópticos Elementares

O prestigiado f́ısico Isaac Newton (1642-1727) tratou da luz como possuindo

natureza corpuscular muito provalvelmente pelo fato de que em um meio uniforme

a luz descreve uma trajetória retiĺınea. Um exemplo familiar desse fenômeno é a

formação de sombras e é denominado de lei da propagação retiĺınea da luz. Entre-

tanto seu comtemporâneo Christiaan Huygens (1629 - 1695) defendia uma descrição

diferente e acreditava que a luz tinha natureza ondulatória, o que explicava bem

fenômenos como a interferência entre feixes de luz, difração, espalhamento da luz

em torno de obstáculos, entre outros.

Após os trabalhos de James Clerk Maxwell (1831-1879) compreendeu-se que a

luz nada mais é do que uma forma de energia eletromagnética descrita como ondas

Instituto de F́ısica - UFAL



1.4 Fenômenos Ópticos Elementares 10

eletromagnéticas cujo espectro varia desde de ondas de rádio até radiação gama,

passando pela radiação infravermelho, pelo espectro de cores viśıveis do vermelho

ao violeta, radiação ultravioleta e os Raios-x.

Além do mais, com o advento da teoria quântica da luz por Max Planck

(1858 - 1947), Albert Einstein (1879 - 1955) e Niels Bohr (1885 - 1962) sabemos que

a energia eletromagnética é quantizada, ou seja, só pode ser adicionada ou cedida de

um campo eletromagnético em quantias discretas denomindas de fótons. Adiante

vamos recorrer a essa natureza da luz para explicar a fenomenologia de alguns efeitos

não-lineares em fibras ópticas.

Deste modo a luz é dita como possuindo uma natureza dual de sorte que

certos fenômenos exibem o carácter ondulatório da luz, e.g. a interferência da luz, e

outros evidenciam os aspectos corpuscular da luz, como exemplo o efeito fotoelétrico.

Desta forma, os fenômenos ópticos são estudados do seguinte modo: a teoria de

Maxwell trata da propagação da luz enquanto que a teoria quântica descreve a

interação da luz com a matéria (absorção ou emissão de luz), o que resulta no

campo de estudo da eletrodinâmica quântica.

1.4.1 Constantes Elétricas e a Equação de Onda

Em um dado ponto do espaço vazio, o estado eletromagnético do vácuo é

especificado por dois vetores, o campo elétrico E e o campo magnético H. Suas

derivadas temporais e espaciais estão interrelacionadas do seguinte modo

∇× E = −µ0
∂H

∂t
, (1.5)

∇× H = ε0
∂E

∂t
, (1.6)
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satisfazendo a condição de divergência dada por

∇ · D = 0, (1.7)

∇ · B = 0, (1.8)

que indica a ausência de cargas no ponto especificado, D = ε0E e B = µ0H. Estas

quatro equações são conhecidas como as equações de Maxwell para o vácuo. A

constante µ0 = 4π × 10−7 H/m é a permeabilidade do vácuo. A constante ε0 =
1

36π × 109
F/m é a permissividade do vácuo.

Equação de Onda

Podemos separar os campos E e H em duas equações tomando o rotacional de uma

equação e usando o fato de que a ordem de diferenciação com relação ao tempo e

ao espaço pode ser trocada, ou seja, ∇× ∂A
∂t

= ∂(∇×A)
∂t

, logo

∇× (∇× E) = −µ0ε0
∂2E

∂t2
, (1.9)

∇× (∇× H) = −µ0ε0
∂2H

∂t2
. (1.10)

Utilizando-se as condições de divergência dadas pelas Eqs. (1.7) e (1.8) e a

identidade vetorial

∇× (∇× A) = ∇(∇ · A) −∇2(A), (1.11)

obtemos
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∇2E =
1

c2

∂2E

∂t2
, (1.12)

∇2H =
1

c2

∂2H

∂t2
, (1.13)

onde

c = (µ0ε0)
−1/2, (1.14)

portanto os campos satisfazem o mesmo tipo de equação diferencial chamada de

equação de onda. Variações nesses campos se propagam no espaço vazio com veloci-

dade c ≈ 3 × 108 m/s, denominada de velocidade da luz no vácuo.

Velocidade da Luz em um Meio e Índice de Refração

Quando temos meios isotrópicos não-condutores, as equações de Maxwell para os

campos elétricos e magnéticos são as mesmas que as apresentadas para o vácuo,

porém com as constantes do vácuo µ0 e ε0 substitúıdas pelas constantes corres-

pondentes do meio µ e ε. Deste modo a velocidade de propagação dos campos

eletromagnéticos u no meio é dada por

u = (µε)−1/2. (1.15)

O ı́ndice de refração n do meio é definido como a razão entre da luz no vácuo

e a velocidade neste meio, logo

n =
c

u
. (1.16)

Na realidade, o ı́ndice de refração varia com a frequência da radiação incidente

n(ω) e tal dependência com a frequência é denomiada de dispersão. Um exemplo
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desse fenômeno é a decomposição da luz em suas cores componentes quando da

passagem por um prisma. Trataremos da variação do ı́ndice de refração com a

intensidade da radiação mais detalhadamente no próximo caṕıtulo no qual faremos

uso do movimento dos elétrons (de valência) em um meio óptico através do qual se

propaga luz para compreender esse efeito que é o escopo da óptica não-linear.

1.5 Ondas Harmônicas Planas e Velocidade de

Fase

Conforme visto anteriormente, as componentes Cartesianas dos campos elétri-

co e magnético (Ex, Ey, Ez, Hx, Hy, Hz representadas por U) satisfazem individual-

mente a mesma equação

∇2U =
∂2U

∂x2
+

∂2U

∂y2
+

∂2U

∂z2
=

1

u2

∂2U

∂t2
. (1.17)

Vamos tratar brevemente do caso unidimensional para apresentarmos algu-

mas definições.

1.5.1 Caso unidimensional

Neste caso o operador ∇2 se reduz a
∂2

∂z2
, supondo que variações espaciais de

U ocorram apenas na direção z, deste modo a Eq. (1.15) se reduz a

∂2U

∂z2
=

1

u2

∂2U

∂t2
. (1.18)

É fácil verificar, por substituição direta, que a função U(z, t) dada por
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U(z, t) = U0 cos(kz − ωt), (1.19)

é solução da Eq. (1.16) desde que

ω

k
= u. (1.20)

Observe que, como o cosseno é uma função par [cos θ = cos(−θ)], é irre-

levante a ordem como escrevemos o argumento. Além disso, também não importa

se usamos uma função cosseno ou uma função seno, haja visto que representam a

mesma quantidade, exceto por uma diferença de fase. A solução dada pela Eq. (1.19)

é fundamental para o estudo da óptica e representa as ondas harmônicas planas .

Podemos estudar a propagação dessa onda observando que, entre os instantes de

tempo t e t + ∆t, a onda apresenta uma variação correspondente U(z + ∆z, t), logo

U0 cos(k(z + ∆z) − ωt) = U0 cos(kz − ω(t + ∆t)), (1.21)

o que implica

u =
∆z

∆t
, (1.22)

e por isso u é denominada de velocidade de fase. Nota-se ainda que a onda se desloca

no sentido positivo da direção z, uma vez que u, ∆t > 0. Desta forma, a função

U(z, t) = U0 cos(kz−ωt) representa uma onda se propagando no sentido positivo da

direção z. Por outro lado, a função U(z, t) = U0 cos(kz + ωt) representa uma onda

se propagando no sentido negativo da direção z.

A constante ω é denominada frequência angular e k número de onda ou

constante de propagação. O comprimento de onda λ corresponde a distância, medida

ao longo da direção de propagação, tal que a onda realiza um ciclo completo. O

tempo necessário para realizar um ciclo completo é dito peŕıodo e denotado por T .
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Em outras palavras, a onda se propaga por uma distância λ em um intervalo de

tempo T . Já o número de ciclos por unidade de tempo é chamado de frequência e

denotado por ν. Quando se considera o segundo como unidade de tempo, a unidade

de frequência é o Hertz (Hz). Dadas estas definições, temos as seguintes relações

λ = uT =
2π

k
, (1.23)

ν =
u

λ
=

ω

2π
. (1.24)

1.5.2 Caso tridimensional

Retornando a equação de onda tridimensional (1.17) pode-se verificar facil-

mente que essa equação é satisfeita por uma função de onda harmônica plana da

forma:

U(r, t) = U(x, y, z, t) = U0 cos(k · r − ωt), (1.25)

onde o vetor posição r é dado por

r = x̂i + yĵ + zk̂, (1.26)

e o vetor de propagação ou vetor de onda k é dado por

k = kx̂i + ky ĵ + kzk̂, (1.27)

cujo módulo é dado pela número de onda definido previamente na Eq. (1.20). Logo

|k| = k = (k2
x + k2

y + k2
z)1/2 =

u

ω
. (1.28)
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1.6 Função de Onda Complexa e Velocidade de

Grupo

Em geral é útil fazer uso da identidade de Euler, eıθ = cos θ+ısenθ, para repre-

sentar a onda harmônica plana devido a simplificações nas manipulações algébricas,

deste modo

U = U0e
ı(k·r−ωt), (1.29)

onde a parte real representa a grandeza f́ısica sendo representada e é idêntica a Eq.

(1.25).

Velocidade de Grupo

Vamos estudar a superposição de duas ondas e determinar a velocidade de

grupo. Suponhamos que duas ondas que se propagam na mesma direção apresentem

frequências angulares ligeiramente diferentes dadas por ω + ∆ω e ω − ∆ω. Os

números de onda correspondentes são k + ∆k e k −∆k. Além disso, vamos assumir

que ambas apresentam a mesma amplitude, U0. Desta maneira a superposição das

ondas dadas pode ser escrita como

U = U0e
ı[(k+∆k)z−(ω+∆ω)t] + U0e

ı[(k−∆k)z−(ω−∆ω)t], (1.30)

que pode ser manipulada da seguinte forma

U = U0e
ı(kz−ωt)

[
eı(z∆k−t∆ω) + e−ı(z∆k−t∆ω)

]
, (1.31)
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Figura 1.3: Envelope da combinação de duas ondas harmônicas com frequências angulares
ligeiramente diferentes e mesma amplitude. Obtida de [49].

ou ainda

U = 2U0e
ı(kz−ωt) cos(z∆k − t∆ω), (1.32)

que pode ser interpretada como sendo uma única onda (dada por 2U0e
ı(kz−ωt)) que

apresenta um envelope de modulação cos(z∆k − t∆ω), ilustrado na Figura (1.2).

Observe que essa modulação não se propaga com a velocidade de fase u = ω/k

das ondas individuais mas sim com uma velocidade ug denominada de velocidade de

grupo dada por

ug =
∆ω

∆k
, (1.33)

ou no limite infinitesimal

ug =
dω

dk
. (1.34)

Além disso, usando as Eqs. (1.16) e (1.20), temos
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ω =
kc

n
, (1.35)

portanto, com o uso da regra da derivada do produto

ug =
dω

dk
=

d

dk

(
kc

n

)
=

c

n
− kc

n2

dn

dk
= u

(
1 − k

n

dn

dk

)
. (1.36)

Para diversos meios ópticos o ı́ndice de refração aumenta com o crescimento

da frequência, ou número de onda, deste modo dn/dk > 0, logo a velocidade de

grupo ug é menor do que a velocidade de fase u. Em geral, nos experimentos mede-

se diretamente a velocidade de grupo que deve ser corrigida para se determinar a

velocidade da luz no respectivo meio [49–56].

1.7 Perdas em Fibras e Unidades Decibel

Embora não trataremos das perdas em fibras ópticas, cabe salientar que outro

importante parâmetro das fibras é a constante de atenuação α que mede a perda da

potência de um sinal durante uma transmissão de um sinal óptico dentro de uma

fibra de comprimento L devido, dentre outros fatores, a absorção do material. Além

do mais, unidades decibel são muito comuns para se representar perdas.

Seja P0 a potência de entrada, a potência transmitida PT é dada por

PT = P0e
−αL, (1.37)

deste modo, α escreve-se como

α = − 1

L
ln

PT

P0

. (1.38)

Vamos escrever α em unidades de decibeis (dB) sabendo que uma determi-

nada razão adimensional R se transforma em decibeis do seguinte modo
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RdB = 10 log10R, (1.39)

portanto, multiplicando-se ambos os membros da Eq. (1.38) por 10 e usando a

propriedade de mudança de base dos logaŕıtmos, obtemos

10α = −10

L

(
log10

PT

P0

/log10e

)
, (1.40)

ou seja, comparando-se com a definição dada pela Eq. (1.37), temos

αdB = −10

L
log10

PT

P0

= 4.343α. (1.41)

As perdas em fibras também dependem do comprimento de onda da luz

propagante, de modo que α(ω). Usando a escala em decibel, percebemos facilmente

que mesmo uma perda de 10 dB/km corresponde a uma constante de atenuação

α ≈ 2, 3 × 10−5 cm−1. Fibras de śılica, por exemplo, exibem uma perda mı́nima

de aproximadamente 0, 2 dB/km para comprimentos de onda em torno de 1, 55 µm.

Deste modo um sinal com potência de entrada, P0, de 2mW apresenta, em 10 km,

2 dB de perdas, logo, usando a Eq. (1.39)

P0(dB) = 10 × log 2 ≈ 3 dBmW (1.42)

portanto a potência de sáıda PT , em decibel, dá-se pela subtração da perda, ou seja

PT (dB) = 3 dBmW − 2 dBmW = 1 dBmW. (1.43)

Novamente usando a Eq. (1.39), temos

PT = 100,1 = 1, 26mW. (1.44)
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1.8 Dispersão

De um modo geral, existem duas fontes principais de dispersão: dispersão

material e dispersão de guia de onda. A dispersão material resulta de uma resposta

do material que depende das frequências do espectro do sinal. Para ressaltar tal

caracteŕıstica, denomina-se tal efeito dispersivo como dispersão cromática. Por outro

lado, a dispersão de guia de onda ocorre quando a velocidade de uma onda em um

guia de onda (e.g. uma fibra óptica) depende da sua frequência devido a razões

geométricas, independente de qualquer dependência da resposta de um material

com a frequência.

1.8.1 Dispersão Cromática

Quando uma onda eletromagnética interage com os elétrons ligados de um

dielétrico, a resposta do meio, de um modo geral, depende da frequência óptica

ω. Esta propriedade é a conhecida dispersão cromática e manifesta-se através da

dependência do ı́ndice de refração com a frequência da onda propagante n(ω). Meios

com essa propriedade são chamados de meios dispersivos.

Deste modo, a dispersão cromática consiste na variação da velocidade de

propagação das diversas componentes espectrais de um sinal. Caso a fonte de luz

fosse perfeitamente monocromática, o efeito da dispersão cromática seria inexistente

para qualquer comprimento de onda.

De um ponto de vista elementar, a origem da dispersão cromática relaciona-se

com as frequências de ressonância caracteŕısticas nas quais o meio absorve a radiação

eletromagnética através das oscilações dos elétrons ligados. Para frequências afas-

tadas das frequências de ressonância do meio, o ı́ndice de refração é bem aproximado

pela equação de Sellmeier
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n2(ω) = 1 +
m∑

j=1

Bjω
2
j

ω2
j − ω2

, (1.45)

onde ωj é uma frequência de ressonância do meio e Bj é o peso correspondente desta

ressonância. Obviamente, a soma na Eq. (1.45) ocorre para todas as frequências

de ressonância do material que contribuem com o intervalo de frequência de inter-

esse. Os coeficientes de Sellmeier, Bj e ωj, são obtidos pelo ajuste das curvas de

dispersão aos resultados experimentais e, em geral utiliza-se m = 3. Esses valores

variam de acordo com o material do núcleo da fibra e estão catalogados para diversas

substâncias.

1.8.2 Dispersão da Velocidade de Grupo

Para pulsos ópticos curtos, a dispersão em fibras desempenha um papel importante,

mesmo quando os efeitos não-lineares não são fundamentais, uma vez que diferentes

componentes espectrais associadas com o pulso viajam com velocidades distintas

dadas por c/n(ω), onde c é a velocidade da luz no vácuo. Essa distorção do pulso

pode ser um fator cŕıtico nos sistemas ópticos de comunicação. Porém, conforme

veremos no decorrer desta tese, a combinação dos efeitos dispersivos e não-lineares

pode resultar em fenômenos bem mais interessantes como, por exemplo, a instabil-

idade modulacional (IM).

Pode-se quantificar os efeitos da dispersão nas fibras expandindo-se a cons-

tante de propagação do modo2 β(ω) em torno da frequência ω0 na qual o espectro

do pulso se encontra centrado, portanto, uma vez que raramente se conhece uma

expressão fechada para β, utilizamos a expansão em série de Taylor

β(ω) = n(ω)
ω

c
= β0 + β1(ω − ω0) +

1

2
β2(ω − ω0)

2 + · · · , (1.46)

2A partir daqui vamos denotar a constante de propagação por β ao invés de k para manter a
notação que iremos utilizar no caṕıtulo 4 com os resultados inéditos desta tese.
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onde

βm =

(
dmβ

dωm

)
ω=ω0

, (1.47)

m ∈ N.

Pela regra da derivada do produto, podemos relacionar os parâmetros βj com

o ı́ndice de refração e suas derivadas. Deste modo β1 e β2 são dados por

β1 =
dβ(ω)

dω
=

d

dω

[
n(ω)

ω

c

]
=

1

c

(
n + ω

dn

dω

)
, (1.48)

e como β2 = dβ1

dω
, temos

β2 =
1

c

(
2
dn

dω
+ ω

d2n

dω2

)
. (1.49)

Uma análise dimensional revela que β1 7→ [LT−1]−1 e como sabemos

β1 =
1

νg

=
ng

c
(1.50)

onde ng é o ı́ndice de grupo e νg é a velocidade de grupo. Por outro lado, β2 7→

[LT−2]−1, desta forma, o envelope do pulso óptico se move com velocidade νg en-

quanto que essa velocidade de grupo varia de acordo com β2. Este fenômeno é

conhecido como dispersão da velocidade de grupo (DVG) e β2 é parâmetro da DVG.

Para uma fibra de śılica pura, nota-se que β2 se anula em um comprimento

de onda λD dado aproximadamente por λD = 1, 27µm. Esse comprimento de onda

é o chamado de ZMDW (do inglês Zero Material Dispersion Wavelength). Note

contudo que a dispersão não se anula.

Quando β2 > 0 (λ < λD), tem-se o regime de dispersão normal onde as

componentes de altas frequências do pulso se deslocam com velocidade maior do

que as componentes com baixas frequências. Por outro lado, ocorre o contrário

quando β2 < 0 (λ > λD) e diz-se que essas fibras (de śılica) exibem regime de
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dispersão anômalo quando o comprimento de onda da luz excede o ZMDW.

Uma caracteŕıstica importante da dispersão cromática corresponde ao fato

de que pulsos com diferentes frequências ou, de igual modo, diferentes comprimentos

de onda, se propagam com diferentes velocidades dentro de uma fibra óptica devido

a diferença das suas velocidades de grupo representada pelo parâmetro δ dada por

δ = |β1(ω1) − β1(ω2)| = |ν−1
g (ω1) − ν−1

g (ω2)|, (1.51)

onde ω1 e ω2 são as frequências centrais dos dois pulsos e β1 é determinado pela Eq.

(1.48). A diferença entre as velocidades de grupo desempenha um papel importante

para os efeitos não-lineares relacionados com a modulação de fase cruzada (MFC),

conforme veremos com mais detalhes nos caṕıtulos 3 e 4.

Instituto de F́ısica - UFAL



Caṕıtulo 2

Óptica Não-Linear e a Propagação

de Pulsos em Fibras Ópticas

Vamos apresentar os conceitos bem como alguns dos fenômenos relaciona-

dos com a óptica não-linear, entretanto, os efeitos imediatamente relacionados com

a fenomenologia de que trata essa tese serão estudados nos caṕıtulos posteriores.

Para compreendermos os fenômenos não-lineares que ocorrem nas fibras ópticas

dentro das quais propagam-se pulsos eletromagnéticos temos que considerar a Teo-

ria Eletromagnética para propagação de onda em meios dispersivos não-lineares.

A secção 2.1 introduz, de maneira muito breve, a óptica não-linear. Na secção 2.2

apresentamos as equações de Maxwell em meios dielétricos, tratando de conceitos im-

portantes como os termos lineares e não-lineares da polarização induzida. A secção

2.3 considera a propagação de pulsos em meios não-lineares e dispersivos assumindo-

se que a largura espectral do pulso é muito menor do que a frequência central da

radiação incidente, conhecida como aproximação do envelope que varia lentamente.

Concluimos o caṕıtulo com a secção 2.4 que apresenta as equações não-lineares de

Schrödinger (ENLS) obtidas através dos resultados apresentados nas secções ante-

riores. Portanto, o objetivo principal deste caṕıtulo é obter a equação que governa

24
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a propagação de pulsos ópticos em fibras ópticas.

2.1 Introdução a Óptica Não-Linear

A Óptica Não-Linear corresponde ao estudo dos fenômenos que ocorrem

como consequência de mudanças nas propriedades ópticas de um material devido a

presença de luz. De um modo geral, apenas luz proveniente de lasers são intensas o

suficiente para modificar as propriedades ópticas de um meio.

Figura 2.1: Curva que mostra a polarização em função do campo elétrico em um dielétrico
não-linear. Obtida de [49].

Quando um feixe de luz se propaga através de um meio óptico, os campos

eletromagnéticos tendem a criar uma polarização sobre os elétrons deste meio. Uma

vez que os elétrons mais internos dos átomos estão fortemente ligados ao núcleo,

a principal contribuição da polarização ocorre sobre os elétrons mais externos ou

elétrons de valência. Caso o campo elétrico da luz incidente seja muito menor que o

campo elétrico interatômico, em torno de 108V/cm, a polarização é proporcional ao

campo elétrico aplicado. Por outro lado, se a intensidade da luz for comparável ao

campo interatômico a relação entre a polarização e o campo elétrico aplicado não é

mais uma relação linear, conforme ilustrado na Figura (2.1).

Podemos interpretar esse fenômeno assumindo que os elétrons estão presos ao

núcleo de maneira análoga ao sistema clásico massa-mola e, portanto, para campos
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ópticos de baixa intensidade as forças atuantes nessas molas (devidos aos dipólos

elétricos gerados pela polarização) obedecem a lei de Hooke e, consequentemente, a

resposta do meio é linear. Já quando tem-se campos com intensidades comparavéis

aos campos interatômicos, essas molas não mais obedecem a lei de Hooke e a resposta

do meio é não-linear. Conforme mencionado anteriormente, tais intensidades de

campos podem ser obtidas através de lasers.

Os efeitos não-lineares observados incluem geração de harmônicos ópticos,

produção de combinação de frequências, retificação óptica, efeito Kerr, instabili-

dade modulacional (IM), automodulação de fase (AMF), modulação de fase cruzada

(MFC), para citar alguns [49, 57–68].

2.2 Equações de Maxwell e a Equação de Propagação

do Pulso

2.2.1 Campos Macroscópicos e as Equações de Maxwell

Como em todos os fenômenos eletromagnéticos, a propagação de campos ópticos em

fibras é regida pelas equações de Maxwell. A forma diferencial destas equações no

Sistema Internacional de Unidades (SI) é

∇× E = −∂B

∂t
, (2.1)

∇× H = J +
∂D

∂t
, (2.2)

∇ · D = ρl, (2.3)

∇ · B = 0, (2.4)
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onde E e H são os vetores campo elétrico e magnético, respectivamente. Além do

mais, D e B são os campos deslocamento elétrico e indução magnética correspon-

dentes as densidades de fluxo elétrico e magnético. O vetor de densidade de corrente

J e a densidade de carga livres ρl representam as fontes de campo eletromagnético.

Para o caso das fibras ópticas, o meio não apresenta cargas livres, portanto J = 0

e ρl = 0 [69–73]. Deste modo, as equações de Maxwell para as fibras ópticas se

escrevem como

∇× E = −∂B

∂t
, (2.5)

∇× H =
∂D

∂t
, (2.6)

∇ · D = 0, (2.7)

∇ · B = 0, (2.8)

As densidades de fluxo D e B surgem como resposta do meio aos campos

elétricos e magnéticos que se propagam através da fibra óptica. Tais grandezas se

relacionam do seguinte modo

D = ε0E + P, (2.9)

H = µ0B + M, (2.10)

onde ε0 é a permissividade do vácuo, µ0 é a permeabilidade do vácuo, P é a po-

larização elétrica induzida e M é a polarização magnética induzida. Para meios

não-magnéticos como as fibras ópticas M = 0. Consequentemente H = µ0B.

Desta forma, podemos utilizar as equações de Maxwell para obter a equação

de onda que descreve a propagação da luz nas fibras ópticas. Tomando o rotacional
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da Eq. (2.5), obtemos

∇×∇× E = −∂∇× B

∂t
. (2.11)

Porém, usando que M = 0, a partir da Eq. (2.10), ∇ × B = µ0 · (∇ × H).

Logo

∇×∇× E = −µ0
∂∇× H

∂t
. (2.12)

Considerando a Eq. (2.6), tem-se

∇×∇× E = −µ0
∂2D

∂t2
. (2.13)

A partir da Eq. (2.9), nota-se que

∇×∇× E = −µ0
∂2(ε0E + P)

∂t2
, (2.14)

usando µ0ε0 = 1/c2, onde c é a velocidade da luz no vácuo, obtemos

∇×∇× E = − 1

c2

∂2E

∂t2
− µ0

∂2P

∂t2
, (2.15)

Para completar nossa descrição, necessitamos de uma relação entre a pola-

rização induzida P e o campo elético E. A resposta de qualquer meio dielétrico, e.g.

as fibras ópticas, à luz torna-se não-linear para campos eletromagnéticos intensos.

De um ponto de vista elementar, a origem desta resposta não-linear relaciona-se com

o movimento não-harmônico dos elétrons ligados sujeitos à influência do campo apli-

cado conforme discutido na secção anterior. De modo que, em geral, a determinação

de P requer a utilização de uma abordagem que considere a Mecânica Quântica. En-

tretanto, para o caso no qual a frequência óptica situa-se longe da ressonância do

meio (tal cenário corresponde ao caso de fibras ópticas com comprimento de onda
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variando entre 0, 5µm− 2µm), a polarização total P induzida pelos dipolos elétricos

satifaz a seguinte relação não-linear em E

P = ε0

(
χ(1) · E + χ(2) : EE + χ(3)...EEE + . . .

)
(2.16)

onde ε0 é a permissividade do vácuo e χ(i) (i = 1, 2, . . .) é a susceptibilidade elétrica

de i-ésima ordem que corresponde, em geral, a um tensor do tipo (i + 1).

O termo linear da susceptibilidade elétrica χ(1) corresponde a contribuição

dominante para P. De um modo geral, seus efeitos são inseridos através da parte

linear n(ω) do ı́ndice de refração. Por sua vez, o termo de segunda ordem χ(2) é

responsável por efeitos não-lineares tal como geração de segundo harmônico (GSH).

Contudo, os efeitos não-lineares devidos a χ(2) estão presentes apenas em meios

que não apresentam simetria de inversão macroscópica. Portanto, como a śılica

apresenta tal simetria de inversão, temos

χ(2) = −χ(2) ⇒ χ(2) = 0, (2.17)

de fato, todas as susceptibilidades de ordem par são nulas, ou seja, χ(2n) = 0 ∀n ∈ ℵ∗

devido a razão idêntica.

Desta forma, os feitos não-lineares de mais baixa ordem correspodem, em

geral, a susceptibilidade elétrica de terceira ordem χ(3), que, por exemplo, é re-

sponsável pelos seguintes efeitos não-lineares: mistura de quatro ondas (MQO),

geração de terceiro harmônico (GTH) e refração não-linear. De fato, grande parte

dos efeitos não-lineares em fibras ópticas se originam da refração não-linear.

Portanto, se incluirmos apenas os efeitos não-lineares de terceira ordem, a

polarização induzida pode ser escrita como a soma das contribuições linear e não-

linear, de modo que

Instituto de F́ısica - UFAL



2.3 Equação de Propagação do Pulso 30

P(r, t) = PL(r, t) + PNL(r, t) (2.18)

onde a parte linear PL e a parte não-linear PNL estão relacionados com o campo

elétrico, respectivamente, da seguinte forma

PL(r, t) = ε0

∫ +∞

−∞
χ(1)(t − t

′
) · E(r, t

′
)dt

′
, (2.19)

PNL(r, t) = ε0

∫ ∫ ∫ +∞

−∞
χ(3)(t − t1, t − t2, t − t3)

...

× E(r, t1)E(r, t2)E(r, t3)dt1dt2dt3, (2.20)

que são válidas assumindo-se que a resposta do meio é local, ou seja, a polarização

em um determinado ponto é determinada apenas pelo campo elétrico que atua neste

ponto.

Desta maneira, as Eqs. (2.15) - (2.20) constituem um formalismo para o

estudo dos efeitos não-lineares de terceira ordem em fibras ópticas. Entretanto,

devido a complexidade para lidarmos com esse conjunto de equações, teremos que

fazer diversas simplificações. Conforme discutido anteriormente, a contribuição li-

near da polarização induzida é o termo dominante da Eq. (2.18) de sorte que vamos

considerar a contribuição não-linear PNL como uma perturbação da contribuição

linear PL, haja visto que nas fibras de śılica os efeitos não-lineares são relativamente

fracos. Trataremos destas aproximações com mais detalhes na próxima secção.

2.3 Equação de Propagação do Pulso

Vamos simplificar um pouco a Eq. (2.15) usando
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∇× (∇× E) = ∇(∇ · E) −∇2E = −∇2E. (2.21)

Para o caso da óptica linear de meios isotrópicos livre de cargas, o primeiro

termo do lado direito da equação (2.21) se anula pois, da Eq. (2.7), ∇·D = ε∇·E =

0. Entretanto, na óptica não-linear, este termo geralmente não se anula mesmo para

materias isotrópicos devido a relação mais geral entre D e E dada pela Eq. (2.9).

Porém, para os casos de interesse, podemos desprezar este termo, especialmente

quando lidamos com a aproximação de envelope que varia lentamente [57]. Deste

modo, a equação de onda assume a forma

∇2E − 1

c2

∂2E

∂t2
= µ0

∂2PL

∂t2
+ µ0

∂2PNL

∂t2
, (2.22)

onde PL e PNL relacionam-se com o campo elétrico E de acordo com (2.19) e (2.20),

respectivamente.

2.3.1 Tratamento da Parte Não-Linear da EPP

Antes de resolvermos a Eq. (2.22), precisamos fazer várias simplificações. Conforme

mencionamos, PNL é considerado como uma pequena perturbação de PL, uma vez

que, na prática, os efeitos não-lineares alteram o ı́ndice de refração por um fator

da ordem de 10−6 [39]. Embora tal alteração no ı́ndice de refração aparentemente

seja despreźıvel, devido aos efeitos cumulativos ao longo de grandes distâncias (10

a 10.000 km), esta variação torna-se significante. De fato, é essa pequena não-

linearidade a principal responsável, por exemplo, pela formação dos sólitons . Além

do mais, χ(3) se relaciona com a resposta Raman do sistema que, por sua vez,

possui origem vibracional. Vamos tratar com mais detalhes da resposta Raman nos

caṕıtulos seguintes.

Vamos admitir inicialmente que o campo elétrico é quase-monocromático, o
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que significa que a largura espectral do sinal ∆ω é pequena com relação a frequência

central ω0 desta onda, isto é ∆ω/ω0 � 1. Aproximação conhecida como aprox-

imação do envelope que varia lentamente, podemos escrever os vetores de campo e

de polarização como sendo o produto entre uma função que varia lentamente e um

termo oscilatório da seguinte forma

E(r, t) =
1

2
x̂

[
E(r, t)e−ıω0t

]
+ c.c., (2.23)

onde x̂ indica a direção de polarização, E(r, t) é uma função que varia lentamente

com o tempo (com relação ao peŕıodo óptico) e c.c. significa complexo conjugado.

As componentes linear e não-linear da polarização, PL e PNL, também podem

ser escritas de maneira similar, logo

PL(r, t) =
1

2
x̂

[
PL(r, t)e−ıω0t

]
+ c.c., (2.24)

PNL(r, t) =
1

2
x̂

[
PNL(r, t)e−ıω0t

]
+ c.c.. (2.25)

Considerando-se que não há atraso na resposta não-linear do sistema, de-

spresamos as contribuições vibracionais da rede à suscepitibilidade não-linear, para

tanto vamos incluir na Eq. (2.20) os termos δ(t − t1)δ(t − t2)δ(t − t3). Logo

PNL(r, t) = ε0

∫ ∫ ∫ +∞

−∞
χ(3)(t − t1, t − t2, t − t3)

...

× E(r, t1)E(r, t2)E(r, t3)δ(t − t1)δ(t − t2)δ(t − t3)dt1dt2dt3,

(2.26)

deste modo
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PNL(r, t) = ε0χ
(3)(t)

...E(r, t)E(r, t)E(r, t). (2.27)

Vamos retornar a condição para o campo elétrico dada pela Eq. (2.23) para

encontrarmos uma expressão para PNL. Note que, a partir da Eq. (2.23), tem-se

E(r, t) =
1

2
x̂

[
E(r, t)e−ıω0t + E∗(r, t)eıω0t

]
, (2.28)

então

E(r, t)E(r, t) =
1

4
x̂x̂

[
E(r, t)e−ıω0t + E∗(r, t)eıω0t

] [
E(r, t)e−ıω0t + E∗(r, t)eıω0t

]
,

(2.29)

donde temos

E(r, t)E(r, t) =
1

4
x̂x̂

(
E2e−2ıω0t + E∗2e2ıω0t + 2|E|2

)
. (2.30)

Podemos prosseguir de maneira análoga para determinar E(r, t)E(r, t)E(r, t),

portanto

[E(r, t)]3 =
1

4

(
1

2
x̂x̂x̂

) [
E2e−2ıω0t + E∗2e2ıω0t + 2|E|2

]
×

[
E(r, t)e−ıω0t + E∗(r, t)eıω0t

]
, (2.31)

o que implica
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[E(r, t)]3 =
1

4

(
1

2
x̂x̂x̂

)
[E3e−ı(3ω0)t + E∗3eı(3ω0)t

+ EE∗2eıω0t + 2|E|2E∗eıω0t + E∗E2e−ıω0t + 2|E|2Ee−ıω0t]

=
1

4

(
1

2
x̂x̂x̂

)
[E3e−ı(3ω0)t + E∗3eı(3ω0)t + 3|E|2(Ee−ıω0t + E∗eıω0t)],

(2.32)

onde os termos relacionados com e±ı(3ω0)t correspondem a geração de terceiro harmônico

(GTH) que são despreźıveis devido a diferença de fase entre as frequências ω0 e 3ω0

(fato que veremos como mais detalhes quando tratarmos da automodulação de fase),

portanto a polarização na frequência ω0 é

PNL ≈ ε0χ
(3)
xxxx

4
(3|E|2)

(
1

2

)
[Ee−ıω0t + E∗eıω0t]

≈ 3ε0χ
(3)
xxxx

4
|E(r, t)|2E(r, t)

≈ ε0εNLE(r, t), (2.33)

onde a contribuição não-linear para a constante dielétrica é definida por

εNL =
3ε0χ

(3)
xxxx

4
|E(r, t)|2. (2.34)

Além do mais, de modo semelhante temos que

PL = ε0χ
(1)E(r, t). (2.35)

Para obtermos a equação que determina a evolução da amplitude E(r, t) que

varia lentamente é mais conveniente trabalhar no domı́nio de Fourier pois, conforme

veremos adiante, obtemos a conhecida equação de Helmholtz. A dificuldade jaz no
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fato de que εNL é não-linear, observe a Eq. (2.34). Deste modo, do fato que o

envolope varia lentamente no tempo e considerando a natureza pertubativa de PNL,

vamos assumir que é aproximadamente constante de modo que

∂2[εNLE(r, t)]

∂t2
= εNL

∂2E(r, t)

∂t2
, (2.36)

desta maneira podemos reescrever a Eq. (2.22) como

∇2E(r, t) − 1

c2

∂2E(r, t)

∂t2
= µ0ε0χ

(1) ∂
2E(r, t)

∂t2
+ µ0ε0εNL

∂2E(r, t)

∂t2
. (2.37)

Definimos a transformada de Fourier de E(r, t) como

Ẽ(r, ω − ω0) =

∫ +∞

−∞
E(r, t)eı(ω−ω0)tdt, (2.38)

portanto

∇2Ẽ(r, ω) − 1

c2
Ẽ(r, ω)(ıω)2 = µ0ε0(ıω)2χ̃(1)(ω)Ẽ(r, ω) + µ0ε0εNL(ıω)2Ẽ(r, ω),

(2.39)

por brevidade vamos fazer Ẽ(r, ω) = Ẽ, e usando as Eq (1.14) e fazendo k0 = ω/c,

assim

∇2Ẽ +
ω2

c2
Ẽ + µ0ε0ω

2χ̃(1)(ω)Ẽ + µ0ε0εNLω2Ẽ = 0,

∇2Ẽ +
ω2

c2
Ẽ +

ω2

c2
χ̃(1)(ω)Ẽ +

ω2

c2
εNLẼ = 0,

∇2Ẽ +
ω2

c2

[
1 + χ̃(1)(ω) + εNL

]
Ẽ = 0,

∇2Ẽ + k2
0ε(ω)Ẽ = 0, (2.40)
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que é a equação de Helmholtz, onde

ε(ω) = 1 + χ̃(1)(ω) + εNL, (2.41)

é a constante dielétrica cuja parte não-linear εNL é dada pela Eq. (2.34) e χ̃(1)(ω)

representa a transformada de Fourier de χ(1)(t).

Como χ̃(1)(ω) é, em geral, complexo, o mesmo ocorre para ε(ω). Suas partes

real e imaginária podem ser relacionadas com o ı́ndice de refração total ñ e o coefi-

ciente de absorção total α̃ usando a definição

ε =

(
ñ +

ıα̃

2k0

)2

, (2.42)

com

ñ = n + n2|E|2, (2.43)

α̃ = α + α2|E|2, (2.44)

onde n2
1 e α2 representam o ı́ndice de refração não-linear e o coeficiente de absorção

não-linear, respectivamente e n e α são fatores lineares correspondentes, dados por

n(ω) = 1 +
1

2
<e[χ̃(1)(ω)], (2.45)

n2 =
3

8n
<e(χ(3)

xxxx), (2.46)

α(ω) =
ω

nc
=m(χ̃(1)), (2.47)

α2 =
3ω0

4nc
=m(χ(3)

xxxx). (2.48)

1Daqui por diante n2 significa a parte não-linear do ı́ndice de refração. Não confudir com o
ı́ndice de refração da casca em uma fibra óptica.
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Observe que tanto ñ e α̃ bem como εNL dependem da intensidade da radiação

incidente. Além do mais, para fibras de śılica α2 é despreźıvel [39, 57].

O ı́ndice de refração dado pela Eq. (2.43) é denominado de não-linearidade

Kerr e será tratado com mais detalhes na secção (3.3) desta tese. Entretanto,

para ńıveis de intensidade bastante elevados, a resposta não-linear de qualquer meio

começa a saturar e a Eq. (2.43) necessita ser modificada por ñ(|E|2) = n+n2f(|E|2),

onde f é uma função de |E|2 e, em geral, utiliza-se f(|E|2) = |E|2
1+Γ|E|2 , Γ é o parâmetro

de saturação. Embora não consideramos os efeitos de saturação diretamente nesta

tese, no caṕıtulo 5 delineamos algumas perspectivas de trabalhos futuros para in-

corporar estes efeitos.

2.4 Equação Não-Linear de Schrödinger

A equação (2.40) pode ser resolvida usando-se o método de separação das

variáveis. Se assumirmos uma solução da forma

Ẽ(r, ω − ω0) = F (x, y)Ã(z, ω − ω0)e
ıβ0z, (2.49)

onde Ã é uma função que varia lentamente com z, β0 é o número de onda e F (x, y) é a

função de distribuição modal, conforme veremos adiante. Desta forma, substituindo

a Eq. (2.49) na Eq. (2.40) obtemos
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∇2[F (x, y)Ã(z, ω − ω0)e
ıβ0z] + k2

0ε(ω)F (x, y)Ã(z, ω − ω0)e
ıβ0z = 0,

Ã(z, ω − ω0)e
ıβ0z

(
∂2[F (x, y)]

∂x2
+

∂2[F (x, y)]

∂y2

)
+F (x, y)eıβ0z

[
∂2Ã(z, ω − ω0)

∂z2
+ 2ıβ0

∂Ã(z, ω − ω0)

∂z
− β2

0Ã(z, ω − ω0)

]
+k2

0ε(ω)F (x, y)Ã(z, ω − ω0)e
ıβ0z = 0, (2.50)

desprezando-se o termo ∂2Ã(z, ω − ω0)/∂z2 (devido a suposição que Ã varia lenta-

mente com z, ou seja, |∂2Ã(z, ω − ω0)/∂z2| � |∂Ã(z, ω − ω0)/∂z|) e dividindo-se

toda a equação por F (x, y)Ã(z, ω − ω0)e
ıβ0z, obtemos

1

F

(
∂2F

∂x2
+

∂2F

∂y2

)
+

2ıβ0

Ã

∂Ã

∂z
+ ε(ω)k2

0 − β2
0 = 0, (2.51)

somando e subtraindo o termo β̃2, temos as equações para F (x, y) e Ã(z, ω):

∂2F

∂x2
+

∂2F

∂y2
+

[
ε(ω)k2

0 − β̃2
]
F = 0, (2.52)

2ıβ0
∂Ã

∂z
+ (β̃2 − β2

0)Ã = 0, (2.53)

onde o número de onda β̃ é determinado resolvendo-se a equação de autoestado [Eq.

(2.52)] para os modos posśıveis na fibra. A constante dielétrica ε(ω) nesta equação

pode ser aproximada por

ε = (n + ∆n)2 ≈ n2 + 2n∆n, (2.54)

onde ∆n é uma pequena perturbação dada por
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∆n = n2|E|2 +
ıα̃

2k0

, (2.55)

que para fibras de śılica (α2 ≈ 0) pode ser aproximado por

∆n = n2|E|2 +
ıα

2k0

. (2.56)

Usando a teoria de perturbação de primeira ordem [39], ∆n não afeta a

distribuição modal F (x, y) e, portanto, ε ≈ n2 na Eq. (2.52). Contudo, o autovalor

β̃ se torna

β̃(ω) = β(ω) + ∆β, (2.57)

com ∆β dada pela normalização

∆β =
k0

∫ ∫ +∞
−∞ ∆n|F (x, y)|2dxdy∫ ∫ +∞
−∞ |F (x, y)|2dxdy

. (2.58)

Aproximando o termo β̃2 − β2
0 por 2β0(β̃ − β0) na Eq. (2.53) e usando a Eq.

(2.57), obtemos

∂Ã

∂z
= ı [β(ω) + ∆β − β0] Ã = 0. (2.59)

Observe que, fisicamente, esta equação significa que cada componente es-

pectral dentro do envelope do pulso adquire, durante a propagação ao longo da

fibra, uma diferença de fase cuja magnitude depende tanto da intensidade quanto

da frequência.

Retornemos a Eq. (1.46) - expansão em série de Taylor para β(ω) - e vamos

usar novamente o fato de que o campo é quase-monocromático de modo que sua

largura ∆ω � ω0, com isso podemos desprezar os termos de mais alta ordem (a
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partir de β3) naquela expansão. Assim

∂Ã

∂z
= ı

[
(ω − ω0)β1 +

(ω − ω0)
2β2

2
+ ∆β

]
Ã = 0. (2.60)

Vamos agora calcular ∆β. Observe que, a partir da Eq. (2.56), ∆β incorpora

os efeitos das perdas (α) e da não-linearidade (n2) nas fibras e pode ser calculado

da maneira que segue

∆β = k0

∫ ∫ +∞
−∞ (n2|E|2 + ıα/2k0)|F (x, y)|2dxdy∫ ∫ +∞

−∞ |F (x, y)|2dxdy
,

∆β = n2k0

∫ ∫ +∞
−∞ |E|2|F (x, y)|2dxdy∫ ∫ +∞

−∞ |F (x, y)|2dxdy
+

ıα

2

∫ ∫ +∞
−∞ |F (x, y)|2dxdy∫ ∫ +∞
−∞ |F (x, y)|2dxdy

,

∆β =
n2ω0

c

∫ ∫ +∞
−∞ |A|2|F (x, y)|4dxdy∫ ∫ +∞

−∞ |F (x, y)|2dxdy
+

ıα

2
,

∆β =
n2ω0

c
|A|2

∫ ∫ +∞
−∞ |F (x, y)|4dxdy∫ ∫ +∞
−∞ |F (x, y)|2dxdy

+
ıα

2
,

∆β = γ|A|2 +
ıα

2
, (2.61)

onde usamos2 a Eq. (2.49) para fazer |E|2 = |F (x, y)|2|A|2, k0 = ω0/c e o parâmetro

não-linear γ é definido por

γ =
n2ω0

cAef

, (2.62)

onde Aef é conhecido como a área efetiva do núcleo da fibra óptica e definido por

2De fato usamos a transformada inversa de Fourier desta equação. Observe também que |A|2 =
|A(z, t)|2 por isso pode sair do integrando.
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Aef =
(
∫ ∫ +∞

−∞ |F (x, y)|2dxdy)2∫ ∫ +∞
−∞ |F (x, y)|4dxdy

. (2.63)

Usando a Eq. (2.61) na Eq. (2.60), resulta

∂Ã

∂z
= ı

[
(ω − ω0)β1 +

(ω − ω0)
2β2

2
+ γ|A|2 +

ıα

2

]
Ã = 0. (2.64)

Tomando a transformada inversa de Fourier dada por

A(z, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
Ã(z, ω − ω0)e

−ı(ω−ω0)tdω, (2.65)

e lembrando que, durante uma operação de transformada de Fourier, os termos

(ω−ω0) e (ω−ω0)
2 devem ser repostos pelos operadores diferenciais ı∂/∂t e −∂2/∂t2,

respectivamente. Desta forma a equação resultante para A(z, t) se torna

ı
∂A

∂z
+ β1

∂A

∂t
= − ıα

2
A +

1

2
β2

∂2A

∂t2
− γ|A|2A, (2.66)

usando a Eq. (1.50), temos

ı
∂A

∂z
+

ı

νg

∂A

∂t
= − ıα

2
A +

1

2
β2

∂2A

∂t2
− γ|A|2A. (2.67)

A equação (2.67) descreve a propagação de um pulso óptico ultra-curto e é

geralmente referida como equação não-linear de Schrödinger (ENLS) uma vez que

pode ser reduzida a tal forma intercambiando-se as variáveis z e t e fazendo-se

demais alterações. Ela inclui os efeitos de perdas em fibras através do parâmetro

α, os efeitos da dispersão cromática através de β1 e β2 bem como os efeitos da não-

linearidade através de γ. Conforme discutido anteriomente, o pulso se propaga com

a velocidade de grupo νg = 1/β1 enquanto os efeitos da dispersão da velocidade de
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grupo (DVG) são governados por β2. O parâmetro da DVG β2 pode ser positivo

ou negativo dependendo se o comprimento de onda λ é maior ou menor do que

o comprimento de onda de dispersão nula λD da fibra. No regime de dispersão

anômalo (λ > λD), β2 < 0 e a fibra pode suportar sólitons. Em fibras de śılica,

β2 ≈ 0, 05ps2/m na região do viśıvel, entretanto se torna próximo de −0, 020ps2/m

para comprimentos de onda próximos de 1, 5µm. A mudança de sinal ocorre em

torno de 1.3µm.

Vamos definir T por

T = t − z

νg

= t − β1νg, (2.68)

onde T é medido em um referencial que se move com o pulso na velocidade de grupo

νg (geralmente denominado de referencial atrasado).

Deste modo, temos que a Eq. (2.67) pode ser reescrita de forma simplificada

como

ı
∂A

∂z
= − ıα

2
A +

1

2
β2

∂2A

∂T 2
− γ|A|2A, (2.69)

onde os três termos do lado esquerdo desta equação governam, respectivamente, os

efeitos de perdas em fibras, os efeitos de dispersão e os efeitos não-lineares para

pulsos que se propagam dentro de fibras ópticas.

Instituto de F́ısica - UFAL



Caṕıtulo 3

Efeitos Não-Lineares em Fibras

Ópticas

Neste caṕıtulo trataremos dos fenômenos não-lineares diretamente relaciona-

dos com o estudo inédito apresentado e discutido no caṕıtulo 4. Na secção (3.1)

discutimos os efeitos da DVG. Em seguida, na secção (3.2) tratamos da AutoMod-

ulação de Fase (AMF). Na secção (3.3) descrevemos o efeito Kerr eletroóptico. Na

secção (3.4), estudamos a Instabilidade Modulacional (IM) Dedicamos a secção (3.5)

ao estudo da Modulação de Fase Cruzada (MFC). Por fim, na secção (3.6), tratamos

do efeito Raman.

3.1 Efeitos da Dispersão da Velocidade de Grupo

Dependendo da largura inicial T0 e da potência de pico inicial (∝ |E0|2) do

pulso incidente, tanto os efeitos dispersivos quanto os efeitos não-lineares podem ser

dominantes ao longo da propagação pela fibra. É útil se introduzir dois compri-

mentos de escalas conhecidos como comprimento de dispersão LD e comprimento

não-linear LNL. Através da relação dos valores de LD, LNL e do comprimento da L

43
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da fibra, os pulsos podem se propagar de maneiras variadas.

O comprimento de dispersão LD e o comprimento não-linear LNL determinam

os comprimentos de escala acima dos quais os efeitos dispersivos e não-lineares se

tornam importantes para a evolução do pulso e são dados por

LD =
T 2

0

|β2|
, (3.1)

LNL =
1

γ|E0|2
. (3.2)

Se o comprimento L da fibra for tal que L � LD e L �  LNL ambos os

efeitos não desempenham um papel importante durante a propagação. Este regime

é particularmente útil para os sistemas de comunicações ópticas [39, 57].

Quando o comprimento da fibra L � LNL e L ∼ LD, a evolução do pulso

é governada pela DVG e os efeitos não-lineares desempenham um papel relativa-

mente despreźıvel. Esse regime de dispersão dominante é aplicável sempre que os

parâmetros da fibra e do pulso satisfizerem [39]

LD

LNL

=
γ|E0|2T 2

0

|β2|
� 1. (3.3)

Por outro lado, quando L � LD mas L ∼  LNL, a contribuição dos efeitos

da dispersão é despreźıvel quando comparado com a contribuição não-linear. Neste

caso, a evolução do pulso é regida pela automodulação de fase (AMF) que produz

o alargamento do pulso. Fato que vamos tratar de forma mais aprofundada na

próxima secção. Este regime de não-linearidade dominante é satisfeito se [39]

LD

LNL

=
γ|E0|2T 2

0

|β2|
� 1. (3.4)

A situação torna-se mais interessante quando o comprimento da fibra L é
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maior ou, ao menos, comparável tanto com LD e LNL. Deste modo, a dispersão

e a não-linearidade agem juntas a medida que o pulso se propaga na fibra. A

interação entre os efeitos da DVG e da AMF podem resultar em comportamentos

qualitativamente diferentes dos esperados em situações onde DVG e AMF ocorrem

isoladamente. No regime de dispersão anômalo (β2 < 0), a fibra pode suportar

sólitons. Já no regime de dispersão normal (β2 > 0), os efeitos devidos a DVG e

AMF podem ser usados para compressão do pulso [39].

3.1.1 Alargamento do Pulso Induzido pela Dispersão

Para estudar o efeito isolado da DVG sobre pulsos ópticos vamos tratar o

meio como sendo linear fazendo γ = 0 na Eq. (2.69) e sem perdas (α = 0). Deste

modo temos a seguinte equação diferencial parcial linear

ı
∂A

∂z
=

1

2
β2

∂2A

∂T 2
. (3.5)

Esta equação pode ser facilmente resolvida usando o método da transformada

de Fourier. Se Ã(z, ω) é a transformada de Fourier de A(z, T ) de forma que

A(z, T ) =
1

2π

∫ ∞

−∞
Ã(z, ω)e−ıωT dω, (3.6)

de onde obtemos a seguinte EDO

ı
∂Ã

∂z
= −1

2
β2ω

2Ã, (3.7)

cuja solução é

Ã(z, ω) = Ã(0, ω)e
ı
2
β2ω2z. (3.8)
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Substituindo-se a Eq. (3.8) na Eq. (3.6), obtemos

A(z, T ) =
1

2π

∫ ∞

−∞
Ã(0, ω)e( ı

2
β2ω2z−ıωT )dω, (3.9)

onde Ã(0, ω) é a transformada de Fourier do campo incidente em z = 0 e é obtido

usando

Ã(0, ω) =

∫ ∞

−∞
A(0, T )eıωT dT. (3.10)

A Eq. (3.8) mostra que a DVG muda a fase de cada componente espectral

do pulso por uma quantidade que depende tanto do valor da frequência quanto da

distância propagada. Embora essa mudança de fase não afete o espectro do pulso,

ela pode modificar o formato do pulso.

Pulsos Gaussianos

As Eqs. (3.9) e (3.10) podem ser utilizadas para pulsos de qualquer formato.

Como exemplo do alargamento de pulsos devido a DVG, vamos usá-las para o caso

de um pulso Gaussiano para o qual o campo incidente é da forma

A(0, T ) = e
− T2

2T2
0 . (3.11)

Substituindo a Eq. (3.11) em (3.9) e (3.10) e efetuando a integração, obtemos

A(z, T ) =
T0

(T 2
0 − ıβ2z)1/2

e
−

„

T2

2(T2
0 −ıβ2z)

«

. (3.12)

Portanto, um pulso Gaussiano mantém seu formato durante a propagação

porém sua largura T1 aumenta com z de acordo com
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T1(z) = T0[1 + (z/LD)2]1/2. (3.13)

Este alargamento devido a dispersão pode ser compreendido recordando (da

secção 1.8) que diferentes componentes de frequência de um pulso viajam com ve-

locidades ligeiramente diferentes ao longo da fibra devido a DVG. Ou seja, as com-

ponentes vermelhas viajam com maior velocidade do que as componentes azuis no

regime de dispersão normal (β2 > 0), enquanto que ocorre o oposto no regime de

dispersão anômalo (β2 < 0). Qualquer atraso temporal na chegada das diferentes

componentes espectrais resulta no alargamento do pulso.

3.2 Automodulação de Fase

Uma manifestação interessante da dependência do ı́ndice de refração com

a intensidade do feixe incidente em meios ópticos não-lineares ocorre através da

AutoModulação de Fase (AMF), um fenômeno que resulta no alargamento espectral

dos pulsos ópticos.

3.2.1 Alargamento Espectral Induzido pela AMF

Vamos, inicialmente, estudar o caso da AMF desprezando os efeitos da DVG

que equivale ao caso onde LD � L > LNL para uma fibra de comprimento L. Deste

modo, no limite que β2 = 0 e α = 0 tem-se

ı
∂A

∂z
= −γ|A|2A. (3.14)

Assumindo que |A(z, T )| permanence constante no tempo (onda CW), após
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o pulso percorrer uma distância L temos

A(L, T ) = A(0, T )eıγ|A(0,T )|2L, (3.15)

onde A(0, T ) é a amplitude do campo em z = 0. Usando a Eq. (3.2) pode-se escrever

a Eq. (3.15) como

A(L, T ) = A(0, T )eıφNL(L,T ), (3.16)

onde φNL(L, T ) = L/LNL.

Desta forma, a Eq. (3.16) mostra que a AMF equivale a uma mudança de

fase que depende da intensidade do pulso e seu formato permanece inalterado. Note

que φNL cresce com o comprimento L da fibra.

O alargamento espectral induzido pela AMF é consequência da dependência

temporal de φNL uma vez que, quando a fase varia no tempo, a frequência óptica

instantânea difere ao longo do pulso de seu valor central ω0, e a diferença δω é dada

por

δω(T ) = −∂φNL

∂T
= −

(
L

LNL

)
∂

∂T
|A(0, T )|2, (3.17)

onde o sinal de menos é devido a escolha de fator e−ıω0t na Eq. (2.23).

Portanto, novas componentes de frequências são geradas continuamente a

medida que o pulso se propaga ao longo da fibra o que resulta no alargamento do

espectro em torno de sua largura inicial T0. No caso de pulsos ultracurtos intensos,

o espectro alargado pode se estender em torno de 100 THz ou mais, especiamente

quando a AMF é acompanhada por outros processos não-lineares tal como o espa-

lhamento Raman estimulado (ERE).

De um modo geral, o espectro alargado consiste de vários picos de sorte que

os picos, mais externos (mais afastados da frequência central) são os mais intensos.
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Fato ilustrado na Figura (3.1) obtida de um experimento no qual um pulso de 35ps

a 532 nm com potência de pico de 235 W se propagou em uma fibra de 93,5 m.

Figura 3.1: Espectro de sáıda de um pulso de entrada de 35ps que mostra o alargamento
espectral induzido por AMF. O espectro inicial do pulso também é apresentado para
comparação. Figura obtida a partir de [39].

3.3 Efeito Kerr EletroÓptico

Quando um material opticamente isotrópico é submetido a um campo elétrico

intenso, ele apresenta dois ı́ndices de refração ( diz-se que o meio se torna birrefrin-

gente). Esse efeito foi descoberto em 1875 por John Kerr (1824-1907) e é denominado

de efeito Kerr eletroóptico. Observa-se o efeito Kerr tanto em sólidos quanto em

ĺıquidos e é atribuido ao alinhamento das moléculas devido a presença do campo

elétrico [49].

Deste modo, a substância se comporta opticamente como se fosse um cristal

uniaxial no qual o campo elétrico define o eixo óptico. A magnitude deste efeito é

proporcional ao quadrado da intensidade do campo elétrico, assim

∆n = n‖ − n⊥ = K|E|2λ0, (3.18)
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onde K é a constante Kerr do meio, n‖ é o indice de refração na direção do campo

elétrico E aplicado, n⊥ é o ı́ndice de refração nas direções perpendiculares a E e λ0

é o comprimento de onda no vácuo.

3.4 Instabilidade Modulacional

Os efeitos da AMF discutidos na secção (3.2) descrevem apenas a propagação

de pulsos relativamente longos (T0 > 100 ps) para os quais o comprimento de dis-

persão LD é muito maior do que o comprimento L da fibra e o comprimento não-

linear LNL. Quando o pulso se torna mais curto, o comprimento de dispersão pode

ser comparado ao comprimento da fibra, deste modo devemos considerar simultane-

amente os efeitos da DVG e da AMF.

Novas caracteŕısticas surgem da interação entre os efeitos dispersivos e os

efeitos não-lineares. No regime de dispersão anômolo (β2 < 0) de uma fibra óptica,

os dois efeitos podem cooperar de tal modo que o pulso se propaga como um sóliton

óptico. Já no regime normal (β2 > 0), a AMF e a DVG podem ser utilizadas para

compressão de pulsos [39].

Observa-se em diversos sistemas não-lineares uma instabilidade que resulta

na modulação de uma solução estacionária como consequência da relação entre os

efeitos dispersivos e não-lineares do meio. Esse fenômeno denomina-se Instabilidade

Modulacional (IM) e tem sido estudado e aplicado em áreas como F́ısica de plasma,

dinâmica de fluidos, óptica não-linear, entre outras [37–39, 75–79].

IM se refere ao crescimento exponencial de uma pequena perturbação em um

meio, podendo quebrar uma onda cont́ınua ou quase-cont́ınua em um trem de pulsos

ultracurtos tipo sólitons, que se propagam sem experimentar distorção. No contexto

das fibras ópticas a dispersão observada corresponde a DVG e os efeitos não-lineares

são do tipo Kerr.
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Desprezando-se as perdas na fibra, a equação de propagação1 para uma onda

cont́ınua dentro de uma fibra com resposta não-linear instantânea é descrita pela

equação não-linear de Schrödinger (ENLS), obtida a partir da Eq. (2.69)

ı
∂E

∂z
=

β2

2

∂2E

∂t2
− γ|E|2E, (3.19)

onde E = E(z, t) descreve a amplitude do envelope do campo elétrico, β2 é o

parâmetro da dispersão da velocidade de grupo (DVG) e γ é o coeficiente não-linear

responsável pela automodulação de fase (AMF) dado pelas Eqs. (2.62) e (2.63).

O primeiro termo do lado direito da equação (3.19) representa a DVG do

pulso, que é responsável por alargar o pulso óptico. O segundo termo corresponde

ao efeito Kerr não-linear, que pode comprimir o pulso. Portanto, quando os efeitos

de DVG e AMF apresentam exatamente as mesmas contribuições cancelando as

distorções no pulso, um sóliton óptico pode ser gerado sem sofre alterações em seu

formato.

Para o caso de uma radiação cont́ınua, a amplitude E(z, t) permanece cons-

tante no tempo. Deste modo, a solução estacionária é

Ecw = E(0, 0)eıφNL , (3.20)

onde E(0, 0) corresponde a potência incidente do feixe e φNL = γ|E(0, 0)|2z é o

incremento de fase não-linear induzido pela AMF.

A equação (3.20) equivale fisicamente a dizer que a luz CW deve se propagar

através da fibra sem alterações, exceto pelo fato de adquirir um deslocamento de

fase que depende da intensidade do feixe. Obviamente, caso tivéssemos considerado

as perdas na fibra, teŕıamos a presença das alterações correspodentes.

1Daqui por diante vamos denotar o envelope que varia lentamente no tempo por E para que
tenhamos notação idêntica a utilizada no caṕıtulo 4, onde apresentamos os resultados inéditos.
Além disso, t representa T .
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3.4.1 Análise da Estabilidade Linear

Contudo, cabe ainda analisar se a solução estacionária dada pela Eq. (3.20) é

estável com relação a pequenas perturbações. Para tal, perturbamos a solução CW

do seguinte modo

Ecw = [E(0, 0) + e(z, t)]eıφNL , (3.21)

e analisamos a evolução temporal desta pequena perturbação e(z, t) usando uma

análise de estabilidade linear. Note que e(z, t) pode ser complexo. Por brevidade

vamos fazer E(0, 0) = E0 (e assumiremos que E0 ∈ <).

Substituindo-se a Eq. (3.21) em (3.19), obtemos

ı
∂

∂z
{[E0 + e(z, t)]eıγ|E0|2z} =

β2

2

∂2

∂t2
{[E0 + e(z, t)]eıγ|E0|2z}

−γ|[E0 + e(z, t)]eıγ|E0|2z|2{[E0 + e(z, t)]eıγ|E0|2z},

(3.22)

como |[E0 + e(z, t)]eıγ|E0|2z|2 = (E0 + e)(E0 + e∗) = |E0|2 + (e+ e∗)E0 + e∗e, podemos

desprezar e∗e = |e|2 << |E0|2, onde e∗ é o conjugado complexo de e, logo

ı
∂e

∂z
eıγ|E0|2z + ı(E0 + e)(ıγ|E0|2)eıγ|E0|2z =

β2

2

∂2e

∂t2
eıγ|E0|2z − γ(e + e∗)E0(E0 + e)eıγ|E0|2z

(3.23)

que, cancelando-se os termos comuns, e novamente desprezando termos propor-

cionais a e∗e = |e|2, resulta em
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ı
∂e

∂z
=

β2

2

∂2e

∂t2
− γ(e + e∗)|E0|2 (3.24)

Note que a Eq. (3.24) é uma equação linear e pode ser facilmente resolvida

no domı́nio de frequência através das Transformadas de Fourier definidas por

ej(z, t) =
1√
2π

∫
e−ıkzeıΩtej(Ω, k)dkdΩ, (3.25)

e∗j(z, t) =
1√
2π

∫
e−ıkzeıΩte∗j(−Ω,−k)dkdΩ. (3.26)

onde k e Ω correspondem ao número de onda e a frequência de modulação, respec-

tivamente.

Aplicando-se as Eqs. (3.25) e (3.26) em (3.24), obtemos

ke(Ω, k) = −Ω2β2

2
e(Ω, k) − γ[e(Ω, k) + e∗(−Ω,−k)]|E0|2, (3.27)

por outro lado, o complexo conjulgado da Eq. (3.24) nos fornece

− ı
∂e∗

∂z
=

β2

2

∂2e∗

∂t2
− γ(e + e∗)|E0|2, (3.28)

e aplicando novamente as Eqs. (3.25) e (3.26), obtém-se

− ke∗(−Ω,−k) = −Ω2β2

2
e∗(−Ω,−k) − γ[e(Ω, k) + e∗(−Ω,−k)]|E0|2. (3.29)

As equações (3.27) e (3.29) fornecem um sistema de equações para e(Ω, k) e

e∗(−Ω,−k)
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(
k + Ω2β2

2
+ γ|E0|2

)
e(Ω, k) = −γe∗(−Ω,−k)|E0|2, (3.30)(

−k + Ω2β2

2
+ γ|E0|2

)
e∗(−Ω,−k) = −γe(Ω, k)|E0|2, (3.31)

que nos apresenta solução não-trivial quando

(
k + Ω2β2

2
+ γ|E0|2

)
×

(
−k + Ω2β2

2
+ γ|E0|2

)
= γ2|E0|4, (3.32)

ou seja, quando satisfizer a relação de dispersão

k2 =
Ω2β2

2

4

(
Ω2 +

4γ|E0|2

β2

)
, (3.33)

que pode ser escrita alternativamente como

k = ±1

2
|β2Ω|[Ω2 + sng(β2)Ω

2
c ]1/2, (3.34)

onde sgn(β2) = ±1 dependendo do sinal de β2 e

Ω2
c =

4γ|E0|2

|β2|
=

4

|β2|LNL

. (3.35)

De fato, os reais valores do número de onda e da frequência da solução per-

turbada são, respectivamente, β0 ± k e ω0 ± Ω. Conforme veremos adiante, as duas

diferentes componentes de frequência presentes simultaneamente ω0 − Ω e ω0 + Ω

correspondem ao surgimento de duas bandas laterais no espectro do sinal quando

ocorre instabilidade modulacional (IM).
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A relação de dispersão dada pela Eq. (3.34) revela que a estabilidade da

solução estacionária depende se a luz experimenta DVG normal ou anômala dentro

da fibra. No caso de DVG normal (β2 > 0), o número de onda k ∈ <, ∀ Ω, portanto

a solução estacionária é estável para pequenas perturbações. Por outro lado, no caso

de DVG anômala (β2 < 0), k se torna complexo para |Ω| < Ωc, e a perturbação e(z, t)

cresce exponencialmente com z. Esta instabilidade é denominada de Instabilidade

Modulacional (IM) pois corresponde a uma modulação temporal espontânea do feixe

CW e o transforma em um trem de pulsos.

3.4.2 Espectro de Ganho

Devido ao termo e∗ na Eq. (3.24), as componentes de Fourier nas frequências

Ω e −Ω são acopladas, portanto devemos considerar a solução de e(z, t) como sendo

e(z, t) = e1e
[ı(kz−Ωt)] + e2e

[−ı(kz−Ωt)], (3.36)

e, conforme mencionado anteriormente, k e Ω são, respectivamente, o número de

onda e a frequência da perturbação.

A parte real de k indica que o onda sempre se propaga com periodicidade

Z = 2π
<e{k} . A parte imaginária de k, por sua vez, mostra que, durante a propagação,

a amplitude da propagação cresce com a distância z percorrida na fibra. Ou seja

|e(z, 0)|
|e(0, 0)|

= eg(Ω)z, (3.37)

|e(z, 0)|
|e(0, 0)|

=
|e1e

ıkz + e2e
−ıkz|

|e1 + e2|
≈ |e1 + e2|e=m{k}z

|e1 + e2|
= e=m{k}z,

portanto g(Ω) = =m{k}. Em termos do ganho na intensidade da perturbação após
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uma distância z de propagação, temos

|e(z, 0)|2

|e(0, 0)|2
= (eg(Ω)z)2, (3.38)

assim

g(Ω) = 2=m{k}. (3.39)

O ganho existe somente se |Ω| < Ωc e é dado, a partir da Eq. (3.34), por

g(Ω) = |β2Ω|(Ω2
c − Ω)1/2. (3.40)

A Figura (3.2) mostra o espectro de ganho g(Ω) para três valores da intensi-

dade de entrada do sinal utilizando-se valores dos parâmetros apropriados para fibras

de śılica para comprimentos de onda em torno de 1, 55µm. Note que o espectro de

ganho é simétrico com relação a reta Ω = 0 de modo que g(0) = 0.

Figura 3.2: Espectro de ganho da instabilidade modulacional para três valores da inten-
sidade de entrada P0 = |E0|2 para uma fibra óptica com β2 = −20 ps2/m e γ = 2W−1/m.
Figura obtida a partir de [39].

O ganho se torna máximo para dois valores da frequência
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Ωmax = ± Ωc√
2

= ±
(

2γ|E0|2

|β2|

)2

, (3.41)

cujo valor máximo correspondente do ganho equivale a

gmax ≡ g(Ωmax) =
1

2
|β2|Ωc = 2γ|E0|2, (3.42)

onde usamos a Eq. (3.35) para relacionar Ωc com |E0|2. Observe que, neste caso, o

valor de pico do ganho é independente do parâmetro da DVG, β2, e cresce linear-

mente com a intensidade incidente.

3.5 Modulação de Fase Cruzada

Até o momento, assumimos que apenas uma onda eletromagnética se propaga dentro

de uma fibra óptica. Neste momento vamos lidar com o caso de dois campos ópticos

com diferentes comprimentos de onda propagando-se simultaneamente dentro de

fibras ópticas, uma vez que um feixe interage indiretamente com os outros através das

não-linearidade da fibra. Tal interação pode ser responsável pela geração de novos

pulsos sob condições apropriadas através de fenômenos como espalhamento Raman

estimulado (ERE), espalhamento de Brillouin, geração de harmônico e mistura de

quatro ondas (MQO).

Outro fenômeno importante resultante dessa interação é o acoplamento dos

dois campos através da modulação de fase cruzada (MFC). Neste fenômeno não há

transferência de energia entre os feixes.

MFC ocorre devido ao fato de que o ı́ndice de refração efetivo percebido por

um dos feixes ópticos em um meio não-linear, como por exemplo em uma fibra óptica,

não depende apenas da intensidade do feixe referido mas também da intensidade do

outro feixe copropagante. O acoplamento devido a MFC pode resultar em diversos

fenômenos não-lineares.
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3.5.1 Equações Não-Lineares de Schrödinger Acopladas

Vamos estender a teoria apresentada no caṕıtulo 2 para o caso de dois pulsos com

diferentes frequências propagando-se simultaneamente dentro de uma fibra óptica

com o uso de equações não-lineares de Schrödinger acopladas. Tais equações serão

utilizadas para discutir os efeitos da MFC sobre a IM. De um modo geral, os pulsos

podem apresentar diferença tanto em suas frequências quanto em suas polarizações

[39]. Vamos, por simplicidade, considerar o caso no qual os dois campos ópticos

(com comprimento de onda diferentes) são polarizados linearmente ao longo do eixo

principal da fibra.

Conforme tratamos anteriormente, para o caso de pulsos quase-monocromá-

ticos, é útil separar a parte do campo elétrico que varia rapidamente da parte que

varia lentamente escrevendo

E(r, t) =
1

2
x̂

[
E1e

−ıω1t + E2e
−ıω2t

]
+ c.c., (3.43)

onde x̂ é o versor polarização, ω1 e ω2 são as frequências dos dois pulsos. E1 e E2

são as amplitudes correspondentes, e assume-se que estas variam lentamente com o

tempo quanto comparadas com o peŕıodo óptico.

A evolução destas amplitudes é governada pela Eq. (2.22). Além disso,

podemos calcular PNL através da Eq. (2.27). Usando que

E(r, t) =
1

2
x̂

[
E1e

−ıω1t + E2e
−ıω2t + E∗

1e
ıω1t + E∗

2e
ıω2t

]
, (3.44)

donde
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E(r, t)E(r, t) =
1

4
x̂x̂{E2

1e
−ı2ω1t + E2

2e
−ı2ω2t + 2E1E2e

−ı(ω1+ω2)t

+(E∗
1)2eı2ω1t + (E∗

2)2eı2ω2t + 2E∗
1E

∗
2e

ı(ω1+ω2)t

+2[|E1|2 + |E2|2 + E∗
2E1e

ı(ω2−ω1)t + E2E
∗
1e

ı(ω1−ω2)t]}, (3.45)

assim

[E(r, t)]3 =
1

4
x̂x̂

(
1

2
x̂

)
{E3

1e
−ı3ω1t + E1E

2
2e

−ı(ω1+2ω2)t + 2E2
1E2e

−ı(2ω1+ω2)t

+E∗
1 |E1|2eıω1t + E1(E

∗
2)2eı(2ω2−ω1)t + 2|E1|2E∗

2e
ıω2t

+2(|E1|2 + |E2|2)E1e
−ıω1t + E∗

2E
2
1e

ı(ω2−2ω1)t + E2|E1|2e−ıω2t]

+E3
2e

−ı3ω2t + E2
1E2e

−ı(2ω1+ω2)t + 2E1E
2
2e

−ı(ω1+2ω2)t

+E∗
2 |E2|2eıω2t + E2(E

∗
1)2eı(2ω1−ω2)t + 2|E2|2E∗

1e
ıω1t

+2(|E1|2 + |E2|2)E2e
−ıω2t + E∗

1E
2
2e

ı(ω1−2ω2)t + E1|E2|2e−ıω1t]

+(E∗
1)3eı3ω1t + E∗

1(E∗
2)2eı(ω1+2ω2)t + 2(E∗

1)2E∗
2e

ı(2ω1+ω2)t

+E1|E1|2e−ıω1t + E∗
1E

2
2e

ı(ω1−2ω2)t + 2|E1|2E∗
2e

−ıω2t

+2(|E1|2 + |E2|2)E∗
1e

ıω1t + E2(E
∗
1)2eı(2ω1−ω2)t + E∗

2 |E1|2eıω2t]

+(E∗
2)3eı3ω2t + E2

1E
∗
2e

ı(ω2−2ω1)t + 2E∗
1(E∗

2)2eı(ω1+2ω2)t

+E2|E2|2e−ıω2t + E∗
2(E∗

1)2eı(2ω1+ω2)t + 2|E2|2E1e
−ıω1t

+2(|E1|2 + |E2|2)E∗
2e

ıω2t + E1(E
∗
2)2eı(2ω2−ω1)t + E∗

1 |E2|2eıω1t]},

(3.46)

desprezando-se os termos proporcionais a e±ı3ωjt e e±ı(ωj+2ω3−j)t, com j = 1, 2, que

estão associados, respectivamente, com a geração de terceico harmônico (GTH) e
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geração de soma de frequências, uma vez que apresentam uma diferença de fase

elevada com as frequências ω1 e ω2, e usando a Eq. (2.27) temos

PNL(r, t) =
1

2
x̂[PNL(ω1)e

−ıω1t + PNL(ω2)e
−ıω2t

+PNL(2ω1 − ω2)e
−ı(2ω1−ω2)t + PNL(2ω2 − ω1)e

−ı(2ω2−ω1)t]

+c.c., (3.47)

onde

PNL(ω1) = χef(|E1|2 + 2|E2|2)E1, (3.48)

PNL(ω2) = χef(|E2|2 + 2|E1|2)E2, (3.49)

PNL(2ω1 − ω2) = χefE
2
1E

∗
2 , (3.50)

PNL(2ω2 − ω1) = χefE
2
2E

∗
1 , (3.51)

de sorte que χef representa um parâmetro não-linear efetivo e é dado por

χef =
3ε0χ

(3)
xxxx

4
. (3.52)

Através da Eq. (3.47) podemos entender a origem da MFC. A polarização

linear induzida apresenta termos que oscilam nas novas frequências 2ω1 − ω2 e

2ω2 − ω1 e resultam do fenômeno da mistura de quatro ondas (MQO)[39]. Além

do que, quando desprezamos os efeitos da MQO obtemos equações não-lineares de

Schrödinger acopladas incoerentemente [74]. Na prática, estas frequências podem

ser desprezadas uma vez que também não satisfazem a condição de casamento de

fase, assim apenas os termos PNL(ωj) (j = 1, 2) contribuem para o termo não-linear

do ı́ndice de refração da seguinte forma
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PNL(ωj) = ε0ε
NL
j Ej, (3.53)

combinando com a contribuição linear, tem-se que a polarização total induzida é

P (ωj) = ε0εjEj, (3.54)

onde

εj = εL
j + εNL

j = (nL
j + ∆nj)

2, (3.55)

nL
j é a parte linear do ı́ndice de refração e ∆nj é a mudança induzida pelos efeitos da

não-linearidade de terceira ordem. Usando novamente a aproximação que ∆nj � nj,

temos que a parte não-linear do ı́ndice de refração é dada por

∆nj ≈ n2(|Ej|2 + 2|E3−j|2), (3.56)

com n2 dado pela Eq. (2.46) e assumindo que nL
1 ≈ nL

2 ≈ n.

A equação (3.56) revela que o ı́ndice de refração percebido por um campo

óptico dentro de uma fibra não depende exclusivamente da intensidade deste feixe

particular mas também da intensidade do campo copropagante. A medida que o

campo se propaga na fibra adquire uma mudança de fase não-linear dada por

φNL
j (z) = (ωj/c)∆njz = n2(ωj/c)(|Ej|2 + 2|E3−j|2)z, (3.57)

com j = 1, 2. O primeiro termo associado com |Ej|2 é responsável pela AMF e

o segundo termo resulta da modulação de fase de uma das ondas devido a onda

copropagante e é responsável pela MFC. Note que, devido ao fator 2, a MFC é duas

vezes mais eficiente que a AMF para o caso particular de mesma intensidade dos

feixes. Tal fenômeno foi observado experimentalmente em fibras ópticas em 1984
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através da propagação de dois pulsos CW em uma fibra de 15 km de comprimento

[39].

As equações de propagação para os dois pulsos podem ser obtidas seguindo

os procedimentos descritos no caṕıtulo 2. Vamos assumir novamente que os efeitos

não-lineares não alteram, de forma significativa, os modos da fibra de sorte que os

campos Ej(r, t) podem ser fatorados de acordo com a Eq. (2.49). Assim, as equações

para os envelopes E1 e E2 que variam lentamente são dadas pelas seguintes equações

acopladas

ı
∂E1

∂z
+

ı

vg1

∂E1

∂t
=

1

2
β1

∂2E1

∂t2
− γ1(|E1|2 + 2|E2|2)E1, (3.58)

ı
∂E2

∂z
+

ı

vg2

∂E2

∂t
=

1

2
β2

∂2E2

∂t2
− γ2(2|E1|2 + |E2|2)E2, (3.59)

onde νgj representa a velocidade de grupo do j-ésimo feixe e βj =
dνgj

dω
é o coeficiente

de dispersão correspondente. A não-linearidade é inclúıda através do parâmetro γj

definido por

γj =
n2ωj

cAef

, (3.60)

que é responsável pela AMF e MFC.

As equações (3.58) e (3.59) modelam o caso no qual duas ondas CW com

diferentes frequêcias propagam-se simultaneamente em uma fibra óptica. Vimos na

secção (3.4) que a IM não pode ocorrer no regime de DVG normal. Conforme ver-

emos adiante, o acoplamente induzido pela MFC proporciona IM mesmo no regime

de dispersão normal βj > 0.
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3.5.2 IM Induzida pela MFC

Faremos aqui uma análise semelhante a que foi apresentada na secção (3.4.1). As

principais diferenças residem no fato de que o acoplamento é mais intenso devido

aos termos associados com a MFC e os parâmetros βj e γj são diferentes para os

dois feixes devido a hipótese de que apresentam comprimentos de onda diferentes.

Obtemos as soluções estácionárias anulando-se as derivadas temporais, logo

Ecw
j = E0

j e
ıφj , (3.61)

novamente j = 1 ou 2, E0
j é a amplitude de entrada do j-ésimo pulso e φj corresponde

a mudança de fase não-linear adquirida por esse pulso particular e é dada por

φj = γj(|E0
j |2 + 2|E0

3−j)z. (3.62)

Mais uma vez, a estabilidade da solução estacionária é examinada assumindo-

se uma solução perturbada da forma

Ej = (E0
j + ej)e

ıφj , (3.63)

onde ej(z, t) é uma pequena perturbação. Substituindo as Eqs. (3.63) em (3.58) e

(3.59), e desprezando-se os termos proporcionais a |ej|2, obtemos as equações lineares

acopladas que seguem

ı
∂e1

∂z
+

ı

vg1

∂e1

∂t
=

1

2
β1

∂2e1

∂t2
− γ1[E

0
1(e1 + e∗1) + 2E0

2(e2 + e∗2)]E
0
1 , (3.64)

ı
∂e2

∂z
+

ı

vg2

∂e2

∂t
=

1

2
β2

∂2e2

∂t2
− γ2[2E0

1(e1 + e∗1) + E0
2(e2 + e∗2)]E

0
2 . (3.65)

Estas equações possuem a seguinte solução geral2

2Este procedimento é equivalente ao que fizemos na secção (3.4.1) onde utilizamos o conjugado
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ej = uje
ı(kz−Ωt) + ıvje

−ı(kz−Ωt), (3.66)

com j = 1, 2. k é o número de onda e Ω é a frequência da perturbação. Das

equações (3.64)-(3.66) chegamos a um conjunto de quatro equações homogêneas para

u1, u2, v1 e v2 que apresenta solução não-trivial, pela regra de Cramer, somente se

a perturbação satisfaz a seguinte relação de dispersão

[(
k − Ω

νg1

)2

− f1

] [(
k − Ω

νg2

)2

− f2

]
= CMFC, (3.67)

onde

f1 =
βΩ2

2

(
βΩ2

2
+ 2γ1|E0

1 |2
)

, (3.68)

f2 =
βΩ2

2

(
βΩ2

2
+ 2γ2|E0

2 |2
)

, (3.69)

e o parâmetro de acoplamente CMFC é

CMFC = 4γ1γ2β
2|E0

1 |2|E0
2 |2Ω4. (3.70)

A solução estacionária se torna instável se o número de onda k se torna

complexo para alguns valores de Ω, pois as perturbações ej apresentam, assim, um

crescimento exponencial ao longo da fibra [ver Eq. (3.66), por exemplo]. Na ausência

de acoplamento devido a MFC, ou seja CMFC = 0, podemos proceder a análise para

cada onda separadamente usando o caminho delineado na secção (3.4.1).

Por outro lado, quando a MFC acopla os dois feixes a situação se torna bem

mais interessante e a Eq. (3.67) resulta em um polinômio do quarto grau em k

cujas as ráızes determinam as condições para k se tornar complexo. Em geral, as

complexo das equações linearizadas, conforme será visto no próximo caṕıtulo.
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ráızes são obtidas numericamente. Assumindo-se δ = 0, ou seja νg1 = νg2 = ν, e

β1 = β2 = β, temos que as quatro soluções são

(
k − Ω

ν

)2

=
1

2
{(f1 + f2) ±

[
(f1 + f2)

2 + 4(CMFC − f1f2)
]1/2}. (3.71)

É fácil perceber que k se torna complexo se

CMFC − f1f2 > 0, (3.72)

pois (f1 +f2)− [(f1 + f2)
2 + 4(CMFC − f1f2)]

1/2
< 0, cuja a ráız fornece um número

complexo. Deste modo, temos as seguintes soluções reais

k =
Ω

ν
±

√
1

2
{(f1 + f2) + [(f1 + f2)2 + 4(CMFC − f1f2)]

1/2}, (3.73)

que correspodem a dois modos estáveis.

Por sua vez, as soluções complexas conjugadas são dadas por

k =
Ω

ν
±

√
1

2
{(f1 + f2) − [(f1 + f2)2 + 4(CMFC − f1f2)]

1/2}, (3.74)

e correspondem aos modos instáveis.

Vamos retornar a condição dada pela Eq. (3.72) para determinar a frequência

de corte Ωc acima da qual não ocorre IM. Substituindo-se CMFC , f1 e f2, obtemos

4γ1γ2β
2|E0

1 |2|E0
2 |2Ω4 >

βΩ2

2

(
βΩ2

2
+ 2γ1|E0

1 |2
)
× βΩ2

2

(
βΩ2

2
+ 2γ2|E0

2 |2
)

, (3.75)
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portanto ocorre IM se

Ω2 < Ω2
c =

1

2

[√
β2(γ11|E0

1 |2 + γ2|E0
2 |2)2 + 12β2γ1γ2|E0

1 |2|E0
2 |2 − β(γ1|E0

1 |2 + γ2|E0
2 |2)

]
.

(3.76)

O espectro de ganho da IM é obtido a partir de g(Ω) = 2=m{k}. Além

do que, a condição da existência de IM dada pela Eq. (3.75) revela que existe um

intervalo de valores para Ω para o qual o ganho g(Ω) > 0 e, consequentemente, a

solução estacionária é instável para essas frequências. O diferencial aqui é notar que

IM pode ocorrer independentemente do sinal dos coeficientes de DVG. Conforme

vimos anteriormente, para o caso de um único feixe é fundamental que o feixe

experimente regime de dispersão anômalo. Entretanto, o intervalo de frequência

para o qual IM existe depende se os feixes experimentam regime normal ou anômalo.

O menor intervalo ocorre quando ambos os feixes experimentam o regime normal

(β > 0) e, neste caso, IM ocorre exclusivamente devido a MFC. Para fibras de śılica

para feixes com λ ≈ 0, 53µm vamos utilizar β = 0, 06ps2/m e γj = 0, 015 W−1/m

[39].

3.6 Efeito Raman

O efeito Raman é um processo não-linear importante que pode limitar dras-

ticamente a performance de sistemas ópticos pela transferência de energia de um

canal para canais adjacentes e foi descoberto por Chandrasekhara Venkata Raman

(1888-1970) em 1928. Trata-se da transferência de energia de um sinal para outro.

De um modo geral, quando luz incide sobre um material a luz espalhada apresenta

frequências que diferem da frequência da onda excitante ωL. As componentes que

são deslocadas para frequências menores ωS < ωL são denominadas de componentes
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Stokes e aqueles que são deslocadas para frequências maiores ωa > ωL são ditas

componentes anti-Stokes [57].

As componentes Stokes do efeito Raman resultam de uma transição do estado

fundamental g para um estado final n por meio de uma transição intermediária para

um ńıvel virtual associado com o estado excitado n
′
. As componentes anti-Stokes do

efeito, por sua vez, estão relacionadas com uma transição do estado n para o estado

fundamental g com n
′

servindo como um ńıvel intermediário. Como, no equilibrio

térmico, a população do n é menor que a população do no ńıvel g, as linhas anti-

Stokes são muito menores que as linhas Stokes. Tais processos podem ser observados

através dos diagramas de ńıveis de energia da Figura (3.3).

Figura 3.3: Diagramas dos ńıveis de energia que decreve (a) espalhamento Raman Stokes
e (b) espalhamento Raman anti-Stokes. Figura obtida a partir de [57].

3.6.1 Espalhamento Raman Estimulado

Os processos descritos na secção (3.6) são conhecidos como espalhamento

Raman espontâneo e apenas uma parcela muito pequena ( 10−6) da energia é espa-

lhada na frequência Stokes. Contudo, quando um radiação laser intensa é utilizada,

o espalhamento torna-se bem mais eficiente e é denominado de espalhamento Ra-

man estimulado (ERE) no qual observa-se que cerca de 10% da energia incidente é

convertido nas frequências Stokes.

No ERE, ilustrado esquematicamente na Figura (3.4), um fóton com frequência

ω é aniquilado e um fóton com frequência de Stokes ωS = ω−ωv é criado, deixando
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a molécula em um estado excitado com energia ~ωv (v indica vibracional) onde

~ =
h

2π
é a constante reduzida de Planck.

Figura 3.4: Ilustração do espalhamento Raman estimulado. (a) Esquema da interação.
(b) Descrição dos ńıveis de energia. Figura obtida a partir de [57].

A luz incidente atua como uma fonte que provoca o surgimento das ondas

Stokes. Observou-se em 1962 que, para laser intenso, o fenômeno não-linear do ERE

pode ocorrer de modo que uma parcela considerável da energia da fonte é transferida

para as ondas Stokes. Entretanto, devido ao seu caráter vibracional o ERE é um

fenômeno percebido com um certo atraso. No modelo teórico usado no caṕıtulo

4, introduzimos um parâmetro de atraso τ para incorporar diretamente este efeito,

uma vez que para derivar as equações de propagação dos pulsos consideramos as

respostas não-lineares como sendo instantâneas.
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Caṕıtulo 4

Interação entre MFC e Resposta

Não-Linear Atrasada

Nesta etapa, apresentaremos o modelo teórico que utilizamos para estudar

a instabilidade modulacional induzida por modulação de fase cruzada em fibras

sem perdas com resposta não-linear atrasada com base nas análises elaboradas nos

caṕıtulos anteriores, assim como discutimos os resultados obtidos. Na secção (4.1)

apresentamos algumas considerações iniciais sobre o problema proposto. Na secção

(4.2), revisitamos a MFC. Em seguida, na secção (4.3), tratamos da inclusão do

tempo de atrasa no modelo que é apresentado na secção (4.4). Nas secções (4.5)

e (4.6), apresentamos a análise de estabilidade linear e os principais resultados,

respectivamente.

4.1 Considerações Iniciais

Nos últimos anos, o grande aumento do tráfego nas fibras ópticas tem dado crescente

importância aos limites impostos pelos efeitos não-lineares em tais fibras.

Conforme vimos nos caṕıtulos anteriores, a instabilidade modulacional é um

fenômeno caracteŕıstico da propagação de onda que ocorre em meios não-lineares
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dispersivos e tem sido intensivamente investigado em vários ramos da F́ısica devido

a sua natureza fundamental bem como aplicações tecnológicas importantes. IM

ocorre frequentemente em uma grande diversidade de sistemas f́ısicos como, por

exemplo, dinâmica de fluidos, F́ısica dos plasmas, óptica não-linear [37–39, 75–79]

e condensados de Bose-Einstein [80, 81]. Este fenômeno corresponde ao enriqueci-

mento exponencial dos sinais ruidosos em canais propagantes em virtude da interação

entre efeitos dispersivos e não-lineares, que podem transformar uma onda CW em um

trem de pulsos tipo sólitons. Portanto, haja visto suas caracteŕısticas importantes,

a IM também constitue-se em uma fonte de degradação de sinais em comunicação

através de fibras ópticas [37, 38, 75], uma vez que um rúıdo pode ser enrequecido pela

IM, degradando o espectro do sinal e, consequentemente, limitando a performance

do sistema.

O efeito da IM pode ser interpretado como o resultado da interação entre

uma onda CW ou quase-cont́ınua (QCW) de frequência ω e pequenas bandas late-

rais com frequência ω ± Ω. Este é o caso da MQO onde dois fótons com frequência

ω criam um fóton com frequência ω − Ω (componente Stokes) e outro com ω + Ω

(componente anti-Stokes). Um ganho ĺıquido será observado no regime de dispersão

anômalo em meios com não-linearidade Kerr instantânea caso |Ω| < |Ωc|, onde

Ωc é uma frequência de corte que depende da intensidade do feixe CW. Conforme

visto em caṕıtulos anteriores, usualmente, este processo é investigado teoricamente

resolvendo-se extensões das equações não-lineares de Schrödinger (ENLS) que gov-

ernam a evolução temporal de ondas propagantes no limite no qual o envelope varia

lentamente. Uma análise da estabilidade linear em torno da solução estacionária

das soluções das ENLS mostra que as perturbações harmônicas crescem exponen-

cialmente dentro de um dado intervalo de frequência, consequentemente as soluções

se tornam instáveis.

No contexto de fibras ópticas, a IM relaciona-se fortemente com o processo
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de formação de ondas solitárias (sólitons) que se propagam sem distorção, uma vez

que o processo de formação dessas ondas pode ser iniciado através de pequenas per-

turbações superpostas a uma radiação cont́ınua que evolui no tempo como um trem

de pulsos solitários ultracurtos [37, 38]. Embora o processo de formação dos sólitons

seja um assunto muito importante para ser tratado, neste trabalho nos limitamos ao

tratamento da IM de ondas planas que se propagam em fibras ópticas onde ambos

os efeitos de MFC e resposta não-linear atrasada são considerados simultaneamente.

Sob condições apropriadas, tais efeitos, mesmo quando considerados isoladamente,

podem produzir IM em qualquer regime de dispersão da velocidade de grupo [82–90].

Quando dois feixes ópticos se propagam dentro de uma fibra com não-linearida-

de do tipo Kerr, o ı́ndice de refração acopla os dois pulsos através do fenômeno

conhecido como Modulação de Fase Cruzada. Essa interação induzida por MFC,

que relaciona as duas ondas, pode desestabilizar a solução estacionária na presença

de dispersão de velocidade de grupo, levando-se a modulações da frequência dos

sinais. Mostrou-se que IM induzida por MFC pode ocorrer no regime de dispersão

normal, desde que ambos os feixes estejam acoplados incoerentemente e a diferença

das velocidades de grupo seja pequena [82–84, 87]. Além do mais, de modo simi-

lar, Sombra e colaboradores demonstraram experimentalmente que IM induzida por

MFC pode tornar um sinal fraco cont́ınuo, que experimenta regime anômalo de dis-

persão, em um trem de pulsos curtos através do uso de outro feixe no regime de

dispersão normal [91]. Resultado este que foi teoricamente previsto um ano antes

por Schadt e colaboradores [92]. Muitos outros aspectos de pulsos copropagantes

têm sido estudados recentemente em diversos sistemas [93–97].

Para meios altamente dispersivos ou pulsos ultra-curtos, é notório que a

hipótese da resposta Kerr usual se torna inapropriada e novas contribuições devido

a uma resposta não-linear atrasada deve ser considerada. Sabemos ainda que o

carácter não-instantâneo da resposta não-linear também é capaz de produzir IM no
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regime de dispersão normal. Recentemente, mostrou-se que IM espacial pode existir

tanto em meios autofocalizadores e autodefocalizadores se a não-linearidade for não-

instantânea [97–101]. Além do mais, o atraso na resposta não-linear é responsável

por aumentar o intervalo de frequência para o qual ocorre ganho devido a IM [85,

86, 89, 90, 100–102] e sua caracteŕıstica tem sido explorada como um método para

se obter luz lenta [103].

Embora a resposta não-linear atrasada e a MFC sejam bem conhecidos por

influenciar a formação de pulsos solitários, entre outros fenômenos relevantes, a

ação conjunta de seus efeitos para possibilitar o surgimento de IM não se encon-

tram claramente estabelecido na literatura, conforme enfatizado em [104]. Nesta

tese, incluimos ambas as contribuições da resposta atrasada e MFC na equação

não-linear de Schrödinger com o intuito de estudar o surgimento de IM devido a co-

propagação de feixes acoplados incoerentemente em fibras ópticas com resposta Kerr

não-instantânea. Vamos mostrar que a resposta temporal finita da não-linearidade

possibilita o surgimento de dois modos instáveis no espectro de frequência. As prin-

cipais caracteŕısticas do espectro de ganho da IM será analisado em função do tempo

de resposta τ e da diferença de velocidade de grupo δ.

Recentemente, experimentos sobre a IM de um único pulso propagando em

Dissulfeto de Carbono (CS2) foram realizados para se investigar os efeitos de uma

não-linearidade relaxacional, mostrando um bom acordo com os resultados teóricos

oriundos da análise de estabilidade linear [98].

Nas próximas secções apresentaremos o modelo que será utilizado em nossas

análises. Em seguida, trataremos da análise da estabilidade linear através da qual

determinamos, de modo exato, a relação de dispersão que nos possibilita estabelecer

os critérios de estabilidades das soluções estacionárias. Por fim, apresentamos as

discussões e os principais resultados.
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4.2 Modulação de Fase Cruzada Revisitada

Consideramos o caso no qual dois pulsos de diferentes frequências com mesma

polarização incidem em uma fibra óptica com resposta não-linear do tipo Kerr.

Deste modo, os termos não-lineares dos ı́ndices de refração responsáveis por acoplar

incoerentemente os dois feixes são dados por [39]

∆n1 = n2(|E1|2 + 2|E2|2), (4.1)

para o campo E1 e

∆n1 = n2(|E2|2 + 2|E1|2), (4.2)

para o campo E2.

Desta forma, a não-linearidade da fibra encontra-se incorporada através do

coeficiente n2, para fibras de śılica n2 ' 3, 2 × 10−20m2/W . A dependência com a

frequência da parte linear do ı́ndices de refração n(ω) resulta da DVG.

Conforme visto ao tratarmos da MFC, na aproximação de envelope que varia

lentamente, as amplitudes dos campos, E1 and E2, satisfazem equações não-lineares

de Schrödinger modificadas para incorporar os feitos da MFC através da adição

de termos cruzados nas não-linearidades, N1 e N2. Deste modo, as equações que

governam a evolução temporal dos envelopes dos campos copropagantes em um meio

Kerr com resposta não-linear instantânea podem ser escritas como
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ı
∂E1

∂z
+

ı

vg1

∂E1

∂t
=

1

2
β1

∂2E1

∂t2
− γ1N1E1, (4.3)

ı
∂E2

∂z
+

ı

vg2

∂E2

∂t
=

1

2
β2

∂2E2

∂t2
− γ2N2E2, (4.4)

N1 = |E1|2 + 2|E2|2, (4.5)

N2 = 2|E1|2 + |E2|2, (4.6)

onde νgi corresponde a velocidade de grupo do i-ésimo feixe. βi e γi são, respective-

mente, o coeficiente de dispersão e o parâmetro não-linear da fibra observado por

esse feixe particular. O fator de 2 antes dos termos de MFC representa a hipótese

que os dois feixes possuem a mesma polarização[39, 83, 88], após desprezarmos os

termos com defasagem de fase na expressão da polarização conforme secção (3.5.1).

A propriedade não-linear não-instantânea do meio devido a um tempo de re-

sposta finito τ do material pode ser incorporada através de um processo de relaxação

de Debye da seguinte forma [86, 99]

∂Nj

∂t
=

1

τ
(−Nj + |Ej|2 + 2|E3−j|2), (4.7)

j = 1, 2. Portanto, a dinâmica das não-linearidades depende das intensidades dos

campos locais bem como do tempo de resposta t́ıpico τ do meio Kerr. Tal modelo

é melhor examinado na secção que segue.

4.3 Resposta Não-Linear Atrasada

Visto que os fenômenos não-lineares são mais acentuados para o caso de

pulsos ultra-curtos (alta intensidade), devemos incluir explicitamente nas equações
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que descrevem a dinâmica do sistema o tempo de resposta do meio τ . Para tempos

de resposta pequenos, é usual se adicionar alguns termos nas equações não-lineares

de Schrödinger correspondentes a uma expansão em série de Taylor da amplitude dos

envelopes atrasados, porém tal aproximação é válida para descrever qualitativamente

apenas os casos de respostas atrasadas no regime de baixa frequência Ωτ � 1[86].

Recetemente, Liu e colaboradores propuseram um modelo simples para a dinâmica

da relaxação temporal das não-linearidades [86] e pode ser utilizado para se estudar

os efeitos do atraso para quaisquer valores de Ω.

Considerando-se que o meio apresenta respostas não-lineares atrasadas por

um intervalo de tempo τ , as respostas não-lineares instantâneas correspondentes às

Eqs. (4.5) e (4.6) serão agora tomadas como sendo

N1(z, t + τ) = |E1(z, t)|2 + 2|E2(z, t)|2, (4.8)

N2(z, t + τ) = 2|E1(z, t)|2 + |E2(z, t)|2, (4.9)

portanto os fatores (|E1(z, t)|2 + 2|E2(z, t)|2) e (2|E1(z, t)|2 + |E2(z, t)|2) correspon-

dem a efeitos não-lineares observados em um instante de tempo posterior t + τ .

Os termos N1(t + τ) e N2(t + τ) podem ser escritos através da expansão em

série de Taylor para pequenos valores de τ como

N1(z, t + τ) = N1(z, t) + τ
∂N1

∂t

∣∣∣∣
(z,t)

+ τ 2∂2N1

∂t2

∣∣∣∣
(z,t)

+ . . . , (4.10)

N2(z, t + τ) = N2(z, t) + τ
∂N2

∂t

∣∣∣∣
(z,t)

+ τ 2∂2N2

∂t2

∣∣∣∣
(z,t)

+ . . . , (4.11)
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onde utilizamos que τ ∈ < e a Regra da Cadeia para fazer

∂m

∂tm
[Nj(z, t + τ)]

∣∣∣∣
(z,t)

=
∂m

∂tm
[Nj(z, t)]

∣∣∣∣
(z,t)

. (4.12)

Por outro lado, por exemplo, se considerarmos alguma depedência temporal

da resposta não-linear τ , ou seja, assumindo τ(t) podemos ter modelos de relaxação

mais complexos. Neste trabalho nos limitamos ao caso onde τ é uma constante.

4.4 Modelo Teórico

Considerando-se apenas os dois primeiros termos das expansões dadas pelas

equações (4.10) e (4.11), temos o seguinte modelo teórico

ı
∂E1

∂z
+

ı

vg1

∂E1

∂t
=

1

2
β1

∂2E1

∂t2
− γ1N1E1, (4.13)

ı
∂E2

∂z
+

ı

vg2

∂E2

∂t
=

1

2
β2

∂2E2

∂t2
− γ2N2E2, (4.14)

∂N1

∂t
=

1

τ
(−N1 + |E1|2 + 2|E2|2), (4.15)

∂N2

∂t
=

1

τ
(−N2 + 2|E1|2 + |E2|2). (4.16)

Observe a introdução do parâmetro de atraso τ na resposta não-linear nas

Eqs. (4.15) e (4.16). Tais equações são geralmente denominadas de modelo de

relaxação de Debye [86, 99].
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4.5 Análise da Estabilidade Linear Revisitada

Instabilidade modulacional se refere ao crescimento exponencial de uma pequena

perturbação da solução estacionária e surge da interação entre os efeitos da DVG e da

não-linearidade (não-instantânea) de um dado meio. Para estudar a estabilidade da

solução estacionária do sistema de equações descrito acima na presença de pequenas

perturbações harmônicas, vamos realizar uma análise de estabilidade linear. Para o

caso de duas ondas cont́ınuas ou quase-cont́ınuas, as derivadas com relação ao tempo

nas Eqs. (4.13) - (4.16) podem ser anuladas. Deste modo a solução estacionária é

dada por

Ecw
1 = E0

1e
[ıγ1(|E0

1 |2+2|E0
2 |2)z], (4.17)

Ecw
2 = E0

2e
[ıγ2(2|E0

1 |2+|E0
2 |2)z], (4.18)

onde E0,j é a amplitude de entrada do j-ésimo feixe e

N cw
1 = |E0

1 |2 + 2|E0
2 |2, (4.19)

N cw
2 = 2|E0

1 |2 + |E0
2 |2. (4.20)

Uma questão fundamental é se essa solução CW é estável. Deste modo, para

testar a estabilidade da solução estacionária, adicionaremos pequenas pertubações,

ej em Ej e nj em Nj, (j = 1, 2), logo
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E1 = [E0
1 + e1(z, t)]e

[ıγ1(|E0
1 |2+2|E0

2 |2)z], (4.21)

E2 = [E0
2 + e2(z, t)]e

[ıγ2(2|E0
1 |2+|E0

2 |2)z], (4.22)

N1 = n1(z, t) + |E0
1 |2 + 2|E0

2 |2, (4.23)

N2 = n2(z, t) + 2|E0
1 |2 + |E0

2 |2, (4.24)

onde ej(z, t) satisfaz |ej(z, t)|2 � |E0,j|2 e nj(z, t) é uma pequena perturbação linear

sobre a não-linearidade estacionária. Note que ej pode ser complexo.

Vamos começar nossa análise substituindo as Eqs. (4.21) - (4.24), nas Eqs.

(4.13) - (4.16), linearizando em e1 e e2, para obter

ı
∂e1

∂z
+

ı

vg1

∂e1

∂t
=

1

2
β1

∂2e1

∂t2
− γ1n1E

0
1 , (4.25)

ı
∂e2

∂z
+

ı

vg2

∂e2

∂t
=

1

2
β2

∂2e2

∂t2
− γ2n2E

0
2 , (4.26)

∂n1

∂t
=

1

τ
[−n1 + E0

1(e1 + e∗1) + 2E0
2(e2 + e∗2)], (4.27)

∂n2

∂t
=

1

τ
[−n2 + 2E0

1(e1 + e∗1) + E0
2(e2 + e∗2)]. (4.28)

Este conjunto de equações lineares complexas acopladas pode ser facilmente

resolvido no espaço de Fourier. Definimos as trasnformadas de Fourier como sendo
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ej(z, t) =
1√
2π

∫
e−ıkzeıΩtej(Ω, k)dkdΩ, (4.29)

nj(z, t) =
1√
2π

∫
e−ıkzeıΩtnj(Ω, k)dkdΩ, (4.30)

e∗j(z, t) =
1√
2π

∫
e−ıkzeıΩte∗j(−Ω,−k)dkdΩ, (4.31)

n∗
j(z, t) =

1√
2π

∫
e−ıkzeıΩtn∗

j(−Ω,−k)dkdΩ, (4.32)

onde k e Ω correspondem ao número de onda e a frequência de modulação, re-

spectivamente. Vamos discutir os principais efeitos devido a MFC e resposta não-

instantânea para o caso particular no qual as modulações associadas a cada feixe

possuem o mesmo vetor de onda. A extensão para o caso geral pode ser desenvolvida

utilizando-se as diretrizes apresentadas na referência [87].

Aplicando-se as transformadas de Fourier definidas pelas equações (4.29) -

(4.32) nas Eqs. (4.25) - (4.28), temos

(ıΩτ + 1)n1(Ω, k) = E0
1 [e1(Ω, k) + e∗1(−Ω,−k)] + 2E0

2 [e2(Ω, k) + e∗2(−Ω,−k)],

(4.33)

(ıΩτ + 1)n2(Ω, k) = 2E0
1 [e1(Ω, k) + e∗1(−Ω,−k)] + E0

2 [e2(Ω, k) + e∗2(−Ω,−k)],

(4.34)(
k − Ω

vg1

+ β1
Ω2

2

)
e1(Ω, k) + γ1E

0
1n1(Ω, k) = 0, (4.35)(

k − Ω

vg2

+ β2
Ω2

2

)
e2(Ω, k) + γ2E

0
2n2(Ω, k) = 0, (4.36)

Isolando-se n1 e n2 nas Eqs. (4.33) e (4.34) e subtituindo-se nas Eqs. (4.35)

e (4.36), obtemos
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(
k − Ω

vg1

+ β1
Ω2

2

)
e1(Ω, k) +

γ1E
0
1

(ıΩτ + 1)
{E0

1 [e1(Ω, k) + e∗1(−Ω,−k)]

− 2E0
2 [e2(Ω, k) + e∗2(−Ω,−k)]} = 0, (4.37)(

k − Ω

vg2

+ β2
Ω2

2

)
e2(Ω, k) +

γ2E
0
2

(ıΩτ + 1)
{2E0

1 [e1(Ω, k) + e∗1(−Ω,−k)]

− E0
2 [e2(Ω, k) + e∗2(−Ω,−k)]} = 0. (4.38)

Por outro lado, o conjugado complexo das Eqs. (4.25) - (4.28) nos fornece

−ı
∂e∗1
∂z

− ı

vg1

∂e∗1
∂t

=
1

2
β1

∂2e1

∂t2
− γ1n

∗
1E

0
1 , (4.39)

−ı
∂e∗2
∂z

− ı

vg2

∂e∗2
∂t

=
1

2
β2

∂2e∗2
∂t2

− γ2n
∗
2E

0
2 , (4.40)

∂n∗
1

∂t
=

1

τ
[−n∗

1 + E0
1(e1 + e∗1) + 2E0

2(e2 + e∗2)], (4.41)

∂n∗
2

∂t
=

1

τ
[−n∗

2 + 2E0
1(e1 + e∗1) + E0

2(e2 + e∗2)]. (4.42)

De modo análogo ao realizado anteriormente, aplicando-se as transformadas

de Fourier definidas pelas equações (4.29) - (4.32) nas equações acima, temos

(ıΩτ + 1)n∗
1(Ω, k) = E0

1 [e1(Ω, k) + e∗1(−Ω,−k)] + 2E0
2 [e2(Ω, k) + e∗2(−Ω,−k)],

(4.43)

(ıΩτ + 1)n∗
2(Ω, k) = 2E0

1 [e1(Ω, k) + e∗1(−Ω,−k)] + E0
2 [e2(Ω, k) + e∗2(−Ω,−k)],

(4.44)(
−k +

Ω

vg1

+ β1
Ω2

2

)
e∗1(Ω, k) + γ1E

0
1n

∗
1(Ω, k) = 0, (4.45)(

−k +
Ω

vg2

+ β2
Ω2

2

)
e∗2(Ω, k) + γ2E

0
2n

∗
2(Ω, k) = 0. (4.46)
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Mais uma vez, isola-se n∗
1 e n∗

2 nas Eqs. (4.43) e (4.44) e subtituindo-se nas

Eqs. (4.45) e (4.46), donde

(
−k +

Ω

vg1

+ β1
Ω2

2

)
e∗1(Ω, k) +

γ1E
0
1

(ıΩτ + 1)
{E0

1 [e1(Ω, k) + e∗1(−Ω,−k)]

−2E0
2 [e2(Ω, k) + e∗2(−Ω,−k)]} = 0, (4.47)(

−k +
Ω

vg2

+ β2
Ω2

2

)
e∗2(Ω, k) +

γ2E
0
2

(ıΩτ + 1)
{2E0

1 [e1(Ω, k) + e∗1(−Ω,−k)]

−E0
2 [e2(Ω, k) + e∗2(−Ω,−k)]} = 0. (4.48)

Vamos considerar β1 = β2 = β e definir

A =

(
k − Ω

ν1

+
βΩ2

2

)
, (4.49)

B =

(
k − Ω

ν2

+
βΩ2

2

)
, (4.50)

C =

(
−k +

Ω

ν1

+
βΩ2

2

)
, (4.51)

D =

(
−k +

Ω

ν2

+
βΩ2

2

)
, (4.52)

G =
γ1E

0
1

(1 + ıΩτ)
, (4.53)

H =
γ2E

0
2

(1 + ıΩτ)
. (4.54)

Desta forma, a partir das equações (4.37), (4.38), (4.47) e (4.48), obtemos o

seguinte sistema
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

(A + GE0
1)ê1 + GE0

1 ê
∗
1 + 2GE0

2 ê2 + 2GE0
2 ê

∗
2 = 0,

2HE0
1 ê1 + 2HE0

1 ê
∗
1 + (B + HE0

2)ê2 + HE0
2 ê

∗
2 = 0,

GE0
1 ê1 + (C + GE0

1)ê∗1 + 2GE0
2 ê2 + 2GE0

2 ê
∗
2 = 0,

2HE0
1 ê1 + 2HE0

1 ê
∗
1 + HE0

2 ê2 + (D + HE0
2)ê∗2 = 0,

onde êj = ej(Ω, k) e ê∗j = e∗j(Ω, k).

Pela regra de Cramer, esse sistema linear de equações homogêneas para ê1,

ê∗1, ê2 and ê∗2 apresenta soluções não-triviais somente quando o determinante dos

coeficientes é zero, ou seja, quando

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(A + GE0
1) GE0

1 2GE0
2 2GE0

2

2GE0
2 2GE0

2 (B + HE0
2) HE0

2

GE0
1 (C + GE0

1) 2GE0
2 2GE0

2

2HE0
1 2HE0

1 HE0
2 (D + HE0

2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

o que implica

3GHE0
1E

0
2(AD+AB+BC+CD)−ABCD−ACHE0

2(B+D)−BDGE0
1(A+C) = 0.

(4.55)

É fácil observar que A + C = B + D = βΩ2, logo

3β2Ω4GHE0
1E

0
2 − ABCD − βΩ2(ACHE0

2 + BDGE0
1) = 0. (4.56)

Substituindo-se os parâmetros definidos nas Eqs. (4.49) - (4.54), temos a

relação de dispersão que garante soluções não-triviais para as pertubações
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3β2Ω4γ1γ2|E0
1 |2|E0

2 |2

(1 + ıΩτ)2
−

[
β2Ω4

4
−

(
k − Ω

ν1

)2
]
×

[
β2Ω4

4
−

(
k − Ω

ν2

)2
]

−βΩ2

{[
β2Ω4

4
−

(
k − Ω

ν1

)2
]

γ2|E0
2 |2

1 + ıΩτ
+

[
β2Ω4

4
−

(
k − Ω

ν2

)2
]

γ1|E0
1 |2

1 + ıΩτ

}
= 0.

(4.57)

Vamos torná-la mais sucinta, somando e subtraindo termos e definindo

f1 =
βΩ2

2

(
βΩ2

2
+

2γ1|E0
1 |2

1 + ıΩτ

)
, (4.58)

f2 =
βΩ2

2

(
βΩ2

2
+

2γ2|E0
2 |2

1 + ıΩτ

)
, (4.59)

CMFC =
4γ1γ2β

2|E0
1 |2|E0

2 |2Ω4

(1 + ıΩτ)2
, (4.60)

logo, podemos escrever a Eq. (4.57) mais resumidamente como

[(
k − Ω

ν1

)2

− f1

][(
k − Ω

ν2

)2

− f2

]
= CMFC , (4.61)

tal relação de dispersão determina a estabilidade das solução estacionárias na pre-

sença de pequenas perturbações harmônicas.

Manipulando-se a Eq. (4.61), obtemos o seguinte polinômio com coeficientes

complexos

k4 −
(

2Ω

ν1

+
2Ω

ν2

)
k3 +

(
Ω2

ν2
1

− f1 +
Ω2

ν2
2

− f2 +
4Ω2

ν1ν2

)
k2 +(

2Ωf2

ν1

+
2Ωf1

ν2

− 2Ω3

ν1ν2
2

− 2Ω3

ν2
1ν2

)
k +

(
Ω4

ν2
1ν

2
2

− Ω2

ν2
1

f2 −
Ω2

ν2
2

f1 + f1f2 − CMFC

)
= 0.

(4.62)
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Para determinarmos os zeros deste polinômio, utilizamos um algoritmo com-

putacional escrito em Fortran 90 fazendo uso do método de Laguerre[105].

4.6 Discussões e Principais Resultados

A frequência e o número de onda das perturbações são deslocados da frequência e

do número de onda dos sinais de entrada e são, respectivamente, dados por Ω e k.

Podemos notar facilmente que se o número de onda k é um número real,

as perturbações são puramente oscilatórias e a solução estacionária é estável. Por

outro lado, se k adquire uma parte imaginária para algum intervalo de valores da

frequência Ω, as pequenas perturbações harmônicas e1(Ω, k) e e2(Ω, k) experimentam

um enriquecimento exponencial ao longo do comprimento da fibra e a solução CW

torna-se instável.

Portanto, o coeficiente de ganho g(Ω) relaciona-se com a parte imaginária do

número de onda e, conforme visto, é dado por g(Ω) = 2=m{k}, onde k é determi-

nado pela Eq. (4.61). Observe que esperamos um crescimento exponencial para a

intensidade da perturbação por unidade de comprimento L da fibra, onde o fator de

ganho é dado por eg(Ω). Além do mais, por simplificação, vamos assumir que γj e

vgj são aproximadamente idênticos para j = 1, 2.

Em primeiro lugar, vamos considerar brevemente o caso de respostas ins-

tantâneas τ = 0. Deste modo, a partir das Eqs. (4.58) - (4.60), pode-se verificar

que fi e CMFC são números reais. De sorte que, para o caso de uma não-linearidade

com resposta instantânea, a relação de dispersão dada pela Eq. (4.62) corresponde

a um polinômio do quarto grau com coeficientes reais.

Além do mais, na ausência de MFC, i.e., um dos pulsos (|E0,1| ou |E0,2|) é

nulo, o que implica CMFC = 0, a Eq. (4.61) apresenta as seguintes soluções
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k =
Ω

νj

±
√

fj, (4.63)

para j = 1, 2.

Portanto, no regime de dispersão normal (β > 0), resulta das Eqs. (4.58) e

(4.59) que fj > 0, logo k ∈ <∗
+. Em outras palavras, o número de onda k é sempre

real e, consequentemente, o ganho modulacional é zero e IM só ocorre no regime

de dispersão anômala (β < 0) [39]. Observa-se que na presença de MFC, o número

de onda k pode apresentar parte imaginária mesmo no regime de dispersão normal.

Portanto, para o caso de tempo de resposta nulo (resposta não-linear instantânea),

ambos os campos ópticos devem estar presentes para possibilitar a ocorrência de IM

no regime de dispersão normal. Tais aspectos foram bem analisados por Agrawal e

colaboradores em [82, 83, 87].

A situação é um tanto quanto diferente quando a MFC acopla os campos no

regime de dispersão anômalo (β < 0). A partir das Eqs. (4.58) e (4.59), notamos

que se Ω2|β| < 4γj|E0,j|2 então fj ∈ <∗
− e, desta forma, k pode apresentar parte

imaginária para o regime de frequência baixa. Portanto, segundo (4.61), podemos

obeservar ganho modulacional mesmo quando um dos campos ópticos desaparece

(CMFC = 0). Neste caso a IM é induzido por AMF. Constata-se que, se ambos os

pulsos ópticos experimentam regime de dispersão anômalo, cada um, separadamente,

pode provocar IM [39, 82, 83]. O acoplamento devido a MFC atua amplificando esse

efeito.

Embora a diferença de velocidade de grupo dos pulsos não seja fundamental

para a existência de instabilidade modulacional, torna-se importante, na prática,

estudar seus efeitos representado pelo parâmetro δ = |ν−1
g1 − ν−1

g2 |. Na Figura (4.1),

plotamos os espectros de ganho para diversos valores de δ para o caso particular de

ńıveis de potência iguais ε = |E0
2 |2/|E0

1 |2 = 1, após assumirmos |E0,1|2 = 100 W.

Note que, a razão entre as intensidades dos sinais ε relaciona-se com a intensidade
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do efeito de MFC de acordo com (4.60). Consideramos ainda tempo de resposta

instatâneo para a não-linearidade ou seja, τ = 0, e νg1 = 1 m/ps. Os parâmetros

da fibra são β = 0, 06 ps2/m and γj = 0, 015 W−1/m, que correspondem a uma

situação real de propagação de pulsos nas fibras de śılica.

Notamos que, quando aumentamos os valores de δ, o espectro de ganho se

estreita, desloca-se para frequências maiores, além do mais seu pico se aproxima de

um valor limite. Embora as limitações devido a hipótese de pequenas perturbações,

pode-se concluir que, por exemplo, para um pico de ganho de aproximadamente

g(Ω) = 3 m−1, o fator de amplificação seria e3L para uma fibra de comprimento L.

Deste modo, o surgimento de bandas laterais é esperado mesmo para o caso de fibras

curtas, haja visto o forte enriquecimento que o rúıdo experimenta.

A porção principal da mesma figura revela que existe um valor cŕıtico para a

diferença de velocidade de grupo δc acima da qual os espectros de ganho surgem a

partir de um valor finito não-nulo de Ω. A determinação numérica desse valor cŕıtico

também é apresentada na Figura (4.1), e pode-se notar que δc ≈ 1, 039(5) ps/m.

Deste modo, para τ = 0 e δ < δc, o intervalo de frequências para a qual pode

ocorrer IM é Ω < Ωc. Por outro lado, quando δ > δc, o intervalo de frequências que

corresponde a um regime instável é dado por 0 < Ωmin
c < Ω < Ωmax

c .

Durante as discussões, estaremos interessados em estudar o caso em que am-

bos os pulsos experimentam regime de dispersão normal, β > 0, uma vez que, neste

caso, IM pode ocorrer exclusivamente devido a MFC. De fato, como já comentamos

anteriormente, IM pode ocorrer tanto no regime de dispersão anômalo quanto no

regime normal, porém, naquele apenas um feixe já é suficiente para provocar IM

e neste ambos precisam estar presentes. Vamos analisar os efeitos de um tempo

de resposta finito da resposta não-linear no regime normal de DVG para δ < δc e

δ > δc. É importante também salientar que nossa análise se aplica somente para

a evolução inicial dos feixes de entrada quando as novas componentes que surgem
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Figura 4.1: [Porção incorporada] Espectros de ganho g(Ω) da instabilidade modulacional
para diversos valores da diferença de velocidade de grupo δ. A razão dos ńıvels de potência
dos dois feixes é ε = |E0,2|2/|E0,1|2 = 1, considerando-se |E0,1|2 = 100 W. Os demais
parâmetros são τ = 0, β = 0, 06 ps2/m, νg1 = 1 ps/m e γ1 = γ2 = 0, 015 W−1/m. [Porção
principal] Investigação numérica do valor cŕıtico δc para a diferença de velocidade de grupo
acima do qual a banda de ganho começa a partir de um valor finito da frequência para os
valores dos parâmetros descritos acima.

devido a IM não adquiriram amplitudades consideráveis.

A situação torna-se bem mais interessante quando τ 6= 0. A partir da relação

de dispersão dada pela Eq. (4.61) pode-se examinar qualitativamente o papel desem-

penhado pelo tempo de resposta. Note que para qualquer valor não-nulo do tempo

de relaxação τ , os termos fi e CMFC tornam-se números complexos, desta forma

produzindo uma parte imaginária para o número de onda k e expandindo ainda

mais o intervalo de frequência que permite o sustendo das perturbações harmônicas.

Com o intuito de obter uma análise qualitativa da instabilidade modulacional

como função do parâmetro de relaxação, plotamos nas Figuras (4.2) a (4.5) os espec-

tros de ganho g(Ω) para um conjunto de valores representativos para uma fibra com

resposta não-linear atrasada na qual copropagam-se dois feixes no regime normal
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Figura 4.2: Espectros de ganho g(Ω) da instabilidade modulacional para uma fi-
bra com resposta não-linear instantânea (linha sólida) e atrasada (linha tracejada) na
qual copropagam-se dois feixes ópticos no regime de dispersão normal β = 0, 06ps2/m.
Despreza-se a diferença da velocidade de grupo. Os demais parâmetros são idênticos aos
utilizados na Figura 4.1. A MFC é responsável pelo enriquecimento devido a IM no caso
instantâneo. Por outro lado, a presença de um tempo de resposta finito induz o surgimento
de dois ramos instáveis. Para o presente caso de resposta não-linear rápida (τ << 1/Ωc),
um destes ramos exibe tanto bandas instantâneas quanto bandas Raman. O outro ramo,
por sua vez, apresenta apenas uma única banda Raman.

β = 0, 06ps2/m.

Os distintos espectros de ganho correspondem a soluções da Eq. (4.61). Para

τ = 0, a Eq. (4.61) se torna um polinômio do quarto grau em k com coeficientes reais

que pode apresentar, portanto, até quatro modos distintos (um por solução). É fácil

verificar que duas das soluções são sempre números reais [conforme secção (3.5.2)].

As demais soluções podem ser reais ou um par conjugado de soluções complexas.

Para τ 6= 0, a Eq. (4.61) pode ser estudada como um polinômio do quarto

grau com coeficientes complexos, deste modo, as soluções complexas não necessa-

riamente surgem aos pares. Isto resulta na possibilidade de dois modos se tornarem

instáveis para uma dada frequência Ω, conforme iremos discutir em seguida.
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Figura 4.3: Espectros de ganho g(Ω) da instabilidade modulacional para uma fi-
bra com resposta não-linear instantânea (linha sólida) e atrasada (linha tracejada) na
qual copropagam-se dois feixes ópticos no regime de dispersão normal β = 0, 06ps2/m.
Despreza-se a diferença da velocidade de grupo. Os demais parâmetros são idênticos aos
utilizados na Figura 4.1. A MFC é responsável pelo ganho devido a IM instantâneo para
Ωmin

c < Ω < Ωmax
c . Para o caso de uma resposta não-linear rápida, as bandas de ganho

Raman e instantânea têm duas frequências t́ıpicas distintas. Observe uma frequência par-
ticular na qual há apenas um único modo instável mesmo para valores finitos do tempo
de resposta.

Na Figura (4.2), mostramos o caso de um tempo de resposta pequeno e

diferença nula das velocidades de grupo dos feixes. Para uma resposta Kerr ins-

tantânea, a MFC é responsável por uma única banda de ganho (linha sólida) que

apresenta um pico em uma frequência caracteŕıstica e ocorre para um intervalo

finito de frequências. Por outro lado, a presença de um tempo de resposta finito

provoca o surgimento de duas bandas de IM (linhas tracejadas), correspondendo

a dois modos instáveis. Observe que o modo que é instável para τ = 0 sobre um

intervalo de frequências finito também apresenta instabilidade em frequências mais

elevadas. Essa segunda banda do modo está relacionada com a resposta Raman

atrasada. Além do mais, o segundo modo, que se torna instável devido aos efeitos
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Figura 4.4: Espectros de ganho g(Ω) da instabilidade modulacional para o regime de
dispersão normal para tempos de resposta distintos. As velocidade de grupo são assumidas
como sendo idênticas. Nestes casos de resposta não-linear lenta, as bandas Raman são
deslocadas para frequências menores e a banda de ganho instantânea é suprimida. O
ganho é deteriorado quando o tempo de resposta é aumentado ainda mais.

da resposta não-linear atrasada, apresenta um ganho máximo mais elevado. Nesta

figura usamos |E0
1 |2 = 100 W, ε = 1 e δ = 0. Os demais parâmetros são idênticos

aos da Figura (4.1).

Observa-se um cenário diferente quando δ = 2 ps/m > δc. Na Figura (4.3),

plotamos o espectro de ganho da IM em função do deslocamento de frequência Ω

para o caso de tempo de resposta rápido (τ pequeno). Note que as bandas Raman

induzidas de ambos os modos instáveis apresentam um ganho máximo muito menor

do que o ganho devido ao efeito da MFC. A frequência de ganho máximo devido

a resposta atrasada ocorre acima do intervalo de frequência da banda de ganho

instantânea. É interessante observar a presença de uma frequência particular na

qual apenas um modo é instável e duas soluções da Eq. (4.61) são reais.

Os efeitos de tempo de resposta maiores são mostrados na Figura (4.4) (δ = 0)
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Figura 4.5: Espectros de ganho g(Ω) da instabilidade modulacional para o regime de
dispersão normal para distintos tempos de resposta. A diferença das velocidades de grupo
é δ = 2ps/m. Aqui, uma das bandas Raman coalesce com a banda instantânea. Para
grandes tempos de resposta, as bandas Raman apresentam ganhos similares, exceto na
vizinhança da frequência espećıfica que tem um único modo instável.

e na Figura (4.5) (δ = 2 ps/m). Para o caso de diferença das velocidades de grupo

nula, observamos que quanto maior o tempo de resposta τ , menor será o fator

de ganho. Além do que nota-se que a banda Raman se desloca para frequências

menores e coalesce com a banda instantânea. Incrementando-se ainda mais o tempo

de resposta, resulta no desaparecimento da IM. Por outro lado, para δ = 2 ps/m,

a banda de ganho não-instantânea se concentra no intervalo de frequência abaixo

do intervalo correspondente da banda instantânea. De igual modo, observa-se o

desaparecimento do ganho de IM quando o tempo de resposta é suficientemente

aumentado. Pode-se concluir também que a frequência particular na qual apenas

um modo é instável depende fracamente do tempo de resposta não-linear.

Vamos investigar mais precisamente a papel desempenhado pelo tempo de

resposta τ . Divulgamos nas Figura (4.6)-(4.7) (δ = 0) e nas Figuras (4.8)-(4.9)
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Figura 4.6: Valores de máximos locais dos ganhos para cada banda de instabilidade dos
espectros de ganho como função do tempo de resposta τ e uma diferença de velocidade
de grupo nula δ = 0. Um modo apresenta ambas as bandas Raman e instantânea para
pequenos valores de τ (ćırculos), enquanto o segundo modo apresenta uma única banda
Raman (cruzes). O valor máximo do ganho de IM em cada banda permanece praticamente
constante no regime de relaxação rápida (ou seja, pequenos valores de τ), com o ganho na
banda instantânea sendo a média do ganho nas bandas Raman. Depois da coalescência da
banda instantânea com uma das bandas Raman, o ganho começa a decrescer com 1/τ2/3.

(δ = 2 ps/m) o ganho máximo local e a frequência correspondente em cada banda

de instabilidade para um valor fixo da razão entre as potências dos feixes ε = 1.

Para o caso onde δ = 0, o ganho máximo de todas as três bandas de instabilidade (a

banda instantânea e as duas bandas Raman) são aproximadamente independentes

do tempo de resposta da não-linearidade do meio que apresenta resposta rápida

(pequenos valores de τ), conforme Figura (4.6). Entretanto, no regime de respostas

não-lineares lentas (grandes valores de τ), a banda instantânea e a banda Raman de

um dos modos instável coalescem. Ambas as bandas remanescentes apresentam um

ganho máximo que decresce de acordo com a lei de potência 1/τ 2/3. A frequência na

qual o ganho na banda instantânea é máximo não depende do tempo de resposta,
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Figura 4.7: Frequência t́ıpica do ganho máximo local Ωmax em cada ramo de instabilidade
como uma função do tempo de resposta τ e diferença de velocidade de grupo nula δ = 0.
Os śımbolos são os mesmo utilizados na Figura (4.6). Para pequenos valores de τ , a
frequência de ganho máximo de IM da banda instantânea não depende do tempo de
resposta, enquanto que na banda Raman o decaimento segue a lei 1/τ . Por outro lado, no
regime de relaxação lenta (τ grande), observa-se um decaimento mais lento Ωmax ∝ τ1/3.

de acordo com a Figura (4.7). Por outro lado, as frequências que correspondem ao

ganho máximo nas bandas Raman decaem com 1/τ no regime de respostas rápidas,

apresentando um decaimento mais lento proporcional a 1/τ 1/3 em meios que respon-

dem mais lentamente.

A situação muda quando δ = 2 ps/m. Acima da frequência na qual apenas

um dos modos é instável, surge uma banda de instabilidade cujo ganho máximo de-

cai com 1/τ para tempos de resposta grandes, como podemos ver na Figura (4.8). A

frequência na qual esse ganho é máximo se aproxima de um valor finito para grandes

valores de τ cujo limite é o valor assintótico observado para a banda instantânea

[ver Figura(4.9)]. Entretanto, o ganho máximo na banda coalescida exibe um de-

caimento menos acentuado proporcional a 1/τ 2/3 e as frequências correspondentes
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Figura 4.8: Valores de máximos locais para cada banda de instabilidade dos espectros
de ganho como função do tempo de resposta τ e uma diferença de velocidade de grupo
fixa δ = 2ps/m. Os śımbolos são os mesmo utilizados na Figura (4.6). Um máximo local
extra surge na região de cruzamento das bandas. Neste caso, o ganho máximo da banda
instantânea é maior do que nas bandas Raman na região de resposta não-linear rápida (τ
pequeno). No regime para τ grande, o ganho na banda com frequências correspondentes
baixas decai com 1/τ2/3 (cruzes), enquanto que o segundo ganho máximo que ocorre em
frequências maiores apresenta um decrescimento mais rápido τ .

a esses máximos decaem com 1/τ 1/3, similar ao obervado para o caso de pequenos

valores para a diferença das velocidades de grupo. Observe que existe uma janela

de frequências onde o espectro de ganho apresenta quatro máximos locais.

Para se ter uma visão geral do papel desempenhado pela interação da MFC

e da resposta não-linear atrasada sobre a IM, plotamos na Figura (4.10), em cores,

o ganho total (a soma dos ganhos em ambos os modos instáveis) em função da

frequência Ω e do tempo de resposta τ para o caso δ = 0. Usamos ε = 3 para

possibilitar uma melhor visualização devido ao gradiente de cores, uma vez que o

ganho é amplificado devido ao incremento da MFC. Podemos diferenciar facilmente

as duas bandas de ganho para pequenos valores de τ . A primeira banda que ocorre
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Figura 4.9: Frequência t́ıpica do ganho máximo local Ωmax em cada ramo de instabilidade
como uma função do tempo de resposta τ e diferença de velocidade de grupo finita δ =
2ps/m. Os śımbolos são os mesmo utilizados na Figura (4.6). No regime de pequenos
valores de τ , o comportamente é similiar ao caso de diferença de velocidade de grupo nula,
ou seja, Ωmax ≈ cte. Por outro lado, no regime de relaxação lenta (τ grande), observa-se
que uma banda é limitada pelo valor da banda instantânea, enquanto que Ωmax ∝ τ1/3 na
banda coalescida.

em baixas frequências surge devido a instabilidade inerente dos meios que respondem

instantaneamente. A segunda banda em altas frequências é a banda Raman. Essa

figura mostra claramente o deslocamento da banda Raman com o aumento do tempo

de resposta até a coalescência destas bandas de instabilidade, além do decréscimo

do ganho no regime de resposta lenta.

Por fim, o principal efeito devido a diferença da velocidade de grupo é apre-

sentado na Figura (4.11). Plota-se, colorido, o ganho total em função da frequência

e da diferença da velocidade de grupo δ para o caso particular de uma resposta não-

linear rápida τ = 0, 01 ps. No regime de diferença de velocidade de grupo pequena,

a banda instantânea e as bandas Raman são facilmente diferenciadas, com o ganho

na banda Raman maior do que na banda instantânea. Contudo, o ganho na banda
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Figura 4.10: Ganho total como função da frequência Ω e do tempo de resposta τ para
o caso de diferença de velocidade de grupo nula. Aqui ε = 3 e os demais parâmetros são
os mesmos utilizados nas outras figuras deste caṕıtulo. Para pequenos valores de τ , as
bandas instantâneas e Raman podem ser facilmente diferenciadas. Quando aumenta-se o
valor de τ , a banda Raman é deslocada para frequências menores. Essas bandas coalescem
em uma banda com ganho menor em frequências menores no regime de relaxação lenta (τ
grande).

Raman é suprimido a medida que δ aumenta. Ele atinge um valor da ordem do

ganho máximo da banda instantânea quando δ = 0 [veja as Figura (4.2) e (4.3)].

O ganho na banda instantânea, por sua vez, aumenta com δ, dobrando seu valor

máximo no regime de grandes valores de δ. Além do mais, para δ >> δc, a frequência

t́ıpica da banda instantânea cresce linearmente com δ. As bandas instantâneas e

Raman se superpõem na região de cruzamento.
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Figura 4.11: Ganho total como função da frequência Ω e da diferença da velocidade de
grupo δ para o caso da resposta não-linear rápida τ = 0, 01ps. Novamente ε = 3 e os
demais parâmetros são os mesmos utilizados nas outras figuras deste caṕıtulo. As bandas
instantâneas e Raman podem ser facilmente diferenciadas para pequenos valores de δ.
Enquanto que, em ambas as bandas, suas frequências t́ıpicas são fracamente dependentes
de δ neste regime, o ganho na banda instantânea aumenta com δ enquanto que a banda
Raman apresenta tendência oposta. No regime de grandes valores de δ, a frequência t́ıpica
da banda instantânea aumenta linearmente com δ e o ganho da IM se torna o dobro da
ganho para pequenos valores de δ. A banda Raman, por sua vez, permanece concentrada
em uma frequência constante.
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Caṕıtulo 5

Conclusões e Perspectivas de

Trabalhos Futuros

Nesta tese, realizamos um estudo detalhado da IM em fibras ópticas com

resposta não-linear do tipo Kerr com atraso e sujeita a MFC em virtude do acopla-

mento incoerente de dois feixes copropagantes com diferentes frequências e mesma

polarização devido ao ı́ndice de refração dependente da intensidade dos feixes. Mod-

elamos esse sistema introduzindo não-linearidades dependentes do tempo em ex-

tensões das equações não-lineares de Schrödinger que governam a evolução temporal

das ondas propagantes no regime de envelope que varia lentamente. De fato, uti-

lizamos o modelo de relaxação de Debye para incorporar os efeitos não-instantâneos

da resposta não-linear.

Considerando-se pequenas perturbações harmônicas para as soluções esta-

cionárias, encontramos, de modo exato, a relação de dispersão para as componentes

de Fourier dos campos perturbantes que inclui tanto os efeitos de MFC quanto

os efeitos de relaxação e que determina a estabilidade das soluções estacionárias e

permite determinar o intervalo de frequência para qual ocorre IM.

Mostramos que a instabilidade modulacional em meios com respostas não-
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lineares atrasadas, que ocorre tanto no regime de dispersão normal quanto anômalo,

apresenta, em geral, dois modos harmônicos degenerados e mostram comportamento

diferentes para resposta lenta e rápida. Em meios com resposta não-linear rápida,

existe uma banda instantânea bem definida e duas bandas Raman associadas com

cada um dos modos degenerados. Por outro lado, em meios com resposta não-linear

lenta, as bandas Raman são deslocadas para frequências menores e suprimem a

banda instantânea.

Os casos para pequenos e grandes valores da diferença da velocidade de grupo

também apresentam caracteŕısticas diferentes, com a banda isntantânea sendo deslo-

cada para frequências mais elevadas com o aumento de δ. A dependência das princi-

pais caracteŕısticas das bandas de ganho em função de τ e δ também foi apresentada

e possui comportamentos de escala distintos para os regimes de pequenos e grandes

valores de τ .

Entre as perspectivas de trabalhos futuros incluem-se o estudo similar ao que

fizemos neste trabalho para um modelo teórico com saturação da resposta não-linear

atrasada, como por exemplo

ı
∂E1

∂z
+

ı

vg1

∂E1

∂t
=

1

2
β1

∂2E1

∂t2
− γ1N1E1, (5.1)

ı
∂E2

∂z
+

ı

vg2

∂E2

∂t
=

1

2
β2

∂2E2

∂t2
− γ2N2E2, (5.2)

∂N1

∂t
=

1

τ

(
−N1 +

|E1|2 + 2|E2|2

1 + Γ(|E1|2 + 2|E2|2)

)
, (5.3)

∂N2

∂t
=

1

τ

(
−N2 +

2|E1|2 + |E2|2

1 + Γ(2|E1|2 + |E2|2)

)
, (5.4)

onde Γ é o parâmetro de saturação. Note que com Γ = 0 temos o modelo teórico

tratado nesta tese.

Pretende-se também estudar o caso de pulsos contra-propagantes, deste modo
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teŕıamos

ı
∂E1

∂z
+

ı

vg1

∂E1

∂t
=

1

2
β1

∂2E1

∂t2
− γ1N1E1, (5.5)

− ı
∂E2

∂z
+

ı

vg2

∂E2

∂t
=

1

2
β2

∂2E2

∂t2
− γ2N2E2, (5.6)

∂N1

∂t
=

1

τ
(−N1 + |E1|2 + 2|E2|2), (5.7)

∂N2

∂t
=

1

τ
(−N2 + 2|E1|2 + |E2|2). (5.8)

Em outro contexto, pode-se proceder o estudo da instabilidade modulacional

para os regime de resposta não-linear rápida e lenta para um sistema de ENLS

acopladas coerentemente considerando-se os efeitos da MQO através das equações

(extensão do modelo apresentado em [74])

ı
∂E1

∂z
+

ı

vg1

∂E1

∂t
− αE1 = δβ1

∂2E1

∂t2
− γ1N1E1 − λE2

2E
∗
1 , (5.9)

ı
∂E2

∂z
+

ı

vg2

∂E2

∂t
+ αE2 = δβ2

∂2E2

∂t2
− γ2N2E2 − λE2

1E
∗
2 , (5.10)

∂N1

∂t
=

1

τ
(−N1 + |E1|2 + σ|E2|2), (5.11)

∂N2

∂t
=

1

τ
(−N2 + σ|E1|2 + |E2|2). (5.12)

no qual espera-se que o acoplamento coerente aumente o intervalo de IM induzida

por MFC, onde podemos estudar os casos com δ = ±1/2. Os śımbolos σ e λ

representam os efeitos da MFC e MQO, respectivamente.

Além do mais, para se estudar a evolução da IM longe do regime linear, pre-

tendemos fazer simulações numéricas usando os algoritmos “split step” de Fourier.

Em todo caso, esperamos que a presente tese estimule novos experimentos que per-
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mitam comprovar a fenomenologia da interação entre os efeitos de MFC e da resposta

não-linear atrasada aqui apresentada.
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[11] W. Haas, Technological evolution in transmission systems, Electrical Commu-

nications 52, 283 - 288 (1977).

[12] A. Cozanent, J. Fleuret, H. Mâıtre and M. Rosseau, Optique e
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Paulo-SP, 1991).

[47] A. Ghatak, K. Thyagarajan, Introduction Fiber Optics. (Cambridge University

Press, New Delhi, 1997).

Instituto de F́ısica - UFAL
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[56] J. W. Goodman, Introduction à l’optique de Fourier et l’holographie. (Masson,

1972).

[57] R.W. Boyd, Nonlinear Optics. (Academic Press, New York, 2003).

[58] A.L. Moura, Dissertação de Mestrado: “Processo alternativo de polarização

termo-elétrica de indução e caracterização de não-linearidade de segunda or-

dem em vidros soda-lime”, (UFAL, Maceió-AL, 2009).
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heliográfos, 3

hidrofone, 5

Huygens, Christiaan (1629 - 1695), 9

112
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quântica, 10
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