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Resumo

Entre o vasto leque de experiéncias notaveis em condensados de Bose-
Einstein diluidos, foi observada a dindmica de condensados atrativos exibindo
colapso e subsequente explosao. Para condensados atrativos, o colapso ocorre
quando o numero de atomos N torna-se maior que um valor critico N,,N > N,.
Apds um colapso, o numero de atomos no condensado é reduzido tal que, para N
abaixo de N, uma configuracdo estavel é atingida. Aumentando o numero de
atomos no condensado até o ponto onde N > N, outro colapso € induzido e,
assim por diante, esse processo sera repetido e uma série de colapsos pode ser
observada.

Neste trabalho, nds investigamos analiticamente o comportamento do
condensado colapsante no ambito de uma equacdao de Gross-Pitaevskii nao-
linear, apropriada para descrever a dindmica do parametro de ordem ¥(r,t) de
um condensado de Bose-Einstein magneticamente aprisionado em um potencial
harmonico tridimensional. Colisdes inelasticas de dois e trés corpos que removem
atomos do condensado sdo incluidas. Usando uma abordagem variacional
baseada no principio de D’Alembert e apropriada para sistemas nao-
conservativos nds encontramos uma solucdo analitica para o condensado de
Bose-Einstein colapsante. Nos demonstramos que um ansatz Gaussiano captura
notavelmente bem a seqiéncia de implosdes e explosdes observada em
condensados atrativos.



Abstract

Among the wide range of remarkable experiments on dilute Bose-Einstein
condensates has been the observed dynamics of attractive condensates
exhibiting collapse and subsequent explosion. For attractive condensates the
collapse occurs when the number of atoms N becomes higher than a critical value
N,.. After a collapse, the number of atoms N in the condensate is reduced so that
for N below N, a stable configuration is attained. By increasing the number of
atoms in the condensate up to the point where N > N, a further collapse is
induced and so on, this process may be repeated and a series of collapses may be
observed.

In this work we investigate analytically the behavior of the collapsing
condensate within the framework of a nonlinear Gross-Pitaevskii equation,
suitable to describe the dynamics of the order parameter y(r,t) of a Bose-
Einstein condensate magnetically trapped in a harmonic three-dimensional
potential. Two and three-body inelastic collisions which remove atoms from the
condensate are included. By using a variational approach based on d’Alembert’s
principle and suitable for non-conservative systems we find an analytical solution
for a collapsing Bose-Einstein condensate. We demonstrate that a Gaussian
ansatz captures remarkably well the sequence of implosion and explosion
observed in attractive condensates.
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Introducao

A fisica da matéria condensada esta entre os maiores campo da Fisica da
atualidade e responde, por exemplo, por cerca de um terco dos fisicos
americanos, dada a sua importancia para a humanidade. Ela estuda as
propriedades macroscépicas de sistemas de muitas particulas onde as interacdes
entre essas particulas sao fortes (tal como acontece nos sélidos e liquidos e,
inclusive, em “fases exdticas” da matéria como os superfluidos e os condensados
bosonicos e fermidnicos). Essas propriedades podem ser, por exemplo, dpticas,

mecanicas, elétricas, magnéticas, térmicas entre outras.

O uso e o entendimento da matéria condensada estao ligados aos avancos
da civilizacdo desde a pré-histéria, quando o homem aprendeu a usar as
primeiras ferramentas. Estudos cientificos mais profundos sobre a natureza da
matéria condensada comecaram pouco tempo depois da revolucao Newtoniana.
No final do século XIX nosso entendimento das propriedades macroscépicas da
matéria estava bem fundamentado. As propriedades dinamicas e estaticas de
gases, liquidos e solidos eram explicadas pela hidrodinamica, pela termodinamica
e pela teoria da elasticidade. Pensava-se que apenas uns poucos problemas
(como o problema do corpo negro) ainda estavam em aberto e isso levou o fisico
escocés Lorde Kelvin a pronunciar a célebre frase “Ndao ha nada de novo a ser
descoberto na fisica atualmente. Tudo que resta sao medidas mais e mais
precisas”. Essa estaticidade da fisica durou pouco tempo, pois no comeco do

século XX surgiu a



teoria da relatividade e também os principios da mecanica quantica. Novos
métodos experimentais como a espectroscopia Optica e técnicas de
espalhamento auxiliados pela teoria quantica confirmaram a natureza atébmica da
matéria e resultaram em investigacdes da matéria condensada ao nivel
microscopico. Os estudos das propriedades quanticas dos solidos comegaram na
década de 1920 e recebem o nome de fisica do estado sélido. Esses estudos
incluem, por exemplo, a teoria de banda eletronica, a qual explica o
comportamento eletronico de metais, isolantes e semicondutores, a teoria da

supercondutividade e o efeito Hall quantico.

Alguns problemas continuam parcialmente solucionados pela teoria do
estado sélido, tais como os efeitos de desordem em rede e efeitos de interacdes
coulombianas fortes em sistemas de muitos elétrons. A medida que inovacdes
tecnoldgicas foram surgindo na area de microscopia, novas particulas foram
descobertas e a estrutura da matéria foi cada vez melhor explicada pela fisica da
matéria condensada. As teorias criadas para a fisica da matéria condensada
passaram a ser utilizadas em outros campos da fisica e também em outras areas
da ciéncia. Por exemplo, conceitos como o de parametros de ordem e de quebras
de simetria passaram a ser aplicados desde a fisica de particulas até a cosmologia.
Esses avangos tedricos e tecnoldgicos proporcionaram um referencial para o
entendimento de fases em sistemas da matéria condensada como nos

superfluidos, nos cristais liquidos, nos condensados, entre outras.

Como foi visto, o estudo da matéria condensada vem de longa data, mas, o

termo fisica da matéria condensada surgiu em 1967 e teve origem na fisica do



estado sélido que hoje é considerada um de seus subcampos. Esse termo foi
usado pela primeira vez por Philip Anderson e Volker Heine que renomearam seu
grupo de pesquisa, anteriormente chamado “teoria do estado sélido”. Uma das
razoes para o surgimento deste campo da fisica foi o de que muitos dos conceitos
e técnicas desenvolvidas e aplicadas a fisica do estado sélido também poderiam
ser aplicadas a sistemas fluidos. Como exemplo, podemos citar a semelhancga
entre o caso da supercondutividade na qual os elétrons podem se mover sem
dissipacao de energia através de alguns materiais em condi¢cdes especiais como,
por exemplo, no caso da fase superfluida do He* a baixas temperaturas ou como

no caso do He® onde esses atomos formam pares com propriedades de bésons.

Atualmente pode-se afirmar com segurangca que a fisica da matéria
condensada é o campo da fisica ligado as maiores inovagdes tecnoldgicas. As
investigacOes das propriedades da matéria levaram a descoberta do transistor, do
laser, dos diodos, dos cristais liquidos, possibilitou o desenvolvimento de técnicas
experimentais em temperaturas extremamente baixas, esta propiciando a criacao
de novos materiais com propriedades desejaveis para certas aplicacdes
tecnoldgicas, etc.. A fisica da matéria condensada também esta intimamente
relacionada com os avangos em outros campos da ciéncia como nanotecnologia,

quimica, engenharias, biologia e ciéncia dos materiais.

As particulas que compdem os sistemas estudados pela fisica da matéria

condensada sao classificadas em bdsons e férmions, estas, por sua vez, formam
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todas as particulas fundamentais da natureza. Uma caracteristica importante que

difere bdsons de férmions é o spin.

Férmions sdo particulas que possuem spin semi-inteiro (ex. 1/2, 3/2, etc.) e
obedecem ao Principio da Exclusdao de Pauli, ou seja, cada nivel quantico de
energia nao pode ser ocupado por particulas fermidnicas idénticas. Para
exemplificar o Principio de Exclusdo de Pauli podemos pensar nos varios niveis de
energia que envolvem o nucleo dos dtomos. Dois elétrons (elétrons possuem spin
+% ou -% e, portanto, sao férmions) sé poderdao ocupar o mesmo nivel de energia
se possuirem alguma caracteristica que os distingam e essa caracteristica é o spin.
Pelo Principio de Pauli temos que um elétron deve possuir spin +1/2 e o outro -
1/2 para que possam ocupar o mesmo nivel quantico. Sdo os elétrons
responsaveis pelas propriedades eletronicas dos materiais. Os férmions
obedecem a estatistica de Fermi-Dirac. Outros exemplos de férmions sdao os

néutrons, prétons, léptons, quarks, atomos com spin semi-inteiro, etc..

Bdsons, por outro lado, sdao particulas que possuem spin inteiro ou nulo e
nao obedecem ao Principio da Exclusdao de Pauli, ou seja, varias particulas
bosOnicas podem ocupar o mesmo nivel quantico ao mesmo tempo. Bdsons
obedecem a estatistica de Bose-Einstein. Como exemplos de bdsons temos os
mésons (pions, kaons, etc.), atomos de spin inteiro e particulas ou quase-
particulas que agem como intermedidrias em interacdes que ocorrem na
natureza (fétons, fénons, magnons, glions, etc.). Uma caracteristica importante

dos bdsons é que através de uma transi¢ao puramente quantica eles podem se



condensar no seu nivel de energia fundamental formando os conhecidos

condensados de Bose-Einstein.

A idéia da existéncia de condensados formados por bésons nasceu de
pesquisas iniciadas pelo fisico indiano Satyendra Nath Bose que no comec¢o da
década de 1920 estudava os quanta (ou fétons) de luz. Ele assumiu regras que
decidiam quando dois fdétons poderiam ser contados como idénticos ou
diferentes (1). Bose enviou seu trabalho a Einstein que supds que essa teoria
poderia ser também aplicada a atomos (2). Essa teoria ficou conhecida
posteriormente como estatistica de Bose-Einstein. Einstein estudou como os
atomos se comportariam em um gas se essa teoria fosse aplicada e encontrou
que em regimes de baixissimas temperaturas algo bastante incomum
aconteceria. Quando um gas de bdsons é resfriado a temperaturas
extremamente baixas, pode-se atingir um estado onde o comportamento desse
gas deixa de ser classico e nao pode mais ser entendido como um gas constituido
por particulas com movimentos aleatdrios. A este estado, puramente quantico,
denominamos condensado de Bose-Einstein e ao processo de formacdo deste

estado denominamos de condensacao de Bose-Einstein.

Sabemos pela mecanica quantica que as particulas constituintes de um gas
apresentam um espectro discreto de energia e que tais particulas apresentam-se
estatisticamente distribuidas entre os varios niveis de energia do sistema. As
propriedades termodinamicas deste sistema surgem da contribuicdao estatistica
de cada nivel de energia. Para temperaturas cotidianas nenhum destes niveis de

energia esta ocupado com um numero de particulas significamente maior que o



de outros niveis a ponto de contribuir de forma diferente para as propriedades
termodinamicas desse sistema. Einstein observou que para baixissimas
temperaturas um gas formado por bdsons poderia ter todas suas particulas no
estado fundamental (estado de mais baixa energia) e que, devido a isso, as
propriedades termodinamicas do sistema seriam alteradas caracterizando assim

uma transicao de fase.

A primeira evidéncia experimental de que o condensado de Bose-Einstein
pudesse ocorrer em um sistema fisico real foi sugerido por London (3), que
considerou a superfluidez do hélio liquido como uma possivel manifestacao desse
fendmeno. Décadas apds a suposicao de London, evidéncias comprobatdrias de
que a superfluidez é realmente uma manifestacdao que antecede ao aparecimento
de condensados surgiram em estudos sobre a distribuicdo de momentos de

atomos realizados em experimentos de espalhamento de néutrons (4).

Em 1962 foi sugerido que os condensados poderiam ocorrer para éxcitons
em certos tipos de cristais ndao-metdlicos (5-6). Atualmente, existe uma boa

quantidade de experimentos evidenciando isto (7-10).

Apesar das teorias sobre a condensacao de Bose-Einstein terem surgido na
década de 1920, a tecnologia necessaria para atingir temperaturas proximas do
zero absoluto limitou as descobertas experimentais mais importantes para a

década de 1980 e comego da década de 1990.

Em uma série de experimentos, atomos de hidrogénio foram resfriados

utilizando um refrigerador de diluicdo, depois foram aprisionados por um campo



magnético e adicionalmente resfriados por evaporacdo (11-15). Chegou muito
perto de se observar o condensado de Bose-Einstein utilizando esta abordagem,
mas ela foi limitada pela recombinacdao de dtomos individuais que formavam

moléculas.

No final da década de 1970 e na década de 1980, surgiram as técnicas de
resfriamento a laser (16-17) e aprisionamento magneto-6ptico (18) que, aliadas a
técnica de resfriamento evaporativo (19-20), permitiram as primeiras

observacdes do condensado de Bose-Einstein.

A técnica de resfriamento a laser consiste, basicamente, na desaceleragao
dos atomos da amostra através de trés pares de laser contrapropagantes onde
cada par é ortogonal aos demais feixes. Estes feixes, através dos fétons,
transferem momentum aos atomos criando uma forca na direcao contraria ao
movimento dos mesmos e, conseqlentemente, desacelerando-os. Esta forga
pode ser calculada e é equivalente a uma forga viscosa do tipo —av em cada
direcao e, por este motivo, o local onde ocorre a interseccdao dos trés pares de
feixe laser é denominado de melagco dptico. Mas esta técnica ndo é suficiente se
qguisermos confinar os atomos numa determinada posi¢do, para isto é utilizado
um campo magnético que varia linearmente no espa¢co formando uma forca
restauradora da posicdo. Esta técnica de aprisionamento de atomos denomina-se
de armadilha magneto-Optica. Este campo magnético faz com que haja um
desdobramento da estrutura interna do atomo criando assim uma regra de
selecao para transi¢Oes radiativas que dependem da posi¢ao onde o atomo se

encontra. Além disso, precisa-se de um resfriamento adicional denominado de



resfriamento evaporativo ou resfriamento de Sisifo. Através desta técnica os
atomos com maior energia sao ejetados da armadilha e, conseqiientemente, os
atomos remanescentes na armadilha encontram-se com menos energia por

atomo e, portanto, mais frios.

No ano de 1995, utilizando as técnicas mencionadas, trés grupos de
pesquisa observaram a formacao de condensados utilizando atomos alcalinos. A
condensacado de Bose-Einstein foi primeiramente obtida em gases de rubidio (21)
e posteriormente em gases de litio (22) e sddio (23). Apds este ano a
condensacao foi observada em dezenas de laboratdrios pelo mundo, inclusive no
Instituto de Fisica de Sao Carlos (IFSC) no Brasil onde foram utilizados atomos de

sodio e posteriormente atomos de rubidio em 2004 (24).

A figura 1 mostra a distribuicao de velocidades de atomos de rubidio da
primeira observacao experimental do condensado (25). As cores representam o
nimero de atomos em cada velocidade. Na foto da esquerda temos que os
atomos ainda estdao em uma temperatura um pouco acima da temperatura de
condensacdao; na foto central temos o momento do aparecimento do
condensado; a direita temos o condensado apds uma evaporacao adicional para

torna-lo mais puro.



Fig. 1- Distribuicdo de velocidades de dtomos de rubidio. A esquerda temos o momento anterior a
formacdo do condensado; no centro o momento em que o condensado se forma; a direita o

condensado apds uma evaporacdo adicional. Fonte: Cornell (25).

As densidades tipicas de condensados sdo cerca de cinco ordens de
grandeza menor que a densidade do ar, mas, mesmo assim, uma grande
quantidade de propriedades fisicas sao afetadas pelas intera¢des interatdmicas.
O tamanho, a forma, a estabilidade, o espectro de excitacdo e a formacgao de
solitons e vortices em condensados sdao alguns dos exemplos de propriedades
que podem alterar drasticamente se ocorrem mudancgas na forca e/ou sinal das

interagodes.

De acordo com a teoria de campo médio (26), que descreve
consideravelmente bem a maioria dos processos fisicos que ocorrem nos

condensados de Bose-Einstein, as forcas dessas interacdes dependem
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basicamente da densidade de atomos e de um parametro adicional chamado de
comprimento de espalhamento da onda s (s-wave scattering length), a. Este
parametro é determinado pela espécie atomica. Temos que, quando a > 0 as
interacOes interatdmicas serdao repulsivas e quando a < 0 as interacdes serao
atrativas e o condensado tendera a uma contragao que minimizara a energia total
do mesmo. Esta contragao compete com a energia do ponto zero que tende a
expandir o condensado. O condensado estavel pode ser entendido como o
resultado de uma competicao entre a energia do ponto zero e o processo de

minimizacao da energia.

A estabilidade de um condensado atrativo depende criticamente do
numero de atomos contidos nele, N. Existe um numero critico, N, para o qual se
N > N, o condensado colapsara devido ao desbalanceamento entre as forgas
atuantes no condensado. Quando injetamos continuamente atomos em um
condensado até atingirmos uma quantidade de dtomos superior ao valor critico,
uma implosao ocorrera. Esta, por sua vez, fard com que uma grande fracao de
atomos seja emitida até um ponto em que N < N, resultando na estabilidade do
condensado (22,27-30). Este processo serd repetido se continuarmos a injetar
mais atomos no condensado, fazendo com que uma série de implosdes e
explosdes seja obtida. Devido a semelhanga com o processo de implosdes que
ocorrem em supernovas, este fendmeno ficou conhecido como supernova de

Bose ou, simplesmente, bosenova.

Algumas caracteristicas do processo de colapso s3ao explicadas

adequadamente através de simulacdes numéricas da equacao de Gross-Pitaevskii
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(equacao derivada da teoria de campo médio e que rege a dinamica dos
condensados de Bose-Einstein) quando sao adicionados termos de colisdes
ineldsticas de dois e trés corpos a equacdo original mencionada (31). Estas

colisdes retiram atomos do condensado.

Neste trabalho estudaremos o colapso do condensado de Bose-Einstein
usando uma abordagem variacional adequada para sistemas dissipativos. Através
desta técnica, resolvemos uma equacao de Gross-Pitaevskii estendida que inclui
os termos dissipativos de dois e trés corpos e obtemos uma solucdao analitica
simples que captura perfeitamente bem as séries de colapsos e explosdes

observadas em condensados atrativos.

No capitulo seguinte deste trabalho apresentaremos as principais equagdes
da teoria de condensacao de Bose-Einstein. No capitulo subseqliente mostramos
um pouco do método variacional utilizado e obtemos nossos resultados.

Finalizaremos nosso trabalho com as conclusdes e perspectivas.
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Equacao de Gross-Pitaevskii

Neste capitulo introduziremos a equacao de Gross-Pitaevskii (32-33)
partindo de algumas consideracdes sobre os condensados. Como dito
anteriormente, esta equacao é de fundamental importancia para o entendimento

da dinamica dos condensados e, conseqlientemente, de nosso trabalho.

Partiremos do Hamiltoniano de muitos corpos que descreve N bdsons
fracamente interagentes confinados por um potencial externo V,,;, que em

segunda quantizacdo é dado por’

A = [ drt(n) [~ V2 4 Ve 0| B@) + 3 [ drdr' §F@)F WV -

P P(r), [1.1]

onde Pt(r) e Y(r) sdo os operadores de campo que criam e aniquilam um
béson na posicdo 1, respectivamente, e V(r — ') é o potencial de interagdo de
dois corpos. Apesar de que o potencial de interacdo para este problema seja
muito complexo (35), as experiéncias mostram que as interacdes podem ser
tratadas por um modelo tedrico muito mais simples. Em temperaturas muito
baixas o comprimento de onda de de Broglie dos atomos é muito grande quando
comparado ao alcance do potencial interatdmico. Isso, somado ao fato de que as
densidades e energias dos atomos sdo tao baixas que eles raramente se

aproximam muito uns dos outros, ou seja, as interacdes atomo-atomo sao

1- Para maiores detalhes sobre a teoria de segunda quantizacdo para bdsons consulte o
primeiro capitulo do livro Quantum Theory of Many-Particle Systems (34).
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efetivamente fracas e nds podemos desprezar interacdes de trés corpos e

considerar apenas colisdes binarias em nosso modelo tedrico.

O estado fundamental e as propriedades termodindmicas do sistema
podem ser diretamente calculadas partindo do Hamiltoniano [1.1]. Por exemplo,
pode-se usar o método de Monte Carlo para integrais de caminho para encontrar
as propriedades termodindmicas de um condensado com 10* atomos
interagentes em um potencial repulsivo do tipo “esfera macica” (36). Apesar
deste procedimento nos fornecer solu¢des exatas dentro dos limites de erros
estatisticos, ele torna-se muito pesado ou até mesmo impraticavel
computacionalmente para sistemas com grande numero de atomos. Usando a
abordagem de campo médio nés, além de evitar um trabalho numérico pesado,
conseguimos um entendimento do sistema em termos de parametros que tém

um significado fisico claro.

Bogoliubov (37) foi quem fez a primeira descricdo da teoria de campo
médio para um gas diluido de Bose. O ponto principal desta descricao consiste
em separar a contribuicao do condensado do operador de campo bosénico. Em
geral, o operador de campo pode ser escrito como P(r) = ¥, P, (r)a, , onde
P, (r) sdo fungdes de onda de uma particula e a, sdo os operadores de
aniquilagao correspondentes. No espago de Fock, os operadores bosOnicos de

criacdo e aniquilacdo a, T e a, sdo definidos através das relagdes
at o, ny, o g, ) = g + 1 ng,ny, o ng + 1,00, [1.2]

aa|n0,n1, vy Mgy e ) = ,/na|n0,n1, oy —1,.0), [1.3]
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onde n, sdo os autovalores do operador fi, = a,’a, que dd o nimero de

atomos no estado a. Estas relacdes obedecem as regras de comutacao usuais:
[aq, a;] =0up lawag] =0, [a,t asf] =0. [1.4]

A condensagao de Bose-Einstein acontece quando o numero de atomos n,
de um estado de uma particula em particular torna-se muito grande, ny = N, >
1, earazdo Ny /N permanece finita no limite termodinamico N — oo. Neste limite
os estados Ny, N, +1 e Ny — 1 correspondem a mesma configuracao fisica e,

devido a isso, os operadores de aniquilagdo e de criacdo a, e a,’ podem ser

tratados como escalares: a, = a,T = \/N,. Para um gas uniforme contido em um

~ 1
volume V, a condensagao acontece quando o estado ¢, = NG tem momento nulo

e o operador de campo YP(r) pode ser decomposto na forma P(r) = %+

17)’(1'). Bogoliubov desenvolveu uma teoria de perturbacdo de primeira ordem

para as excitacdes de gases de Bose interagentes tratando o operador f/)'(r)

como uma pequena perturbacdo.

A generalizacao da teoria de Bogoliubov para o caso de configuracdes nao-

uniformes com dependéncia temporal é dada por

P(r,t) = o(r,t) +P'(r, 1), [1.5]

onde usamos a representac¢dao de Heisenberg para os operadores de campo. Aqui
®(r,t) é uma funcdo complexa definida como o valor esperado do operador de

campo, ®(r,t) = (P(r,t)). A densidade do condensado é dada através da
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equacdo ny(r,t) = |®(r,t)|%. A fungdo ®(r,t) também possui uma fase bem
definida e isso equivale a assumir a ocorréncia de quebra de simetria de gauge

em um sistema de muitos corpos, similarmente ao caso de gases uniformes.

A funcdo ®(r,t) é freqlientemente chamada de “funcdo de onda do
condensado” e trata-se de um campo classico que tem o significado de um
parametro de ordem. Ela caracteriza o comportamento de longo alcance dos
elementos fora da diagonal da matriz de densidade de uma particula,
p, (', 1, t) = (Pt (', )P(r,t)). Na verdade, a equagdo [1.5] implica em um

comportamento assintético (38-40):
My e 1 (1, 8) = @7 (1, ) D(, 0). [1.6]

Note que, em um sistema de tamanho finito nem o conceito de quebra de
simetria de gauge, nem o de longo alcance de elementos fora da diagonal podem
ser aplicados. Porém, a fungdo de onda do condensado ®(7,t) ainda tem um
significado: ela pode ser determinada através da diagonalizacdo da matriz
densidade de um corpo, [dr'p; (r',r)®;(r") = N;®;(r), e corresponde a
autofungao ®;, com o maior autovalor N;. A conexdo entre a fungao de onda do
condensado, definida através da diagonalizacdao da matriz densidade, e o conceito
de parametro de ordem comumente usado na teoria de superfluidez, é um

problema interessante e nao trivial.

A decomposicao [1.5] torna-se muito util se f/)’ € pequeno, ou seja, quando a
deplecdo do condensado é pequena. Entdo, da mesma forma para gases

uniformes, podemos derivar uma equacao para o parametro de ordem
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expandindo a teoria para baixas ordens em {[)’. A principal diferenca é que nds

temos uma teoria de ordem zero n3o trivial para ®(r,t).

Para obter a equacdo para a funcdo de onda do condensado @(r,t),

teremos que escrever a evolug¢do temporal para o operador de campo P(r,t)

usando a equacao de Heisenberg com o Hamiltoniano de muitos corpos [1.1]:

ih%f/)(r, t) =[P H| = [—% + Ve (M) + [dr' Pt @, t) x V(' —

MPa, 0| ha o). [1.7)

Agora, nds temos que substituir o operador 1’[3 com o campo classico ®. Na
integral que contém a interagdao atomo-atomo, essa substituicdo nao é, em geral,
uma boa aproximagdo quando tratamos de curtas distancias (r’ — r). Entretanto,
para um gas resfriado diluido, nds podemos obter uma expressdao apropriada
para o termo de interacao observando que, nesse caso, apenas colisdes bindrias
de baixas energias sao relevantes e essas colisdes sao caracterizadas por um
simples parametro, o comprimento de espalhamento da onda s,
independentemente dos detalhes do potencial de interacao de dois corpos. Isso

nos permite substituir V(r’ — r) na equagdo [1.7] com uma interagdo efetiva
Vir'—r)=g6(' —r), [1.8]

onde a constante de acoplamento esta relacionada ao comprimento de

espalhamento a através de
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__4mh?a

m

[1.9]
O uso do potencial efetivo [1.8] na equacdao [1.7] é compativel com a

substituicao de t]) com @ e nos leva a seguinte equagao para o parametro de

ordem:
., 0 h2v?
ih = ®(1,t) = (= T + Vexe(r) + g0, 6)[2) (- 1). [1.10]

Esta equacao foi obtida independentemente por Gross (33,41) e Pitaevskii
(32) e é conhecida como equacao de Gross-Pitaevskii. A validade desta equacao
esta baseada na condicao que o comprimento de espalhamento da onda s seja
muito menor que a distancia média entre atomos e que o numero de atomos no
condensado seja muito maior que 1. A equacao de Gross-Pitaevskii e pequenas
variacoes dela s3ao a base para a maioria das investigacdes em excitagdes
elementares em condensados de Bose-Einstein®. Esta equagdo também poderia

ser obtida através do cdlculo variacional (26).

2- Veja a referéncia (42) para um estudo mais aprofundado em excitagcdes elementares em
condensados aprisionados.
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Solucao variacional para um condensado de

Bose-Einstein atrativo e colapsante

Neste capitulo utilizaremos uma abordagem variacional para obter uma
solucdo analitica simples de uma equacado de Gross-Pitaevskii estendida que inclui

termos dissipativos de dois e de trés corpos.

Na fisica, o comportamento dinamico de sistemas é geralmente descrito
por equacdes diferenciais ordinarias ou parciais que governam a evolucao
espacial e temporal do sistema considerado. Uma descri¢cao alternativa estda em
termos de um principio de extremo, que é o principio da minima acao de Euler.
Esta descricdo é bastante util para o desenvolvimento de solugdes analiticas
aproximadas, desde que na grande maioria dos casos solucdes analiticas exatas
ndo sao disponiveis (43-51). Quando uma solucdo analitica exata nao é
conhecida, nds costumamos tentar “adivinhar” a forma espacial da solucao
sugerindo um ansatz (funcdao tentativa) com alguns parametros livres
(parametros variacionais). A dependéncia temporal destes parametros é
encontrada através da substituicao destes no principio de extremo. Para sistemas
conservativos sempre existira uma formulagao de minima acdao baseada no
Lagrangeano, cuja existéncia € uma conseqliéncia direta da conservagao de
energia. Neste trabalho, demonstraremos que podemos usar uma formulacao
geral da dinamica devida a D’Alembert, igualmente aplicavel a sistemas

conservativos e dissipativos. Na formulagao de
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D’Alembert nds usamos o principio da minima a¢ao diretamente, dessa forma
evitamos a construcdao de uma fungdo Lagrangeana. Portanto, esta formulagao é
apropriada para lidar com sistemas com dissipacao nao-linear (52). Usando-a, nds
encontramos uma solucdo analitica para a funcdo de onda do condensado
baseada em um ansatz Gaussiano que consegue descrever bem o limite critico
para o colapso assim como as seqliéncias de colapsos e explosdes observados em

condensados atrativos.

Vamos considerar a seguinte Equacao de Gross-Pitaevskii que modela um
condensado de Bose-Einstein atrativo em uma armadilha harmoénica

tridimensional

, 1 2 ,
i, = — VP + ¢ — olPI*P — i(e1 [P1* + &9 DY [2.1]
onde Y(7,t) é o parametro de ordem adimensional do condensado em uma

2
. s, . . s e r . . ~
armadilha magnética esfericamente simétrica V=? Os coeficientes nao-

lineares dissipativos €; e €, sdao inseridos para se levar em conta colisdes
inelasticas de dois e trés corpos que retiram atomos do condensado e se tornam
muito importantes em regimes de alta densidade. Uma analise quantitativa do
nimero critico de atomos através de uma solucdo numérica da equacao de
Gross-Pitaevskii de campo médio nos leva ao seguinte limite na equacao [2.1]

(53):

[dr3|y|? = 4nk,, k.= 0,5746, [2.2]

asIN S .
onde k = % € a combinacdao dos comprimentos de espalhamento da onda s
0

dos atomos no condensado ag, N € o numero de atomos condensados e
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,h . : - . .
[, = — € o comprimento caracteristico da armadilha onde m é a massa

atdbmica e w a frequéncia da armadilha. Como dito anteriormente, podemos

adicionar &tomos ao condensado até um ponto em que k torne-se maior que k.

levando a contracao e explosdao do condensado. Vamos tentar descrever
analiticamente o comportamento de condensados colapsantes por meio de uma
técnica variacional especialmente desenvolvida para sistemas dissipativos. Nos
comeg¢amos escrevendo o Lagrangeano do sistema como uma soma de dois
termos: um termo conservativo mais um termo ndo-conservativo isto &,
L=L;+ Lyc. A abordagem variacional é aplicada ao Lagrangeano médio

definido como

L=(L)y=[dr3L [2.3]

e o principio de Hamilton é escrito como:
As equacdes de Euler-Lagrange que descrevem a dinamica dos
condensados sao definidas como,

8L _ 0 9Lc | @ 3L | 8 dLc  SLc
s o) o) e o

= Qil [25]

onde o indiceivariade1la2, ¢, = Y, Q; = Q, ey, = P e Q, = Q. Aqui, Q;
leva em conta todos os processos ndao-conservativos ocorrendo no sistema e, de

acordo com a equacao [2.4], é dado por:
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= 5£Nc_i 0Lnc _i 0LNc _i dLnc
Ql SY; dx a(%) dy 6(66_1/;}) 626(%)' [26]

Para achar solugdes aproximadas para as equagdes de Euler-Lagrange em
sistemas ndo conservativos, nds assumimos que o extremo da integral variacional

I pode ser expresso como

Y@, t) = f(b1(1), by (1), ..., by (1), T) [2.7]

onde f é o ansatz e as fungdes b;(t) sdao fungdes paramétricas desconhecidas a
ser determinadas. A esséncia do ansatz é a de reduzir o espaco de solucdes
variacionais admissiveis para um espaco finito de solucdes gerado pelos

parametros variacionais. Introduzindo o ansatz na integral variacional, isto é,

I =[drL(t,r, f(by(t),by(t), ..., bn (L)) [2.8]

e arrumando os termos 6b; (integrando por partes onde necessario) nés temos a

seguinte equacao basica

A (AL, AL _ oy*
dr(@bj>+ 7o = 2Re [dt5Q(r by, . by), [2.9]

onde j = 1,...,n e Q representa os termos dissipativos ndo-lineares na equagao
dinamica, por exemplo Q = i(&;|¥|? + & |P|*)P para a equagdo [2.1]. Pode ser
observado aqui, que essas equagdes sao uma extensdao das bem conhecidas
equacOes de Euler-Lagrange para sistemas conservativos onde o lado direito da

equacao é zero, devido a conservacao de energia.
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O maior inconveniente do método variacional é que alguns aspectos da
dinamica sao sacrificados para se obter uma aproximagao analitica simples da
verdadeira solucdo ndao conhecida analiticamente. Em geral, deveremos ter a
seguinte propriedade: aumentando gradualmente o numero de parametros no
ansatz de tal maneira a cobrir, no limite, o espaco de todas as funcdes suaves, as
solugdes obtidas pelo principio variacional deverdao se aproximar da solugao
exata. Uma direta, embora formal, realizacdo do esquema acima pode ser
alcangada considerando as bases contaveis de funcdes ¢;(x), j = 1,2,... (por
exemplo, no espago de Hilbert) com o ansatz Y(x,t) = X C; (t) @;(x). E facil
mostrar que as solugdes obtidas pelo principio da minima acao na forma
infinitesimal discutida acima satisfazem a propriedade requerida. Realmente, no
limite de um numero infinito de parametros variacionais, nés podemos encontrar
variagdes dos parametros tal que §y = du + idv com as variagdes reais éu e 6v
arbitrarias e independentes. Portanto, se nds escrevemos o principio de variacao

geral na forma

[dt [ ax{sy EQ) + SYEQ*(Y)} =0, [2.10]

onde a equa¢do dindmica é EQ(y) =0, entdo substituindo a variacdo
6y = du + idv, usando a independéncia e arbitrariedade de du e v, nds
obtemos EQ(y¥) + EQ*(y)) = 0e EQ(y¥)) — EQ*(¥) = 0 que sdo equivalentes as

equacgdes dinamicas.

Na auséncia de termos dissipativos (¢; = 0) a equagdo [2.1] segue do

Lagrangeano funcional
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i, . N 1 r? o
Le =@ Y —Pip) + VW12 +— [YI° = [YI% [2.11]
Note que, embora Y e Y* estejam relacionados através da conjugacdo
complexa, eles sao linearmente independentes. Além disso, as equacdes de Euler-
Lagrange para essas varidveis sao relacionadas através da seguinte equacao:

0Le _ (%) —
=G0 =@ [2.12]

Substituindo o ansatz Gaussiano Y (r,t) = a(t) exp {igp(t) — a(t) r?},

onde @ = ay + ia;, no Lagrangeano conservativo médio

(L) = [ Br{E @iy — ) + 2 1V + 2 [ = Zpl*) [2.13)

nos obtemos

(Le) = (2)3/2 %/22 [6 - 25+ = (2la3+a?] - ¢ +3)] [2.14]

4

Substituindo os parametros a,¢,are «a; na equagdao [2.9], nés

encontramos seus comportamentos dinamicos de acordo com o sistema de

equacgoes:

. _ 781 .3 _ 282 5

a=3aq;a sﬁa 3\Ea , [2.15]
. &1 2 4gy 4-

ap = {4a, PN A Ve }a [2.16]

a; = 2(ai — a?) +2 L4 2\/_a Ap, [2.17]
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. _ 7_0- 2
¢ = —3ap +8ﬁa : [2.18]

Temos assim trés equagdes acopladas para os parametros essenciais do
nosso ansatz. Os parametros criticos do sistema sdo obtidos da equacao [2.2].
Substituindo o ansatz Gaussiano, nds encontramos que os parametros criticos do
sistema podem ser obtidos do valor critico definido na equacdao [2.2] que,
combinado com a fun¢ao Gaussiana nos leva a
(2)3/ S ank, 2.19]

2 a;/z

Para az(0) = 1 nds temos a amplitude critica a, = 2,708. Esse é o valor
critico exato para o colapso para uma condicdo inicial Gaussiana (53). Simulacdes
numéricas do sistema [2.15-2.18] mostram que o ansatz Gaussiano captura esse
limite muito bem, veja figura 2. O valor critico para o colapso calculado a partir do
sistema [2.15-2.18] € um pouco maior 2,99 < a, < 2,999. Além disso, a figura 2
mostra que o ansatz Gaussiano também captura o comportamento tipo pulso do

condensado colapsante e mostra a seqliéncia de implosdes e explosdes.
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Fig. 2. SimulacGes numéricas do sistema [2.15-2.18] ilustrando o comportamento dindmico critico da
amplitude ay(t), para as condig¢bes iniciais a(0) = 2,99 (linha tracejada) e a(0) = 2,999 (linha
continua). Aqui nds escolhemos £; = 0,002,¢&, = 0,003, az(0) = 1.

A solucdao obtida aqui ilustra que a presente abordagem variacional,
adequada para lidar com sistemas dissipativos nao-lineares, funciona muito bem
dentro dos limites do ansatz usado. Em problemas nao-lineares nas quais nao
existem solugdes analiticas exatas, a solugdo variacional serve para
complementar os resultados obtidos por simulagdes numéricas. As equacdes de
Euler-Lagrange [2.15-2.18] que descrevem a dinamica da amplitude do
condensado ilustram bem o balango introduzido pelos termos dissipativos: sem
eles a amplitudes cresceriam exponencialmente como observado em simulagdes

numeéricas (31).
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Conclusdes e Perspectivas

Neste trabalho, estudamos o processo de colapso e explosao do
condensado de Bose-Einstein utilizando, para isso, uma abordagem variacional
apropriada para encontrar solucdes aproximadas de equagdes que incluem

termos de dissipacao nao-linear.

Através de um ansatz Gaussiano, nds encontramos uma solucao variacional
para uma equacao de Gross-Pitaevskii de campo médio estendida que inclui
efeitos dissipativos e, além de obter valores bastante razodveis para a amplitude
critica, também fomos capazes de capturar de forma satisfatéria as séries de
colapsos e explosdes observadas em Condensados de Bose-Einstein atrativos.
Uma grande vantagem do uso desta abordagem é que ela nos fornece
aproximacdOes analiticas simples para sistemas dissipativos, que sao os sistemas
fisicos mais encontrados na natureza. Como solucdes analiticas exatas nao sao
conhecidas para a maioria destes sistemas, este método torna-se importante
para ajudar-nos em interpretacdes fisicas e também para complementar as
simulagdes numéricas destes problemas. A abordagem desenvolvida aqui
também tem vantagens sobre o método variacional usual para a resolucdao de
sistemas dissipativos. Ao contrdrio do método usual, nds ndo precisamos de um
“sistema espelho” (43,46,54) para a construcao do Lagrangeano e, por isso,
reduzimos o numero de equagdes a ser resolvidas pela metade. A aplicabilidade

deste método
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é limitada apenas pela disponibilidade de funcdes cujas solucdes sdao conhecidas

na sua forma analitica explicita.

Como dito anteriormente, esta abordagem variacional tem um grande
nuimero de aplicacdes no campo de ondas dissipativas nao-lineares. Por exemplo,
ela pode ser aplicada ao estudo de formacao de solitons brilhantes durante o
colapso de um condensado atrativo, que foi recentemente observado (55).

Outros trabalhos nessa linha de pesquisa estdao sendo desenvolvidos por nosso

grupo.
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